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Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
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С. П. Искендерова

ВОЗДЕЙСТВИЕ МАЛЫХ ВЫТОЧЕК И УТОЛЩЕНИЙ НА РОСТ
ТРЕЩИНЫ В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНЕ, РАСТЯГИВАЕМОЙ

ДВУМЯ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ СИЛАМИ

Гянджинский государственный университет

Аннотация. Рассматривается тонкая изотропная пластина постоянной толщины всюду, за
исключением некоторых областей S1 и S2 вблизи конца сквозной прямолинейной трещины с
концевыми пластическими зонами на продолжении трещины. Пластина растягивается двумя
сосредоточенными силами.

Ключевые слова: тонкая изотропная пластина, прямолинейная трещина, концевые пласти-
ческие зоны, сосредоточенные силы.

УДК: 539.375

Рассмотрим бесконечную изотропную пластину, изготовленную из упруго-идеально-
пластического материала с одной сквозной прямолинейной трещиной длиной 2`. Берега тре-
щин свободны от внешних усилий. Пластина растягивается в направлении оси ординат дву-
мя сосредоточенными силами Р (на единицу толщины пластинки), приложенными в точках
z0 = ±iH. Для торможения роста трещины вблизи ее концов технологически создаются ло-
кальные изменения в толщине пластины в виде некоторых выточек или, наоборот, наплавле-
ния (утолщения) материала.

Материал пластины будем считать удовлетворяющим условию пластичности Треска-Сен-
Венана. Таким образом, рассматриваемая упругопластическая пластина имеет постоянную
толщину 2h0 всюду, за исключением некоторых областей S1 и S2 вблизи концов трещины. В
областях S1 и S2 толщина пластины представляет собой некоторую заданную функцию ко-
ординат, симметричную относительно оси абсцисс. Функция толщины пластины может быть
представлена в виде

h(x, y) = h0 [1 + εh∗(x, y)] , ε =
h2 − h1

h1 + h2
, (1)

где h∗(x, y) – некоторая известная безразмерная непрерывная функция (−1 ≤ h∗(x, y) ≤ 1).
При заданном законе изменения толщины значения ε будет постоянным; h1 и h2 – соответ-
ственно наименьшее и наибольшее значение толщины пластины в области S.

Очевидно, что в процессе нагружения этой пластины у концов трещины и точек приложе-
ния сил будут возникать области пластических деформаций.

Рассмотрим задачу о начальном развитии пластических деформаций в конце трещины,
пренебрегая при этом влиянием пластических деформаций, которые могут возникнуть возле
точек приложения сил (это допустимо при достаточно большом удалении точек приложения
сил от концов щели). В соответствии со схемой Леонова – Панасюка – Дагдейла пластическая
область будет представлять собой узкий слой на продолжении трещины, толщина которого
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4 С. П. ИСКЕНДЕРОВА

равна нулю в рамках применяемой теории малых деформаций. Из опыта хорошо известна
общая тенденция к формированию пластических областей на первых стадиях развития в
виде узких слоев скольжения, занимающих незначительный объем тела по сравнению с его
упругой зоной [1], [3].

Как показывают опыты, пластические зоны будут представлять в таких случаях отрезки
длины d. Физически в тонких пластинах она может реализоваться в виде плоскости сколь-
жения, направленной под углом 45˚ к плоскости пластины.

Ниже рассматривается влияние пластических деформаций на торможение роста трещи-
ны нормального разрыва в пластинчатом элементе конструкции с помощью выточек или
утолщений. В предположении, что пластинчатый элемент конструкции находится в обобщен-
ном плосконапряженном состоянии и учитывая переменность толщины пластины, в области
S = S1+S2, могут быть записаны общие уравнения теории обобщенного плоско-напряженного
состояния, т. е. имеют место уравнения равновесия

∂Nx
∂x

+
∂Nxy
∂y

= 0,
∂Ny
∂y

+
∂Nxy
∂x

= 0. (2)

Закон Гука имеет такой вид:

Nx =
2Eh

1− v2

(
∂u

∂x
+ v

∂υ

∂y

)
, Ny =

2Eh

1− v2

(
∂υ

∂y
+ v

∂u

∂x

)
, (3)

Nxy =
Eh

1 + v

(
∂u

∂y
+
∂υ

∂x

)
.

Здесь Nx, Ny, Nxy – нормальные и сдвигающие усилия, приходящиеся на единицу дли-
ны; u, υ – перемещения; Е – модуль Юнга; v – коэффициент Пуассона материала пластин-
ки и соотношение (1). Требуется найти решение системы уравнений (2), (3) с переменными
коэффициентами, удовлетворяющими отсутствию усилий на берегах трещины при наличии
пластических зон, размер которых заранее неизвестен.

σy − iτxy = 0 на берегах трещины, (4)

σy = σs; τxy = 0 на пластической линии.
Краевая задача решается на основе метода возмущений. Согласно этому методу можно

записать последовательность краевых задач.
Для нулевого приближения получаем следующую краевую задачу:

σ(0)
y − iτ (0)

xy = 0 при y = 0, |x| ≤ ` на берегах трещины, (5)

σ(0)
y = σs; τ (0)

xy = 0 при y = 0, ` ≤ |x| ≤ `+ d на пластической линии.
Для нулевого приближения на основании соотношений Колосова – Мусхелишвили [2] и

граничных условий (5) имеем краевую задачу:

Φ0 (z) + Φ0 (z) + z̄Φ′0 (z) + Ψ0 (z) = 0 при y = 0, |x| ≤ `,

Φ0 (z) + Φ0 (z) + z̄Φ′0 (z) + Ψ0 (z) = σs при y = 0, ` ≤ |x| ≤ `+ d.

Решение этой краевой задачи известно [2].
Для первого приближения имеем краевую задачу при следующих граничных условиях:

N (∗)
y − iN (∗)

xy = 0 при y = 0, |x| ≤ `, (6)
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N (∗)
y = −h∗ (x, 0)Ns; N (∗)

xy = 0 при y = 0, ` ≤ |x| ≤ `+ d.

Здесь Ns = 2h0σs.
Общее решение задачи в первом приближении при наличии объемных сил складывается из

общего решения задачи плоской теории упругости при отсутствии объемных сил и частного
решения уравнений при наличии объемных сил:

X1 + iΥ1 =
∂h∗
∂x

(
N (0)
x + iN (0)

xy

)
+ i

∂h∗
∂y

(
N (0)
y − iN (0)

xy

)
. (7)

Усилия N (0)
x , N (0)

y , N (0)
xy во всех точках пластины можно представить следующими форму-

лами:

N
(0)
x +N

(0)
y

2h0
= 4ReΦ

(
0z), (8)

N
(0)
y − iN (0)

xy

2h0
= Φ0(z) + Φ0(z) + (z − z̄)Φ′0(z),

Φ0(z) =
PH

π (1 + χ)

1

z2 +H2
− PH

2π (1 + χ)

[
χ− 1

z2 +H2
+

4H

(z2 +H2)
2×

×

(
H + z

√
z2 − b2√
H2 + b2

)]
− σs

π

z
√
z2 + b2

z2 +H2
arccos

`

b
− σs

2πi
ln
`
√
b2 − z2 − z

√
b2 − `2

`
√
b2 − z2 + z

√
b2 − `2

,

b = `+ d.

Здесь корень
√

(`+ d)
2 − z2 считается положительным на верхнем берегу разреза

(−`− d, `+ d) вдоль оси х, а lnF = ln |F |+ i argF , причем −π < argF < π.
С помощью соотношений (8) после некоторых преобразований и при заданной функции

h (x, y) определяем объемные силы в области S1 и S2.
В первом приближении для усилий имеем представления

N
(∗)
x +N

(∗)
y

2h0
= 4Re

[
Φ

(
1z)−

1

2(1 + к)

∂Ω

∂z

]
, (9)

N (∗)
x +N (∗)

y + 2iN (∗)
xy = 2

[
z̄(Φ∗)1(z) + Ψ

(
1z) +

1

2(1 + к)

∂

∂z

(
к0Ω−Q1

)]
,

к = (3− v)/(1 + v),

где N (∗)
x = N

(1)
x0 +N

(1)
x1 ; N (∗)

y = N
(1)
y0 +N

(1)
y1 ; N (∗)

xy = N
(1)
xy0 +N

(1)
xy1 .

N
(1)
x0 , N

(1)
y0 , N

(1)
xy0 – любое частное решение уравнений теории упругости при наличии

объемных сил; N (1)
x1 , N (1)

y1 , N (1)
xy1 – общее решение при отсутствии объемной силы.

В эти соотношения входят две аналитические функции Φ1(z) и Ψ1(z) комплексной пере-
менной z = x + iy и две функции Ω (z, z̄) и Q (z, z̄), представляющие собой любые частные
решения уравнений

∂2Ω

∂z∂z̄
= F ;

∂2Q

∂z2
= F̄ .

Затем находятся функции Ω (z, z̄) и Q (z, z̄) согласно соотношениям

Ω(z, z̄) = (

∫
)zdz(

∫
)z̄F (z, z̄)dz̄; Q(z, z̄) = (

∫
)zdz(

∫
)zF (z, z̄)dz.
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Знание функций Ω (z, z̄) и Q (z, z̄) позволяет найти компоненты тензора напряжений, а так-
же функцию f(x) на берегах трещины (оси абсцисс), порожденных из-за наличия объемных
сил в области S1 и S2.

Общее решение задачи в первом приближении при отсутствии объемных сил представим
через комплексные потенциалы Φ1 (z, z̄) и Ω1 (z, z̄) = zΦ1 (z) + Ψ1 (z).

Для определения аналитических функций Φ1 (z, z̄) и Ω1 (z, z̄) на основании граничных усло-
вий получим следующую граничную задачу:

Φ1 (x) + Φ1 (x) + Ω1 (x) = f (x) при y = 0, |x| ≤ `, (10)

Φ1 (x) + Φ1 (x) + Ω1 (x) = −h∗ (x, 0) + f (x) при y = 0, ` ≤ |x| ≤ `+ d,

где f (x) = f0 (x) + f1 (x);

f0 (x) =
pH

π (1 + χ)

[
1− χ
x2 +H2

− 4H2

(x2 +H2)
2

]
,

f1(x) =
1

1 + χ
Re

∂Ω

∂z
− 1

2(1 + к)

(
к
∂Ω

∂z
− ∂Q

∂z

)
при у = 0.

Так как напряжения в упруго-идеальнопластическом теле ограничены, то решение краевой
задачи (10) следует искать в классе всюду ограниченных функций. Теперь заметим, что в силу
условий симметрии относительно оси х функция f(x) действительна, поэтому на основании
(10) на всей действительной оси будет ImΩ1 (z) = 0. Следовательно, учитывая еще условия
на бесконечности, получаем

Ω1 (z) = 0.

Итак, на основании (10) для функции Φ1 (z) получаем задачу Дирихле:

при y = 0, |x| ≤ ` ReΦ1 (z) =
1

2
f (x) , (11)

при y = 0, ` ≤ |x| ≤ b ReΦ1 (z) =
1

2
(−h∗σ0 + f (x)) ,

b = `+ d

при z →∞ Φ1 (z)→ 0.

Искомое решение задачи (11) запишется так [2]:

Φ1(z) =

√
z2 − b2
2πi

b∫
−b

F∗(x)dx

x− z
. (12)

Здесь F∗(x) = f(x)√
x2−b2 при |x| < `

F∗(x) =
f(x)− h∗ (x, 0)σs√

x2 − b2
при ` ≤ |x| ≤ b.

Интеграл в (12) представим в виде

Φ1(z) =

√
z2 − b2
2πi


b∫
−b

f(x)dx√
x2 − b2 (x− z)

− σs

−`∫
−b

h∗ (x, 0) dx√
x2 − b2 (x− z)

+ (13)
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+σs

b∫
`

h∗ (x, 0) dx√
x2 − b2 (x− z)

 .

Размер пластической зоны можно определить из условия разрешимости задачи в каждом
приближении, т. е. считая, что

b = b0 + εb1; b0 = `+ d0; b1 = `+ d1

Условие разрешимости краевой задачи в нулевом приближении дает соотношение для опре-
деления величины d0, соответственно условие разрешимости краевой задачи в первом при-
ближении позволяет получить уравнение для нахождения величины d1. Однако, если исхо-
дить из физического условия ограниченности напряжений в кончиках трещины, мы получим
уравнение для определения неизвестного размера пластической зоны d. Для этого надо по-
требовать, чтобы коэффициент интенсивности напряжений в рассматриваемой задаче был
бы равен нулю, т. е. KI = 0.

Так как

KI = [1 + h∗ (`, 0)]K
(0)
I + εK

(2)
I , (14)

где

K
(0)
I =

1√
πb

b∫
`

f0(x)

√
b+ x

b− x
dx− σs√

πb

−`∫
−b

√
b+ x

b− x
dx−

− σs√
πb

b∫
`

√
b+ x

b− x
dx,

K
(2)
I = − 1√

πb

b∫
`

f(x)

√
b+ x

b− x
dx− σs√

πb

−`∫
−b

√
b+ x

b− x
dx+

+
σs√
πb

b∫
`

h∗ (x, 0)

√
b+ x

b− x
dx.

Требуя, чтобы коэффициент интенсивности напряжений был бы равен нулю, получаем
следующее уравнение для определения размера пластической зоны:

[1 + εh∗ (`, 0)]

{
P
√
b

[
1 + χ+

2H2

(H2 + b2)

]/[
(1 + χ)

√
π (H2 + b2)

]
− (15)

− 2σs

√
b

π
arccos

(
1− d

b

)}
+ εK

(2)
I = 0.

Из полученного соотношения видно, что для разрешимости краевой задачи в нулевом при-
ближении необходимо равенство нулю выражения, находящегося в фигурных скобках. Если
это выполняется, то из (15) следует, что K(2)

I = 0.
Последнее равенство представляет собой условие разрешимости краевой задачи (11).
Уравнение (15) позволяет численно определить длину пластической зоны. При известном

законе локального изменения толщины в кончике трещины уравнение решается численно ме-
тодом итерации. При этом функциюK

(2)
I с помощью квадратурной формулы Гаусса заменяли
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K
(2)
I = −P

√
πb

M

M∑
m=1

f∗ (btm) + 2σs
√
πb

(b− `)
2M

M∑
m=1

sin θm
h∗ (xm, 0)√
b2 − x2

,

ηm = cos
2m− 1

2M
π, tm = cos

2m− 1

2M
π (m = 1, 2, . . . ,M),

xm =
b+ `

2
+
b− `

2
ηm; θm =

2m− 1

2M
π.

Предельное состояние пластины
Для определения предельного состояния пластины используем в качестве критерия хрупко-

го разрушения критерий критического раскрытия трещины (КРТ). Согласно этому критерию
трещина начнет распространяться, как только ее раскрытие в вершине достигнет предельного
(для данного материала при заданных условиях) значения δc.

2υ∗ = δc. (16)

Здесь 2υ∗ – расстояние между противоположными берегами трещины в ее конце (у осно-
вания пластической зоны) при x = `.

Используя решения упругопластической задачи, вычислим смещение υ на пластической
линии скольжения (при у =0, ` < |x| < `+ d):

υ = υ0 + ευ1,

υ0 = − 1

πE

b∫
−b

f0(t) Γ(b, x, t)dt+
σs
πE

{
(x− `) Γ(b, x, `)−

− (x+ `) Γ(b, x, −`)− 4
√
b2 − x2 arccos

1

b

}
,

υ1 = − 1

πE

b∫
−b

f(t) Γ(b, x, t)dt+
2σs
πE

b∫
`

h∗ (t, 0) Γ(b, x, t)dt.

Здесь Γ(b, x, t) = ln
b2−xt−

√
(b2−x2)(b2−t2)

b2−xt+
√

(b2−x2)(b2−t2)
.

Раскрытие трещины в ее конце при x = ` будет равно:

2υ∗ = 2υ0 (`, `, β) + 2ευ1 (`, `, β) , (17)

2υ∗ = − 1

πE

b∫
−b

f0(t) Γ(b, `, t)dt+
2σs
πE

[
`Γ(b, `, −`)− 2

√
b2 − `2 arccos

1

b

]
−

− ε

πE

b∫
−b

f(t) Γ(b, `, t)dt+
2σsε

πE

b∫
`

h∗ (t, 0) Γ(b, `, t)dt.

Для определения критических значений внешней нагрузки P ∗ при заданной длине ` на-
чальной трещины на основании соотношения (17) и условия (16) получаем следующее урав-
нение:
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− 1

πE

b∫
−b

f0(t) Γ(b, `, t)dt+
2σs
πE

[
`Γ(b, `, −`)− 2

√
b2 − `2 arccos

1

b

]
− (18)

− ε

πE

b∫
−b

f(t) Γ(b, `, t)dt+
2σsε

πE

b∫
`

h∗ (t, 0) Γ(b, `, t)dt = δc.

Преобразуем уравнение (18) к виду, удобному для численного решения.
Заменяя интегралы квадратурными формулами и переходя к безразмерным переменным

в интегралах, уравнение (18) приведем к виду

− b

πE

M∑
m=1

f0(bτm) Γ(b, `, bτm)∆τ +
2σs
πE

[
`Γ(b, `)− 2

√
b2 − `2 arccos

1

b

]
− (19)

− εb

πE

M∑
m=1

f(bτm) Γ(b, `, bτm)∆τ +
2σsε (b− `)

πE

M∑
m=1

h∗ (tm) Γ(b, `, tm)∆η = δc.

Отрезок интегрирования [–1, 1] разбивался на М равных ячеек. В качестве узлов выбира-
лись центры ячеек, имеющие координаты τm = (M + 0, 5−m)/M :

tm =
b+ `

2
+
b− `

2
τm ; ∆τ =

2

M
, ∆η =

2

M
.

Система двух уравнений (15) и (17) при известном законе изменения толщины пластины
в области S решается численно методом итераций. При этом предварительно интеграл для
функции K(2)

I заменялся квадратурной формулой Гаусса по чебышевским узлам и осуществ-
лялся переход к безразмерным переменным.

Конкретные задачи
Рассмотрим некоторые конкретные типы выточек и утолщений.

Конусовидная выточка
Пусть выточка имеет форму усеченного кругового конуса с осью, проходящей через конец

сквозной трещины перпендикулярно плоскости Оху. При этом нижнее основание конуса –
круговое с радиусом R1, а верхнее основание – круговое с радиусом R0. Толщина пластинки
в основании выточки равна 2h1. Уравнение верхней поверхности правой половины элемента
конструкции (пластинки) имеет следующий вид:

h =


h1 при (x− `)2

+ y2 ≤ R2
1 область S1

h0 + ε

(√
(x− `)2

+ y2 −R0

)
при R2

1 ≤ (x− `)2
+ y2 ≤ R2

0

h0 при (x− `)2
+ y2 ≥ R2

0

.

Для левой половины уравнение верхней поверхности пластинки имеет вид:

h =


h1 при (x+ `)

2
+ y2 ≤ R2

1 область S2

h0 + ε

(√
(x+ `)

2
+ y2 −R0

)
при R2

1 ≤ (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
0

h0 при (x+ `)
2

+ y2 ≥ R2
0

.

Здесь малый параметр определяется по формуле

ε = (h0 − h1)/(R0 −R1).

Для конусовидной выточки находим:
а) для правой половины пластинки:
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h∗ =


−R0−h1

h0
при (x− `)2

+ y2 ≤ R2
1

1
h0

(√
(x− `)2

+ y2 −R0

)
при R2

1 ≤ (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
0

0 при (x− `)2
+ y2 ≥ R2

0.

,

∂h∗
∂x

= 0;
∂h∗
∂y

= 0 при (x− `)2
+ y2 ≤ R2

1; (x− `)2
+ y2 > R2

0.

В области S1 при R2
1 ≤ (x− `)2

+ y2 ≤ R2
0

∂h∗
∂x

=
(x− `)

h0

√
(x− `)2

+ y2

;
∂h∗
∂y

=
y

h0

√
(x− `)2

+ y2

,

X1 + iY1 = 0 при (x− `)2
+ y2 ≤ R2

1; (x− `)2
+ y2 ≥ R2

0,

X1 + iY1 =
(x− `)

h0

√
(x− `)2

+ y2

(
N (0)
x + iN (0)

xy

)
+

iy

h0

√
(x− `)2

+ y2

(
N (0)
y − iN (0)

xy

)
при R2

1 ≤ (x− `)2
+ y2 ≤ R2

0;
б) для левой половины пластинки:

h∗ =


−R0−h1

h0
при (x+ `)

2
+ y2 ≤ R2

1

1
h0

(√
(x+ `)

2
+ y2 −R0

)
при R2

1 ≤ (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
0

0 при (x+ `)
2

+ y2 > R2
0

,

∂h∗
∂x

= 0;
∂h∗
∂y

= 0 при (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
1; (x+ `)

2
+ y2 > R2

0.

В области S2 при R2
1 ≤ (x+ `)

2
+ y2 ≤ R2

0

∂h∗
∂x

=
(x+ `)

h0

√
(x+ `)

2
+ y2

;
∂h∗
∂y

=
y

h0

√
(x+ `)

2
+ y2

,

X1 + iY1 = 0 при (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
1; (x+ `)

2
+ y2 > R2

0,

X1 + iY1 =
(x+ `)

h0

√
(x+ `)

2
+ y2

(
N (0)
x + iN (0)

xy

)
+

iy

h0

√
(x+ `)

2
+ y2

(
N (0)
y − iN (0)

xy

)
при R2

1 ≤ (x+ `)
2

+ y2 ≤ R2
0.

Подставляя объемные силы F1 = X1 + iY1 в области S1 и F2 = X2 + iY2 в области S2 через
переменные z и z̄, с помощью интегрирования находим функции Ω(z, z̄) и Q(z, z̄). По этим
функциям находим функцию f (x), которую удобно представить в виде f (x) = Pf∗ (x).

Подставляя функции f (x) и h∗ (x, 0) в (15), (17), в результате вычислений находим длину
пластической зоны и смещения берегов пластической области через геометрические парамет-
ры выточки или утолщения.

На рис. 1 представлен график зависимости безразмерной длины полос пластичности d/`
от безразмерной относительной толщины h1/h2 свободных параметров.

На рис. 2 приводится зависимость безразмерной предельной нагрузки σ∗ = σ0

√
π`√

Eσsδc
от

относительной толщины на дне выточки, полученная в результате совместного численного
решения методом итерации уравнений (15) и (17) при тех же значениях свободных парамет-
ров.
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В случае упругопластического материала смещения берегов пластической зоны и размер
зоны пластических деформаций на дне конусовидной выточки в кончике трещины существен-
но зависят от отношения глубины выточки к толщине пластины. Угол конуса и радиусы верх-
него и нижнего оснований не оказывают влияние на развитие пластических деформаций.

Численный анализ зависимости критической нагрузки позволяет изучить влияние геомет-
рических параметров конусовидной выточки или утолщения на характер развития трещины:

yh1/h0y =
P
√
π`

h0

√
Eσsδc

.

Рис. 1

На основе полученных численных результатов можно сделать следующие выводы:
– конусовидная выточка в конце трещины по толщине способствует увеличению предельной

величины внешней нагрузки;
– конусовидное утолщение по толщине в конце трещины препятствует развитию пластиче-

ских деформаций вдоль фронта трещины. Утолщение способствует возникновению объемного
напряженного состояния, при котором затрудняется проявление материалом пластины пла-
стических свойств. Возможна вероятность разрушения в хрупком состоянии.

В случае развитых трещин, т. е. когда длина трещины гораздо больше характерного раз-
мера области S2 (выточки), соотношения (15) и (18) значительно упрощаются и принимают
в случае конусовидной выточки следующий вид:

d =
πK

(0)
I

8σ2
s

[
h1

h0
− (h0 − h1) (3 + к)

4h0 (1 + к)

]2

,

8σsd

πE
+

8ε
√
dK

(0)
I

πE

[
h1

h0
− (h0 − h1) (3 + к)

4h0 (1 + к)

]2

= δc,

K
(0)
I = P

√
`

[
1 + к +

2H2

(H2 + `2)

]/[
(1 + к)

√
π (H2 + `2)

]
.
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Рис. 2

Заключение. Численный анализ решения для всех рассмотренных примеров показыва-
ет, что малые конусовидные выточки в конце трещины эффективно можно применять для
торможения сквозных эксплуатационных трещин в пластинчатых элементах конструкций.
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Abstract. The plate of constant thickness is considered thin isotropic everywhere except for
some areas S1 and S2 near to the end of a through rectilinear crack with end plastic zones on
continuation of a crack. The plate is stretched{dragged out} by two concentrated forces.

Keywords: thin isotropic plate, a rectilinear crack, the end plastic zones, the concentrated forces.

REFERENCES
[1] Vitvitsky, P. M. Plastic of deformation in a vicinity of cracks and criterion fracture (review) /

P. M. Vitvitsky, V. V. Panasyuk, S. Y. Yarema // Problems of strength. – 1973. – No 2. – P. 3–19.
[2] Mushelishvili, N. I. Some basic problem in the mathematical theory of elasticity /

N. I. Mushelishvili. – M. : Nauka, 1966. – 707 p.
[3] Panasyuk, V. V. The mechanics of the quasi brittle fracture of materials / V. V. Panasyuk.

– Kiev : Naukova Dumka, 1991. – 416 p.

Iskenderova, Sayra Pasha gizi
Candidate of Phys.&Math., Assoc. Professor, Gandzha State University, Gandzha



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2014. №1 (19). С. 14–22

Н. М. Калантарлы

ТРЕЩИНООБРАЗОВАНИЕ В КРУГОВОМ ДИСКЕ, ЗАГРУЖЕННОМ
СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ САМОУРАВНОВЕШЕННЫМИ МОМЕНТАМИ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Рассматривается изотропный упругий круговой диск, загруженный на конту-
ре двумя сосредоточенными моментами М. Используется модель зоны предразрушения со
связями между берегами. Получены соотношения для определения критического значения
внешней нагрузки, при которой происходит появление трещины.

Ключевые слова: изотропный круговой диск, зона предразрушения, зарождение трещины,
силы сцепления.

УДК: 539.375

Рассмотрим изотропный круговой диск радиуса R, загруженный на контуре двумя со-
средоточенными моментами М, приложенными в точках z1 = R, z2 = −R (рис. 1). Задачу
рассматриваем как квазистатическую в постановке плоско-напряженного состояния. По мере
нагружения кругового диска в процессе эксплуатации силовой нагрузкой в ней будут возни-
кать зоны предразрушения, которые моделируем [1] как области ослабленных межчастичных
связей материала. Зона предразрушения ориентирована в направлении максимальных рас-
тягивающих напряжений в диске.

В центре зоны предразрушения разместим начало локальной системы координат x1О1у1,
ось x1 которой совпадает с зоной ослабленных межчастичных связей материала и образует
угол α1 с осью х (рис. 1). Взаимодействие берегов зоны ослабленных межчастичных связей
материала моделируется путем введения между берегами связей (сил сцепления), имеющих
заданную диаграмму деформирования.

При действии внешних нагрузок на диск в связях, соединяющие берега зоны предразру-
шения, будут возникать нормальные qy1 (x1) и касательные qx1y1 (x1) усилия. Величины этих
напряжений заранее неизвестны и подлежат определению.

Так как указанная зона (прослойка перенапряженного материала) мала по сравнению с
остальной упругой зоной диска, то согласно модели [1] их можно мысленно заменить разре-
зом, поверхности которой действуют между собой по некоторому закону, соответствующему
действию удаленного материала. При этом размер зоны предразрушения заранее неизвестен
и подлежит определению.

Граничные условия на берегах зоны предразрушения будут иметь вид

σy1 = qy1 (x1) ; τ=
x1y1qx1y1 (x1) при |x1| ≤ `1. (1)

Основные соотношения рассматриваемой задачи должны быть дополнены следующим
уравнением:

Поступила 03.02.2014
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Рис. 1. Расчетная схема задачи

υ+ (x1, 0)− υ− (x1, 0)− i
(
u+ (x1, 0)− u− (x1, 0)

)
= C (x1, σ1)

(
q−y1iqx1y1

)
, (2)

σ1 =
√
q2
y1 + q2

x1y1 .

Здесь функция C (x1, σ1) представляет собой эффективную податливость связей, завися-
щую от натяжения связей; σ1 – модуль вектора усилий в связях; (u+ − u−) – касательная,
(υ+ − υ−) – нормальная составляющая раскрытия берегов зоны предразрушения.

Для нахождения значения внешней нагрузки, при котором происходит зарождение трещи-
ны, нужно постановку задачи дополнить условием (критерием) появления трещины (разрыва
межчастичных связей материала). В качестве такого условия принимаем критерий критиче-
ского раскрытия берегов зоны ослабленных межчастичных связей материала∣∣(υ+ − υ−

)
− i
(
u+ − u−

)∣∣ = δcr, (3)
где δcr – характеристика сопротивления материала диска трещинообразованию.

Напряженное состояние в круговом диске ищем в виде

σx = σ0
x + σ1

x, σy = σ0
y + σ1

y, τxy = τ0
xy + τ1

xy. (4)
Здесь первые слагаемые σ0

x, σ0
y, τ0

xy – напряжения, возникающие в круговом изотропном
диске при отсутствии зоны предразрушения.

Для определения введенных компонент напряжений σ1
x, σ1

y, τ1
xy, удовлетворяющих уравне-

ниям плоской задачи теории упругости, приходим к следующей краевой задаче:

σ1
y + iτ1

xy = q+
y1iq

+
x1y1f(x) при y1 = 0, |x1| ≤ `1, (5)

σ1
r + iτ1

rθ = F (τ) на контуре τ = R exp (iθ) .

Перейдем в начале к определению напряжений σ0
x, σ0

y, τ0
xy. Как известно [2], компоненты

тензора напряжений σ0
x, σ0

y, τ0
xy в произвольной точке упругого диска, определяются форму-

лами:

σ0
x + σ0

y = σ0
r + σ0

θ = 4ReΦ0 (z)
(
i =
√
−1
)
, (6)
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(
σ0
y − σ0

x + 2iτ0
xy

)
=
(
σ0
θ − σ0

r − 2iτ0
rθ

)
e−2iθ = 2 [z̄Φ′0 (z) + Ψ0 (z)] .

Комплексные потенциалы в рассматриваемой задаче для сплошного упругого диска имеют
вид:

Φ0 (z) =
Mi

2π

[
1

(R+ z)
2 −

1

(R− z)2

]
, (7)

Ψ0 (z) =
Mi

2π

[
1

(R− z)2 −
1

(R+ z)
2 +

3R2 − 4Rz + z2

(R− z)4 − 3R2 + 4Rz + z2

(R+ z)
4

]
.

С помощью формул (6), (7) после некоторых выкладок найдем

σ0
x =

M

2π

{[
24R2 (R+ x)

3
y − 24R2 (R+ x) y3 + 48Rx (R+ x)

3
y − 48Rx (R+ x) y3−

−8R (R+ x)
4
y + 48R (R+ x)

2
y3 − 8Ry5 + 24 (R+ x)

3
x2y − 24 (R+ x)x2y3−

−8 (R+ x)
3
y3 + 8 (R+ x) y5 − 8 (R+ x)

4
xy + 48 (R+ x)

2
xy3 − 8xy5

]/(
(R+ x)

2
+ y2

)4
+

+
[
24R2 (R− x)

3
y − 24R2 (R− x) y3 − 48Rx (R− x)

3
y + 48Rx (R− x) y3−

−8R (R− x)
4
y + 48R (R− x)

2
y3 − 8Ry5 + 24 (R− x)

3
x2y − 24 (R− x)x2y3−

− 8 (R− x)
3
y3 + 8 (R− x) y5 + 8 (R− x)

4
xy − 48 (R− x)

2
xy3 + 8xy5

]/(
(R− x)

2
+ y2

)4
}

;

(8)

σ0
y =

M

2π

{[
−8R2 (R− x)

3
y + 8R2 (R− x) y3 + 16Rx (R− x)

3
y − 16Rx (R− x) y3−

−8
(
x2 + y2

)
(R− x)

3
y + 8

(
x2 + y2

)
(R− x) y2

]/(
(R− x)

2
+ y2

)4−

−8R2 (R− x) y3 + 16Rx (R+ x)
3
y − 16Rx (R+ x) y3 + 8

(
x2 + y2

)
(R+ x)

3
y−

−8
(
x2 + y2

)
(R+ x) y3

]/(
(R+ x)

2
+ y2

)4
}

;

τ0
xy =

M

2π

{[
4
(
R2 + x2

)
(R− x)

4 − 24
(
R2 + x2

)
(R− x)

2
y2 + 4

(
R2 + x2

)
y4 − 8Rx (R− x)

4
+

+48Rx (R− x)
2
y2 − 8Rxy4 + 16R (R− x)

3
y2 − 16R (R− x) y4 − 16 (R− x)

3
y2 − 16x (R− x) y4

]
(

(R− x)
2

+ y2
)4 −

−
[
4
(
R2 + x2

)
(R+ x)

4 − 24
(
R2 + x2

)
(R+ x)

2
y2+4

(
R2 + x2

)
y4+8Rx (R+ x)

4−48Rx (R+ x)
2
y2+
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+8Rxy4 + 16R (R+ x)
3
y2 − 16R (R+ x) y4 + 16 (R+ x)

3
y2 − 16x (R+ x) y4

]/(
(R+ x)

2
+ y2

)4
}

С помощью приведенных формул находятся функции f (x1) и F (τ):

f(x1) = −
(
σ0
y1 + iτ0

x1y1

)
при y1 = 0, |x1| ≤ `1, (9)

F (τ) = −
(
σ0
r + iτ0

rθ

)
при |z| = R.

Используя формулы Колосова – Мусхелишвили [2], граничные условия (5) запишем в виде:

Φ1 (x1) + Φ1 (x1) + x1Φ1 (x1) + Ψ1 (x1) = q+
y1iq

+
x1y1f (x1) при |x1| ≤ `1, (10)

Φ1 (τ) + Φ1 (τ)− e2iθ [τ̄Φ′1 (τ) + Ψ1 (τ)] = F (τ). (11)
Здесь x1 – аффикс точек берегов зоны предразрушения.
Комплексные потенциалы Φ1 (z) и Ψ1 (z), дающие решение краевой задачи, (10)–(11) ищем

в виде

Φ1 (z) = Φ01 (z) + Φ11 (z) ; Ψ1 (z) = Ψ01 (z) + Ψ11 (z) . (12)
Здесь комплексные потенциалы Φ11 (z) и Ψ11 (z) ищем в виде:

Φ11 (z) =
1

2π

`1∫
−`1

g1(t)dt

t− z1
, (13)

Ψ11 (z) =
e−2iα1

2π

`1∫
−`1

[
g1(t)

t− z1
− T1e

iα1

(t− z1)
2 g1(t)

]
dt,

где T1 = teiα1 +z0
1 ; z1 = e−iα1

(
z − z0

1

)
; g1(t) – искомая функция, характеризующая раскрытие

берегов зоны предразрушения.
Неизвестная функция g1(t) и комплексные потенциалы Φ01 (z) и Ψ01 (z) должны быть опре-

делены из краевых условий на контуре L(r = R) и берегах зоны предразрушения. Используя
соотношения (12)–(13), для нахождения комплексных потенциалов Φ01 (z) и Ψ01 (z) краевые
условия (9) представим в виде

Φ01 (τ) + Φ01 (τ)− e−2iθ
[
τΦ′01 (τ) + Ψ01 (τ)

]
= F (τ)− f1 (θ) , (14)

где f1 (θ) = Φ11 (τ) + Φ11 (τ)− e−2iθ
[
τΦ′11 (τ) + Ψ11 (τ)

]
.

Для решения граничной задачи (14) относительно комплексных потенциалов Φ01 (z) и
Ψ01 (z) используем метод Н. И. Мусхелишвили [2]. Для комплексных потенциалов Φ01 (z)
и Ψ01 (z) имеем:

Φ01 (z) =
1

2πi

∫
L

N∗ (τ)

(
1

τ − z
− 1

2τ

)
dτ,

Ψ01 (z) =
1

z2
Φ01 (z) +

1

z2
Φ̄01

(
1

z

)
− 1

z
Φ′01 (z) ,

N∗ (τ) = F (τ)− f1 (θ) .

После интегрирования и некоторых преобразований получаем:
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Φ01 (z) =
1

2π

`1∫
−`1

{(
1

zT 1 − 1
+

1

2

)
T1e

iα1g1 (t) +

[
T1

2
− z2T 1 − 2z + T1(

zT1 − 1
)2

]
e−iα1g1 (t)

 dt+

+
1

2πi

∫
L

F (τ)

(
1

τ − z
− 1

2τ

)
dτ, (15)

Ψ01 (z) =
1

2π

`1∫
−`1

[
eiα1T

3

1(
zT1 − 1

)2 g1 (t) +
(
z2T

2

1 + 4− 3zT1+

+ zT1T
2

1 − 3T1T1

) T 1e
−iα1(

zT1 − 1
)3 g1 (t)

]
dt+

1

z2
Φ00 (z) +

1

z2
Φ00

(
1

z

)
− 1

z
Φ′00 (z) ,

Φ00 (z) =
1

2πi

∫
L

F (τ)

(
1

τ − z
− 1

2τ

)
dτ.

Удовлетворяя функциями (12)–(13) граничным условиям (10) на берегах зоны предраз-
рушения, после некоторых преобразований получим комплексное интегральное уравнение
относительно неизвестной функции g1 (x1):

`1∫
−`1

[
R (t, x1) g1 (t) + S (t, x1) g1 (t)

]
dt = π [qy1 (x1) + iqx1y1 (x1) + f (x1) + f0 (x1)] , (16)

|x1| ≤ `1.

Здесь f0 (x1) = −
[
Φ00 (x1) + Φ00 (x1) + x1Φ′00 (x1) + Ψ00 (x1)

]
,

Ψ00 (z) =
1

z2
Φ00 (z) +

1

z2
Φ00

(
1

z

)
− 1

z
Φ′00 (z) ,

R (t, x1) =
eiα1

2

(
1

T1 −X1
+

e−2iα1

T1 −X1

)
− eiα1

2

[
X1T

2

1

1−X1T1

+

+
X

2

1T1 − 2X
+

1 T 1(
1− T1X1

)2 + e−2iα1
2X1

(
T1T 1 − 1

)
+ T

2

1

(
X1 + T 1

) (
X1T1 − 3

)
+ 4T1(

1− T1X1

)3
]
,

S (t, x1) =
e−iα1

2

[
1

T1 −X1

− T1 −X1(
T1 −X1

)2 e−2iα1

]
−

−e
−iα1

2

[
T 2

1X1

1− T1X1

+
X2

1T 1 − 2X1 + T1(
1−X1T 1

)2 +
T 2

1 (X1 − T1) e−2iα1(
1− T1X1

)2
]
,

X1 = x1e
iα1 + z0

1 .

Для внутренней зоны предразрушения к сингулярному интегральному уравнению необхо-
димо добавить дополнительное равенство

`1∫
−`1

g1 (t) dt = 0, (17)

обеспечивающее однозначность смещений при обходе контура зоны предразрушения.
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Так как напряжения в диске всюду ограничены, то решение сингулярного интегрального
уравнения ищется в классе всюду ограниченных функций. Используя замену переменных,
отделяя действительную и мнимую части и процедуру алгебраизации [3], [4], вместо каждого
действительного сингулярного интегрального уравнения при дополнительных условиях (17)
получаем конечную алгебраическую систему, состоящую из M уравнений, относительно при-
ближенных значений искомых функций υ1 (tm) и u1 (tm) (m = 1, 2, . . . , M) в узловых точках
соответственно:

1

M

M∑
m=1

[
`1R (`1tm, `1xr) g

0
1(tm) + g0

1(tm)S (`1tm, `1xr)
]

= (18)

= qy1 (xr) + iqx1y1 (xr) + f (xr) + f0 (xr) (r = 1, 2, . . . , M −−1),

M∑
m=1

g0
1(tm) = 0.

Здесь значения tm и xr определяются формулами:

tm = cos
2m− 1

2M
π (m = 1, 2, . . . ,M),

xr = cos
πr

M
(r = 1, 2, . . . ,M −−1).

Если перейти в (18) к сопряженным значениям, получаем еще M алгебраических уравне-
ний.

Для замкнутости полученных алгебраических уравнений не хватает двух уравнений, выра-
жающих условия разрешимости интегрального уравнения. Записывая эти условия, получим
две замкнутые конечные алгебраические системы:

M∑
m=1

(−1)
m
g0

1 (tm) ctg
2m− 1

4M
π = 0, (19)

M∑
m=1

(−1)
M+m

g0
1 (tm) tg

2m− 1

4M
π = 0.

В правые части системы (18) входят неизвестные значения нормальных qy1 (x1) и каса-
тельных qx1y1 (x1) напряжений в узловых точках зоны предразрушения. Условиями, опреде-
ляющими неизвестные напряжения в связях между берегами зоны предразрушения, является
дополнительное уравнение (2).

В рассматриваемой задаче это дополнительное условие удобнее представить для производ-
ной раскрытия берегов зоны предразрушения

∂

∂x1

[
υ+

1 (x1, 0)− υ−1 (x1, 0)− i
(
u+

1 (x1, 0)− u−1 (x1, 0)
)]

= (20)

=
∂

∂x1
[C (x1, σ1) (qy1 (x1)− iqx1y1 (x1))] .

Используя полученное решение, можно записать

g1 (x1) =
2µ

1 + к
d

dx1
[C (x1, σ1) (qy1 (x1)− iqx1y1 (x1))] . (21)

Это комплексное уравнение служит для определения неизвестных напряжений qy1 и qx1y1

в связях между берегами зон предразрушения.
Для левой части соотношения (2) имеем
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(
υ+

1 − υ
−
1

)
− i
(
u+

1 − u
−
1

)
= −1 + к

2µ

x1∫
−`1

g1(x1)dx1. (22)

С учетом (2) соотношение (22) принимает вид

−1 + к
2µ

x1∫
−`1

g1(x1)dx1 = C (x1, σ1) (qy1 (x1)− iqx1y1 (x1)). (23)

Отделяя в (23) действительные и мнимые части, получим:

−1 + к
2µ

x1∫
−`1

υ1(x1)dx1 = C (x1, σ1) qy1 (x1), (24)

−1 + к
2µ

x1∫
−`1

u1(x1)dx1 = C (x1, σ1) qx1y1 (x1). (25)

Для построения недостающих уравнений, служащих для определения напряжений в свя-
зях между берегами зоны предразрушения, потребуем выполнения условий (24)–(25) в уз-
ловых точках tm, содержащихся в зоне предразрушения. В результате получим еще две
системы из М уравнений, каждая для определения приближенных значений qy1 (tm) и
qx1y1 (tm) (m = 1, 2, ..., M):

C0υ
0
1 (t1) = C (t1, σ1 (t1)) qy1 (t1) ,

C0

(
υ0

1 (t1) + υ0
1 (t2)

)
= C (t2, σ1 (t2)) qy1 (t2) ,

................................................................

................................................................

C0

M∑
m=1

υ0
1 (tm) = C (tM , σ1 (tM )) qy1 (tM ),

(26)



C0u
0
1 (t1) = C (t1, σ1 (t1)) qx1y1 (t1) ,

C0

(
u0

1 (t1) + u0
1 (t2)

)
= C (t2, σ1 (t2)) qx1y1 (t2) ,

................................................................

................................................................

C0

M∑
m=1

u0
1 (tm) = C (tM , σ1 (tM )) qx1y1 (tM ) ,

(27)

где C0 = − 1+к
2µ

π`1
M .

Для модуля вектора раскрытия берегов зоны предразрушения при x1 = x0 получим:

V0 =

√(
υ+

1 − υ
−
1

)2
+
(
u+

1 − u
−
1

)2
=

1 + к
2µ

π`1
M

√
A2 +B2,

A =

M1∑
m=1

υ1(tm); B =

M1∑
m=1

u1(tm),

где M1 – число узловых точек, содержащихся в интервале (−`1, x0).
Для определения предельно-равновесного состояния диска, при котором происходит появ-

ление трещины имеем условие

1 + к
2µ

π`1
M

√
A2 +B2 = δcr. (28)
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Полученная алгебраическая система (18), (19), (26), (27) из-за неизвестного размера зоны
предразрушения даже при линейно-упругих связях оказывается нелинейной. Для ее решения
использовали метод последовательных приближений. В каждом приближении алгебраиче-
ская система решалась методом Гаусса с выбором главного элемента. В случае нелинейного
закона деформирования связей для нахождения напряжений в зонах предразрушения ис-
пользуется итерационной метод, подобный методу упругих решений [5].
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CRACKING IN THE CIRCULAR DISK, LOADED BY THE CONCENTRATED
SELF-COUNTERBALANCED MOMENTS
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Abstract. It is considered isotropic the elastic circular disk loaded on a contour by two
concentrated moments of M. Utilize model of a zone of prefracture with bonds between faces.
Parities for definition of critical value of external loading at which there is an occurrence of a crack
are received.
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В. Д. Кулиев

НОВЫЙ СИНГУЛЯРНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ И
НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ

Московский государственный машиностроительный университет (МАМИ)

Аннотация. С помощью Кα− формулы суммирования функциональных рядов [1] получен
новый сингулярный интеграл, имеющий многочисленные приложения.

От этого сингулярного интеграла получаются сингулярный интеграл Пуассона и формула
Шварца, дающая возможность выразить аналитическую в круге функцию через ее действи-
тельную часть на окружности с точностью до постоянного мнимого слагаемого. Кроме того,
из нового сингулярного интеграла также получается сингулярный интеграл с ядром Гиль-
берта, связанный с краевой задачей Гильберта.

Ключевые слова: ядро сингулярного интеграла, ряды Фурье, сингулярный интеграл Пуас-
сона, теорема Фату, метод Пуассона-Абеля, гармоническая функция, мероморфная функция,
теорема Миттаг-Лефлера, формула Шварца, формулы Гильберта, интеграл типа Коши и др.

УДК: 517.5

§1. Понятие сингулярного интеграла и некоторые утверждения
Определение. Функция Φn(ξ, x), заданная в области a ≤ ξ ≤ b , a < x < b , называется

ядром, если она суммируема по ξ при фиксированном х и если

lim
n→∞

β∫
α

Φn(ξ, x)dξ = 1 (a < α < x < β < b) . (1.1)

Интеграл вида

fn(x) =

b∫
a

Φn(ξ, x)f(ξ)dξ ,

где Φn(ξ, x) есть ядро, называется сингулярным интегралом.
Суть теории сингулярных интегралов состоит в установлении связи предельных значений

интеграла fn(x) при n→∞ со значением функции f(ξ) в точке ξ = x. Из теории интегралов
известно, что изменение значения функции f(ξ) в одной точке никак не влияет на величину
интеграла fn(x). Однако, здесь следует задать форму связи между значением функции f(ξ)
в исследуемой точке ξ = x с ее значениями в малой окрестности этой точки. Формами такой
связи, например, могут служить: 1) непрерывность функции f(ξ) в исследуемой точке ξ = x;
2) аппроксимативная непрерывность функции f(ξ) в исследуемой точке ξ = x ( см. , например,
[2], [3], теорема Данжуа), т. е.

lim
ξ→x

apf(ξ) = f(x),

Поступила 16.02.2014
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где обычный предел заменяется на аппроксимативный предел; 3) точка х является точкой
Лебега [2], [3] функции f(ξ); в точке Лебега ξ = x функция f(x)в среднем мало отличается
от ее значения в близлежащих точках.

Для дальнейших целей рассмотрим интеграл

F (λ) =

a∫
0

g(t)Φ(t, λ)dt , (1.2)

содержащий параметр λ. Областью изменения параметра пусть будет некоторое множество
E = {λ}, имеющее точку сгущения λ0, конечную или нет. Относительно функции Φ(t, λ)
предполагается, что она при фиксированном λ из E интегрируема по t ∈ [0, a] в собственном
(римановом) смысле. Кроме того, функция Φ(t, λ) удовлетворяет условиям:

10) Φ(t, λ) ≥ 0;

20) lim
λ→λ0

β∫
α

Φ(t, λ)dt = 1 (0 < α < x < β < b);

30) при любом δ , 0 < δ < a, величина M (δ, λ) = sup
t≥δ

Φ(t, λ) при λ→ λ0 стремится к нулю.

Функцию Ф, удовлетворяющую этим условиям, следуя [4], будем называть положительным
ядром.

Имеет место [4]
Лемма 1. Если Φ(t, λ) есть положительное ядро, а g(t) – абсолютно интегрируемая функ-

ция, для которой существует предел g(+0), то

lim
λ→λ0

F (λ) = g(+0). (1.3)

Замечание 1. Утверждение леммы 1, очевидно, остается в силе, если условие 20 заменить
условием

a∫
0

Φ(t, λ) dt = 1 . (1.4)

Утверждение 1. Пусть Φ(t, λ) есть положительное ядро. Предположим, что функция g,
кроме переменной t, зависит еще от одной переменной x (0 ≤ x ≤ a) :

g = g(t, x) ,

но при постоянном х удовлетворяет прежним условиям леммы 1. Тогда, если:
1) g(t, x) равномерно ограничена при всех t и х : |g(t, x)| ≤ M;
2) стремление g(t, x) к g(+0, x) осуществляется равномерно относительно х, то и интеграл

J(λ, x) =

β∫
α

g(t, x)Φ(t, λ) dt (1.5)

(0 < α < x < β < b)

при λ→ λ0 стремится к пределу g(+0, x) равномерно относительно х.
На доказательстве данного утверждения не будем останавливаться, оно очевидно.
Более тонкая теорема, играющая важную роль в теории интегралов Фурье, доказана в [5]

(см. с. 194–200), и приведено одно ее приложение (с. 483–507).
В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения и класс функций L∗]a, b[.
Утверждение 2 [6]. Пусть функция f(x) обладает свойствами:
1. Функция f(x) является периодической функцией с периодом T , т. е. f(x) = f(x + nT ),

где n = ±1,±2,±, ... .
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2. Функция f(x) интегрируема на некотором отрезке длины T .
Тогда

a+T∫
a

f(x)dx =

b+T∫
b

f(x)dx. (1.6)

Пусть функция f(x) определена в промежутке [a, b] и удовлетворяет следующим условиям:
1. Функция f(x) кусочно-непрерывна и имеет ограниченное изменение в любой части

[c, d] промежутка [a, b].
2. В точках разрыва первого рода x = xj ∈ ]a, b], где j = 1, 2, ..., n, функции f(x) считается,

что значение f(x) в xj есть среднее арифметическое правого и левого пределов f(x) в xj ,
т. е.

f(xj) =
f(xj + 0) + f(xj − 0)

2
.

3. Функция f(x) абсолютно интегрируема в промежутке [a, b].
Совокупность всех функций f(x), удовлетворяющих перечисленным требованиям, обозна-

чим через L∗]a, b[.
§2. Новый сингулярный интеграл
Пусть функция f(x) периода 2π принадлежит к L∗ ]−π, π]. Тогда рядом Фурье функции

f(x) служит ряд

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , (2.1)

где

ak = 1
π

π∫
−π

f(ξ) cos kξdξ , bk = 1
π

π∫
−π

f(ξ) sin kξdξ

(k = 0, 1, 2, ...).
(2.2)

Поскольку функция f(x) ∈ L∗]− π, π[ и имеет период 2π, то в силу утверждения 2, напри-
мер, можно было бы написать:

ak = 1
π

2π∫
0

f(ξ) cos kξdξ (k = 0, 1, 2, ...),

bk = 1
π

2π∫
0

f(ξ) sin kξdξ (k = 1, 2, ...).

(2.3)

Вопрос о сходимости ряда (2.1) приводится к исследованию некоторого сингулярного ин-
теграла [4].

Подставив ak и bk, определяемые по формулам (2.2), в ряд Фурье (2.1), вместо ряда Фурье
рассмотрим несколько иной ряд:

u(x, λ) = 1
2π

π∫
−π

f(ξ) dξ +
∞∑
k=1

e−kλ

{[
1
π

π∫
−π

f(ξ) cos kξdξ

]
cos kx+

+

[
1
π

π∫
−π

f(ξ) sin kξdξ

]
sin kx

} (2.4)

(−π < x < π).

Здесь λ – некоторый положительный параметр из Е, допускающий предельный переход
λ→ +0 (λ0 = +0) .

Из (2.4) находим
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u(x, λ) = 1
2π

π∫
−π

f(ξ) dξ +
∞∑
k=1

e−kλ

[
1
π

π∫
−π

f(ξ) cos k(ξ − x) dξ

]
=

= 1
π

π∫
−π

f(ξ)

{
1
2 +

∞∑
k=1

e−kλ cos k(ξ − x)

}
dξ

(λ > 0) .

(2.5)

Применяя Kα-метод суммирования при α = π
2 [1] к ряду

1
π

[
1
2 +

∞∑
k=1

e−kλ cos k(ξ − x)

]
= Kλ(ξ, x)

(λ > 0),
(2.6)

находим

Kλ(ξ, x) =
1

π

∞∫
0

e−τλ cos τ(ξ − x) dτ +
i

π

∞∫
0

1

e2ηπ − 1

{
e−iηλ cos [iη(ξ − x)] −

−eiηλ cos [−iη(ξ − x)]
}
dη = 1

π

∞∫
0

e−τλ cos τ(ξ − x) dη + 2
π

∞∫
0

chη(ξ−x) sin ηλ
e2ηπ−1 dη

(λ > 0) ,
откуда

Kλ(ξ, x) =
1

2π
· shλ

chλ− cos(ξ − x)
. (2.7)

В силу (2.5)–(2.7) получаем

u(x, λ) =
1

2π

π∫
−π

f(ξ)
shλ

chλ− cos(ξ − x)
dξ . (2.8)

Прежде всего, покажем, что функция Kλ(ξ, x), заданная в квадрате (−π ≤ ξ ≤ π , −π ≤
x ≤ π), при −π < x < π есть ядро.

Непосредственно можно убедиться в том, что каким бы ни было λ (λ > 0 , λ0 = 0)из Е

1

2π

π∫
−π

shλ

chλ− cos(ξ − x)
dξ = 1 (−π < x < π) . (2.9)

Равенство (2.9) можно доказать и без вычисления интеграла. Действительно, пусть
f(ξ) = 1. Тогда из (2.4) следует, что u(x, λ) = 1 для любого λ из Е. Следовательно, в си-
лу (2.8) справедливо и равенство (2.9).

Рассмотрим точку x ∈ ]−π, π]. Пусть −π ≤ α < x < β ≤ π .
Если ξ ∈ [−π, α] , то

1

sin2
(
ξ−x

2

) ≤ max

{
1

sin2 α−x
2

,
1

sin2 −π−x
2

}
= A(x, α) ,

следовательно,

1
2π

α∫
−π

shλ
chλ−cos(ξ−x) dξ ≤

shλ
2π

∣∣∣∣∣ α∫−π 1
1−cos(ξ−x) dξ

∣∣∣∣∣ =

= shλ
4π

∣∣∣∣∣ α∫−π 1

sin2( ξ−x2 )
dξ

∣∣∣∣∣ < shλ ·A(x, α) ,
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где A(x, α) не зависит от λ. Отсюда следует, что

lim
λ→+0

1

2π

α∫
−π

shλ

chλ− cos(ξ − x)
dξ = 0 . (2.10)

Аналогично доказывается, что

lim
λ→+0

1

2π

π∫
β

shλ

chλ− cos(ξ − x)
dξ = 0 . (2.11)

Из (2.9) получаем

1
2π

β∫
α

shλ
chλ−cos(ξ−x) dξ = 1− 1

2π

α∫
−π

shλ
chλ−cos(ξ−x) dξ −

1
2π

π∫
β

shλ
chλ−cos(ξ−x) dξ

(α < x < β) .

Тогда с учетом (2.10) и (2.11)

lim
λ→+0

1

2π

β∫
α

shλ

chλ− cos(ξ − x)
dξ = 1 ,

так что функция Kλ(ξ, x) в области −π ≤ ξ ≤ π , −π < x < π есть ядро.
Стало быть, интеграл (2.8) есть сингулярный интеграл при −π < x < π.
Так как f(ξ+ 2π) = f(ξ), то в силу утверждения 2 интеграл (2.8) может быть представлен

в виде [8]

u(x, λ) =
1

2π

π∫
0

[f(x+ ξ) + f(x− ξ)] shλ

chλ− cos ξ
dξ . (2.12)

Положим

f(x+ ξ) + f(x− ξ)
2

= g(ξ, x) , (2.13)

Φ(ξ, λ) = 1
π ·

shλ
chλ−cos ξ

(λ > 0 , λ0 = 1).
(2.14)

Покажем, что функция Φ(ξ, λ) удовлетворяет всем требованиям леммы 1 (вместо требова-
ния 20 здесь и в дальнейшем принимается требование (1.4)).

Действительно,
при λ > 0 , Φ(ξ , λ) > 0 .

при λ > 0 , 1
π

π∫
0

shλ
chλ−cos ξ dξ = 1, т. е. выполнено требование (1.4).

при любом 0 < δ ≤ ξ ≤ π величина

M(δ , λ) = sup
0<δ≤ξ≤π

Φ(ξ , λ) ≤ 1

π
· shλ

2 sin2 δ
2

,

очевидно, стремится к нулю при λ→ +0 (и фиксированном δ), т. е. выполнено требование 30.
В таком случае на основании упомянутой леммы и утверждения 1, имеем

lim
λ→+0

u(x , λ) = lim
ξ→+0

f(x+ ξ) + f(x− ξ)
2

=
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.
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Пусть теперь функция f(x) будет везде непрерывна. Тогда она необходимо ограничена:
|f(x)| ≤ C, а вместе с этим и ∣∣∣∣f(x+ ξ) + f(x− ξ)

2

∣∣∣∣ ≤ C .

Кроме того, ввиду равномерной непрерывности функции f(x) выражение

f(x+ ξ) + f(x− ξ)
2

стремится при ξ → +0 к своему пределу f(x) равномерно относительно х.
Таким образом, приходим к выводу: в точке х, где функция f(x) непрерывна или в крайнем

случае имеет разрыв первого рода, ряд Фурье (2.1), суммируем по предложенному нами ме-
тоду, причем “обобщенной суммой” ряда оказывается f(x) или f(x+0)+f(x−0)

2 , в зависимости
от случая.

В дальнейшем предложенный нами метод суммирования рядов Фурье (2.4) будем называть
методом Aλ-суммирования.

В теории суммирования рядов Фурье по методу Пуассона – Абеля [7] известна теорема
Фату [4]: если в точке х существует конечная производная f ′ (x), то ряд

∞∑
k=1

k (bk cos kx− ak sin kx), (2.15)

полученный дифференцированием почленного ряда Фурье (2.1), суммируем по методу Пуас-
сона – Абеля и именно к сумме f ′ (x).

Возникает вопрос: можно ли предложить теорему, аналогичную теореме Фату, если сум-
мирование рядов Фурье производится по методу Aλ-суммирования?

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.
Теорема 1 (аналог теоремы Фату). Если в точке х существует конечная производная f ′ (x),

то ряд (2.15) суммируем по методу Aλ-суммирования и именно к сумме f ′ (x).
Доказательство. Продифференцируем по х ряд (2.4):

∂u (x, λ)

∂x
=

∞∑
k=1

ke−kλ (bk cos kx− ak sin kx) (λ > 0) ; (2.16)

почленное дифференцирование здесь допустимо в силу равномерной относительно х сходи-
мости полученного ряда. Тот же результат получается, если продифференцировать по х ин-
теграл (2.8):

∂u (x, λ)

∂x
=

1

2π

π∫
−π

f (ξ)
shλ sin (ξ − x)

[chλ− cos (ξ − x)]
2 dξ, (2.17)

причем в этом случае дифференцирование под знаком интеграла законно.
Интеграл (2.17) может быть представлен в виде:

∂u (x, λ)

∂x
=

1

2π

π∫
−π

f (x+ t)
shλ sin t

(chλ− cos t)
2 dt =

= e−λ
1

π

π∫
0

f (x+ t)− f (x− t)
2 sin t

eλshλ sin2 t

(chλ− cos t)
2 dt. (2.18)

Положим
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g (t, x) =
f (x+ t)− f (x− t)

2 sin t
=

=
1

2

[
f (x+ t)− f (x)

t
+
f (x− t)− f (x)

−t

]
t

sin t
.

Отсюда следует, что g (+0, x) = f ′ (x).
Покажем, что функция Φ∗ (t, λ) = 1

π
eλshλ sin2 t

(chλ - cost)2 удовлетворяет всем требованиям леммы

1 (вместо требования 20 здесь принимается требование (1.4)).
Действительно, если
1) при λ > 0, Φ∗ (t, λ) > 0,
2) каково бы ни было λ (λ > 0), то

1

π

π∫
0

eλshλ sin2 t

(chλ− cos t)
2 dt = 1, (2.19)

т. е. выполнено требование (1.4).
Равенство (2.19) легко доказывается непосредственным вычислением интеграла.
При любом 0 < δ ≤ t ≤ π, величина

M (δ, λ) = sup
0<δ≤t≤π

Φ∗ (t, λ) ≤ 1

π

eλshλ

4 sin4 δ
2

,

очевидно, стремится к нулю при λ→ 0+ (и фиксированном δ), т. е. выполнено требование 30.
Стало быть (см. лемма 1 или утверждение 1), интеграл (2.18), который служит суммой

ряда (2.16), стремится к f ′ (x) при λ → 0+. А это и означает, что ряд (2.15) суммируется по
методу Aλ-суммирования к f ′ (x), что и требовалось доказать.

Замечание 2. Доказанная теорема может быть обобщена на случай повторного дифферен-
цирования: если в рассматриваемой точке существует конечная производная f (m)(x)(m > 1),
то ряд, полученный из (3.10) m-кратным дифференцированием, суммируем к f (m)(x) по ме-
тоду Aλ-суммирования. Этим замечание 2 завершено.

2.1 Анализ ядра сингулярного интеграла
Функция

u(x, y) =
1

2π

shy

chy − cosx
(2.20)

гармонична в любой полосе (a ≤ x ≤ b , |y| < ∞) , которая не содержит начала коорди-
нат. Действительно, она в этой полосе удовлетворяет уравнению Лапласа ∆u(x, y) = 0 и на
бесконечности (|y| → ∞) имеет место асимптотическое равенство |u(x, y)| ∼ 1

2π .
Заметим, что u(x+2π, y) = u(x, y), следовательно, гармоническая функция u(x, y) является

действительной частью мероморфной функции F (z). Действительно, в силу утверждения 2
[5], [9]

F (z) = u(x, y) + iυ(x, y) = − 1

2πi
ctg

z

2
+ iC , (2.21)

где С – действительная постоянная, причем

u(x, y) =
1

2π

shy

chy − cosx
, υ(x, y) =

1

2π

sinx

chy − cosx
+ C .

Функции u(x, y) и υ(x, y) являются сопряженными гармоническими функциями везде и
всюду, за исключением начала координат.

Функция F (z), где F1(z) = F (z)− iC, обладает свойствами:
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10. F1(z + 2π) = F1(z) .

20. F1(x± iy) = − 1
2π

ei
x
2 ·e∓

y
2 +e−i

x
2 ·e±

y
2

ei
x
2 ·e∓

y
2 −e−i

x
2 ·e±

y
2
.

Следовательно, при больших значениях у значения функции F (z) близки к ± 1
2π .

30. Функция ctg z2 имеет полюсами нули функции sin z
2и в окрестности z = 2nπ в силу

теоремы Миттаг – Лефлера и теоремы Коши, имеет место разложение

F1(z) = − 1

πi

[
1

z
+

∞∑
−∞

′
(

1

z − 2nπ
+

1

2nπ

)]
, (2.22)

где штрих у знака суммы означает, что член ряда, соответствующий n = 0, следует пропу-
стить. Ряд (2.22) оказывается абсолютно и равномерно сходящимся в любой ограниченной
части плоскости |z| < R после удаления из него членов, которые имеют полюсы в этой части.
В самом деле, для общего члена ряда справедлива оценка∣∣∣∣ z

2nπ(z − 2nπ)

∣∣∣∣ =
1

n2

|z|
2π
∣∣2π − z

n

∣∣ ≤ R

2π(2π − R
n )
· 1

n2
,

где коэффициент при 1
n2 стремится к конечному пределу R

4π2 , а ряд
∞∑
−∞

′ 1
n2 сходится,

причем
∞∑
−∞

′ 1
n2 = π2

3
( см. [10]).

Отсюда, в частности, следует, что в ряде (2.22) можно произвольно менять порядок членов.
Объединяя члены с индексом n и −n , получим

F1(z) = − 1

πi

[
1

z
+

∞∑
1

(
1

z − 2nπ
+

1

z + 2πn

)]
= − 1

πi

[
1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − 4n2π2

]
.

По теореме Вейерштрасса эту формулу можно дифференцировать почленно.
2.2 Краевые задачи

Теперь рассмотрим задачу: найти аналитическую функцию F∗(z) = u(x, y) + iυ(x, y),
действительная часть которой на отрезке [−π, π] принимает заданные значения u(x, 0) ∈
L∗]− π, π[.

Решение данной задачи в силу (2.21) определяется формулой

F∗(z) = − 1
2πi

π∫
−π

u(ξ, 0)ctg
(
z−ξ

2

)
dξ + iC

(F∗(z) = F∗(z + 2nπ), n = ±1,±., ...).
(2.23)

Отсюда получаем:

u(x, y) =
1

2π

π∫
−π

u(ξ, 0)
shy

chy − cos(ξ − x)
dξ, (2.24)

υ(x, y) = − 1

2π

π∫
−π

u(ξ, 0)
sin(ξ − x)

chy − cos(ξ − x)
dξ + C. (2.25)

Из (2.24) и (2.25) при |y| > 0 следует:

u(x, y) = u(x+ 2nπ, y),
υ(x, y) = υ(x+ 2nπ, y).

Из (2.25), имеем
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υ(x, 0) = − 1

2π

π∫
−π

u(ξ, 0)ctg

(
ξ − x

2

)
dξ + υ0. (2.26)

Эта формула дает выражение краевого значения мнимой части аналитической функции
через действительную.

Чтобы выразить u(x, 0) через υ(x, 0), заметим, что для функции

−iF∗(z) = υ(x, y)− iu(x, y)

действительной частью является υ(x, 0), а мнимой – u(x, 0). Применяя формулу (2.26) к по-
следней функции, получим

u(x, 0) =
1

2π

π∫
−π

υ(ξ, 0)ctg

(
ξ − x

2

)
dξ + u0. (2.27)

Эта формула дает выражение краевого значения действительной части аналитической
функции через мнимую.

Формулы (2.26) и (2.27) есть формулы обращения, а выражение ctg
(
ξ−x

2

)
будем называть

ядром. При ξ = x ядро обращается в бесконечность первого порядка, так что интегралы (2.26)
и (2.27) являются особыми и их нужно понимать в смысле главного значения.

Пусть функция u(x, 0) удовлетворяет требованиям утверждения 2. Тогда отрезок интегри-
рования [−π, π] в формулах (2.23)–(2.27) может быть заменен любым другим отрезком длины
2π. Поэтому наряду с формулами (2.23)–(2.27) получаем:

F∗(z) = − 1

2πi

2π∫
0

u(ξ, 0)ctg

(
z − ξ

2

)
dξ + iC, (2.28)

u(x, y) =
1

2π

2π∫
0

u(ξ, 0)
shy

chy − cos(ξ − x)
dξ, (2.29)

υ(x, y) = − 1

2π

2π∫
0

u(ξ, 0)
sin(ξ − x)

chy − cos(ξ − x)
dξ + C, (2.30)

υ(x, 0) = − 1

2π

2π∫
0

u(ξ, 0)ctg

(
ξ − x

2

)
dξ + υ0, (2.31)

u(x, 0) =
1

2π

2π∫
0

υ(ξ, 0)ctg

(
ξ − x

2

)
dξ + u0. (2.32)

Пусть, теперь, функция u(x, 0) и ее любого порядка производные u(k)(x, 0), где k – любое
натуральное число, удовлетворяют требованиям утверждения 2. Тогда из (2.28), замечая, что

∂

∂z
ctg

(
z − ξ

2

)
= − ∂

∂ξ
ctg

(
z − ξ

2

)
,

получаем

F
(k)
∗ (z) = − 1

2πi

2π∫
0

u(k)(ξ, 0)ctg

(
z − ξ

2

)
dξ. (2.33)
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Очевидно, формулы (2.28)–(2.32) остаются в силе, если u(x, 0) ∈ L∗]0, 2π[ и υ(x, 0) ∈
L∗]0, 2π[; периодичность их не обязательна.

§3. Следствия
Следствие 1. Если в формуле (2.29) положить y = − ln r

R

(
0 < r

R < 1
)
, то полученный

при этом интеграл можно записать так:

u(r, θ) =
1

2π

2π∫
0

u(ϕ)
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2
dϕ. (3.1)

Этот интеграл есть сингулярный интеграл Пуассона или просто интеграл Пуассона [8], [11].
Если u(ϕ) ∈ L∗]0, 2π[, то интеграл Пуассона дает решение обощенной задачи Дирихле.
При r = 0 формула (3.1) принимает простой вид:

u(0, θ) =
1

2π

2π∫
0

u(ϕ)dϕ = C = const. (3.2)

В этом случае функция υ(r, θ), сопряженная с функцией u(r, θ), в силу (2.25) определяется
формулой

υ(r, θ) =
1

2π

2π∫
0

u(ϕ)
2Rr sin(θ − ϕ)

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2
dϕ+ C. (3.3)

Умножая (3.3) на i и складывая полученную формулу с формулой (3.1), после несложных
операций получаем

f(reiθ) =
1

2π

2π∫
0

u(Reiϕ)
Reiϕ + reiθ

Reiϕ − reiθ
dϕ+ iC (3.4)

(
f(reiθ) = u(r, θ) + iυ(r, θ)

)
.

В формуле (3.4) u(Reiϕ) означает, что функция u(ϕ) является заданной функцией на
окружности замкнутого круга с радиусом R.

Формула (3.4) есть формула Шварца [11], [12].
Формула Шварца дает возможность выразить аналитическую в круге |z| < R функцию

f(z), где z = reiθ, через значения ее действительной части на окружности с точностью до
постоянного мнимого слагаемого iC.

Пусть в формуле (3.4) R = 1. Тогда

1

2π

2π∫
0

u(ϕ)
eiϕ + z

eiϕ − z
dϕ =

1

2πi

∫
γ

2u(ϕ)

τ − z
dτ − iC (3.5)

(
τ = eiϕ

)
.

Эта формула устанавливает связь между интегралом Шварца и интегралом типа Коши с
действительной плотностью из класса Гельдера [12].

Следствие 2. Если в формуле (2.25) y 6= 0, то интеграл в (2.25) существует в смысле
Римана. Если же y = 0, то интеграл будет особый и его нужно понимать в смысле главного
значения по Коши. Нами были получены формулы (2.26) и (2.27) при y = 0.

Из (3.4) и (3.5) с помощью формулы Сохоцкого имеем
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υ(s) = − 1

2π

2π∫
0

u(σ)ctg

(
σ − s

2

)
dσ + υ0. (3.6)

Отсюда нетрудно получить

u(s) =
1

2π

2π∫
0

υ(σ)ctg

(
σ − s

2

)
dσ + u0. (3.7)

Симметричные формулы (3.6) и (3.7), получаемые из формулы Шварца, называют фор-
мулами обращения Гильберта, а выражение ctg

(
σ−s

2

)
– ядром Гильберта.

Заметим, что интегралы, входящие в формулы Гильберта (3.6) и (3.7), являются особыми
и их нужно понимать в смысле главного значения по Коши.

Формулы Гильберта (3.6) и (3.7) совпадают с формулами (2.26) и (2.27), полученными из
нового сингулярного интеграла.

Замечание 3. Функция Kλ(ξ, x), определяемая формулой (2.7), при λ → +0 образует
дельтаобразную последовательность [13], т. е.

lim
λ→+0

Kλ(ξ, x) = lim
λ→+0

1

2π
· shλ

chλ− cos(ξ − x)
= δ(ξ − x) = δ(x− ξ),

так как дельта-функция Дирака δ(x) является четной.
Замечание 4. Сингулярный интеграл с обощенным ядром Коши и его применения рас-

смотрены в [14], [15].
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NEW SINGULAR INTEGRAL IN THE THEORY OF FUNCTIONS AND SOME

OF ITS CONSEQUENCES APPLICATIONS

Moscow State Machine-Building University (MAMI)

Abstract. With the help of K alpha −− summation formula functional series [1] obtained a new
singular integral having numerous applications .

Of singular integral is obtained as a consequence of the singular Poisson integral and thus
– Schwartz formula , enabling express an analytic function in the disc through its real part on
circle up to a constant imaginary term . In addition, from new singular integral is obtained as a
consequence of the singular integral with Hilbert associated with the boundary value problem of
Hilbert .
Keywords: kernel singular integral, Fourier series, Poisson singular integral, Fatou theorem,
Poisson-Abel method, harmonic function, meromorphic function, the Mittag-Leffler theorem, the
formula Schwartz formula Hilbert integral of Cauchy type, etc.
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В. М. Мирсалимов, А. Б. Мустафаев

ЧАСТИЧНОЕ КОНТАКТИРОВАНИЕ БЕРЕГОВ КРИВОЛИНЕЙНОЙ
ТРЕЩИНЫ В ЛИСТОВОМ ЭЛЕМЕНТЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЛОКАЛЬНОГО

ТЕПЛОВОГО ПОЛЯ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Проведено математическое описание модели частичного закрытия криволиней-
ной трещины в изотропной плоскости с помощью локального изменения температуры вблизи
конца трещины. Считается, что взаимодействие поверхностей трещины под действием внеш-
них нагрузок наведенного термоупругого поля напряжений может привести к возникновению
зон их налегания. Находятся контактные напряжения, размер концевой контактной зоны, где
берега криволинейной трещины смыкаются.

Ключевые слова: листовой элемент, криволинейная трещина, локальное температурное
поле, контактная зона, контактные напряжения.

УДК: 539.375

Введение. Известно [1], [2], что температурные и термоупругие поля могут быть эффек-
тивным средством торможения роста трещин. В механике разрушения проблема о “залечи-
вании” имеющейся в листовом элементе трещины имеет важное значение. Первым этапом в
решении этой проблемы является задача о закрытии вскрытой трещины.

Воздействие [3] теплового источника уменьшает деформацию растягиваемой плоскости в
направлении, перпендикулярном трещине, в связи с чем снижается коэффициент интенсив-
ности напряжений в окрестности конца трещины. При некотором соотношении физических
и геометрических параметров листового элемента и теплового источника в теле будут по-
являться зоны сжимающих напряжений, в которых берега трещины на некотором участке
войдут в контакт, что приведет к появлению контактных напряжений на данном участке
берегов трещины.

Для многих металлических материалов (сталей, алюминиевых сплавов и др.) при тем-
пературе до 300–400 ˚С термоупругие характеристики слабо зависят от температуры. Это
экспериментально установленный факт [4], [5]. Следовательно, для всех конструкционных
материалов существует такой диапазон температур, в котором допущение о постоянстве тер-
моупругих характеристик материала является корректным, он устанавливается на основании
зависимости модуля упругости от температуры. Опыты [1] показывают, что при нагреве трас-
сы пути трещины до 70–100 ˚С наблюдаются замедление и торможение трещины. Можно
привести другие публикации [6], [7], где дается положительный ответ об эффекте закрытия
трещины. В работе [7] исследовано поведение напряжений вблизи концов трещины и опреде-
лены коэффициенты интенсивности напряжений. Показано, что при некоторых значениях па-
раметров задачи коэффициенты интенсивности напряжений оказываются отрицательными.

Поступила 03.12.2013
Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда развития науки при прези-

денте Азербайджанской Республики – Грант № EЭF-2012-2(3)-39/11/1.
37
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Это означает, что берега трещины входят в контакт. Наличие отрицательных коэффициентов
интенсивности напряжений по крайней мере вблизи края трещины приводит к необходимости
учета частичного контакта берегов в некоторой окрестности конца трещины.

В упомянутых выше работах не было изучено взаимодействие берегов трещин. В насто-
ящей статье впервые исследованы влияние неровности поверхности трещины и взаимодей-
ствие берегов трещин на торможение роста трещины локальными температурными полями.
Область практического применения результатов заключается в возможности предотвратить
развитие трещины и разрушение конструкций и избежать катастроф, связанных с внезапным
разрушением.

Постановка задачи. Рассмотрим неограниченную упругую плоскость, ослабленную од-
ной трещиной в начале координат. В реальных материалах из-за структурных и технологиче-
ских факторов поверхности трещины имеют неровности и искривления. Рассмотрим задачу
механики разрушения о трещине в плоскости, полагая, что контур трещины имеет неровности
(малые отклонения от прямолинейной формы). Уравнение контура трещины принимается в
виде y = f(x). Берега трещины считаются свободными от внешних нагрузок. Для торможения
развития трещины с помощью нагрева до температуры T0 области S тепловым источником
на пути распространения трещины создается зона сжимаемых напряжений. Принимается,
что материал плоскости представляет собой однородное и изотропное тело и его термоупру-
гие характеристики не зависят от температуры. Считается, что в момент t =0 произвольная
область S на пути роста трещины в плоскости мгновенно нагревается до постоянной темпе-
ратуры T = T0, а остальная часть плоскости имеет температуру T =0.

В случае, когда характерный линейный размер области S считается малым по сравнению
с длиной трещины или с каким-либо другим характерным линейным размером L плоскости
в плане, возможно эффективное асимптотическое решение этой задачи, основанное на пред-
ставлении о тонкой структуре конца трещины. Задачу о тонкой структуре конца трещины
(т. е. о распределении напряжений и деформаций на расстояниях r от конца трещины, удо-
влетворяющих условию L >> r >> ρ, здесь ρ – радиус кривизны конца трещины) можно
ставить [8] следующим образом.

Рассмотрим окрестность конца искривленной трещины (рис. 1), которая мала по сравне-
нию с характерным линейным размером в плане пластины, но больше по сравнению с ха-
рактерным линейным размером области S. Тогда трещина на плоскости Оxy представится
полубесконечным сквозным криволинейным разрезом вдоль y = f(x), -∞<x<0. При этом в
части разреза длиной d (концевой зоне, примыкающей к его вершине) берега трещины будут
взаимодействовать (войдут в контакт), что способствует появлению контактных напряжений
на данном участке. Вне этого участка берега трещины будут свободны от нагрузок. Область
S может иметь любые конечные размеры и конфигурацию. На бесконечности реализуется
напряженное поле, характерное для тонкой структуры конца трещины. Это поле считается
заданным [8] и имеет следующий вид при z → ∞:

Φ(z) =
KI − iKII

2
√

2πz
, Ω(z) =

KI − iKII

2
√

2πz
,

где z = x + iy = reiθ; r, θ – полярные координаты; i =
√
−1; Φ(z) и Ω(z) – комплексные

потенциалы [9].
В рассматриваемой задаче параметрами нагружения являются коэффициенты интенсив-

ности напряжений KI и KII , представляющие собой некоторые функции формы тела и гра-
ничных условий. Они определяются из решения задачи при действии силовой нагрузки и
отсутствии теплового воздействия.

Поставленная задача заключается в определении величины контактных напряжений, раз-
мера контактной зоны, а также напряженно-деформированного состояния вне трещины при
воздействии наведенного тепловым источником поля напряжений.
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Концевая область, примыкающая к вершине трещины, мала по сравнению с остальной
частью листового элемента. Принято, что при налегании берегов трещины предельное рав-
новесие не достигнуто и проскальзывание берегов трещины отсутствует. При действии на
плоскость силовой и тепловой нагрузок на некотором участке берега трещины взаимодей-
ствуют между собой, что приводит к появлению нормальных рy(x) и касательных рxy(x)
напряжений. Величины этих напряжений заранее неизвестны и подлежат определению.

Рис. 1. Расчетная схема задачи о частичном закрытии трещины
под действием локального температурного поля

Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид:

σn − iτnt = 0 при y = f(x), −∞ < x < −d,

σn − iτnt = py − ipxy при y = f(x), −d ≤ x ≤ 0.

Метод решения краевой задачи. Напряженное состояние в плоскости с криволинейной
трещиной представим в виде

σx = σx0 + σx1 , σy = σy0 + σy1 , τxy = τxy0 + τxy1 ,

где σx0
, σy0 , τxy0 – решение задачи термоупругости для плоскости без трещины; σx1

, σy1 , τxy1 –
компоненты напряжений для плоскости с трещиной с концевой контактной зоной под действи-
ем нагрузок, приложенных на поверхности трещины. Форма деформированной поверхности
трещины с концевой контактной зоной определяется напряженным состоянием σx1 , σy1 , τxy1 .

Для нахождения напряжений σx0
, σy0 , τxy0 решаем задачу термоупругости для сплошной

плоскости. Сначала определяем распределение температуры в плоскости. Для этого решаем
краевую задачу теории теплопроводности:

∂T

∂t
= a∆T, T =

{
T0 (x, y ∈ S)
0 (x, y /∈ S)

при t = 0,
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где ∆ – оператор Лапласа;a – коэффициент температуропроводности материала плоскости.
Пусть для определенности нагретая тепловым источником область S представляет собой

прямоугольник со сторонами 2x0 и 2y0, а центр прямоугольника S имеет координаты (L,b).
Распределение температуры будет иметь вид [10]:

T (x, y, t) =
T0

4

[
Erf
(
x0 − L+ x

2
√
at

)
+ Erf

(
x0 + L− x

2
√
at

)]
×

×
[
Erf
(
y0 − b+ y

2
√
at

)
+ Erf

(
y0 + b− y

2
√
at

)]
,

Erf(z) =
2√
π

z∫
0

e−u
2

du

При определении температурного поля для упрощения задачи не учитывается возмущение
температурного поля из-за наличия трещины.

Напряжения σx0
, σy0 , τxy0 выражаем через термоупругий потенциал перемещений в виде

[11]:

σx0 = −2µ

(
∂2F

∂y2

)
, σy0 = −2µ

(
∂2F

∂x2

)
, τxy0 = 2µ

(
∂2F

∂x∂y

)
,

∆F = (1 + ν)αT (x, y, t), (1)
где µ – модуль сдвига материала плоскости; α – коэффициент линейного температурного
расширения материала; ν – коэффициент Пуассона материала плоскости.

Продифференцировав (1) по времени t, с учетом уравнения теплопроводности получаем,
что

∆

[
∂F

∂t
− (1 + ν)aαT

]
= 0,

откуда следует, что функция ∂F
∂t −(1+ν)aαT гармоническая во всей плоскости и, следователь-

но, может быть либо постоянной величиной, либо некоторой функцией времени. Не нарушая
общности задачи, можно считать, что ∂F

∂t −(1+ν)aαT = 0. Таким образом, для термоупругого
потенциала перемещений F имеем

∂F

∂t
= (1 + ν)aαT.

Проинтегрировав полученное уравнение, находим, что

F = (1 + ν)aα

t∫
0

T (x, y, t)dt+ F0(x, y),

где F0(x, y) – термоупругий потенциал, соответствующий начальной температуре

∆F0 = (1 + ν)αT0 (x, y ∈ S), ∆F0 = 0 (x, y /∈ S). (2)
Решая (2), находим:

F0(x, y) = − (1 + ν)αT0

2π

∫∫
S

ln
1

r
dξdη,

r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2.

С помощью полученных соотношений находим:
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σy0 = −µ(1 + ν)αT0

4
√
π

{
4
√
πA(x, y) +

4√
π

[
arctg

(
y0 − b+ y

x0 − L+ x

)
+

+arctg
(
y0 + b− y
x0 + L− x

)
+arctg

(
y0 + b− y
x0 − L+ x

)
+ arctg

(
y0 − b+ y

x0 + L− x

)]
−

−
t∫

0

[
(x0 − L+ x) exp

(
− (x0 − L+ x)2

4aτ

)
+ (x0 + L− x) exp

(
− (x0 + L− x)2

4aτ

)]
×

×
[
Erf
(
y0 − b+ y

2
√
aτ

)
+ Erf

(
y0 + b− y

2
√
aτ

)]
dτ

τ
√
aτ

}
,

τxy0 = −µ(1 + ν)αT0

2π

{
ln

(x− L− x0)2 + (y − b+ y0)2

(x− L− x0)2 + (y − b− y0)2
+

+ ln
(x− L+ x0)2 + (y − b− y0)2

(x− L+ x0)2 + (y − b+ y0)2
−

t∫
0

1

τ

[
exp

(
− (x0 − L+ x)2

4aτ

)
−

− exp

(
− (x0 + L− x)2

4aτ

)]
×
[
exp

(
− (y0 − b+ y)2

4aτ

)
− exp

(
− (y0 + b− y)2

4aτ

)]
dτ

}
,

A(x, y) =

{
1 (x, y ∈ S)
0 (x, y /∈ S)

.

Рассмотрим некоторую произвольную реализацию неровной поверхности берегов трещины
(с малыми отклонениями от прямолинейной формы). Так как функции f(x) и f ′(x) являются
малыми величинами, функцию f(x) можно представить в виде f(x) = εH(x), где ε – малый
параметр, равный отношению амплитуды отклонения кривой f(x) от прямолинейной формы
к полудлине трещины l, −∞ < x < 0.

Граничные условия на берегах трещины можно представить в виде («+» соответствует
верхнему берегу трещины, «-» – нижнему):

−σ+
n = σ−n = σy cos2 θ + σx sin2 θ − 2τxy sin θ cos θ = g0,

−τ+
n = τ−n = (σy − σx) sin θ cos θ + τxy(cos2 θ − sin2 θ) = g1,

где g0 и g1 равны нулю при y = f(x), −∞ < x < − d; g0 = py(x), g1 = pxy(x) при y = f(x),
−d < x < 0; θ – угол, отсчитываемый против часовой стрелки от оси y к внешней нормали n
верхнего или нижнего берега трещины.

Имеем

cos θ =
∓1√

1 + [f ′(x)]
2
, sin θ =

∓f ′(x)√
1 + [f ′(x)]

2
.

Граничные условия с учетом приведенных выше формул и функции f(x) = εH(x) примут
вид:

σy − 2ετxy
dH

dx
+ ε2σx

(
dH

dx

)2

= g0, y = εH(x),

ε(σy − σx)
dH

dx
+ τxy

[
1− ε2

(
dH

dx

)2
]

= g1.



42 В. М. МИРСАЛИМОВ, А. Б. МУСТАФАЕВ

Напряжения σx1
, σy1 , τxy1 , py, pxy, перемещения u, v, а также размер контактной зоны

ищем в виде разложений по малому параметру:

σx1 = σ(0)
x + εσ(1)

x + ..., σy1 = σ(0)
y + εσ(1)

y + ..., τxy1 = τ (0)
xy + ετ (1)

xy + ...,

py = p(0)
y + εp(1)

y + ..., pxy = p(0)
xy + εp(1)

xy + ...,

u = u0 + εu1 + ..., v = v0 + εv1 + ...,

d = d0 + εd1 + ... .

Для подстановки вышеприведенных выражений в граничное условие необходимо знать
функции σ(0)

y , σ(1)
y , σ(0)

x , σ(1)
x при y = εH(x).

Значения напряжений при y = f(x) найдем, разлагая в ряд выражения для напряжений в
окрестности y =0:

σ(0)
y |y = f(x) = σ(0)

y |y = 0 + εH(x)
∂σ

(0)
y

∂y
|y = 0 + ...

σ(0)
x |y = f(x) = σ(0)

x |y = 0 + εH(x)
∂σ

(0)
x

∂y
|y = 0 + ... .

τ (0)
xy |y = f(x) = τ (0)

xy |y = 0 + εH(x)
∂τ

(0)
xy

∂y
|y = 0 + ... .

σy
(1)
|y=f(x) = σy(1)|y = 0 + εH(x)

∂σy(1)

∂y
|y = 0 + ... .

σ(1)
x |y = f(x) = σx(1)|y = 0 + εH(x)

∂σx(1)

∂y
|y = 0 + ... .

τxy(1)|y = f(x) = τ (1)
xy |y = 0 + εH(x)

∂τxy(1)

∂y
|y = 0 + ... .

Из-за малости ε по сравнению с единицей ограничимся в разложении членами до первого
порядка относительно малого параметра.

Используя метод возмущений с учетом предыдущих формул, находим граничные условия
при y =0, −∞ < x < 0:
– в нулевом приближении:

σy(0) = −σy0, τxy(0) = −τxy0 при y = 0, −∞ < x < −d0, (3)

σy(0) = p(0)
y − σy0, τxy(0) = p(0)

xy − τxy0 при y = 0, −d0 ≤ x ≤ 0;

– в первом приближении:

σy(1) = N, τ (1)
xy = T при y = 0, −∞ < x < −d1, (4)

σy(1) = p(1)
y +N, τxy(1) = p(1)

xy + T при y = 0, −d1 ≤ x ≤ 0.

Здесь

N = 2τxy(0) dH

dx
−H∂σy(0)

∂y
, T =

(
σx(0) − σy(0)

) dH
dx
−H∂τxy(0)

∂y
. (5)

Для решения краевых задач в каждом приближении используем комплексные потенциалы
Колосова – Мусхелишвили. Решение краевой задачи (3) запишется [9] в виде
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Φ0(z) = Ω0(z) =
1

2πi
√
z

0∫
−∞

√
t

t− z
f0(t)dt+

K
(0)
I − iK

(0)
II

2
√

2πz
,

где f0(x) =

{
f1(x)− if2(x) на свободных берегах трещины
f1(x)− if2(x) + p

(0)
y − ip(0)

xy на берегах контактной зоны
,

f1(x) = −σy0(x, 0), f2(x) = −τxy0(x, 0).

Здесь учтено, что KI = K
(0)
I + εK

(1)
I + ..., KII = K

(0)
II + εK

(1)
II + ... .

Для окончательного определения потенциалов Φ0(z) и Ω0(z) необходимо также найти кон-
тактные напряжения p(0)

y и p(0)
xy на участке контакта между кромками трещины в нулевом при-

ближении. Учитывая, что на участке контакта между берегами трещины раскрытие должно
быть равно нулю, получаем комплексное уравнение, служащее для определения контактных
напряжений py(x) и pxy(x)

(u+ − u−) + i(v+ − v−) = 0. (6)

Для определения перемещений в нулевом приближении имеем соотношение [9]

2µ(u0 + iv0) = κϕ0(z)− ω0(z̄)− (z − z̄)Φ0(z). (7)

Здесь κ – постоянная Мусхелишвили.
Для функций ϕ0(z) и ω0(z) после интегрирования находим:

ϕ0(z) = − 1

2π i

0∫
−∞

f(t) ln

√
t+
√
z√

t−
√
z
dt+

K
(0)
I − iK

(0)
II√

2π

√
z, (8)

ω0(z) = − 1

2π i

0∫
−∞

f(t) ln

√
t+
√
z√

t−
√
z
dt+

K
(0)
I − iK

(0)
II√

2π

√
z.

На основании соотношений (7), (8) имеем

(u+
0 − u

−
0 ) + i(υ+

0 − υ
−
0 ) =

1 + κ

2µ

− 0∫
−∞

f(t)

πi
ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+

2(K
(0)
I − iK

(0)
II )
√
x√

2π

 . (9)

Используя уравнение (9), получим комплексное интегральное уравнение относительно
неизвестных функций p(0)

y (x) и p(0)
xy (x)

− 1

πi

0∫
−∞

(f1 − if2) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt− 1

πi

0∫
−d0

(p(0)
y − ip(0)

xy ) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+ (10)

+
2(K

(0)
I − iK

(0)
II )√

2π

√
x = 0 (−d0 ≤ x ≤ 0) .

Отделяя в (10) действительные и мнимые части, получим два действительных интеграль-
ных уравнения относительно неизвестных функций p(0)

y (x) и p(0)
xy (x):

1

π

0∫
−∞

f1 ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+

1

π

0∫
−d0

p(0)
y ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt−

2K
(0)
I√
2π

√
−x = 0, (11)
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1

π

0∫
−∞

f2 ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+

1

π

0∫
−d0

p(0)
xy ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt−

2K
(0)
II√
2π

√
−x = 0. (12)

Для замкнутости каждого интегрального уравнения не хватает одного уравнения, опреде-
ляющего размер концевой зоны в нулевом приближении. Условием, служащим для определе-
ния размера контактной зоны (т. е. величины d), является условие конечности напряжений
в окрестности вершины трещины. Для выполнения условия конечности напряжений нужно,
чтобы k

(0)
I − ik

(0)
II было равно нулю в окрестности вершины трещины. Находим по известному

соотношению [8] коэффициенты интенсивности напряжений

k
(0)
I − ik

(0)
II = 2 lim

z→0

[√
2πzΦ0(z)

]
.

Используя полученное решение для функции Φ0(z) и отделяя действительную и мнимую
части и приравнивая их нулю, получаем условие конечности напряжений для трещин нор-
мального отрыва и поперечного сдвига соответственно.

Записывая это условие, получаем еще одно недостающее уравнение для каждого сингуляр-
ного интегрального уравнения соответственно в следующем виде:

−
√

2√
πi

0∫
−∞

f1(x)dx√
x
−
√

2√
πi

0∫
−d0

p
(0)
y (x)dx√

x
+K

(0)
I = 0, (13)

−
√

2√
πi

0∫
−∞

f2(x)dx√
x
−
√

2√
πi

0∫
−d0

p
(0)
xy (x)dx√

x
+K

(0)
II = 0. (14)

Поставленная задача, как и следовало ожидать, распалась на две независимые задачи:
для трещины нормального разрыва уравнения (11), (13) и для трещины поперечного сдвига
уравнения (12), (14).

Решение интегральных уравнений (11) и (12) может быть получено путем решения соот-
ветствующей задачи Римана [12]. Интегральное уравнение (11) можно представить в виде

0∫
−d0

√
tp

(0)
y (x)dt

t− x
= πF1(x), (15)

где F1(x) =
2K

(0)
I√
2π
x− 1

π

0∫
−∞

f1(t)
√
tdt

t−x .

Это уравнение получено из (11) путем дифференцирования его по x.
Введем кусочно аналитическую функцию F (z), заданную интегралом Кощи, плотность

которого служит искомым решением интегрального уравнения

F (z) =
1

2πi

0∫
−d0

g(τ)dτ

τ − z
.

Аналитическая функция F (z) должна являться решением задачи линейного сопряжения
граничных значений

F+(t) + F − (t) =
F1(t)

i
. (16)

Решение задачи краевой задачи (16) в классе всюду ограниченных функций имеет вид
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F (z) =
X(z)

2πi

0∫
−d0

F1
∗ (τ) dτ

X1 + (τ)(τ − z)
,

где X(z) =
√
z(z + d0), X + (τ) =

√
τ(τ + d0), F1

∗(t) = F1(t)/πi.
По формулам Сохоцкого – Племеля находим решение интегрального уравнения (15):

g(t) = F+(t)− F−(t),

F+(z) = X + (t)

1

2

F1
∗ (τ)

X + (t)
+

1

2πi

0∫
−d0

F1
∗ (τ) dτ

X + (τ)(τ − t)

 ,
F−(z) = X − (t)

−1

2

F1
∗ (τ)

X + (t)
+

1

2πi

0∫
−d0

F1
∗ (τ) dτ

X + (τ)(τ − t)

 .
Учитывая, что X − (t)/X + (t) = −1, находим

p(0)
y (t) =

X + (z)

πi

0∫
−d0

F1
∗ (τ) dτ

X + (τ)(τ − t)
.

Длина зоны контакта для трещины нормального разрыва определяется из уравнения (13)
методом итерации, при этом интегралы, входящие в это уравнение, заменялись суммами с
помощью квадратурных формул. Аналогично длина зоны контакта для трещины поперечно-
го сдвига определяется из решения уравнения (13). Для каждого интегрального уравнения
получено одно замыкающее уравнение.

Аналогично, решая интегральное уравнение (12), находим формулы для подсчета каса-
тельных контактных напряжений в нулевом приближении

p(0)
xy (x) =

X + (x)

πi

0∫
−d0

F2 + (t)dt

X + (t)(t− x)
,

где F2
∗(t) = F2(t)/πi, F2(x) =

2K
(0)
II√
2π
x− 1

π

0∫
−∞

f2(t)
√
tdt

t−x .

Определялись значения параметра d0, характеризующего зону контакта берегов трещины
в нулевом приближении, а также контактное напряжение p(0)

y (x) в зависимости от геомет-
рических, теплофизических и механических параметров упругой плоскости и наведенного
температурного поля.

Аналогично, по изложенной методике решалось интегральное уравнение (12) с дополни-
тельным условием (14) для определения контактных касательных напряжений p(0)

xy (x) и раз-
мера зоны контакта берегов трещины поперечного сдвига.

После нахождения решения в нулевом приближении переходим к отысканию решения в
первом приближении. Находим функции N и T по формулам (5). Решение граничной задачи
(4) запишется в виде

Φ1(z) = Ω1(z) =
1

2πi
√
z

0∫
−∞

√
tf1(t)dt

t− z
+
K

(1)
I − iK

(1)
II

2
√

2πz
,
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где f1(x) =

{
N − T на свободных берегах трещины
N − T + p

(1)
y − ip(1)

xy на берегах контактной зоны
.

Для окончательного определения потенциалов Φ1(z) и Ω1(z) необходимо найти контактные
напряжения p(1)

y (x) и p
(1)
xy (x) на участке контакта между кромками трещины в первом при-

ближении. Поступая аналогично нулевому приближению, получим комплексное интегральное
уравнение относительно неизвестных функций p(1)

y (x) и p(1)
xy (x)

− 1

πi

0∫
−∞

(N − iT ) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt− 1

πi

0∫
−d1

(p(1)
y − ip(1)

xy ) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+ (17)

+
2(K

(1)
I − iK

(1)

II )
√

2π

√
x = 0 (−d1 ≤ x ≤ 0) .

Отделяя в (17) действительные и мнимые части, получим, как и в нулевом приближении,
два действительных интегральных уравнения относительно неизвестных функций p

(1)
y (x) и

p
(1)
xy (x):

1

π

0∫
−d1

p(1)
y ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+

1

π

0∫
−∞

N(t) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt−

2K
(1)
I√
2π

√
−x = 0, (18)

1

π

0∫
−d1

p(1)
xy ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt+

1

π

0∫
−∞

T (t) ln

√
t+
√
x√

t−
√
x
dt−

2K
(1)
II√
2π

√
−x = 0. (19)

Для замкнутости каждого интегрального уравнения не хватает одного уравнения, опре-
деляющего размер контактной концевой зоны в первом приближении. Записывая условие
конечности напряжений в первом приближении, получаем:

√
2

i
√
π

0∫
−d1

p
(1)
y (x)√
x

dx+

√
2

i
√
π

0∫
−∞

N(x)√
x
dx−K(1)

I = 0, (20)

√
2

i
√
π

0∫
−d1

p
(1)
xy (x)√
x

dx+

√
2

i
√
π

0∫
−∞

T (x)√
x
dx−K(1)

II = 0. (21)

Дальнейший ход решения уравнений (18), (20) и (19), (21) аналогичен вышеизложенному
для случая нулевого приближения.

Окончательно находим

py = p(0)
y + εp(1)

y , pxy = p(0)
xy + εp(1)

xy , d = d0 + εd1.

Анализ закрытия трещины в плоскости с помощью наведенного температурного поля сво-
дится в каждом приближении к параметрическому исследованию сингулярных интеграль-
ных уравнений при различных законах распределения температурных полей и напряжений в
плоскости, геометрических параметрах, а также механических постоянных материала. Непо-
средственно из решения сингулярных интегральных уравнений и дополнительных условий
определяются нормальные и касательные усилия в концевой области, а также размер зоны
контакта берегов трещины.

На рис. 2 и 3 приведены графики распределения нормального и касательного контактных
напряжений вдоль контактной зоны. При расчетах были использованы безразмерные коорди-
наты x′ = 1+2x/d. Наибольшие значения контактных напряжений находятся в средней части
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концевой зоны, где берега трещины смыкаются. Характер изменения касательных контакт-
ных напряжений pxy(x) вдоль контактной зоны подобен изменению нормальных контактных
напряжений py(x), но абсолютные значения существенно меньше.

В таблице приводятся значения размеров контактной зоны dI∗ = dI/L и dII∗ = dII/L со-
ответственно для трещины нормального разрыва и для трещины поперечного сдвига (где
lI∗ = 2K2

I

/
πσ2

0L; lII∗ = 2K2
II

/
πσ2

0L) при следующих значениях свободных параметров ν=0,3;
t∗ = 4at

/
L2 = 10; x0/L = 0, 5; y0/L = 0, 2; b/L = 0, 1, где L и b – координаты центра области

S.

Рис. 2. Зависимость распределения нормальных контактных напряжений py
√
πL
/
KI

вдоль контактной зоны

В расчетах было принято, что поверхность трещины имеет синусоидальную форму.
Таблица. Численные значения размеров контактной зоны

lI∗ 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
dI∗ 0,0943 0,1316 0,2452 0,3128 0,3815 0,4168 0,5102
lII∗ 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
dII∗ 0,0915 0,1321 0,2411 0,3119 0,3817 0,4153 0,5123

Теоретические и экспериментальные исследования показывают, что локальное темпера-
турное поле, созданное в течение некоторого ограниченного времени с целью торможения
и частичного закрытия трещины, является непреодолимым барьером [1] на пути ее распро-
странения. Последующее снятие температурного поля (t → ∞) будет постепенно снижать
значения сжимающих напряжений и эффект частичного закрытия трещины. Коэффициенты
интенсивности напряжений, достигнув при закрытии трещины нулевого значения, постепенно
будут возрастать до величины, обусловленной механической нагрузкой.

Под действием локального температурного поля максимальное растягивающее напряже-
ние уменьшается и поворачивается по направлению к тепловому источнику. Это приводит [1],
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Рис. 3. Зависимость распределения касательных контактных напряжений pxy
√
πL
/
KI

вдоль контактной зоны

[14] к наблюдаемому в опытах смещению плоскости разрыва. После снятия локального тем-
пературного поля это обстоятельство будет способствовать увеличению внешней нагрузки,
необходимой для роста трещины.

Заключение. Предложена эффективная схема расчета частично закрытой при воздей-
ствии теплового источника криволинейной трещины под действием растягивающих напряже-
ний. Анализ частичного закрытия искривленной трещины в листовом элементе с помощью
наведенного температурного поля сводится к параметрическому исследованию сингулярных
интегральных уравнений при различных законах распределения температурных полей и на-
пряжений в плоскости, геометрии поверхности параметров трещины, а также механических
постоянных материала. На основе полученных результатов можно считать, что созданное
локальное температурное поле является непреодолимым барьером на пути ее движения.

Учет возмущенного температурного поля будет усиливать тормозящий эффект наведен-
ного температурного поля напряжений.
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V. M. Mirsalimov, A. B. Mustafayev

PARTIAL CONTACT OF SURFACES OF THE CURVILINEAR CRACK IN A
PLATE ELEMENT UNDER LOCAL THERMAL FIELD

Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan

Abstract. The mathematical model of partial closure of the curvilinear crack in an isotropic plane
using the local temperature change near the end of the crack was described. It is assumed that
the interaction between the crack surfaces under external loads and induced thermoelastic stress
field can lead to zones of overlap. Contact stresses, the size of contact zone, where the surfaces of
curvilinear crack are closed, are found.

Keywords: plate element, curvilinear crack, local temperature field, contact zone, contact stresses.
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Серия: Механика предельного состояния. 2014. №1 (19). С. 52–59

В. Г. Ефремов, Т.В.Митрофанова, Т.Н.Павлова

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

ИЗ АНИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА ПРИ НЕСОВПАДЕНИИ ОСЕЙ
ПРОДОЛЬНОЙ АНИЗОТРОПИИ С НАПРАВЛЕНИЯМИ КАНОНИЧЕСКИХ

ОСЕЙ ЭЛЛИПСА ОТВЕРСТИЯ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева

Аннотация. В статье рассматривается напряженно-деформированное состояние тонкой пла-
стины с эллиптическим отверстием из анизотропного упруго-идеальнопластического матери-
ала при двуосном растяжении. Решение задачи находится методом малого параметра [2], в
первом приближении определены компоненты напряжения в упругой и пластической обла-
стях [3], определена граница пластической зоны.

Ключевые слова: напряжение, деформация, упругость, пластичность, анизотропия, растя-
жение, отверстие.

УДК: 539.374

Предположим, что главные оси анизотропии ориентированы в системе координат x′, y′,
наклоненной к системе x, y под углом θ0.

Рассмотрим условие пластичности в новой системе координат x′, y′:

(
σpx∗
k1
− 1)(

σpy∗
k2
− 1)− Fτ (p)2

x∗y∗ = 0. (1)

Условие пластичности (1) определяет свойства анизотропного идеальнопластического ма-
териала. Коэффициенты k1, k2, F характеризуют анизотропию материала. Отметим, что
величины k1, k2, F – безразмерные. При k1 = k2 = F = 1 согласно (1) имеет место изотроп-
ный материал.

Связь между напряжениями в новой и старой системе координат запишем в виде

σx∗ =
σx+σy

2 +
σx−σy

2 cos 2θ0 + τxy sin 2θ0,

σy∗ =
σx+σy

2 − σx−σy
2 cos 2θ0 − τxy sin 2θ0,

τx∗y∗ = −σx−σy2 sin 2θ0 + τxy cos 2θ0.

(2)

Связь между напряжениями в декартовой систем координат x, y и напряжениями в поляр-
ной системе координат ρ, θ имеет вид

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(3)

Из (3), (2) получим условие пластичности в полярных координатах:

Поступила 28.02.2014
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1
4k1k2

[
(σpρ + σpθ )2 − (k1 + k2)(σpρ + σpθ )−

−
(

(σpρ − σ
p
θ ) cos(2θ)− τ (p)

ρθ sin(2θ)
)2

× cos2(2θ0)−

−2
(
−
(
σpρ − σ

p
θ

)
sin(2θ) + 2τpρθ cos(2θ)

)
×

×
((
σpρ − σ

p
θ

)
cos(2θ) + 2τpρθ sin(2θ)

)
cos(2θ0) sin(2θ0)+

+2(k1 − k2)
((
σpρ + σpθ

)
cos(2θ) + 2τpρθ sin(2θ)

)
cos(2θ0)−

−2
(
−(σpρ − σ

p
θ ) sin(2θ) + 2τ

(p)
ρθ cos(2θ)

)2

× sin2(2θ0)+

+2(k1 − k2)
(
−
(
σpρ + σpθ

)
sin(2θ) + 2τpρθ cos(2θ)

)
sin(2θ0) + 4k1k2

]
−

−F [−
((
σpρ − σ

p
θ

)
cos(2θ) + 2τpρθ sin(2θ)

)
sin(2θ0)+

+4
(
−
(
σpρ + σpθ

)
sin(2θ) + 2τpρθ cos(2θ)

)
cos(2θ0)]2 = 0.

(4)

Решение будем искать в виде:

σij = σ
(0)
ij + δσ

(′)
ij + δ2σ

(′′)
ij + δ3σ

(′′′)
ij ...,

k1 = 1 + δk∗1, k2 = 1 + δk∗2, F = 1 + δF∗,
δ = p1−p2

2k , p1, p2 − const.
(5)

В дальнейшем положим:

τ
(0)
ρθ = 0, (6)

где индекс “0” наверху приписан компонентам в нулевом исходном состоянии приδ = 0.
Подставив в уравнение (4) следующие выражения (5), получим[(

σ(0)p
ρ +σ

(0)p
θ

2 +
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 cos(2θ) cos(2θ0)− σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 sin(2θ) sin(2θ0)− 1

)
+

+ δ
2

((
σ

(′)p
ρ + σ

(′)p
θ

)
+
(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0) +

(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0) −

−k(′)
1

(
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

)
− k(′)

1

(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0)+

+k
(′)
1

(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0)

+2τ
(′)p
ρθ (sin 2θ cos(2θ0) + cos(2θ) sin(2θ0))

]
×

(7)

×
[(

σ(0)p
ρ +σ

(0)p
θ

2 − σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 cos(2θ) cos(2θ0) +
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 sin(2θ) sin(2θ0)− 1

)
+

+ δ
2

((
σ

(′)p
ρ + σ

(′)p
θ

)
−
(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0) +

(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0) −

−k(′)
2

(
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

)
+ k

(′)
2

(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0)−

−k(′)
2

(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0)−

−2τ
(′)p
ρθ (sin 2θ cos(2θ0) + cos(2θ) sin(2θ0))

]
×

−F∗4 ×
[[((

σ
(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
+ δ

(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

))
cos(2θ) + 4δτ

(′)p
ρθ sin(2θ)

]
sin(2θ0)+[((

σ
(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
+ δ

(
σ

(′)p
ρ − σ(′)p

θ

))
sin(2θ) + 4δτ

(′)p
ρθ cos(2θ)

]
cos(2θ0)

]2
= 0.

Для нулевого приближения получаем случай изотропного материала

σ(0)p
ρ σ

(0)p
θ −

(
σ(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

)
+ 1 = 0. (8)
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Для первого приближения имеет место условие пластичности:

σ
(′)p
θ = A0N2 +B0N1 − F ∗ С0, (9)

где

A0 =
σ(0)p
ρ +σ

(0)p
θ

2 +
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 cos(2θ) cos(2θ0)−

−σ
(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 sin(2θ) sin(2θ0)− 1,

B0 =
σ(0)p
ρ +σ

(0)p
θ

2 − σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 cos(2θ) cos(2θ0)+

+
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

2 sin(2θ) sin(2θ0)− 1,

N1 = k∗1
2

[(
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

)
+
(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0)−

−
(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0)

]
N2 = k∗2

2

[(
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

)
−
(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
cos(2θ) cos(2θ0)+

+
(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
sin(2θ) sin(2θ0)

]
С0 =

(
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

)2

4 cos2(2θ) sin2(2θ0) +

(
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

)2

4 sin2(2θ) cos2(2θ0)+

+

(
σ(0)p
ρ −σ(0)p

θ

)2

2 cos(2θ) sin(2θ) cos(2θ0) sin(2θ0).

Соотношения (9) согласно [5, 113] примем в виде

σ
(′)p
θ = − α

4ρ2 [(k ∗1 +k∗2)
(
2ρ− α

2

)
+ F∗

2 +A2ρ cos(2θ)−
−B2ρ sin(2θ) +A4 cos(4θ)−B4 sin(4θ)] ,

(10)

где

A2 = 2 (k ∗1 −k∗2) cos(2θ0),
B2 = 2 (k ∗1 −k∗2) sin(2θ0),

A4 = (α (k ∗1 +k∗2)− F∗) cos(4θ0)
2 ,

B4 = (α (k ∗1 +k∗2)− F∗) sin(4θ0)
2 .

Уравнения равновесия удовлетворим, полагая
σ∗ρ = 1

ρ
∂Φ∗
∂ρ + 1

ρ2
∂2Φ∗
∂θ2 ,

σ∗θ = ∂2Φ∗
∂ρ2

,

τ∗ρθ = − ∂
∂ρ

(
1
ρ
∂Φ∗
∂θ

)
.

(11)

Найдем значение функции Φ, общее решение имеет вид

Φобщ = Φнеодн + Φодн.

Из (10) и (11) найдем значение функции Φp:

Φp = α
2 ρ (k ∗1 +k∗2) (1− ln ρ) + α

8

(
α
ρ (k ∗1 +k∗2) + F ∗ ln ρ

)
+ (C01ρ+ C02) +

+
(
α
4A2ρ(ln ρ− 1) + C21ρ+ C22

)
cos(2θ)+

+
(
α
4B2ρ(ln ρ− 1) + C∗21ρ+ C∗22

)
sin(2θ)+

+
(
α
4A4 ln ρ+ C41ρ+ C42

)
cos(4θ)−

−
(
α
4B4 ln ρ− C∗41ρ− C∗42

)
sin(4θ).

(12)

Из (11) и (12) получим
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σ
(′)p
ρ = 1

8ρ3

(
α (k ∗1 +k∗2)

(
−4ρ2 ln ρ− α

)
+ αρF ∗+8C00ρ

2
)

+

+
(
2αρ2 (−4 + 3 ln ρ)A2 − 32ρC22 − 24ρ2C12

)
cos(2θ)+

+
(
2αρ2 (4− 3 ln ρ)B2 − 32ρC∗22 − 24ρ2C∗12

)
sin(2θ)+

+
(
2αρA4 (1− 16 ln ρ)− 128ρC24 − 120ρ2C41

)
cos(4θ)+

+
(
2αρB4 (−1 + 16 ln ρ)− 128ρC∗24 − 120ρ2C∗41

)
sin(4θ).

(13)

τ
(′)p
ρθ = − 2

ρ2 ((αρB2 − 4C∗22) cos(2θ) + (αρA2 + 4C22) sin(2θ)+

+ (2αB4(ln ρ− 1)− 8C∗42) cos(4θ) + (2αA4(ln ρ− 1) + 8C42) sin(4θ)) .

В первом приближении граничные условия согласно [2] (контур свободен от усилий) имеют
вид

σ
(′)
ρ +

dσ(0)
ρ

dρ ρ1 = 0,

τ
(′)
ρθ − (σ

(0)
θ − σ

(0)
ρ )

.

R1 = 0,
(14)

где согласно [2]

ρ1 = αd1 cos 2θ,
R1 = ρ1

ρ0
, ρ0 = −α.

С учетом (14) граничные условия запишутся

σ(′) p
ρ = −d1 cos(2θ) при ρ = α,

τ
(′) p
ρθ = −2d1 sin(2θ) при ρ = α. (15)

Из (13) и (15)получим

C01 =
(4α lnα+ 1) (k ∗1 +k∗2) − F∗

8
,

d1

3

(
1

4α2
+ 4α

)
− α

4
A2 lnα,

C22 = α2

(
d1 +

A2

4

)
, (16)

C41 = −αA4

4
,

C42 = −αA4(lnα− 1)

4
,

C∗22 = α2B2

4
,

C∗41 = −αB4

4
,

C∗42 = −αB4(lnα− 1)

4
.

Согласно (13) и (16) компоненты напряженного состояния в первом приближения имеют
вид
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σ
(′)p
ρ = 1

8ρ3

(
(k ∗1 +k∗2)

(
−α2 + ρ2

)
+ ρF ∗ (α− ρ)

)
+

+
(
8A2αρ (−α+ ρ) + 6A2ρα

2 (lnα+ ln ρ) + 2ρ
(
16α2d1 − 3

α2 ρ+ 48ρα
))

cos(2θ)+
+
(
8B2αρ (−α+ ρ)− 6B2ρα

2 (lnα+ ln ρ)
)

sin(2θ)+
+2αρA4 (1 + 16 (lnα− ln ρ− 1) + 15ρ) cos(4θ)+
+2αρB4 (−1 + 16 (ln ρ+ lnα− 1) + 15ρ) sin(4θ).

(17)

σ
(′)p
θ = − α

4ρ2 [(k ∗1 +k∗2)
(

2ρ− α
ρ

)
+ F∗

2 +A2ρ cos(2θ)−
−B2ρ sin(2θ) +A4 cos(4θ)−B4 sin(4θ)] ,

τ
(′)p
ρθ = − 2

ρ2 (αB2 (ρ− α) cos(2θ) +
(
αρA2 + 4α2

(
d1 + A2

4

))
sin(2θ)

+2αB4(ln ρ− lnα) cos(4θ) + 2αA4(ln ρ− lnα) sin(4θ)) .

Граничные условия на бесконечности в упругой зоне запишем в виде

σeρ
∣∣
ρ=∞ = q − δ cos(2θ), σeθ |ρ=∞ = q + δ cos(2θ), τeρθ

∣∣
ρ=∞ = δ sin(2θ), (18)

где

δ =
p1 − p2

2k
, q =

p1 + p2

2k
.

Уравнение упругопластической границы запишем в виде

ρs = 1 + δρ(′)
s + δ2ρ(′′)

s ... (19)
Условия сопряжения на упругопластической границе имеют вид

σpρ
∣∣
ρs

= σeρ
∣∣
ρs
, τpρθ

∣∣∣
ρs

= τeρθ

∣∣∣
ρs
,

upρθ

∣∣∣
ρs

= ueρθ

∣∣∣
ρs
, upρ

∣∣
ρs

= ueρ
∣∣
ρs
, upθ|ρs = ueθ|ρs .

(20)

В первом приближение условие сопряжения (20) согласно (19) примут вид

σ(′)p
ρ

∣∣∣
ρ=1

= σ(′)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

, σ
(′)p
θ +

∂σ
(0)p
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= σ
(′)e
θ +

∂σ
(0)e
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

, τ (′)p
ρθ

= τ (′)e
ρθ

. (21)

В упругой зоне (1 < ρ <∞) распределение напряжений определяется согласно [2]. Удовле-
творяя граничному условию при ρ =∞, где q = p/k, получим

σ(0)e
ρ = q − α

2ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

α

2ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0, q = 1− α

2
. (22)

Компоненты напряжения в упругой области в первом приближении согласно (17) и условия
сопряжения (20)

σ
(′)e
ρ = K

ρ2 +
((

2
ρ2 −

1
ρ4

)
N −

(
1− 4

ρ2 + 3
ρ4

))
cos(2θ) +

(
− 2
ρ6 + 3

ρ4

)
M cos(4θ)+

+
(

2
ρ2 −

1
ρ4

)
N∗ sin(2θ) +

(
− 2
ρ6 + 3

ρ4

)
M∗ sin(4θ),

(23)

σ
(′)e
θ = −K

ρ2 +
(

1
ρ4N + 1 + 3

ρ4

)
cos(2θ) +

(
2
ρ2 −

1
ρ4

)
M cos(4θ)+

+ 1
ρ4N

∗ sin(2θ) +
(

2
ρ2 −

1
ρ4

)
M∗ sin(4θ),

τ
(′)e
ρθ =

((
2
ρ4 −

1
ρ2

)
N −

(
−1− 2

ρ2 −
3
ρ4

))
sin(2θ) +

(
3
ρ6 −

2
ρ4

)
M sin(4θ)+

+
(

2
ρ4 −

1
ρ2

)
N∗ cos(2θ) +

(
3
ρ6 −

2
ρ4

)
M∗ sin(4θ).

где
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K =
1

8
(F ∗ (α− 1) + (k ∗1 +k∗2) (4α lnα− 1)) ,

N =
α

8
(A2 (−8(1 + α) + 6 lnα)− 2d1α(17α+ 16)) ,

N∗ =
α

8
B2 (−8(1 + α) + 6 lnα) ,

M = 4A4α lnα,

M∗ = 4B4α lnα,

N = −α
2
B2(1− α),

N
∗

= −α
2
A2(1 + α)− 2α2d1,

M = αA4 lnα,

M∗ = αB4 lnα.

Для определения радиуса упругопластической области в первом приближении получим

ρ(I)
s =

σ
(I)p
θ − σ(I)e

θ

dσ
(0)e
θ

dρ − dσ
(0)p
θ

dρ

. (24)

Для определения радиуса упругопластической области в первом приближении получим
согласно (24)

ρ′s = −k∗1+k∗2
2

(
1
4 + α(lnα− 1) + α2

2

)
+ F∗

8 (5− α) +

+
(
A2

(
−α(1 + α) + 3

4α lnα− 1
)
− d1α

2(17α+16)
4 + 4

)
cos(2θ) +

+ B2

(
α(1− α) + 3

4α lnα− 1
)
sin(2θ)+

+A4(4α lnα− 1) cos(4θ) +B4(4α lnα− 1) sin(4θ), при ρ = 1.

(25)
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V. G. Efremov, T. V. Mitrofanova, T. N. Pavlova

DETERMINATION OF THE STRESS-STRAIN STATE OF THIN PLATE
WITH AN ELLIPTIC HOLE ANISOTROPIC MATERIAL, IF NOT THE

LONGITUDINAL AXIS OF ANISOTROPY DIRECTIONS CANONICAL AXES
OF THE ELLIPSE HOLES

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. In this article the stress-strain state of a thin plate with an elliptic hole of anisotropic
elastic-idealnoplasticheskogo material with biaxial stretching. Solution of the problem is the small
parameter method [2], in the first approximation defined stress components in the elastic and
plastic regions [3], defined boundary of the plastic zone.

Keywords: tension, deformation, elasticity, plasticity, anisotropy, an aperture.
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А.В.Никитин

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ
ТОЛСТОСТЕННОЙ НЕЛИНЕЙНО-НЕОДНОРОДНОЙ ТРУБЫ ПРИ

ТРАНСЛЯЦИОННОЙ АНИЗОТРОПИИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева

Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию деформированного состояния тол-
стостенной нелинейно-неоднородной трубы при трансляционной анизотропии. Задачи опре-
деления упругопластического состояния неоднородных тел рассматривались в работах[2], [5],
[7], анизотропных тел исследовались в работах [4], [6].

Ключевые слова: труба, перемещения, несжимаемость, трансляционная анизотропия.

УДК: 539.374

Рассмотрим толстостенную трубу, находящуюся под действием внутреннего давления
p( рис. 1), ra−внутренний радиус трубы, rb−внешний радиус трубы.

Рис 1. Толстостенная труба

Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ. Пусть

Поступила 24.02.2014
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σij = σ
(0)
ij + σ′ijδ + σ′′ijδ

2 + ... , u = u(0) + u′δ + u′′δ2 + ...,

ν = ν(0) + ν′δ + ν′′δ2 + ...,

где σij – компоненты напряжений, u, v – компоненты перемещений.
Обозначим rb

ra
= β, r

ra
= ρ,

r0s
ra

= α, r0
s – упругопластическая граница в нулевом

приближении.
Предполагается, что в пластической области имеет место условие [3]:(

σρ−σθ
2

)2

+ τ2
ρθ − 2R

(
σρ−σθ

2

)
cos(2θ + η)−

−2τρθ sin(2θ + η) +R2 − 1− 2δ
(

(ρ cos θ+A)2

a2 + (ρ sin θ+B)2

b2

)
= 0,

(1)

где

R =

√(
k1 − k2

2

)2

+ k2
3,

k1 − k2

2R
= cos η,

k3

2
= sin η, δ − малыйпараметр.

Предположим

R = δR∗, k1 = δk′1, k2 = δk′2, k3 = δk′3,

где

R′ =

√(
k′1 − k′2

2

)2

+ (k′3)2.

В упругой области примем материал несжимаемым, коэффициент Пуассона µ = 1
2 .

Напряженное состояние трубы определено в работе [3]. В нулевом приближении компонен-
ты напряжений имеют вид:

σ(0)p
ρ = −p+ 2 ln

ρ

α
, σ

(0)p
θ = −p+ 2 + 2 ln

ρ

α
,

σ(0)e
ρ =

p+ 2 lnα

β2 − 1

(
1− β2

ρ2

)
, σ

(0)e
θ =

p+ 2 lnα

β2 − 1

(
1 +

β2

ρ2

)
. (2)

В первом приближении компоненты напряжений имеют вид:

σ′p
p

=
2(b2A cos θ+Ba2 sin θ)(ρ2−α2)

a2b2ρ + cos (2θ + η)R′
(
α2

a2 −
α
ρ cos

(√
3 ln ρ

α

))
+

+ 2
a2b2

(
b2A2 + a2B2

)
ln
(
ρ
α

)
+
√

3αR′

ρ sin
(√

3 ln ρ
α

)
cos (2θ − η) +

+ 1
3ρa2b2

(
cos (2θ)α3

(
b2 − a2

)
sin
(√

3 ln ρ
α

))
,

σ′θ
p

= − 2α2

a2b2ρ

(
Ab2 cos θ +Ba2 sin θ

)
−R′ cos (2θ + η)

(
α
ρ cos

(√
3 ln ρ

α

)
+ 1
)

+

+
α2
√

3 cos(2θ)(b2−a2) sin(
√

3 ln ρ
α )

3a2b2ρ +
αR′
√

3 sin(
√

3 ln ρ
α ) cos(2θ−η)

ρ +

(3)

+
(
a2+b2

6a2b2ρ

) (
9ρ3 − 3α2ρ

)
+
(
b2A2+a2B2

6a2b2ρ

) (
12ρ

(
ln ρ

α + 1
))

+ 6ρ
a2b2

(
Ab2 cos θ +Ba2 sin θ

)
+

+ρ2
(
b2−a2
a2b2

)
cos 2θ;

τ ′pθ
p

=
2(Ba2 cos θ−Ab2 sin θ)(α2−ρ2)

a2b2ρ + sin (2θ + η) R
′α
ρ

(
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α

)
+ cos

(√
3 ln ρ

α

))
+

+
sin(2θ)α3(a2−b2)(3 cos(

√
3 ln ρ

α )−
√

3 sin(
√

3 ln ρ
α ))

6a2b2ρ + ρ2

2a2b2

(
b2 − a2

)
sin (2θ) ,

σ
′e
ρ = a′′0 + a′′1 cos θ + b′′1 sin θ + a′′2 cos 2θ + b′′2 sin 2θ,

τ
′e
ρθ = a′′′0 + a′′′1 cos θ + b′′′1 sin θ + a′′′2 cos 2θ + b′′′2 sin 2θ,

(4)

где
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b′′′2 = R′α
(√

3 sin
(√

3 lnα
)

+ cos
(√

3 lnα
))

cos η+

+
α3(a2−b2)(3 cos(

√
3 lnα)+

√
3 sin(

√
3 lnα))

6a2b2 +
(b2−a2)

2a2b2 ,
a1′′ = 2A

a2

(
1− α2

)
, b1′′ = 2B

b2

(
1− α2

)
, a1′′′ = 2B

b2

(
α2 − 1

)
, b1′′′ = − 2A

a2

(
α2 − 1

)
,

a′′0 = −2
a2b2

(
b2A2 + a2B2

)
ln (α) , a′′′0 = 0,

a′′2 =
(
R′α2

a2 −R
′α cos

(√
3 lnα

))
cos η −

√
3αR′ sin(

√
3 lnα) cos η−

− 1
3a2b2α

3(b2 − a2) sin(
√

3 lnα),

b′′2 = −
(
R′α2

a2 −R
′α cos

(√
3 lnα

))
sin η − αR′

√
3 sin(

√
3 lnα) sin η,

a′′′2 = R′α
(
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 sin
(√

3 lnα
))

sin η.

Определим компоненты перемещений в упругой зоне по уже определенному напряженному
состоянию.

В нулевом приближении в упругой области согласно [1] компоненты перемещений имеют
вид

u(0)e =
1

2 (β2 − 1)E

[(
p− 2 ln

1

α

)
+ 3

(
p− 2 ln

1

α

)
β2

]
, (5)

v(0)e = 0.

Следуя [1], определим компоненты перемещений в первом приближении.
1. Предположим, что на упругопластической границе имеет место (4) при

a′′0 = − 2

a2b2
(
b2A2 + a2B2

)
ln (α) , a′′′0 = a′′1 = a′′′1 = a′′2 = b′′1 = b′′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

Тогда перемещения примут вид

u(I)e =

(
b2A2 + a2B2

)
ln (α)

(
ρ2 + 3β2

)
ρ (β2 − 1)Ea2b2

, (6)

v(I)e = 0.

2. Предположим, что на упругопластической границе имеет место (4) при

a′′1 =
2A

a2

(
1− α2

)
, b′′′1 = −2A

a2

(
α2 − 1

)
, a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = a′′2 = b′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

В этом случае получим:

u(I)e =
β

E

(
15

14
c1 ln

(
ρ

β

)
+

3

2

β2

ρ2
c2 −

1

2

ρ2

β2
c3

)
cos (θ) ,

v(I)e =
β

E

(
−15

14
c1

[
ln

(
ρ

β

)
+

3

5

]
+

3

2

β2

ρ2
c2 +

11

2

ρ2

β2
c3

)
sin θ, (7)

где

c1 = 0, c2 = c3 =

(
α4 − 1

)
β

(β4 − 1)

A

a2
.

3. Предположим, что на упругопластической границе имеет место (4) при

b′′1 =
2β

b2
(
1− α2

)
, a′′′1 =

2β

b2
(
α2 − 1

)
, a′′′0 = a′′0 = a′′1 = a′′2 = b′′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

Перемещения примут вид
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u(I)e =
β

E

(
15

14
_
c 1 ln

(
ρ

β

)
+

3

2

β2

ρ2

_
c 2 −

1

2

ρ2

β2

_
c 3

)
sin θ,

v(I)e =
β

E

(
15

14
_
c 1

[
ln

(
ρ

β

)
+

3

5

]
− 3

2

β2

ρ2

_
c 2 −

11

2

ρ2

β2

_
c 3

)
cos θ , (8)

где

_
c 1 = 0,

_
c 2 =

_
c 3 =

(
α4 − 1

)
β

(β4 − 1)

B

b2
.

4. Предположим, что на упругопластической границе имеет место (4) при

a′′2 =

(
R′α2

a2
−R′α cos

(√
3 lnα

))
cosµ−

√
3αR′ sin

(√
3 lnα

)
cosµ−

α3
(
b2 − a2

)
3a2b2

,

b′′2 =

(
R′α2

a2
−R′α cos

(√
3 lnα

))
(− sinµ)−

√
3αR′ sin

(√
3 lnα

)
sinµ,

a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = b′′′1 = a′′1 = b′′1 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

В данном случае имеем:

u(I)e =
β

E

(
−3c1

(
ρ

β

)
+ 3c2

(
ρ

β

)−3

− 2c3

(
ρ

β

)3

+ 4c4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 cos 2θ + b′′2 sin 2θ) ,

v(I)e =
β

E

(
3c1

(
ρ

β

)
+ 3c2

(
ρ

β

)−3

+ 7c3

(
ρ

β

)3

− c4
(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 sin 2θ − b′′2 cos 2θ) , (9)

где

ĉ1 =

(
−1 + 2β2 − β−4

2N

)
, ĉ2 =

(
−3 + 2β2 + β4

6N

)
β−4,

ĉ3 =

(
−3 + 2β−2 + β−4

6N

)
β2, ĉ4 =

(
−1 + 2β−2 − β4

2N

)
β−2.

5. Предположим, что на упругопластической границе имеет место (4) при

a′′′2 = R′α sinµ
[
cos(
√

3 lnα) +
√

3 sin(
√

3 lnα)
]
,

b′′′2 = R′α
(√

3 sin
(√

3 lnα
))

+ cos
(√

3 lnα
)

cosµ+

+
α3(a2−b2)

6a2b2

(
3 cos

(√
3 lnα

)
+
√

3 sin
(√

3 lnα
))

+ b2−a2
2a2b2 ,

a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = b′′′1 = a′′1 = b′′1 = a′′2 = b′′2 = 0.

Тогда получим:

u(I)e =
β

E

(
−3c̃1

(
ρ

β

)
+ 3c̃2

(
ρ

β

)−3

− 2c̃3

(
ρ

β

)3

+ 4c̃4

(
ρ

β

)−1
)

(−a′′′2 sin 2θ + b′′′2 cos 2θ) ,

v(I)e =
β

E

(
3c̃1

(
ρ

β

)
+ 3c̃2

(
ρ

β

)−3

+ 7c̃3

(
ρ

β

)3

− c̃4
(
ρ

β

)−1
)

(a′′′2 cos 2θ + b′′′2 sin 2θ) , (10)

где
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c̃1 =

(
4− 4β2

4N

)
, c̃2 =

(
4β2 − 4β4

12N

)
β−4,

c̃3 =

(
3− 4β−2 + β−4

12N

)
β2, c̃4 =

(
−1 + β4

2N

)
β−2.

Результирующее перемещение в упругой области определяется как сумма перемещений (6),
(7), (8), (9),(10).

u(I)e = − (α2−1)(ρ4−3β4)(Ab2 cos θ−Ba2 sin θ)
2ρ2a2(β4−1)Eb2 +

+ β
E

(
−3ĉ1

(
ρ
β

)
+ 3ĉ2

(
ρ
β

)−3

− 2ĉ3

(
ρ
β

)3

+ 4ĉ4

(
ρ
β

)−1
)

(a′′2 cos 2θ + b′′2 sin 2θ) +

+ β
E

(
−3c̃1

(
ρ
β

)
+ 3c̃2

(
ρ
β

)−3

− 2c̃3

(
ρ
β

)3

+ 4c̃4

(
ρ
β

)−1
)

(−a′′′2 sin 2θ + b′′′2 cos 2θ) +

+
(b2A2+a2B2)(ρ3+3β2) lnα

ρ(β2−1)Ea2b2 ,

v(I)e =
(α2−1)(11ρ4+3β4)(Ab2 sin θ−Ba2 cos θ)

2ρ2a2(β4−1)Eb2 +

+ β
E

(
3ĉ1

(
ρ
β

)
+ 3ĉ2

(
ρ
β

)−3

+ 7ĉ3

(
ρ
β

)3

− ĉ4
(
ρ
β

)−1
)

(a′′2 sin 2θ − b′′2 cos 2θ) +

+ β
E

(
3c̃1

(
ρ
β

)
+ 3c̃2

(
ρ
β

)−3

+ 7c̃3

(
ρ
β

)3

− c̃4
(
ρ
β

)−1
)

(a′′′2 cos 2θ + b′′′2 sin 2θ) .

(11)

В пластической области имеет место ассоциированный закон течения:

εpρ =
depρ
dt = λ ∂f

∂σρ
= λ

(
σρ−σθ

2 −R′ cos (2θ + η)
)
,

εpθ =
depρ
dt = λ ∂f

∂σθ
= λ

(
−σρ−σθ2 +R′ cos (2θ + η)

)
,

εpρθ =
depρθ
dt = λ

2
∂f
∂τρθ

= λ (τρθ −R′ sin (2θ + η)) .

(12)

где εpij – компоненты скоростей деформации, epij – компоненты деформации.
Из (12) получим:

εpρ + εpθ = 0,

(
εpρ − ε

p
θ

) (
τpρθ − δR

′ sin (2θ + η)
)

= εpρθ
(
σpρ − σ

p
θ − 2δR′ cos (2θ + η)

)
. (13)

Компоненты напряжений являются фиксированными в каждой точке пластической обла-
сти. Поэтому в случае малых деформаций соотношения (13) могут быть проинтегрированы
по времени. После чего (13) примет вид:

epρ + epθ = 0,

(
epρ − e

p
θ

) (
τpρθ − δR

′ sin (2θ + η)
)

= epρθ
(
σpρ − σ

p
θ − 2δR′ cos (2θ + η)

)
. (14)

В нулевом приближении (14) примет вид:

e(0)p
ρ + e

(0)p
θ = 0,(

e(0)p
ρ − e(0)p

θ

)(
τ

(0)p
ρθ

)
= e

(0)p
ρθ

(
σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
. (15)

Предполагается, в исходном нулевом состоянии имеет место осесимметрическое состояние
трубы
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τ
(0)p
ρθ = ν(0)p = e

(0)p
ρθ = 0, (16)

где τ (0)p
ρθ – компонента касательного напряжения в нулевом приближении, ν(0)p – компонен-

та перемещения вдоль θ в нулевом приближении,e(0)p
ρθ – компонента деформации в нулевом

приближении.
Соотношения Коши:

epρ =
∂up

∂ρ
, epθ =

up

ρ
+

1

ρ

∂vp

∂θ
, epρθ =

1

2

(
∂vp

∂ρ
− vp

ρ
+

1

ρ

∂up

∂θ

)
. (17)

Из (17) имеем в нулевом приближении

e(0)p
ρ =

∂u(0)p

∂ρ
, e

(0)p
θ =

u(0)p

ρ
. (18)

Из (15), (18) имеем

e(0)p
ρ + e

(0)p
θ =

du(0)p

dρ
+
u(0)p

ρ
= 0, (19)

где u(0)p – компонента перемещений вдоль радиуса ρ.
Согласно (5) решение уравнения (19) имеет вид

u(0)p =
c

ρ
,

c =
1

2 (β2 − 1)E

[(
p− 2 ln

1

α

)
+ 3

(
p− 2 ln

1

α

)
β2

]
. (20)

Из (18), (20) получим

e(0)p
ρ =

du(0)p

dρ
= − c

ρ2
, e

(0)p
θ =

u(0)p

ρ
=

c

ρ2
. (21)

Из (14) в первом приближении имеем:

e(I)p
ρ + e

(I)p
θ = 0, (22)

(
σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
e

(I)p
ρθ =

(
e(0)p
ρ − e(0)p

θ

)(
τ

(I)p
ρθ −R′ sin (2θ + η)

)
. (23)

Из (17), (22) получим

e(I)p
ρ + e

(I)p
θ =

∂u(I)p

∂ρ
+
u(I)p

ρ
+

1

ρ

∂v(I)p

∂θ
= 0. (24)

Запишем (23) в виде

e
(I)p
ρθ =

(
e

(0)p
ρ − e(0)

θ

)(
τ

(I)p
ρθ −R′ sin (2θ + η)

)
(
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

) , (25)

где u(I)p, v(I)p – компоненты перемещений в первом приближении.
Из (17), (25), а также [3] получим
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∂v(I)p

∂ρ − v(I)p

ρ + 1
ρ
∂u(I)p

∂θ = 4c
a2b2ρ3

(
Ba2 cos θ −Ab2 sin θ

) (
α2 − ρ2

)
+

+ 2cR′

ρ2

{
α
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
a

))
− 1
}

sin (2θ + η) +

+
2cα3(a2−b2)[3 cos(

√
3 ln ρ

a )−
√

3 sin(
√

3 ln ρ
a )] sin 2θ

6ρ3a2b2 +

+ c
a2b2

(
b2 − a2

)
sin 2θ.

(26)

Удовлетворим уравнение несжимаемости (22), предполагая

u(I)p = −1

ρ

∂ψ

∂θ
, v(I)p =

∂ψ

∂ρ
. (27)

Из (26), (27) имеем

ρ2 ∂
2ψ(I)

∂ρ2 − ρ
∂ψ(I)

∂ρ −
∂2ψ
∂θ2 = 4c

a2b2ρ

(
Ba2 cos θ −Ab2 sin θ

) (
α2 − ρ2

)
+

+2cR′
{
α
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
a

))
− 1
}

sin (2θ + η) +

+
cα3(a2−b2)[3 cos(

√
3 ln ρ

a )−
√

3 sin(
√

3 ln ρ
a )] sin 2θ

3ρa2b2 +

+ ρ2c
a2b2

(
b2 − a2

)
sin 2θ.

(28)

Решение уравнения (28) представим как сумму решений общего решения однородного урав-
нения и частного решения неоднородного уравнения.

Частное решение неоднородного уравнения (28) имеет вид

ψчастн = cα2

ρ

(
B
b2 cos θ − A

a2 sin θ
)

+ 2cρ ln2 ρ
(
A
a2 sin θ − B

b2 cos θ
)

+

+(d2 ln ρ+ d1)ρ (sin θ − cos θ) + c
4a2b2

(
b2 − a2

)
ρ2 sin 2θ+

+
(

1
ρ [S sinω + T cosω] +Q

)
sin (2θ + η) +

+ 1
ρ [S1 sinω + T1 cosω]

(a2−b2)α3 sin 2θ

3a2b2 ,

(29)

где

ω =
√

3 ln
ρ

α
, D = 2cR′, S = −

√
3αD

8
, T = −αD

8
, Q = −D

2
, c, d2, d1 − const,

D1 = − c
8
, S1 =

√
3D1, T1 = −3D1.

Из (27), (29) имеем:

u
(I)p
частн = 1

6ρ2b2a2

([
−12 cos (2θ + η) a2b2T − 4T1α

3
(
a2 − b2

)
cos 2θ

]
cosω+

+
[
−12 cos (2θ + η) a2b2S − 4S1α

3
(
a2 − b2

)
cos 2θ

]
sinω−

−12 cos (2θ + η) a2b2Qρ+ 3cρ3
(
a2 − b2

)
cos 2θ−

−12b2
(
−cα2A

2 + cρ2A ln2 ρ+ 1
2ρ

2a2d2 ln ρ+ 1
2ρ

2a2d1

)
cos θ−

−12a2
(
−cα2B

2 + cρ2B ln2 ρ+ 1
2ρ

2b2d2 ln ρ+ 1
2ρ

2b2d1

)
sin θ

)
,

ν
(I)p
частн = 1

6ρ2b2a2

([
6a2b2

(
S
√

3− T
)

sin (2θ + η) + 2
(
a2 − b2

) (√
3S1 − T1

)
sin 2θ

]
cosω+

+
[
−6a2b2

(
T
√

3 + S
)

sin (2θ + η)− 2α3
(
a2 − b2

) (√
3T1 + S1

)
sin 2θ

]
sinω−

−3cρ3
(
a2 − b2

)
sin 2θ−

−12a2
(
cρ2B ln2 ρ+ 2

(
cB + 1

4d2b
2
)
ρ2 ln ρ+ 1

2ρ
2b2 (d1 + d2) + 1

2cα
2B
)

cos θ+

+12b2
(
cρ2A ln2 ρ+ 2

(
cA+ 1

4d2a
2
)
ρ2 ln ρ+ 1

2ρ
2a2 (d1 + d2) + 1

2cα
2A
)

sin θ
)
.

(30)

Согласно (27) компоненты перемещений в пластической области, соответствующие реше-
нию однородного уравнения(28), имеют вид:
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u
(I)p
одн = c00

ρ −
(
^
c 11 +

^
c 12 ln ρ

)
cos θ −

(
¯̂
c 11 +

¯̂
c 12 ln ρ

)
sin θ−

−2
{[
c11 cos

(√
3 ln ρ

)
+ c12 sin

(√
3 ln ρ

)]
sin 2θ −

[
c21 cos

(√
3 ln ρ

)
+ c22 sin

(√
3 ln ρ

)]
cos 2θ

}
,

v
(I)p
одн =

(
^
c 11 +

^
c 12 (1 + ln ρ)

)
sin θ +

(
¯̂
c 11 +

¯̂
c 12 (1 + ln ρ)

)
cos θ+

+
[
c11

(
cos
(√

3 ln ρ
)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
))

+ c12

(
sin
(√

3 ln ρ
)

+
√

3 cos
(√

3 ln ρ
))]

sin 2θ+

+
[
c21

(
cos
(√

3 ln ρ
)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
))

+ c22

(
sin
(√

3 ln ρ
)

+
√

3 cos
(√

3 ln ρ
))]

cos 2θ.
(31)

На упругопластической границе имеют место условия сопряжения

u(I)p = u(I)e, ν(I)p = ν(I)e, при ρ = 1. (32)
Из (11), (30)–(32) имеем

^
c 11 =

0.5(3β4−3α2β4−2cα2E+2cα2Eβ4−1+α2)A+0.5(2Ea2d1−2Ea2d1β
4)

a2(β4−1)E ,

^
c 12 =

−(3β4−3α2β4−2cα2E+2cα2Eβ4+5−5α2)A−(−Ea2d2+Ea2d2β
4)

a2(β4−1)E ,

¯̂
c 11 =

0.5(3β4−3α2β4−2cα2E+2cα2Eβ4−1+α2)B+0.5(2Eb2d1−2Eb2d1β
4)

b2(β4−1)E ,

¯̂
c 12 =

−(6α2−6)B−(2Eb2d1−d2b2Eβ4−2Eb2d1β
4+d2b

2E)
b2(β4−1)E .

(33)

c21 = A1 +A2 +A3 +A4 +A5, (34)
где

A1 =
(a4b4S cosµ+ 1

3α
3S1(a2−b2)) sin(

√
3 lnα)

a2b2 ,

A2 =
−a(T1(a2−b2)+3b4Ta cosµ) cos(

√
3 lnα)

3b2 ,

A3 =
b′′′2 (3β6c̃2+4β4c̃4−3β2c̃1−2c̃3)

2β2E ,

A4 =
a′′2 (−3β6ĉ2−4β4ĉ4+3β2ĉ1+2ĉ3)

2β2E ,

A5 =
−(4a4b4Q cosµ+c(b2−a2))

4a2b2 .

c22 = B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +B7 +B8 +B9, (35)
где

B1 =
√

3aT1(a2−b2) cos(
√

3 lnα)
9b2 ,

B2 =
√

3α3S1(b2−a2) sin(
√

3 lnα)
9a2b2 ,

B3 =
√

3T([a2b2 cos η−sin η] cos(
√

3 lnα)−[
√

3 sin η] sin(
√

3 lnα))
3 ,

B4 =
√

3S(−[a2b2 cos η+sin η] sin(
√

3 lnα)−[
√

3 sin η] cos(
√

3 lnα))
3 ,

B5 =
−
√

3b′′′2 (3β6c̃2+4β4c̃4−3c̃1−2c̃3)
6β2E ,

B6 =
√

3b′′2 (−3β6ĉ2+β4ĉ4−3ĉ1β
2−7ĉ3)

3β2E ,

B7 =
−
√

3a′′′2

(
(−7c̃3−3c̃1β

2+c̃4β
4)ĉ2

(
1
β3

)
−3β3

)
3β2Eĉ2

(
1
β3

) ,

B8 =
−
√

3a′′2 (−3ĉ2β
6−4ĉ4β

4+2ĉ3+3ĉ1β
2)

6β2E ,

B9 =
√

3(4a4b4Q cos η+c(b2−a2))
12a2b2 .

c11 = Z1 + Z2 + Z3 + Z4 + Z5, (36)
где
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Z1 = a2b2 cos
(√

3 lnα
)
T sin η,

Z2 = −a2b2 sin
(√

3 lnα
)
S sin η,

Z3 =
0.5b′′2 (−4ĉ4β

4−3ĉ2β
6+3ĉ1β

2+2ĉ3)
β2E ,

Z4 =
0.5a′′′2 (4c̃4β

4+3c̃2β
6−3c̃1β

2−2c̃3)
β2E ,

Z5 = a2b2Q sin η.

c12 = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 + L7, (37)

где

L1 = −
√

3
3 T

((
cos η + a2b2 sin η

)
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 cos η sin
(√

3 lnα
))
,

L2 = −
√

3
3 S

((
cos η − a2b2 sin η

)
sin
(√

3 lnα
)

+
√

3 cos η cos
(√

3 lnα
))
,

L3 =
0.1924T1α

3((a2−b2) cos(
√

3 lnα)−
√

3(a2−b2) sin(
√

3 lnα))
a2b2 ,

L4 =
−0.333S1α

3((a2−b2) cos(
√

3 lnα)−0.577(b2−a2) sin(
√

3 lnα))
a2b2 ,

L5 =
√

3c̃2b
′′′
2 β

4

E − 0.577c̃4b
′′′
2 β

2

E +
1.73c̃1b

′′′
2

E +
4.04c̃3b

′′′
2

Eβ2 ,

L6 =
0.866ĉ2b

′′
2 β

4

E +
1.154ĉ4b

′′
2 β

2

E − 0.866ĉ1b
′′
2

E − 0.577ĉ3b
′′
2

Eβ2 ,

L7 = − 0.866c̃2a
′′′
2 β

4

E − 1.154c̃4a
′′′
2 β

2

E +
0.866c̃1a

′′′
2

E +
0.577c̃3a

′′′
2

Eβ2 ,

L8 =
1.732ĉ2a

′′
2 β

4

E − 0.577ĉ4a
′′
2 β

2

E +
1.732ĉ1a

′′
2

E +
4.04ĉ3a

′′
2

Eβ2 ,

L9 = −0.577a2b2Q sin η + 0.2886c
(

1
b2 −

1
a2

)
,

c00 =

(
b2A2 + a2B2

) (
ρ3 + 3β2

)
lnα

(β2 − 1)Ea2b2
. (38)

Согласно (11) (30)–(37) компоненты перемещений в первом приближении определены.
ЛИТЕРАТУРА

[1] Ивлев, Д. Д. Метод возмущений в теории упругопластического тела / Д. Д. Ивлев,
Л. В. Ершов. – М. : Наука, 1978. – 208 с.

[2] Максимова, Л. А. Об упругопластическом состоянии неоднородной трубы, находящейся
под действием внутреннего давления / Л. А. Максимова, С. В. Тихонов // Вестник Чуваш-
ского государственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика
предельного состояния. – 2007. – № 2. – С. 91–95.

[3] Никитин, А. В. Влияние нелинейной неоднородности материала на упругопластическое
состояние толстостенной трубы под воздействием внутреннего давлений при трансляционной
анизотропии / А. В. Никитин, С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государственного педа-
гогического университета им. И. Я. Яковлева. – 2013. – № 4 (80). – Ч. 2. – С. 137–148.

[4] Павлова, Т. Н. Упругопластическое состояние тонкой пластины из анизотропного ма-
териала, ослабленной отверстием, под действием растягивающих усилий / Т. Н. Павлова //
Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева.
Серия: Механика предельного состояния. – 2010. – № 1. – С. 112–123.

[5] Тихонов, С. В. Об упругопластическом состоянии неоднородной трубы, находящийся
под действием внутреннего давления / С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государствен-
ного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состо-
яния. – 2007. – № 2. – С. 161–168.

[6] Фоминых, С. О. Упругоидеальнопластическое состояние анизотропной трубы /
С. О. Фоминых // Вестник Чувашского государственного педагогического университета
им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2010. – № 2 (8). – Ч. 3. –
С. 623–627.



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ... 69

[7] Целистова, Е. А. Исследование влияния неоднородности материала на напряженное
состояние идеальнопластического слоя / Е. А. Целистова // Известия ИТА ЧР. Чебоксары,
1999. – С. 52–56.

Никитин Андрей Витальевич,
аспирант кафедры математического анализа, Чувашский государственный педагогический
университет им. И.Я.Яковлева, г. Чебоксары

e-mail: ligalas5@mail.ru



70 А.В. НИКИТИН

A.V.Nikitin
DETERMINATION OF STRAIN STATE NONLINEARLY INHOMOGENEOUS
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Abstract. This paper considers the nonlinear strain state of thick-walled tubes with
inhomogeneous translational anisotropy. Problem of determining the elastic-plastic state of uniform
bodies were considered in [2], [5], [7], anisotropic solids studied in [4], [6].
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Аннотация. В работе исследуется упругопластическое состояние осесимметричных тел под
действием силы тяжести. Получено напряженное упругопластическое состояние полной экс-
центричной сферы в первом приближении. Определен радиус пластической зоны в первом
приближении.

Ключевые слова: упругость, пластичность, объемная сила, граничные условия, линеари-
зация.

УДК: 539.374

В работе изучается упругопластическое состояние осесимметричных тел под действием
силы тяжести. Будем искать решение упругопластической задачи теории идеальной пластич-
ности в виде рядов по степеням малого параметра δ, которое характеризует отклонение гра-
ницы тела от сферической. Материал предполагается несжимаемым. В упругопластических
задачах метод малого параметра использован в работах [1], [2].

Приведем основные обозначения: σρ, σθ, σφ, τρθ – компоненты напряжений в сферической
системе координат; G – модуль сдвига; r, θ, φ – сферические координаты; rs – радиус-вектор
пластической области. Индекс p означает, что компонента относится к области пластического
состояния материала, индекс e – упругого.

Все компоненты, имеющие размерность напряжений, отнесены к постоянной κ, где κ –
предел текучести материала.

При решении упругопластических задач теории идеальной пластичности используются
следующие соотношения:
– уравнения равновесия{

∂σρ
∂ρ + 1

ρ
∂τρθ
∂θ + 1

ρ [2σρ − (σθ + σφ) + τρθctgθ] = γ cos θ,
∂τρθ
∂ρ + 1

ρ
∂σθ
∂θ + 1

ρ [3τρθ + (σθ − σφ) ctgθ] = γ sin θ,
(1)

где γ- объемная сила;
– условие пластичности Треска-Сен-Венана

(σρ − σθ)2
+ 4τ2

ρθ = 4, σφ =
1

2
(σρ + σθ) + 1; (2)

– граничные условия

σn = Qn, τn = Qr; (3)

– условия сопряжения в упругой и пластической областях:
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[σρ] = [σθ] = [σφ] = [τρθ] = [u] = [υ] = 0. (4)
В качестве нулевого приближения возьмем упругопластическое состояние полой сферы

радиусов a и b, находящейся под действием равномерных внутреннего давления p и внешнего
давления q ([1], 140).

Имеем

σ0е
ρ = −q + η

4β3
0

3

(
1− 1

β3

)
, σ0е

θ = −q + η
4β3

0

3

(
1 + 1

2β3

)
,

τ0е
ρθ = 0, u0е = η

κβ3
0

3G ·
1
ρ2 , υ0е = ω0е = 0,

σ0р
ρ = −р + 4η ln ρ

α , σ0p
θ = −p+ 2η

[
1 + 2 ln ρ

α

]
,

τ0p
ρθ = 0, u0p = η

κβ3
0

3G ·
1
ρ2 , υ0p = ω0p = 0.

Здесь

ρ =
r

b
, α =

a

b
, η = sign (p− q) , β0 =

r0
s

b
,

где β0 – безразмерный радиус границы пластической зоны.
Пусть имеют место разложения

σρ =

∞∑
n=0

δnσ(n)
ρ , σθ =

∞∑
n=0

δnσ
(n)
θ , σφ =

∞∑
n=0

δnσ
(n)
φ , τρθ =

∞∑
n=0

δnτ
(n)
ρθ (5)

Из (2) в силу (5) имеем в пластической области

σ(1)p
ρ = σ

(1)p
θ = σ

(1)p
φ . (6)

Пусть

γ = δ · γ1.

Тогда уравнения равновесия в пластической области для первого приближения, учитывая
(6), имеем 

∂σ1
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ1
ρθ

∂θ + 1
ρτ

1
ρθctgθ = γ1 cos θ,

∂τ1
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ1
ρ

∂θ + 3
ρτ

1
ρθ = γ1 sin θ.

(7)

Для определения первого приближения, пользуясь линеаризованным условием пластично-
сти (2) и уравнениями равновесия (7), нетрудно получить уравнение

ρ2
∂2τ1

ρθ

∂ρ2
+ 4ρ

∂τ1
ρθ

∂ρ
−
∂2τ1

ρθ

∂θ2
−
∂τ1
ρθ

∂θ
ctgθ +

1

sin2 θ
τ1
ρθ = 2ργ1 sin θ. (8)

Решение однородного уравнения

ρ2
∂2τ1

ρθ

∂ρ2
+ 4ρ

∂τ1
ρθ

∂ρ
−
∂2τ1

ρθ

∂θ2
−
∂τ1
ρθ

∂θ
ctgθ +

1

sin2 θ
τ1
ρθ = 0 (9)

представим в виде [1]

τ1
ρθ (ρ, θ) = fn (ρ) · ψn (θ) . (10)

Применяя метод Фурье, имеем

ρ2 d
2fn
dρ2

+ 4ρ
dfn
dρ

+ n (n+ 1) fn = 0, (11)
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d2ψn
dθ2

+
dψn
dθ

ctgθ +

[
n (n+ 1)− 1

sin2 θ

]
ψn = 0. (12)

Решение уравнения (11) имеют вид [1]

f0 (ρ) = c1 + c2
ρ2 для n = 0, f1 (ρ) = c1

ρ2 + c2
ρ для n = 1,

fn (ρ) = [c1 cos (αn ln ρ) + c2 sin (αn ln ρ)] · ρ− 3
2 для n ≥ 2,

где

αn =

√
n (n+ 1)− 9

4
.

Уравнение (12) есть дифференциальное уравнение присоединенных функций Лежандра.
Поэтому

τ1
ρθ =

∞∑
n=1

fn (ρ)
dpn (cos θ)

dθ

(
ψn (θ) = p1

n (cos θ)
)
.

Частное решение неоднородного уравнения (8) представимо в виде(
τ1
ρθ

)
частное =

1

3
γ1ρ sin θ.

Решение неоднородного уравнения (8) имеет вид

τ1
ρθ =

1

3
γ1ρ sin θ +

∞∑
n=1

fn (ρ)
dpn (cos θ)

dθ
. (13)

Из второго уравнения системы (7) находим ∂σ1
ρ

∂θ , далее интегрируя полученное уравнение
по θ, получаем

σ1
ρ =

γ1

3
ρ cos θ −

∞∑
n=0

[
ρf1
n + 3fn

]
pn (cos θ) .

Тогда в силу (6) в пластической области имеем

σ1
ρ = σ1

θ = σ1
φ =

γ1ρ

3
cos θ −

∞∑
n=0

[
ρf1
n + 3fn

]
pn (cos θ) . (14)

Уравнение границы представим в виде

ρ = ρ0 + δρ1 (θ) .

Тогда граничные условия запишутся:

σ1
ρ +

dσ0
ρ

dρ
ρ1 =

dθn
dρ

ρ1, τ1
ρθ −

(
σ0
θ − σ0

ρ

) dR1

dθ
=
dθr
dρ

ρ1 при ρ = ρ0

(
R1 =

ρ1

ρ0

)
. (15)

Полагая, что граница пластической зоны имеют вид

ρs = β0 + δβ1 (θ)

получаем условия сопряжения

σ1p
ρ = σ1e

ρ , τ1p
ρθ = τ1e

ρθ , β1 =
β0

6

[
σ1e
θ − σ

1p
θ

]
при ρ = β0 (16)

Решение в упругой области представляется в виде рядов по полиномам Лежандра [1], при-
ведем решения для n = 1.
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σ1e
ρ = −6

[
2A1ρ+ C

ρ2 −
2D1

ρ4

]
p1 (cos θ) , τ1e

ρθ = 6
[
A1ρ− D1

ρ4

]
dp1
dθ ,

σ1e
θ = σ1e

φ = −6
[
4A1ρ+ D1

ρ4

]
p1 (cos θ) , u1e = 2κ

G

[
A1ρ

2 + C
ρ −

D1

ρ3

]
p1 (cos θ) ,

υ1e = κ
G

[
4A1ρ

2 + C
ρ + D1

ρ3

]
dp1
dθ .

(17)

В качестве примера рассмотрим сферу с эксцентричной полостью радиуса a и b, находящу-
юся под действием внутреннего давления p и внешнего давления q. Уравнение границ можно
представить

ρ = 1 + δp1 (cos θ) , ρ = α,

где величина δ характеризует эксцентрицитет.
Граничные условия (3) в данном случае имеют вид:

σ1e
ρ = −4β3

0p1 (cos θ) , τ1e
ρθ = 2β3

0

dp1

dθ
при ρ = 1 (18)

σ1p
ρ =

[
γ1α

3
− αf1

1 − 3f1 (α)

]
p1 (cos θ) , ρ = α, p1 (cos θ) = cos θ (19)

τ1p
ρθ =

[
−γ

1α

3
+ f1 (α)

]
dp1

dθ
при ρ = α,

dp1

dθ
= − sin θ (20)

В самом деле, имеем

σ1e
ρ +

dσ0e
ρ

dρ ρ1 = dθn
dρ ρ1 при ρ = ρ0, ρ0 = 1.

σ0e
ρ = −q + η

4β3
0

3

(
1− 1

ρ3

)
, q, β0 − const, η = +1, θn − const.

dσ0e
ρ

dρ = 4β3
0 . σ1e

ρ = −4β3
0p1 (cos θ) ρ = 1.

Аналогично из (15), получаем

τ1e
ρθ = 2β3

0

dp1

dθ
при ρ = 1.

Из (17) и (18) при ρ = 1 будем иметь{
6 [2A1 + C − 2D1] = 4β3

0 ,
6A1 − 6D1 = 2β3

0 .

Решая систему, получаем

C = 0, A1 = D1 +
β3

0

3
.

Для определения граничных условий (19), (20) используем решение (10) уравнения (9) при

n = 1, c2 = 0,

τ1
ρθ = f1 (ρ)ψ1 (θ.)

Тогда граничные условия записываются в виде (19) и (20), значения D1 находим из второго
условия сопряжения (16). Найденные значения C, A1 подставляя в (17) будем иметь

σ1e
ρ = −6

[(
2D1 +

2

3
β3

0

)
ρ− 2D1

ρ4

]
p1 (cos θ) , (21)

τ1e
ρθ = 6

[(
D1 +

β3
0

3

)
ρ− D1

ρ4

]
dp1

dθ
. (22)
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При ρ = β0 имеем

σ1p
ρ =

[
γ1β0

3
− β0f

1
1 (β0)− 3f1 (ρ0)

]
p1, (23)

τ1p
ρθ =

[
−γ

1β0

3 + f1 (β0)
]
dp1
dθ . (24)

Из (16) в силу (22) и (24), получаем уравнение для определения D1.

−γ
1β0

3 + f1 (β0) = 6
[(
D1 +

β3
0

3

)
β0 − D1

β4
0

]
D1 =

[
f1 (β0)− γ1β0

3 − 2β4
0

]
· β4

0

6(β5
0−1)

.

Известно, что

β1 =
β0

6

[
σ1e
θ − σ

1p
θ

]
при ρ = β0,

где

σ1e
θ = −6

[
4A1β0 + D1

β4
0

]
p1,

σ1p
θ = γ1β0

3 cos θ −
[
β0f

1
1 (β0) + 3f1 (β0)

]
p1,

где

A1 = D1 +
β3

0

3
, D1 =

[
f1 (β0)− γ1β0

3
− 2β4

0

]
β4

0

6 (β5
0 − 1)

, (25)

A1 =
1

3

β3
0

β5
0 − 1

[
1

2

(
c1
β0

+ 0− 2

)
− γ1β2

0

6

]
. (26)

Напряженное упругопластическое состояние полой эксцентричной сферы в первом при-
ближении характеризуются выражениями

σ1p
ρ = σ1p

θ = σ1p
φ = γ1ρ

3 cos θ −
[
ρf1

1 + 3f1

]
p1 (cos θ) ,

τ1p
ρθ = f1 (ρ) dp1dθ (cos θ) + 1

3γ
1ρ sin θ,

σ1e
ρ = −6

[(
2D1 + 2

3β
3
0

)
ρ− 2D1

ρ4

]
p1 (cos θ) ,

σ1e
θ = σ1e

φ = −6
[(

4D1 + 4
3β

3
0

)
ρ+ D1

ρ4

]
p1 (cos θ) ,

τ1e
ρθ = 6

[(
D1 +

β3
0

3

)
ρ− D1

ρ4

]
dp1
dθ ,

где D1 определяется соотношением (25) а c1 определяется из первого условия сопряжения
(16)

f1 (β0) =
c1
β2

0

, f ′1 =
df1

dQ
, c1 =

γ′β3
0

3
.
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Abstract. In work it is investigated the plastic state is elastic axisymmetric bodies by gravity. The
intense is received the plastic condition of the full excentric sphere in the first is elastic approach.
Radius of a plastic zone in the first is determined approach.
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1. Определяющие соотношения.
Связь между тензорами напряжений (σij) и деформаций (εij) (i, j = 1, 2, 3) в физическом

пространстве для случая простого нагружения для начально-изотропных материалов имеет
вид [1]

σ0 = 3Kε0, Sij =
σ

Э
Эij , (1.1)

где K – модуль объемной упругости,

σ0 =
1

3
σijδij , ε0 =

1

3
εijδij , σ =

√
SijSij , Э =

√
ЭijЭij (1.2)

– модули шаровых тензоров и девиаторов,

Sij = σij − δijσ0, Эij = εij − δijε0 (1.3)

– компоненты девиаторов напряжений и деформаций, δij– символ Кронекера. Закон упру-
гопластического упрочнения материалов при простом нагружении представляет собой еди-
ную универсальную кривую для любого сложного напряженного состояния (НДС)

σ = Ф(Э) (1.4)

Это означает, что влиянием вида НДС в теории простого нагружения (теории малых упру-
гопластических деформаций – ТМУПД) пренебрегается. Тензоры напряжений (σij) и дефор-
маций (εij) можно представить в виде [1], [2]

(σij) = σ0(δij) + σ(S∗ij), (εij) = ε0(δij) + Э(Э∗ij), (1.5)

где (δij) – единичный тензор, (S∗ij) и (Э∗ij) – направляющие тензоры, связанные с девиаторами
соотношениями

(Sij) = σ(S∗ij), (Эij) = Э(Э∗ij). (1.6)
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При простом нагружении (Sij) = (Эij), при сложном – (Sij) 6= (Эij). Модули шаровых
тензоров σ0 и ε0 связаны в (5) законом Гука-Бриджмена

σ0 = 3Kε0. (1.7)

Отмеченное выше послужило для введения А. А. Ильюшиным шестимерных E6 и пяти-
мерных E5 линейных векторных пространств для представления тензоров (σij), (εij) и (Sij),
(Эij) в виде векторов. В пространстве E6 соответственно получим

S̄ = Sk îk, ε̄ = Эk îk, (k = 0, 1, 2, ...5), (1.8)

при ортонормированном неподвижном базисе
{
îk

}
[1], [2].

Учитывая, что объемная деформация упруга и подчиняется закону (1.7), а пластическая
деформация может быть вызвана в основном только упругопластическим формоизменением,
векторы (1.8) можно представить в виде

S̄ = S0î0 + σ̄, ε̄ = Э0î0 + Э̄, (1.9)

где

σ̄ = Sk îk, Э̄ = Эk îk, (k = 1, 2, ...5) (1.10)

– пятимерные векторы формоизменения в девиаторном подпространстве E5,{
S0 =

√
3σ0, S1 =

√
3
2S11, S2 = 1√

2
(S22 − S33) ,

S3 =
√

2S12, S4 =
√

2S23, S5 =
√

2S13,
(1.11)

{
Э0 =

√
3ε0, Э1 =

√
3
2Э11, Э2 = 1√

2
(Э22 − Э33) ,

Э3 =
√

2Э12, Э4 =
√

2Э23, Э5 =
√

2Э13

(1.12)

– компоненты или координаты векторов напряжений S̄, σ̄ и деформаций ε̄, Э̄ соответ-
ственно.

При простом нагружении концы векторов σ̄ и Э̄ в совмещенном подпространстве E5

описывают прямолинейные траектории, которым соответствуют образы процессов нагру-
жения и деформирования соответственно [1], [2]. Для обобщенных плоских напряженно-
деформированных состояний (НДС) и простом нагружении векторы σ̄ и Э̄ в этих образах
по направлениях могут несколько отличаться до 6◦ − 7◦, что составляет точность процес-
сов простого нагружения. При сложном нагружении с явно выраженными криволинейными
траекториями (Sij) 6= (Эij) в каждой их точке вектор напряжений σ̄, согласно постулату изо-
тропии А. А. Ильюшина, может быть представлен разложенным в подвижном репере (базисе)
Френе {p̂k} [1], [2]

σ̄ = Pkp̂k, (k = 0, 1, 2, ...5) (1.13)

где

p̂1 =
dЭ̄
ds
, p̂2 =

1

æ1

d2Э̄
ds2

, p̂3 =
1

æ2

[
æ1
dЭ̄
ds

+
d

ds

(
d2Э̄
ds2

)]
, . . . (1.14)

æm (m = 1, 2, 3, 4) – параметры кривизны и кручения траектории, характеризующие
сложное нагружение, s – длина дуги траектории деформирования.

В работах В. Г. Зубчининова [2] была построена общая теория определяющих соотношений
теории процессов на основе постулата изотропии А. А. Ильюшина [1]. Основные соотношения
этой теории для трехмерных задач имеют вид [2]
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dσ̄

ds
= P ∗k p̂k = M1p̂1 +Mσ̂ +M3p̂3, (1.15){

dϑ1

ds + æ1 cosϑ2 = 1
σ [−M1 sinϑ1 +M3 cosϑ1 sinϑ2] ,

sinϑ1

(
dϑ2

ds + æ2

)
= æ1 cosϑ1 sinϑ2 + M3

σ cosϑ2,
(1.16)

где

M =
dσ

ds
−M1 cosϑ1 −M3 sinϑ1 sinϑ2, (1.17)

M1, M3, dσ/ds – функционалы процесса деформирования, которые зависят от параметров
сложных нагружения s, æ1, æ2, углов излома траектории θ0

m. Углы сближения ϑ1 и депла-
нации ϑ2 вектора σ̄ в репере Френе {p̂k} и модуль вектора σ̄ являются функционалами тех
же параметров процесса сложного нагружения{

ϑm = ϑm
{
s, æ1, æ2, θ

0
m

}
,

σ = Ф
{
s, æ1, æ2, θ

0
m

}
,

(1.18)

причем углы ϑm характеризуют влияние векторных свойств материала, а σ – влияние скаляр-
ных свойств на зависимость между напряжениями и деформациями. В простейшем случае,
когда траектории деформирования мало отличаются от прямолинейных пропорциональных
нагружений, направляющие тензоры напряжений и скоростей деформаций практически сов-
падают и можно считать, что ϑ1 ≈ 0 (скользящий образ процесса), то есть (Sij) ≈ (Э̇ij) или
σ̂ = p̂1.

В этом случае [1], [2]

σ̄ = σ
dЭ̄
ds

(1.19)

Для закона упрочнения независимо от вида сложного напряженного состояния принима-
ется соотношение Одквиста-Ильюшина

σ = Ф(s), (1.20)

которое мало отличается от универсального закона Роша и Эйхингера при простом нагру-
жении (1.4). Таким образом, постулируется гипотеза о том, что существует малый диапазон
изменения 0 < æ1 < æ∗1, для которого можно пренебречь векторными свойствами материала и
считать ϑ1 ≤ 7◦. Такие криволинейные траектории названы траекториями малой кривизны.
Для них будем считать ϑ1 ≈ 0.

Для траекторий малого кручения считается, что вектор напряжений σ̄ в процессе дефор-
мирования остается лежать в соприкасающейся плоскости, то есть угол депланации ϑ2 = 0.
В этом случае из соотношений (1.15)–(1.17) следуют определяющие соотношения теории про-
цессов малого кручения В. Г. Зубчининова (ϑ2 = 0,æ2 6= 0) [2]

dσ̄
ds = M1p̂1 +Mσ̂ +M3p̂3,
σ̂ = cosϑ1p̂1 + sinϑ1p̂2,
M = dσ

ds −M1 cosϑ1, M3 = σæ2 sinϑ1,
(1.21)

dϑ1

ds
+ æ1 = −M1

σ
sinϑ1. (1.22)

Если принять æ2 = 0, ϑ2 = 0, то получимM3 = 0 и соотношения гипотезы компланарности
А. А. Ильюшина, которые, строго говоря, описывают процессы деформирования для плоских
траекторий [1]. Из гипотезы малого кручения и компланарности следует ряд частных теорий
пластичности [2]. В этих теориях обычно сохраняется закон упрочнения Одквиста-Ильюшина
(20), который распространяют на траектории средней кривизны.
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Например, теория Прандтля-Рейтса-Хилла с учетом упрочнения следует из гипотезы ком-
планарности (M3 = 0) при M1 = 2G...., σ = Ф(s). Действительно, в теории течения полные
деформации разлагаются на упругие и пластические

dЭ̄ = dЭ̄e + dЭ̄p, (1.23)

где

dЭ̄e =
dσ̄

2G
, dЭ̄p = dλ σ̄. (1.24)

Следовательно

dЭ̄ =
dσ̄

2G
+ dλ σ̄. (1.25)

Из (1.24) следует, что вектор σ̄ направлен по касательный к траектории пластических
деформаций Э̄p(sp), где sp− длина ее дуги. Это означает, что угол пластического сближения
ϑp1 вектора σ̄ с dЭ̄p равен нулю. Из второго соотношения (1.24) после умножения на σ̄ следует,
что

dλ =
σ̄dЭ̄p

σ2
=

(
1− P

2G

)
σ̄dЭ̄
σ2

=

(
1

P
− 1

2G

)
σ̄dσ̄

σ2
. (1.26)

Из (1.24)–(1.26) получаем

dσ̄ = 2GdЭ̄ + (P − 2G)
σ̄dЭ̄
σ2

σ̄, (1.27)

или

dσ̄

ds
= 2Gp̂1 +

(
dσ

ds
− 2G cosϑ1

)
σ̂, (1.28)

где

P =
σ̄dσ̄

σ̄dЭ̄
=
dσ

ds

1

cosϑ1
(1.29)

– известный функционал процесса сложного нагружения А. А. Ильюшина.
Угол сближения ϑ1 определяется по теории течения из дифференциального уравнения

(1.22) при M1 = 2G:

dϑ1

ds
+ æ1 = −2G

σ
sinϑ1. (1.30)

Теории пластического течения Прандтля-Рейса-Хилла и Мизеса предназначены, в основ-
ном, для расчетов значительных пластических деформаций при малом упрочнении или его
отсутствии тел и материалов в технологических процессах холодной и горячей обработки ме-
таллов давлением. Поэтому в этих задачах полный угол сближения для упругопластических
процессов деформирования мал и принимается ϑ≈1 ϑ

p
1 = 0. Но тогда из (1.30) следует, что и

траектории деформирования будут малой кривизны порядка æ1 ≤ æ∗1.
Из (1.21), (1.22) следуют частные теории пластичности средних кривизн А. С. Кравчука,

В. И. Малого, теория квазипростых течений Прагера, деформационная теория течения Генки
и другие [2]. В теории процессов для траекторий средней кривизны принимают M1 = α2G,
где α – постоянная, в пределах изменения (0 < α < 1). Отношение

n(s) =
M1

σ
≈ α2G

σт
к

= k, (1.31)
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где σт
к – новый предел текучести в точке излома траектории на диаграмме прослеживания

процесса деформирования (1.20), k – постоянная величина. Параметр α в теории средних
кривизн В. И. Малого принят равным α = 0, 68.

Подстановкой t = tg(ϑ1/2) уравнение (1.30) может быть приведено к виду

dt

ds
+ nt =

æ1

2
(1 + t2). (1.32)

Линеаризируя уравнение (1.32) и считая æ1 постоянной величиной, находим решение

t = t∗ + (t0 − t∗) e−k∆s, (1.33)

где обозначено

t0 = tg
(
ϑ0

1

2

)
, t∗ = tg

(
ϑ∗1
2

)
= −æ1

2k
, (1.34)

ϑ0
1, ϑ∗1 − углы сближения при∆s = 0и ∆s→∞ соответсвенно.

Если принять за допустимое значение для траекторий средней кривизны угол сближения
ϑ∗∗1 = 45◦, то при замене tg (ϑ1/2) ≈ ϑ1/2 в (1.34) мы сделаем ошибку не более 5.5% и получим
соотношение

ϑ1 = ϑ∗1 +
(
ϑ0

1 − ϑ∗1
)
e−k∆s, (1.35)

где

ϑ∗1 = −æ1/k. (1.36)

В работе [2] были предложены аппроксимации функционалов

dσ

ds
=
dФ
ds
−
(

2G+
dФ0

ds

)
fp, M1 = 2Gр + (2G− 2Gр) fq, (1.37)

где

f =
1− cosϑ1

2
(1.38)

– функция сложного нагружения, 2Gp = 2G(1−ω) – пластический удвоенный модуль сдвига,
ω – параметр пластичности А. А. Ильюшина для простых процессов и процессов, близких к
простым, G – упругий модуль сдвига.

Из (1.37) можно получить аппроксимацию

M1 = n(s)σ, n = k +
1

s
. (1.39)

В этом случае решение линеаризованного уравнения (1.32) будет более точным

t =
s0

s
e−k∆s

[
t0 − t∗

(
1− 1

ks0

)]
+ t∗

(
1− 1

ks

)
. (1.40)

Для траекторий средней кривизны с допуском для угла сближения ϑ∗∗1 < 45◦ мы получаем
соотношение

ϑ1 =
s0

s
e−k∆s

[
ϑ0

1 − ϑ∗1
(

1− 1

ks0

)]
+ ϑ∗1

(
1− 1

ks

)
. (1.41)

Соотношения (1.35), (1.41) позволяют построить графики для углов сближения ϑ1 на
окружностях для различных значений кривизны æ1 и определить соответствующие им зна-
чения следа запаздывания λ по допуску на малое значение ε для угла сближения ϑ1.
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Если принять за допуск ε для угла сближения ϑ1 с асимптотическим значением ϑ∗1 вели-
чину порядка точности теории простых процессов (6− 7)◦, то из (1.35) получим выражение

ε = ϑ̃1 − ϑ∗1 =
(
ϑ0

1 − ϑ∗1
)
e−kλ, (1.42)

откуда можно получить формулу для вычисления следа запаздывания для веера траекторий
постоянной кривизны

λ∗ =
1

k
ln
ϑ0

1 − ϑ∗1
ε

. (1.43)

В частности при (ϑ0
1 − ϑ∗1) = ε получаем λ∗ = 0.

В работе [1] А. А. Ильюшин отметил, что свойство запаздывания векторных свойств мате-
риала есть совершенно общее свойство пластических материалов. Величина следа запазды-
вания λ для различных материалов составляет несколько “упругих деформаций” и является
основным линейным масштабом процесса сложного нагружения. Даже при простом нагру-
жении траектория деформирования слегка искривлена и ее точность по углу сближения ϑ1

для σ̄ составляет порядок (6− 7)◦. Это позволяет сделать заключение о том, что существует
класс траекторий малой кривизны, для которых кривизна æ1 ≤ æ∗1, где æ∗1 − предельное ее
значение, для которого практически σ̂ = p̂1, то есть имеют место законы (1.19) и (1.20) для
плавного нагружения. “И только для сложных траекторий, характеризующихся кривизной
R ≡ 1 / æ1 ∼ λ необходима более сложная теория пластичности” типа гипотезы компланар-
ности либо малого кручения [1]. В. С. Ленский назвал такие траектории средней кривизны.
Однако и здесь для различных материалов должно существовать ограничение по параметру
кривизны, то есть æ∗ ≤ æ ≤ æ∗∗. В работе предлагается, что это ограничение следует оцени-
вать по влиянию угла сближения ϑ1 в зависимости от æ1 на некоторую функцию сложного
нагружения f(ϑ1), введенную в работах [2].

2. Принцип запаздывания векторных свойств материалов
Опыты с пластичными материалами показывают, что ориентация вектора напряжений в

естественном репере {p̂k} А. А. Ильюшина относительно траектории деформаций в некото-
рой точке К зависит не от всей траектории с ее параметрами внутренней геометрии s, æm,
а только от ее ограниченного участка, предшествующего ее рассматриваемой точки, назы-
ваемого следом запаздывания λ. Этот след λ, различный для различных материалов, имеет
длину порядка трех-десяти “упругих деформаций” εт = 10−3 [1].

Свойство запаздывания векторных свойств материалов – это совершенно общее свойство
пластически деформируемых тел, которое имеет место для различных криволинейных тра-
екторий. Обычно след запаздывания λ материалов определяется на двузвенных ломанных
траекториях при различных углах излома траектории ϑ0

1. Однако след запаздывания λ нель-
зя назвать стабильной характеристикой материалов.

В работе представлены расчеты для стальных образцов по определению следа запаздыва-
ния λ, которые производились на плоских криволинейных траекториях постоянной кривизны
æ1 = 1/R, где R − радиус кривизны (рис. 2.1).

В процессе деформирования материала необходимо было в начале выйти по прямолинейно-
му лучу в точку изломаK при напряжении σ̄0; произвести излом траектории на угол ϑ0

1 = 90◦,
а затем деформировать материал по центральной окружности радиуса R. При деформиро-
вании по окружности при достижении приращением дуги траектории, некоторого значения
∆s = λ устанавливается режим деформирования с практически постоянным значением угла
сближения ϑ∗1, при допуске ϑ1 ≤ ε (рис. 2.2).

Изменяя кривизну æ1, можно получить целую серию зависимостей ϑ1−∆s и установить для
них значения следа запаздывания λ. Аналогичные зависимости представлены на рис. 2.3, где
сравниваются полученные кривые 1 с кривыми 2, рассчитанными по более точной формуле
(1.41). Сравнение показывает, что более точная зависимость ϑ1 − ∆s лежит ниже, но по
прежнему стремится к тому же асимптотическому значению ϑ∗1. Это значение определяется по
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формуле ϑ∗1 = æ1/k. Например, для кривой с æ1 = 50 получаем ϑ∗1 = 0, 125, что соответствует
7, 16◦. Таким образом, все траектории, для которых кривизны 0 < æ1 < æ∗1 = 50 можно
отнести к траекториям малой кривизны. В том числе, для траекторий малой кривизны с
æ1 = 25 получаем ϑ∗1 = 0, 0625 или 3, 6◦, что меньше ε = 7◦.

Рис. 2.1

Рис. 2.2

На рис. 2.4 представлена зависимость следа запаздывания λ от значений æ∗1 на установив-
шемся участке процесса деформирования по траектории постоянной кривизны. Как видно,
след запаздывания с ростом æ1 уменьшается, то есть является нестабильной характеристикой
материала. На рис. 2.5 представлена зависимость функции (λæ1) от æ1, на которой можно
выделить участки для траекторий малой кривизны (0 < æ1 < æ∗1 = 50) и средней кривизны
(æ∗1 < æ1 ≤ æ∗∗1 = 200) по классификации А. А. Ильюшина согласно критерию λæ∗∗1 = 1. На
значение æ∗∗1 для границы траекторий средней кривизны следует смотреть как на ориенти-
ровочное, в связи с нестабильным характером λ.

Более точный подход по определению предельного значения æ∗∗1 для траекторий сред-
ней кривизны дает оценка по критерию ограничения функции сложного нагружения fp(ϑ1)
В. Г. Зубчанинова [2]. Для траекторий средней кривизны (æ1 ≤ æ∗∗1 ) векторные свойства



О ВЛИЯНИИ КРИВИЗНЫ ТРАЕКТОРИЙ ДЕФОРМИРОВАНИЯ... 85

материалов таковы, что мало влияют на их скалярные свойства при активном деформирова-
нии и позволяют использовать в качестве закона упрочнения при сложном нагружении закон
Одквиста-Ильюшина, содержащий только один параметр сложного нагружения – длину дуги
s > Э. Однако, после упругой частичной разгрузки наступает этап вторичного пластического
деформирования с новым пределом текучести. Этот вторичный предел текучести определя-
ется благодаря учету обобщенного эффекта Баушингера при сложном разгружении и связан
с явлением запаздывания векторных и скалярных свойств материалов в теории процессов
пластического деформирования А. А. Ильюшина.

Рис. 2.3

Рис. 2.4

Если принять, например, для стали 45 значения σт = 300 МПа, σт
К = 360 МПа, 2G =

1, 54 · 105 МПа, α = 0, 68, то получим из (1.31) k = 290. Опыты показывают, что слож-
ное нагружение для такой стали начинает проявляться при достижении углом сближения
ϑ1 = 60◦. Следовательно æ∗∗1 = k · (π/3) ≈ 300 (R∗∗ ≈ 0, 33% = 0, 0033). Таким образом, мож-
но рекомендовать считать траекториями средней кривизны для стали 45 такие, для которых
кривизны æ1 не превосходят значения æ∗∗1 = 300 (R∗∗ ≥ 0, 33%). Для других материалов зна-
чение æ∗∗1 может быть другим. Учет принципа запаздывания позволяет производить оценки
достоверности и пределов применимости ряда частных моделей теории пластичности на ос-
нове классификации траекторий деформирования малой, средней и большой кривизны для
различных материалов.
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Рис. 2.5

ЛИТЕРАТУРА
[1] Ильюшин, А. А. Труды (1946-1966). Т. 2. Пластичность / А. А. Ильюшин. – М. : Физ-

матлит, 2004. – 480 с.
[2] Зубчининов, В. Г. Механика процессов пластических сред / В. Г. Зубчининов. – М. :

Физматлит, 2010. – 352 с.
[3] Зубчанинов В. Г. Запаздывание векторных и скалярных свойств материалов при слож-

ном нагружении / В. Г. Зубчининов, Е. Г. Алексеева // Вестник Чувашского государственного
педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.
– 2012. – № 4 (14). – С. 26–37.

Зубчанинов Владимир Георгиевич,
доктор технических наук, профессор, Тверской государственный технический университет,
г. Тверь

e-mail: vgz@rambler.ru

Алексеева Елена Геннадьевна,
кандидат технических наук, доцент, Тверской государственный технический университет,
г. Тверь

e-mail: kafsm@yandex.ru



О ВЛИЯНИИ КРИВИЗНЫ ТРАЕКТОРИЙ ДЕФОРМИРОВАНИЯ... 87

V. G. Zubchaninov, E. G. Alekseevaa

ABOUT INFLUENCE OF THE CURVATURE DEFORMATION PATH ON
CLASSIFICATION AND DELAY OF THE PROPERTIES OF MATERIALS

UNDER COMPLEX LOADING

Tver State Technical University

Abstract. Considered the question of the classification of deformation path on their curvature
and its influence on a trace of delay vector properties of materials.
Keywords: vector and scalar properties of materials, elasticity, plasticity, deformation and load
path, vectors of stress and deformation, five-dimensional vector space, property of delay, delay
trace of delay.

REFERENCES
[1] Ильюшин, А. А. Пластичность. Vol. 2 / А. А. Ильюшин. – М. : Fizmatlit, 2004. – 480 p.
[2] Zubchaninov, V. G. Механика процессов пластических сред / V. G. Zubchaninov. – М. :

Fizmatlit, 2010. – 352 p.
[3] Zubchaninov, V. G. Запаздывание векторных и скалярных свойств материалов при слож-

ном нагружении / V. G. Zubchaninov, Е. G. Alekseeva // Vestnik I. Yakovlev Chuvash State
Pedagogical University. Series : Mechanics of a limit state. – 2012. – № 4 (14). – P. 26–37.

Zubchaninov, Vladimir Georgievich
doctor of sciences, professor, department of the resistence of materials, elasticity and plasticity
theories, Tver state technical university, Tver

Alekseeva, Elena Gennadievna
candidate of technical sciences, senior lecturer, department of the resistence of materials, elasticity
and plasticity theories, Tver state technical university, Tver



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2014. №1 (19). С. 88–94

А.В.Никитин, С.В.Тихонов

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ МНОГОСЛОЙНОЙ
ТРАНСЛЯЦИОННО-АНИЗОТРОПНОЙ ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ,
НАХОДЯЩЕЙСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева

Аннотация. Рассматривается многослойная толстостенная труба, находящаяся под действи-
ем внутреннего давления. Предполагается, что каждый слой обладает своими свойствами
трансляционной анизотропии. Разработан алгоритм определения предельного напряженного
состояния для произвольного числа слоев.

Ключевые слова: напряжение, пластичность, трансляционная анизотропия, труба, слой.

УДК: 539.375

Рассмотрим многослойную толстостенную трубу, находящуюся под действием внутреннего
давления р(рис. 1).

Обозначим через α1, α2 внутренний и внешний радиусы 1-го слоя, через α2, α3 – внутренний
и внешний радиусы 2-го слоя, , через αn, αn+1 – внутренний и внешний радиусы n− го слоя.

Условие предельного состояния для n-го слоя примем в виде

(
σxn − σyn

2
− k1n − k2n

2

)2

+ (τxyn − k3n)
2

= k2
n, k1n, k2n, k3n, kn − const, (1)

где σxn, σyn, τxyn – компоненты напряжения в декартовой системе координат; k1n, k2n, k3n –
константы анизотропии.

В последующем все величины, которые имеют размерность напряжения, предполагаются
безразмерными, отнесенными к величине предела текучести k и их обозначим:

kn
k

= Kn,
p

k
= q, (2)

все величины, имеющие размерность длины, отнесем к радиусу упругопластической зоны в
нулевом приближении ρ(0)

s и обозначим:

an

ρ
(0)
s

= αn,
r

ρ
(0)
s

= ρ. (3)

Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями в по-
лярной системе координат ρ, θ имеет следующий вид:
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Рис 1. Многослойная толстостенная труба, находящаяся под действием внутреннего давления

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(4)

Перейдем к полярным координатам:

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. (5)
Из (4), (5) имеем условие пластичности в полярных координатах:(

σρn−σθn
2

)2

+ (τρθn)
2 − 2Rn

(
σρn−σθn

2

)
cos(2θ + µn)−

−2τρθnRn sin(2θ + µn) +R2
n −K2

n = 0,
(6)

где

Rn =

√(
k1n − k2n

2

)2

+ k2
3n,

k1n − k2n

2Rn
= cosµn,

k3n

Rn
= sinµn.

Предположим

k1n = δk′1n, k2n = δk′2n, k3n = δk′3n. (7)

Обозначим, что Rn = δR∗n, R′n =

√(
k′1n−k′2n

2

)
+ k′3n.

Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать решение
в виде

σij = σ
(0)
ij + σ

(I)
ij δ + σ

(II)
ij δ2 + ... . (8)

В исходном нулевом приближении имеет место осесимметричное состояние трубы:
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τ
(0)
ρθ = 0. (9)

Из (1), (8), (9) имеет место

σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ = −2Kn. (10)

Из уравнения равновесия:

dσ
(0)
ρn

dρ
+
σ

(0)
ρn − σ(0)

θn

ρ
= 0, (11)

с учетом (9), (10) получим

σ(0)p
ρ = 2Kn ln ρ+ Cn, σ

(0)p
θ = 2Kn + 2 ln ρ+ Cn, (12)

где Cn – const.
Из граничного условия на внутреннем контуре:

σ(0)p
ρ1

∣∣∣
ρ=α1

= −q. (13)

а также (10), (11), (12) напряжения во внутренней пластической области I примут вид

σ
(0)p
ρ1 = −q + 2K1 ln

ρ

α1
, σ

(0)p
θ1 = −q + 2K1 + 2K1 ln

ρ

α1
. (14)

Граничное условие на внутреннем контуре:

σ(0)p
ρ1

∣∣∣
ρ=α2

= σ(0)p
ρ2 , (15)

Из (11), (13), (15) получим во внешней пластической области II:

σ(0)p
ρ2 = −q + 2K2 ln

ρ

α2
+ 2K1 ln

α2

α1
, σ

(0)p
θ2

= −q + 2K2

(
1 + ln

ρ

α2

)
+ 2K1 ln

α2

α1
. (16)

Из (6), (7), (9), (10) в первом приближении имеем

σ′ϑn
p − σ′ρn

p
= −2(R′n cos(2θ + µn)). (17)

Положим, что

σ(I)p
ρ =

1

ρ

∂Φ
(I)
n

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ
(I)
n

∂θ2
, σ

(I)p
θ =

∂2Φ
(I)
n

∂ρ2
, τ

(I)p
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ
(I)
n

∂θ

)
. (18)

Из (17), (18) имеет место

ρ2 ∂
2Ф(I)

n

∂ρ2
− ρ∂Ф

(I)
n

∂ρ
− ∂2Ф(I)

n

∂θ2
= −2R′nρ

2 cos(2θ + µn). (19)

Решение уравнения (19) представим как сумму решений общего решения однородного урав-
нения и частного решения неоднородного уравнения:

Фn
(I) = Фn

(I)
одн + Фn

(I)
частн. (20)

Решая (20), получим:
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σ
(I)p
ρn =

[(
−3C

(n)
21 +

√
3C

(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)+
(
−
√

3C
(n)
21 −3C

(n)
22

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

cos(2θ)

ρ +

+

[(
−3C̄

(n)
21 +

√
3C̄

(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)+
(
−
√

3C̄
(n)
21 −3C̄

(n)
22

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

sin(2θ)

ρ +R′n cos (2θ + µn) ,

σ
(I)p
θn =

[(
−3C

(n)
21 +

√
3C

(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)+
(
−
√

3C
(n)
21 −3C

(n)
22

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

cos(2θ)

ρ +

+

[(
−3C̄

(n)
21 +

√
3C̄

(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)+
(
−
√

3C̄
(n)
21 −3C̄

(n)
22

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

sin(2θ)

ρ −R′n cos (2θ + µn) ,

τ
(I)p
ρθn =

[(
2
√

3C
(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)−
(

2
√

3C
(n)
21

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

sin(2θ)

ρ +

+

[(
−2
√

3C̄
(n)
22

)
cos(
√

3 ln ρ)+
(

2
√

3C̄
(n)
21

)
sin(
√

3 ln ρ)
]

cos(2θ)

ρ −R′n sin (2θ + µn) ,

(21)

В первом приближении граничные условия на внутреннем контуре трубы согласно [1] име-
ют следующий вид:

σ
(I)p
ρ1 |ρ=α1 = 0,

τ
(I)p
ρθ1
|ρ=α1 = 0.

(22)

Предельное состояние во внутренней области I будет определяться из (21), (22):

σ
(I)p
ρ1 = −R′1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 1
)

cos(2θ + µ1),

σ
(I)p
θ1

= −R′1
(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α 1

))
+ 1
)

cos(2θ + µ1),

τ
(I)p
ρθ1

= R′1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 1
)

sin(2θ + µ1).

(23)

Запишем (21) в следующем виде:

σ
(I)p
p1 = a1

1cos (2θ) + a1
2 sin (2θ) ,

σ
(I)p
θ1

= b11cos (2θ) + b12 sin (2θ) ,

τ
(I)p
pθ1

= c11cos (2θ) + c12 sin (2θ) ,

(24)

где

a1
1 = −R(I)

1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 1
)

cos(µ1),

a1
2 = R

(I)
1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 1
)

sin(µ1),

b11 = −R′1
(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α 1

))
+ 1
)

cos(µ1),

b12 = R′1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α 1

))
+ 1
)

sin(µ1),

c11 = R′1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 1
)

sin(µ1),

c12 = R′1

(
α1

ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α 1

))
+ 1
)

cos(µ1).

Условия сопряжения, компонент напряжений на границе слоев трубы имеют вид:

σ(I)p
ρ1

∣∣∣
ρ=α2

= σ(I)p
ρ2 , τ

(I)p
ρθ1

∣∣∣
ρ=α2

= τ
(I)p
ρθ2

. (25)

Из (21), (23), (25) получаем предельное состояние во II пластической области:

σ
(I)p
pII = a2

1cos (2θ) + a2
2 sin (2θ) ,

σ
(I)p
θII = b21cos (2θ) + b22 sin (2θ) ,

τ
(I)p
pθII

= c21cos (2θ) + c22 sin (2θ) ,

(26)

где
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a2
1 = α2

ρ

{
−2
√

3
3

[
b11 +R′2 cos (µ2)

]
sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
a1

1 −R′2 cos (µ2)
] (

cos
(√

3 ln ρ
α2

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
+

+R′2 cos (µ2) ,

a2
2 = α2

ρ

{
2
√

3
3

[
b12 +R′2 sin (µ2)

]
sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
a1

2 +R′2 cos (µ2)
] (

cos
(√

3 ln ρ
α2

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
−

−R′2 sin (µ2) ,

b21 = α2

ρ

{
−2
√

3
3

[
c11 +R′2 cos (µ2)

]
sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
c11 −R′2 cos (µ2)

] (
cos
(√

3 ln ρ
α2

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
−

−R′2 cos (µ2) ,

b22 = α2

ρ

{
2
√

3
3

[
c12 +R′2 sin (µ2)

]
sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
c12 +R′2 sin (µ2)

] (
cos
(√

3 ln ρ
α2

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
+

+R′2 sin (µ2) ,

c21 = α2

ρ

{
−2
√

3
3

[
a1

2 +R′2 sin (µ2)
]

sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
b12 +R′2 sin (µ2)

] (
cos
(√

3 ln ρ
α2

)
−
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
−

−R′2 sin (µ2) ,

c22 = α2

ρ

{
2
√

3
3

[
a1

2 −R′2 cos (µ2)
]

sin
(√

3 ln ρ
α2

)
+

+
[
b12 +R′2 cos (µ2)

] (
cos
(√

3 ln ρ
α2

)
−
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

α2

))
−

−R′2 cos (µ2) .

Аналогично из условия сопряжения компонент напряжений на границе n-го слоя трубы:

σ(I)p
ρn

∣∣∣
ρ=αn

= σ(I)p
ρn−1

, τ
(I)p
ρθn

∣∣∣
ρ=αn

= τ
(I)p
ρθn−1

− (27)

можно найти предельное состояние в n-ом слое:

σ
(I)p
pn = an1 cos (2θ) + an2 sin (2θ) ,

σ
(I)p
θn = bn1 cos (2θ) + bn2 sin (2θ) ,

τ
(I)p
pθn

= cn1 cos (2θ) + cn2 sin (2θ) ,

an1 = αn
ρ

{
−2
√

3
3

[
bn−1
1 +R′n cos (µn)

]
sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
an−1

1 −R′n cos (µn)
] (

cos
(√

3 ln ρ
αn

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
+

+R′n cos (µn) ,

an2 = αn
ρ

{
2
√

3
3

[
bn−1
2 +R′n sin (µn)

]
sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
an−1

2 +R′n cos (µn)
] (

cos
(√

3 ln ρ
αn

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
−

−R′n sin (µn) ,

bn1 = αn
ρ

{
−2
√

3
3

[
cn−1
1 +R′n cos (µn)

]
sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
cn−1
1 −R′n cos (µn)

] (
cos
(√

3 ln ρ
αn

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
−

−R′n cos (µn) ,
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bn2 = αn
ρ

{
2
√

3
3

[
cn−1
2 +R′n sin (µn)

]
sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
cn−1
2 +R′n sin (µn)

] (
cos
(√

3 ln ρ
αn

)
+
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
+

+R′n sin (µn) ,

cn1 = αn
ρ

{
−2
√

3
3

[
an−1

2 +R′n sin (µn)
]

sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
bn−1
2 +R′n sin (µn)

] (
cos
(√

3 ln ρ
αn

)
−
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
−

−R′n sin (µn) ,

cn2 = αn
ρ

{
2
√

3
3

[
an−1

2 −R′n cos (µn)
]

sin
(√

3 ln ρ
αn

)
+

+
[
bn−1
2 +R′n cos (µn)

] (
cos
(√

3 ln ρ
αn

)
−
√

3
3 sin

(√
3 ln ρ

αn

))
−

−R′n cos (µn) .
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Abstract. Considered multilayer thick-walled pipe, which is under internal pressure. It is assumed
that each layer has its own properties translational anisotropy. An algorithm to determine the
maximum stress state for an arbitrary number of layers.
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Е. С. Лапикова, М. Н. Юринкина

ПОЛУПОЛОСА С ПРОДОЛЬНЫМИ РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ,
РАБОТАЮЩИМИ НА ИЗГИБ. РАЗЛОЖЕНИЯ ЛАГРАНЖА

ПО ФУНКЦИЯМ ФАДЛЯ – ПАПКОВИЧА

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. Даны примеры разложений Лагранжа в ряды по функциям Фадля – Папковича,
возникающим при решении задачи для полуполосы, продольные стороны которой усилены
ребрами жесткости, работающими на изгиб.

Ключевые слова: полуполоса, ребра жесткости, функции Фадля – Папковича, аналитиче-
ские решения.

УДК: 539.3+517.95

Рассмотрим полуполосу, у которой продольные стороны y = ±1 усилены ребрами жестко-
сти, работающими на изгиб.

Введем следующие обозначения:G – модуль сдвига пластины, E1 – модуль упругости ребра;
ν – коэффициент Пуассона для пластины и ребра; I – момент инерции поперечного сечения
ребра, t – толщина пластины; U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y), где u(x, y) и v(x, y) –
соответственно продольное и поперечное перемещения в пластине.

Из условия контакта ребра и пластины можно получить следующее дифференциальное
уравнение

E1I

Gt
· d

4V (x,±1)

dx4
− σy(x) = 0. (1)

Кроме того, будем считать, что

τxy(x,±1) = 0. (2)
Граничные условия при x = 0 могут быть различными, например, к концам ребер могут

быть приложены сосредоточенные силы или моменты, а на торцах пластин могут быть заданы
как напряжения, так и перемещения.

Запишем граничные условия (1), (2) с помощью соотношений метода начальных функций
[1], [2]

(Cα4LV U (1)− LY U (1))U0(x) + (LV Y (1)− LY Y (1))Y0(x) = 0,
LXU (1)U0(x) + LXY (1)Y0(x) = 0,

(3)

где LV U (1), LY U (1) и т. д. – соответствующие операторы метода начальных функций, опре-
деленные при y = 1, а

C =
E1I

Gt
.

Поступила 20.02.2014
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Вводя разрешающую функцию F (x) по формулам

U0(x) = LXY (1)F (x), Y0(x) = −LXU (1)F (x), (4)
тождественно удовлетворим второму уравнению (3), а первое, если его разделить на α, примет
такой вид (α = ∂/∂x):

Cα4 sin2 α+ (1 + ν)(α+ sinα cosα) = 0. (5)
Решение обыкновенного дифференциального уравнения бесконечного порядка (5) ищем в

виде

F (x) = eλx. (6)
Тогда получим трансцендентное характеристическое уравнение

Cλ4 sin2 λ+ (1 + ν)(λ+ sinλ cosλ) = 0. (7)
Оно, помимо нулевых, имеет бесконечное множество комплексных корней

{±λk,±λk}∞k=1 = Λ. В таблице 1 показаны значения первых пяти комплексных корней
уравнения (7) (нулевым корням отвечает элементарное решение краевой задачи, которое
полагается известным).

Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 0,63700 0,63629
2 3,314677 0,18271
3 6,28384 0,91757
4 9,42498 0,61220
5 12,56645 0,45928

Следовательно, функцию F (x) можно представить в виде ряда

F (x) =

∑∑
∞
k = 1.

Подставляя функцию F (x) в формулы (4), найдем начальные функции, а затем, в соот-
ветствии с зависимостями метода начальных функций, – все перемещения и напряжения.

U(x, y) =

∞∑
k=1

akU (λk, y) eλkx + akU(λk, y) eλkx,

V (x, y) =

∞∑
k=1

akV (λk, y) eλkx + akV (λk, y) eλkx,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

akσx (λk, y) eλkx + akσx(λk, y) eλkx, (8)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

akσy (λk, y) eλkx + akσy(λk, y) eλkx,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

akτxy (λk, y) eλkx + akτxy(λk, y) eλkx.

Функции Фадля – Папковича U(λk, y), V (λk, y) и т. д. имеют такой вид:
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U(λk, y) =

(
1− ν

2
sinλk −

1 + ν

2
λk cosλk

)
cosλky −

1 + ν

2
λky sinλk sinλky,

V (λk, y) =

(
sinλk +

1 + ν

2
λk cosλk

)
sinλky −

1 + ν

2
λky sinλk cosλky,

σx(λk, y) = (1 + ν)λk ((sinλk − λk cosλk) cosλky − λky sinλk sinλky) , (9)

σy(λk, y) = (1 + ν)λk ((sinλk + λk cosλk) cosλky + λky sinλk sinλky) ,

τxy(λk, y) = (1 + ν)λ2
k (cosλk sinλky − y sinλk cosλky) .

Удовлетворим с помощью выражений (8) граничным условиям, заданным на торце полу-
полосы. Если, например, на торце полуполосы заданы нормальное σ(y) и касательное τ(y)
напряжения, то получим

σ(y) =
∞∑
k=1

akσx(λk, y) + akσx(λk, y),

τ(y) =
∞∑
k=1

akτxy(λk, y) + akτxy(λk, y),
(10)

Коэффициенты ak определяются отсюда в явном виде с помощью биортогональных систем
функций. Искомые функции должны быть найдены из решения уравнений [3]

∞∫
−∞

U(λ, y)Uk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

,

∞∫
−∞

V (λ, y)Vk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

,

∞∫
−∞

σx(λ, y)Xk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

,

∞∫
−∞

σy(λ, y)Yk(y)dy =
λ3L(λ)

λ2 − λ2
k

, (11)

∞∫
−∞

τxy(λ, y)Tk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

.

Здесь U(λ, y), V (λ, y) и т. д. – порождающие функции, а функция

L(λ) = Cλ4 sin2 λ+ (1 + ν)(λ+ sinλ cosλ).

При λ = λm из уравнений (10) получаются следующие соотношения биортогональности:∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

{
λmL

′(λm)
2 при (λm = λk),

0 при (λm 6= λk);∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при (λm = λk),
0 при (λm 6= λk);∫

T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при (λm = λk),
0 при (λm 6= λk);

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

{
λ2
mL
′(λm)
2 при (λm = λk),

0 при (λm 6= λk);
(12)
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∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy =

{
λmL

′(λm)
2 при (λm = λk),

0 при (λm 6= λk).

L′(λm) – производная функции L(λ), определенная при λ = λm.
Для комплексных значений λ прямую интегрирования (−∞,∞) в формулах (10) нужно

заменить Т-образным контуром, лежащим в плоскости комплексного переменного z = x+ iy
и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча x ∈ (−∞, 0][3].

Следует иметь в виду, что при всех λm∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy = 0,

∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy =

∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy = 0,

∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy = 0,

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy = 0, (13)

∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy =

∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy = 0.

Первые члены разложений в ряд Тейлора по степеням λ порождающих функций в форму-
лах (10) имеют такой вид:

U(λ, y) = −νλ+ ..., V (λ, y) = λ2y + ...,

σx(λ, y) = −λ4 (3y2 − 1)(ν + 1)

3
+ ..., σy(λ, y) = 2λ2(1 + ν) + ..., (14)

τxy(λ, y) = −λ5(y3 − y)
(ν + 1)

3
+ ...,

а первые члены разложений правых частей равенств (10) равны:

λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

= −2λ3(1 + ν)

λk
2 + ...,

λL(λ)

λ2 − λk2 = −2λ2(1 + ν)

λk
2 + ...,

λ3L(λ)

λ2 − λk2 = −2λ4(1 + ν)

λk
2 + ... (15)

Сравнивая степенные разложения (12) и (13), можно заметить, например, что биортого-
нальные функции Uk(y), Yk(y) ортогональны константе при всех k ≥ 1, а

+∞∫
−∞

yVk(y)dy = −2(1 + ν)

λ2
k

. (16)

Элементы Uk(y), Vk(y),Xk(y), Yk(y) и Tk(y) биортогональных систем функций можно пред-
ставить в виде суммы финитных, равных нулю вне отрезка |y| ≤ 1, и не финитных частей,
ортогональных ко всем функциям {sinmπ}∞m=1 и {cosmπ}∞m=1 [3].

При решении краевых задач, как правило, используются финитные части биортогональных
функций, поэтому важно знать их явное представление. Приведем их (δ(.) – дельта-функция):
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uk(y) =
λk cosλky

sinλk
− (δ(y − 1) + δ(y + 1)) , vk(y) = − sinλky

sinλk
,

xk(y) =
cosλky

2λk sinλk
, yk(y) =

−λk cosλky

2 sinλk
+
δ(y − 1) + δ(y + 1)

2
, (17)

tk(y) = − sinλky

2 sinλk
.

Формулы (15) получаются следующим образом. Например, построим функцию uk(y). При-
мем в первой формуле (10) λ = mπ (m = 1, 2, ...). Тогда получим

+∞∫
−∞

U(mπ, y)uk(y)dy =
(mπ)2L(mπ)

(mπ)2 − λ2
k

или

−1 + ν

2
mπ(−1)m

+∞∫
−∞

cos(mπy)uk(y)dy =
(mπ)3(1 + ν)

(mπ)2 − λ2
k

.

Отсюда

+∞∫
−∞

cos(mπy)uk(y)dy = − (−1)m2(mπ)2

(mπ)2 − λ2
k

.

Слева стоит преобразование Фурье с параметром mπ функции uk(y). Используя обратное
преобразование Фурье, можно найти функцию uk(y). Однако практически ее легко подобрать,
зная, что она финитна и, следовательно, последний интеграл берется в пределах от −1 до 1.

Дадим примеры разложений Лагранжа по всем функциям Фадля – Папковича (8). Найдем
коэффициенты ak, ak разложения в ряд Лагранжа по системе функций {U(λk, y)}∞k=1

U(y) =

∞∑
k=1

akU(λk, y) + akU(λk, y). (18)

Умножим обе части равенства (16) на функцию Um(y) (m = 1, 2, ...) и проинтегрируем по
y от −∞ до +∞

+∞∫
−∞

U(y)Um(y)dy =

=
∞∑
k=1

ak
+∞∫
−∞

U(λk, y)Um(y)dy + ak
+∞∫
−∞

U(λk, y)Um(y)dy.

(19)

Значение интеграла слева обозначим через um. Интегралы, стоящие справа, не существуют
для комплексных чисел λk, поэтому интегрирование справа опять нужно заменить интегриро-
ванием по Т-образному контуру. Тогда, в соответствии с соотношениями биортогональности
(11), (13), из (17) получим

um = am
L′(λm)λm

2
(m = 1, 2, ...).

Отсюда находим

am =
2um

λmL′(λm)
(m = 1, 2, ...). (20)



100 Е. С. ЛАПИКОВА, М. Н. ЮРИНКИНА

Подобным образом определяются коэффициенты разложений ak по другим системам
функций Фадля – Папковича.

В результате получим такие разложения в ряды Лагранжа по функциям Фадля – Папко-
вича:

U(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2uk

λkL′(λk)
U(λk, y)

}
, V (y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2vk

L′(λk)
V (λk, y)

}
,

σx(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2xk
L′(λk)

σx(λk, y)

}
, σy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

λ2
kL
′(λk)

σy(λk, y)

}
, (21)

τxy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tk

λkL′(λk)
τxy(λk, y)

}
.

Здесь U(y), V (y), σx(y), σy(y) и τxy(y) – раскладываемые функции, заданные на отрезке
[−1, 1], а числа uk, vk, xk, yk и tk находятся по формулам:

uk =

+∞∫
−∞

U(y)Uk(y)dy, vk =

+∞∫
−∞

V (y)Vk(y)dy, xk =

+∞∫
−∞

σx(y)Xk(y)dy,

yk =

+∞∫
−∞

σy(y)Yk(y)dy, tk =

+∞∫
−∞

τxy(y)Tk(y)dy. (22)

Из этих формул видно, что для определения чисел uk, vk, и т. д. необходимо раскладыва-
емые функции, первоначально определенные при y ∈ [−1, 1], каким-то образом продолжить
вне этого отрезка. В зависимости от того, как выполнено это продолжение, числа uk, vk и т. д.
будут разными. Однако ряды Лагранжа (19) всегда будут сходиться к своим функциям при
y ∈ (−1, 1) независимо от того, как выполнено продолжение. Неединственность разложений
в ряды Лагранжа – характерное свойство систем функций Фадля – Папковича [3].

Пусть раскладываемыми функциями в формулах (20) являются соответствующие порож-
дающие функции, т. е. U(y) = U(t, y), V (y) = V (t, y) и т. д., где t – вещественный параметр.
Тогда, в соответствии с формулами (10), получим

uk =
t2L(t)

t2 − λ2
k

, vk =
tL(t)

t2 − λ2
k

, xk =
tL(t)

t2 − λ2
k

,

yk =
t3L(t)

t2 − λ2
k

, τk =
t2L(t)

t2 − λ2
k

. (23)

Подставляя числа (21) в формулы (19), получим (|y| < 1):

U(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t2L(t)

λkL′(λk)(t2 − λ2
k)
U(λk, y)

}
,

V (t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
V (λk, y)

}
,

σx(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
σx (λk, y)

}
, (24)

σy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t3L(t)

λ2
kL
′(λk)(t2 − λ2

k)
σy (λk, y)

}
,
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τxy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t2L(t)

λkL′(λk)(t2 − λ2
k)
τxy (λk, y)

}
.

На рис. 1–5 показаны графики раскладываемых функций и соответствующие им ряды
Лагранжа (22) (сплошные кривые) при t = π и C = 4.

Рис. 1

Рис. 2

Ряды Лагранжа для порождающих функций U(t, y), Y (t, y) отличаются от них самих на
константу в силу того, что биортогональные системы функций {Uk(y)}∞k=1, {Yk(y)}∞k=1 орто-
гональны к константе, как отмечалось выше.

Переходя в формулах (22) к пределу при t → 0, можно получить, например, такое разло-
жение:

y = −4(1 + ν)

∞∑
k=1

2Re

{
V (λ,ky)

λ2
kL
′(λ

)
k

}
.
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Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5
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Если раскладываемые функции, стоящие в левых частях формул (19), продолжить пе-
риодически вне отрезка [−1, 1] с периодом, равным 2, то для чисел uk, vk, и т. д. получим
следующие простые формулы:

uk =

+1∫
−1

U(y)uk(y)dy, vk =

+1∫
−1

V (y)vk(y)dy,

yk =

+1∫
−1

σy(y)yk(y)dy, xk =

+1∫
−1

σx(y)xk(y)dy, (25)

tk =

+1∫
−1

τxy(y)tk(y)dy.

Приведем примеры разложений с числами (23). Пусть

U(y) =
2ν + 1

6
− y2

2
.

По первой формуле (23) найдем

uk =
6(sinλk − λk cosλk)− 2λ2

k(1− ν) sinλk
3λ2

k sinλk
. (26)

Соответствующее разложение выглядит так:

2ν + 1

6
− y2

2
=

∞∑
k=1

2Re

{
2uk

λkL′(λk)
U (λk, y)

}
. (27)

Аналогично можно получить такие разложения:

y =

∞∑
k=1

2Re

{
2vk

L′(λk)
V (λk, y)

}
, y2 − 1

3
=

∞∑
k=1

2Re

{
2xk
L′(λk)

σx (λk, y)

}
,

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

λ2
kL
′(λk)

σy (λk, y)

}
, (28)

ν + 1

3
(y3 − y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tk

λkL′(λk)
τxy (λk, y)

}
,

в которых числа

vk = −2
(sinλk − λk cosλk)

λ2
k sinλk

,

xk = −6
(sinλk − λk cosλk) + 2λ2

k sinλk
3λ4

k sinλk
, (29)

yk = 2
sinλk − λk cosλk

λ2
k sinλk

,

tk =
−2(ν + 1)(sinλk(λ2

k − 3) + 3λk cosλk)

3λ4
k sinλk

.

На рис. 6–10 показаны раскладываемые функции, стоящие в левых частях формул (25),
(26), и их ряды Лагранжа (сплошные кривые).
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Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8
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Рис. 9

Рис. 10

Ряды Лагранжа по функциям U(λk, y) и σy(λk, y) могут отличаться от раскладываемых
функций на некоторую постоянную, в силу того, что биортогональные системы функций для
этих функций Фадля – Папковича по построению ортогональны к константе.
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛУПОЛОСЫ С ПРОДОЛЬНЫМИ
РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ, РАБОТАЮЩИМИ НА ИЗГИБ. РАЗЛОЖЕНИЯ

ЛАГРАНЖА

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. Построены примеры разложений Лагранжа в ряды по функциям Фадля – Пап-
ковича, возникающим при решении периодической задачи для полуполосы, продольные сто-
роны которой усилены ребрами жесткости, работающими только на изгиб.

Ключевые слова: полуполоса, ребра жесткости, функции Фадля – Папковича, аналитиче-
ские решения.

УДК: 539.3+517.95

Рассмотрим полуполосу, продольные стороны которой y = ±1 подкреплены ребрами жест-
кости, обладающими изгибной жесткостью. Обозначим: G – модуль сдвига пластины, E1 –
модуль упругости ребра; ν – коэффициент Пуассона для пластины и ребра; I – момент инер-
ции поперечного сечения ребра, t – толщина пластины; U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y),
где u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и поперечное перемещения в пластине.

Условие контакта ребра и пластины имеет такой вид [1]

E1I

Gt
· d

4V (x,±1)

dx4
− σy(x) = 0. (1)

Кроме того, будем считать, что

U(x,±1) = 0. (2)
Граничные условия (1), (2) соответствуют периодической краевой задаче, условно пока-

занной на рис. 1. Граничные условия при x = 0 могут быть различными (например, сосре-
доточенные силы или моменты, приложенные к концам ребер жесткости; напряжения или
перемещения, заданные на торцах полуполос).

Используя представления метода начальных функций, перепишем граничные условия (1),
(2) следующим образом [1], [2]

Cα4(LV U (1)− LY U (1))U0(x) + (LV Y (1)− LY Y (1))Y0(x) = 0 ,
LUU (1)U0(x) + LUY (1)Y0(x) = 0 ,

(3)

где C = E1I/Gt, LV U (1), LY U (1) и т. д. – определенные при соответствующих операторах
метода начальных функций.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам (4).

U0 (x) = −LUY (1)F (x) , Y0 (x) = LUU (1)F (x) . (4)

Поступила 20.02.2014
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Рис. 1. Периодическая задача для полуполосы, продольные ребра которой работают на изгиб

При этом второе уравнение будет тождественно удовлетворено, а первое примет такой вид

(Cα4LV U (1)− LY U (1))LUY (1)− (LV Y (1)− LY Y (1))LUU (1) = 0. (5)
Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим

cos2 α− Cα3

4
((1 + ν)α+ (ν − 3) sinα cosα) = 0.

Разыскивая его решение в виде

F (x) = eλx, (6)
получим трансцендентное характеристическое уравнение

cos2 λ− Cλ3

4
((1 + ν)λ+ (ν − 3) sinλ cosλ) = 0, (7)

имеющее (помимо нулевых) один вещественный и бесконечное множество комплексных кор-
ней {±λk,±λk}∞k=1 = Λ. Ниже для иллюстрации приведены значения первых пяти комплекс-
ных корней уравнения (7)

Таблица 1

№ корняλk Reλk Imλk
1 0,04131 0
2 0,61037 0,645679
3 3,78769 1,02483
4 10,13576 1,32438
5 13,29001 1,50901

Следовательно, F (x) можно представить в виде ряда

F (x) =

∑∑
∞
k = 1.
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Подставляя F (x) в формулы (4), найдем начальные функции, а затем – все перемещения
и напряжения

U(x, y) =

∞∑
k=1

akU (λk, y) eλkx + akU(λk, y) eλkx,

V (x, y) =

∞∑
k=1

akV (λk, y) eλkx + akV (λk, y) eλkx,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

akσx (λk, y) eλkx + akσx(λk, y) eλkx, (8)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

akσy (λk, y) eλkx + akσy(λk, y) eλkx,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

akτxy (λk, y) eλkx + akτxy(λk, y) eλkx.

Функции Фадля – Папковича U(λk, y), V (λk, y) и т. д. имеют вид:

U(λk, y) =
1 + ν

4
(sinλk cosλky − y cosλk sinλky) ,

V (λk, y) = −[
(1 + ν)

4
sinλk +

(ν − 3)

4λk
cosλk] sinλky −

1 + ν

4
y cosλk cosλky,

σx(λk, y) = (
1 + ν

2
λk sinλk + ν cosλk) cosλky −

1 + ν

2
λky cosλk sinλky, (9)

σy(λk, y) = (cosλk −
1 + ν

2
λk sinλk) cosλky +

1 + ν

2
λky cosλk sinλky,

τxy(λk, y) = (
1− ν

2
cosλk −

1 + ν

2
λk sinλk) sinλky −

1 + ν

2
λky cosλk cosλky.

Удовлетворяя с помощью представлений (8) граничным условиям, заданным на торце по-
луполосы, приходим к задаче определения коэффициентов ak, ak из разложений по функциям
Фадля – Папковича. Например,

U(y) =
∞∑
k=1

akU(λk, y) + akU(λk, y),

V (y) =
∞∑
k=1

akV (λk, y) + akV (λk, y),
(10)

где U(y) и V (y) – заданные на торце полуполосы продольное и поперечное перемещения.
Явные выражения для коэффициентов разложений ak находятся отсюда с помощью биор-

тогональных систем функций, которые определяются как решения уравнений

+∞∫
−∞

U(λ, y)Uk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

V (λ, y)Vk(y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

σx(λ, y)Xk(y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

σy(λ, y)Yk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

, (11)
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+∞∫
−∞

τxy(λ, y)Tk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

.

Здесь через U(λ, y), V (λ, y) и т. д. обозначены порождающие функции. Целая функция
экспоненциального типа равного 2

L(λ) = cos2 λ− Cλ3

4
((1 + ν)λ+ (ν − 3) sinλ cosλ).

Из уравнений (9) при λ = λm получаются соотношения биортогональности:∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при λm = λk,
0 при λm 6= λk;∫

T

V (λm, y)Vk(y)dy =

{
L′(λm)

2λm
при λm = λk,

0 при λm 6= λk;∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

{
L′(λm)

2λm
при λm = λk,

0 при λm 6= λk;∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

{
λmL

′(λm)
2 при λm = λk,

0 при λm 6= λk;
(12)

∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при λm = λk,
0 при λm 6= λk.

Через L′(λm) обозначена определенная при λ = λm производная функции L(λ).
Прямую интегрирования (−∞,∞) в формулах (9) для комплексных значений параметра

λ нужно заменить Т-образным контуром, лежащим в плоскости комплексного переменного
z = x+ iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1]и луча x ∈ (−∞, 0] [3], [4].

Следует иметь в виду, что при всех λm∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy = 0,

∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy =

∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy = 0,

∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy = 0, (13)

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy = 0,

∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy =

∫
T

τxy(λm, y)Tk(y)dy = 0.

Выпишем первые члены разложений в ряд Тейлора по степеням λ порождающих функций
в формулах (11):

U(λ, y) = −λν + 1

4
(y2 − 1) + ...,
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V (λ, y) =
ν − 1

2
y + ...,

σx(λ, y) = ν + ..., (14)

σy(λ, y) = 1 + ...,

τxy(λ, y) = −λνy + ....

и правых частей равенств (11)

λL(λ)

λ2 − λ2
k

= − λ

λ2
k

+ ...,

L(λ)

λ2 − λ2
k

= − 1

λ2
k

+ ..., (15)

λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

= −λ
2

λ2
k

+ ....

Сравнивая степенные разложения (14) и (15), замечаем, что биортогональная функция
Yk(y) ортогональна константе при всех k ≥ 1, а

+∞∫
−∞

ν + 1

4
(y2 − 1)Uk(y)dy =

1

λ2
k

,

+∞∫
−∞

ν − 1

4
yVk(y)dy = − 1

λ2
k

,

+∞∫
−∞

νXk(y)dy = − 1

λ2
k

, (16)

+∞∫
−∞

νyTk(y)dy =
1

λ2
k

.

Известно, что элементы Uk(y), Vk(y), Xk(y), Yk(y) и Tk(y) биортогональных систем можно
представить в виде суммы финитных, не равных нулю на отрезке |y| ≤ 1, и нефинитных ча-
стей, ортогональных ко всем функциям

{
sin 2m+1

2 π
}∞
m=1

и
{

cos 2m+1
2 π

}∞
m=1

[3], [4]. Финитные
части биортогональных функций имеют такой вид (δ(.) – дельта-функции):

uk(y) =
−C
2

{
λ4
k cosλyk
cosλk

+ λ2
k (δ′(y − 1)− δ′(y + 1))− (δ′′′(y − 1)− δ′′′(y + 1))

}
,

vk(y) =
C

2

{
λ3
k sinλyk
cosλk

+ λ2
k (δ(y − 1)− δ(y + 1))− (δ′′(y − 1)− δ′′(y + 1))

}
,

xk(y) =
−C
4

{
λ2
k cosλyk
cosλk

+ (δ′(y − 1)− δ′(y + 1))

}
, (17)

yk(y) =
C

4

{
λ4
k cosλyk
cosλk

− λ2
k (δ′(y − 1)− δ′(y + 1)) + (δ′′′(y − 1)− δ′′′(y + 1))

}
,
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tk(y) =
C

4

{
λ3
k sinλyk
cosλk

+ λ2
k (δ(y − 1)− δ(y + 1))− (δ′′(y − 1)− δ′′(y + 1))

}
.

Формулы (17) строятся так. Построим, например, функцию uk(y). Примем в первой фор-
муле (11) λ = 2m+1

2 π = qm (m = 1, 2, ...). Тогда получим

+∞∫
−∞

U(qm, y)uk(y)dy =
qmL(qm)

(qm)2 − λ2
k

или

1 + ν

4
(−1)m

+∞∫
−∞

cos(qmy)uk(y)dy =
Cq5

m(1 + ν)

4(q2
m − λ2

k)
.

Откуда

+∞∫
−∞

cos(qmy)uk(y)dy =
(−1)mCq5

m

q2
m − λ2

k

.

Зная, что функции uk(y) финитны, с носителем на (−1, 1) и, следовательно, интеграл бе-
рется в пределах от −1 до 1, их легко подобрать.

Рассмотрим примеры разложений Лагранжа по всем функциям Фадля – Папковича (9).
Пусть, например, нужно найти коэффициенты ak, ak разложения в ряд Лагранжа по системе
функций {U(λk, y)}∞k=1

U(y) =

∞∑
k=1

akU(λk, y) + akU(λk, y). (18)

Умножая обе части равенства (18) на Um(y) (m = 1, 2, ...) и интегрируя по y от −∞ до
+∞, получим

+∞∫
−∞

U(y)Um(y)dy =

∞∑
k=1

ak

+∞∫
−∞

U(λk, y)Um(y)dy + ak

+∞∫
−∞

U(λk, y)Um(y)dy. (19)

Обозначим um значение интеграла слева

um =

+∞∫
−∞

U(y)Um(y)dy.

В интегралах, стоящих справа, и не существующих для комплексных λk, интегрирование
справа нужно заменить интегрированием по Т-образному контуру, фигурирующему в фор-
мулах (12) и (13). В соответствии с соотношениями биортогональности, из (19) получим

um = am
L′(λm)

2
(m = 1, 2, ...).

Откуда

am =
2um
L′(λm)

(m = 1, 2, ...). (20)

Аналогично находятся коэффициенты разложений ak по другим системам функций Фадля
– Папковича.
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Окончательно получим такие разложения в ряды Лагранжа по функциям Фадля – Пап-
ковича:

U(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2uk
L′(λk)

U(λk, y)

}
,

V (y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkvk
L′(λk)

V (λk, y)

}
,

σx(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkxk
L′(λk)

σx(λk, y)

}
, (21)

σy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

λkL′(λk)
σy(λk, y)

}
,

τxy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tk

L′(λk)
τxy(λk, y)

}
.

Здесь U(y), V (y), σx(y), σy(y)и τxy(y) – раскладываемые функции, заданные на отрезке
[−1, 1], а числа uk, vk, xk, yk и tk находятся как интегралы:

uk =

+∞∫
−∞

U(y)Uk(y)dy,

vk =

+∞∫
−∞

V (y)Vk(y)dy,

xk =

+∞∫
−∞

σx(y)Xk(y)dy, (22)

yk =

+∞∫
−∞

σy(y)Yk(y)dy,

tk =

+∞∫
−∞

τxy(y)Tk(y)dy.

Из формул (22) видно, что для определения чисел uk, vk, и т. д. раскладываемые функции,
первоначально определенные при y ∈ [−1, 1], нужно каким-то образом продолжить вне этого
отрезка. В зависимости от того, как выполнено это продолжение, числа uk, vk и т. д. будут
разными. Несмотря на это, ряды Лагранжа (21) будут сходиться к своим функциям при y ∈
(−1, 1) независимо от способа продолжения. Неединственность разложений в ряды Лагранжа
по функциям Фадля – Папковича – их характерное свойство [3], [4].

Если в формулах (22) раскладываемыми функциями являются порождающие функции,
т. е. U(y) = U(t, y), V (y) = V (t, y) и т. д., где t – вещественный параметр, то, в соответствии
с формулами (11), будем иметь:

uk =
tL(t)

t2 − λ2
k

,

vk =
L(t)

t2 − λ2
k

,
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xk =
L(t)

t2 − λ2
k

, (23)

yk =
t2L(t)

t2 − λ2
k

,

τk =
tL(t)

t2 − λ2
k

.

Подставляя (23) в (21), получим следующие разложения, справедливые, в общем случае,
при (|y| < 1):

U(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
U(λk, y)

}
,

V (t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
V (λk, y)

}
,

σx(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
σx (λk, y)

}
, (24)

σy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t2L(t)

λkL′(λk)(t2 − λ2
k)
σy (λk, y)

}
,

τxy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2tL(t)

L′(λk)(t2 − λ2
k)
τxy (λk, y)

}
.

На рис. 2–6 показаны графики раскладываемых функций (пунктир) и соответствующие
им ряды Лагранжа (24) (сплошные кривые) для t = π и при C = 4.

Рис. 2

Если в формулах (24) перейти к пределу при t→ 0, то можно получить:

ν + 1

4
(y2 − 1) =

∞∑
k=1

2Re

{
2

λ2
kL
′(λ

)
k

U(λ,ky)

}
,
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Рис. 3

Рис. 4

ν − 1

2
y =

∞∑
k=1

2Re

{
−2

λkL′(λk)
V (λk, y)

}
,

ν =

∞∑
k=1

2Re

{
−2

λkL′(λk)
σx(λk, y)

}
,

νy =

∞∑
k=1

2Re

{
2

λ2
kL
′(λk)

τxy(λk, y)

}
.

В том случае, когда раскладываемые функции, стоящие в левых частях формул (21) и
первоначально заданные на отрезке [−1, 1] продолжаются периодически вне отрезка [−1, 1] с
периодом, равным 4, для чисел uk, vk, и т. д. получаются такие формулы:

uk =

+1∫
−1

U(y)uk(y)dy,
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Рис. 5

Рис. 6

vk =

+1∫
−1

V (y)vk(y)dy,

xk =

+1∫
−1

σx(y)xk(y)dy, (25)

yk =

+1∫
−1

σy(y)yk(y)dy,

tk =

+1∫
−1

τxy(y)tk(y)dy.
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Ниже даны примеры разложений с использованием формул (23).
Пусть U(y) = y2 − 1. По первой формуле (25) находим

uk =
2Cλk(λk cosλk − sinλk)

cosλk
. (26)

Искомое разложение будет таким

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2uk
L′(λk)

U (λk, y)

}
. (27)

Точно так же получаются разложения:

y3 =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkvk
L′(λk)

V (λk, y)

}
,

(y2 − 1)2 =

∞∑
k=1

2Re

{
2λkxk
L′(λk)

σx (λk, y)

}
, (28)

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

λkL′(λk)
σy (λk, y)

}
,

y3 =

∞∑
k=1

2Re

{
2tk

L′(λk)
τxy (λk, y)

}
,

в которых числа

vk =
3C(2 cosλk − 2 sinλk + λk sinλk)

λk cosλk
,

xk = C

(
4λ2

k sinλk + 12λk cosλk − 12 sinλk
λ3
k cosλk

)
, (29)

yk = C
λk(λk cosλk − sinλk)

cosλk
,

tk =
C(2λ2

k cosλk − 12 cosλk + 6 sinλk − 3λk sinλk)

2λk cosλk
.
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THE LAGRANGE EXPANSIONS IN THE PERIODIC PROBLEM FOR THE
SEMI-STRIP WITH BENDING STIFFNESS RIBS

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The examples of Lagrange expansions on the Fadle-Papkovich functions for the
periodic problem of the half-strip are constructed. The longitudinal sides of the semi-strip have
the bendingstiffness ribs.
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Л. С. Козлова, Б. Г. Миронов, М. В. Михайлова

К ВОПРОСУ О КРУЧЕНИИ СТЕРЖНЕЙ, НАХОДЯЩИХСЯ ПОД
ДЕЙСТВИЕМ ДАВЛЕНИЯ, МЕНЯЮЩЕГОСЯ ВДОЛЬ ОБРАЗУЮЩЕЙ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. В работе исследуется задача о предельном состоянии призматических стержней
при кручении. Предполагается, что стержень находится под давлением, линейно меняющимся
вдоль образующей. Определено напряженно-деформированное состояние стержня, построено
поле характеристик.

Ключевые слова: кручение, напряжение, деформация, стержень, давление,
характеристики.

УДК: 539.375

1. Введение. В работах [1], [2], [3] рассмотрено кручение изотропных цилиндрических
и призматических стержней в случае, когда боковая поверхность стержней свободна от ка-
сательных нагрузок, а также в случае, когда боковая поверхность стержня находится под
действием внешнего переменного давления.

В настоящей работе рассматривается предельное состояние призматических стержней, на-
ходящихся под давлением, линейно меняющимся вдоль образующей.

2. Постановка задачи. Рассматривается призматический стержень, ориентированный
в декартовой системе координат xyz, образующие которого направлены параллельно оси z.
Предполагается, что стержень закручивается вокруг своей оси (фиг. 1).

Пусть напряженное состояние, возникающее в стержне, характеризуется условием пла-
стичности Мизеса

(σx − σy)
2

+ (σy − σz)2
+ (σz − σx)

2
+ 6

(
τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz

)
= 6. (1)

К соотношению (1) присоединим три уравнения равновесия:

∂σx/∂x+ ∂τxy/∂y + ∂τxz/∂z = 0,
∂τxy/∂x+ ∂σy/∂y + ∂τyz/∂z = 0,
∂τxz/∂x+ ∂τyz/∂y + ∂σz/∂z = 0.

(2)

Система соотношений (1), (2) является статически неопределимой.
3. Построение решения. Предположим, что

σx = σy = σz = −λz + c, τxy = 0, τyz = τyz (x, y) , τxz = τxz (x, y) (3)
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Фиг. 1

λ = const, с = const.

Согласно (3) из (1) и (2) получим

∂τxz/∂x+ ∂τyz/∂y = λ, τ2
yz + τ2

xz = 1. (4)

Положим

τxz = cosϕ, τyz = sinϕ. (5)
Подставляя выражения (5) в первое уравнение (4), имеем

− sinϕ∂ϕ/∂x+ cosϕ∂ϕ/∂y = λ. (6)

Система уравнений для определения характеристик (6) имеет вид

−dx/sinϕ = dy/cosϕ = dϕ/λ. (7)

Из системы (7) следует

λx = cosϕ+ c1, λy = sinϕ+ c2. (8)
Исключая из (8) ϕ, получим уравнения характеристик соотношения (6)

(x− c1/λ)
2

+ (y − c2/λ)
2

= 1
/
λ2. (9)

Обозначим через L контур поперечного сечения стержня в плоскости ху (z=const).
Пусть (x0, y0) ∈ L и ϕ (x0, y0) = ϕ0. Тогда из (8) следует
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λx0 = cosϕ0 + c1, λy0 = sinϕ0 + c2. (10)
С учетом (10) из (9) получим (фиг. 2):

(x− x′)2
+ (y − y′)2

= 1
/
λ2, x′ = x0 − cos ϕ0/λ, y

′ = y0 − sinϕ0/λ. (11)

Фиг. 2

Пусть τ = τxzi+τyzj – вектор касательного напряжения, где i, j – единичные векторы вдоль
осей х и у. Согласно (5):

τyz/τxz = tgϕ, (12)

т. е. ϕ – угол наклона касательного напряжения τ к оси х. Из (7) следует, что вдоль харак-
теристик (11):

dy/dx = −ctgϕ (13)
Следовательно, вектор касательного напряжения τ всегда направлен ортогонально к ха-

рактеристике.
Предположим, что боковая поверхность стержня свободна от касательных усилий. Следо-

вательно, вектор касательного напряжения τ во всех точках контура L направлен по каса-
тельной к ней.

Таким образом, характеристики уравнения (6) в плоскости ху есть окружности радиуса
1/|λ|, причем центры этих окружностей расположены на касательных к контуру L и рассто-

янии 1/|λ| от точки касания.
Согласно (8) и (10) из (7) имеем

τxz = cosϕ0 + λ (x− x0) , τyz = sinϕ0 + λ (y − y0) , (14)
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где ϕ0 – угол, образованный касательной к контуру L в точке (x0, y0) и осью x.
Рассмотрим кручение призматического стержня, контур поперечного сечения которого

обозначим L. В тех случаях, когда через данную точку сечения могут проходить две и более
характеристики, имеет место линия разрыва напряжений. Рассмотрим соотношения на ли-
нии l разрыва напряжений. Разложим вектор касательного напряжения τ на линии разрыва
напряжений на две составляющие τiz и τnz, направленные соответственно по касательной и
нормали к ней.

Пусть γ – угол, образованный касательной к линии разрыва напряжений и осью х. Тогда

τiz = τxz cos γ + τyz sin γ, τnz = τxz sin γ − τyz cos γ. (15)
Согласно (5) из (15) имеем

τiz = cos (ϕ− γ) , τnz = − sin (ϕ− γ) . (16)
Припишем компонентам слева от линии разрыва напряжений верхний индекс “плюс” и

справа от линии разрыва напряжений – индекс “минус”. Из равенства τ+
nz = τ−nz нормальных

к линии разрыва напряжений получим

sin
(
ϕ+ − γ

)
= sin

(
ϕ− − γ

)
. (17)

Из (17) имеем

dy/dx = −ctg1/2
(
ϕ+ + ϕ−

)
, (18)

где dy/dx = tgγ. Таким образом, для определения линии разрыва напряжений имеет место
дифференциальное уравнение (18).

Рассмотрим случай, когда контур поперечного сечения L стержня образует произвольный
угол θ, одна из сторон которого совпадает с отрицательной осью Ox и с вершиной в нача-
ле координат. Для определения напряженного состояния необходимо найти линию разрыва
напряжений, которая согласно (18) имеет вид

dy/dx =
x/2 sin 2θ − y sin2 θ + sin θ ·

√
1
/
λ2 − (x sin θ + y cos θ)

2

x sin2 θ + y/2 sin 2θ −
√

1
/
λ2 − y2 − cos θ ·

√
1
/
λ2 − (x sin θ + y cos θ)

2
. (19)

В этом случае линия разрыва напряжений l выходит из вершины этого угла и, согласно
(19) ее уравнение имеет вид

x2/
2 sin 2θ − 2xy sin2 θ − y2/

2 sin 2θ +

[
(x sin θ + y cos θ)

√
1
/
λ2 − (x sin θ + y cos θ)

2
+

+1
/
λ2 arcsinλ (x sin θ + y cos θ) + y

√
1
/
λ2 − y2 + 1

/
λ2 arcsinλy

]
= 0.

(20)

В случае, когда θ = π/3, имеем

dy/dx =

(√
3x− 3y

)
· λ+

√
12− 3λ2 ·

(√
3x+ y

)2
(
3x+

√
3y
)
· λ− 4

√
1− λ2y2 −

√
4− λ2 ·

(√
3x+ y

)2 . (21)

Уравнение линии разрыва следующее:

√
3x2
/

4− 3/2xy −
√

3y2
/

4 +
(√

3x
/

2 + y/2

)
·
√

1
/
λ2 −

(√
3x
/

2 + y/2

)2

+

+1
/
λ2 arcsinλ

(√
3x
/

2 + y/2

)
+ y

√
1
/
λ2 − y2 + 1

/
λ2 arcsinλy = 0. (22)
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На фиг. 3 построено поле характеристик и линия разрыва напряжений. На отрезке ВС ка-
сательное напряжение не сопрягается. Следовательно, вдоль отрезка ВС необходимо предпо-
ложить наличие щели. Вектор касательного напряжения τ направлен ортогонально к левому
берегу щели по образующей стержня. Аналогично нормальная составляющая вектора каса-
тельного напряжения τ к правому берегу щели направлена по образующей стержня вглубь
щели. Решение не может быть продолжено за огибающие характеристик ABD, вдоль этих
линий действуют касательные напряжения, направленные вдоль оси z, уравновешивающие
перепад давления σz.

Фиг. 3

В случае, когда θ = π/2, имеем

dy/dx =
−y +

√
1
/
λ2 − x2

x−
√

1
/
λ2 − y2

. (23)

Уравнение линии разрыва таково:

x

√
1
/
λ2 − x2 + y

√
1
/
λ2 − y2 + 1

/
λ2 (arcsinλx+ arcsinλy)− 2xy = 0. (24)

На фиг. 4 построено поле характеристик и линия разрыва напряжений.

В случае, когда θ = 2π/3, имеем

dy/dx =
−
(√

3x+ 3y
)
· λ+

√
12− 3λ2 ·

(√
3x− y

)2
(
3x−

√
3y
)
· λ− 4

√
1− λ2y2 +

√
4− λ2 ·

(√
3x− y

)2 . (25)

Уравнение линии разрыва следующее:

−
√

3x2
/

4− 3/2xy +
√

3y2
/

4 +
(√

3x
/

2− y/2
)
·
√

1
/
λ2 −

(√
3x
/

2− y/2
)2

+

+1
/
λ2 arcsinλ

(√
3x
/

2− y/2
)

+ y

√
1
/
λ2 − y2 + 1

/
λ2 arcsinλy = 0. (26)

На фиг. 5 построено поле характеристик и линия разрыва напряжений.
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Фиг. 4

Фиг. 5

Рассмотрим случай, когда контур поперечного сечения L стержня – квадрат, сторона ко-
торого равна 2a. Характеристики уравнения (6) в плоскости ху− окружности радиуса 1/|λ|.

Расположение характеристик и линий разрыва напряжений в случае, когда радиус окруж-
ности 1/|λ| меньше a, приведено на фиг. 6.

На отрезках A1A2, B1B2, C1C2, D1D2 касательное напряжение не спрягается. Следова-
тельно, вдоль них необходимо предположить наличие щели. Вектор касательного напряже-
ния τ направлен ортогонально к правому берегу щели по образующей стержня. Аналогично
нормальная составляющая вектора касательного напряжения τ к левому берегу щели направ-
лена по образующей стержня вглубь щели. Решение не может быть продолжено за огибающие
характеристик A1B1, B1C1, C1D1 и A1D1. Вдоль этих линий действуют касательные напря-
жения, направленные вдоль оси z, уравновешивающие перепад давления σz.
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Случай, когда радиус окружности 1/|λ| равен a, представлен на фиг. 7. Кривые
AA2, BB2, CC2, DD2 − линии разрыва напряжений.

Фиг. 6

Фиг. 7
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На отрезках OA2, OB2, OC2, OD2 касательное напряжение не спрягается. Вдоль них
предполагается наличие щели. Вектор касательного напряжения τ направлен ортогонально
к правому берегу щели по образующей стержня. Аналогично нормальная составляющая век-
тора касательного напряжения τ к левому берегу щели направлена по образующей стержня
вглубь щели.

В предельном случае, при 1/|λ| → +∞, характеристики переходят в прямые, ортогональные
контуру.

Линии разрыва напряжений принимают предельное положение в виде отрезков
OA, OB, OC, OD (фиг. 8).

Фиг. 8

Деформированное состояние стержня определим из соотношений ассоциированного закона
пластического течения. Из условия экстремума функционала

A = εxσx + εyσy + εzσz + 2 (εxyτxy + εyzτyz + εxzτxz)−

−µ
(

(σx − σy)
2

+ (σy − σz)2
+ (σz − σx)

2
+ 6

(
τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz

)
− 6
)

(27)
имеем:

εx = 2µ (2σx − σy − σz) , εxy = 6µτxy,

εy = 2µ (−σx + 2σy − σz) , εyz = 6µτyz, (28)
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εz = 2µ (−σx − σy + 2σz) , εxz = 6µτxz.

Согласно (3), из (27) и (28) получим

εx = εy = εz = εxy = 0, εyzτxz = εxzτyz. (29)
Считая деформации настолько малыми, что изменениями геометрии тела можно прене-

бречь, имеем, что при кручении напряжения в данной точке остаются постоянными по ве-
личине и направлению. В этом случае соотношения ассоциированного закона течения инте-
грируются. Так как в начальный момент закручивания все компоненты деформации равны
нулю, то из (29) получим

ex = ey = ez = exy = 0, eyzτxz = exzτyz, (30)
где eij – компоненты деформации в декартовой системе координат.

Используя соотношения связи между компонентами деформаций и компонентами переме-
щений, из (30) имеем:

∂u/∂x = ∂v/∂y = ∂w/∂z,
∂u/∂y + ∂v/∂x = 0, (31)(

∂v/∂z + ∂w/∂y

)
cosϕ =

(
∂u/∂z + ∂w/∂x

)
sinϕ. (32)

Удовлетворим соотношениям (31), полагая

u = ρyz, v = −ρxz, w = w (x, y) , ρ = const. (33)
С учетом (33) из (32) следует

−∂w/∂x sinϕ+ ∂w/∂y cosϕ = ρ (y sinϕ+ x cosϕ) . (34)

Система уравнений для определения характеристик соотношения (34) имеет вид

−dx/sinϕ = dy/cosϕ = dw/ρ (y sinϕ+ x cosϕ). (35)

Из (35) вытекает, что характеристики уравнений (6) и (34) совпадают. Согласно (8) из (35)
получим

dw/dϕ = ρ
/
λ2 (1 + c1 sinϕ+ c2 cosϕ) . (36)

Отсюда следует

w = ρ
/
λ2 (ϕ− c1 cos ϕ+ c2 sinϕ) + с, (37)

где с – постоянная, своя вдоль каждой характеристики.
Учитывая (8) и (10), из (37) вдоль характеристики имеем

w = ρ
(
ϕ0
/
λ2 +

(
y − y0 + sinϕ0/λ

)(
y0 − sinϕ0/λ

)
−

− (x− x0 + cosϕ0/λ) (x0 − cosϕ0/λ)) + c. (38)
Постоянная c определяется из граничных условий для перемещения w. Рассматривая ли-

нию разрыва напряжений l как предельное положение жесткого слоя, положим деформацию
сдвига на этих линиях равной нулю. Тогда получим

2exz = ∂w/∂x+ ρy = 0, 2eyz = ∂w/∂y − ρx = 0. (39)

Согласно (39) вдоль линии разрыва напряжений имеем
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dw = ρ (−ydx+ xdy) . (40)
Так как w определяется с точностью до жесткого перемещения, то, принимая в какой-

нибудь точке линии разрыва напряжений w = 0 и интегрируя (39) вдоль линии разрыва
напряжений, находим значение w во всех точках линии разрыва напряжений, а, следователь-
но, можем определить константу с для каждой характеристики.
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ON THE TORSION BARS UNDER THE PRESSURE, CHANGING ALONG THE
GENERATRIX

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. In this paper we study the problem of the limit state prismatic bars with torsion. It
is assumed that the rod is under pressure varying linearly along the generator. Determined the
stress-strain state of the rod, built field characteristics.
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Б. Г. Миронов, Т. В. Митрофанова

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ТРАНСЛЯЦИОННО АНИЗОТРОПНЫХ
СТЕРЖНЕЙ ПРИ КРУЧЕНИИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева

Аннотация. Рассматриваются соотношения теории трансляционной анизотропии при кру-
чении. Исследованы напряженное и деформированное состояния тела. Исходные уравнения
проинтегрированы. Получено поле характеристик. Показано, что характеристики являются
прямыми линиями, вдоль которых касательные напряжения сохраняют постоянное значение.
Определены компоненты перемещения.

Ключевые слова: напряжение, деформация, идеальная пластичность, кручение, трансля-
ционная анизотропия.

УДК: 539.374

Введение. В работах [1], [2] рассмотрено кручение изотропных цилиндрических и призма-
тических стержней в случае, когда боковая поверхность стержней свободна от касательных
нагрузок, а также в случае, когда боковая поверхность стержня находится под действием
внешнего переменного давления. В работах [1], [3] исследовано кручение анизотропных ци-
линдрических и призматических стержней. В работе [4] рассмотрено предельное состояние
сектора анизотропного кругового кольца при кручении.

В настоящей работе рассматривается предельное состояние трансляционно анизотропных
тел в случае кручения.

Постановка задачи. Исследуется предельное состояние тела в случае трансляционной
идеальнопластической анизотропии. Рассмотривается анизотропный призматический или ци-
линдрический стержень, ориентированный в прямоугольной системе координат xyz, причем
образующие стержня направлены параллельно оси z. Стержень закручивается вокруг своей
оси.

Предполагается, что предельное условие для напряжения в случае трансляционной анизо-
тропии имеет вид

(τxz − k1)
2

+ (τyz − k2)
2

= k2, (1)
где τxz, τyz – касательные напряжения, k1, k2, k − const, k2

1 + k2
2 < k2.

Компоненты напряжения удовлетворяют условию

σx = σy = σz = τxy = 0, (2)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (3)
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Построение решения. Перейдем к безразмерным величинам и отнесем все величины,
имеющие размерность напряжений к величине k. Сохраним обозначения для τxz, τyz, k1, k2.
Условие (1) примет вид

(τxz − k1)
2

+ (τyz − k2)
2

= 1, (4)
где k2

1 + k2
2 < 1.

На рис. 1 показана предельная кривая, соответсвующая условию (4). Центр окружности
(4) смещен в точку О1 (k1, k2) (рис. 1).

Рис. 1

Соотношение (4) перепишем в виде

τ2
xz + τ2

yz − 2 (k1τxz + k2τyz)− T 2 = 0, (5)
где

T 2 = 1− k2
1 − k2

2, T − const. (6)
Положим

τxz = k(θ) cos θ, τyz = k(θ) sin θ,
τyz
τxz

= tgθ. (7)

Из (5), (7) найдем

k2(θ)− 2k(θ) (k1 cos θ + k2 sin θ)− T 2 = 0. (8)
В дальнейшем положим

ρ =
√
k2

1 + k2
2,

k1

ρ
= cosµ,

k2

ρ
= sinµ, tgµ =

k2

k1
. (9)

Из (6) следует

ρ < 1. (10)



134 Б. Г. МИРОНОВ, Т. В. МИТРОФАНОВА

Согласно (9) соотношение (8) примет вид

k2(θ)− 2k(θ)ρ cos(θ − µ)− T 2 = 0, T 2 = 1− ρ2. (11)
Из (11) найдем

k(θ)1, 2 = ρ cos(θ − µ)±
√

1− ρ2 sin2(θ − µ), (12)
где всегда √

1− ρ2 sin2 (θ − µ) ≥ ρ cos (θ − µ) . (13)
Исходя из неравенств (10) и (13), в (12) следует ограничиться верхним знаком, так как

предел текучести k(θ) не может принимать отрицательное значение.
Таким образом, получим

k(θ) = ρ cos (θ − µ) +

√
1− ρ2 sin2 (θ − µ). (14)

На рис. 2 показана зависимость k = k (θ) от угла θ согласно соотношению (14) при различ-
ных k1, k2.

Рис. 2

Из уравнения равновесия (3) и выражений (7) получим

(k′ cos θ − k(θ) sin θ)
∂θ

∂x
+ (k′ sin θ + k(θ) cos θ)

∂θ

∂y
= 0, k′ =

dk

dθ
, (15)
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где, согласно (14),

k′(θ) =
dk

dθ
= −ρ sin(θ − µ)−

√
2

2

ρ2 sin 2 (θ − µ)√
2− ρ2 (1− cos 2 (θ − µ))

. (16)

Уравнения характеристик соотношения (15) имеют вид

y =
k′ sin θ + k(θ) cos θ

k′ cos θ − k(θ) sin θ
x+ C (θ) , (17)

где вдоль каждой из характеристик θ − const.
Обозначим

k′√
k′2 + k2

= cosα,
k√

k′2 + k2
= sinα. (18)

Тогда из (17) и (18) следует

y = tg(θ + α)x+ C (θ) , (19)

где α – угол между характеристикой и вектором касательного напряжения.
Рассмотрим контур L стержня, в плоскости поперечного сечения xy (рис. 3).

Рис. 3

Если боковая поверхность стержня свободна от усилий, то результирующее касательное
напряжение τ =

√
τ2
xz + τ2

yz должно быть направлено по касательной к контуру L. В точке
А контура L (рис. 3) известны координаты xA, yA для характеристики (17), проходящей че-
рез точку А, и угол θA, следовательно из (17) может быть определена константа C = CА.
Таким образом, характеристика АВ (17), показанная на рис. 3, – прямая, проходящая через
точку А, определена. Вдоль характеристики, согласно (7), (12), касатательное напряжение
τ =

√
τ2
xz + τ2

yz = k(θ) постоянно и полностью определено по величине и направлению. В
случаях, когда через данную точку сечения могут проходить две и более характеристик, воз-
никает неопределенность в определении напряжений, которая устраняется введением линии
разрыва. По процедуре решения, если в этом есть необходимость, строятся линии разрыва
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напряжений, причем линия разрыва напряжений проходит по биссектрисе между пересека-
ющимися характеристиками.

Определим деформированное состояние тела. Из соотношений ассоциированного закона
пластического течения получим

εx = εy = εz = εxy = 0,

2εxz = λ
(

2τxz − 2kk′ ∂θ∂τxz

)
,

2εyz = λ
(

2τyz − 2kk′ ∂θ∂τyz

)
, k′ = dk

dθ .

(20)

где εij – компоненты тензора скоростей деформации.
Согласно (4), из двух последних соотношений (20) следует

εxz

(
τyz −

k′

k
τxz

)
= εyx

(
τxz +

k′

k
τyz

)
. (21)

В случае малых деформаций в соотношениях (21) возможен переход от компонент скоро-
стей деформаций εij к компонентам деформации eij :

ex = ey = ez = exy = 0,

exz

(
τyz − k′

k τxz

)
= eyz

(
τxz − k′

k τyz

)
.

(22)

Из (22) следует (
∂w
∂x + ∂u

∂z

) (
τyz − k′

k τxz

)
=
(
∂w
∂x + ∂υ

∂z

) (
τxz + k′

k τyz

)
,

∂u
∂x = ∂υ

∂y = ∂w
∂z = 0, ∂u

∂y + ∂υ
∂x = 0

(23)

где u, υ, w – компоненты перемещения вдоль осей x, y, zсоответственно.
Удовлетворим уравнениям (23), полагая

u = χyz, υ = −χxz, w = w(x, y), (24)
где χ – крутка.

Выражения (24) означают, что каждое сечение тела поворачивается как жесткое целое на
угол χ и депланирует вдоль оси z на величину w.

Для определения функции w, определяющей депланацию сечения, воспользуемся уравне-
ниями (23), (24) и (4). Получим(

∂w

∂x
+ χy

)
(k sin θ − k′ cos θ) =

(
∂w

∂y
− χx

)
(k cos θ + k′ sin θ) . (25)

Из (25) имеем

∂w
∂x (−k sin θ + k′ cos θ) + ∂w

∂y (k cos θ + k′ sin θ) =

= χ [y (k sin θ − k′ cos θ) + x (k cos θ + k′ sin θ)] .
(26)

Соответствующие уравнения для определения характеристик имеют вид

dx
−k sin θ+k′ cos θ = dy

k cos θ+k′ cos θ =

= dw
χ[y(k sin θ−k′ cos θ)+x(k cos θ+k′ sin θ)] .

(27)

Из уравнения (27) видно, что характеристики уравнения (26) совпадают с характеристи-
ками поля напряжений (17).

Найдем условие на характеристиках. Обозначим через ds элемент характеристики. Тогда
вдоль характеристики имеем

dw

ds
= χ [y (k sin θ − k′ cos θ) + x (k cos θ + k′ sin θ)] . (28)
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С учетом выражения (27) получим

dw

ds
= χ с(θ) (k sin θ − k′ cos θ) , (29)

где с(θ) постоянно для данной характеристики и зависит от θ.
Отсюда следует

dw =

∫
χ с(θ) (k sin θ − k′ cos θ) ds+ c1, (30)

где c1 – постоянная, своя вдоль каждой характеристики.
Постоянная c1 определяется из граничных условий для перемещения w. Рассматривая ли-

нию разрыва напряжений как предельное положение жесткого слоя, положим деформацию
сдвига на этих линиях равной нулю. Тогда получим

2exz =
∂w

∂x
+ χy = 0, 2exz =

∂w

∂x
+ χy = 0. (31)

Согласно (31), вдоль линии разрыва имеет место соотношение

dw = χ (−ydx+ xdy) . (32)
Так как w определяется с точностью до жесткого перемещения, то, принимая в какой-

нибудь точке линии разрыва w = 0 и интегрируя (32) вдоль линии разрыва, положение кото-
рой известно, находим значение w во всех точках линии разрыва, следовательно, константа
c1 для каждой характеристики будет известна.

Заключение. Из работы следует, что характеристики соотношений, описывающих как
напряженное, так и деформированное состояние тела совпадают. При этом характеристики
являются прямыми линиями, вдоль которых касательное напряжение сохраняет постоянное
значение.
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Abstract. Discusses the relation between theory translational anisotropy torsion. Investigated
stress and strain state of the solids. Initial equations integrated. Obtained field characteristics.
Shown that the characteristics are straight lines along which the shear stresses remain constant.
The components of the displacement.
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Серия: Механика предельного состояния. 2014. №1 (19). С. 140–144

А.В.Балашникова

К ВОПРОСУ О СЖАТИИ ПРОСТРАНСТВЕННОГО АНИЗОТРОПНОГО
ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОГО СЛОЯ

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. В работе рассматривается предельное состояние слоя из идеальнопластического
материала при трансляционной анизотропии, сжатого параллельными шероховатыми плита-
ми.

Ключевые слова: сжатие, слой, идеальная пластичность, трансляционная анизотропия.

УДК: 539.374

Рассмотрим сжатие идеальнопластического слоя параллельными жесткими шероховатыми
плитами при условии пластичности Мизеса.

Запишем уравнения равновесия

∂σx
∂x +

∂τxy
∂y + ∂τxz

∂z = 0,
∂τxy
∂x +

∂σy
∂y +

∂τyz
∂z = 0,

∂τxz
∂x +

∂τyz
∂y + ∂σz

∂z = 0.

(1)

Условие пластичности запишем в виде

A (σx − σy)
2

+B (σy − σz)2
+ C (σz − σx)

2
+ 6

[
Dτ2

xy + Fτ2
yz + Eτ2

xz

]
= 6k2

0, (2)

где σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz – компоненты напряжения, A,B,C,D, F,E, k0−const, определяющие
предел текучести и параметры анизотропии.

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам, все величины, имеющие размерность
напряжений, отнесем к величине предела текучести k0 и сохраним обозначения напряже-
ний σij .

Условие пластичности (2) примет вид

A (σx − σy)
2

+B (σy − σz)2
+ C (σz − σx)

2
+ 6

[
Dτ2

xy + Fτ2
yz + Eτ2

xz

]
= 6. (3)

Соотношения связи между напряжениями и скоростями деформаций согласно ассоцииро-
ванному закону течения, имеют вид
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εx = 2λ · (А (σx − σy)− C (σz − σх)) ,
εy = 2λ · (−А (σx − σy) + В (σу − σz)) ,
εz = 2λ · (−В (σу − σz) + C (σz − σх)) ,
εxy = 6λ ·Dτxy,
εyz = 6λ · Fτyz,
εxz = 6λ · Eτxz,

(4)

где εx, εy, εz, εxy, εyz, εxz - компоненты скорости деформации.
Из (4) следует условие несжимаемости

εx + εy + εz = 0. (5)
Используя условие несжимаемости (5) из (4) выразим:

(σz − σх) = − (σх − σу)− (σy − σz) . (6)
Подставляя полученное выражение (6) в ассоциированный закон течения (4) найдем{

εx
2λ = (A+ C) (σx − σy) + C (σy − σz) ,
εy
2λ = −A (σx − σy) +B (σy − σz) .

(7)

Определитель данной системы (7) равен

∆ =

∣∣∣∣ A+ C C
−A B

∣∣∣∣ = AB +BC +AC.

Найдем решения системы (7):

(σx − σy) = ∆1

∆ =
Bεx−Cεy

2λ∆ ,

(σy − σz) = ∆2

∆ =
Aεx+(A+C)εy

2λ∆ ,

(σz − σx) = ∆3

∆ = − (A+B)εx+Aεy
2λ∆ ,

τxy =
εxy
6λ∆ , τyz =

εyz
6λ∆ , τxz = εxz

6λ∆ .

(8)

Полученное решение подставим в уравнение пластичности (2) и выразим λ:

6λ =
1

∆

√
3

2

[
A (Bεx − Cεy)

2
+B (Aεx + (A+ C) εy)

2
+ C ((A+B) εx +Aεy)

2
]

+Dε2
xy + Fε2

yz + Eε2
xz.

(9)
Имеют место формулы Коши

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z
, εxy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, εyz =

1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
,

εxz =
1

2

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(10)

где u, v, w - скорости перемещения.
Имеем

σ =
1

3
(σx + σy + σz) = σx +

1

3
((σy − σx) + (σz − σx)) . (11)

Используя (11) из (4) выразим напряжения через компоненты скорости деформации:

σx = σ + 1
6λ∆ ((A+ 2B) εx + (A− C) εy) ,

σy = σ + 1
6λ∆ ((A−B) εx + (A+ 2C) εy) ,

σz = σ + 1
6λ∆ (− (2A+B) εx − (2A+ C) εy) .

(12)
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Предположим, что все компоненты девиаторов напряжений и скорости деформации εij
зависят от z:

σ′ij = σij − δijσij = σ′ij (z) . (13)
Положим аналогично Прандтлю:

τxz = az, τyz = bz, (14)
где a, b− const.

Из (4), (14) следует

εxz · Fb = εyz · Ea. (15)
Согласно принятым предположениям уравнения равновесия (1) примут вид

∂σ

∂x
+ a = 0,

∂σ

∂y
+ b = 0,

∂σz
∂z

= 0,
∂σ

∂z
+

∂

∂z

(
− (2A+B) εx − (2A+ C) εy

6λ∆

)
= 0. (16)

Из (16) находим

σz = −ax− by + C, σ = −ax− by + C +
(2A+B) εx + (2A+ C) εy

6λ∆
, С− const. (17)

Условие несжимаемости (5), согласно (10), имеет вид

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (18)

Положим

u = m1x+ n1y + ϕ1 (z) ,
v = m2x+ n2y + ϕ2 (z) ,
w = m3x+ n3y + qz,

(19)

где mi, ni, q − const.
Согласно (10), (18) формулы Коши перепишем, учитывая предположение (14) получим

εx = m1, εy = n2, εz = q, εxy = 1
2 · (n1 +m2) ,

εyz = 1
2 ·
(
n3 + dϕ2

dz

)
, εxz = 1

2 ·
(
m3 + dϕ1

dz

)
,m1 + n2 + q = 0.

(20)

Для нахождения λ в соотношение (9) подставим полученные формулы Коши (20) и найдем:

λ =
1

∆

√
3

2

[
A (Bm1 − Cn2)

2
+B (Am1 + (A+ C)n2)

2
+ C ((A+B)m1 +An2)

2
]

+Dε2
xy + Fε2

yz + Eε2
xz.

(21)
Согласно (12), (15), (17), (20) получим

σx = σz + 3
6λ∆ [(A+B) εx +Aεy] = −ax− by + C + 3

6λ∆ [(A+B)m1 +An2] ,
σy = σz + 3

6λ∆ [Aεx + (A+ C) εy] = −ax− by + C + 3
6λ∆ [Am1 + (A+ C)n2] ,

τxy =
εxy
6λ∆ = 1

2 ·
n1+m2

6λ∆ ,
(σx − σy) = 3

6λ∆ [Bm1 − Cn2] , (σy − σz) = 3
6λ∆ [Am1 + (A+ C)n2] ,

(σz − σx) = − 3
6λ∆ [(A+B)m1 +An2] .

(22)

В условие пластичности (3) подставим предположение (14), полученные формулы для на-
пряжений (22) и найдем λ:

1

6λ
= Q ·

√
1− (Ea2 + Fb2) z2,
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Q =
∆√

3
2

[
A (Bm1 − Cn2)

2
+B (Am1 + (A+ C)n2)

2
+ C ((A+B)m1 +An2)

2
]

+ 1
4D (n1 +m2)

2

.

(23)
Обозначим толщину слоя 2h, предположим, что в некоторой точке x0y0 определено осред-

ненное давление

p =
1

2h

h∫
−h

σdz, p− const. (24)

Для нахождения константы С подставим полученные данные (16), (23), в формулу (24),
сделав преобразования, получим:

С = p+ ax0 + by0 − (2A+B)m1+(2A+C)n2

2h∆

h∫
−h

dz
6λ =

= p+ ax0 + by0 − (2A+B)m1+(2A+C)n2

h∆ Q

[√
1− (Ea2 + Fb2)h2 +

arcsin(h·
√
Ea2+Fb2)√

Ea2+Fb2

] (25)

Согласно (17), (23), (25) величина сдавливающего напряжения σz будет зависеть от харак-
тера деформирования плиты.
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