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Аннотация. Рассматривается задача о краевой трещине в двухслойном материале, нахо-
дящемся под воздействием внешней температуры. Определен коэффициент интенсивности
напряжений. Приведен анализ численного решения.

Ключевые слова: краевая трещина, уравнение Фредгольма второго рода, коэффициент
интенсивности напряжений.

УДК: 620.22-419.8:539.3(043)

Проблема прочности многослойных элементов конструкций и сооружений, в част-
ности тепловых воздействий, и необходимость ее практического решения вызывает
большой интерес многих исследователей к изучению процесса их деформирования и
разрушения. Одна из важнейших задач такого рода – исследование поведения трещин
в многослойных материалах с целью повышения прочности и эксплуатационной на-
дежности современных многослойных конструкций при экстремальных условиях их
работы.

При исследовании аналитических решений краевых задач многослойные матери-
алы представляют полосами разной толщины и разных упругих свойств. Для плос-
кой задачи теории упругости двухслойных материалов, находящихся под воздействи-
ем внешней температуры, общее решение строится с помощью метода Попковича-
Нейбера и интегральных преобразований Лапласа и Фурье[2],[5].

1. Многослойные материалы под воздействием внешней температуры.
Постановка задачи.

Будем рассматривать двухслойный материал. Предполагается, что две однородные
изотропные полосы жестко сцеплены вдоль плоскостей x = h1, x = H. Поверхность
двухслойного материала подвержена воздействию некоторой заданной температуры.
Предполагается, что материал каждого из слоев является термоупругим. Задача счи-
тается симметричной относительно плоскости y = 0. На бесконечности напряжения
отсутствуют, а смещения исчезают. Таким образом, приходим к следующей плоской
краевой задаче теории термоупругости для двухслойных материалов.

1. Начальные условия

Поступила 19.09.2011
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t = 0, Tj(x, y, 0) = 0. (1.1)

2. Граничные условия

x = 0, T1(0, y, t) = f(y, t), f(y, t) = T0 sinωt,
x = H, T2(H, y, t) = ϕ(y, t), ϕ(y, t) = 0;

(1.2)

x = h1, T1(h1, y, t) = T2(h1, y, t),

k1

(
∂T1(x,y,t)

∂x

)
x=h1

= k2

(
∂T2(x,y,t)

∂x

)
x=h1

;
(1.3)

v1(h1, y, t) = v2(h1, y, t),
u1(h1, y, t) = u2(h1, y, t);

(1.4)

(σx)1(h1, y, t) = (σx)2(h1, y, t),
(τxy)1(h1, y, t) = (τxy)2(h1, y, t).

(1.5)

3. Условия на бесконечности

0 ≤ x ≤ H, |y| → ∞, Tj(x, y, t)→ 0,
∂Tj(x,y,t)

∂y → 0,
∂T 2

j (x,y,t)

∂y2
→ 0;

(σx)j , (σy)j , (τxy)j → 0;
Ψj → 0, vj → 0, uj → 0.

(1.6)

Здесь kj – коэффициент теплопроводности j-го слоя, αj – коэффициент темпера-
туропроводности j-го слоя, T0 – амплитуда, являющаяся постоянной функцией, ω –
циклическая частота, Ψj – термоупругий потенциал перемещений.

Всюду в дальнейшем считается, что изменения функции Tj(x, y, t) во времени про-
исходят с достаточно малой скоростью, когда влиянием инерционных членов в урав-
нениях движения теории упругости можно пренебречь, рассматривая движение как
последовательность состояний равновесия (принцип Дюамеля) [4].

Решение данной задачи подробно рассмотрено в [1]. В частности, найдено нормаль-
ное напряжение

σy1(x, 0, t) = −2G1α1(1 + ν1)T0
1

I21 + I22
[(I1I4 − I2I3) cosωt+ (I1I3 + I2I4) sinωt]. (1.7)

Здесь

k =
k2
k1

√
a1
a2
, d1 =

√
2

2

√
ω

a2
(H − h1), d2 =

√
2

2

√
ω

a1
h1, d3 =

√
2

2

√
ω

a1
(h1 − x);

I1 =
1

2
[(k + 1) sh(d2 + d1) cos(d2 + d1) + (k − 1) sh(d2 − d1) cos(d2 − d1)],

I2 =
1

2
[(k + 1) ch(d2 + d1) sin(d2 + d1) + (k − 1) ch(d2 − d1) sin(d2 − d1)],

I3 =
1

2
[(k + 1) sh(d1 + d3) cos(d1 + d3) + (k − 1) sh(d1 − d3) cos(d1 − d3)],

I4 =
1

2
[(k + 1) ch(d1 + d3) sin(d1 + d3) + (k − 1) ch(d1 − d3) sin(d1 − d3)].
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Рис. 1

2. Краевая трещина в двухслойном материале, находящемся под воздей-
ствием внешней температуры. Постановка задачи.

Рассмотрим краевую задачу, аналогичную вышеприведенной, для двухслойного ма-
териала (n = 2; Gn+1 = 0, νn+1 = 0 – (n+ 1)-я среда отсутствует).

Пусть упругая полуплоскость x ≥ 0, составленная из различных материалов с упру-
гими свойствамиGk, νk (k = 1, 2), жестко сцепленных вдоль плоскостей x = h1, x = H,
содержит краевую трещину нормального разрыва.

Трещина перпендикулярна свободной от напряжений границе х=0 и границам раз-
дела слоев x = h1, x = H. К берегам трещины приложено заданное нормальное
напряжение σу1(x, 0, t) = −p(x, t) ≤ 0, (τxy)1(x, 0) = 0, x ∈ [0, l] (l < h1), где p(x, t)
интегрируемая на отрезке [0, l] функция, σу1(x, 0, t) определяется соотношением (1.7).

На бесконечности напряжения отсутствуют, а смещения исчезают.
Таким образом, приходим к симметричной относительно плоскости y = 0 краевой

задаче плоской теории упругости для двухслойных материалов с краевой трещиной
нормального разрыва, находящихся под воздействием внешней температуры.

Граничные условия

x = 0, |y| <∞ , (σx)1 = 0, (τxy)1 = 0, (2.1)

y = 0, x ∈ [0, l], σу1(x, 0, t) = −p(x, t) ≤ 0, (τxy)1 = 0, (2.2)

y = 0, x ∈ [l, h1], (τxy)1 = 0, (v)1 = 0, (2.3)

y = 0, x ∈ [h1, H], (τxy)2 = 0, (v)2 = 0, (2.4)

x = h1, |y| <∞, (σx)1 = (σx)2, (τxy)1 = (τxy)2,
(u)1 = (u)2, (v)1 = (v)2,

(2.5)

x = H, |y| <∞, (σx)2 = 0, (τxy)2 = 0. (2.6)

Условия на бесконечности

0 < x < h1, h1 < x < H,
|y| → ∞, hn < x→∞,

{(σx)k, (σy)k, (τxy)k} → 0(k = 1, ..., n+ 1),

{(u)k, (v)k} ∼ O(r−α) (r =
√
x2 + y2, α > 0).

(2.7)
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Условие на конце трещины (дополнительное условие к краевой задаче (2.1)– (2.7))
при y = 0, x→ l + 0 имеет вид √

2π(x− l)(σy)1 ∼ KI .

3.Решение краевой задачи
Учитывая симметрию задачи, рассматриваем область x ≥ 0, y ≥ 0. Решение зада-

чи в указанной области, согласно представлению Папковича-Нейбера перемещений и
напряжений через три гармонические функции, примет вид
при x ∈ [0, h1], y ≥ 0 (первая упругая среда: G1,ν1)

2G1(u)1(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

[(χ1A
(1)
1 − λB

(1)
0 − λxB

(1)
1 ) chλx+

+(χ1B
(1)
1 − λA

(1)
0 − λxA

(1)
1 ) shλx] cosλydλ+

+
√

2
π

∞∫
0

[ηy − (1− 2ν1)C
(1)
2 e−ηy] sin ηxdη,

(3.1)

2G1(v)1(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ[(A
(1)
0 + xA

(1)
1 ) chλx+ (B

(1)
0 + xB

(1)
1 ) shλx] sinλydλ+

+
√

2
π

∞∫
0

[ηy + 2(1− ν1)C(1)
2 e−ηy] cos ηxdη,

(3.2)

(σx)1(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ{[(2(1− ν1)B(1)
1 − λA

(1)
0 − λxA

(1)
1 ]

chλx+

+[(2(1− ν1)A(1)
1 − λB

(1)
0 − λxB

(1)
1 ] shλx} cosλydλ+

+
√

2
π

∞∫
0

η(ηy − 1)C
(1)
2 e−ηy] cos ηxdη,

(3.3)

(σy)1(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ[(λA
(1)
0 + 2ν1B

(1)
1 + λxA

(1)
1 ) chλx+

+(λB
(1)
0 + 2ν1A

(1)
1 + λxB

(1)
1 ) shλx] cosλydλ−

−
√

2
π

∞∫
0

η(ηy + 1)C
(1)
2 e−ηy] cos ηxdη,

(3.4)

(τxy)1(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ{[λB(1)
0 − (1− 2ν1)A

(1)
1 + λxB

(1)
1 ] chλx+

+[λA
(1)
0 − (1− 2ν1)B

(1)
1 + λxA

(1)
1 ] shλx} sinλydλ−

−
√

2
π

∞∫
0

η2yC
(1)
2 e−ηy] sin ηxdη;

(3.5)

при h1 ≤ x ≤ H, y ≥ 0 (вторая упругая среда: G2, ν2)

2G2(u)2(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

[(χ2A
(2)
1 − λB

(2)
0 − λ(x−H)B

(2)
1 ) chλ(x−H)+

+(χ2B
(2)
1 − λA

(2)
0 − λ(x−H)A

(2)
1 ) shλ(x−H)] cosλydλ,

(3.6)
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2G2(v)2(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ[(A
(2)
0 + (x−H)A

(2)
1 ) chλ(x−H)+

+(B
(2)
0 + xB

(2)
1 ) shλ(x−H)] sinλydλ,

(3.7)

(σx)2(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ{[(2(1− ν2)B(2)
1 − λA

(2)
0 − λ(x−H)A

(2)
1 ] chλ(x−H)+

+[(2(1− ν2)A(2)
1 − λB

(2)
0 − λ(x−H)B

(2)
1 ] shλ(x−H)} cosλydλ,

(3.8)

(σy)2(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ[(λA
(2)
0 + 2ν2B

(2)
1 + λ(x−H)A

(2)
1 ) chλ(x−H)+

+(λB
(2)
0 + 2ν2A

(2)
1 + λ(x−H)B

(2)
1 ) shλ(x−H)] cosλydλ,

(3.9)

(τxy)2(x, y) =
√

2
π

∞∫
0

λ{[λB(2)
0 − (1− 2ν2)A

(2)
1 + λ(x−H)B

(2)
1 ] chλ(x−H)+

+[λA
(2)
0 − (1− 2ν2)B

(2)
1 + λ(x−H)A

(2)
1 ] shλ(x−H)} sinλydλ.

(3.10)

Здесь χj = 3− 4νj .
Из (3.5), (3.7), (3.10) следует, что условия (2.2(2)), (2.3(1)), (2.4) выполняются ав-

томатически. Удовлетворяя граничные условия (2.1) и (2.6), из (3.8) , (3.10) и (3.3) ,
(3.5) находим

λB
(1)
0 − (1− 2ν1)A

(1)
1 = 0 (τxy1 = 0), (3.11)

2(1− ν1)B(1)
1 − λA

(1)
0 =

4λ

π

∞∫
0

η2C
(1)
2 (η)

(η2 + λ2)2
dη (σx1 = 0), (3.12)

λB
(2)
0 − (1− 2ν2)A

(2)
1 = 0 (τxy2 = 0), (3.13)

λA
(2)
0 − 2(1− ν2)B(2)

1 = 0 (σx2 = 0). (3.14)

Таким образом, остаются девять неизвестных функций: A(1)
0 , B(1)

0 , A(1)
1 , B(1)

1 , A(2)
0 ,

B
(2)
0 , A(2)

1 , B(2)
1 , C(1)

2 .
При помощи формул (3.1)–(3.3), (3.3.5)–(3.8), (3.10) и граничных условий (2.5) полу-

чаем систему линейных неоднородных алгебраических уравнений относительно вось-
ми неизвестных функций с правыми частями, зависящими от неизвестной функции
C

(1)
2 :

при x = h1 (граница раздела 1-го и 2-го слоев)

k1,2[(χ2A
(2)
1 − λB

(2)
0 + λh2B

(2)
1 ) chλh2−

−(χ2B
(2)
1 − λA

(2)
0 + λh2A

(2)
1 ) shλh2] =

= (χ1A
(1)
1 − λB

(1)
0 − λh1B

(1)
1 ) chλh1+

+(χ1B
(1)
1 − λA

(1)
0 − λh1A

(1)
1 ) shλh1 − γ1(λ),

(3.15)

k1,2[(λA
(2)
0 − λh2A

(2)
1 ) chλh2 − (λB

(2)
0 − λh2B

(2)
1 ) shλh2] =

= (λA
(1)
0 + λh1A

(1)
1 ) chλh1 + (λB

(1)
0 + λh1B

(1)
1 ) shλh1 − γ2(λ),

(3.16)
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[(2(1− ν2)B(2)
1 − λA

(2)
0 + λh2A

(2)
1 ] chλh2−

−[(2(1− ν2)A(2)
1 − λB

(2)
0 + λh2B

(2)
1 ] shλh2 =

= [(2(1− ν1)B(1)
1 − λA

(1)
0 − λh1A

(1)
1 ] chλh1+

+[(2(1− ν1)A(1)
1 − λB

(1)
0 − λh1B

(1)
1 ] shλh1 − γ3(λ),

(3.17)

[λB
(2)
0 − (1− 2ν2)A

(2)
1 − λh2B

(2)
1 ] chλh2−

−[λA
(2)
0 − (1− 2ν2)B

(2)
1 − λh2A

(2)
1 ] shλh2 =

= [λB
(1)
0 − (1− 2ν1)A

(1)
1 + λh1B

(1)
1 ] chλh1+

+[λA
(1)
0 − (1− 2ν1)B

(1)
1 + λh1A

(1)
1 ] shλh1 − γ4(λ).

(3.18)

Здесь k1,2 = G1
G2

, h2 = H − h1;

γ1(λ) = − 2
π

∞∫
0

сosλy
∞∫
0

[ηy − (1− 2ν1)]C
(1)
2 (η)e−ηy sin ηh1dηdy,

γ2(λ) = − 2
π

∞∫
0

sinλy
∞∫
0

[ηy + 2(1− ν1)]C(1)
2 (η)e−ηy cos ηh1dηdy,

γ3(λ) = − 2
λπ

∞∫
0

cosλy
∞∫
0

η(ηy − 1)C
(1)
2 (η)e−ηy cos ηh1dηdy,

γ4(λ) = 2
λπ

∞∫
0

sinλy
∞∫
0

η2yC
(1)
2 (η)e−ηy sin ηh1dηdy.

(3.19)

Удовлетворяя оставшимся смешанным граничным условиям (2.2(1)), (2.3(2)), с по-
мощью (3.2) и (3.5) приходим к парным (дуальным) интегральным уравнениям√

2

π

∞∫
0

C
(1)
2 (η)сosηxdη = 0, l < x < h1, (3.20)

√
2

π

∞∫
0

ηC
(1)
2 (η)сosηxdη = f(x), 0 < x < l. (3.21)

Здесь

f(x) = p(x) +
√

2
π

∞∫
0

λ[(λA
(1)
0 + 2ν1B

(1)
1 + λxA

(1)
1 ) chλx+

+(λB
(1)
0 + 2ν1A

(1)
1 + λxB

(1)
1 ) shλx]dλ.

Учитывая (3.11)–(3.14) соотношения (3.19) примут вид

γj(λ) =
√

π
2

l∫
0

tψ(t)Фj(λt)dt (j = 1, ..., 5),

λB
(1)
0 − (1− 2ν1)A

(1)
1 = 0,

λA
(1)
0 = 2(1− ν1)B(1)

1 − γ5(λ),

λB
(2)
0 − (1− 2ν2)A

(2)
1 = 0,

λA
(2)
0 − 2(1− ν2)B(2)

1 = 0.

Здесь



КРАЕВАЯ ТРЕЩИНА В ДВУХСЛОЙНЫХ МАТЕРИАЛАХ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ... 9

Ф1(λt) = Ф0(λt)−Ф4(λt),
Ф2(λt) = −Ф0(λt)−Ф3(λt),

Ф0(λt) = 2(1− ν)1e−λh1I0(λt),
Ф3(λt) = e−λh1 [(1− λh1)I0(λt) + λtI1(λt)],
Ф4(λt) = e−λh1 [(2− λh1)I0(λt) + λtI1(λt)],

Ф5(λt) = I0(λt)− L0(λt) + λt
[
I1(λt)− L1(λt)− 2

π

]
, (t ∈ [0, l]).

(3.22)

Здесь I0, I1, L0, L1, L−1 – модифицированные функции Бесселя первого рода и
модифицированные функции Струве.

После соответствующих преобразований [2] получаем интегральное уравнение
Фредгольма второго рода:

ψ(x) = 2
π

x∫
0

p(τ)√
x2−τ2dτ +

√
2
π

∞∫
0

λ{B(1)
1 (λ)[λxI1(λx) + 2I0(λx)]+

+A
(1)
1 (λ)[λxL−1(λx) + L0(λx)]− γ5(λ)I0(λx)}dλ (x ∈ [0, l]).

(3.23)

В дальнейшем для решения задачи необходимо произвести следующие действия:
1) из системы алгебраических уравнений (3.15)–(3.18) с учетом (3.22) все искомые

функции A(1)
1 , B(1)

1 , A(2)
1 , B(2)

1 выразить через интегралы γj(λ) (j = 1, ..., 5);
2) определенные таким образом функции A(1)

1 , B(1)
1 подставить в (3.23);

3) изменить порядок интегрирования (получаем интегральное уравнение Фредголь-
ма второго рода для нахождения неизвестной функции ψ(x) (x ∈ [0, l])).

Представим искомые функции в виде

A
(1)
1 =

√
π
2

l∫
0

tψ(t)a
(1)
1 (λt)dt,

B
(1)
1 =

√
π
2

l∫
0

tψ(t)b
(1)
1 (λt)dt,

A
(2)
1 =

√
π
2

l∫
0

tψ(t)a
(2)
1 (λt)dt,

B
(2)
1 =

√
π
2

l∫
0

tψ(t)b
(2)
1 (λt)dt (λ ∈]0,∞[).

(3.24)

Здесь a(1)1 , b(1)1 , a(2)1 , b(2)1 – новые неизвестные функции.
С помощью (3.15)–(3.18), (3.22) и (3.24) приходим к следующей системе, состоя-

щей из четырех линейных неоднородных алгебраических уравнений с уже известны-
ми правыми частями Фj(λt)(j = 1, ..., 5 λ ∈]0,∞[ t ∈ [0, l]) относительно новых
неизвестных функций:
при x = h1 (граница раздела 1-го и 2-го слоев)

k1,2e
−λ(h2−h1)

[
(2(1− ν2)a(2)1 + λh2b

(2)
1 )1+e

−2λh2

2 −

−((1− 2ν2)b
(2)
1 + λh2a

(2)
1 )1−e

−2λh2

2

]
=

= (2(1− ν1)a(1)1 − λh1b
(1)
1 )1+e

−2λh1

2 +

+((1− 2ν1)b
(1)
1 + Φ5 − λh1a(1)1 )1−e

−2λh1

2 −Ф1(λt)e
−λh1 ,

(3.25)
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k1,2e
−λ(h2−h1)

[
(2(1− ν2)b(2)1 − λh2a

(2)
1 )1+e

−2λh2

2 −

((1− 2ν2)a
(2)
1 − λh2b

(2)
1 )1−e

−2λh2

2

]
=

= (2(1− ν1)b(1)1 + λh1a
(1)
1 − Φ5)

1+e−2λh1

2 +

+((1− 2ν1)a
(1)
1 + λh1b

(1)
1 )1−e

−2λh1

2 −Ф2(λt)e
−λh1 ,

(3.26)

e−λ(h2−h1)[λh2a
(2)
1

1+e−2λh2

2 − (a
(2)
1 + λh2b

(2)
1 ) 1−e−2λh2

2

]
=

= (Φ5 − λh1a(1)1 )1+e
−2λh1

2 + (a
(1)
1 − λh1b

(1)
1 ]1−e

−2λh1

2 −Ф3(λt)e
−λh1 ,

(3.27)

e−λ(h2−h1)[−λh2b(2)1
1+e−2λh2

2 − (b
(2)
1 − λh2a

(2)
1 ) 1−e−2λh2

2

]
=

= λh1b
(1)
1

1+e−2λh1

2 + (b
(1)
1 + λh1a

(1)
1 − Φ5)

1−e−2λh1

2 −Ф4(λt)e
−λh1 .

(3.28)

Подставляя (3.24) в (3.23) и изменяя порядок интегрирования, приходим к инте-
гральному уравнению типа Фредгольма второго рода:

ψ(x) =
2

π

x∫
0

p(τ)√
x2 − τ2

dτ +

l∫
0

ψ(t)K(x, t)dt, (3.29)

K(x, t) =
∞∫
0

λt{b(1)1 (λt)[λxI1(λx) + 2I0(λx)]+

+a
(1)
1 (λt)[λxL−1(λx) + L0(λx)]−Ф5(λt)I0(λx)}dλ (x ∈ [0, l], l < h1).

(3.30)

Здесь a(1)1 (λt), b(1)1 (λt) определяются из (3.25)–(3.28).
Коэффициент интенсивности напряжений будем искать в виде

KI =
√
πlψ(l), (3.31)

ψ(·) = ψ1 (x, l, h1, H, a1, a2, k1, k2, k1,2, ν1, ν2)|x = l. (3.32)

Здесь ψ(l) определяется из фредгольмова уравнения с непрерывным ядром (3.30).
Для нахождения коэффициента интенсивности напряжений KI в вершине крае-

вой трещины y = 0, 0 ≤ x ≤ l, находящейся в двухслойной среде под воздействием
внешней температуры, достаточно выполнить следующие действия:

1) в уравнении (3.30) выполнить замену t = ξ,
2) в найденном ранее напряжении (1.7) поменять знак и принять x = τ ,
3) полученное соотношение подставить в измененное уравнение (3.30).
Будем искать ψ(x) в виде

ψ(x) = F0(x) cosωt+ F1(x) sinωt, (3.33)

F0(x) =
4

π

G1(1 + ν1)α1T0
I21 + I22

[I1A(x)− I2B(x)] +

l∫
0

F0(ξ)K(x, ξ)dξ, (3.34)

F1(x) =
4

π

G1(1 + ν1)α1T0
I21 + I22

[I1B(x) + I2A(x)] +

l∫
0

F1(ξ)K(x, ξ)dξ. (3.35)
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Рис. 2

Здесь

A(x) =

x∫
0

I4(τ)√
x2 − τ2

dτ, B(x) =

x∫
0

I3(τ)√
x2 − τ2

dτ.

Коэффициент интенсивности напряжений примет вид:

KI = K0
I cosωt+K1

I sinωt, KI =
√
K02
I +K12

I sin(ωt+ ϕ). (3.36)

Здесь

K0
I =

4

π
G1(1 + ν1)α1T0

√
πlF0(l),K

1
I =

4

π
G1(1 + ν1)α1T0

√
πlF1(l), tgϕ =

K0
I

K1
I

.

Введем следующие обозначения

K∗I =
√
K02
I +K12

I , D =
4

π
G1(1 + ν1)α1T0,

тогда

KI = K∗I sin(ωt+ ϕ).

4.Анализ решения
Благодаря представлению искомых функций в виде (3.24) появилась практическая

возможность вычисления значений ψ(·) для любых комбинаций свойств материалов
и тем самым в оптимальном проектировании многослойных конструкций. Для этого
средствами аналитической системы Maple [3] разработана вычислительная програм-
ма, в которой решение уравнения (3.30) сведено к решению системы линейных неод-
нородных уравнений.

Рассмотрим частные случаи общего решения. ПустьH = 1, h1 = 0.3, T0 = 1, ω = 2π.
Результаты численного расчета зависимости K∗

I

D
√
πh1

от l
h1

(l < h1) при различных
теплофизических свойствах материалов представлены на рис. 2,3,4.
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На рис. 2 построены графики для двухслойных конструкций, в которых первый
слой представлен различными марками бронзы, а второй – конструкционной сталью
20.

На первом графике с увеличением длины трещины безразмерный коэффициент
интенсивности напряжений KI падает, т. е. происходит торможение трещины.

На втором, третьем и четвертом графике коэффициент интенсивности напряжений
KI с увеличением длины трещины падает до некоторой величины, затем постепенно
увеличивается с ростом длины трещины.

На пятом графике коэффициент интенсивности напряжений KI монотонно увели-
чивается, т. е. при определенных значениях `

h1
может происходить неустойчивый рост

трещины.

№
п/п

Материал ρ k с ν E G

Первый слой – различные марки бронзы
1. Кадмиевая бронза 8.890 329 385 0,32-0,35 123,6 41,2
2. Магниевая бронза Бр Мг 0,3 8.910 242,8 381 0,32-0,35 120,7 45,4
3. Хромовая бронза Бр Х 0,5 8.900 176,5 385 0,32-0,35 109,9 41,2
4. Бериллиевая бронза Бр Б2 8.230 104,7 418,7 0,32-0,35 128,5 50
5. Алюминиевожелезная бронза

АЖ9-4
7.500 58,6 423 0,32-0,35 110,7 41,6

Второй слой – конструкционная сталь 20
7.859 52 486 0,24-0,31 213 83,9

Теплофизические свойства:
1) ρ – плотность

[ кг
м3

]
;

2) k – коэффициент теплопроводности
[ Вт

м·◦С

]
;

3) с – удельная теплоемкость
[

Дж
кг·◦С

]
;

4) ν – коэффициент Пуассона;
5) E – модуль продольной упругости [МПа];
6) G – модуль сдвига [МПа].
На рис. 3 построены графики для двухслойных конструкций, в которых первый

слой представлен различными сплавами легких металлов, а второй - конструкционной
сталью 20.

На первом графике с увеличением длины трещины безразмерный коэффициент
интенсивности напряжений KI монотонно уменьшается, т. е. происходит торможение
трещины.

На втором и третьем графике коэффициент интенсивности напряжений KI с уве-
личением длины трещины падает до некоторой величины, затем постепенно увеличи-
вается с ростом длины трещины.

На четвертом графике коэффициент интенсивности напряженийKI монотонно уве-
личивается, т.е. при определенных значениях `

h1
может происходить неустойчивый

рост трещины.
На рис. 4 построены графики для двухслойных конструкций, в которых первый

слой представлен различными жаростойкими никелевыми сплавами, а второй – кон-
струкционной сталью 20.
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Рис. 3

№
п/п

Материал ρ k с ν E G

Первый слой – различные сплавы легких металлов
1. Магний деформируемый МА8 1.780 133,9 1046,7 0,31-0,35 40,2 15,7
2. Магний литейный МЛ11 1.800 117,2 1044,7 0,31-0,35 41,2 15,7
3. Сплав алюминия D16 2.770 130 992 0,32-0,36 720 26,5
4. Титан технический ВТ1-00 4.500 19,3 503 0,31 110 39,2
Второй слой – конструкционная сталь 20

7.859 52 486 0,24-0,31 213 83,9

Рис. 4

На первом графике коэффициент интенсивности напряжений KI с увеличением
длины трещины падает до некоторой величины, затем постепенно увеличивается с
ростом длины трещины.
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На втором и третьем графике коэффициент интенсивности напряжений KI мо-
нотонно увеличивается, т. е. при определенных значениях `

h1
может происходить

неустойчивый рост трещины.

№
п/п

Материал ρ k с ν E G

Первый слой – различные жаростойкие никелевые сплавы
1. Жаростойкий сплав Ni-

Fe(617)
8.400 13,4 420 0,31 212 80,9

2. Никель марганцевый НМц 5 8760 48 544 0,31 206 78,6
3. Жаростойкий сплав Ni-

Fe(263)
8.400 11,7 426 0,31 222 84,7

Второй слой – конструкционная сталь 20
7.859 52 486 0,24-0,31 213 83,9
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В. Г. Зубчанинов, В.И. Гультяев

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ИЗ СТАЛИ 45 ПРИ СЛОЖНОМ

ДОКРИТИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ

Тверской государственный технический университет

Аннотация. В статье представлены результаты испытаний трубчатого образца из стали 45
по сложной многозвенной траектории деформирования. Исследовалось влияние сложного
докритического нагружения материала на устойчивость цилиндрической оболочки при по-
следующем сжатии.

Ключевые слова: упругость, пластичность, изотропия, цилиндрическая оболочка.

УДК: 539.375

В данной статье представлены результаты экспериментального исследования напряженно-
деформированного состояния цилиндрической оболочки при докритическом растяжении с
кручением и сжатии в пространстве напряжений по плоской ломаной траектории до ее потери
устойчивости. Стальной трубчатый образец имел толщину стенки h = 1 мм, радиус срединной
поверхности R = 15,5 мм, длину рабочей части l = 110 мм. Материал образцов в достаточной
степени начально изотропен. Модуль упругости Е = 2.105 МПа, коэффициент Пуассона µ =
0,3; σТ = 270 МПа. При обработке экспериментальных данных принималось условие несжи-
маемости (ε0 = 0). При проведении испытаний деформации измерялись с помощью экстензо-
метра, работающего в составе автоматизированного экспериментального комплекса СН-ЭВМ.
При упруго-пластическом деформировании на лучах простого нагружения-разгружения при
кручении и растяжении разброс величин модуля вектора напряжений составлял не более 6%,
что позволяло считать материал начально изотропным. Компоненты векторов напряжений
и деформаций и их модулей в девиаторных подпространствах напряжений Σ3 и деформации
Е3 вычислялись по формулам:

−1 =
√

3/2ε11,−2 =
√

2(ε22 + 1/2ε11),−3 =
√

2ε12,−4 = −5 = 0, (1)

S1 =
√

2/3(σ11 − 1/2σ22), S2 = σ22/
√

2, S3 =
√

2σ12, S4 = S5 = 0,

ε0 = εijδij/3 ≈ 0,

где σij, εij (i, j =1,2,3 ) – компоненты тензоров напряжений и деформации.
Для исследования и измерения модулей продольной упругости Е, модуля сдвига G, коэф-

фициента Пуассона µ были выполнены диаграммы растяжения, сжатия, кручения и внут-
реннего давления. В результате модуль упругости Е составил значение, близкое к 2,1.105 на
начальном этапе нагружения (упругом участке), модуль G=2,1.105. На рис. 1 представлена
диаграмма простого нагружения при растяжении.

Программа испытаний реализовывалась в векторном пространстве напряжений в плоско-
сти S1S3 (рис. 2). Соответствующий ей отклик в плоскости Э1Э3 векторного пространства
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Рис. 1

Рис. 2

девиатора деформаций показан на рис. 3. На рис. 2-5 приведены результаты испытаний труб-
чатого образца по реализованной программе сложного нагружения при σ22 = 0.

Образцы закручивались до уровня σ = S3 ≈ 370 МПа (точка 1) и разгружались до σ = S3

= 0 (точка 2). Дальнейшее нагружение производилось путем растяжения до значения S1 =
444 МПа (точка 3), после чего образец разгружался и затем сжимался до потери устойчивости
(точка 4).

На рис. 2 и 3 в плоскостях S1S3 и Э1Э3 представлены программа испытаний и соответству-
ющий отклик на эту программу. Стрелками с номерами отмечены точки излома траекторий.
После разгрузки по кручению (точка 2), последующем нагружении до точки 3, разгрузке и
последующем сжатии наблюдался эффект раскручивания образца при отсутствии крутящего
момента (S3 = 0) вплоть до момента потери устойчивости, отмеченного крестиком в точке 5.

На рис. 4 представлена диаграмма нагружения-разгружения σ – Э. Участки нагружения
(dσ > 0) и разгружения (dσ < 0) хорошо просматриваются. Потеря устойчивости соответ-
ствует точке 4, в которой предел устойчивости σкр= 444 МПа, Экр = 2,3 %.
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Рис. 3

Рис. 4

На рис. 5 и 6 представлены локальные диаграммы нагружения S1 – Э1, S3 – Э3. Хорошо ви-
ден участок раскрутки 2–4, который завершается потерей устойчивости при сжатии. Раскрут-
ка и докрутка трубчатых образцов при разгрузке и знакопеременном сжатии в отсутствии
крутящего момента наблюдается и при иных сложных видах докритического нагружения.
Данное явление характеризует интеррект-эффект напряжений при сложном нагружении.

Окончательные результаты испытаний представлены в таблице 1, где приведены крити-
ческие значения компонент напряжений и деформаций в момент потери устойчивости при
сложном докритическом нагружении, при простом сжатии и кручении.
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Рис. 1

Рис. 1

Таблица 1

№
обр

σкр, МПа Экр, % S1, МПа S3, МПа Э1, % Э2, % Э3, %

1. 444 2.30 -444 1.30 -1.99 -0.29 1.11
2. 435 3.12 -435 0 -3.12 0 0
3. 420 2.95 0 420 0 0 2.95

Исходя из полученных результатов можно сделать выводы:

(1) При реализации сложной траектории в виде многозвенной ломаной в плоскости S1S3

имел место interrection–эффект раскручивания и закручивания образца при компо-
ненте S3=0, до момента потери устойчивости;

(2) Материал в процессе докритического упруго–пластического деформирования в целом
получил упрочнение;

(3) Предварительное докритическое сложное нагружение при сравнении с простым мало
влияет на модуль критического напряжения, но существенно влияет до 30-35% на
модуль критических деформаций.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ
ОБОЛОЧЕК ПРИ СЛОЖНОМ НАГРУЖЕНИИ И РАЗГРУЖЕНИИ

МАТЕРИАЛА

Тверской государственный технический университет

Аннотация. В статье представлены результаты испытаний трубчатого образца из стали 45
по сложной многозвенной траектории деформирования. Исследовалось влияние сложного
докритического нагружения материала на устойчивость цилиндрической оболочки при кру-
чении, криволинейной траектории нагружения и последующем сжатии.

Ключевые слова: упругость, пластичность, изотропия, цилиндрическая оболочка, сложное
нагружение.

УДК: 539.375

В данной статье представлены результаты экспериментального исследования напряженно-
деформированного состояния цилиндрической оболочки при растяжении с кручением в про-
странстве напряжений по трехзвенной плоской ломаной траектории. Стальной трубчатый
образец имел толщину стенки h = 1 мм, радиус срединной поверхности R = 15,5 мм, длину
рабочей части l = 110 мм. Материал образцов в достаточной степени начально изотропен.
Модуль упругости Е = 2.105 МПа, коэффициент Пуассона µ = 0,3; σТ = 270 МПа. Сложное
нагружение образцов проводилось в условиях растяжения-сжатия и кручения при σ22 = 0.
При обработке экспериментальных данных принималось условие несжимаемости (ε0 = 0).

Программа испытаний реализовывалась в векторном пространстве девиатора напряжений
в плоскости S1S3 (рис. 1). Соответствующий ей отклик реализовывался в плоскости вектор-
ного пространства девиатора деформаций Э1Э3 (рис. 2). Цифрами отмечены участки смены
траектории нагружения. В точке 5 происходила потеря устойчивости оболочки при сжатии.
Компоненты векторов напряжений и деформаций и их модулей в девиаторном подпростран-
ствах напряжений Σ3 и деформации Е3 вычислялись по формулам:

−1 =
√

3/2ε11,−2 =
√

2(ε22 + 1/2ε11),−3 =
√

2ε12,−4 = −5 = 0, (1)

S1 =
√

2/3(σ11 − 1/2σ22), S2 = σ22/
√

2, S3 =
√

2σ12, S4 = S5 = 0,

ε0 = εijδij/3 ≈ 0,

где σij, εij (i, j =1,2,3 ) – компоненты тензоров напряжений и деформации.
Образец подвергался нагружению, разгружению и повторному нагружению кручением до

S3 = 375 МПа (точки 1,2,3). Затем производился излом траектории на 180◦ и нагружение
реализовывалось по четверти перевернутой окружности (точки 3,4) с плавным переходом на
прямолинейную траекторию сжатия (S3 = 0) до потери устойчивости при σкр= 450 МПа, Экр
= 2,9 %. Номерами (1-5) отмечены точки излома траекторий.
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Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Скалярные свойства материала: диаграмма сложного деформирования σ-Э и диаграмма
прослеживания процесса σ-S представлены на рис. 3, 4.

Локальные диаграммы представлены на рис. 5-6. Видно, что на участке 4-5 происходит
явный эффект раскручивания образца при отсутствии S3.
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Рис. 1

Рис. 1

Рис. 1

Окончательные результаты испытаний представлены в таблице 1, где приведены крити-
ческие значения компонент напряжений и деформаций в момент потери устойчивости при
сложном докритическом нагружении, а также при простом сжатии и кручении.

Таблица 1

№ обр σкр, МПа Экр, % S1, МПа S3, МПа Э1, % Э2, % Э3, %
1. 450 2.90 -450 1.30 -2.50 -0.56 1.375
2. 435 3.12 -435 0 -3.12 0 0
3. 420 2.95 0 420 0 0 2.95

Выводы по экспериментальному исследованию:

(1) На участке сжатия (участок 4-5) происходит эффект раскручивания образца.
(2) Предварительное сложное докритическое нагружение-разгружение для данной про-

граммной траектории мало повлияло на критическое значение модулей напряжений
и деформаций.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА
НА ОСНОВЕ ПАРАМЕТРОВ МЕЗОСТРУКТУРЫ

Самарский государственный университет

Аннотация. Важнейшими свойствами твердых тел и материалов являются их механические
свойства: упругость, вязкость, пластичность, прочность. Вместе с тем свойства тел непосред-
ственно связаны с их строением – структурой материала, которая характеризует простран-
ственное распределение компонентов. Задача механики материалов состоит в проектировании
композиций, оптимально сочетающих свойства прочности, пластичности, жесткости, которые
решают вопрос о возможности применения данного материала или детали. Композиционные
материалы позволяют удовлетворять противоречивым требованиям легкой обработки мате-
риала или формообразования с высокой прочностью при эксплуатации. Этим условиям удо-
влетворяют такие технологические процессы, как спекание порошков, полимеризация, твер-
дение цементных растворов и другие способы образования связки между частицами заполни-
теля. Выбор заполнителя зависит от целевого значения материла: высокая прочность, экстре-
мальная теплопроводность, низкий удельный вес и пр. Высокая прочность заполнителя до-
стигается такими технологическими приемами, как выращивание нитеобразных кристаллов,
помол в шаровых мельницах, т. е. получение частиц с наименьшим количеством дефектов. С
точки зрения механики расчет такой композиции аналогичен расчету конструкции со случай-
но распределенными параметрами. Если жесткость включения выше жесткости связующего,
происходит распределение напряжений, в которых более нагруженными оказываются высо-
копрочные включения, а связующее лишь передает нагрузки включениям и находится в поле
меньших по интенсивности напряжений. Этот пример показывает многофакторную зависи-
мость прочности композита от параметров его компонентов. Таким образом, проектирование
составов композиций включает расчет упругих полей и необратимых процессов, сложным
образом взаимодействующих в структуре материала. Аналогичные явления происходят в ге-
терогенных системах, в которых необратимые процессы деформирования, рассматриваемые
на уровне структуры материала, могут объяснить такие свойства, как приобретенная анизо-
тропия, эффект упрочения, зависимость от истории нагружения. Воздействия температуры и
пластических деформаций изменяют структуру материала. Характер изменения структуры
и гетерогенные фазовые перехода объясняют такие уникальные явления, как память форм,
сверхпластичность.

Ключевые слова: напряжение, деформация, упругость, пластичность, мезоструктура.

УДК: 539

ВВЕДЕНИЕ

Развитие новых областей техники требует материалов, обладающих необычным сочетани-
ем свойств, которые достигаются по мере нахождения новых путей комбинирования составов
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материала. Если также учесть, что с развитием промышленности, использующей минераль-
ное сырье, количество отходов будет возрастать, то станет ясно, какое важное значение имеет
задача их утилизации. Из отходов, загромождающих большие земельные площади и ставших
обузой производства, в композициях материалов используются шлаковые цементы, легкие
заполнители, щебень и другие компоненты, позволяющие получать дешевый и нужный кон-
струкционный материал.

Важнейшими свойствами твердых тел и материалов являются их механические свойства:
упругость, вязкость, пластичность, прочность. Вместе с тем свойства тел непосредственно
связаны с их строением – структурой материала, которая характеризует пространственное
распределение компонентов. Задача механики материалов состоит в проектировании компо-
зиций, оптимально сочетающих свойства прочности, пластичности, жесткости, которые реша-
ют вопрос о возможности применения данного материала или детали. Композиционные мате-
риалы позволяют удовлетворять противоречивым требованиям легкой обработки материала
или формообразования с высокой прочностью при эксплуатации. Этим условиям удовлетво-
ряют такие технологические процессы, как спекание порошков, полимеризация, твердение
цементных растворов и другие способы образования связки между частицами заполнителя.
Выбор заполнителя зависит от целевого значения материла: высокая прочность, экстремаль-
ная теплопроводность, низкий удельный вес и пр. Высокая прочность заполнителя достига-
ется такими технологическими приемами, как выращивание нитеобразных кристаллов, по-
мол в шаровых мельницах, т. е. получение частиц с наименьшим количеством дефектов. С
точки зрения механики расчет такой композиции аналогичен расчету конструкции со случай-
но распределенными параметрами. Если жесткость включения выше жесткости связующего,
происходит распределение напряжений, в которых более нагруженными оказываются высо-
копрочные включения, а связующее лишь передает нагрузки включениям и находится в поле
меньших по интенсивности напряжений. Этот пример показывает многофакторную зависи-
мость прочности композита от параметров его компонентов. Таким образом, проектирование
составов композиций включает расчет упругих полей и необратимых процессов, сложным
образом взаимодействующих в структуре материала. Аналогичные явления происходят в ге-
терогенных системах, в которых необратимые процессы деформирования, рассматриваемые
на уровне структуры материала, могут объяснить такие свойства, как приобретенная анизо-
тропия, эффект упрочения, зависимость от истории нагружения. Воздействия температуры и
пластических деформаций изменяют структуру материала. Характер изменения структуры
и гетерогенные фазовые перехода объясняют такие уникальные явления, как память форм,
сверхпластичность.

Преимуществом композиционного материала является возможность достижения некото-
рыми параметрами значений, которые превосходят аналогичные характеристики его ком-
понентов, например – прочность, термостойкость. Эта цель достигается также образовани-
ем гетерогенной структуры при остывании расплавов металлов, окислов, карбидов, которые
образуют сосуществующие фазовые состояния. В процессе производства материалов в его
структуре происходят изменения фазового состава, реакции, вызывающие изменения объ-
ема компонентов и внутренние микронапряжения, которые, в конечном счете, определяют
результативность технологических приемов создания материала требуемого качества. Эти
явления и свойства рассматривает механика материалов, которая использует такие понятия,
как микроструктура, микронапряжения и т. д. на масштабном уровне элементов материала,
для которых сохраняется гипотеза сплошности среды.

Решение задач должно опираться на теорию случайных полей, так как композиты, ис-
пользуемые в виде материала широкого применения, имеют случайный характер распреде-
ления компонентов. Наиболее полное изложение статистических методов содержится в ра-
ботах В. В. Болотина [1-3], С. Д. Волкова [4-5], В. А. Ломакина [6-7], Л. П. Хорошуна [8-9],
Т. Д. Шермергора [10].
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Теория случайных полей отражает геометрию структуры материала. Свойства отдельных
компонентов структуры и макроскопическое поведение материала исследуется методами тео-
рии реологически сложных сред.

Задачи, возникающие в теории композитов и гетерогенных систем, по необходимости вклю-
чают различные разделы механики твердого тела и смежных областей знания. В настоящей
работе рассматриваются необратимые процессы деформирования структурно-неоднородных
материалов. Исследования основываются на достижениях необратимых процессов в твердых
телах и методах решения краевыех задач, изложенных в монографиях [11-22]. Построение
моделей сред основывается на вариационных принципах, использующих понятия термодина-
мических потенциалов и диссипативной функции [14].

Существенно применяются положения статистической теории микронапряжений, которая
развивалась в работах А. Ю. Ишлинского [23-25], Ю. И. Кадашевича, В. В. Новожилова
[26-30], А. Н. Гузя [31-32].

Термодинамические аспекты исследования процессов деформирования и фазовых превра-
щений исходят из положений работ Л. И. Седова [22], И. Пригожина [33].

Класс рассматриваемых материалов и происходящие в них процессы удовлетворяют по-
стулатам А. А. Ильюшина, Д. С. Друккера [34].

Условия на подвижной границе фаз в гетерогенной структуре представленные соотношени-
ями на поверхности разрыва параметров, полученными в работах Л. И. Седова [22], Т. Томаса
[72].

Постановка задачи теории структурно-неоднородных материалов может быть сформулиро-
вана следующим образом. Исходными данными являются начальная геометрическая струк-
тура распределения фаз или компонентов, физико-механические свойства составляющих ма-
териала, условия на границе фаз. Отличие от детерминированной краевой задачи состоит
в том, что исследуется не конкретная реализация распределения компонентов, а ансамбль
структур, который должен удовлетворять статическим условиям эргодичности, однородно-
сти, если необходимо, начальной изотропности. При этих условиях материальные образования
можно рассматривать как среду с новыми свойствами. Цель расчетов состоит в определении
средних, измеряемых в макроэксперименте, параметров.

Анализ состояния теории структурно неоднородных тел в развитие исследований процессов
деформирования и разрушения содержится в монографииЮ. В. Соколкина, А. А. Ташкинова
[73].

Эффективные соотношения в корреляционной теории упругопластичности и другие аспек-
ты рассматривались в работах Л. А. Толоконникова и соавторов [74-75].

Р. Хиллом установлены общетермодинамические соотношения пластичности микронеодно-
родной среды [76].

Упругопластичность и предельное равновесие композитов рассмотрены в монографии
Ю. В. Немировского, В. С. Резникова [77].

Анализ современных моделей пластичности содержится в монографиях Б. Д. Аннина [80],
Ю. П. Самарина [43]. Нелинейность этих соотношений является исходным усложнением при
построении структурных моделей. Физические и геометрические нелинейности в структурных
теориях исследовались статистическими методами в работах Б. П. Маслова, Л. П. Хорошу-
на [78,79]. Свойства доменных структур и связанные с ними эффекты изучались в работах
В. А. Лихачева и других исследователей [60-65].

Анализ общих теоретических проблем теории композитов приводится в работе Хашина
[97]. Прикладные модели структурно неоднородных материалов, основанные на богатом эм-
пирическом материале, представлены в работах [98-103].

Теория композитов и мезоструктур находит многочисленные приложения в различных об-
ластях материаловедения; влияние структуры существенно не только для прогнозирования
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эксплуатационных свойств, но также в процессах их производства когда происходит обра-
зование структуры [107-112]. Заметим, что строгая постановка задач требует ограничений,
связанных с конкретными условиями для микроструктур и макровоздействий.

В статически неоднородных материалах наиболее сложно проявляются необратимые про-
цессы: пластичность, ползучесть, фазовые превращения, разрушения. Исследования этого
направления многочисленны, поэтому в последующем ограничимся теми работами, которые
попадают в класс вышесформулированных задач.

Механизмы пластических деформаций в материалах многообразны: движение дислокаций,
двойникование, диффузионные перестройки на границах кристаллов, фазовые превращения
с собственными деформациями, движение стенок доменов. Эти процессы взаимодействуют,
образуют поля микронапряжений, вклад которых в термодинамический баланс системы суще-
ственен. Сложность процессов и макроскопические их проявления создают трудности идеали-
зации соотношений между напряжениями и деформациями. Дислокации, границы кристалли-
ческих образований, трещины перемещаются или распространяются в условиях преодоления
потенциальных барьеров микроскопических систем. Эти барьеры соответствуют состояни-
ям на линиях дислокаций, кончике трещины, бездиффузионным перестройкам решетки на
границе кристаллов. В механике твердого тела системы такого типа моделируются особыми
линиями или поверхностями разрыва параметров. Можно указать параметры, характери-
зующие эти системы: направление и положение локального участка линейной дислокации,
края трещины, поверхности разрывов – это геометрические параметры, изменение которых
определяет кинематику необратимого процесса.

Предположим, что образование, развитие или движение сингулярности подчиняется неко-
торому термодинамическому закону, который определяет изменение параметров X, характе-
ризующих сингулярность в упругой среде. Термодинамические соотношения ансамбля сингу-
лярностей формулируются в виде уравнений для определения параметров Xп, характеризу-
ющих статистику распределения сингулярностей. Задачей статистической механики является
отыскание законов изменения Xп0

при заданных внешних воздействиях и начальных значе-
ниях Xп. Если провести аналогию между ансамблем элементарных частиц и ансамблем рас-
сматриваемых сингулярностей, может оказаться, что статистическая теория сингулярностей
в континууме является более сложной. Многочисленные исследования континуальной теории
дислокаций указывают на значительные трудности, встречаемые при выводе соотношений
для макроскопических параметров. Это относится к исследованию ансамбля микротрещин
[91], образованию и развитию включений новой фазы [89].

Исследования связи между макропараметрами и локальными статистически распределен-
ными элементами материала представлены в многочисленных работах латвийской школы,
которые отражены в монографиях [91, 92].

Термодинамические функции для отдельных сингулярностей представляют собой интегра-
лы Г. П. Черепанова [89]. Термодинамические соотношения единичной сингулярности явля-
ются элементарными по отношению к законам термодинамики ансамбля взаимодействующих
сингулярностей в упругом теле.

Законы термодинамики можно сформулировать как для отдельной сингулярности так и
для ансамбля, что позволяет выявить общий вид для макропараметров.

Вектор Бергерса, энергия поверхности трещины, величина разрывов на поверхности фазо-
вого перехода – физические параметры, которые часто можно считать постоянными системы.
Измерение этих параметров или их статистических характеристик в определяющих уравне-
ниях термодинамически необратимо. Краевая задача для упругого теля, содержащего особые
образования, наиболее полно рассмотрена в случае дислокаций и трещин. Поверхности раз-
рывов в реологических задачах мало изучены, хотя термодинамика и кинематические условия
достаточно полно исследованы в работах [22, 72]. Возникает следующая схема решения рео-
логических задач, основанная на возможностях механики упругих тел. Уравнения упругости
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определяют энергию напряжений, созданных дефектами тела и внешними силами. Эта энер-
гия представляет функционал U {e, χn}, где e – деформации, вызванные внешними силами
и удовлетворяющие условиям совместимости (деформации, созданные дефектами, функцио-
нально определены через χn). Примером могут быть многочисленные решения задач упру-
гости для тел, содержащих трещины. Скорость образования некомпенсированного тепла или
необратимое изменение поверхностной энергии трещин заданы параметрами скоростей χ̇n и
функционалом D (χ̇n). Работа внешних сил Fi на перемещениях δ ui в силу закона сохранения
энергии равна

Fiδui = δU {e, χn}+ d {χ̇n} δt. (0.1)

Существование обратимого процесса χ̇n = 0 приводит к уравнению

Fi =
δU {e, χn}

δui

∣∣∣∣
χn=const

, (0.2)

тогда

χ̇n
δU {e, χn}

δχi

∣∣∣∣
e=const

+D {χ̇n} = 0.

Из второго закона термодинамики следует положительная определенность функционала
D {χ̇n}. Для того чтобы определить направление и скорость необратимого процесса χ̇n, необ-
ходимы дополнительные гипотезы, позволяющие найти связь между термодинамическими
потоками χn и движущими силами, –

Zn = − δU
δχn

∣∣∣∣
e=const

.

В частности, критерий Гриффитса для трещин длины l в хрупком материале формулиру-
ется как условие максимального освобождения упругой энергии [35].

D
(
l̇
)

= −δU
δl
l̇ = kl̇, (0.3)

что соответствует уравнению Z = k, где Z – движущая сила, определяемая как интеграл
Райса-Черепанова, k – постоянная Гриффитса, равная скорости образованной энергии на
единицу поверхности трещины. Если направление n развития трещины изменяется, то кри-
визна dn/dl = (dn/dt)/(dl/dt) или угол излома трещины θ могут введены [36] в интеграл U .
Минимизация скорости упругой энергии при условии (0.3) определяют критические нагрузки
и направление развития трещины [36]. Термодинамическое обобщение на случай, когда харак-
терный объем твердого тела содержит статистически однородные распределения дефектов,
состоит в определении параметров χn, характеризующих статистику этого распределения.

Микроскопическим проявлением потенциальных барьеров являются условия пластично-
сти, разрушения, фазового превращения, представленные границами областей в простран-
стве напряжений и температуры F (σ, T ) ≤ 0. В тех случаях, когда барьеры преодолеваются
тепловыми флуктуациями, критические условия отсутствуют, напряжения определяют ско-
рость и направление процесса ползучести. В физических теориях понятие потенциального
барьера системы, заданной термодинамическими функциями, иногда однозначно определяет
поведение системы. Обычно применяется следствие второго начала термодинамики о перехо-
де системы в новое положение равновесия, термодинамически более выгодное по отношению
ко всем остальным.

Пусть неизотермический процесс в элементе объема сплошной среды определен поступле-
нием тепла Q и действием напряжений σ, тогда изменение внутренней энергии U (e, χ, T ) как
функции температуры T , деформаций e и параметров необратимого процесса χn определя-
ется законом сохранения энергии:
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σde+ dQ = dU (e, χ, T ) . (0.4)

Скорость образования некомпенсированного тепла зависит от скорости необратимого про-
цесса χ̇ = dχ/dt, тогда энтропия системы S связана зависимостью, которая определяет D ≥ 0
вторым законом термодинамики

T
dS

dt
=
dQ

dt
+D. (0.5)

Таким образом

−edσ − SdT = d (U − ST ) +Ddt.

Величина F = ST − U с обратным знаком известна как термодинамический потенциал
Гиббса. Из условия обратимости процессе при χ̇ = 0 следует

e =
∂F

∂σ
, S =

∂F

∂T
, (0.6)

тогда получим (
dF

dt

)
σ, T=const

= D, (0.7)

T
d

dt

(
∂F

∂T

)
=
dQ

dt
+D. (0.8)

Необходимые состояния системы зависят от истории механических нагрузок и тепловых
воздействий. Система термодинамических уравнений будет замкнутой, если состояние систе-
мы определяет скорость параметров необратимого процесса. Такого вида уравнения следуют
из дополнительных гипотез относительно термодинамической системы. В частности, крите-
рий Гриффитса определяет максимальную скорость освобождения упругой энергии. Прин-
цип максимума диссипации определяет экстремальное значение D на множестве χ̇. Принимая
условие экстремальности правой и левой части уравнения (0.7), получим систему уравнений
для определения необратимого процесса χ̇, причем необходимо учитывать условность экстре-
мума, следующая из необходимости выполнения неравенства (0.7). Например, для диффе-
ренцируемых функций F , D следует

∂F

∂λ
= λ

∂D

∂χ̇
, (0.9)

где λ – множитель Лагранжа, который определяется из условия (0.7)

∂F

∂χ
χ̇ = λ

∂D

∂χ̇
χ̇ = D. (0.10)

В случае, когда D является однородной функцией от χ̇, следует критерий необратимости
процесса в пространстве Z, определенном переменными Z = ∂F/∂χ. Так как F является
функцией напряжений и известен χ как результат истории процесса, то условие в простран-
стве одновременно является условием в напряжениях.

Порядок системы уравнений (0.9) соответствует количеству параметров χn. Такие модели
сред, как теория скольжения или вязкоупругие среды с непрерывным спектром запаздывания
соответствуют бесконечным множествам χ и системе (0.9).

Обобщение на среды, в которых происходит развитие микротрещин, можно осуществить,
используя прием теории скольжения. Пусть условие устойчивости трещин определенной ори-
ентации задано гиперплоскостями в пространстве напряженийmijσij = A (χn). Тогда условие
разрушения материала можно представить как огибающую плоскостей. Неустойчивость раз-
вития трещин состоит в том, что если возникли условия, благоприятствующие продвижению



МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА ... 31

трещин определенной ориентации, то увеличение их размеров ослабит критические условия,
т. е. плоскость mijσij = A (χn) продвинется внутрь условия разрушения в пространстве на-
пряжений. Поверхность предельного равновесия изменится таким образом, что в окрестности
точки нагружения σij образуется плоский участок. Так как полная деформация определя-
ется из уравнения (0.6), то эмпирическая зависимость падения напряжения при разрушении
[58] может быть использована как закон движения плоскопараллельного участка предельной
поверхности.

Необходимым и достаточным условием единственности [59] решения краевых задач яв-
ляется неравенство, следующее из постулата устойчивости Драккера [34]. Неустойчивость
разрушения в общем случае приводит к неединственности полей напряжений, деформаций.
Рассматриваемая феноменологическая модель процессов по условию однозначно определяет
χ̇n, если, конечно, задано состояние σ, χn, T . Тогда использование таких методов решения кра-
евых задач, как шаговой по времени t или метод последовательных приближений, который,
начиная с упругого решения, в силу однозначности определения χ̇n должен привести к един-
ственности решения. Противоречие возникает при определении краевых условий, которые
управляют процессом. Например, приращения внешних нагрузок в условиях падения напря-
жений при разрушении твердого тела изменяются в зависимости от кинематики поверхности,
где они приложены. Если граничные условия заданы кинематически, то это противоречие не
возникает. Действительно, упругое решение первого приближении задает траекторию напря-
жений σ (t) в каждой точке тела, когда последующие приближения определяются значениями
χ, единственность которых должна следовать из термодинамических уравнений.

В теории композитов задание граничных условий эквивалентно определению траектории
средних деформаций 〈e〉. Решение упругой задачи при заданных χn укладывается в извест-
ные схемы теории упругих композитов. Эта часть решения задачи представляет значительные
трудности. Несколько проще вычисления, связанные с определением параметров и статиче-
ских характеристик необратимого процесса (0.9), (0.10).

Квазитермодинамический характер некоторых принципов [34] состоит в том, что если они
выполняются для элементарного объема, то из общих уравнений механики деформируемого
тела следует их справедливость для всего тела в целом. Примером может служить посту-
лат Друккера [34]. Таким образом, если составляющие композит материалы удовлетворяют
соотношениям, следующим из квазитермодинамического принципа, необходимо определить
скрытые параметры χn и термодинамические функции U,D, а определяющие уравнения сле-
дуют из тех же уравнений (0.4) - (0.10). Этим путем получаются сложные реологические
модели композитов, составляющие которых удовлетворяют более простым реологическим со-
отношениям.

Теория пластичности использует следствия термодинамики [22], общие свойства физиче-
ских микропроцессов [26], постулаты, классифицирующие материалы [34], частные феноме-
нологические модели, описывающие законы упрочнения и влияние параметров истории на-
гружения [14]. К теориям, учитывающим структуру материала и ее статический характер,
следует отнести теорию скольжения [21] и микронапряжений [30]. По существу это единая тео-
рия, рассматривающая две стороны процесса: механизмы образования пластических микро-
деформаций и влияние микронапряжений, созданных несовместимостью деформаций неодно-
родностью структуры материала. С этих позиций теория находит обобщения [30] на процессы
ползучести и микроразрушений. Задача теории состоит в том, чтобы количественно связать
данные о структуре материала и соотношения для макроскопических параметров. Если иде-
ализировать и обобщить такие свойства, как упругость, пластичность, вязкость, разрушение,
полагая их свойствами однородного элемента структуры, описываемого простыми уравнени-
ями, то многообразие неоднородных структур приводит к качественно новым соотношениям
для макросреды, которые трудно идеализировать, также как реальные материалы.

Исследования структуры материалов являются традиционными для технологов, более то-
го, стремление получить определенную структуру часто является целью и критерием качества
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материала. Это объясняется устойчивой связью между физическими свойствами материала
и его структуры. Проникновение математических методов в эту область материаловедения
определено развитием теории случайных полей [37] и статистических экспериментов.

Задачи теплопроводности, упругости, вязкости многофазных твердых материалов имеют
решения в виде разложений по многоточечным моментам [1-7]. Однако применение этих реше-
ний ограничено трудностью определения многоточечных моментов, задающих случайное поле
параметров, которые являются исходными для теоретического исследования. Из имеющихся
количественных методов статистического эксперимента [38-39] наиболее перспективным ста-
новится оптико-структурный анализ, основанный на запоминании сигнала, полученного на
выходе датчика оптической плотности при сканировании структуры. Последующий автома-
тизированный ввод записи сигнала в ЭВМ предоставил бы возможность использовать любые
алгоритмы вычисления параметров структуры.

Для обоснования экспериментального метода определения многоточечных моментов рас-
смотрим статистически однородные случайные поля Λ в пространстве декартовых координат
xi. Многоточечные моменты определяются в результате осреднения

〈Λ (x) Λ (x′) Λ (x′′) . . .〉 = M (x′ − x, x′′ − x, . . .) . (0.11)

Для композитной среды задание случайного поля определяющих параметров представля-
ется в виде независимых характеристик, относящихся к физическим свойствам каждой фазы
в отдельности, и геометрией распределения фаз в пространстве. Пусть Λi – некоторый физи-
ческий параметр, соответствующий i-й фазе, например, тензор упругих модулей, плотность,
диэлектрическая проницаемость и т. п.

Геометрия фазы задается функцией æi, принимающей значение I в области пространства,
занимаемого Oi-й фазой, и значение 0 в остальной области. Случайное поле параметра Λ для
(N + 1)-фазной среды можно представить в виде

Λ = Λ0 +

N∑
i=1

(Λi − Λ0)æi (x) ; æi,æj =

{
0, i 6= j,
1, i = j.

(0.12)

Подставка выражения (0.12) в соотношение (0.11) показывает, что многоточечные моменты
поля выражаются линейной комбинацией смешанных многоточечных моментов геометриче-
ских структур æi. Таким образом, исследование геометрической структуры можно выделить
независимо от определения физических параметров. Возможность полного задания случай-
ной структуры в виде детерминированных характеристик содержится в условиях существо-
вания характеристического функционала [37]:

Φ {θ} =

〈
eip

N∑
j=1

∫
æj(x)θj(x)dx

〉
. (0.13)

Разложение функционала (0.13) в ряд по функционалам ni-го порядка задано точечны-
ми моментами. В этом смысле задание точечных моментов можно принять как обозримое
представление многообразия случайных структур. Знание n - точечных моментов являет-
ся наиболее полным и объективным критерием распознавания структуры. Универсальность
представления случайной структуры в виде (0.13) или n - точечными моментами состоит в
том, что любые статистические характеристики можно выразить через параметры n - точеч-
ных моментов.

Пусть изображение структуры какой-либо фазы представлено на черно-прозрачной фото-
пластине, причем значению æ (x1, x2) = 1 соответствуют прозрачные области изображения.
На фиг. 0-1 показана схема установки для исследования плоских фигур. Параллельный луч
света C с площадью сечения проходит через фотопластины I, II, III, которые имеют идентич-
ные изображения структуры. Световой поток, регистрируемый фотометром, пропорционален
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Фиг. 0-1

площади прозрачной области на пластинах. При полном совмещении изображений структуры
на пластинах I-III неоднородное по площади поглощение света происходит только на пластине
I. В этом случае площадь прозрачной области, отнесенная к площади S, совпадает с отно-
шением световых потоков для черно-прозрачных и прозрачных пластин, причем отношение
равно концентрации прозрачных областей.

Пусть пластина I закреплена, пластины II, III смещаются в направлениях (x′1, x
′
2) и (x′′1 , x

′′
2).

В этом случае прозрачная для всех пластин область соответствует области, для которой
выполняется равенство

æ (x1, x2) æ (x′1, x
′
2) æ (x′′1 , x

′′
2) = 1.

Площадь этой области равна

SM =

∫
æ (x1, x2) æ (x′1, x

′
2) æ (x′′1 , x

′′
2) dx1dx2.

Предполагая эргодичность однородной структуры, математическое ожидание можно вы-
числить осреднением по площади.

Для трехточечного момента получается

M3 (x′1 − x1, x
′
2 − x2, x

′′
1 − x1, x

′′
2 − x2) = SMS

−1.

Отношение SMS−1, регистрируемое фотометром как отношение световых потоков при раз-
личных комбинациях сдвигов пластин, измеряет функцию четырех переменных. Для про-
странственной изотропной структуры момент M3 определяется взаимным расположением
трех точек. Поэтому исследование одного плоского шлифа на трех фотопластинах достаточ-
но для измеренияM3 как функции трех переменных, характеризующих взаимное расположе-
ние трех точек любой плоскости пространства. При измерении четырех точечных моментов
используются четыре фотопластины, причем не только с идентичными изображениями, но и
фотографии срезов по плоскостям x3 = const на различных расстояниях, которые малы по
сравнению с характерными размерами неоднородностей структуры. Для измерения момен-
тов n-го порядка не требуется новых срезов. В зависимости от координат точек, в которых
производится измерение, составляется для просвечивания пакет из пластин. При исследо-
вании смешанных моментов N -фазной среды просвечиваются фотографии одного шлифа с
поглощающими областями æi, æj , которые можно получить, используя специальные способы
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Фиг.0-2

травления, позволяющие из совокупности N – фаз выделять для фотографирования отдель-
ные фазы. Аналогия между световым потоком и осреднением по площади, между поглоще-
нием света при сдвиге фотопластин и произведением функций в различных точках позволяет
экспериментально исследовать более общие структуры, чем указанные выше.

Экспериментально исследовалась структура, размеры фотоизображения которой (фиг. 0-
2) и сечение луча равны соответственно 81 х 111 мм и 45 х 46 мм. Шаг при сдвиге фо-
топластин равен 0,5 мм. Использовался полупроводниковый фотоэлемент типа ф-107 [38] и
потенциометр Р-307. Результаты измерения трехточечного момента как функции M3 (x, y),
где x = x′1 − x1, x = x′2 − x2, показаны на фиг. 0-3.

Исследование рассматриваемой структуры распределения мартенсита в стали Х12М [38]
производилось численными методами. После нанесения квадратной сетки значения функции
I вводились в ЭВМ. На фиг. 0-4 результаты вычислений нормированной двухточечной корре-
ляционной функции сравниваются с полученными экспериментальными данными, значения
которых отмечены крестиками. Цена деления по осям x, y на фиг. 0-3, 0-4 составляет 5.10−3

мм и равна среднему диаметру мартенситной иглы.
Рассматриваемая структура имеет незначительную анизотропию, которая выявляется из

несимметричности. В эксперименте наблюдалась крупномасштабная неоднородность, поэто-
му результаты измерений осреднялись по значениям, получаемым при параллельном сдвиге
источника света (см. фиг. 0-1). Порядок отклонения составлял 2-5 %.

Этот эксперимент, поставленный совместно с Н. Н. Лысачем и С. И. Мешковым [127],
приведен с целью показать, что из известных наиболее простая техника экспериментирования
приводит к большой и трудно перерабатываемой информации, что варьировать исходным
экспериментальным материалом (структурой) сложно.

Макроскопические свойства материала в сильной степени зависят от его геометрической
структуры, то есть существенным оказывается не только состав материала и свойства его
компонентов, но геометрия их распределения в пространстве. Например, смесь разнородных
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Фиг. 0-3

Фиг. 0-4

порошков после спекания превращается в плотную структуру, в которой одна из составляю-
щих образует матрицу (связывающее). Если связывающим может стать другая компонента,
то свойства композита изменяются. Границы параметров, например, моделей упругости для
одинаковых составов образуют значительный интервал, каждая точка которого соответству-
ет одной из множества геометрических структур [4]. Расчет влияния геометрии случайной
структуры представляет собой самую сложную задачу теории композитов и гетерогенных
систем. Многие задачи физики твердого тела, космогонии, биологических тканей, возможно,
микроструктуры пространства создают проблемы, связанные с развитием геометрии слу-
чайных структур. Такие понятия, как дальний порядок представления теории протекания,
образование структур неустойчивыми процессами, теория распознавания образов и др., фраг-
ментарно описывают даже тот класс задач, который они рассматривают. Возможно, что одно
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из этих направлений со временем образует общий метод исследования или произойдет сли-
яние представлений и методов. В механике сплошных сред для описания случайных полей
используется представление о характеристическом функционале [37]. Однако идентифика-
ция и способ его вычисления для конкретных реальных структур остается сложной задачей,
которая, возможно, является наиболее общей в своей постановке. Разложение функциона-
ла по многоточечным моментам, их экспериментальное определение имеет смысл в расчетах
композитов, если моменты и управляемые технологом параметры (концентрация компонен-
тов, форма включения) связаны определенной зависимостью. Эта зависимость изучалась для
некоторых структур [42] и трехточечных моментов, что позволило сузить расчетные границы
упругих модулей. Эти методы ограничены как в своей основе, так и в применении к системам
“матрица-включения”, а также используют лишь линейные уравнения, определяющие свой-
ства композитов [42]. Переход к исследованию пластических свойств композитов влечет за
собой трудности, которые не преодолены в теории линейных материалов.

В настоящей работе используется вариационный метод, который имеет аналогию в теории
упругих систем “матрица-включения” [88]. Р. Хиллом показано, что этот метод и оценки, по-
лученные на его основании, следуют из классических вариационных принципов теории упру-
гости. В работах [43, 88] указывается на достижимость оценок, что подтверждается экспе-
риментальными данными и приближениями с периодическими распределениями включений
[10].

В главе 1 рассматривается обобщение вариационного метода, основная черта которого со-
стоит в его термодинамическом содержании. Последнее существенно для необратимых сред,
когда заранее не известен вид определяющих соотношений композита и, следовательно, не
известно, какие параметры необходимо вычислить. Термодинамическая формулировка вари-
ационных принципов, которые получены в теории пластичности [59], позволяют использовать
их для выявления определяющих уравнений между макропараметрами композита.

Другая черта метода состоит в приближенности описания геометрической структуры ма-
териала, а именно используется ограниченное число параметров: форма, ориентация вклю-
чений, их концентрация в объеме материала. Такое определение геометрической структуры
не является полным, однако, это те параметры, которые используются в технологии матери-
алов. В остальном неопределенность статистики распределения включения часто связана с
неуправляемостью при проектировании технологического процесса, хотя в некоторых случаях
предварительное напыление включений материалом матрицы с целью избежать слипаемости
включений оказывает существенное влияние на структуру и макросвойства композита.

В главе 2 исследуется жесткопластический композиционный материал, составляющие ко-
торого удовлетворяют условию течения Мизеса. В случае сферических включений (§ 2) выяв-
ляются два варианта пластического деформирования композита, когда напряжения включе-
ний достигают предела пластичности или включения остаются жесткими. Вычислены напря-
жения в жестких включениях, которые оказываются большими по сравнению со средними
напряжениями матрицы. Приведено сравнение расчетных и экспериментальных данных.

Рассматривается материал с ориентированными пластическими включениями (§ 3), приме-
ром которого служит композит промышленного значения [113]. Данные о свойствах различ-
ных марок удовлетворительно отражают полученные закономерности. Получен закон “квад-
ратного корня” для зависимости предела пластичности от концентрации включений, который
эмпирически установлен А. Келли [56]. В этой работе [56] альтернативно приводится линейная
зависимость, которая также наблюдается экспериментально. В § 3 показано, что эти случаи
соответствуют пластическому или жесткому состоянию включений. Получено условие опти-
мального использования волокон в композите, при котором критическое состояние включений
наступает одновременно с пластическим течением матрицы. В § 4 рассматриваются процессы
деформирования, сопровождающиеся развитием микротрещин.
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На основании экспериментальных данных по плотным бетонам формулируется модель
неустойчивого процесса с необратимым изменением модулей упругости материала, ослаб-
ленного микротрещинами. Условие деформативности используется для обоснования теории
предельного равновесия в расчетах композиций из хрупких материалов. Методы теории ком-
позитов распространяются на материалы с различными пределами прочности при растяже-
нии и сжатии. Приведено сравнение расчетных и эмпирических данных для ячеистых бетонов,
керамзитобетонов и плотных композиций.

В главе 2 используются некоторые задачи технологии электроплавленных огнеупоров, ко-
торые имеют аналогию с процессами твердения, усадки и ползучести бетонов, со свойствами
остывшей нефти с высоким содержанием парафина. Общими являются образование микро-
напряжений при различных изменениях объемных деформаций матрицы и включений (§ 1),
процессы ползучести (§ 2) и перераспределения напряжений в матрице и включениях (§ 3),
для которых установлены реологические соотношения и их связь с параметрами структуры.
Приведены сравнения с экспериментальными данными и объясняются аномальные изменения
удельных объемов и вязкости огнеупоров.

В главе 3 исследуются материалы с доменной структурой кристаллов. Рассмотрены свой-
ства поликристаллических структур ферроупругих сплавов и деформационные зависимости
в сегнетоэлектриках, между которыми существует аналогия, определенная доменными со-
стояниями. Подзадачей является определение свойств поликристалла по известным соотно-
шениям пластичности для отдельного кристалла. В § 1 исследуются уравнения движения
границ доменов, ферроупругие свойства отдельного кристалла и его фазовые превращения.
Исследуются также основные эффекты ферроупругого деформирования в условиях тепло-
вых воздействий. Определение соотношений, связывающих макропараметры поликристалла
и состояния отдельных кристаллов, замыкает систему статистических уравнений, которые
рассмотрены в § 2. Показано, что определяющие уравнения описывают деформационную па-
мять в процессах фазовых превращений. Изучены формы петель гистерезиса при различных
температурах. Полученные закономерности применяются к исследованию сегнетоэлектриков,
которые являются не только двигателями, но позволяют запоминать и воспроизводить тра-
екторию деформаций при работе манипулятора.

Практическая значимость. Создана теоретическая основа для моделирования и расчета
влияния параметров мезоструктуры материала, таких как: инородные включения, поликри-
сталличность, когерентные фазовые образования. Теоретические разработки использовались
в исследованиях необратимых деформаций сегнетоэлектриков для расчета управления дви-
жителей, применяемых заводом электронных микроскопов /Сумы, 1980/. Для института
электроплавленного стекла /Москва/ следующие исследования выполнены предлагаемыми
в работе методами: “Оптимизация режимов отжига плавленых огнеупоров” /1981 г. № гос.
регистр. 81.041891/, “Расчет оптимизации прочностных характеристик оборотного огнепри-
паса” /1982 г. № 0182.8049940/, “Микронапряжения при фазовом переходе двуокиси циркония
в бадделеитокорундовых огнеупорах” /1983 г. № 0183.0021524/.

Достоверность установленных в работе результатов следует из корректности поставленных
задач, применения строгого аналитического аппарата исследования. Полученные в работе об-
щие положения в частных случаях приводят к известным ранее результатам. Анализ имею-
щихся в литературе экспериментальных данных согласуется с теоретическими результатами,
приведенными в данной работе.

Апробация работы. Результаты исследования докладывались на научных семинарах по
механике Воронежского госуниверситета, Воронежского технологического института, Мос-
ковского горного института, Самарского политехнического института, на Всесоюзной школе
по механике твердого деформируемого тела /Куйбышевский университет, 1978/, на III Все-
союзном симпозиуме “Теория механической переработки полимерных материалов” (Пермь,
1985), научно-технической конференции “Применение композитных материалов на полимер-
ной и металлической матрицах” (Пермь, 1985).
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Цель работы. Разработка теории моделирования пластических свойств материалов на ос-
нове параметров мезоструктуры.

Научная новизна. Впервые решен ряд задач о моделировании пластических свойств ма-
териалов сложной структуры с фазовыми превращениями. Получена связь между функ-
циональными и вариационными приближениями, что дало возможность применить теорию
композитов в условиях неполной информации о структуре материала. Получено обоснова-
ние правила Келли о связи линейного закона и закона “квадратного корня” в материалах
армированных нитеобразными включениями, а также связи, определенной выбором опти-
мальной длины нитей. Предложена расчетная модель структур с различными пределами
прочности на растяжение и сжатие, основанная на теории предельного равновесия. Рассчи-
тан уровень микронапряжений в процессе фазового превращения. Получена реологическая
модель и связь с параметрами структуры, образованной вязкими, упругими, пластическим
элементами. На основе представлений о когерентных превращениях в кристаллах получены
характерные феноменологические проявления пластических свойств: возврат пластических
деформаций, сверхпластичность. Показана аналогия, и построена модель ферроупругих и
сегнетоэлектрических материалов в условиях пластического деформирования.

Основной вывод работы указывает на широкие возможности применения современной тео-
рии композитов для исследований и моделирования материалов с уникальными свойствами.
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Глава 1. ГЕОМЕТРИЯ СТРУКТУРЫ И ОСНОВНЫЕ ГИПОТЕЗЫ
§ 1. Анализ некоторых статистических гипотез теории композитов

Вариационные принципы механики твердого тела позволяют сформулировать краевую за-
дачу в виде условия минимальности положительно определенного функционала Φ {v} на мно-
жестве кинематически возможных перемещений или скоростей v. Методы приближений сво-
дятся к отысканию min Φ {v} на подмножестве функций v∗. Чем шире подмножество, тем
сложнее решение. Точное решение возможно тогда, когда минимизирующая функция v0 по-
падает в это подмножество. В случае детерминированной краевой задачи часто используются
экспериментальные данные или интуитивные соображения о возможных классах полей v∗,
заданных свободой выбора ее некоторых параметров или функций. В результате число степе-
ней свободы функционала Φ {v∗} уменьшится, одновременно уменьшается число параметров,
задающих систему. Например, в теории изгиба гипотеза Кирхгоффа позволяет определить
систему моментов инерции сечений, в остальном форма сечений произвольна. Эта связь суще-
ственна для статистически неоднородных тел, так как задание структуры материала требует
практической необозримой информации [1, 2], из которой трудно выделить необходимые пара-
метры. Эффективные постоянные композита можно представить в виде рядов интегралов по
многоточечным моментам. Эмпирическое определение многоточечных моментов трудоемко,
но необходимыми являются лишь интегральные параметры. Технологам при выборе структу-
ры материала использовать эту информацию сложно, а варьировать ею не удается. Представ-
ляется целесообразным выбор такого подмножества v∗, которое ограничивает информацию
о структуре материала, нет необходимости включать те параметры, для которых экспери-
ментально установлена значимость влияния. Универсальных рецептов такого выбора нет, –
это ясно из опыта решения детерминированных задач [3]. В теории композитов ограничения,
выделяющие подмножество v∗, могут иметь статистический характер и одновременно, как
следствие, ограничивать классы геометрических структур материала. Такие подмножества
выделяются гипотезами с сильной изотропией о состояниях, форме и ориентации включений
[4-9].

Пусть Φ1 положительно определенный функционал, представляющий оценку Φ {v} ≤
Φ1 {v} и Φ∗1 {v} ≤ Φ {v∗} на подмножестве v∗, которое, в этом случае, будем называть опор-
ным. Действительное решение v0 удовлетворяет условию Φ

{
v0
}

= min Φ {v}. Аргументы в
скобках обозначают элементы множеств, из которых отыскивается минимум. Сведем опре-
деления: функциональное приближение v0∗ соответствует Φ

{
v0∗} = min Φ {v∗}; оценочное

(вариационное) приближение v01 будет удовлетворять условию Φ1

{
v01
}

= min Φ1 {v}. Сте-
пень близости решений v1, v2 к действительному v0 естественно определить неравенством
Φ
{
v0
}
≤ Φ

{
v1
}
≤ Φ

{
v2
}
[3]. Из сделанных определений не трудно получить неравенства

min Φ {v} ≤ min Φ1 {v} ≤ min Φ1 {v∗} ,
Φ
{
v0
}
≤ Φ

{
v01
}
≤ Φ

{
v0∗} . (2.0)

Таким образом, оценочное приближение v01 по значению минимума и по близости к дей-
ствительному решению не менее точно, чем функциональное приближение v0∗.

Для упругих систем “матрица-включения” предположения теории самосогласования об од-
нородности состояния включения выделяют подмножество v∗; вариационными приближе-
ниями служат оценки Машина–Штрикмана [7]. Практически важным результатом является
достижимость оценок, так как экспериментальное подтверждение этого результата позволяет
идентифицировать структуры, для которых упомянутые решения являются точными [11].
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§ 2. Двухфазный композиционный материал
Двухфазный композиционный материал состоит из физически нелинейных компонент, свя-

занных между собой условием непрерывности перемещений. Соотношения напряжения – де-
формации определены потенциалом σ = ∂D/∂ε. Аналогичным образом можно использовать
диссипативную функцию скоростей деформаций ε, для которой уравнения Коши совпадают
с формулой малых деформаций εij = (vi,j + vj,i)/2. Пусть в некоторой области VB харак-
терного объема V свойства фазы заданы потенциалом D1 (ε), а в остальном объеме – D (ε).
Вариационную задачу определения свойств композита можно сформулировать как условие
экстремальности функционала из множества статистически однородных полей ε для фикси-
рованных средних 〈ε〉

δ

 1

V

∫
V

(D + æR)dV

 = 0, R = D1 −D, (2.1)

где индикаторная фукнция æ равна I в области VB и 0 в остальном объеме.
Разобьем VB на составляющие Vn с индикаторными фукнциями æn. Осреднение по обла-

стям Vn обозначим 〈 〉n. Предполагая выполнение условий эргодичности совокупности Vn,
образуем приближение функционала (2.1), для этого деформации объемов Vn заменим сред-
ними 〈ε〉n:

δ

 1

V

∫
V

D (ε) dV +
∑
n

cnR (〈ε〉n)

 = 0; (2.2)

здесь cn = 〈æ〉n – объемные концентрации.
Аналогичным образом можно получить приближения для задачи в напряжениях с потен-

циалом ε = ∂Ψ/∂σ и функционалом на множестве статистически допустимых напряжений
σij,j = 0, 〈σij〉 – фиксировано.

Приближения в задачах для деформаций или напряжений

D∗ = min

{
〈D (ε)〉+

∑
n

cnR (〈ε〉n)

}
, (2.3)

Ψ∗ = min

{
〈Ψ (σ)〉+

∑
n

cnQ (〈σ〉n)

}
, (2.4)

Q = Ψ1 −Ψ

являются оценками сверху в тех случаях, если при любых ε,σ из множества эргодических
полей выполнено

〈R (ε)〉 ≥ R (〈ε〉n) или 〈Q (σ)〉 ≥ Q (〈σ〉n) . (2.5)

Для составляющих композита различающихся по механическим свойства условия (2.5)
обычно альтернативны. Тогда к одному из оценочных приближений (2.3), (2.4) применимы
утверждения (2.0), если опорными подмножествами ε∗ или σ∗ будут поля, удовлетворяющие
условиям однородности состояний в области Vn. Особенности выбора Vn состоят в том, что
вне областей Vn варьирование произвольно, поэтому кинематические ограничения, связанные
с однородностью состояний, слишком жесткие для таких областей, как матрица и связан-
ный скелет. Так как любое кинематическое ограничение может только увеличить минималь-
ное значение положительно определенного функционала, то налагаемые связи в областях Vn
в меньшей степени скажутся в случае неразветвленных включений. Однако, для заданных
статистических параметров областей æn (учитывающих, например, форму включений Vn)
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остается неопределенность в выборе других характеристик. В условиях этой неопределенно-
сти минимизуются приближения (2.3), (2.4), что не противоречит существованию минимумов
функционалов, хотя варьируемые поля v неявно связаны со структурой материала. В этих
условиях ограничение на статику æn одновременно является ограничением на вариации кине-
матически возможных полей. Эта связь существенна для следующих представлений. Задание
геометрической структуры в первую очередь определяется связностью множеств, для распо-
знавания которой не существует алгоритмов, вычисляющих степень связности [10]. В частно-
сти, функции распределений на конечном числе произвольно заданных точек (масок 10) не
способны различать структуру матрицы от структуры включений. В тоже время физический
параметр, например коэффициент фильтрации, может быть выбран в качестве характеристи-
ки связности пор. В этом смысле получаемые оценки (2.0), если они достижимы, сами могут
служить параметрами, характеризующими оптимальную связность. В теории упругих ком-
позитов достижимость оценок [11, 12], которые можно свести к функционалам (2.3), (2.4),
хорошо подтверждается экспериментально [7, 11, 12].

В тех случаях, когда вне областей Vn материал подчиняется линейным соотношениям,
условия минимальности функционалов (2.3), (2.4) представляют линейные уравнения отно-
сительно флуктуаций. Нелинейность заключения – в коэффициентах уравнений, которые
являются функционалами [9]. Наделяя æn определенными статистическими свойствами, вы-
числяются D∗, Ψ∗ как функции от 〈ε〉,〈σ〉. Минимальные значения функций, D∗−〈ε〉 〈σ〉 при
заданных 〈σ〉 или Ψ − 〈σ〉 〈ε〉 для фиксированных 〈ε〉 вследствие вариационных принципов
дают соотношения 〈σ〉 = ∂D∗/∂ 〈ε〉, 〈ε〉 = ∂Ψ∗/∂ 〈σ〉.

В общем случае нелинейных соотношений рассмотрим приближения или оценки в области
второй фазы V0 = V − VB , которая позволяет линеаризировать уравнения для флуктуаций.
Воспользуемся приближениями 〈D (εijεij)〉0 ≈ D

(
〈εijεij〉0

)
, которые превращаются в точные

соотношения на опорном подмножестве, удовлетворяющем уравнению εijεij = const почти
всюду в области V0. Изучим опорное подмножество v∗. В случае несжимаемого материала
к уравнениям относительно скоростей v∗i , которыми являются соотношения ε∗ijε

∗
ij = const,

присоединяется v∗i,i = 0, таким образом степени свободы вариаций в матрице соответству-
ют одной произвольной функции. Кинематически возможные поля и условие выполнения
почти всюду ε∗ijε

∗
ij = const не исключают существование поверхностей разрыва производ-

ных от непрерывных функций v∗i , тогда варьируемые поля определены множеством кусочно-
дифференцируемых функций, на которые распространяются теоремы об условиях экстре-
мальности. Ограничение ε∗ijε∗ij = const непосредственно в решении задачи не применяется,
оно используется при доказательстве существования оценок функционалов, и является до-
статочным.

Для степенных зависимостей из неравенств Гёльдера следует

〈(√
εijεij

)α〉
n
≥
(√
〈εij〉n 〈εij〉n

)α
,〈(√

εijεij
)α〉

0
≤
(√
〈εijεij〉0

)α
, α ≥ 1.

(2.6)

Получим также

〈εijεij〉0 = (1− с)−1

[
〈εijεij〉 −

∑
n
cn 〈εijεij〉n

]
≤

≤ (1− с)−1

[
〈εijεij〉 −

∑
n
cn 〈εij〉n 〈εij〉n

]
,

(2.7)

где оценка и приближение на включениях V для однородных состояний переходят в равен-
ства.

Применительно к однородным, в смысле Эйлера, потенциалам D, D1, Ψ, Ψ1 воспользуемся
приближениями (2.6), (2.7)
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D∗ = min

{
(1− с)−1

D

((
〈εε〉 −

∑
n

cn 〈ε〉n 〈ε〉n

)/
(1− c)

)
+
∑
n

cnD1 (〈ε〉n)

}
, (2.8)

Ψ∗ = min

{
(1− с)−1

Ψ

((
〈ss〉 −

∑
n

cn 〈s〉n 〈s〉n

)/
(1− c)

)
+
∑
n

cnΨ1 (〈s〉n)

}
, (2.9)

здесь в задаче для напряжений используется девиатор s sij = σij − σllδij/3; составляющие
композита предполагаются несжимаемыми εii = 0.

На основании неравенства (2.6), (2.7) не всегда удается показать оценочность приближений
(2.8), (2.9). Учитывая, что приближения (2.8), (2.9) относятся к одинаковым геометрическим
структурам, результаты можно контролировать сравнением решений задач в напряжениях и
деформациях. Если оба результата совпадают, то из условия альтернативности оценок сле-
дует применимость утверждения (2.0). Заметим, что для линейных материалов результаты
приближений (2.8), (2.9) всегда совпадают, причем оценка приближения (2.3) следует без
ограничения εijεij = const в области V0. Это ограничение не используется при вычислении
функционалов (2.8), (2.9), но существование оценки в случае ее достижимости позволяет
утверждать, что получено точное решение для структур с некоторыми параметрами, харак-
теризующими æn. Статистика распределения включений многообразна, и данные, например,
о форме и ориентации включений не устраняют неопределенности при вычислении эффек-
тивных постоянных. Мощность множества эффективных постоянных значительно меньше
мощности множества структур, поэтому указанная неопределенность относится к различ-
ным структурам, имеющим одинаковые эффективные постоянные. Вычисление последних не
требует полной информации о геометрической структуре.

Процессы установившейся ползучести представим степенными зависимостями, которые,
как предельный случай, переходит в идеальную пластичность.

D = µ (εijεij)
p

; Ψ = µ (2p− 1)
(
sijsij

/(
4µ2p2

)) p
2p−1 ; µ = const;

σij = ∂D/∂εij ; εij = ∂Ψ/∂σij .
(2.10)

Предполагаем, что включения сферические неразличимы по механическим свойствам:
〈ε〉n = 〈ε〉1,

∑
n
cn = c, тогда функционалы (2.8), (2.9) преобразуются к виду

D∗ = min
{

(1− с)1−p
µ
(
〈εijεij〉 − c 〈εij〉1 〈εij〉1

)p
+ cµ1

(
〈εij〉n 〈εij〉1

)q}
, (2.11)

Ψ∗ = min
{

(1− с)1−n
ν
(
〈sijsij〉 − c 〈sij〉1 〈sij〉1

)n
+ cν1

(
〈sij〉n 〈sij〉1

)m}
, (2.12)

здесь индексом I отмечены постоянные µ1, ν1, отнесенные к включениям; показатели m, n
связаны с p, q по формулам, следующим из (2.10).

В случае задачи в напряжениях условие равновесия σij,j = 0 выполнимо, используя мно-
жители Лагранжа λ′i. Получим уравнения полей, минимизирующих (2.12)

s′ij = a 〈sij〉1 æ′ + λ′i,j + λ′j,i; s′ij,j + σ′ll,i = 0;

где штрихом отмечены флуктуации:

a = 1− ν1mS
m−1
1

/(
(1− c)1−n

nSn−1ν
)

;

S = 〈sijsij〉 − c 〈sij〉1 〈sij〉1 ;
S1 = 〈sij〉 〈sij〉1 ; S0 = 〈sij〉 〈sij〉 .

(2.13)

В остальном вычисление минимумов функционалов (2.11), (2.12) аналогично работам
[9, 13]; алгоритм вычислений однозначен и использует свойство изотропности æ. Обозначая
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b = 1− µ1qJ
q−1
1 (1− c)p−1

/(
pµJp−1

)
;

J = 〈εijεij〉 − c 〈εij〉1 〈εij〉1 ;
J1 = 〈εij〉1 〈εij〉1 ; J0 = 〈εij〉 〈εij〉 ,

(2.14)

получим две группы алгебраических уравнений для вычисления минимумов D∗,Ψ∗ функци-
оналов (2.11), (2.12) соответственно

D∗ = µ (1− c)1−p
Jp + cµ1J

q
1 ;
√
J1 =

√
J0

/(
1− 2

5 (1− c) b
)
;

J = (1− c)
(
1− 2

5b
)
J0

/(
1− 2

5 (1− c) b
)
;

(2.15)

Ψ∗ = ν (1− c)1−n
Sn + cν1S

m
1 ;

√
S1 =

√
S0

/(
1− 3

5 (1− c) a
)
;

S = (1− c)
(
1− 3

5a
)
S0

/(
1− 3

5 (1− c) a
)
.

(2.16)

Приm 6= n или p 6= q потенциалыD∗ и Ψ∗ в явном виде непредставимы; необходимо исполь-
зовать численные методы. В случае пористого материала вычисления (2.15) производятся без
ограничений несжимаемости εij 6= 0 в области включений.

Приведем результаты вычислений для пористого материала и композита с абсолютно жест-
кими включениями. Для этих случаев оказывается, что задачи (2.8) в напряжениях и дефор-
мациях дают одинаковые результаты. Диссипативные функции для пористого тела D0 и с
жесткими включениями Dv в безразмерных параметрах имеют вид

D0 = (1− c)
(
εijεij

1 + 2
3c

+
2

3

ε2
ll

c

)p
; (2.17)

Dv = (1− c)

(
εijεij

(1− c)2

(
1 +

2

3
c

))p
, εij = 0. (2.18)

Значение приведенного напряжения σ (c)/σ (0) следует из выражения σ = ∂Dv/∂ε и зави-
сит от объемной концентрации включения, как показано на фиг. 1-1. В случае p = 1 результат
совпадает с формулой для упругого материала [7], там же приведено сравнение с эксперимен-
том. В случае идеальнопластического пористого материала p = 1/2 значение D0 получено в
работе [13], сравнение с экспериментальными данными приведено в работе [14].

Фиг. 1-1



44 В.В. ДУДУКАЛЕНКО

§ 3. Оптимальное использование собственной прочности волокон в композитах
с пластической матрицей

Композит состоит из двух жесткопластических компонентов, свойства которых заданы
диссипативной функцией, связывающий напряжения и скорости деформаций σij−(σll/3) δij =
k∂D/∂εij , D =

√
εijεij ; k, k1 – пределы пластичности компонентов. Величина k1 относится к

области включений V1 характерного объема V . Вариационную задачу определения свойств
композита сформулируем как условие экстремальности функционала D∗ аналогично поста-
новке задачи в параграфе 1:

D∗ =
1

V

∫
V

[
k
√
εijεij +æ (k1 − k)

√
εijεij

]
dV,

где æ – индикаторная функция, принимающая значение I в области V и 0 в остальном объеме
V .

Предполагая выполнение условий эргодичности, осреднение по области V обозначим 〈 〉1;
для фазы с пределом пластичности k средние отмечаются индексом 2.

Введем приближение
〈√

εijεij
〉

2
≈
√
〈εijεij〉2 и деформации включений в функционале

заменим средними по включениям 〈εij〉1. Так как
〈√

εijεij
〉

2
≤
√
〈εijεij〉2,

√
〈εij〉1 〈εij〉1 ≤〈√

εijεij
〉

1
, получаемые приближения одновременно являются оценками, которые в случае

квадратичных функционалов переходят в оценки Хашина–Штрикмана, а рассматриваемое
приближение соответствует теории самосогласования [4, 5]. Так как

〈εijεij〉2 ≤
(
〈εijεij〉 − c 〈εijεij〉1

)/
(1− c),

где c = V1/V . Функционал D∗ представим в виде

D∗ = k
√

1− c
√
〈εijεij〉 − c 〈εij〉1 〈εij〉1 + k1c

√
〈εij〉1 〈εij〉1;

εij = (vi,j + vj,i)/2; vi,i = 0.

Варьирование по флуктуациям v′i фукнционала D∗ приводит к линейным уравнениям от-
носительно v′i, рассматриваемым как уравнения в частных производных. Нелинейность сохра-
няется в коэффициентах уравнений, которые представляют собой нелинейные функционалы.
Решение получается в виде спектральных разложений или с использованием функций Грина.

Пусть включения обладают осевой симметрией в направлении ni, вдоль которого можно
произвести сжатие или растяжение пространства, приводящее к изотропному распределению
æ.

Введем обозначения

D∗ = k
√

1− cJ + k1cJ1; J1 =
√
〈εij〉1 〈εij〉1;

J =
√
J2

0 +
〈
ε′ijε

′
ij

〉
− cJ1;

J0 =
√
〈εij〉 〈εij〉.

(3.0)

Воспользуемся методикой параграфа 2, которая позволяет найти точное минимальное зна-
чение функционала D∗. Предполагая, что включения находятся в пластическом состоянии,
получим соотношения, следующие из решения условий минимальности〈

æ′ε′ij
〉

= (1− c)FS(n)
ijkl 〈εkl〉1 ;〈

ε′ijε
′
ij

〉
= F 2c (1− c)S(n)

ijkl 〈εkl〉1 〈εkl〉1 ;

F = 1− k1J
/(
kJ1

√
1− c

)
;

S
(n)
ijkl = (6A+ 2B) δikδjl − 2Bδijnknl+

+ (3B + C) (ninkδjl + njnkδil)− 2Cninjnknl;

(3.1)
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здесь А, В, С – скаляры, вычисляемые через главные значения тензора анизотропии при
n1 = 0, n2 = 0, n3 = 1:

R11 = 3A, R13 = A+B, R33 = 3A+ 6B + C,
8R11 + 12R13 + 3R33 = 3.

Для игольчатых включений с соотношением размеров получим значения тензорных ком-
понент, которые показаны на фигуре 1-2.

R13 = 1−α2

4α5

[(
3− α2

)
1
2 ln 1+α

1−α − 3α
]

; α =
√

1− 1
α2 ;

R33 = 1−α2

α5

[(
1− α2

)
α+ 1

2

(
1− α2

)
ln 1+α

1−α

]
.

Фиг. 1-2

Для пластинчатых включений α < 1 формулы получены в параграфе 2. Если включе-
ния не достигают пластического состояния 〈εij〉1 = 0, то неопределенность, возникающая в
уравнениях для напряженного состояния включений

〈εij〉1 = k1

〈εij〉1
J1

; sij = σij −
1

3
σllδij , (3.2)

раскрывается в формулах (3.1). Так как

〈εij〉1 = 〈εij〉+
〈

æ′ε
′

ij

〉
/c,

из (3.1) следует

〈εij〉1 = k 〈εkl〉
(
S

(n)
ijkl

)−1
/(√

1− cJ
)
;

D∗ = k
√

1− cJ ; J = 〈εij〉 〈εij〉+ c
1−c 〈εij〉

(
S

(n)
ijkl

)−1

〈εkl〉 .
(3.3)

Выделим направление ориентации включений χ3; индексы в последующих формулах при
суммировании принимают значения (1.2). Для абсолютно жестких включений диссипативная
функция (3.3)
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D∗ = k
{

(1− c) J2
0 + 2c

[
〈εij〉〈εij〉

1−R33
+

+2 〈εi3〉 〈εi3〉/(1−R33 − 6R13) +

+ 〈ε33〉2 (1/R138− 1/(2− 2R33))
}1/2

;

J2
0 = 〈εij〉 〈εij〉+ 2 〈εi3〉 〈εi3〉+ 〈ε33〉2 ; i, j = 1, 2

(3.4)

определяет напряжения 〈σij〉 = ∂D∗/∂ 〈εij〉, удовлетворяющие условию пластичности, кото-
рое в пространстве напряжений представляет цилиндр эллипсоидального сечения. Предел
пластичности σ∗ при растяжении вдоль волокон равен

σ∗ = σ0

√
1− c+

c

6R13
, (3.5)

где σ0 – предел пластичности матрицы при растяжении. Зависимость (3.5) для включений
различной относительной длины представлена на фиг. 1-3, показаны также эксперименталь-
ные данные для матрицы, армированной проволочками a = 5 (точка), a = 10 (кружок),
a = 20 (треугольник), a = 40 (ромб). Близкие к расчетам (3.5) данные имеют место лишь
при a = 5 и a = 10; действительно, короткие проволочки находятся в жестком состоянии, что
соответствует условиям вывода формулы (3.5). При тех же условиях длинные проволочки
разрушаются или текут.

Фиг. 1-3

Рассмотрим случай пластического состояния включений. При растяжении вдоль оси χ3 в
формулах (3.1) полагаем

〈ε33〉1 = −2 〈ε11〉1 = −2 〈ε22〉1 ,
следовательно,
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〈ε33〉1 − 〈ε33〉 = F (1− c) 6 (A+B) 〈ε33〉1 ;〈
S

(n)
ijkl

〉
〈εij〉1 〈εkl〉1 = (9A+B) 〈ε33〉2 .

Диссипативная функция определяется соотношением

D∗ = σ∗ |〈ε33〉| ;

σ∗ =
√

3
2k

[
1−c
√

1−R
√

1−R(1−c+ck21/k2)+ck1/k

1−R(1−c)

]
,

R = R13, σ0 =
√

3
2k,

σ1

σ0
= k1

k ,

(3.6)

где σ1 – предел пластичности включений при растяжении.

Фиг. 1-4

На фиг. 1-4 показаны зависимости (3.6), которые переходят в кривую (3.5) для включений
в жестком состоянии. В точках сопряжения А, В длина волокон становится критической в
том смысле, что последующее ее увеличение менее эффективно влияет на предельные на-
пряжения композита. Этот же вывод можно сделать на основании зависимостей, показанных
на фиг. 1-3. В работе [55] указывается особенность эмпирических данных по пределам пла-
стичности композитов: зависимость от концентрации c имеет либо линейный характер, либо
закон квадратного корня. Это подтверждается зависимостями фиг. 2, где случай пластиче-
ского состояния включений (3.6) близок к линейному закону, жесткие состояния включений
(3.5) соответствуют приближениям квадратного корня. Из условий эксперимента [56] следует,
что точке максимальной кучности экспериментальных данных (фиг. 1-3) соответствует слу-
чай, когда разрушение композита происходит на одновременном действии двух механизмов:
вытягивание включений из пластической матрицы и разрыва включений. В рассматриваемых
зависимостях этому случаю соответствует точка сопряжения кривых (3.5), (3.6), поэтому на
фиг. 1-3 для точки сопряжения подобрано значение (k1/k) = 10. Если предположить, что
включения a = 40 (ромб) находятся в жестком состоянии, то зависимость (3.6) при c = 0.5
определяет точки в два раза большее предельное напряжение (на фиг. 1-3 увеличение пока-
зано вертикальной стрелкой). Горизонтальными стрелками указан снос для выбора эмпири-
ческих значений при c = 0.5 волокон a = 5 и a = 10. Это позволяет более наглядно сравнить
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эмпирические и расчетные значения при c = 0.5 (фиг. 1-5). Расчетные зависимости почти
кусочно-линейные, хотя в увеличенном масштабе (фиг. 1-4) они плавно сопрягаются.

Фиг. 1-5

А. Коттрелом [55] предложено условие оптимального использования собственной прочно-
сти волокон. Когда напряжения в матрице достигают предела текучести, волокна оказыва-
ются нагруженными более высокими напряжениями. Перераспределение нагрузки принимает
оптимальное значение, когда напряжения волокон становятся равными собственному разру-
шающему напряжению. В случае разрушения волокон композит можно считать армирован-
ным волокнами меньшей длины, поэтому имеет смысл расчет эффективной длины волокон.

Вычислим напряжение состояния включений. Девиаторная часть напряжений представле-
на формулой (3.2), выражение для шаровой части

〈σll〉1 = 〈σll〉 − 3 〈æ′p′〉 /c
получим из формулы

〈σll〉1 = 〈σll〉 − 3 (1− c) 〈sij〉1 ninj (7B + C) .

Пусть в условиях чистого растяжения 〈σ33〉 вдоль направления волокон достигнуто разру-
шающее напряжение

〈σ33〉1 = σp,
σp = 〈s33〉1 [1− (1− c) (7B + C)] + 1

3 〈σ33〉 .
Из соотношений (4.2), (4.3) получим

〈s33〉1 = k2〈ε33〉
6(A−B)D∗ ;

D∗ = k
√

3
2 (1− c) + c

4R13
|〈ε33〉| ;

〈σ33〉 = k
√

3
2 (1− c) + c

4R13
;

A+B = R13;
7B + C = 1

2 (6R13 + 3R33 − 1) .

Откуда следует сопряжение условий прочности волокон и пластического состояния матри-
цы
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σp = k

√
3

2

[
1− 1− c

R33

]/[
6R13

√
1− c+

c

6R13

]
,

где R13, R33 определяются по зависимостям, показанным фиг. 1-2.

§ 4. Предельное состояние хрупкого композиционного материала
Разрушение бетона, керамики, скальных пород с большой степенью приближения может

быть рассмотрено как развитие микротрещин в линейно-упругой среде [57–58]. На фиг. 1-6
показаны кривые напряжения σ – деформации e при кратковременных нагрузках тяжелых
бетонов с различными прочностями на сжатие [58]. Участок падения напряжений соответству-
ет процессу развития микротрещин, который приводит к образованию одной или нескольких
макротрещин. Предположим, что для обратимых процессов разгрузки выполнен закон Гука
e = µσ + p и, следовательно, определен термодинамический потенциал

W =
1

2
σµσ + σp, e = ∂W/∂σ, (4.1)

где p, µ изменяются лишь в необратимых процессах.

Фиг. 1-6

Пусть χ – некоторые параметры, характеризующие необратимый изотермический процесс,
в частности, ими могут быть статистические средние, тензорные величины, задающие рас-
пределение ориентации микротрещин. Коэффициенты термодинамического потенциала опре-
делим как функции параметров χ, а мощность диссипации и образования поверхностной
энергии трещин зададим функцией D (χ̇), где точкой обозначена производная по времени t.
Внутренняя энергия

U = σe−W
и функция D в уравнении первого закона термодинамики σde = dU +Ddt позволяют сфор-
мулировать закон (второй) в виде

∂W

∂χ
χ̇ = D ≥ 0, −∂U

∂χ
χ̇ = D ≥ 0. (4.2)
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Из этого выражения следует, что движущая силами необратимого процесса по отноше-
нию к потокам χ̇ являются величины z = ∂W/∂χ = −∂U/∂χ, которые могут не совпадать с
обобщенными силами обратимого процесса, инвариантных относительно масштаба времени,
удовлетворяют условию однородности D = (∂D/∂χ̇) χ̇. Это условие исключает диффузион-
ный характер преодоления потенциальных барьеров в микропроцессорах, связанных с движе-
ниями дислокаций, трещин. Максимум правой части уравнения (4.2) (принцип Мизеса) или
левой (максимальная скорость освобождения внутренней энергии) при условии достигается
для значений χ̇, удовлетворяющим обобщенным соотношениям Онсагера z = ∂D/∂χ̇. Из этих
соотношений и условия однородности Эйлера следует существование [5] области обратимых
процессов в пространстве z, которая ограничена поверхностью F (z) = 0, причем

χ̇ = λ̇
∂F

∂z
, λ̇ ≥ 0, F (z, χ) ≤ 0. (4.3)

Приращение деформаций представим суммой слагаемых

de = dee + dep, dep =
(
∂µ
∂χσ + ∂p

∂χ

)
dχ,

dee = µdσ.
(4.4)

Здесь dee определены изменением напряжений в упругом материале, ослабленном микро-
трещинами; приращения dep происходят в необратимых процессах dχ 6= 0.

Выражение z = ∂W/∂χ и условие F (z, χ) = 0 образуют поверхность в пространстве на-
пряжений F (σ, χ) = 0. Приращение неупругих деформаций вычислим из (4.3) и (4.4):

dep = dλ
∂F

∂z

∂z

∂σ
= dλ

∂F

∂σ
. (4.5)

Таким образом dep ассоциированы с условием разрушения F (σ, χ) = 0, что позволяет ис-
пользовать результаты исследования в теориях пластичности, основанные на ассоциирован-
ном законе деформирования. К существенным различиям приводит неустойчивость процессов
разрушения и, как следствие, неединственность решения краевых задач. В целях использо-
вания теории предельного равновесия будем предполагать малыми ee ≈ 0 и рассматривать
состояния F (σ) ≤ 0, достигающиеся при максимальных нагрузках. Если условие разрушения
образует выпуклую поверхность, то из соотношений (4.5) для жесткопластичного деформи-
рования de = dep следуют теоремы единственности [59] предельных состояний, соответствую-
щих моменту разрушения. Этому моменту относится мгновенное состояние, заданное полями
скоростей и напряжений.

Материалы с микротрещинами имеют низкую прочность при растяжении. Иногда в усло-
виях сжатия возникают продольные трещины (фиг. 1-7). Это состояние σ22 = σ33 = 0 на
поверхности F = 0 (фиг. 1-7) соответствует точке А. Так как трещины продольные, то де-
формации, определенные развитием трещин, удовлетворяют условию dp11 = 0, и ассоцииро-
ванность возможна лишь при dµ11 11σ11 ≤ 0, что соответствует падению жесткости.

Более точные модели должны учитывать, что сжатие сопровождается упругим закрытием
трещин, возникает физическая нелинейность упругих свойств, проявлением которой является
разномодульность.

Формальное обобщение с учетом этих аспектов очевидно, хотя идентификацией является
разномодульность.

Формальное обобщение с учетом этих аспектов очевидно, хотя идентификация с реальны-
ми материалами остается сложной задачей. С другой стороны, для бетонов, керамики, скаль-
ных пород характерен значительный статистический разброс механических параметров, что
оправдывает расчеты, основанные на оценках теории предельного равновесия.
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Фиг. 1-7

Композиты из хрупких материалов на основе бетона, керамики, стекла имеют случайную
геометрическую структуру. Дисперсная фаза или поры являются концентраторами напряже-
ний, поэтому в случайной структуре всегда существует вероятность локальных разрушений.
Расчет напряжений на основе теории упругости позволяет отыскать вероятность выброса ло-
кальных напряжений за предел прочности, однако последующее поведение композита при
увеличении нагрузки еще не исчерпывает действительной прочности. Поэтому разрушение
композита будем рассматривать как потерю несущей способности в целом, и на основании
этого можем использовать теорию предельного равновесия. При определенных ограничени-
ях на механические свойства фазовых составляющих композита эта теория применима, и
ограничения имеют тот же характер, что при расчетах конструкции.

Кинематика системы в момент разрушения определена скоростью деформаций, которые
для хрупких материалов можно разбить на две составляющие: упругую, которая достигается
до начала разрушения, и неупругую, связанную с развитием микротрещин. В теории предель-
ного равновесия существенно предположение о малости упругих деформаций по сравнению
с полными деформациями e∗, достигнутыми при разрушении. Характеристикой этого отно-
шения является предельная деформативность:

δ = e∗E/R (R - предел прочности, E - модуль упругости).
На фиг. 1-8 показана зависимость δ (R) [50] для бетонов, из которой следует, что высоко-

прочные бетоны обладают меньшей предельной деформативностью по сравнению с бетонами
обычной прочности. Последние экономически выгодные, их технически целесообразно ис-
пользовать в композициях, так как свойство деформативности позволяет передать нагрузки
армирующему материалу или заполнителю.

Полагая материал изотропным, условие предельного равновесия сформулируем в следую-
щем виде:

sijsij/a+ (σii/3 + ρ)
2
/b = 1;

sij = σij − σllδij/3;
(4.6)

здесь a, b, ρ – параметры материала. В предельных состояниях скорости деформаций εij
удовлетворяют ассоциированному закону (4.5).

εij = λ̇
∂F

∂σij
; εij = (vi,j + vj,i)/2. (4.7)
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Фиг. 1-8 [50]

Идеализацию жесткопластической кинематики можно представить в момент разрушения,
характеризуемой непрерывным полем скоростей vi и который соответствует образованию сет-
ки статистически распределенных микротрещин. Поверхности разрыва скоростей, характер-
ные для кинематических уравнений (4.7), интерпретируются как мгновенные состояния на
поверхности, результатом которых является образование магистральной трещины в процессе
развития и слияния микротрещин. В момент разрушения мощность, затрагиваемая на обра-
зование микротрещин, определяется из соотношений (4.6), (4.7):

σijεij = D =
√
aεijεij + bε2

ll − ρεll. (4.8)

Выведем параметры ν, α, k, определенные формулами

ρ = ν/α, a = k2 + ν2/α,

b = k2

α + ν2

α2 .
(4.9)

При α → 0 условие разрушения соответствует бесконечной прочности при воздействии
всестороннего сжатия:

sijsij + 2νσ = k2, σ = σij/3. (4.10)

Этим свойством обладают материалы с микротрещинами при отсутствии пор значимой
объемной концентрации. Аппроксимации (4.6), (4.10) реальных условий разрушения [61] опре-
деляются пределами прочности при сжатии Rc, растяжении Rp и сдвиге k.

Рассмотрим композиционный материал, составленный из матрицы с параметрами a, b, ρ и
сферических включений концентрации c и параметрами a1, b1, ρ1.

Выражение для мощности диссипации в объеме композита можно записать в виде

D∗ = (1− c) 〈D〉2 + c 〈D〉1 . (4.11)

При осреднениях по матрице 〈 〉2 и включениям 〈 〉1 воспользуемся приближениями〈(
aεijεij + bε2

ll

)1/2〉
2
≈
(〈
aεijεij + bε2

ii

〉
2

)1/2
, (4.12)

состояния включений приближенно заменим средними по включениям
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〈(
a1εijεij + b1ε

2
ll

)1/2〉
1
≈

≈
(
a1 〈εij〉1 〈εij〉1 + b1 〈εll〉21

)1/2 (4.13)

(при осреднении можно использовать функцию æ, принимающую значения I на включениях
и 0 в остальной области).

Если функционалы квадратичные, формулы (4.12), (4.13) приводят к оценкам Хашина-
Штрикмана, а приближения соответствуют теории самосогласования для структур со сфе-
рическими включениями.

На основании предположений предыдущего раздела функционал (4.11) представлен в виде

D∗ =
√

1− c
(
a 〈εijεij〉+ b

〈
ε2
ll

〉
−

−ac 〈εij〉1 〈εij〉1 − bc 〈εll〉
2
1

)1/2

+

+
(
a1 〈εij〉1 〈εij〉1 + b1 〈εll〉21

)1/2

−
−ρ 〈εll〉+ c (ρ− ρ1) 〈εll〉1 .

(4.14)

Условие экстремальности функционала (4.14) относительно флуктуаций v′i приводит к
уравнениям

√
1− cJ−1(aε′ij,j − a 〈εij〉1 æ′, j + bε′jj,i−
−b 〈εjj〉1 æ′, i) + J−1

1 (a1 〈εij〉1 æ′, j+
−b1 〈εjj〉1 æ′, i) + (ρ− ρ1) æ′, i = 0,

(4.15)

здесь

J =
(
a 〈εij〉 〈εij〉+ b 〈εll〉2 +

〈
ε′ijε

′
ij

〉
a+

+b
〈

(ε′ll)
2
〉
− ac 〈εij〉1 〈εij〉1 − bc 〈εll〉

2
1

)1/2

;

J1 =
(
a1 〈εij〉1 〈εij〉1 + b1 〈εll〉21

)1/2

;

J0 =
(
a 〈εij〉 〈εij〉+ b 〈εll〉2

)1/2

.

Спектральные разложения флуктуаций поля скоростей по волновым числам ξi удовлетво-
ряют уравнениям

√
1− cJ−1 [av′iξjξj/2 + (b+ a/b) v′iξjξi+

+ia 〈εij〉1 æ′ξj + ib 〈εjj〉1 æ′ ξi] =
= J−1

1

[
a1 〈εij〉1 iæ

′ξj + b1 〈εjj〉1 i ξi] +
+i (ρ− ρ1) æ′ξi;

(4.16)

здесь флуктуации их спектры обозначены одинаковыми буквами. Спектры скоростей дефор-
маций получим из уравнения (4.16):

a
√

1− c ε
′
ij

J =
{
a
√

1− c J−1 [〈εik〉1 ξkξj+
+ 〈εjk〉1 ξkξi − 2 (1− h) 〈εkl〉1 ξiξjξkξl (ξnξn) +

+2h (b/a) 〈εkk〉1 ξiξj ] (ξnξn)
−1−

−a1J1 [〈εik〉1 ξkξj + 〈εjk〉1 ξkξi−
−2 (1− h) 〈εkl〉1 ξiξjξkξl (ξnξn)

−1
+

+2 (b1/a1)h 〈εll〉1 ξiξj ] (ξnξn)
−1−

−2 (ρ− ρ1)hξiξj (ξnξn)
−1
}

æ′;

h = 1− (b+ a/b)/(b+ 2a/3).

(4.17)

Учитывая изотропность функции æ′, вычислим
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a
√

1− cJ−1
〈
æ′ε′ij

〉
=

=
{
a
√

1− cJ−1
[

2
5

(
1 + 2

3h
)
〈εij〉1 +

+ 2bh
3a 〈εll〉1 δij

]
− a1J

−1
1

[
2
5

(
1 + 2

3

)
h 〈εij〉1 +

+ 2b1h
3a1
〈εll〉1 δij

]
− 2 (ρ− ρ1) h3 δij

}
c (1− c) .

(4.18)

Из соотношений (4.18) вычислим средние по включениям скорости деформаций

J−1
1 〈ε̃ij〉1 = 〈ε̃ij〉

[
J1 − (1− c) 2

5

(
1 + 2

3h
) (
J1 − Ja1

a
√

1−c

)]−1

;

ε̃ij = εij − εllδij/3;
(4.19)

J−1
1 〈εll〉1 =

〈εll〉 − h
a2 (ρ− ρ1) J

√
1− c

J1 − 2bh
a (1− c)

(
J1 − b1 J

b
√

1−c

) . (4.20)

Вычисление минимального значения функционала (4.14) можно упростить, если учесть
выполнение уравнений (4.15). Для этого воспользуемся правилами осреднения при переходе
к поверхностным интегралам: 〈

ε′ij,jv
′
i

〉
= −

〈
ε′ijε

′
ij

〉
;

〈æ′, jv′i〉 = −
〈
æ′v′i,j

〉
;〈(

ε′ijv
′
i

)
,j
〉

= 0;
〈(æ′v′i),j 〉 = 0.

(4.21)

Свертка уравнений (4.6) и осреднение по формулам (4.21) приводит к соотношению〈
aε′ijε

′
ij + b (ε′ll)

2
〉

= c
(
〈εij〉1 − 〈εij〉

)
×

×〈εij〉1
[
a− a1

J
J1
√

1−c

]
+ c (〈εll〉1 − 〈εll〉) 〈εll〉1×

×
[
b− b1 J

J1
√

1−c

]
+ c (ρ− ρ1) J (〈εll〉1 − 〈εll〉)

1√
1−c .

Таким образом,

J2 = J2
0 − ac 〈εij〉1 〈εij〉 − bc 〈εll〉1×

×〈εll〉 − cJ
√

1− c [(ρ− ρ1) (〈εll〉1 − 〈εll〉) − cJ1+
+a
(
〈εij〉1 〈εij〉+ b1a

−1
1 〈εll〉1 〈εll〉

)
J−1

1

]
.

Решение алгебраических уравнений (4.19) и соотношения (4.22) полностью определяют ми-
нимальное значение D∗. Получаемое значение D∗ очень громоздко. Имеет смысл рассмотреть
наиболее важные в технических приложениях предельные случаи, соответствующие разру-
шению матрицы с прочными включениями и пористому материалу.

В случае, когда включения не разрушаются, 〈ε̃ij〉1, 〈εll〉1 равны нулю, параметры a1, b1,
ρ1 могут иметь конечные значения. В соотношениях (4.19), (4.20), (4.22) при предельном
переходе 〈εij〉1 → 0 неопределенности раскрываются по формулам

〈ε̃ij〉1
J1

=
5a〈ε̃ij〉J−1

2a1
√

1−c(1+2h/3)
;

〈εll〉1
J1

= a〈εll〉
2b1hJ

√
1−c − (ρ− ρ1)/b1;√

1− c
(
J2 − J2

0

)
= (ρ− ρ1) cJ 〈εll〉+

+cJJ−1
1

(
a1 〈εij〉1 〈εij〉+ b1 〈εll〉1 〈εll〉

)
.

Выражение функции мощности разрушения композита имеет вид (4.14) D∗ = J
√

1− c −
ρ 〈εll〉, который можно преобразовать по формулам (4.23), вычисляя J
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J2J2
0 +

ac〈ε̃ij〉〈ε̃ij〉
2(1−c)(1+2h/3)/5 + ac〈εll〉2

2h(1−c) ;

D∗ =
[
a
(

1− c+ 5c
2(1+2h/3)

)
〈εij〉 〈εij〉+

+
(
b (1− c) + ac

2h

)
〈εll〉2

]1/2
− ρ 〈εll〉 .

Функции D∗ соответствует предельная поверхность

sijsij
a

[
1− c+

5c

2 (1 + 2h/3)

]−1

+
(σ − ρ)

2

b (1 + c) + ca
2h

= 1. (4.24)

Введем параметры ν, α, k, определенные формулами (4.9).
Для абсолютно прочных включений условие разрушения (4.24) при α→ 0 принимает вид

sijsij
1+ 2

3 c
+ 2νσ = k2 + 2

3ν
2c;

σ = σll
3 .

(4.25)

В случае пористого материала мощность разрушения, как следует из (4.22), определяется
соотношением

D∗ = (1− с)

(k2 +
4ν2

bc

)1/2
(
〈εij〉 〈εij〉

1 + 2
3c

+
2 〈εll〉2

3c

)1/2

− 2ν 〈εll〉
3c

 ,
которое соответствует условию разрушения

sijsij
1+ 2

3 c
+
[
σ + 2ν(1−с)

3с

]2
=

= (1− с)2
[
k2 + 2ν2

3c

]
; σ = σll

3 ;

sij = σij − σδij .

(4.26)

Заметим, что пористый материал разрушается при конечных значениях всестороннего дав-
ления.

Условия разрушения (4.25), (4.26) противоречивы при любых концентрациях и парамет-
рах, составляющих материала. На фиг. 1-9, фиг. 1-10 показаны экспериментальные и тео-
ретические зависимости, полученные для ячеистых бетонов. По данным работы [62] отно-
шение пределов прочности при растяжении и сжатии для плотных бетонов (Rp/Rc) = 0.07.
Макропараметры композита при различных объемных концентрациях пор вычисляются из
соотношения (4.26), в частности, пределы прочности при сжатии R∗c и растяжении ячеистых
бетонов вычисляются по формулам:

R∗c
R∗p

}
=
[
± (Rc −Rp) +

(
4RcRp

(
1 + 11c

12

)
+

+ (Rc −Rp)2

)1/2
]

1−c
1+ 11c

12

1
2 .

На фиг. 1-9, фиг. 1-10 отмечены экспериментальные данные: кружками – газобетон, квадра-
тиками – пеносиликат, треугольниками – пенобетон [62], соответствующие структуры доволь-
но близки предположению о сферичности пор (фиг. 1-11, а – пеносиликат, б – газосиликат).

В экспериментах с цилиндрическими образцами при боковом давлении, достигающем поло-
вины продольного напряжения, характер разрушения может измениться; объем образца при
сжатии не увеличивается, и разрушение происходит в результате среза [60]. В этом случае
критерием разрушения (4.10) можно считать условие Мизеса sijsij = k2. Если это условие
имеет место для составляющих композита с заданными k, k1, то вычисления по форму-
лам (4.19)–(4.22) можно значительно упростить. В случае, когда включения разрушаются и
k1 < k, получается следующее выражение для предела прочности композита k∗:
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k∗

k
=

(
1 +

2

3
c

)−1
[

(1− c)

√(
1 +

2

3
c

)
k2

k2
1

− 2

3
c+

5c

2

]
. (4.27)

Фиг. 1-9

Фиг. 1-10

Условие неразрушения включений J1 = 0 соответствует композитам с определенным соот-
ношением между k, k1, c, значения которых удовлетворяют неравенству

(2k1/5k)
√

1 + 3c/2 ≥ 1.
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Фиг. 1-11

Фиг. 1-12
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Это условие, в случае равенства, плавно сопрягает переход от зависимости (4.27) к за-
висимости для прочных включений (4.25) при ν = 0. Полученный результат качественно
согласуется с экспериментальными данными для бетонов на легких заполнителях. На фиг.
1-8 показана зависимость прочности R∗c керамзитобетона при сжатии от прочности раствора
Rc для различных керамзитных заполнителей (γ – плотность бетона). В условиях сдвиго-
вого разрушения (Rp/Rc) = (k∗/k) для малопрочных растворов предельные напряжения в
соответствии с формулой (4.25) k∗ = k

√
1 + 3c/2 линейно возрастают с ростом k, что соот-

ветствует начальным участкам кривых фиг. 1-8, фиг. 1-12. После достижения критических
значений k или Rc, при которых начинают разрушаться включения, наступает менее интен-
сивный рост k∗, R∗c . При асимптотическом значении (k1/k) → 0 формула (4.27) переходит в
выражение

k∗ = k (1− c)
√

1 + 3c/2.

Эта асимптотика ясно выражена на фиг. 1-8 и фиг. 1-12.
Для количественных оценок необходима более полная информация о свойствах компонен-

та, то есть тех параметров, которые являются исходными в рассмотренных вычислениях.



МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА ... 59

ГЛАВА 2. НЕКОТОРЫЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

§ 1. Образование микронапряжений в процессах фазовых превращений

Технологические процессы, связанные с изменением температуры изделий, в материа-
ле которых происходит фазовый переход, могут оказаться неэффективными из-за больших
внутренних напряжений, созданных включениями новой фазы. Частота трещин в локальной
структуре материала обусловлена выбросом микронапряжений за предел прочности. В этом
случае функция надежности [40], характеризующая вероятность выбросов, должна опреде-
ляться в процессе изменения структуры материала. Стечение таких явлений, как уменьше-
ние скорости релаксации при понижении температуры, увеличение концентрации включений,
влияющих на уровень макронапряжений, приводит к значительной концентрации микротре-
щин, в результате материал может просто рассыпаться, не достигнув потенциально возмож-
ности прочности.

В настоящей работе свойства материала конкретизируются для расплавов, при остывании
которых в стеклообразной матрице образуется кристаллическая фаза. Процессы ползучести
характеризуются соотношениями Бингама [43], выбор которых определен существованием
критических напряжений, отвечающих началу релаксации. Таким образом, при некоторых
условиях возможен фазовый переход в упругом состоянии. Существенной характеристикой
рассматриваемых превращений является изменение удельного объема.

Фазовый переход в гетерогенной структуре рассмотрим в условиях однородного темпе-
ратурного поля; внешние нагрузки отсутствуют. Структура характеризуется функцией æ,
принимающей значения I на включениях и 0 – в остальной области. Собственная деформа-
ция фазового перехода определяется скачком плотности фаз, задана шаровой частью тензора
αδij .

Поле флуктуаций напряжений σij и деформаций eij удовлетворяет закону Гука

σ′ij = 2µ(e′ij − αæ′δij) + λ(e′ll − 3αæ′)δij .

Решение уравнений равновесия σij,j = 0 в перемещениях ui получим, используя спектраль-
ные разложения

u′i (χ) =
∫
n′i (ξ) exp (iξiχi) dξ;

2µe′ij = a′ik
ξjξk
ξnξn

+ a′jk
ξiξk
ξnξn

− 2 λ+µ
λ+2µa

′
kl
ξiξkξjξl
(ξnξn)2

;

a′ij = (3λ+ 2µ)αæ′ (ξ) δij .

(1.1)

В предполагаемых условиях функция æ является изотропной. Вычислим средние значения

〈
e′ij æ′ δij〉 =

µλ

λ+ 2µ
(3λ+ 2µ)α2c (1− c) . (1.2)

Здесь c – объемная концентрация включений.
Так как из σ′ij,j = 0 следует

〈
σ′ije

′
ij

〉
= 0, можно показать, что плотность упругой энергии

микронапряжений равна

w = − 1
2

〈
σ′ijα æ′ δij〉 = Ac (1− c)α2;

A = 2µ 2µ+3λ
2µ+λ = E

1−ν .
(1.3)

Рассмотрим термодинамические условия фазового равновесия. Пусть g1 (T ), g2 (T ) – энер-
гия фаз в свободном от напряжений состоянии. Упругая энергия взаимодействия фаз в гете-
рогенной структуре представлена соотношениями (1.3). Тогда, с учетом поступления тепла
dQ, закон сохранения энергии при 〈σij〉 = 0 примет вид

dQ = d
{
Aα2c (1− c) + g1c+ g2 (1− c)

}
. (1.4)
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Предполагаем, что тепловой процесс локально равновесный, то есть фазовый переход зна-
чительно медленнее, чем выравнивание температуры в локальных элементах структуры ма-
териала. Это предположение часто используется для исследования макронеравновесных про-
цессов [10]. Тогда для аддитивных составляющих энтропии S – выполнено

TdS1 = dg1, TdS2 = dg2;
S = S1c+ S2 (1− c) . (1.5)

Второй закон термодинамики указывает направление фазового перехода TdS ≥ dQ следо-
вательно, формулы (1.4), (1.5) приводят к неравенству{

−Aα2 (1− 2c) + (g2 − g1)− T (S2 − S1)
}
dc ≥ 0. (1.6)

Определение начала перехода (зарождение фазы), следующее из неравенства (1.6), явля-
ется необходимым, но не достаточным. Прямой dc > 0 и обратный dc < 0 переходы соответ-
ствуют неравенствам для термодинамического потенциала

f (T ) = g (T )− TS,
dc > 0, c = 0, f2 (T )− f1 (T ) > Aα2;
dc < 0, c = 1, f2 (T )− f1 (T ) < −α2A.

(1.7)

Фиг. 2-1 [41]

Обозначим α1, α2 коэффициенты линейного температурного расширения, α0 – скачек
удельного объема фаз, тогда

α = α2T − α1T − α0. (1.8)

В соответствии с неравенствами (1.7), которые указывают на существование перегретого
←−
T и переохлажденного

−→
T фазовых состояний, зависимость (1.8) можно использовать как

кусочно-линейную аппроксимацию экспериментальной диаграммы (фиг. 2-1) для структуры,
представляющую включения в корундовой матрице [46]. Фазовое превращение происходит
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Фиг. 2-2

во включениях ZrO2, поэтому в формулах (1.7), (1.8) необходимо ограничить изменение до
значения объемной концентрации ZrO2 (c ≈ 0.33).

Механические свойства бадделеитокорундовых огнеупоров в сильной степени зависят от
температурного режима остывания, что вообще характерно для материалов стеклокерами-
ческих, получаемых в процессах плавления. Неконтролируемый режим остывания может со-
здать внутренние напряжения, которые превышают пределы прочности или приводят к недо-
пустимой концентрации микротрещин на различных масштабных уровнях изделия и струк-
туры материала. Если при температурах вблизи точки плавления имеет место быстрая релак-
сация напряжений за счет ползучести, то последующее понижение температуры характери-
зуется сильным уменьшением вязких параметров материала, хотя перепады температурных
полей, а следовательно, и температурных напряжений, остаются в прежней зависимости от
скорости остывания. К макронапряжениям, созданным неоднородным температурным полем,
прибавятся микронапряжения, созданные изменением плотности фаз в процессе кристаллиза-
ции. Причем, скачек деформаций при переходе к новой фазе не только соизмерим по величине
с температурной деформацией, но, отнесенный к линейным размерам структуры материала,
приводит к уровню микронапряжений, значительно превышающему макронапряжения. Од-
ним из способов уменьшения уровня микронапряжений является подбор однородного по меха-
ническим свойствам состава материала. Так компоненты бадделеитокорундовых огнеупоров
характеризуются незначительными различиями коэффициентов линейного температурного
расширения, однако эффект использования однородных параметров имеет смысл, если эти
параметры одинаковым образом изменяются в технологических процессах. В первую очередь
это относится к разностям температурных коэффициентов расширения, которые инициируют
образование внутренних напряжений.

Прогнозирование и выбор температурных режимов являются взаимодействующими зада-
чами определения макронапряжений и микронапряжений, сумма которых не должна превы-
шать заданных пределов на протяжении процесса остывания.

Средние напряжения включения 〈σij〉1 и матрицы 〈σij〉2 связаны соотношениями
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〈σij〉 = 〈σij〉1 c+ 〈σij〉2 (1− c) ;〈
æσ′ij

〉
= c

(
〈σij〉1 − 〈σij〉

)
.

(1.9)

Из этих соотношений и (1.2) вычисляются средние напряжения в матрице при

〈σij〉2 = 2Aα cδij/3. (1.10)

Если в процессе фазового перехода образуются включения с меньшей плотностью α > 0,
то матрица находится в условиях растягивающих напряжений, способствующих развитию
микротрещин.

В хрупких материалах низкий предел прочности часто объясняется концентрацией напря-
жений на микротрещинах и других дефектах структуры. Низкий предел пластичности или
малая вязкость определяют прочность в смысле недопустимости больших деформаций или
потери устойчивости, а в таких процессах, как релаксация внутренних напряжений и оста-
новка микротрещин за счет закругления их краев, влияние пластичности на промежуточных
технологических этапах благоприятствует образованию прочных структур с малой концен-
трацией микротрещин.

Анализ свойств некоторых материалов на основе ZrO2 [46] показывает, что для температур
выше 1200˚С изменение вязких свойств определено концентрацией кристаллической фазы.
Малый предел пластичности стеклообразной фазы в основном определяет релаксацию на-
пряжений. Учитывая, что для релаксации напряжений существенна вязкость стеклообразной
матрицы, а для макронапряжений – вязкость смеси, можно сделать вывод с необходимости
разделения роли микро- и макропроцессов, протекающих параллельно. Их взаимодействие
приводит к зависимости свойств материала от тепловой истории технологического режима.

После окончания кристаллизации процесс релаксации напряжений значительно замедлен.
В этом режиме основное влияние на разрушение оказывают температурные макронапряже-
ния, которые можно уменьшить выбором режима охлаждения. Расчет этих процессов ос-
новывается на хорошо разработанных и многочисленных исследованиях по термоупругости.
Применение этих методов оправдано в тех интервалах температур, где не возникают поли-
морфные превращения. При температуре фазовых переходов в твердом состоянии основную
роль в процессах разрушения играет образование включений новой модификации кристаллов
с меньшей плотностью. В этом случае матрица является связуемым включений, которые при
достижении предела прочности матрицы превратят материал в несвязанные частицы.

Учитывая, что при высоких температурах разрушению за счет внутренних напряжений
противостоит процесс релаксации, то в интервале низких температур сосредоточились почти
все неблагоприятные для прочности факторы:

1) хрупкий характер разрушения, определенный развитием микротрещин;
2) значительно понижено влияние процессов релаксации микро- и макронапряжений;
3) образование растягивающих напряжений в матрице;
4) сложение растягивающих температурных напряжений на поверхности охлаждаемого

изделия с микронапряжениями.
Исследование этих процессов на различных этапах технологического режима в условиях

высоких температур представляет значительные трудности для эмпирических методов. Име-
ющиеся экспериментальные данные косвенным образом характеризуют внутриструктурные
процессы. Сравнение этих данных с теоретическими позволяет выбрать расчетные методы, с
помощью которых возможно прогнозирование процессов в более широкой вариации внешних
условий, а следовательно, возможен выбор оптимального режима.
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§ 2. Установившаяся ползучесть огнеупорных композитов
Огнеупоры на основе корунда с высокой концентрацией включений ZrO2 в интервале тем-

ператур 1000˚–1800˚ проявляют аномальные изменения скорости ползучести.
Кручение цилиндрических образцов в условиях установившейся ползучести исследовались

[42] при различных температурах. Характерная зависимость (фиг. 2-3) скорости ползучести
от нагрузки показывает, что аномальное изменение вязкости происходит в области темпера-
тур фазового превращения ZrO2 [42].

Фиг. 2-3 [42]

Фиг. 2-4

С целью аппроксимации зависимости, показанной на фиг. 2-4, воспользуемся видоизмене-
нием модели Бингама.

Диссипативные функции выберем различными для малых и больших скоростей деформа-
ций εij и соответствующих напряжений σij [43].

D = k
√
εijεij +

1

2
νεijεij ; (2.1)

sij = σij −
1

3
σllδij =

∂D

∂εij
. (2.2)

Здесь k – предел пластичности, ν – коэффициент вязкости, индексом ”a” будем отмечать
тоже величины Ka, νa для больших скоростей деформаций.

Инварианты γ =
√
εijεij , τ =

√
sijsij одновременно служат обозначениями сдвиговых ком-

понентов в задаче о кручении. В полярной системе координат (ρ, ϕ) максимальные напря-
жения достигаются на поверхности стержня ρ = R, а переход от зависимости τ = k + νγ и
τ = ka + νaγ может иметь место при ρ = R1. Зона интенсивной ползучести ρ > R1 с ростом
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напряжений распространяется к центру стержня. Можно показать, что кусочно-линейная за-
висимость τ (γ) переходит в гладкое сопряжение для зависимости крутящего момента M от
скорости кручения θ. Так как γ = θρ, получим

M = 2π

[
R1∫
0

τρ2dρ+
R∫
R1

τρ2dρ

]
;

M = 2π
[
kR

3

3 + νθR
4

4

]
, (R1 > R) ;

M = 2π
[
ka

R3

3 + νa
R4

4 + (ka−k)4

12θ3(νa−ν)3

]
;

(2.3)

R1 =
1

θ

ka − k
νa − ν

≤ R. (2.4)

Зависимость (2.3), (2.4) связывает параметры аппроксимирующих зависимостей (фиг. 3-3)
с параметрами обобщенной модели Бингама k, ka, ν, νa. Формула (2.3) определяет линейную
зависимость от θ, а формула (2.4) – ассимптотически линейную (θ → ∞), что позволяет
вычислять параметры кусочно-линейной зависимости τ (γ) по данным эксперимента (фиг.
2-3).

При остывании электроплавленного огнеупора в стеклообразной матрице, содержащей
кристаллы ZrO2, увеличивается вязкость за счет образования жестких кристаллов корун-
да. В этих условиях материал способен воспринимать высокие напряжения, которые могут
вызвать пластические деформации кристаллов ZrO2, двойниковая структура последних объ-
ясняет существование предела пластичности и малую вязкость включений.

Используя эти утверждения как гипотезу, покажем, что двухфазная структура, компо-
ненты которой удовлетворяют соотношениям Бингама, описывается реологическими соотно-
шениями, характеризующими аномальный переход к большим скоростям ползучести. Этому
переходу соответствует начало пластического деформирования включений.

Двухфазная структура материала состоит из вязкопластических компонент, подчиняю-
щихся реологическим уравнениям Бингама, задающим связь между напряжениями σij и ско-
ростями деформаций εij в виде

sij =
kεij√
εklεkl

+ νεij ; εii = 0, (2.5)

где k – предел пластичности, ν – вязкость матрицы.
Параметры включений с объемной концентрацией будем отмечать индексами k1, ν1.
В макрообъеме V , состоящем из области включений V1 и матрицы V2, диссипативная функ-

ция D равна

D = 1
V

∫
V2

(
k
√
εijεij + 1

2νεijεij
)
dV+

+ 1
V

∫
V1

(
k
√
εijεij + 1

2ν1εijεij
)
dV.

(2.6)

В §1 главы 2 предложен метод решения аналогичной задачи в случае идеальнопласти-
ческих составляющих гетерогенной структуры. Минимизация функционала (2.6) по флук-
туациям при фиксированных средних значениях 〈εij〉 приводит к вычислению D (〈εij〉) и,
следовательно, определяет уравнения для средних напряжений 〈σij〉 = ∂D/∂ 〈εij〉. Для сфе-
рических включений используется формула осреднения по области V :

〈εijεij〉1 ≈ 〈εij〉1 〈εij〉1〈√
εijεij

〉
2
≈
√
〈εijεij〉2,

что соответствует гипотезе оценок функционала (2.6) для оптимально связных матриц.
Пусть геометрическая структура материала задана изотропной функцией æ, принимающей

значение 1 на включениях и 0 – в матрице, 〈æ〉 = c = V1/V , имеют место соотношения
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(1− c) 〈εijεij〉2 = 〈εijεij〉 − c 〈εijεij〉1 ;〈
æ′ε′ij

〉
= c

(
〈εij〉1 − 〈εij〉

)
,

(2.7)

где штрихом отмечаются флуктуации.
Введем обозначения

J2
0 = 〈εij〉 〈εij〉 , J2

1 = 〈εij〉1 〈εij〉1 ,
J2 = J2

0 +
〈
ε′ijε

′
ij

〉
− cJ2

1 .

Таким образом функционал (2.6) представляется в следующем виде:

D = k
√

1− cJ + kcJ1 +
1

2
νJ2 +

1

2
ν1J

2
1 c. (2.8)

Условие экстремальности функционала (2.8) приводит к уравнениям

k
√

1− c(ε′ij,j − 〈εij〉1 æ′, j)/J+
+k1 〈εij〉1 æ′, j)/J2 + νεij,j+

+ (ν1 − ν) 〈εij〉1 æ′, j = P
′
, i;

(2.9)

vi,j = 0, (2.10)

где P
′
– флуктуации гидростатического давления.

Решение уравнения (2.9) получим в виде спектральных разложений по волновым числам
ξi

ε′ij =
(
〈εik〉1 ξkξjξ−2+ 〈εjk〉1 ξkξiξ

−2−
−2 〈εkl〉1 ξiξjξkξlξ−4

)
Aæ′;

ξ =
√
ξiξi; A = (ν1 + k1/J1)/

(
ν + k

√
1− c/J

)
,

(2.10)

откуда в силу изотропности æ, следует〈
æ
′
ε′ij

〉
= c

(
〈εij〉1 − 〈εij〉

)
= 2

5c (1− c)A 〈εij〉1 ;〈
ε′ijε

′
ij

〉
= 2

5c (1− c)A2 〈εij〉1 〈εij〉1 .
(2.11)

Формулы (2.10) дают систему уравнений для вычисления инвариантов J , J1

J1

(
1− 2

5 (1− c)A
)

= J0;
J2 = J2

0 − cJ2
1 + 2

5c (1− c)A2J2
1 .

(2.12)

В зависимости от напряжений 〈σij〉 возможен процесс деформирования, в котором вклю-
чения ведут себя как жесткие частицы. Последние начинают деформироваться при достиже-
нии критических напряжений. Для недеформированных включений J1 = 0, тогда из формул
(2.9)–(2.12) следует

D = k
√

1− cJ + 1
2νJ

2;
J0 = 2

5 (1− c) k1/
(
ν + k

√
1− c/J

)
;

J = J0 + 2
5c(1− c) k

2
1/
(
ν + k

√
1− c/J

)2
.

(2.13)

Последние два уравнения раскрывают неопределенность относительно k1, следовательно
диссипативная функция в случае жестких включений примет вид

D = kJ0

√
1 +

3

2
c+

1

2
ν

1 + 3
2c

1− c
J2

0 . (2.14)

Нетрудно указать в зависимости (2.14) значения пределов пластичности и вязкости мате-
риала, содержащего жесткие включения.

Критическое значение интенсивности J∗0 деформирования, при которой напряжения вклю-
чений достигают предела пластичности k1, следует из (2.13)
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k1 =
5

2

 k√
1 + 3

2c
+

ν

1− c
J∗0

 . (2.15)

Перейдем к определению реологической модели в случае, когда обе фазы находятся в пла-
стическом состоянии. Из формулы (2.15) следует, что при k1 ≤ 5

2k включения находятся в
пластическом состоянии с начального момента деформирования. В ином случае процесс про-
исходит с жесткими включениями по формулам (2.14), а затем при достижении критической
скорости деформирования J∗0 , имеют место общие соотношения (2.10)–(2.13), учитывающие
пластичность включений.

Зависимость между интенсивностями τ =
√
〈sij〉 〈sij〉/k и γ = J0ν/k для различных c и

параметрах, составляющих композит, можно представить в плоскости (τ , γ) в виде семейства
кривых, разделенных границей γ = γ∗ (c), τ = τ∗ (c) (фиг. 2-4):

γ∗ (c) = (1− c)
(

5
2
k1
k −

1√
1+ 3

2 c

)
;

τ∗ (c) = 5
2
k1
k

(
1 + 3

2c
)
,

(2.16)

соответствующей точкам перехода включений в пластическое состояние. На (фиг. 2-4) эти
границы показаны пунктирными линиями с указанием значений k1/k. Слева от границы
материал характеризуется состояниями Бингама

τ =

√
1 +

3

2
c+

1 + 3
2c

1− c
γ, (2.17)

а справа – нелинейной зависимостью, которая при γ → ∞ приближается к линейной с ас-
симптотическим пределом пластичности ka и вязкостью νa

νa
ν = 1− c

(
1− ν1

ν

)/[
1− 2

5 (1− c)
(
1− ν1

ν

)]
;

ka
k =

1− 2
5 (1−c)(1−ν1/ν)

(1−c)
√

(1− 2
5 (1−c)(1−ν1/ν))

2
+ 6

25 c(1−ν1/ν)2+
k1
k c
. (2.18)

Необходимость использования полученных соотношений связана с тем, что в поле высо-
ких температур исследование микроструктуры технически трудно осуществимо. Полученные
соотношения позволяют связать параметры, измеренные в макроэксперименте, с концентра-
цией и параметрами составляющих, таких как корунд и бадделент, получивших широкое
применение в огнеупорных композициях [43]. Эти составляющие достаточно хорошо изучены
при различных температурах. Однако зависимость от тепловой истории процесса образова-
ния структуры, требует использования расчетных методов. Полученные формулы могут быть
применены для вычислений параметров матрицы с включениями ZrO2. Затем, основываясь
на гипотезе самосогласования, вычисляются свойства матрицы как композиции из кристал-
лов корунда и стеклообразного связывающего, т. е. снова применяются полученные здесь
формулы, но уже для жестких включений. Свойства ZrO2 и кристаллов корунда стабильны,
но концентрация стеклообразной фазы сильно отличается от тепловой истории, что является
целью вычислений, использующих эмпирические данные.
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Фиг. 2-5 [42]

§ 3. Процессы неустановившейся ползучести в двухфазных электроплавленных
огнеупорах

Использование включений ZrO2 в составе электроплавленных огнеупоров и керамических
материалов существенно повышает термостойкость изделий. Прочностные характеристики
удовлетворяют условиям, при которых оказывается возможным изготовление газотурбинных
двигателей из керамических материалов [41].

Рассмотрим реологию процессов деформирования и ее связь со структурой материалов, в
данном случае, огнеупоров типа бекор с концентрацией ZrO2, достигающей 90 %. Матрица
структуры представляет стеклообразные и кристаллические состояния корунда; включения
ZrO2 по форме близки к сферическим. Установившаяся ползучесть описывается кусочно-
линейной зависимостью. Наблюдаемый излом кривой ползучести соответствует переходу к
существенно большим скоростям деформаций, что достигается при некоторых критических
напряжениях [42]. Исследования ползучести при изменении температуры показывает [42], что
ускорение деформаций происходит в области температуры фазового превращения ZrO2. При
понижении температуры скорость ползучести уменьшается и материал в состоянии восприни-
мать значительные напряжения, которые могут вызвать пластическое состояние включений
ZrO2, характерное для двойниковых кристаллов. Это предположение подтверждается также
экспериментальными данными (фиг. 2-5) по неустановившейся ползучести деформаций e (t)
при постоянных напряжениях σ. Верхние числа на фиг. 3-5 показывают температуру, нижние
– напряжения. При достижении пластичности ZrO2 происходит перераспределение нагрузок
в матрице и включениях, которые перестают воспринимать последующий рост напряжений,
что приводит к росту деформаций матрицы и ее разрушению. В рассматриваемом случае
содержание ZrO2 – 68 %.

Рассмотрим гетерогенную систему, состоящую из компонентов с упругими постоянными
Ламе µ, λ в матрице и µ1, λ1 включений. Пусть макрообъем V находится в статистически
однородном состоянии. Области включений V1 заданы индикаторной функцией. Включения
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имеют некоторую неупругую деформацию pij , тогда упругую энергию, отнесенную к объему
V , можно представить в виде

〈W 〉 =
1

V

∫
V

WdV +

∫
V1

(W1 −W ) dV

 , (3.1)

где

W1 −W = µ1 (eij − pij) (eij − pij) + 1
2λ1e

2
ll − µeijeij − 1

2λe
2
ll,

pii = 0, eij − деформации.
Воспользуемся предположениями главы 1, которые эквивалентны замене в (3.1) деформи-

рованных состояний включений средними по объему включенями

〈W 〉 = µ 〈eijeij〉+ 1
2λ
〈
e2
ll

〉
+ (µ1 − µ) c 〈eij〉1 〈eij〉1 +

+ 1
2 (λ1 − λ) c 〈ell〉21

(
µ1pijpijc −2µ1c 〈eij〉1 pij

)
; c = V1/V.

(3.2)

Условие экстремальности функционала (3.2) относительно флуктуаций перемещений u′i
определено уравнением

2µe′ij,j + λe′ll,i + aijæ
′, i = 0;

aij = 2 (µ1 − µ) 〈eij〉1 + (λ1 − λ) 〈ell〉1 δij − 2µ1pij .
(3.3)

В случае изотропной функции æ из решения уравнения (3.3) и соотношения
〈
æ′ε′ij

〉
=

c
(
〈εij〉1 − 〈εij〉

)
для девиаторной εij и шаровой частей тензора eij следует

〈εij〉1 − 〈εij〉 = a (1− c)
[
µ′ 〈εij〉1 − µ1pij

1
µ

]
;

〈εll〉1 − 〈εll〉 = −b (1− c) (2µ′ + 3λ′) 〈εll〉1 ;
µ′ = (µ1 − µ)/µ; λ′ = (λ1 − λ)/µ;

a = 2
3

(
1− 2

5
λ+µ
2µ+λ

)
;

b = 1
3

(
1− λ+µ

2µ+λ

)
.

(3.4)

Из этих соотношений вычисляются 〈eij〉1, которые после подстановки в (3.2) определяют
упругую энергию 〈W 〉 и, следовательно, макронапряжения

〈σij〉 = ∂ 〈W 〉/∂ 〈eij〉 ;
〈sij〉 = 2µ 〈εij〉+ c

2(µ1−µ)〈εij〉−2µ1pij
1−a(1−c)µ′ ;

sij = σij − σllδij/3;

〈σll〉 = (2µ+ 3λ) 〈ell〉+ c
(2µ′+3λ′)〈ell〉

1+b(1−c)(2µ′+3λ′) .

(3.5)

Напряжения включений вычисляются из (3.4)

〈sij〉1 = 2µ1

(
〈εij〉1 − pij

)
=

= 2µ1
〈εij〉−pij(1−a(1−a))

1+a(1−c)µ′ .
(3.6)

Соотношения (3.5), (3.6) для девиаторных составляющих тензоров представим в виде

σ = Le+ σ∗, σ∗ = L1 (e− p∗) ; (3.7)

σ∗ =
cσ1

1− a (1− c)
, p∗ = (1− a (1− c)) p; (3.8)

L =
2µ (1− c) (1− a)

1− a (1− c)
; (3.9)
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L1 =
2µ1c

(1− a (1− c)) (1 + a (1− c)µ′)
, (3.10)

здесь σ1, p – напряжения и пластические деформации включений (знаки осреднения и тен-
зорные индексы опущены).

Рассмотрим материал, матрица которого представляет собой среду Максвелла (de/dt) =
(ση) + (dσ/dt)/(2µ), η – вязкость, объемные деформации – упругие. Закон образования пла-
стических деформаций включений пока произволен, то есть p – некоторая функция времени t.
Соотношения (3.7)–(3.10) являются результатом решения задачи для линейно упругого тела,
поэтому для перехода к вязкоупругим соотношениям достаточно воспользоваться преобра-
зованием Лапласа. Изображения функций обозначим теми же буквами. Упругая постоянная
2µ в соотношениях (3.7)–(3.10) заменяется оператором

S/
[
η−1 + S (2µ)

−1
]
,

где S – параметр преобразования Лапласа, 2µ – упругая постоянная среды Максвелла. Тогда
параметры L, L1 можно представить операторами [4]:

L1 = S
S
G1

+ 1
g1

, L = S
S
G+ 1

g

;

1
G1

= (1−a(1−c))
c

[
1−a(1−c)

2µ1
+ a(1−c)

2µ

]
;

(3.11)

g1 = cη [a (1− c) (1− a (1− c))]−1
;

G = 2µ(1− c) (1− a)/(1− a (1− c));
g = η(1− c) (1− a)/(1− a (1− c)).

(3.12)

Фиг. 2-6

Фиг. 2-7
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В общем случае величина a является оператором, но учитывая, что вязкие деформации
не изменяют объема, полагаем a = 2/5. Операторы (3.11) определены постоянными (3.12),
которые выражены через характеристики структуры материала. Вид операторов L, L1 соот-
ветствует моделям Максвелла с жесткостямиG, G1 и вязкостью g, g1. Эти модели включены в
более сложную реологическую систему (3.7), которую можно интерпретировать схемой парал-
лельных и последовательных соединений элементов пластичности p, вязкости g, g1, упругости
G, G1 (фиг. 3-6).

Пусть пластические деформации включения появляются после достижения предела пла-
стичности σ1 = k0 +η0dp/dt, то есть пластичность включения описывается моделью Бингама,
которая в переменных (3.8) примет вид

σ∗ = k∗ + η∗ dp
∗

dt ;
k∗ = k0c/[1− a (1− c)];
η∗ = η0c/[1− a (1− c)]2.

(3.13)

Рассмотрим процесс ползучести при σ = const, полагая σ∗ < k∗ или p∗ = 0, тогда из
соотношений (3.1), (3.5) следует

de

dt
=
σ∗

g1
+

1

G1

dσ∗

dt
=
σ − σ∗

g
+

1

G

d (σ − σ∗)
dt

, (3.14)

то есть имеет место линейное вязко-упругое деформирование, при котором напряжения вклю-
чений изменяются по закону

σ∗ = σ

{(
1 + g

g1

)−1

+

[(
1 + G

G1

)−1

−
(

1 + g
g1

)−1
]

exp
(
− t
τ

)}
,

τ = g
G

(
1 + g

g1

)/(
1 + G

G1

)
.

(3.15)

Таким образом, напряжения включений растут, если (g1/g) > (G1/G), что в силу соотно-
шений (3.12) эквивалентно неравенству

1 >

[
1 +

µ

µ1

1− a (1− c)
a (1− c)

]−1

,

которое всегда выполняется.
Напряжения включений асимптотически стремятся к значению σ∗a = σ/(1 + g/g1), которое

для достаточно больших σ превышает k∗ и, следовательно, наступит момент, когда включе-
ния начнут пластически деформироваться. В этом случае соотношения (3.7), (3.11), (3.13)
приводят к следующему закону деформирования:

de
dt = σ∗

g1
+ 1

G1

dσ∗

dt + σ∗−k∗
η∗ =

= (σ − σ∗)/g + d(σ+σ∗)
dt

1
G ,

(3.16)

который в момент σ∗ = k∗ плавно сопрягается с законом деформирования (3.14). На фиг.
2-6 участок AB соответствует уравнениям (3.14), в ВС – уравнениям (2.16). Напряжения σ∗
асимптотически стремятся к значению

σ∗a =

(
σ + k∗

g

η∗

)/(
1 +

g

η∗
+

g

g1

)
.

Асимптотика участка ВС соответствует скорости деформирования

de

dt
→ 1

g

[
σ

(
1 +

g1

g

)
− k∗ g1

η∗

]/(
1 +

g1

g
+
g1

η∗

)
.
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Аппроксимация кривых ползучести (фиг. 2-5) на основании полученных асимптотических
значений (фиг. 2-6, пунктир) показывает, что включения ведут себя почти идеально пласти-
чески η0 = η∗ ≈ 0, σ∗ ≈ k∗. Так как напряжения макрообъема 〈σ〉 связаны с напряжениями
матрицы 〈σ〉2 и 〈σ〉1, что равно пределу пластичности включений, следует, что рост напря-
жений

〈σ〉 = (1− c) 〈σ〉2 + c 〈σ〉1
в материале приводит лишь к росту напряжений в матрице. Из сказанного следует, что состоя-
ние включений определяет управление, в том смысле, что σ∗ < k∗, напряженным состоянием
материала, при котором имеет место вязкое деформирование стеклообразной фазы.
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ГЛАВА 3. ПЛАСТИЧНОСТЬ ДОМЕННЫХ СТРУКТУР
§ 1. Ферроупругость

Ферроупругие материалы [61-64], часто именуемые “формозапоминающими”, обладают ря-
дом уникальных физико-механических свойств, делающих их применение в технике весьма
перспективным. Уже сейчас имеются механизмы и конструкции на базе таких сплавов, про-
мышленное производство которых налажено и не препятствует более широкому внедрению.
Необходимыми становятся методы расчета напряжений и деформации тел, уникальное пове-
дение которых с точки зрения установившихся представлений состоит в следующем [61-64]:

• в ограниченности неупругих деформаций, за которыми вновь следует упругая область
деформирования (фиг. 5-1);
• в возможности их исчезновения либо сразу при разгрузке, либо при нагреве, соответ-

ственно сверхупругость и память формы (фиг. 3-1);
• в накоплении и возврате неупругих деформаций при термоциклировании упруго на-

груженного постоянным усилием образца через характерный для данного сплава ин-
тервал температур (фиг. 3-2);
• в сильной линейной зависимости условного предела пластичности от температуры

(фиг. 3-1).
Повышение температуры деформирования до некоторой величины Mα приводит к поте-

ре способности сплава к обратимому деформированию: при T ≥ Mα наблюдается обычное
пластическое течение (дислокации подвижны).

Так называемое ферроупругое деформирование (фиг. 3-3) является непосредственной при-
чиной возможного возврата формы при нагреве (память формы). Суть эффекта состоит в
следующем. Если сплаву при достаточно высоких температурах обычным пластическим де-
формированием задать определенную форму, а затем, охладив образец через характерный
интервал температур, продеформировать в пределах ферроупругой петли, то в процессе по-
следующего нагрева образец вернет себе исходную форму, даже совершая работу против
препятствующих этому внешних сил (фиг. 5-2).

Исследования показывают, что необходимое механическое поведение “формозапоминаю-
щих” сплавов является следствием протекания в них обратимого термоупругого мартенсит-
ного превращения – это фазовый переход 1 рода, который может быть инициирован не только
воздействием температуры, но и сравнительно небольшими внешними усилиями, т. е. полем
упругих напряжений. При этом развитые неупругие деформации определяются различием
кристаллических решеток фаз и возможностью появления и роста упорядоченно ориентиро-
ванных включений новой фазы.

Методы механики сплошных сред на масштабном уровне фазовой структуры твердых ма-
териалов основаны на предположении, согласно которому частицы образований с различны-
ми механическими свойствами являются сплошными и однородными, а граница раздела фаз
представляет собой поверхность разрыва параметров.

Фиг. 3-1 [61]
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Фиг. 3-2

Фиг. 3-3 [62]

Фиг. 3-4

Фазовые превращения в твердых телах обусловлены полиморфизмом кристаллических со-
стояний, неустойчивостью твердых растворов и другими физико-химическими свойствами.
В более общем смысле процессы рекристаллизации, приводящие к различным ориентациям
анизотропных образований, условно можно отнести к фазовым превращениям. Ограничимся
превращениями на фазовой границе, связанными с перестройками структуры за счет роста
одной фазы в сторону вещества другой. Во многих случаях граница раздела фаз является
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переходным слоем, в котором нарушена правильность расположения атомов, имеются скопле-
ния дислокаций, повышена концентрация примесей, уменьшающих поверхностную энергию.
Разнообразие физических явлений при фазовых переходах приводит к необходимости фено-
менологического описания процессов на масштабных уровнях макрообъема материала или
структуры фазовых образований. Фазовая структура материала в значительной степени от-
вечает за прочностные, пластические и другие деформационные свойства.

Определение макросвойств материала состоит из исследований условий фазового перехода
на границе фаз, решения задачи для гетерогенной системы, вычисления параметров истории
процесса и связи между макронапряжениями и макродеформациями.

В работах ряда авторов исследуется проблема влияния фазового превращения на
напряженно-деформированное состояние твердых тел. Например, в работах [66-69] фазовый
переход аппроксимировался поверхностью разрыва тензора деформаций, скачок которого
равнялся известному деформационному эффекту превращения. Движение поверхности счи-
талось известным или определялось решением уравнения теплопроводности. С учетом этого
формулировались исходные уравнения и вычислялись искомые величины.

Существует общий феноменологический подход, развиваемый в работах [70-71]. Здесь ме-
тодами механики сплошной среды и термодинамики необратимых процессов получены си-
стемы уравнений, описывающих во взаимосвязи процессы деформации, объемного фазового
превращения, теплопроводности, диффузии и т. д.

В настоящей работе рассматриваются бездиффузные фазовые превращения, характерные
для ферроупругих материалов с когерентным распределением фаз. Геометрическую струк-
туру фазовых превращений можно представить изменяющейся поверхностью раздела фаз Σ.
Условия перемещения границы соответствуют условиям фазового перехода, которые выража-
ют термодинамическую оптимальность превращения как функцию напряжений и темпера-
туры. Дальнейшее рассмотрение ограничивается материалом, состоящим из двух фаз, пара-
метры которых имеют индексы 1, 2; разрыв параметров обозначается квадратными скобками
[a] = a2 − a1. Положительное направление скорости движения поверхности Σ в направлении
нормали ni соответствует фазовому переходу 1→ 2.

Рассмотрим изотермический процесс превращений, в котором перемещения ui непрерывны
при переходе через поверхность Σ. В этом случае статические и кинематические условия на
поверхности разрыва [72] имеют вид:

[ui,j ] c = [vi]nj ; [σij ]nj = 0;

(
vi =

dui
dt

)
. (1.1)

Из закона сохранения энергии следует значение работы напряжений σij на поверхности
разрыва параметров [73]:

σijnj [vi] = c [U ] +D, (1.2)

где U – внутренняя энергия на единицу объема; D – мощность на единицу поверхности,
расходуемая на диссипацию.

В процессе фазового превращения разрыв [vi] приводит к образованию неупругих дефор-
маций [pij ], которые оставляет за собой движущая поверхность Σ. Для неподвижной поверх-
ности Σ разрыв скорости [vi] = 0, так как иначе образуются бесконечные значения деформа-
ций и их скоростей. Такого типа разрывы возможны в идеальной пластичности или образу-
ют трещины, во всяком случае здесь они исключаются. Для линейного упругого материала
U = σijµijklσkl/2 + g, где g – химическая и тепловая составляющие энергии, термодинамиче-
ский потенциал G определяется соотношением:

G = 1
2σijµijklσkl + σijpij + g;

eij = ∂G/∂σij = µijklσkl + pij .
(1.3)

Из закона Гука следует также
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[eij ] c =
[
v(i

]
nj) = c {[µijkl]σkl1 + µijkl2 [σkl] + [pij ]} , (1.4)

где круглыми скобками обозначена симметризация.
Из соотношений (1.2), (1.4) получим:

1
2σij1 [µijkl]σkl1 + [pij1]σij1 − 1

2 [σij ] ν
−1
ijkl [σkl] + [g] = D/c;

ν−1
ijkl = µijkl2 = µijkl1 + [µijkl] .

(1.5)

Когерентное сопряжение фаз соответствует случаю, когда кристаллические решетки фаз
в плоскости сопряжения совпадают. Фазовое превращение представляет собой упорядочен-
ное перемещение узлов кристаллической решетки на движущейся границе фаз. Когерентный
переход имеет место, если полная однородная дисторсия, отсчитанная от состояния недефор-
мированной начальной фазы, равна

[ui,j ] = αinj , (1.6)

где αi – некоторый вектор, подлежащий определению 5.
Структурная деформация в общем случае не совпадает со выражением (αinj + αjni)/2, ко-

торое следует из (1.6) и определяется как деформация, которую претерпевает объем исходной
фазы при превращении этого объема в новую фазу; при этом имеется в виду, что обе фазы
находятся в ненапряженном состоянии 5. Сопоставление формул (1.1), (1.6) и определения
[pij ] приводят к выводу, что αi = [ui]/c, а [pij ] является структурной деформацией.

В формуле (1.5) слагаемое, содержащее разрывы напряжений, определяет энергию внут-
ренних напряжений доменной структуры. Условия статики (1.1) накладывают ограничения
на разрыв напряжений, которые совместно с выражением (1.4) позволяют вычислить

[σij ] ν
−1
ijkl [σkl] = xij

{
νijkl − νijmnnn (npνpmqsnq)

−1
νklrsnr

}
xkl;

xij = [pij ] + [µijkl]σkl.
(1.7)

Очевидно, что равенство нулю квадратичной формы соответствует непрерывности напря-
жений. В тех случаях, когда ориентация фаз удовлетворяет соотношению

[µijkl] = µiknjnl + µjkninl + µilnjnk + µjlnink;
[pij ] =

[
p(i

]
nj);

(1.8)

при некоторых [pi] и постоянных µij , условие непрерывности напряжений выполнено, так как
свертка выражения в фигурных скобках (1.7) с вектором ni тождественно равна нулю.

В кристалле с ориентацией границ и доменов (1.8) условие перехода (1.5) имеет место для
непрерывных напряжений{

1

2
σij [µijkl]σkl + [pi]njσij − [g]

}
c = D. (1.9)

Для определенных полиморфных состояний условия (1.8) могут не реализоваться при лю-
бых относительных ориентациях границ и доменов, тогда уровень внутренних напряжений
может быть высоким, и доменные структуры в таких кристаллах не образуются. Для ориен-
таций с незначительным разрывом напряжений условие (1.9) можно использовать как при-
ближение. В работе [75] условие (1.9) рассматривалось с феноменологической точки зрения,
что позволило описать ряд характерных свойств ферроупругого деформирования.

Можно показать, что левая часть выражения (1.5) равна разности термодинамических
потенциалов

[G] c = D. (1.10)

Так как D ≥ 0, то знак c 6= 0 определяет направление фазового перехода. Разность [G] по
отношению к скорости движения границы является движущей силой необратимого процесса,
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в котором диссипация квазиравновесно протекающего процесса предлагается пропорциональ-
ной объему образующейся фазы.

D = k |c| . (1.11)

Постоянные перехода k, определяющие энергию активизации процесса [G] = k, в случа-
ях прямого и обратного фазовых превращений могут быть различными. Двойникование –
симметричный переход, поэтому k не зависит от направления. Критические значения пере-
падов термодинамического потенциала [G] являются следствием существования потенциаль-
ных барьеров в микросистемах. Микроскопически это условие соответствует существованию
пределов текучести материалов, пластические деформации которых являются результатом
двойникования и фазовых превращений.

Рассматриваемое континуальное приближение может быть распространено на процессы в
сегнетоэлектриках и ферритах, в которых спонтанная поляризация и остаточная намагни-
ченность являются аналогом неупругой деформации. Когерентность переходов, соотношения
на поверхностях разрывов полей, совпадение формы своеобразных петель гистерезиса позво-
ляют усмотреть значительную аналогию явлений. Привлечение исследований на дискретно-
микроскопическом уровне объясняет причины явлений, однако непосредственное их исполь-
зование усложняет рассмотрение на последующих масштабных уровнях структуры материа-
ла. Выражение (1.10) в силу общих термодинамических определений относится к движению
границ в ферритных кристаллах, относительно которых воспользуемся эмпирическими дан-
ными по непосредственному измерению скорости границы c. В эксперименте наблюдается
критическое значение [G] и линейная зависимость скорости границы от последующего роста
[G]

[G] = k + νc, (1.12)

где ν – вязкость, постоянная перехода.
Таким образом, в случае квазиравновесного процесса c ≈ 0 выражение (1.12) переходит в

ранее рассмотренные (1.10), (1.11).
Деформации кристаллов, образованные фазовым превращением и двойникованием, в усло-

виях поликристаллической структуры вызывают внутренние напряжения, созданные несов-
местностью деформаций. Границы фаз и стенки двойников образуют таким образом, чтобы
внутренняя энергия кристалла в стесненных условиях была минимальной. На фиг. 3-4 пока-
зана плоскопараллельная двойниковая структура, стесненная параллельными плоскостями
/ последние заштрихованы/. Для того, чтобы кристалл находился в объеме начального па-
раупругого состояния, его нужно сжать на величину ∆. Пусть E – жесткость при сжатии
и W = Ee2/2 – энергия сжатия e = ∆/h. Величина структурной деформации, вызванной
двойникованием, определена углом α. Ширина двойниковой пластины равна L/N , где N –
число пластин в кристалле размером L, тогда e = L/(hNtgα). Поверхностная энергия границ
пропорциональна количеству двойниковых пластин βN . Энергия, связанная с двойниковым
состоянием, равна

W + βN =
[
EL2/

(
2h2 tg2 α

)]
N−2 + βN.

Минимум энергии достигается при N =
(
EL2/2h2 tg2 α

)
/β, т. е. пренебрежение поверх-

ностной энергией β = 0 предполагает неограниченное образование двойниковых пластин.
Таким образом, пренебрежение поверхностной энергией, которое принято в настоящей рабо-
те, не противоречит наблюдаемым при кристаллографических исследованиях мелкослоистым
структурам [65].

Теоретический анализ структур, образующихся в результате бездиффузионного фазового
превращения, изложен в работе [65], в которой учтены внутренние напряжения, возникающие
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при когерентном сопряжении фаз. Показано, что процесс образования доменов, как и в рас-
смотренных здесь случаях, обусловлен минимизацией внутренних напряжений. В настоящей
работе рассматривается динамика движения границ доменов, скорости которых определяют
изменения концентраций различных доменов в кристалле. Если фазовый переход в поли-
кристаллической структуре осуществляется под действием пропорционально изменяющихся
напряжений, то ориентация фазовых границ имеет преимущественные направления, близ-
кие к постоянным. В этом случае получаемые здесь соотношения можно использовать для
сравнения с данными макроэксперимента, принимая во внимание, что участки текучести при
постоянных напряжениях в силу влияния микронапряжений перейдут в несколько наклонные
линии.

Перейдем к исследованию системы доменов, образующихся в ферроупругом кристалле.
Высокотемпературная фаза /пароупругое состояние/ при переходе в ферроупругое состояние
может образовать двойники /диссиметричная фаза/. Структурная деформация в зеркально-
симметричных двойниковых состояниях отличается лишь знаком /начало отсчета деформа-
ций ведется от параупругого состояния/.

Пусть λ+, λ− объемные концентрации двойниковых доменов противоположных ориента-
ций; 1 − λ+ − λ− – концентрация доменов в параупругом состоянии. Соответствующие тер-
модинамические потенциалы представим в виде:

G+ = 1
2 (µijkl + [µijkl])σijσkl + pinjσij + g + [g] ;

G− = 1
2 (µijkl + [µijkl])σijσkl − pinjσij + g + [g] ;

G1 = 1
2σijµijklσkl + g;

; (1.20)

где µijkl, g относятся к пароупругому состоянию.
Условия взаимных переходов состояний (1.21) на основании соотношения (1.9) определя-

ются энергией активации прямого k1 и обратного k2 переходов, двойникование k

X+ =
1

2
σij [µijkl]σkl + pinjσij + [g] = k1; (1.21)

−X+ = k2; (1.22)

X− =
1

2
σij [µijkl]σkl − pinjσij + [g] = k1; (1.23)

−X− = k2; (1.24)

∣∣X+ −X−
∣∣ = |2pinjσij | = k. (1.25)

Термодинамический потенциал системы равен

G = G1

(
1− λ+ − λ−

)
+ λ+G+ + λ−G−; (1.26)

тогда полная деформация равна

eij = ∂G/∂σij = µijklσkl+
+λ+

(
[µijkl]σkl + p(inj)

)
+ λ−

(
[µijkl]σkl − p(inj)

) (1.27)

и представляет собой сумму результатов упругого действия напряжений и необратимых из-
менений λ+, λ−, последние могут происходить при постоянных напряжениях, удовлетворя-
ющих одному из условий (1.21)–(1.25). Так как пределы изменения 0 ≤ λ+ ≤ 1, 0 ≤ λ− ≤ 1,
0 ≤ λ+ + λ− ≤ 1 ограниченны, то процесс неупругого деформирования прекращается в
предельных или однофазных состояниях. Из соотношений (1.27) следует, что приращения
неупругих деформаций градиентальны (∂/∂σij) тому условию, которое выполняется для при-
ложенных к кристаллу напряжений.
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Перепады термодинамических потенциалов определяют направление движения границ до-
менов, а следовательно, скорости

dλ+/dt, dλ−/dt :

X+ = k1, dλ+ ≥ 0, dλ− = 0;
X+ = k2, dλ+ ≤ 0, dλ− = 0;
X+ = k1, dλ− ≥ 0, dλ+ = 0;
X− = k2, dλ− ≤ 0, dλ+ = 0;

X+ −X− = ±k, dλ+ − dλ− >
<

0;

dλ+ + dλ− = 0.

(1.28)

Равенства типа dλ− = 0 в этих соотношениях обозначают, что выполняется только од-
но условие перехода, но если выполнены некоторые два условия одновременно, достаточно
потребовать лишь следствия второго закона термодинамики X+dλ+ + X−dλ− ≥ 0. Таким об-
разом соотношения (1.28) определяют термодинамически возможные варианты необратимых
процессов.

Компоненты вектора (dλ+, dλ−) в проекции на оси координат плоскости (X+ X−) ортого-
нальны к условиям перехода и направлены в сторону, соответствующую неравенствам (1.28).
Эти направления показаны на фиг. 3-5 короткими стрелками и определяют закономерности
движения границ доменов. Правила определения фазовых переходов эквивалентны схеме ас-
социированного закона течения с кусочно-линейными условиями текучести.

Фиг. 3-5

Угловым точкам пересечения условий соответствует веер направлений (dλ+, dλ−), лежа-
щих между крайними ортогональными направлениями (1.28). Особенность состоит в том, что
достижение предельных значений λ+ + λ− = 1; 0 при фазовом переходе или λ+; λ− = 0; 1
при двойниковании, прекращает необратимый процесс и оказывается возможным последую-
щий рост напряжений с упругим деформированием. Но в этом случае может быть достигнут
потенциальный барьер для других переходов, условия которых снова образуют невогнутую
область.

Возникающие неоднородности, спонтанный рост деформаций при постоянных напряжени-
ях аналогичны идеальной пластичности и характерны для ферроупругих материалов. Иссле-
дуем процесс деформирования, определенный условиями (1.21)–(1.25) при различных темпе-
ратурах. Разность [g (T )] при σij = 0 определяет фазовые превращения, поэтому в качестве
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Фиг. 3-6

параметра, взаимооднозначно связанного с температурой, выберем [g (T )]. Нагружение бу-
дем производить какой-либо одной компонентой σ = σij , тогда условия (1.21)–(1.25) можно
представить в плоскости (σ, [g]) (фиг. 5-5). Изменения упругих модулей в ферроупругих ма-
териалах незначительны, поэтому рассматриваемые условия в плоскости (σ, [g]) близкие к
схематично представленным на фиг. 5 линейным зависимостям, цифры возле линий соответ-
ствуют второму номеру формул (1.21)–(1.25).

В окрестности температур фазовых переходов термодинамический потенциал гетерогенной
системы как функция температуры содержит особенности, но для однородных образований
структуры, каждой из фаз в отдельности предполагаем возможность линейной аппрокси-
мации g (T ). Тогда [g (T )] определяет напряжения σ0 (T ), при которых начинается процесс
ферроупругого деформирования. Если изменение упругих постоянных фаз несущественно,
соотношения (1.21)–(1.25) определяют линейную зависимость σ0 (T ) в области T > Tm (фиг.
5-5) и скачкообразный характер перехода при T ≤ Tm. Точка перехода Tm соответствует
сверхпластичности, т. е. незначительные напряжения – лишь зависимость после выбора со-
ответствующих размерностей, на фиг. 3-5 зависимость показана точками, которые соответ-
ствуют верхним площадкам текучести фиг. 3-1.

Рассмотрим пример циклического нагружения при температуре T сплава в начальном па-
раупругом состоянии в области сосуществования фаз. Рост напряжения /пунктирная линия
фиг. 3-5/ пересекает условия 5, 3, 1. Условия 5, 3 не реализуют перехода, так как отсут-
ствуют ферроупругие домены. Условие 1 приводит к образованию доменов λ+ и неупругого
деформировния a− b (фиг. 3-3). Если переход полный λ+ = 1, дальнейший рост напряжений
происходит упруго, а разгрузка не реализует переходов 3, 5, так как λ− = 0. Нагрузка в
противоположном направлении b − c (фиг. 3-3) при достижении условия 5 приводит к двой-
никованию λ+ → 0, λ− → 1 и деформированию c − d; при догрузке условия 2, 4 остаются
нереализованными, т. к. λ+ = 0. Разгрузка d− e и последующее двойникование e− f на усло-
вии 5 замыкает петлю гистерезиса cedf . Достижения условий 3, 1 и 2, 4 больше не реализуют
переходов, происходит только двойникование 5, 5.

Основываясь на вариантах полученных здесь термодинамические условий, можно описать
многообразие кривых деформирования, которые наблюдаются эмпирически, однако, они не
исчерпывают поведения кристаллов с более сложными доменными структурами. Мозаика
доменов в отдельном кристалле в условиях, когда дислокации и границы кристаллов в сплаве
неподвижны, при переходе в параупругое состоянияе однозначно возвращает первоначальную
форму тела. Рассмотрим состояние кристалла в пространстве σ, T и деформаций e (фиг. 3-6).
Пусть форма тела задана при температуре T0. Охлаждение до T = T1 переводит материал
в ферроупругое состояние, в котором путем двойникового деформирования p после снятия
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нагрузок образуется новая форма тела. Если теперь нагревать тело до температуры T0, то
в момент T = T2 происходит переход p → 0, т. е. форма тела восстанавливается. Ранее этот
процесс был определен как эффект памяти формы.

Фиг. 3-7

Термоциклирование (фиг. 3-2) и условия его образования можно объяснить на диаграммах
переходов фиг. 3-7.

Перейдем к исследованию влияния макронапряжений в отдельных кристаллах поликри-
сталлического тела.

Поликристалл будем рассматривать как среду с изотропными упругими свойствами, в ко-
торой микронапряжения созданы несовместимостью деформаций отдельных кристаллов. Эту
часть деформаций eij , неудовлетворяющую условиям совместимости, обозначим через aij , то-
гда закон Гука примет вид:

eij − aij =
1− ν
E

σij −
ν

E
σllδij . (2.11)

Предполагая статистическую однородность полей, решение уравнений упругости относи-
тельно флуктуаций, которые будем отмечать штрихом, представим с помощью тензорной
функции Грина для напряжений

σ′ij =

∫
Gijkl (x− y) a′kl (y) dy. (2.12)

Физическое состояние N отдельного кристалла будем характеризовать параметрами,
осредненными по объему этого кристалла, и отмечать индексом N в скобках, например,
a′ij (N). Пусть N (x) индикаторная функция в объеме поликристалла, принимающая значе-
ния 0 или 1, причем 1 имеет место в области кристаллов с одинаковыми состояниями N .
Поле a′ij (x) представим в виде суммы, образованной индикаторными функциями по всем
состояниям N , причем различным состояниям N,M соответствуют функции N (x), M (x)

a′ij (x) =
∑
N

aij (N)N ′ (x); 〈aij〉 =
∑
N

c (N) aij (N), (2.13)

здесь осреднение 〈aij〉 вычислено через объемные концентрации кристаллов c (N) = 〈N (x)〉.
Выпишем некоторые соотношения, следующие из сделанных предположений

N (x)M (x) = 0; N ′ = N (x)− 〈N (x)〉 ;
〈N ′ (x)M (x)〉 = −c (N) c (M) ;

〈N ′N ′〉 = c (N) (1− c (N)) ; aij (N) = 〈aij (x)N (x)〉/c;〈
σ′ij (x)M ′ (x)

〉
= c (M) (σij (M)− 〈σij〉) .

(2.14)
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Полагаем, что изменение среднего однородного напряженного состояния 〈σij〉 вызывает
статистически однородное изменение полей eij , aij , которые в начальный момент при 〈σij〉 = 0
были статистически изотропны. Предположим, что избирательность внешнего воздействия
〈σij〉 на кристаллы зависит от начальных состояний aij , истории их последующего измене-
ния, геометрии функций N (x), любых параметров, образующих пространство необратимых
состояний N , но геометрия функций остается постоянной к изотропной. Последнее условие
является определением системы функций N (x), относительно которых величина c (N) харак-
теризует плотность распределения из множества состояний.

Из соотношений (2.12), (2.13) вычислим∫
Gijkl (x− y) 〈N ′ (y)M ′ (x)〉 dy =

= −c (N) c (M)
[

1
3 (δikδil + δilδjk)−

− 1
1−ν

1
15 (δijδkl + δilδjk + δikδjl)

]
.

(2.15)

Интегралы от корреляционных функций для изотропных случайных полей можно вычис-
лить по заданным дисперсиям (2.12).

〈
σ′ijM

′〉 =
∫
Gijkl (x− y)

[ ∑
N 6=M

akl 〈N ′ (y)×

×M ′ (x)〉 − akl (M) 〈M ′ (y)M ′ (x)〉
]
dy.

(2.16)

Тогда с учетом соотношений (2.14) получим

σij (N)− 〈σij〉 = E
1+ν

[(
1
3 + 2

15
1

1−ν

)
(〈aij〉 −

−aij (N)) + 1
3

(
2
3 −

2
15

1
1−ν

)
(〈all〉 − all (N)) δij

]
.

(2.17)

Несовместные деформации aij разобьем на составляющие, вызванные пластической де-
формацией pij и микронапряжениями cij , связанными с геометрической несовместимостью
формы кристаллов при образовании сплошной структуры. Опуская индекс N , соотношения
(2.17) запишем в виде:

σij − 〈σij〉 = a (〈pij〉 − pij) + cij ; pii = 0;

a = E
1+ν

(
1
3 + 2

15
1

1−ν

)
.

(2.18)

Это разбиение имеет смысл, если кинематика пластических деформаций не может снять
внутренних напряжений. Например, сдвиговая деформация в отдельном кристалле не изме-
нит в нем всестороннего давления. Скольжение с определенной ориентацией тоже ограничи-
вает возможность релаксации напряжений в других направлениях.

§ 2. Пластическое скольжение в ферроупругом материале
Концепция теории скольжения [81] и микронапряжений [82] предполагает исследование

связей между макропараметрами полукристаллического тела и микросостояниями кристал-
лов. Возникающие при этом задачи являются статистическими и рассматриваются на мас-
штабном уровне структуры материала, для которой применима гипотеза сплошности сре-
ды. Исследования микроструктуры материалов, обладающих свойствами сверхпластичности,
ферроупругости, спонтанного деформирования при фазовых превращениях, показывают, что
в этих материалах бедислокационный процесс скольжения является основным механизмом
образования пластических деформаций [83-85]. Более того, подвижность дислокаций в высо-
котемпературных модификациях этих сплавов приводит к потере таких практически важных
свойств, как возврат пластических деформаций, эффект памяти формы [85].
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Стабильность ориентаций двойниковых стенок, когерентных фазовых границ, определя-
ющих направление пластического скольжения относительно кристалла, представляется иде-
альным условием выполнения гипотез теории скольжения.

Определим исходные соотношения теории скольжения [81]. Пусть ni – вектор нормали к
плоскости скольжения, mi – направление скольжения, λ – величина чистого сдвига, тогда
напряжения σij и пластическая деформация кристалла удовлетворяют уравнениям

|σijnimj | ≤ k, pij = λ(minj +mjni)/2;
nini = 1, mimi = 1, nimi = 0

(2.1)

Здесь k – критическое напряжение сдвига.
Соотношения (2.1), задающие свойства отдельного кристалла, необходимо дополнить свя-

зью между состояниями кристаллов и средними по объему поликристалла, которые рассмот-
рены в §1 настоящей работы

σij − 〈σij〉 = 〈pij〉 − pij (2.2)

Здесь напряжения отнесены к коэффициенту пропорциональности, определенными упру-
гими постоянными; таким образом в последующих формулах зависимость от упругих свойств
содержится в безразмерной форме записи.

Заданием начальных распределений pij = p0
ij или начальных микронапряжений σij = −p0

ij

завершается постановка статистической задачи.
Следствием эргодичности является возможность вычисления средних пластических де-

формаций по формуле [81].

〈pij〉 =

∫
Ω

π
2∫

−π2

1

2
(nimj + njmi)λdΩdψ, (2.3)

где Ω – поверхность единичной сферы направлений ni,
ψ – угол, определяющий направление mi в плоскости скольжения,
λ – значение чистого сдвига в кристалле, которое, если кристалл находится в пластическом

скольжении, можно вычислять по формулам (2.1).

λ = 〈sij〉njmj − ksignλ̇; 〈sij〉 = 〈σij〉+ 〈pij〉 . (2.4)

Скорость сдвига λ̇ определяет знак критического напряжения, λ̇ = 0 соответствует ней-
тральному нагружению. В остальных случаях λ определяется предшествующим процессом
нагружения.

Кристаллы с фиксированной площадью скольжения ni можно рассматривать как плоско-
пластическую систему скольжения [86]. На плоскость скольжения спроектируем пластические
деформации pi = pijnj = λmi/2. Тогда уравнение (0.3), представленное в виде

λ = (〈σi〉+ 〈pi〉)mi − k; 〈σi〉 = 〈σij〉nj ; 〈pi〉 = 〈pij〉 ,
задает кардионду в плоскости (pi)

pi = [(〈σi〉 − 〈pj〉)mj − k]mi/2. (2.5)

Замкнутая кривая (2.5) окружает область упругих состояний кристаллов, которые характе-
ризуются некоторым, ранее образованным, распределением пластических деформаций. Про-
цесс нагружения определяет закон движения кривой (2.5) (фиг. 3-8), причем коллинеарное
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Фиг. 3-8

Фиг. 3-9

изменение пластических деформаций pi = λmi/2 производится стороной кордионды, что сле-
дует из условия положительной диссипации энергии; роли сторон меняются на внутренней
петле (фиг. 3-8). Деформации вовлеченных в пластическое состояние кристаллов суммируют-
ся, образуя новое их распределение, сосредоточенное на кривой (2.5). Кардионда “заметает”
начальное распределение деформаций, делая их сосредоточенными вдоль кривой активного
нагружения. В результате начальное распределение полностью стирается из памяти матери-
ала. При разгрузке кардионда отступает, оставив достигнутое распределение пластических
деформаций.

Обычно условие нагружения рассматривается в пространстве 〈σij〉. Имеем, что |σijnimj | =
|〈σij〉nimj | ≤ k. Это уравнение в пространстве 〈σij〉 задает семейство плоскостей, оги-
бающая которых является критерием пластичности Треска [81]. Рассмотрим простое на-
гружение до напряжений 〈σij〉 = σ∗ij , при котором пластические деформации достигают
значений 〈pij〉 = p∗ij , тогда получим распределение деформаций по ориентациям pij =
[(σ∗kl + p∗kl)mknl − k]minj , которое имеет место в кристаллах, находившихся в пластическом
состоянии; для остальных ориентаций pij = 0. Перейдем теперь к произвольному напряжен-
ному состоянию 〈σij〉 и выясним, при каких условиях наступает пластическое состояние. Так
как после пластического нагружения образовались кристаллы с различными деформациями

σij = 〈σij〉+ p∗ij − [(σ∗kl + p∗kl)mknl − k]minj ,
σij = 〈σij〉+ p∗ij

(2.6)

то условие |σijnimj | = k образует варианты(
〈σij〉 − σ∗ij

)
nimj = −2k; 0;∣∣(〈σij〉+ p∗ij
)
nimj

∣∣ = k,
(2.7)
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которые в пространстве 〈σij〉 соответствуют различным семействам плоскостей: одно образует
условие Треска, смещенное в центр σ∗ij с пределом пластичности 2k, второе стянуто в угло-
вую точку σ∗ij , в которой семейство плоскостей пересекается, третье – условие Треска с цен-
тром −p∗ij , смещенным в направлении обратном деформированию. В плоскости 〈σi〉 = 〈σij〉nj
(фиг. 3-9) поверхность нагружения определяет дугу АВ, по которой суммируются деформа-
ции. Если процесс нагружения происходит таким образом, что касательная к траектории в
точке D не выходит из угла, образованного продолжениями АВ и BD, то результат суммиро-
вания не зависит от траектории. В начальный момент веер таких траекторий больше, а за-
тем сужается. Если среди всех ориентаций ni выбрать плоскость скольжения с наибольшим
удалением точки D, то соответствующий угол ∠ADB лимитирует траектории нагружения
поликристалла, для которых выполняются нелинейные интегрируемые соотношения.

Доказательства независимости от пути интегрирования проще получить при рассмотрении
условий нагружения в пространстве (pi). Образовавшийся веер пластических деформаций
ограничивает нейтральные движения кардиоиды (фиг. 3-8) моментами касания, а именно:
внутреннее касание соответствует условиям пластичности на линиях AD, BD, причем уг-
ловой точке D соответствует полное совпадение кардиоиды с распределением пластических
деформаций, внешнее касание кардиоидной точки определяет напряжения на окружности
радиуса 2k (фиг. 3-9); внешнее касание с линией распределения пластических деформаций
дает окружность радиуса k в пространстве 〈σi〉. Если нагружение производится таким обра-
зом, что в кристаллах не происходит разгрузки, результирующее распределение не зависит
от пути его достижения. Последнее совпадает с условием нагружения в конусе конической
точки.

Рассмотрим процессы растяжения-сжатия стержня вдоль оси x3. Обозначим 〈p33〉 = p,
〈σ33〉 = σ, sij = 〈σij〉+ 〈pij〉 :

〈s11〉 = 〈s33〉 = −p/2, n3 = sin θ, m3 = cos θ cosψ,
〈sij〉nimj = s sin 2θ cosψ;

s = (σ + 3p/2)/2;

p = 1
4π

π
2∫
−π2

π
2∫
−π2

sin 2θ cosψ λ cos 2θdθdψ.

(2.8)

В случае простого нагружения для начального распределения λ = 0 по формуле (2.4)
определяется пластическое состояние кристаллов λ = s sin 2θ cosψ− k. Кристаллы, для кото-
рых s sin 2θ cosψ < k, находятся в упругом состоянии λ = 0. Эти соображения определяют
пределы интегрирования (2.8), где λ 6= 0. Введем переменную ξ = sin 2θ cosψ:

p = 1
4π

1∫
k/s

ξ (sξ − k)

π
2−

1
2 arcsin ξ∫

1
2 arcsin ξ

cos θdθdξ√
sin2 2θ−ξ2

=
1∫

k/s

(sξ − k)Fdξ;

F (ξ) = ξ
π
√

1+ξ
k
(√

1−ξ
1+ξ

)
;

s = (σ + 3p/2)/2,

(2.9)

где k – интеграл Лежандра I рода.
В начальный момент нагружения s ≈ k пределы интегрирования по θ (2.9) локализируются

вблизи плоскостей скольжения, направленных под углом 45 % к оси стержня. Так как ξ опре-
деляет пределы интегрирования по θ, то функция F (ξ) будет общей при знакопеременных
нагрузках. Величина λ (2.4) определяет текущее значение сдвигов кристаллов в пластиче-
ском состоянии. Для определения пределов интегрирования по ξ воспользуемся схемами на
фиг. 5-8, где ξ пропорционально cosψ – проекции единичного вектора, определяющего на-
правление pi на ось s. Нагружение в обратном направлении после достижения состояний
λ∗ = s1ξ − k начнется после нейтральной разгрузки (холостой ход кардиоиды λ = sξ + k



МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА ... 85

до момента касания с распределением λ∗), а затем пластические деформации определяются
пределами интегрирования, следующими из условия пересечения кардиоид

p =

2k/(s1−s)∫
k/s1

(s1ξ − k)Fdξ +

1∫
2k/(s1−s)

(sξ − k)Fdξ (2.10)

Фиг. 3-10

Функция F (ξ) (фиг. 3-10) апроксимируется удобным для интегрирования выражением,
результаты интегрирования показаны на фиг. 3-11. Петля гистерезиса I с участками (2.9),
(2.10) замыкается после одного цикла, причем явно выражен эффект Баушингера.

Фиг. 3-11

Предположим, что пластическая деформация кристалла имеет определенный предел λ0,
после которого кристалл деформируется упруго. Эта ситуация может возникнуть, если в кри-
сталле нет источников дислокации, тогда путь пробега существующих дислокаций ограничен
размерами кристалла. Определяя пределы интегрирования из условия λ0 = sξ − k sign λ0,
получим зависимости фиг. 3-11 (кривая 2).

Анализ микроструктурных исследований показывает, что эффекты ферроупругости воз-
можны в структурах, в которых границы кристаллов неподвижны [85]. Это условие отражено
в предположениях параграфа 1 настоящей главы. Пластичность проявляется в субструктуре
кристаллов, которые образованы доменными состояниями, изменяющимися в процессе де-
формирования.

Домены могут содержать дислокации и другие локальные несовершенства, но в целом яв-
ляются однородной кристаллической структурой, доменные границы ориентированы по опре-
деленным кристаллографическим направлениям. Эффект ферроупругости проявляется при
понижении температуры, когда в кристалле появляются модификации с меньшей симмет-
рией, способные образовывать двойниковые и другие доменные структуры. При понижении
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температуры дислокации становятся неподвижными. Так как кристаллические напряжения,
необходимые для их движения, оказываются больше, чем ковергентные напряжения двойни-
ков и доменных границ.

Границы между доменами являются когерентными, и их движение определено упорядо-
ченным перемещением коллектива атомов, составляющих атомную плоскость, на расстояние,
не превышающее межатомные. Переход плоскости атомов из одной правильной структуры
в другую, при перемещении границы на одно межатомное расстояние h, соответствует сме-
щению каждого атома на величину αi. Таким образом структурная деформация перехода
(αinj + αjni)/2h, где ni – нормаль к границе, определена изменением формы ячейки домена
при переходе через границу и является собственной деформацией перехода 85. Эта деформа-
ция не изменится вследствие искаженности структуры вблизи границы, так как существенны
начальное и конечное состояние ячеек.

Используя представления механики сплошной среды, в параграфе 1 границу рассматрива-
ли как поверхность разрыва параметров. Кинематическое условие (1.1) на границе разрыва
скоростей vi в случае непрерывных полей перемещений ui имеет вид [ui,j ] c = [vi]nj , c – ско-
рость границы. Таким образом движущаяся граница оставляет за собой неупругое изменение
деформаций

[eij ] = ([vi]nj + [vj ]ni)/(2c) (фиг. 3-12),
которое полагаем равным собственной деформации перехода. Мощность работы напряжений
на границе равна σijnj [vi].
g – химическая энергия, пропорциональная объему твердого вещества, и, следовательно,

мощность на границе пропорциональна скорости [g] c; диссипация энергии D ≥ 0 для необ-
ратимых равновесных процессов [88] тоже пропорциональная объему превращенной фазы
D = k |c|. Тогда закон сохранения энергии запишется в виде σijnj [vi] + [g] c = k |c|, здесь
пренебрегли разрывом упругой энергии, предполагая, что структурные составляющие мик-
ронапряжений в доменах незначительны.

Учитывая постоянство собственных деформаций

[vj ]ni/c = αinj/h = αminj ,

получим условие перехода

σijmjniα+ [g] = k |c|/c, (2.11)

которое отличается от условий скольжения (2.1) наличием химической составляющей [g].
Рассмотрим плоскопараллельные структуры доменов, характерные для термоупругого

мартенсита [85] и часто наблюдаемые на микрофотографиях ферроупругих и других сплавов
[87]. Ферроупругая фаза имеет двойниковую структуру с границами, разделяющими зер-
кально симметричные состояния [87]. Эти состояния определяют собственные деформации,
отличающиеся лишь знаком [89], поэтому пластическая деформация кристалла будет пропор-
циональна разности концентраций λ+ − λ− двойниковых доменов.

pij =
(
λ+ − λ−

)
α(minj +mjni)/2. (2.12)

Так как двойники химически однородны, условие (2.11) при [g] = 0 переходит в урав-
нение (2.1), а выражение (2.12) эквивалентно (2.1), следовательно, результаты предыдущих
разделов полностью переносятся на процессы двойникования.

На фиг. 3-5 показана петля гистерезиса сплава AuCd с характерным для ферроупругости
ограничением на предельную пластическую деформацию, что объясняется переходом кри-
сталлов в монодоменные состояния. Эта особенность отражена в формуле (2.4) тем, что λ
пропорциональная объемной концентрации одного из двойниковых доменов в кристалле. На-
чальный участок кривой нагружения (фиг. 3-5) соответствует фазовому переходу, который
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мы рассмотрим несколько позже, а петля гистерезиса соответствует процессам двойникова-
ния. Обычно экспериментальные данные приводятся для случая, когда ферроупругая моди-
фикация кристаллов образована в результате температурного воздействия, которое приводит
к равновероятному распределению ориентаций скольжения. Тогда расчет петли гистерезиса
(фиг. 3-4) производится по формулам (2.1) и следующим из них интегралам (2.9).

Особенность ферроупругой фазы состоит в том, что она может образовываться и исче-
зать под воздействием напряжения. Исходная параупругая фаза пластически деформируется
лишь при напряжениях, активизирующих дислокации. При понижении температуры неупру-
гое деформирование происходит с появлением доменов ферроупругой фазы, причем обе фазы
могут сосуществовать, образуя структуры, нестабильные при воздействии напряжений. Вос-
пользуемся результатами работы [90] для определения направления перехода

dλ+ασijnimj − dλ−ασijnimj +
(
dλ+ + dλ−

)
[g] ≥ 0. (2.13)

Первые два слагаемых представляют приращения термодинамических потенциалов двой-
никовых доменов и равны, как следует из (2.12), работе на пластических деформациях σijdpij ,
третье равно фазовому изменению химической составляющей, одинаковой в двойниковых
доменах. Неравенство является следствием второго начала термодинамики для изотермиче-
ского процесса. В зависимости от вида химической реакции величина σijdpij может быть
отрицательной, возможен спонтанный процесс деформирования [85]. Условия для протека-
ния необратимого процесса следуют из (2.11), причем процессы двойникования симметричны
относительно направления перехода (знака c), а фазовый переход в общем случае имеет раз-
личные энергии активации 10.

2α |σijnimj | = k0; −k1 ≤ ασijnimj + [g] ≤ k2. (2.14)

Здесь k0, k1, k2 – положительные постоянные изотермического процесса, определяющие
энергию активации двойникования, прямого и обратного фазовых переходов. Выражение для
пластических деформаций (2.12) остается прежним, так как параупругая фаза пластически
не деформируется и служит началом отсчета деформаций. Возврат деформаций соответству-
ет возврату в параупругое состояние [85]. К этому выводу приводит и теория скольжения с
исходными соотношениями (2.12)–(2.14). Действительно, в начальный момент параупругого
состояния λ+ = λ− = 0 имеет смысл лишь условие ασijnimj + [g] = k2, поэтому нагрузка
произойдет по кривой АВ (фиг. 5-6), определенной интегралами типа (2.10). Разгрузка воз-
можна в двух вариантах, определенных величинами k0, k1. Если k1 − [g] < −k0, обратный
переход происходит по формулам

p =
ξ1∫
ξ0

(s1ξ − k2 + [g])Fdξ +
1∫
ξ1

(sξ − k1 − [g])Fdξ;

ξ0 = (k2 − [g])/s1; ξ1 = (k2 − k1)/(s1 − s);
k′

k2
s1 < s < s1 − k2 + k1; p =

1∫
k1/s

(sξ − k1)Fdξ;

k1 < s < k1s1/k2,

которые определяют кривую DCE (фиг. 3-6). Форма двойной петли гистерезиса соответствует
экспериментальной [85].

Если −k2 + [g] > −k0, двойникование начнется раньше и переход произойдет на двойнико-
вую петлю (фиг. 3-5). Формы переходов определены температурной зависимостью параметров
[g], k1, k2, k0, которые дают многообразия кривых деформирования [90].
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Фиг. 3-12 [62]

Фиг. 3-13

§ 3. Механическая память материалов с доменной структурой
Существенным аспектом теории скольжения и микронапряжений является зависимость

параметров состояния пластически деформируемого материала от предыстории нагружения.
Отражение макропроцесса на статическом множестве неоднородных состояний кристаллов в
материале является, в определенной мере, механической памятью об истории необратимых
деформаций макрообъема. Открытие материалов, претерпевающих обратные термоупругие
мартенситные превращения, позволяет физически восстановить процесс необратимого дефор-
мирования.

Существует другой класс материалов, в которых неупругие деформации осуществляются
движением стенок доменов в кристалле. К ним относятся сегнетоэлектрики [106], в которых
тоже имеют место обратные переходы при воздействии температуры и электрических по-
лей. На фиг. 3-12 приведено семейство петель гистерезиса деформаций eij (поляризации pi)
в зависимости от изменения механических напряжений σij (электрической напряженности
εi), которые указывают и на внешнее сходство процессов в сегнетоэлектриках и металлах с
термоупругим мартенситом [104-106]. Двойные петли гистерезиса характерны для темпера-
тур мартенситного перехода в ферроупругих материалах и сегнетоэлектрических переходов
из параэлектрического или антисегнетоэлектрического состояния [106]. Самопересекающиеся
петли гистерезиса характеризуют взаимодействие механических напряжений и электрических
полей.

Материалов рассматриваемого типа насчитывается несколько сотен [104-106], для некото-
рых из них налажено промышленное производство. Они находят многочисленное применение
в технике. Это исследование связано не только с уникальностью рассматриваемых явлений,
но и с проектированием механических манипуляторов для высокоточных операций.
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Фиг. 3-14 [63-64]

Конструкционные элементы из рассматриваемых материалов одновременно являются дви-
жителями и запоминающими устройствами, это позволяет периодически воспроизводить тра-
ектории деформаций элементов при работе манипулятора в серийном производстве.

Расчет траекторий тела точек определенной формы и предельных деформаций, которые
может запомнить материал, должен основываться на соотношениях между напряжениями и
деформациями. Присоединение сравнительно простых уравнений электростатики, что соот-
ветствует в данной работе обобщению на сегнетоэлектрики, значительно не усложняет фено-
менологических соотношений, но расширяет область применения и базу экспериментальных
данных для обоснования теории.

Состояние домена, характеризующееся собственной деформацией e0
ij и спонтанной поляри-

зацией p0
i , определяется соотношениями [106], которые аналогичны соответствующим урав-

нениям упругопластичности:

eij = µijklσkl + dijkεk + e0
ij

pi =æijεj + dkliσkl + p0
i ,

(3.1)

где µ, d, æ – тензоры податливости, пьезоэлектрических моделей, диэлектрической воспри-
имчивости.



90 В.В. ДУДУКАЛЕНКО

Фиг. 3-15

Начало отсчета деформаций и поляризации производится из параупругого состояния кри-
сталла e0

ij = 0, p0
i = 0, которое может переходить в ферроупругое со значением ±e0

ij , ±p0
i в

двойниковых состояниях.
Вследствие хаотической ориентации кристаллов и их доменной структуры в поликристал-

лическом агрегате параметры полей будут случайными функциями. В исследованиях эффек-
тивных характеристик среды предполагается статистическая однородность полей. В поликри-
сталлическом образовании свойству статистической изотропности удовлетворяют тензорные
поля податливостей и диэлектрической проницаемости, поэтому для средних деформаций и
поляризации будут выполнены соотношения:
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〈eij〉 = 1+ν
E 〈σij〉 −

ν
E 〈σll〉 δij + d∗ijk 〈εk〉+ e0

ij
∗

〈pi〉 =æ〈εi〉+ d∗kli 〈σkl〉+ p0
i
∗
.

(3.2)

Здесь постоянные æ, ν, E и параметры, отмеченные звездочкой, являются эффективными ха-
рактеристиками состояния поликристалла, операция осреднения обозначена угловыми скоб-
ками, а флуктуации будут отмечаться штрихом.

Предполагаем, что уровень флуктуаций σ′ij , ε′i, обусловленных разориентацией тензоров
податливости и диэлектрической проницаемости, пренебрежимо меньше, чем флуктуации,
созданные неравномерностью распределения неупругих деформаций и спонтанной поляриза-
ции. Флуктуации пьезоэлектрического тензора определены разориентацией доменов, поэтому
средние значения 〈dijk〉 имеют одинаковый порядок с d′ijk. С учетом этих замечаний линейное
приближение относительно флуктуаций

e′ij = 1+ν
E σ′ij − ν

Eσ
′
llδij + d′ijk 〈εk〉+ e

0 /
ij ;

p′i =æijε
′
j + d′kli 〈σkl〉+ p

0 /
i

(3.3)

не содержит ограничений на порядок величин e0 /
ij , p

0 /
i , что существенно для последующего

рассмотрения необратимых процессов.
Условия совместимости и равновесия образуют систему уравнений для определения пере-

мещений ui и электрического потенциала ϕ при заданном начальном распределении внутрен-
них микронапряжений s′ij и связанных зарядов ρ в поликристалле(

σ′ij + s′ij
)
, j = 0; e′ij =

(
u′i,j + u′j,i

)
/2;

−ε′i = ϕ′,i; p′i,i = ρ′.
(3.4)

Решение системы уравнений (3.4), (3.3) получим для спектральных разложений по волно-
вым числам ξi. Спектры функций в пространстве поликристалла xi будем обозначать указа-
нием на аргумент ξ

ϕ (x) =

∫ ∫ ∫
ϕ (ξ) exp (iξkxk) dξ1dξ2dξ3. (3.5)

Рассматриваемые случайные поля и распределения зарядов, обычно связанных по поверх-
ности кристаллов, относятся к обобщенным функциям, представленным в виде (3.5).

Из уравнений (3.3), (3.4) получим выражения для спектров

e′ij (ξ) =
[
(ξiξkδjl + ξjξlδik) ξ−2 − 1

1−ν ξiξjξkξlξ
−4
]
a′kl;

æε′i (ξ) = −a′jξjξi/ξ2; ξ =
√
ξiξi;

(3.6)

a′ij = d′ijk 〈εk〉+ e
0 /
ij + b′ij ;

a′i = d′kli 〈σkl〉+ p
0 /
i + b′i,

(3.7)

где флуктуации b′i, b′ij выражаются через s′ij , ρ′ и являются заданными полями, которые
будем предполагать статистически изотропными.

В объеме поликристалла выделим множества кристаллов N с одинаковыми средними по
объему кристалла значениями параметров. Введем индикаторную функцию N (x), прини-
мающую значение 1 в области кристаллов N и 0 в остальной области поликристалла. Оче-
видно, что для кристаллов с различными состояниями N,M и объемными концентрациями
с (N) , c (M) следует

〈N ′ (x)M ′ (x)〉 = c (N) c (M) , N 6= M
〈N ′ (x)N ′ (x)〉 = c (N) (1− c (N)) .

(3.8)

Средние по кристаллам значения параметров, которые будем отмечать индексами N , M ,
вычисляются по формулам
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εi (N) = 〈N (x) εi (x)〉 = 〈εi〉+ 〈N ′ε′i〉 ;
〈εi〉 =

∑
N

c (N) εi (N). (3.9)

Пусть начальное распределение микронапряжений и связанных зарядов определяет изо-
тропную структуру функций N (x). Так как внешнее воздействие на поликристалл соответ-
ствует однородным полям 〈σij〉, 〈εi〉, то различие этого воздействия на кристаллы определено
лишь их геометрическим положением в системе взаимодействующих кристаллов и различием
начальных состояний. Для изотропных функций N (x) результат осреднения

Aijkl =

∫ ∫ ∫
gijkl (x− x′) 〈N ′ (x′)M ′ (x)〉 dx,

где спектр ядра оператора задан в виде

gijkl (ξ) = ξiξjξkξl/ξ
−4.

Представляет изотропный тензор

Aijkl = 1
15 〈N

′ (x)M ′ (x)〉 δijkl;
δijkl = δijδkl + δikδjl + δilδjk.

(3.10)

Пусть ai, aij (3.7) заданы распределением средних по кристаллам N величин aij (N), ai (N)

aij =
∑
N

aij (N)N (x), ai =
∑
N

ai (N)N (x). (3.11)

Тогда из соотношения (3.10) можно вычислить значения

eij (N) = 〈eij〉+
〈
N ′ (x) e′ij

〉
/c (N); εi (N) = 〈εi〉+ 〈ε′iN ′〉/c (N),

которые учитывают взаимодействие кристаллов, характеризуемое выполнением соотношений
(3.6), (3.7).

eij (N) = 〈eij〉 − (〈akl〉 − akl (N))
[

2
3δikδjl −

1
1−ν

1
15δijkl

]
;

æεi (N) = æ 〈εi〉+ 1
3 (〈ai〉 − ai (N)) ;

aij (N) = dijk (N) 〈εk〉+ e0
ij (N) + bij (N) ;

ai (N) = dkli (N) 〈σkl〉+ p0
i (N) + bi (N) .

(3.12)

Состояния кристаллов (3.12) с осредненными параметрами определены соотношениями
(3.12) при условии, что заданы p0

i (N), e0
ij (N), dijk (N), которые, в свою очередь, являются

результатом необратимых процессов. Уравнения (3.12) должны быть дополнены соотноше-
ниями, определяющими необратимые процессы в остальном кристалле.

Полидоменный кристалл представляет собой структуру, состоящую из однородных доме-
нов, границы которых являются поверхностями разрыва параметров. При рассмотрении воз-
можных границ между доменами учитываются не только кристаллогеометрические сообра-
жения, но и условия, отвечающие минимуму энергии кристалла [106]. Разбиение кристалла
на домены обусловлено понижением свободной энергии, однако, это разбиение не может идти
беспрерывно, так как на образование границ между доменами затрачивается определенная
энергия. Доменную структуру образуют процессы двойникования и фазовых переходов как в
металлах при мартенситных превращениях в ферроупругое состояние, так и в диэлектриках
при переходе в сегнетоэлектрическую фазу. В теории сплошных сред могут быть учтены лишь
некоторые аспекты образования границ доменов. Причины их образования рассматриваются
в микроскопических теориях [106].

Пусть под действием внешних полей происходит движение стенки домена в направлении
нормали ni со скоростью с. Перемещения ui при переходе стенки непрерывны, а скорости
vi, соответствующие движение узлов при перестройке кристаллической решетки, могут быть
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разрывы [vi]. Разность параметров, определяющих состояния (3.1) перед стенкой домена (на-
пример e′ij) и после ее прохождения, обозначим угловыми скобками [eij ] = e2

ij − e1
ij . Условия

на поверхности разрывов имеют вид

[σij ]nj = 0; [ui,j ] c = [vi]nj ;
[pi]ni = 0; [εi] = [εj ]njni;

σijnj [vi] + εi [pi] c = [W ] c+D;
(3.13)

W =
1

2
µijklσijσkl + dijkσijεk +

1

2
æijεiεj + g. (3.14)

Здесь W – внутренняя энергия единицы объема домена;
D – мощность диссипации на поверхности разрыва;
g – химическая и тепловая составляющая энергия в изотермическом процессе.
Разрывы напряжений увеличивают свободную энергию кристалла, следовательно, в слу-

чае, когда σij , εi будут непрерывны, получим соотношения, вытекающие из (3.1)

[eij ] = [µijkl]σkl + [dijk] εk +
[
e0
ij

]
;

[pi] = [æij ]εj + [dijk]σik +
[
p0
i

]
.

(3.15)

Разрывы кристаллофизических постоянных определяются взаимной ориентацией кри-
сталлов и фазовой границы. Постоянными перехода являются также

[
p0
i

]
,
[
e0
ij

]
, причем[

e0
ij

]
= (αinj + αjni)/2, где αi соответствует относительным перемещениям узлов решетки

кристалла при переходе элементарной ячейки через фазовую границу или стенку домена.
Условия непрерывности напряжений σij , εi будут выполнены, если существуют постоянные
перехода αij , µij , такие, что при некоторых ориентациях кристаллов и ni выполнены уравне-
ния:

[µijkl] = (µiknl + µilnk)nj + (µjknl + µjl)ni,
[dijk] = diknj + djknl; diknk = 0;

[æij ]nj = 0;
[
p0
i

]
ni = 0.

(3.16)

Энергетические соотношения (3.13) определяют условия перехода при воздействии внеш-
них полей. Действительно, из соотношений (3.13), (3.14), (3.15) следует

1

2
[µijkl]σijσkl + [dijk]σijεk +

1

2
[æij ] εiεj +

[
p0
i

]
εi +

[
e0
ij

]
σij + [g] = D/C. (3.17)

Предполагаем, что для достаточно медленных процессов диссипация зависит только от
объема образовавшейся фазы, тогда величина k = D/C становится постоянной и определяет
энергию активации процесса. Заметим также, что условие перехода (3.17) представляет собой
разность термодинамических потенциалов фаз [G] = K

G = W − σijeij − εipi;
−eij = ∂G

∂σij
; −pi = ∂G

∂εi
.

(3.18)

Разность [G], как известно [5], является движущей силой фазовой границы, а критическое
значение [G] = k соответствует потенциальному барьеру в системе ячеек кристалла, преодо-
ление которого происходит в процессе фазового перехода. Так как химическая составляющая
потенциала и энергия активации k зависят от температуры, то при температуре, когда [g] = k,
химическая энергия превращения [g] компенсирует диссипацию, и фазовый переход, как сле-
дует из условия (3.17), происходит самопроизвольно при σij = εi = 0.

Пусть структура кристалла состоит из доменов двух видов, тогда объемная концентра-
ция λ вновь образующейся фазы определяет термодинамический потенциал полидоменного
кристалла G = G1 + λ [G]. Значения средних по кристаллу eij , pi, определяемых формулами
осреднения аддитивных параметров e′ij + λ [eij ] или соотношениями термодинамики (??) при
G = G′ + λ [G], равны
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eij =
(
µ′ijkl + λ [µijkl]

)
σkl +

(
d′ijk + λ [dijk]

)
εk + e0

ij + λ
[
e0
ij

]
;

pi =
(
æ′ij + λ [æij ]

)
εj +

(
d′ijk + λ [dijk]

)
σjk + p0

i + λ
[
p0
i

]
.

(3.19)

В соответствии с законами термодинамики переход при постоянных σij , εi осуществляется
в сторону фазы, имеющей меньшее значение термодинамического потенциала, поэтому при
условии (3.17) в соотношении (3.19) различным состояниям соответствуют неравенства:

монодоменным λ = 0, λ = 1, |[G]| = k;
полидоменным dλ = 0, |[G]| < k;

состояние перехода dλ > 0 при [G] = −k и dλ < 0.
(3.20)

Соотношения (3.16) и
[
e0
ij

]
= (αinj + αjni)/2 можно рассматривать как условия относи-

тельно ni, αi, µ0
ij , d0

ij , неединственность решения которых отвечает существованию несколь-
ких ориентаций границ перехода и, следовательно, возможно образование субструктуры кри-
сталла. В этом случае изменение параметра λ в соотношениях (3.19) описывает процесс безот-
носительно структуры доменов в кристалле, существенными оказываются лишь вид доменов
и их концентрация.

Рассмотрим однопараметрические процессы в отдельном кристалле, определяемые уравне-
ниями (3.17), (3.19), (3.20). На фиг. 3-15 а показан фазовый переход при g 6= 0, характерный
для превращения параупругого состояния e01

ij = 0, λ = 0 в ферроупругое e02
ij = ±

[
e0
ij

]
, λ = 1

в области температур, при которых возможно одновременное существование обеих фаз [4].
Процессы двойникования в фероупругих металлах и поляризация в сегнетоэлектриках сим-

метричны относительно прямого и обратного перехода [g] = 0, поэтому для начальных со-
стояний λ = 1

2 петля гистерезиса принимает форму (6) (фиг. 5-3). Для сегнетоэлектриков
[dijk] 6= 0 петля гистерезиса деформаций (b), в соответствии с соотношениями (3.19), (3.20),
будет самопресекаться. Эта форма петель характерна для зависимости термодинамически
несопряженных параметров 96.

Состояния кристаллов N в поликристаллическом агрегате, как видно из соотношений
(3.12), индивидуализированы значениями e0

ij , bij , pi, bi, dijk. Множеству состояний поставим в
соответствие пространство ω указанных параметров, которые могут принимать непрерывные
или дискретные значения в зависимости от плотности распределения f (ω). Поэтому индекс
N можно опустить и соответствующие суммы (3.9) при осреднении представить интегралами
Лебега

〈
e0
ij

〉
=

∫
Ω

λ
[
e0
ij

]
f (ω) dω;

〈
p0
i

〉
=

∫
Ω

λ
[
p0
i

]
f (ω) dω, (3.21)

где Ω – область в пространстве ω, для которой выполнено условие перехода.
Изменение удельного объема фаз через переход для большинства материалов пренебре-

жительно мало [94, 95], поэтому вместо тензоров, характеризующих механические поля, в
дальнейшем будут рассматриваться лишь их девиаторные части. Теперь соотношения (3.12)
с учетом (3.3), (3.19) можно преобразовать к виду

σij
2µ =

〈τij〉
2µ + 3

5

(
〈dijk〉 〈εk〉+ λ [dijk] 〈εk〉 − λ

[
e0
ij

]
+
〈
e0
ij

〉)
;

æεi = æ 〈εi〉+ 1
3

(
〈dkli〉 〈σkl〉+ λ [dkli] 〈σkl〉 − λ

[
p0
i

]
+
〈
p0
i

〉)
; 2µ = E/(1 + ν);

〈dijk〉 =
∫
Ω

λ [dijk]dω.
(3.22)

Разрывы [µijkl], [æij ] в двойниках с зеркальной симметрией равны нулю, а при фазовых
превращениях на основании энергетических оценок слагаемых (3.17) могут оказаться незна-
чительными. В экспериментах это приближение соответствует постоянству упругих модулей
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и диэлектрической проницаемости, измеряемых на начальных участках кривой разгрузки. В
связи с этим ограничимся условием перехода (3.17) при [µijkl] = [æij ] = 0

|[G]| =
∣∣[dijk]σijεk +

[
e0
ij

]
σij +

[
p0
i

]
εi + [g]

∣∣ = k, (3.23)

где постоянная k принимает значения в зависимости от характера перехода (двойникование,
прямое или обратное фазовое превращение).

В теории скольжения связь между состояниями поликристалла и отдельных кристаллов
задается гипотезой, роль которой выполняют здесь соотношения (3.22), учитывающие изме-
нение поля микронапряжений. К этим соотношениям присоединяется условие скольжения,
аналогом которого является условие (3.23). Таким образом, исходные уравнения для постро-
ения меноменологических соотношений определены.

Используя известные результаты теории скольжения [91, 98], рассмотрим процессы, опи-
сываемые уравнениями (3.22), (3.23) в случае пара- и ферроупругости или спонтанной поля-
ризации, исключая их взаимодействие (dijk = 0).

Для векторных представлений пластических деформаций и спонтанной поляризации урав-
нения (3.22), (3.23) запишутся однообразно

βi =
(
λ
[
e0

11

]
;λ
[
e0

12

]
. . .
)

= λ
[
p0
i

]
= βni;

σi − 〈σi〉 = 〈βni〉 − βni; |σini + q| = τ ;
[g] = β0g, k = τβ0, nini = 1,

(3.24)

здесь σi – напряжения, ni – ориентация доменов, β = λβ0 – чистый сдвиг, достигающий
максимального значения β0 в монодоменном состоянии, начальное распределение микрона-
пряжений отсутствует.

В трехмерном пространстве векторные уравнения (3.4), справедливые для процессов по-
ляризации, являются лишь моделью пластического скольжения, сохраняющей качественные
особенности в тензорном пространстве деформаций 91. Однако, избегая дублирования, будем
использовать терминологию теории скольжения, аналог которой в теории сегнетоэлектриков
отсутствует. Из соотношений (3.24) следует условие пластического состояния кристаллов

β = Sini ± τ + q, Si = 〈σi〉+ 〈βni〉 , (3.25)

которое в полярной системе координат βni задает поверхность нагружения (фиг. 3-4). Пола-
гая начальное распределение деформаций сосредоточенным в точке β = 0, из условий (3.20)
следует, что в процессе нагружения касание к поверхности (3.25) точки β = 0 приводит к по-
следующему перераспределению деформаций по внутренней петле. При разгрузке внешняя
петля “сметает” ранее образовавшееся распределение, а внутренняя, в силу условий (3.20),
“отступает”, оставив пластичные деформации без изменений. Если деформации достигли пре-
дельных значений β0, то их распределение по сфере радиусом β = β0 остается постоянным
по внутренней петле поверхности нагружения.

Точка β = 0 и точки пересечения ранее образовавшихся распределений и поверхности
нагружения определяют пределы интегрирования при осреднении 〈βni〉. Пусть h = cosϕ, где
ϕ – угол между векторами Si и ni, тогда для простого нагружения получим при

〈βni〉+
Si
S

∫ 1

τ
S

h (Sh− τ) dh; SiSi = S2. (3.26)

Зависимость между интенсивностями пластических деформаций γ = (〈βni〉 〈βni〉)1/2 и на-
пряжений σ = S+γ, γ = S/3+τ3/6S2−τ/2, следующая из (3.26), описывает плавное смыкание
с упругим участком деформирования и асимптотически стремится к линейному упрочению.
Вычисление интегралов типа (3.26) знакопеременных деформаций и различных вариантов
±τ + q не сложно, получающиеся зависимости имеют форму реальных кривых (фиг. 5-2),
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сглаживающих схемы на фиг. 3-3. Зависимости k (T ) , [q (T )] , β0 (T ) при изменении тем-
пературы приводят к движению поверхности нагружения (3.25), следствием чего является
изменение деформаций в отсутствии напряжений.

При фазовом переходе второго рода в параупругое состояние β0 (T )→ 0 имеет место про-
стой возврат деформаций и спонтанная поляризация исчезает. Для фазовых переходов пер-
вого рода [g (T )]− k (T )→ 0 деформации исчезают за счет движения доменов, осуществляе-
мого микронапряжениями. действительно, в этом случае поверхность нагружения (3.25) при
[g] − k = 0 сужается в точку β = 0, последовательно, сметая ранее образовавшееся распре-
деление деформаций, при этом средняя деформация описывает траекторию в зависимости
от истории нагружения “записанной” при температуре перехода из параупругого состояния.
При нагреве до полного обратного превращения можно “стереть запись” и вернуть материал
в изотропное состояние. При неполном переходе и периодическом изменении температуры
в области ферроупругих состояний осуществляется периодический процесс деформирования
по траектории соответствующей “записи”, сделанной в области температур прямого перехо-
да. Заметим, что здесь рассматриваются процессы в характерном объеме, в котором память
представлена статическими распределениями, в отличие от памяти детерминировано рас-
пределенных пластических деформаций по объему определенной конфигурации. Для кон-
струкционных деталей расчет изменения конфигурации во времени по заданной программе
является краевой задачей теории пластичности. Согласованность деформаций достигается
одновременным воздействием температуры, а в более общем случае, для сегнетоэлектриков,
– воздействием электрического поля.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ:

(1) Вариационный метод теории композитов обобщает материалы, обладающие пласти-
ческими свойствами.

(2) Показано, что вариационное приближение не менее ближе к действительному, чем
функциональное.

(3) Метод апробирован на структурах со сферическими включениями.
(4) Решена задача о пластическом композите с нитеобразными включениями, что оказа-

лось хорошим подтверждением эмпирического закона Келли, указывающего на спе-
цифическую зависимость от объемной концентрации включений.

(5) Решена задача о предельном равновесии материала со сферическими включениями и
различными пределами прочности при сжатии растяжении. Результаты согласуются
с эмпирическими данными по бетонам.

(6) Получены соотношения для микронапряжений в материале с фазовым переходом
включений, изменяющих объем.

(7) Получена модель вязкопластичности, объясняющая характерные зависимости от тем-
пературы и концентрации включений, что также связывается с фазовым переходом.

(8) Получена модель реологически сложной среды, представляющая собой вязкоупругую
матрицу и пластические включения.

(9) Построена модель плоскопараллельных структур доменов в кристалле, основанная
на уравнениях имеющих место на границе доменов.

(10) Модель, определяющая свойства ферроупругого поликристалла, рассчитана на ос-
нове полученных уравнений для микронапряжений и соотношений пластичности в
разориентированных кристаллах с доменной структурой.

(11) Указывая на аналогию с ферроупругостью, модель обобщается на сегнетоэлектриче-
ские поликристаллы с пьезоэлектрическими свойствами.

Общий вывод результатов исследований состоит в том, что структурные модели пластич-
ности объясняют и прогнозируют неординарные свойства материалов, связанные с перерас-
пределением напряжений в структуре, с возвратом пластических деформаций при фазовом



МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА ... 97

переходе, со статистическим распределением состояний в кристаллах, которое отражает ис-
торию деформирования.
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V.V.Dudukalenko
MODELING OF PLASTIC PROPERTIES OF A MATERIAL ON THE BASIS OF

MESOSTRUCTURE PARAMETERS

Samara State University

Abstract. The most important properties of firm bodies and materials are their mechanical
properties: elasticity, viscosity, plasticity, durability. At the same time properties of bodies are
directly connected with their structure- structure of a material which characterizes the spatial
distribution of components. The problem of mechanics of materials consists in design of the
compositions which are optimum combining properties of durability, plasticity, rigidity which
solve a question of possibility applications of this material or a detail. Composite materials
allow to satisfy inconsistent requirements of easy processing material or a forming with high
durability at operation. Such technological processes, as agglomeration of powders, polymerization,
solidification of the cement solutions and other ways of formation of a sheaf between filler particles
satisfy to these conditions. The choice of filler depends on target value swore: high durability,
extreme heat conductivity, low specific weight and so forth. High durability of filler is reached
by such processing methods, as cultivation of fibrous crystals, grinding in spherical mills, that
is receiving particles with the smallest quantity of defects. From the point of view of mechanics
calculation of such composition is similar to calculation with casually distributed parameters. If
rigidity of inclusion is higher than rigidity of bonding agent, there is a distribution of tension, in
which high-strength inclusions prove to be more loaded, and binding only transfers loadings to
inclusions and is in a field of smaller intensive tensions. This example shows the multiple-factor
dependence of durability of a composite on parameters of its components. So design of structures
of compositions includes calculation of the elastic fields and the irreversible processes difficultly
cooperating in the material structure. The similar phenomena occur in the heterogeneous systems,
in which irreversible processes of deformation, considered at level of material structure, can explain
such properties as the acquired anisotropy, effect of consolidation, dependence on loading history.
Influences of temperature and plastic deformations change material structure. Character of change
of a structure and heterogeneous phase transitions explain such unique phenomena, as memory of
forms, superplasticity.
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ПРИМЕНЕНИЕ БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О
РАСТЯЖЕНИИ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ С

ОТВЕРСТИЕМ

Воронежская государственная технологическая академия

Аннотация. В статье дается постановка задачи о растяжении упругой пластины конечных
размеров с отверстием, нагруженной нормальными напряжниями на внешних границах и
на границе отверстия. Решение рассматривается в перемещениях, представленных быстрыми
разложениями, позволяющими от дифференциальной системы перейти к системе алгебраи-
ческих уравнений относительно неизвестных коэффициентов разложений.

Ключевые слова: упругая пластина конечных размеров, отверстие, быстрые разложения.

УДК: 539

Точное решение задачи о растяжении упругопластической плоскости с круговым отверсти-
ем получено Л. А. Галиным [1]. В работе [3, с. 150] рассмотерна упругопластическая пластина
с круглым отверстием методом малого параметра. Решение для ограниченной пластины по-
лучено конечно-разностным методом [2, с. 306], методом граничных состояний [5]. Подобная
задача для упругопластической пластины с анизотропными свойствами рассматривалась так-
же в работе [6] методом малых возмущений.

Ниже предлагается решать задачу в явном аналитическом виде методом быстрых разло-
жений с применением расширения границ [7, 8]. Постановка задачи.

Рассмотрим прямоугольную пластину конечных размеров (a1 + a2)× (b1 + b2) с круговым
отверстием радиуса R0. По условию задачи заданы нормальные напряжения σx0, σy0 на внеш-
них границах пластины и давление p0 на границе отверстия. Касательные напряжения на
всех границах приняты равными нулю. Задачу будем решать в перемещениях u(x, y), v(x, y)
в декартовой системе координат, начало которой разместим в центре кругового отверстия.

Напряженно-деформированное состояние упругой пластины описывается кинематически-
ми соотношениями для деформаций, законом Гука и уравнениями равновесия в форме Ламэ
[4, с. 126]:

(λ+ 2µ) ∂
2u
∂x2 + (λ+ µ) ∂2υ

∂x∂y + µ∂
2u
∂y2 = 0,

(λ+ 2µ) ∂
2υ
∂y2 + (λ+ µ) ∂2u

∂x∂y + µ∂
2υ
∂y2 = 0.

(1)

Пластина с отверстием является двусвязной областью, что представляет существенную
математическую сложность при выполнении граничных условий. Разрежем пластину вдоль
оси Ox и будем рассматривать верхнюю и нижнюю части отдельно как односвязные области.
Обозначим Γ1 полную границу верхней части, Γ2 – нижней части пластины, Γ0 – границу
разреза при x ∈ [−a1, −R0] ∪ [R0, a2] , y = 0. Границу окружности радиуса R0 обозначим Γ01

для верхней части, Γ02 – для нижней. На границе разреза введем дополнительные условия
непрерывности перемещений и напряжений.
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Граничные условия на верхней и нижней границах пластины при y = −b1, b2, x ∈ [−a1, a2]:

(λ+ 2µ)
∂υ

∂y
+ λ

∂u

∂x
= σy0,

∂u

∂y
+
∂υ

∂x
= 0. (2)

Запишем также ГУ на боковых границах при x = −a1, a2, x ∈ [−b1, b2]:

(λ+ 2µ)
∂u

∂x
+ λ

∂υ

∂y
= σx0,

∂u

∂y
+
∂υ

∂x
= 0. (3)

Задача для верхней части пластины: x ∈ [−a1, a2] , y ∈ [−b1, b2].
Рассмотрим ГУ на полуокружности Γ01. Нормальные и касательные напряжения на гра-

нице окружности вычисляются по

σijnijni = −p0, σijnijτi = 0, (4)

где ni =
(
x/R,

√
R2

0 − x2/R0

)
, τi =

(
−
√
R2

0 − x2/R0, x/R0

)
– компоненты векторов норма-

ли и касательной на верхней части окружности. Выразив в (4):

∂u

∂x

(
2µ

x2

R2
0

+ λ

)
+ 2µ

x
√
R2

0 − x2

R2
0

(
∂u

∂y
+
∂υ

∂x

)
+
∂υ

∂y

(
2µ

(
1− x2

R2
0

)
+ λ

)
= −p0, (5)

2µ
x
√
R2

0 − x2

R2
0

(
∂υ

∂y
− ∂u

∂x

)
+

(
−1 +

2x2

R2
0

)(
∂u

∂y
+
∂υ

∂x

)
= −0. (6)

Представим перемещения u(x, y), v(x, y) в виде быстрых синус-разложений в ряды Фу-
рье по переменной y ∈ [0, b2] с граничными функциями, подобранными в виде полиномов
наименьшей степени специальным образом [5]:

u(x, y) = ϕ1(x)
(

1− y
b2

)
+ ϕ2(x) yb2 + ϕ3(x)

(
y2

2 −
y3

6b2
− yb2

3

)
+

+ϕ4(x)
(
y3

6b2
− yb2

6

)
+

M∑
m=1

um(x) sin mπy
b2

,
(7)

υ(x, y) = ψ1(x)
(

1− y
b2

)
+ ψ2(x) yb2 + ψ3(x)

(
y2

2 −
y3

6b2
− yb2

3

)
+

+ψ4(x)
(
y3

6b2
− yb2

6

)
+

M∑
m=1

υm(x) sin mπy
b2

,
(8)

где

u(x, 0) = ϕ1(x), u(x, b2) = ϕ2(x), uyy(x, 0) = ϕ3(x), uyy(x, b2) = ϕ4(x) ,
υ(x, 0) = ψ1(x), υ(x, b2) = ψ2(x), υyy(x, 0) = ψ3(x), υyy(x, b2) = ψ4(x) .

.

Представленные таким образом функции можно почленно дифференцировать четыре ра-
за, причем первая, вторая и третья производные будут сходиться всюду в рассматриваемой
области, а четвертая - внутри области, но не на ее границах [8].

Используя это свойство, подставим выражения перемещений и их частные производные
первого и второго порядка в уравнения (1), после чего умножим обе части каждого уравнения
на sin jπy

b2
, j = 1..M и проинтегрируем в пределах [0, b2]:(

b2
πjϕ

′′
1(x)− b2(−1)j

πj ϕ′′2(x)− b32
π3j3ϕ

′′
3(x)− b32(−1)j

π3j3 ϕ′′4(x) + b2
2 u
′′
j (x)

)
+

+

 (−1)j−1
πj ψ′1(x) + 1−(−1)j

πj +
M∑

m=1,m 6=j

jmυ′m(x)
m2−j2

(
(−1)

m+j − 1
)

+

+b22

(
(−1)j−1
π3j3 − 1+2(−1)j

6πj

)
ψ′4(x) + b22

(
1−(−1)j

π3j3 − 2+(−1)j

6πj

)
ψ′3(x)

×
× (λ+ 2µ) + µ

(
b2
jπϕ3(x) + b2

jπ (−1)jϕ4(x)− j2π2

2b2
uj(x)

)
= 0,

(9)
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 (−1)j−1
πj ϕ′1(x)− (−1)j−1

πj ϕ′2(x) +

mju′m(x)(1−(−1)j+m)
j2−m2 +∑
m=1,m 6=j

+b22

(
(−1)j−1
π3j3 − 1+2(−1)j

6πj

)
ϕ′4(x) + b22

(
(−1)j−1
π3j3 − 1+2(−1)j

6πj

)
ϕ′3(x)

×
× (λ+ µ) + (λ+ 2µ)

(
b2
πjψ3(x)− b2(−1)j

πj ψ4(x)− j2π2

2b2
υj(x)

)
+

+µ
(
b2
πjψ

′′
1 (x)− b2(−1)j

πj ψ′′2 (x)− b32
π3j3ψ

′′
3 (x) +

b32(−1)j

π3j3 ψ′′3 (x) + b2
2 υ
′′(x)

)
= 0.

(10)

Полученные 2M обыкновенные дифференциальные уравнения (9), (10) имеют второй по-
рядок и зависят от переменной x. К ним необходимо добавить уравнения, полученные из (1)
с учетом (7), (8) при y = 0, x ∈ [−a1, a2]:

(λ+ µ)

(
− 1
b2
ψ′1(x) + 1

b2
ψ′2(x)− b2

3 ψ
′
3(x)− b2

6 ψ
′
4(x) +

M∑
m=1

mπυ′m(x)
b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ϕ′′1(x) + µϕ3(x) = 0,
(11)

(λ+ µ)

(
− 1
b2
ϕ′1(x) + 1

b2
ϕ′2(x)− b2

3 ϕ
′
3(x)− b2

6 ϕ
′
4(x) +

M∑
m=1

mπu′m(x)
b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ψ3(x) + µψ′′1 (x) = 0.
(12)

Аналогично на границе y = b2, x ∈ [−a1, a2]:

(λ+ µ)

(
− 1
b2
ψ′1(x) + 1

b2
ψ′2(x) + b2

6 ψ
′
3(x) + b2

3 ψ
′
4(x) +

M∑
m=1

mπ(−1)mυ′m(x)
b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ϕ′′21(x) + µϕ4(x) = 0,
(13)

(λ+ µ)

(
− 1
b2
ϕ′1(x) + 1

b2
ϕ′2(x) + b2

6 ϕ
′
3(x) + b2

3 ϕ
′
4(x) +

M∑
m=1

mπ(−1)mu′m(x)
b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ψ4(x) + µψ′′2 (x) = 0.
(14)

Выражения для перемещений (7), (8) подставим в ГУ (2):

− 1

b2
ϕ1(x) +

1

b2
ϕ2(x) +

b2
6
ϕ3(x) +

b2
3
ϕ4(x) +

M∑
m=1

mπ(−1)mum(x)

b2
+ ψ′2(x) = 0, (15)

(λ+ 2µ)

(
− 1
b2
ψ1(x) + 1

b2
ψ2(x) + b2

6 ψ3(x) + b2
3 ψ4(x) +

M∑
m=1

mπ(−1)mυm(x)
b2

)
+

+λϕ′2(x) = σy0.
(16)

ГУ на границе продольного разреза пластины заданы кусочно: на прямых отрезках y ∈
[−a1, −R0] ∪ [R0, a2] , y = 0 и на дуге Γ01. Используя метод расширения границ, рассмотрим
напряжения на всей y = 0, x ∈ [−a1, a2] в виде некоторых функций σ∗y0(x), τ∗xy(x), которые
при y = 0, x ∈ [−R0, R0] опеределяются с учетом (5), (6). Тогда из ГУ на Γ0 при x ∈ [−a1, a2]
будем иметь

(λ+ 2µ)
∂υ

∂y
+ λ

∂u

∂x
= σ∗y0(x),

∂u

∂y
+
∂υ

∂x
= τ∗xy(x). (17)

Из ГУ (17) после подстановки в них (7), (8) получим уравнения:

µ

(
− 1

b2
ϕ1(x) +

1

b2
ϕ2(x)− b2

3
ϕ3(x)− b2

6
ϕ4(x) +

M∑
m=1

mπum(x)

b2
+ ψ′1(x)

)
= τ∗xy, (18)

(λ+ 2µ)

(
− 1
b2
ψ1(x) + 1

b2
ψ2(x)− b2

3 ψ3(x)− b2
6 ψ4(x) +

M∑
m=1

mπυm(x)
b2

)
+

+λϕ′1(x) = σ∗y0(x).
(19)
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Таким образом, система (9)-(19) состоит из 8+2M дифференциальных уравнений. Из них
4+2M независимых уравнений второго порядка, а еще 4 уравнения являются алгебраиче-
скими относительно четырех неизвестных ϕ3, ϕ4, ψ3, ψ4. Для интегрирования этой системы
требуется 8+4M граничных условий. Получим их из ГУ (3) с учетом выражений для пере-
мещений (7), (8).

На левой границе при x = −a1, y ∈ [0, b2] получим алгебраические уравнения, зависящие
только от переменной y. Рассмотрим каждое из них в двух крайних точках области. При
y = 0:

λ

(
− 1
b2
ψ1(−a1) + 1

b2
ψ2(−a1)− b2

3 ψ3(−a1)− b2
6 ψ4(−a1) +

M∑
m=1

mπυm(−a1)
b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ϕ′1(−a1) = σx0,
(20)

1

b2
ϕ2(−a1) +

1

b2
ϕ1(−a1)− b2

3
ϕ3(−a1)− b2

6
ϕ4(−a1) +

M∑
m=1

mπum(−a1)

b2
+ ψ′1(−a1) = 0. (21)

При y = b2:(
1
b2

(ψ2(−a1)− ψ1(−a1)) + b2
6 ψ3(−a1) + b2

3 ψ4(−a1) +
M∑
m=1

mπυm(−a1)(−1)m

b2

)
×

×λ+ (λ+ 2µ)ϕ′1(−a1) = σx0,
(22)

1

b2
ϕ2(−a1)− 1

b2
ϕ1(−a1)+

b2
6
ϕ3(−a1)+

b2
3
ϕ4(−a1)+

M∑
m=1

mπum(−a1)(−1)m

b2
+ψ′2(−a1) = 0. (23)

Аналогичным образом ГУ на правой границе пластины при x = a2, y ∈ [0, b2] будем рас-
сматривать в двух точках. При y = 0:

λ

(
− 1
b2
ψ1(a2) + 1

b2
ψ2(a2)− b2

3 ψ3(a2)− b2
6 ψ4(a2) +

M∑
m=1

mπυm(a2)(−1)m

b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ϕ′1(a2) = σx0,
(24)

1

b2
ϕ2(a2)− 1

b2
ϕ1(a2)− b2

3
ϕ3(a2)− b2

6
ϕ4(a2) +

M∑
m=1

mπum(a2)

b2
+ ψ′1(a2) = 0. (25)

При y = b2:

λ

(
− 1
b2
ψ1(a2) + 1

b2
ψ2(a2) + b2

6 ψ3(a2) + b2
3 ψ4(a2) +

M∑
m=1

mπυm(a2)(−1)m

b2

)
+

+ (λ+ 2µ)ϕ′2(−a2) = σx0,
(26)

1

b2
ϕ2(a2)− 1

b2
ϕ1(a2) +

b2
6
ϕ3(a2) +

b2
3
ϕ4(a2) +

M∑
m=1

mπum(a2)(−1)m

b2
+ ψ′2(a2) = 0.

(27)

Разложим каждое из уравнений (3) с учетом (7), (8) при x = −a1, x = a2 в ряды Фурье по
переменной у. Для этого умножим левую и правую части каждого уравнения на sin jπy

b2
, j =

1..M и проинтегрируем в пределах [0, b2]
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λ (−1)j

jπ (ψ1(−a1)− ψ2(−a1))− λ
M∑

m=1,m 6=j

mj((−1)m+j−1)
j2−m2 υm(−a1)−

−b22λ
(

1+2(−1)j

6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ψ4(−a1) + (λ+ 2µ) b2

jπϕ
′
1(−a1)−

−b22λ
(

2+(−1)j

6jπ + (−1)j−1
j3π3

)
ψ3(−a1)− (λ+ 2µ) b2(−1)j

jπ ϕ′2(−a1)+

+ (λ+ 2µ)
(

b32
j3π3ϕ

′
4(−a1)− b32(−1)j

6j3π3 ϕ
′
3(−a1) +

u′j(−a1)b2
2

)
=

σx0b2(1−(−1)j)
jπ ,

(27)

(−1)j−1
jπ (ϕ1(−a1)− ϕ2(−a1))− b22

(
2+(−1)j

6jπ + (−1)j−1
j3π3

)
ϕ3(−a1)−

−b22
(

2(−1)j+1
6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ϕ4(−a1) + b2

jπψ
′
1(−a1) + b2(−1)j

jπ ψ′2(−a1)−

− b32
j3π3ψ

′
3(−a1) +

b32(−1)j

j3π3 ψ4(−a1)−
M∑

m=1,m 6=j

mj((−1)m+j−1)
j2−m2 um(−a1) + b2

2 υ
′
j(−a1) = 0,

(28)

λ

(
(−1)j−1

jπ (ψ1(a2)− ψ2(a2))−
M∑

m=1,m 6=j

mj((−1)m+j−1)
j2−m2 υm(a2)

)
−

−b22λ
((

2(−1)j+1
6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ψ3(a2) +

(
1+2(−1)j

6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ψ4(a2)

)
+

+ (λ+ 2µ)
(
u′(a2)b2

2 + b2
jπϕ

′
1(a2) + b2(−1)j

jπ ϕ′2(a2)− b32
j3π3ϕ

′
3(a2)

)
+

+ (λ+ 2µ)
b32(−1)j

6j3π3 ϕ
′
4(a2) =

σx0b2(1−(−1)j)
jπ ,

(29)

(−1)j−1
jπ (ϕ1(a2)− ϕ2(a2))−

M∑
m=1,m 6=j

mj((−1)m+j−1)
j2−m2 um(a2)−

−b22
(

2(−1)j+1
6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ϕ3(a2)− b22

(
2(−1)j+1

6jπ + 1−(−1)j

j3π3

)
ϕ4(a2)−

− b2(−1)j

jπ ψ′2(a2)− b32
j3π3ψ

′
3(a2) +

b32(−1)j

j3π3 ψ4(a2) + υ′j(a2) b22 = 0.

(30)

Полученные 8+4M уравнений (20)-(30) представляют собой систему ГУ, необходимых для
интегрирования 8+2M дифференциальных уравнений (9)-(19), содержащих 10+2M неизвест-
ных функций

{
ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, uj , υj , σ

∗
y0, τ

∗
xy

}
, j = 1..M , зависящих от перемен-

ной x. Для замыкания полученной системы необходимо рассмотреть задачу для нижней части
пластины.

Задача для нижней части пластины: x ∈ [−a1, a2] , y ∈ [−b1, 0].
Напряженно-деформированное состояние нижней части пластины рассматривается анало-

гично вышеизложенному описанию верхней части с несколькими существенными различия-
ми.

Рассмотрим ГУ на полуокружности Γ02. Они также вычисляются по формулам (4), где ni =(
x/R, −

√
R2

0 − x2/R0

)
, τi =

(√
R2

0 − x2/R0, x/R0

)
. С учетом этих координат уравнения (4)

в перемещениях примут вид:(
λ+ 2µ x

2

R2
0

)
∂U
∂x +

(
2µ
(

1− x2

R2
0

)
+ λ
)
∂V
∂y +

+2µ
x
√
R2

0−x2

R2
0

(
∂U
∂y + ∂V

∂x

)
= −p0,

(31)

2µ
x
√
R2

0 − x2

R2
0

(
∂U

∂x
− ∂V

∂y

)
+ 2µ

x2

R2
0

(
∂U

∂y
+
∂V

∂x

)
= 0. (32)

Здесь U(x,y), V (x,y) – перемещения для нижней части пластины. Представим их в виде
быстрых разложений в ряды Фурье по переменной y ∈ [−b1, 0]:
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U(x, y) = Φ1(x)
(

1 + y
b1

)
− Φ2(x) yb1 + Φ3(x)

(
y2

2 + y3

6b1
+ yb1

3

)
+

+Φ4(x)
(
− y3

6b1
+ yb1

6

)
−

M∑
m=1

Um(x) sin mπy
b1

,
(33)

V (x, y) = Ψ1(x)
(

1 + y
b1

)
−Ψ2(x) yb1 + Ψ3(x)

(
y2

2 + y3

6b1
+ yb1

3

)
+

+Ψ4(x)
(
− y3

6b1
+ yb1

6

)
−

M∑
m=1

Vm(x) sin mπy
b1

,
(34)

где

U(x, −b1) = Φ1(x), U(x, 0) = Φ2(x), Uyy(x, −b1) = Φ3(x), Uyy(x, 0) = Φ4(x) ,
V (x, −b1) = Ψ1(x), V (x, 0) = Ψ2(x), Vyy(x, −b1) = Ψ3(x), υyy(x, 0) = Ψ4(x) .

Систему 8+2M дифференциальных уравнений для нижней части получаем так же как
для верхней – из уравнений Ламэ при y=0 и y=–b1 и их разложений в ряды Фурье, из гра-
ничных условий при y=0, y=-b1 с учетом (34), (36). Из них 4+2M будут обыкновенными
дифференциальными уравнениями относительно переменных Φ3, Φ4, Ψ3, Ψ4. Для их инте-
грирования необходимо 8+4M ГУ, которые могут быть получены из ГУ (5) для нижней
части пластины, x = −a1, a2, y ∈ [−b1, 0] так же, как это рассматривалось для верхней ча-
сти пластины. Таким образом, система ГУ будет достаточной для интегрирования 8+2M
дифференциальных уравнений для нижней части, содержащих 1+2M неизвестных функций{

Φ1,Φ2,Φ3,Φ4,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4, Uj , Vj , σ
∗
y0, τ

∗
xy

}
, j = 1..M переменной x.

Для получения замкнутой системы уравнений для всей пластины объединим систе-
мы уравнений, полученные для верхней и нижней частей, и добавим к ним условия со-
пряжения напряжений и перемещений на границе введенного ранее разреза: σ∗вy0(x, y) =
σ∗нy0(x, y), τ∗вxy(x, y) = τ∗нxy (x, y) для компонент напряжения верхней и нижней части пластины
и u(x, 0) = U(x, 0), υ(x, 0) = V (x, 0) для перемещений при y = 0, x ∈ [−a1,−R0] ∪ [R0, a2] с
учетом выражений (7), (8), (33), (34).

Тогда система 16+4M уравнений и 16+8M ГУ, необходимых для интегрирования этих
уравнений, замкнута относительно 16+4M входящих в нее неизвестных функций.
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ПОЛЕ СКОРОСТЕЙ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛЕННОЙ
ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ПРИ УСЛОВИИ ПЛАСТИЧНОСТИ

МИЗЕСА

Воронежский государственный архитектурно-строительный университет

Аннотация. Для определенного вида напряжений, удовлетворяющих условию пластично-
сти Мизеса, рассматриваются соотношения для полей скоростей. Получены уравнения для
определения характеристик и соотношения вдоль них.

Ключевые слова: пластичность, напряжения, условие пластичности Мизеса, поле скоро-
стей, характеристики, соотношения вдоль характеристик.

УДК: 539.3

1. Цилиндрические координаты. Запишем соотношение между напряжениями и ком-
понентами скоростей деформаций осесимметричной задачи для ассоциированного закона пла-
стического течения, используя соотношения М. Леви [1] и Р. Мизеса [2]:

σr − σz
2τrz

=
εr − εz
γrz

. (1.1)

Добавим к уравнению (1.1) условие несжимаемости

εr + εθ + εz = 0. (1.2)

Если в уравнениях (1.1) и (1.2) компоненты скоростей деформации выразить через скоро-
сти u, v соответственно вдоль координат r, z и подставить в выражение для напряжений в
уравнение (1.1), то получим систему двух дифференциальных уравнений относительно двух
неизвестных u, v.

Для напряжения используем выражения, предложенные в работе [3]:

σr = p+ αk cos 2ψ, σz = p+ β cos 2ψ, τrz = k sin 2ψ. (1.3)

Таким образом, получаем два дифференциальных уравнения относительно u, v:

(α− β) cos 2ψ

2 sin 2ψ
=

∂u
∂r −

∂v
∂z

∂u
∂z + ∂v

∂r

, (1.4)

∂u

∂r
+
u

r
+
∂v

∂z
= 0. (1.5)

Составим характеристический определитель для уравнений (1.4) и (1.5):∣∣∣∣z′(−2 sin 2ψ)− (α− β) cos 2ψ z′(α− β) cos 2ψ − 2 sin 2ψ
z′ −1

∣∣∣∣ = 0. (1.6)

Раскрывая определитель, получим выражение для определения характеристик:
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z′1,2 =
2 sin 2ψ

(α− β) cos 2ψ
±

√
4 sin2 2ψ

(α− β) cos2 2ψ
+ 1. (1.7)

Если сравнить выражения для характеристик при определении поля напряжений [3], то
нетрудно увидеть, что характеристики совпадают для случая: α = 1, β = −1.

В этом случае тангенсы угла наклона характеристик равны

z′1,2 =
2 sin 2ψ ± 1

cos 2ψ
. (1.8)

Составим определитель для нахождения соотношений вдоль характеристик:∣∣∣∣z′(−2 sin 2ψ)− (α− β) cos 2ψ 2 sin 2ψ dudr − (α− β) cos 2ψ dvdr
z′ − u

r −
du
dr

∣∣∣∣ = 0. (1.9)

Решая определитель и подставляя z′ из формулы (1.8), получим следующие соотношения
вдоль характеристик:

1± sin 2ψ

cos 2ψ
u
dr

r
+ cos 2ψdu+ (sin 2ψ ± 1)dv = 0. (1.10)

2. Сферические координаты. Запишем соотношение между напряжениями и компо-
нентами скоростей деформаций осесимметричной задачи для ассоциированного закона пла-
стического течения, используя соотношения М. Леви [1] и Р. Мизеса [2]:

σr − σθ
2τrθ

=
εr − εθ
γrθ

. (2.1)

Добавим к уравнению (2.1) условие несжимаемости

εr + εθ + εϕ = 0. (2.2)

Если в уравнениях (2.1) и (2.2) компоненты скоростей деформации выразить через скоро-
сти u, v соответственно вдоль координат r, θ и подставить в выражение для напряжений в
уравнение (2.1), то получим систему двух дифференциальных уравнений относительно двух
неизвестных u, v.

Для напряжений используем выражения, предложенные в работе [3]:

σr = p+ αk cos 2ψ, σθ = p+ βk cos 2ψ, τrθ = k sin 2ψ. (2.3)

Таким образом, получаем два дифференциальных уравнения относительно u, v:

(α− β) cos 2ψ

2 sin 2ψ
=

∂u
∂r −

∂v
r∂θ −

u
r

∂u
r∂θ + ∂v

∂r

, (2.4)

∂u

∂r
+

∂v

r∂θ
+

2u

r
+
v

r
ctg θ = 0. (2.5)

Составим характеристический определитель для уравнений (2.4), (2.5):∣∣∣∣ rdθdr (−2 sin 2ψ)− (α− β) cos 2ψ rdθ
dr (α− β) cos 2ψ − 2 sin 2ψ

rdθ
dr −1

∣∣∣∣ = 0. (2.6)

Раскрывая определитель, получим выражение для характеристик:

rdθ

dr
=

2 sin 2ψ

(α− β) cos 2ψ
±

√
4 sin2 2ψ

(α− β)2 cos2 2ψ
+ 1. (2.7)

Если сравнить выражения для характеристик при определении поля напряжений [3], то
нетрудно увидеть, что характеристики совпадают для случая: α = 1, β = −1.
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В этом случае тангенсы угла наклона характеристик равны

rdθ

dr
=

2 sin 2ψ ± 1

cos 2ψ
. (2.8)

Составим определитель для нахождения соотношений вдоль характеристик∣∣∣∣ rdθdr (−2 sin 2ψ)− (α− β) cos 2ψ 2 sin 2ψ ur + 2 sin 2ψ dudr − (α− β) cos 2ψ dvdr
rdθ
dr − 2u

r −
v
r ctg θ − du

dr

∣∣∣∣ = 0. (2.9)

Решая определитель и подставляя rdθ
dr из формулы (2.8), получим следующие соотношения

вдоль характеристик:(
(3

1± sin 2ψ

cos 2ψ
− cos 2ψ)u+ (cos 2ψ)v ctg θ

)
dr

r
+ cos 2ψdu+ (sin 2ψ ± 1)dv = 0. (2.10)
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О СЖАТИИ ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОГО СЛОЯ ЖЕСТКИМИ
ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ В СЛУЧАЕ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ

АНИЗОТРОПИИ

Чувашский государственный педагогический университет имени И.Я.Яковлева

Аннотация. В работе рассматривается сжатие идеальнопластического слоя жесткими ше-
роховатыми плитами в случае трансляционной анизотропии, в случае плоской деформа-
ции.Рассмотривается предположения о характере изменения касательного напряжения τxy
по толщине слоя.

Ключевые слова: напряжения, деформация, сжатие, слой, трансляционная анизотропия,
идеальная пластичность.

УДК: 539.374

Условие пластичности запишем в виде

A ·
(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+B · (τxy − k3)
2

= k2
0, (1)

где σx, σy, τxy – компоненты напряжения, A, B, k0, k1, k2, k3 – const, определяющие предел
текучести и параметры анизотропии.

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам, все величины, имеющие размерность
напряжений отнесем к величине предела текучести k0 и сохраним обозначения напряжений
σij и констант k1, k2, k3.

Условие пластичности (1) примет вид

A ·
(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+B · (τxy − k3)
2

= 1. (2)

Уравнения равновесия:

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

= 0. (3)

Предположим, что толщина пластического слоя равна 2h (рис.1).
Величины, имеющие размерность длины, будем считать безразмерными, отнесенными к h.
При условии пластичности (1) рассмотрим предположения о характере изменения каса-

тельного напряжения τxy по толщине слоя:

τxy = y + k3. (4)

Используя (4), найдем:

Поступила 15.09.2011
115



116 А.В. БАЛАШНИКОВА

Рис. 1

σx − σy = ±2 ·
[

1√
А
·
√

1−B · y2 +
k1 − k2

2

]
. (5)

Согласно (3), (4) получим:

σx = −x+ f(y),
σy = ϕ (x) .

(6)

Согласно (5), (6) получим:

σx = −x+ C1 ± 2 ·
[

1√
А
·
√

1−B · y2 + k1−k2
2

]
,

σy = −x+ C1.
(7)

Постоянная C1 может быть определена, например, из условия отсутствия суммарных уси-
лий вдоль оси x при x = 0 по свободному краю полосы:

h∫
−h

σxdy = 0. (8)

Из (7), (8) найдем:

С1 = − 1

h ·
√
A
·
(

h√
B
·
√

1−Bh2 +
1

2
· arcsin

h√
B

)
+ (k2 − k1) . (9)

Окончательно будем иметь:

σx = −x+ 2√
А
·
√

1−B · y2 − 1
h·
√
A
·
(

h√
B
·
√

1−Bh2 + 1
2 · arcsin h√

B

)
,

σy = −x− 1
h·
√
A
·
(

h√
B
·
√

1−Bh2 + 1
2 · arcsin h√

B

)
+ (k2 − k1) .

(10)

Соотношения связи между напряжениями и скоростями деформаций согласно ассоцииро-
ванному закону течения, имеют вид:

εx = λ ·A ·
(
σx−σy

2 − k1−k2
2

)
,

εy = λ ·A ·
(
σx−σy

2 − k1−k2
2

)
,

2 · εxy = 2 ·B · (τxy − k3) ,

(11)

где εij – компоненты скорости деформации.
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εx = ∂u
∂x = −c+ f1 (y) ,

εy = ∂v
∂y = c,

εxy = 1
2

(
∂u
∂y + ∂v

∂x

)
.

(12)

Положим
v = cy + k3, с–const.

Из (12)найдем:

u = C1 · x+ C2 + ϕ (y) . (13)

εx − εy = 2c = 2λ ·A ·
(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)
. (14)

Согласно (9), (10), (14) получим:

λ =
С1

A ·
(

1√
А
·
√

1−B · y2
) . (15)

Из (13) получаем:

εxy =
1

2

(
∂ϕ

∂y

)
= λ · (τxy − k3) . (16)

Используя (16) найдем:

ϕ (y) =

1
h ·
(

h√
B
·
√

1−Bh2 + 1
2 · arcsin h√

B

)
+ (k1 − k2)

B ·
√
A

·
√

1−B · y2. (17)

ЛИТЕРАТУРА
[1] Рыбакова, Т.И. О сдавливании анизотропного идеальнопластического слоя / Т. И. Ры-

бакова // Вестник Чув. гос. пед. ун-та им. И. Я. Яковлева. Серия : Механика предельного
состояния. – 2010. – № 2 (7). – С. 585-587.



118 А.В. БАЛАШНИКОВА

A.V.Balashnikova
ABOUT COMPRESSION OF IDEAL PLASTIC LAYER BY RIGID ROUGH

PLATES IN CASE OF TRANSMITTING ANISOTROPY

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. In work compression of ideal plastic layer by rigid rough plates in case of transmitting
anisotropy in case of flat deformation is considered.It is considered assumptions of nature of change
kasatelny tension
tauxy on thickness of a layer.

Keywords: tension, deformation, compression, layer, ideal plasticity.

Балашникова Анжелика Вениаминовна
аспирант кафедры математического анализа, Чувашский государственный педагогический
университет им. И.Я.Яковлева, г. Чебоксары

e-mail: info3006@yandex.ru

Balashnikova Anshelika Veniaminovna
Postgraduate student, Departament of Mathematical Analysis, I. Yakovlev Chuvash State
Pedagogical University, Cheboksary



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2011. №2 (10). С. 119–123

Е.А.Деревянных
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Аннотация. В работе рассматривается диссипативная функция при трансляционном напря-
жении при кручении.

Ключевые слова: напряжение, деформация, предел текучести, кручение, параметры ани-
зотропии, диссипативная функция.

УДК: 539.3

1. Рассмотрим условие пластичности или предельного состояния в случае кручения вида

A (τxz − k1)
2

+B (τyz − k2)
2

= k2
0. (1.1)

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам и отнесем все величины, имеющие
размерность напряжений, к величине k0. Условие (1.1) примет вид

A (τxz − k1)
2

+B (τyz − k2)
2

= 1. (1.2)

Очевидно, (1.2) представляет уравнение эллипса (рис. 1) с центром (k1, k2) и полуосями
1√
A
, 1√

B
.

Согласно ассоциированному закону пластического течения компоненты скорости дефор-
мации имеют вид

εxz = λ
∂f

∂τxz
, εyz = λ

∂f

∂τyz
. (1.3)

Из (1.2), (1.3) следует

εxz = 2Aλ (τxz − k1) , εyz = 2Bλ (τyz − k2) . (1.4)

Отсюда

τxz − k1 =
εxz
2Aλ

, (1.5)

τyz − k2 =
εyz
2Bλ

. (1.6)

Тогда
√
A (τxz − k1) =

εxz

2
√
Aλ

, (1.7)

√
B (τyz − k2) =

εyz

2
√
Bλ

. (1.8)

Поступила 21.03.2012
119



120 Е.А. ДЕРЕВЯННЫХ

Рис. 1

Согласно (1.7), (1.8) получим

A (τxz − k1)
2

+B (τyz − k2)
2

=
ε2
xz

4Aλ2
+

ε2
yz

4Bλ2
. (1.9)

Из (1.2), (1.9) имеет место уравнение

ε2
xz

4Aλ2
+

ε2
yz

4Bλ2
= 1. (1.10)

Из (1.10) найдем

λ =
1

2

√
ε2
xz

A
+
ε2
yz

B
. (1.11)

Диссипативная функция определяется согласно

D = τxzεxz + τyzεyz. (1.12)

Из (1.5), (1.6) следует

τxz =
εxz
2Aλ

+ k1, (1.13)

τyz =
εyz
2Bλ

+ k2. (1.14)

Тогда

τxzεxz =
ε2
xz

2Aλ
+ k1εxz, (1.15)

τyzεyz =
ε2
yz

2Bλ
+ k2εyz. (1.16)

Из (1.12), (1.15), (1.16) получим

D =
1

2λ

(
ε2
xz

A
+
ε2
yz

B

)
+ k1εxz + k2εyz. (1.17)

Согласно (1.11), (1.17) диссипативная функция имеет вид

D =

√
ε2
xz

A
+
ε2
yz

B
+ k1εxz + k2εyz. (1.18)

2. Рассмотрим условие пластичности или предельного состояния в случае кручения вида

(Aτxz − k1)
2

+ (Bτyz − k2)
2

= k2
0. (2.1)
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Рис. 2

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам и отнесем все величины, имеющие
размерность напряжений, к величине k0. Условие (2.1) примет вид

(Aτxz − k1)
2

+ (Bτyz − k2)
2

= 1. (2.2)

Очевидно, (2.2) представляет уравнение эллипса (рис. 2) с центром
(
k1
A ,

k2
B

)
и полуосями

1
A ,

1
B .
Согласно ассоциированному закону пластического течения компоненты скорости дефор-

мации имеют вид

εxz = λ
∂f

∂τxz
, εyz = λ

∂f

∂τyz
. (2.3)

Из (2.2), (2.3) следует

εxz = 2Aλ (Aτxz − k1) , εyz = 2Bλ (Bτyz − k2) . (2.4)

Отсюда

Aτxz − k1 =
εxz
2Aλ

, (2.5)

Bτyz − k2 =
εyz
2Bλ

. (2.6)

Согласно (2.5), (2.6) получим

(Aτxz − k1)
2

+ (Bτyz − k2)
2

=
ε2
xz

4Aλ2
+

ε2
yz

4Bλ2
. (2.7)

Из (2.2), (2.7) имеет место уравнение

ε2
xz

4A2λ2
+

ε2
yz

4B2λ2
= 1. (2.8)

Из (2.8) найдем

λ =
1

2

√
ε2
xz

A2
+
ε2
yz

B2
. (2.9)

Из (2.5), (2.6) следует

τxz =
1

A

( εxz
2Aλ

+ k1

)
, (2.10)

τyz =
1

B

( εyz
2Bλ

+ k2

)
. (2.11)
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Тогда

τxzεxz =
1

A

(
ε2
xz

2Aλ
+ k1εxz

)
, (2.12)

τyzεyz =
1

B

(
ε2
yz

2Bλ
+ k2εyz

)
. (2.13)

Из (1.12), (2.12), (2.13) получим

D =
1

2λ

(
ε2
xz

A2
+
ε2
yz

B2

)
+
k1εxz
A

+
k2εyz
B

. (2.14)

Согласно (2.9), (2.14) диссипативная функция имеет вид

D =

√
ε2
xz

A2
+
ε2
yz

B2
+
k1εxz
A

+
k2εyz
B

. (2.15)

Покажем, что возможно построение теории пластичности, в основе которого лежит опре-
деление диссипативной функции.

Рассмотрим диссипативную функцию

D = k0

√
(εxz − n1)

2

A
+

(εyz − n2)
2

B
+ k1 (εxz − n1) + k2 (εyz − n2) , (2.16)

где n1, n2 − const.
Компоненты напряжения

τxz =
∂D

∂εxz
, τyz =

∂D

∂εyz
. (2.17)

Из уравнений (2.16), (2.17) получим

τxz = k0
εxz − n1

A

√
(εxz−n1)2

A +
(εyz−n2)2

B

+ k1, (2.18)

τyz = k0
εyz − n2

B

√
(εxz−n1)2

A +
(εyz−n2)2

B

+ k2. (2.19)

Тогда уравнение пластичности

A(τxz − k1)2 +B(τyz − k2)2 = k2
0 (2.20)

не зависит от постоянных n1, n2.
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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ С
КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ В СЛУЧАЕ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ

АНИЗОТРОПИИ

Чувашский государственный педагогический университет имени И.Я.Яковлева

Аннотация. Рассматривается двуосное растяжение тонкой пластины, ослабленной круговым
отверстием. Материал предполагается упруго-идеальнопластическим, в пластической обла-
сти имеет место трансляционная анизотропия. В первом приближении [1] определены компо-
ненты напряжений в упругой и пластической областях, определена граница между упругой
и пластической областями.

Ключевые слова: напряжение, упругость, пластичность, трансляционная анизотропия, рас-
тяжение, отверстие, пластина.

УДК: 539.374

Рассмотрим тонкую пластину из упруго-идеальнопластического анизотропного материала,
ослабленную круговым отверстием радиуса a. В плоскости x, y пластина растягивается на
бесконечности взаимно перпендикулярными усилиями p1 и p2, контур свободен от усилий.

Условие пластичности в случае трансляционной идеальнопластической анизотропии при-
мем в виде:

(σx − 2 · (k + k1)) · (σy − 2 · (k + k2))− (τxy − k3)
2

= 0, k, k1, k2, k3 − const, (1)
где σx, σy, σy – компоненты напряжения в декартовой системе координат.

Будем считать компоненты напряжений безразмерными, отнесенными к некоторой вели-
чине k0. Припишем компонентам напряжения в пластической зоне индекс “p” наверху, а в
упругой – индекс “e” наверху.

Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями в по-
лярной системе координат ρ, θ имеет вид

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(2)

Из (1), (2) получим условие пластичности в полярных координатах:

σ
(p)
ρ σ

(p)
θ −

(
σ

(p)
ρ + σ

(p)
θ

)
(2k + k1 + k2) +

(
σ

(p)
ρ − σ(p)

θ

)
((k1 − k2) cos 2θ − k3 sin 2θ) +

+2τρθ ((k1 − k2) sin 2θ − k3 cos 2θ)− τ2
ρθ + 4k (k + k1 + k2) + 4k1k2 − k2

3 = 0.
(3)

В дальнейшем отнесем все величины, имеющие размерность длины, к величине ρ0
s – ради-

усу упругопластической зоны в исходном нулевом приближении.
Решение будем искать в виде разложения по малому безразмерному параметруδ:
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Рис. 1

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + . . . ,

k1 = δ k′1, k2 = δ k′2, k3 = δ k′3.
(4)

Индекс “0” наверху приписан компонентам в нулевом исходном состоянии при δ = 0.
Границу упругой и пластической областей обозначим

ρs = ρ0
s + δρ′s + δ2ρ′′s + . . . .

В нулевом исходном осесимметричном состоянии положим

τ0
ρθ = 0. (5)

В нулевом исходном приближении согласно (3), (4), (5) имеет место(
σ(0)p
ρ − 2k

) (
σ

(0)p
θ − 2k

)
= 0. (6)

В дальнейшем положим

σ
(0)p
θ = 2k,

∣∣∣σ(0)p
ρ

∣∣∣ ≤ 2k. (7)

Для определения компонент напряжений в пластической области в нулевом приближении
используем уравнения равновесия в полярной системе координат:

dσ
(0)p
ρ

dρ
+
σ

(0)p
ρ − σ(0)p

θ

ρ
= 0. (8)

Из (7), (8) при граничном условии σ(0)p
ρ = 0 при ρ = α получим

σ(0)p
ρ = 2k

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ = 2k, τ

(0)p
ρθ = 0. (9)

Решение в упругой области будем искать в виде

σ(0)e
ρ = A−B 1

ρ2
, σ

(0)e
θ = A+B

1

ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (10)

Условия сопряжения компонент напряжений в нулевом приближении на упругопластиче-
ской границе имеют вид
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σ(0)p
ρ

∣∣∣
ρ=1

= σ(0)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

, σ
(0)p
θ

∣∣∣
ρ=1

= σ
(0)e
θ

∣∣∣
ρ=1

. (11)

Удовлетворяя граничному условию σ
(0)e
ρ = q при ρ = ∞ и условиям сопряжения (11),

определим постоянные A и B.
Напряжения в упругой области имеют вид

σ(0)e
ρ = q − αk

ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

αk

ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (12)

Из (9), (11), (12) следует:

2k (1− α) = q − αk,
2k = q + αk.

(13)

Из двух соотношений (13) независимым является одно, с учетом α = a
ρ0s

получим радиус
упругопластической границы в нулевом приближении:

ρ0
s =

ak

2k − q
. (14)

Для первого приближения согласно (3), (4), (9) имеет место условие пластичности

σ
(I)p
θ = − ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) + k′1 + k′2. (15)

Уравнения равновесия в полярной системе координат имеют вид

∂σ(I)
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(I)
ρθ

∂θ +
σ(I)
ρ −σ

(I)
θ

ρ = 0,
∂τ

(I)
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(I)
θ

∂θ +
2τ

(I)
ρθ

ρ = 0.
(16)

Уравнения равновесия удовлетворим, полагая

σ
(I)p
ρ = 1

ρ
∂Φ(I)

∂ρ + 1
ρ2
∂2Φ(I)

∂θ2 ,

σ
(I)p
θ = ∂2Φ(I)

∂ρ2 ,

τ
(I)p
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1
ρ
∂Φ(I)

∂θ

)
.

(17)

Из (15), (17) найдем уравнение для определения функции напряжения Φ(I):

∂2Φ(I)

∂ρ2
= − ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) + k′1 + k′2. (18)

Согласно (18) функция Φ(I) имеет вид

Φ(I) = [− ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) + k′1 + k′2]
ρ2

2
+ C1ρ+ C2. (19)

Из (17), (19) получим напряжения

σ
(I)p
ρ = (k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ + k′1 + k′2 + C1

ρ ,

σ
(I)p
θ = − ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) + k′1 + k′2,

τ
(I)p
ρθ = (k′2 − k′1) sin 2θ − k′3 cos 2θ.

(20)

В первом приближении граничные условия согласно [1] имеют вид

σ(I)p
ρ = 0 при ρ = α,

τ
(I)p
ρθ = 0 при ρ = α. (21)
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Коэффициент C1 определим из (20) и граничных условий (21). Тогда из (20) решение в
пластической зоне имеет вид

σ
(I)p
ρ =

(
1− α

ρ

)
(k′1 + k′2) +

(
1− α

ρ

)
(k′1 − k′2) cos 2θ −

(
1− α

ρ

)
k′3 sin 2θ,

σ
(I)p
θ = − ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) + k′1 + k′2,

τ
(I)p
ρθ = −k′3 cos 2θ + (k′2 − k′1) sin 2θ.

(22)

Граничные условия на бесконечности в упругой зоне запишем в виде

σeρ
∣∣
ρ=∞ = q − δ cos 2θ, σeθ |ρ=∞ = q + δ cos 2θ, τeρθ

∣∣
ρ=∞ = δ sin 2θ, (23)

где

δ =
p1 − p2

2
, q =

p1 + p2

2
.

На упругопластической границе согласно (22) имеет место

σ
(I)p
ρ = a′′0 + a′′2 cos 2θ + a′′4 sin 2θ,

τ
(I)p
ρθ = b′′′2 cos 2θ + b′′′4 sin 2θ,

(24)

где
a′′0 =

(
1− α

ρ

)
(k′1 + k′2) ,

a′′2 =
(

1− α
ρ

)
(k′1 − k′2) ,

a′′4 = −
(

1− α
ρ

)
k′3,

b′′′2 = −k′3,
b′′′4 = k′2 − k′1.

(25)

В рассматриваемом случае имеют место формулы раздела (I), (V), (VI) и (VIII), приве-
денные в [1].

1. Положим, что на границе упругопластической области имеет место (24) при

a′′0 =
(

1− α
ρ

)
(k′1 + k′2) ,

a′′2 = b′′′2 = a′′4 = b′′′4 = 0,

тогда напряжения в упругой области равны

σ
(I)e
ρ = (1− α) (k′1 + k′2) 1

ρ2 ,

σ
(I)e
θ = − (1− α) (k′1 + k′2) 1

ρ2 ,

τ
(I)e
ρθ = 0.

(26)

2. Положим, что на границе упругопластической области имеет место (24) при

a′′2 = (1− α) (k′1 − k′2) ,
a′′4 = − (1− α) k′3,
a′′0 = b′′′2 = b′′′4 = 0,

тогда напряжения в упругой области равны

σ
(I)e
ρ =

(
− 1
ρ4 + 2

ρ2

)
(1− α) ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) ,

σ
(I)e
θ = 1

ρ4 (1− α) ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) ,

τ
(I)e
ρθ =

(
− 1
ρ4 + 1

ρ2

)
(1− α) ((k′1 − k′2) sin 2θ + k′3 cos 2θ) .

(27)

3. Положим, что на границе упругопластической области имеет место (24) при
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b′′′2 = −k′3,
b′′′4 = k′2 − k′1,
a′′0 = a′′2 = a′′4 = 0,

тогда напряжения в упругой области равны

σ
(I)e
ρ =

(
2
ρ4 −

2
ρ2

)
(k′3 sin 2θ + (k′2 − k′1) cos 2θ) ,

σ
(I)e
θ = − 2

ρ4 (k′3 sin 2θ + (k′2 − k′1) cos 2θ) ,

τ
(I)e
ρθ =

(
2
ρ4 −

1
ρ2

)
(−k′3 cos 2θ + (k′2 − k′1) sin 2θ) .

(28)

4. Положим, что на границе упругопластической области имеет место (24) при

a′′0 = a′′2 = a′′4 = b′′′2 = b′′′4 = 0,

на бесконечности заданы усилия

σ(I)e
ρ

∣∣∣
ρ=∞

= a2 cos 2θ + b2 sin 2θ,

где a2 = −1, b2 = 0.
Тогда напряжения в упругой области равны

σ
(I)e
ρ = −

(
1− 4

ρ2 + 3
ρ4

)
cos 2θ,

σ
(I)e
θ =

(
1 + 3

ρ4

)
cos 2θ,

τ
(I)e
ρθ = −

(
−1− 2

ρ2 + 3
ρ4

)
sin 2θ.

(29)

Результирующее напряжение в упругой области определяется как сумма напряжений (26)-
(29):

σ
(I)e
ρ = (1− α) (k′1 + k′2) 1

ρ2 +
(
− 1
ρ4 + 2

ρ2

)
(1− α) ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ) +

+
(

2
ρ4 −

2
ρ2

)
(k′3 sin 2θ + (k′2 − k′1) cos 2θ)−

(
1− 4

ρ2 + 3
ρ4

)
cos 2θ,

σ
(I)e
θ = − (1− α) (k′1 + k′2) 1

ρ2 + 1
ρ4 (1− α) ((k′1 − k′2) cos 2θ − k′3 sin 2θ)−

− 2
ρ4 (k′3 sin 2θ + (k′2 − k′1) cos 2θ) +

(
1 + 3

ρ4

)
cos 2θ,

τ
(I)e
ρθ =

(
− 1
ρ4 + 1

ρ2

)
(1− α) ((k′1 − k′2) sin 2θ + k′3 cos 2θ) +

+
(

2
ρ4 −

1
ρ2

)
(−k′3 cos 2θ + (k′2 − k′1) sin 2θ) +

(
1 + 2

ρ2 −
3
ρ4

)
sin 2θ.

(30)

Из (9), (12) получим

dσ
(0)p
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= 0,
dσ

(0)e
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= −2αk,

тогда для определения границы раздела упругопластической области в первом приближении
получим

ρ(I)
s =

σ
(I)p
θ − σ(I)e

θ

dσ
(0)e
θ

dρ − dσ
(0)p
θ

dρ

=
1

2αk

(
σ

(I)e
θ − σ(I)p

θ

)
. (31)

Из (22), (30), (31) получим радиус упругопластической области в первом приближении:

ρ(I)
s =

(k′1 + k′2) (α− 2)

2αk
+

(k′1 − k′2) (4− α) + 4

2αk
cos 2θ +

k′3 (α− 4)

2αk
sin 2θ. (32)
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Рис. 2

Таким образом, напряженное состояние в пластической (22) и упругой (30) областях полно-
стью определено, изменение границы раздела упругой и пластической областей определяется
из соотношения (32).

На рис. 2 изображена упругопластическая граница в нулевом приближении ρ0
s, в первом

приближении ρ(I)
s при δ = 0, 17; k = 1, 2; k1 = 1, 7; k2 = 1, 2; k3 = 1, 3; a = 2.
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A.P.Kerzhaev
ELASTOPLASTIC STATE OF A THIN PLATE WITH A CIRCULAR OPENING

IN CASE OF TRANSLATIONAL ANISOTROPY

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. Biaxial stretching of the thin plate weakened by a circular opening is considered. The
material is supposed elastoplastic, in plastic area transmitting anisotropy takes place. As a first
approximation [1] components of tension in elastic and plastic areas are defined, the border between
elastic and plastic areas is defined.

Keywords: tension, elasticity, plasticity, translational anisotropy, stretching, opening, plate.
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