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ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИН В ТОНКОЙ ПЛАСТИНЕ, ОСЛАБЛЕННОЙ
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ОТВЕРСТИЙ
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Аннотация. Рассматривается задача механики разрушения о зарождении трещин в тонкой
пластине, ослабленной периодической системой криволинейных отверстий. Считается, что
в процессе нагружения из контуров отверстий исходят симметричные прямолинейные зоны
предразрушения вдоль оси абсцисс. Получено условие, определяющее критическое значение
внешней нагрузки, при которой происходит появление трещины.

Ключевые слова: зона предразрушения, периодическая система криволинейных отверстий,
функция конформного отображения.
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Введение. Исследование напряженно-деформированного состояния в пластине, ослаблен-
ной периодической системой криволинейных отверстий, является одной из важных проблем
плоской теории упругости и давно привлекает к себе внимание многих ученых (см. обзор в
[4]). Пластины, ослабленные большим числом отверстий, используются в различных обла-
стях техники и строительства. Задача о трещинообразовании в пластинах является важной
проблемой теории прочности [1]. В настоящее время актуальны периодические задачи ме-
ханики разрушения [3], [6], [7]. Для практики исследование вопросов трещинообразования
пластин, ослабленных периодической системой криволинейных отверстий, при растяжении
имеет важное значение.

Постановка задачи. Процессы разрушения реальных материалов имеют сложный ха-
рактер и протекают для различных материалов по-разному в зависимости от особенностей
структуры материала, вида напряжения и других факторов. По мере нагружения метал-
лической тонкой пластины силовой нагрузкой σ∞y в ней будут возникать зоны предразру-
шения, которые моделируются как области ослабленных межчастичных связей материала.
Зоны предразрушения (прослойки перенапряженного материала) моделируется в виде узких
слоев со связями между берегами. Используется модель В. М. Мирсалимова [11], согласно
которой взаимодействие берегов зоны предразрушения моделируются путем введения между
берегами данной зоны связей имеющих, заданную диаграмму деформирования. В процессе
деформации в некоторых точках пластины могут появляться зоны, в которых закон Гука
не выполняется, т. е. в этих областях напряжения превосходят предел упругости. Так как
указанные зоны (прослойки перенапряженного материала) малы по сравнению с остальной
упругой частью тонкой пластины, их можно мысленно удалить, заменить разрезами, по-
верхности которых взаимодействуют между собой по некоторому закону, соответствующему
действию удаленного материала. Как показывает опыт, на ранних стадиях развития обла-
сти предразрушения формируются узкие слои, занимающие незначительный объем тела по
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сравнению с его упругой частью [2], [5], [8], [9], [14], [15]. Зоны предразрушения ориентирова-
ны в направлении максимальных растягивающих напряжений (рис. 1). Для моделирования
взаимодействия берегов зоны предразрушения полагаем, что в этих зонах между берегами
имеются связи, которые сдерживают раскрытие берегов зоны предразрушения. Согласно [11]
в зоне предразрушения имеет место пластическое течение при постоянном напряжении.

Под действием растягивающей нагрузки в связях, соединяющих берега зоны предразруше-
ния, возникают усилия, имеющие из-за симметрии задачи только нормальную составляющую
σy = σs (σs – предел текучести материала пластины на растяжение). Следовательно, к бе-
регам зоны предразрушения приложены только нормальные сжимающие усилия σs. Размер
зоны предразрушения заранее неизвестен и должен быть определен при решении задачи.

Граничные условия задачи имеют вид на контуре отверстия Lm (m =0,±1,±2,. . . )

σn = 0, τnt = 0

и на берегах зон предразрушения

σy = σs, τxy = 0.

Для нахождения значения внешней растягивающей нагрузки, при котором происходит за-
рождение трещины, постановку задачи дополним условием (критерием) появления трещины
(разрыва межчастичных связей материала). В качестве такого условия принимаем критерий
критического раскрытия берегов зоны предразрушения:

v+(x, 0)− v−(x, 0) = δcr,

где δcr – характеристика сопротивления материала пластины трещинообразованию; (v+−v−)
– раскрытие берегов зоны предразрушения.

Это дополнительное условие позволяет найти параметры пластины, при которых в ней
появляется трещина.

Пусть имеется упругая изотропная пластина, ослабленная периодической системой оди-
наковых криволинейных отверстий (рис. 1 а). Полагается, что контуры отверстий гладкие
и имеют форму, отличную от окружности. Обозначим эту область через Dz. Начало коор-
динат поместим в центре тяжести одного из отверстий, которое назовем основным. Грани-
цу этого отверстия обозначим через L0. Центры криволинейных отверстий с границей Lm
(m =0,±1,±2,. . . ) лежат на одной прямой и находятся в точках

Pm = mω (m = 0, ± 1, ± 2, . . .), ω = 2.

Для упрощения задачи будем предполагать, что контуры Lm имеют две оси симметрии,
одна из которых совпадает с осью абсцисс. Такие отверстия получают наибольшее применение
в инженерной практике. К ним, в частности, относятся отверстия, имеющие форму эллипсов,
овалов, прямоугольников, ромбов и т. п.

Пусть из контуров отверстий исходят симметричные прямолинейные зоны предразруше-
ния вдоль оси абсцисс (рис. 1 а). Контуры криволинейных отверстий свободны от внешних
нагрузок. Пусть в пластине имеют место средние напряжения σx = 0, σy = σ∞y , τxy = 0 (растя-
жение на бесконечности). Материал пластины будем считать упруго-идеальнопластическим,
подчиняющимся условию пластичности Треска – Сен-Венана.
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Рис. 1. Периодическая система отверстий с поверхностными зонами предразрушения
а) в физической и б) параметрической плоскостях

В силу симметрии граничных условий и геометрии области Dz, занятой материалом сре-
ды, напряжения являются периодическими функциями с периодом ω. На основании формул
Колосова – Мусхелишвили [13] и граничных условий на контурах отверстий и берегах зон
предразрушения с концевыми зонами задача сводится к определению двух аналитических в
области Dz функций Φ(z) и Ψ(z) из краевых условий:

Φ(z) + Φ(z)− [z̄Φ′(z) + Ψ(z)] e2iα = 0, (1)

Φ(t) + Φ(t) + t̄Φ′(t) + Ψ(t) = σs, (2)

где z ∈ Lm; α – угол, составляемый нормалью к контуру отверстия с осью x; t – аффикс
точек берегов зоны предразрушения.

Решение краевой задачи. Для решения граничной задачи (1)–(2) с помощью конформ-
ного преобразования z = ω(ζ) переходим на параметрическую плоскость ζ. Аналитическая
функция z = ω(ζ) осуществляет конформное отображение физической плоскости Dz на об-
ласть Dζ в плоскости переменной ζ, являющейся внешностью окружностей Γm радиуса λ
с центрами в точках Pm=mω с взаимно однозначным соответствием бесконечно удаленных
точек, а также соответствующих участков действительных и мнимых осей.

В случае периодической системы криволинейных отверстий, границы которых являются
кусочно-гладкими кривыми, имеющими две оси симметрии, общее представление аналитиче-
ской функции z = ω(ζ), осуществляющее конформное отображение области Dz на область Dζ

в плоскости переменной ζ = ξ+iη, являющуюся внешность окружностей Γm (m =0,±1,±2,. . . )
радиуса λ с центрами в точках Pm=mω, имеет [12] следующий вид:

ω(ζ) = ζ +

∞∑
k=0

A2k+2
λ2k+2ρ(2k−1)(ζ)

(2k + 1)!
, (3)

где ρ(ζ) =
(
π
ω

)2
sin−2

(
πζ
ω

)
− 1

3

(
π
ω

)2.
На основе равенства [13]
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e2iα =
ζ2

λ2
ω′(ζ)

ω′(ζ)

и принятых обозначений Φ∗(ζ) = Φ [ω(ζ)] Ψ∗(ζ) = Ψ [ω(ζ)] краевые условия (1)–(2) прини-
мают вид [

Φ∗(ζ) + Φ∗(ζ)
]
ω′(ζ)− ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′∗(ζ) + ω′(ζ)Ψ∗(ζ)

]
= 0, (4)

Φ∗(ξ) + Φ∗(ξ) +
ω(ξ)

ω′(ξ)
Φ′∗(ξ) + Ψ∗(ξ) = σs, (5)

где ζ = λeiθ +mω (m =0,±1,±2,. . . ).
Решение задачи на параметрической плоскости (для области Dζ) [9] ищем в виде:

Φ∗(ζ) = Φ0(ζ) + Φ1(ζ), Ψ∗(ζ) = Ψ0(ζ) + Ψ1(ζ), (6)

Φ0(ζ) =
1

4
σ∞y + α0 +

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2ρ(2k)(ζ)

(2k + 1)!
, (7)

Ψ0(ζ) =
1

2
σ∞y +

∞∑
k=0

β2k+2
λ2k+2ρ(2k)(ζ)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2S(2k+1)(ζ)

(2k + 1)!
,

Φ1(ζ) =
1

2π

∫
L

g(t)ctg
π

ω
(t− ζ)dt, (8)

Ψ1(ζ) = − πζ

2ω2

∫
L

g(t)sin−2
π

ω
(t− ζ)dt,

где S(ζ) =
′
Σ
m

[
Pm

(ζ−Pm)2 −
2ζ
P 2
m
− 1

Pm

]
.

Штрих у суммы означает, что при суммировании исключается индекс m =0, интегралы в
(9) берутся по линии L = [−l∗,−λ] ∪ [λ, l∗], g(t) – искомая функция.

g(t) =
2µ

1 + κ

∂

∂t

[
v+(t, 0)− v−(t, 0)

]
, (9)

где µ – модуль сдвига; κ = (3− ν)/(1− ν) – постоянная Мусхелишвили; ν – коэффициент
Пуассона материала. Параметр l∗ определяется из уравнения

l = ω(l∗). (10)
Комплексные потенциалы в (7)–(9) определяют класс задач с периодическим распределе-

нием напряжений. Из условия равенства нулю главного вектора всех сил, действующих на
дугу, соединяющую две конгруэнтные точки в области Dζ , находим

α0 =
π2

24
λ2β2.

Система граничных условий (5) на Γm (m =0,±1,±2,. . . ) в силу выполненных условий пери-
одичности заменяется одним функциональным уравнением, например на контуре окружности
Γ0, а система краевых условий (6) – краевым условием на линии L.

Неизвестная функция g(ξ) и постоянные α2k, β2k должны быть определены из краевых
условий на берегах зон предразрушения и контуров отверстий. Для составления уравнений
относительно коэффициентов α2k, β2k функций Φ0(ζ) и Ψ0(ζ) представим граничное условие
(5) в виде
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[
Φ0(ζ) + Φ0(ζ)

]
ω′(ζ)− ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′0(ζ) + ω′(ζ)Ψ0(ζ)

]
= f1(ζ) + if2(ζ), (11)

f1(ζ) + if2(ζ) = −
[
Φ1(ζ) + Φ1(ζ)

]
ω′(ζ) +

ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′1(ζ) + ω′(ζ)Ψ1(ζ)

]
. (12)

Относительно функции f1(ζ) + if2(ζ) будем считать, что она разлагается на |ζ| = λ в ряд
Фурье. В силу симметрии этот ряд имеет следующий вид:

f1(θ) + if2(θ) =

∞∑
k=−∞

A∗2ke
2ikθ, ImA∗2k = 0, (13)

A∗2k =
1

2π

2π∫
0

(f1 + if2)e−2ikθdθ. (14)

Подставив в (15) выражение (13) и поменяв порядок интегрирования, после вычисления
интегралов с помощью теории вычетов найдем коэффициенты A∗2k:

A∗2k = − 1

2ω

∫
L

g(t)f2k(t)dt, (15)

где f0(t) = 2γ(t), f2(t) = −λ
2

2 γ
(2)(t), γ(t) = ctgπω t,

f2k(t) = −λ
2k(2k−1)
(2k)! γ(2k)(t) + λ2k−2

(2k−3)!γ
(2k−2)(t)(k=2,3,. . . ),

f−2k(t) = − λ2k

(2k)!γ
(2k)(t)(k=1,2,. . . ).

Для составления уравнений относительно коэффициентов α2k, β2k функций Φ0(ζ) и Ψ0(ζ)
разложим эти функции и функцию ω(ζ) в ряды Лорана в окрестности нулевой точки ζ = 0:

Φ0(ζ) =
1

4
σ∞y + α0 +

∞∑
k=0

α2k+2

(
λ

2

)2k+2

+

∞∑
k=0

α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j , (16)

Ψ0(ζ) =
1

2
σ∞y +

∞∑
k=0

β2k+2

(
λ

2

)2k+2

+

∞∑
k=0

β2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j−

−
∞∑
k=0

(2k + 2)α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

(2j + 2k + 2)rj,kζ
2j ,

ω(ζ) = ζ −
∞∑
k=0

A2k+2
λ2k+2

(2k + 1)ζ2k+1
+

∞∑
k=0

A2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j+1

2j + 1
,

rj,k =
(2j + 2k + 1)!gj+k+1

(2j)!(2k + 1)!22j+2k+1
, gj+k+1 = 2

∑
m

’
1

m2j+2k+2
.

Подставив в левую часть граничного условия (12) на контуре Γ0 (ξ = λeiθ) вместо Φ0(ζ),
Φ0(ζ), Φ′0(ζ), Ψ0(ζ), ω′(ζ) и ω(ζ) их разложения в ряды Лорана, а в правую часть вместо
f1 + if2 – ряд Фурье (14) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях exp(iθ), по-
лучим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных
коэффициентов α2k, β2k. Ниже приводятся уравнения второго приближения:

a1F +
A2

2
F1 +

A4

2
F2 +

b1λ
2

2
F1 +

b2λ
4

2
F2 −m− f = A∗0,

b1λ
2F +

a1 + b2λ
4

2
F1 +A2F2 −m1 − f1 = A∗2,
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b2λ
4F +

b1λ
2

2
F1 +

a1
2
F2 −m2 − f2 = A∗4, (17)

A2F +
a4 +A4

2
F1 +

b1λ
2

2
F4 −m3 − f3 = A∗−2,

A4F +
A2

2
F1 +

a1
2
F2 −m4 − f4 = A∗−4,

где a1 = 1 +A2λ
2r0,0 +A4λ

4r0,1,

b1 = A2λ
2r1,0 +A4λ

4r1,1, b2 = A2λ
2r2,0 +A4λ

4r2,1,

F = 2

[
σ∞x + σ∞y

4
+ a0 + a2λ

2r0,0 + a4λ
4r0,1

]
,

F1 = 2(a2 + a2λ
2r1,0 + a4λ

6r1,1), F2 = 2(a4 + a4λ
8r2,1 + a2λ

6r2,0),

m = 2a2A2 +
3

4
a4A4 +

2

3
b1λ

2(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1) +
4

5
b2λ

4(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1),

m1 = −2a2a1 + 4a4A2 +
2

5
b2λ

4(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1),

m2 = −4a2a1 −
2

3
a2b2λ

2,

m3 =
2

3
a2A4 + 2a1(a2λ

4r1,0 + a4λ
6r1,1) +

4

5
b1λ

4(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1),

m4 = −2A2(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1) + 4a1(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1),

f = a1β2 +A2γ0 +A4γ1 + β4b1λ
2 + β6b2λ

4,

f1 = a1β4 +A4γ0 +A2β2 + β6b1λ
6, f2 = a1β6 +A2β4 +A4β2,

f3 = a1γ0 +A2γ1 + β2b1λ
2 + β4b2λ

4 , f4 = a1γ0 + γ0b1λ
2 + β2b2λ

4,

γ0 =
1

2
(σ∞y − σ∞x ) + β2λ

2r0,0 + β4λ
4r0,1 + β6λ

6r0,2 − 4a2λ
2r0,0 − 16a4λ

4r0,1,

γ1 = β2λ
2r1,0 + β4λ

6r1,1 + β6λ
8r1,2 − 8α2λ

4r1,0 − 24α4λ
6r1,1.

Вывод уравнений последующих приближений осуществляется единообразным способом.
В третьем приближении количество этих уравнений составляет семь. Быстрая сходимость
найденных систем уравнений в диапазоне 0<λ ≤0,8 объясняется тем, что коэффициенты
систем (18) содержат высокие степени параметра λ.

Полученная система уравнений не является замкнутой. Для замкнутости этой системы
уравнений необходимо использовать граничное условие (6) на берегах зон предразрушения
(на L).

Требуя, чтобы функции (7)–(9) удовлетворяли краевому условию на берегах линии L, после
некоторых преобразований получаем сингулярное интегральное уравнение относительно g(ξ)

1

ω

∫
L

g(t)ctg
π

ω
(t− ξ)dt+H(ξ) = σs. (18)



ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИН В ТОНКОЙ ПЛАСТИНЕ... 9

Здесь H(ξ) = Φ0(ξ) + Φ0(ξ) + ω(ξ)
ω′(ξ)Φ

′
0(ξ) + Ψ0(ξ).

Алгебраическая система (18) совместно с сингулярным интегральным уравнением (19) яв-
ляется основными разрешающим уравнением задачи, позволяющим определить функцию g(ξ)
и коэффициенты α2k, β2k. Решая их с учетом ограниченности напряжений в вершинах зон
предразрушения, найдем искомую функцию g(ξ), коэффициенты α2k, β2k и определим размер
зоны предразрушения.

Методика численного решения и анализ. Используя разложение

π

ω
ctg

π

ω
t =

1

t
−
∞∑
j=0

gj+1
t2j+1

ω2j+2
,

уравнение (19) можно привести к обычной форме

1

π

∫
L

g(t)dt

t− ξ
+

1

π

∫
L

g(t)K(t− ξ)dt+H(ξ) = σs, (19)

где K(t) = −
∞∑
j=0

gj+1
t2j+1

ω2j+2 .

Преобразуем интегральное уравнение (20) к виду более удобному для нахождения прибли-
женного решения:

2

π

1∫
λ1

ξ∗g(ξ∗)dξ∗
ξ2∗ − ξ20

+
1

π

1∫
λ1

g(ξ∗)K0(ξ∗, ξ0)dξ∗ +H(ξ0) = σs, (20)

где K0(ξ∗, ξ0) = K(ξ∗ − ξ0) +K0(ξ∗ + ξ0), ξ∗ = t
l∗
, ξ0 = ξ

l∗
, λ1 = λ

l∗
.

Сделаем замену переменных:

ξ2∗ = u =
1− λ21

2
(τ + 1) + λ21, ξ20 = u0 =

1− λ21
2

(η + 1) + λ21. (21)

При этом интервал интегрирования [λ1,1] переходит в отрезок [-1,1], а преобразованное
уравнение (21) принимает стандартный вид

1

π

1∫
−1

g∗(τ)dτ

τ − η∗
+

1

π

1∫
−1

g∗(τ)B(η∗, τ)dτ +H∗(η∗) = σs, (22)

где g∗(τ) = g(ξ∗), H∗(η∗) = H(ξ0).

B(η∗, τ) = −1− λ21
2

∞∑
j=0

gj+1

(
l∗
2

)2j+2

uj0Bj ,

Bj = 2j + 1 +
(2j + 1)2j(2j − 1)

1 · 2 · 3
u

u0
+ ...+

(
u

u0

)j
.

Для построения решения сингулярного интегрального уравнения использовался метод пря-
мого решения сингулярных интегральных уравнений [9], [16]. Сингулярное интегральное
уравнение (23), кроме особенности в ядре Коши, имеет в неподвижную особенность в точ-
ке выхода трещины на поверхность отверстия. В этом случае функция g∗(τ) в точках ξ = ±λ
содержит особенность, отличную от корневой. Характер этой особенности может быть опре-
делен из анализа интегрального уравнения (23) [13]. В отличие от случая внутренней зоны

предразрушения интеграл
l∗∫
λ

g(t)dt = C 6= 0. Постоянная C выражается через раскрытие



10 М.В. АХМЕДОВА

зоны предразрушения на поверхности отверстия и должна быть определена после решения
сингулярного интегрального уравнения.

В поставленной задаче следовало бы использовать метод решения интегрального уравне-
ния, построенного на базе квадратурной формулы Гаусса – Якоби. Из-за громоздкости вы-
ражений для функций B(η∗, τ) и H∗(η∗) определение особенности функции g∗(τ) в точках
x=±λ затруднительно. Кроме того, следует отметить, что некоторый выигрыш в сходимости
по уточненному методу теряется из-за громоздкости формул для коэффициентов матрицы
системы. В связи с этим использовали другой, более упрощенный способ численного решения
интегральных уравнений типа (23), эффективность которого проверена на многочисленных
задачах [10], [14], [16]. Так как в упругопластической пластине напряжения ограничены, реше-
ние сингулярного интегрального уравнения (23) следует искать в классе всюду ограниченных
функций. Представим решение в виде

g∗(η∗) = g0(η∗)
√

1− η2∗, (23)

где g0(η∗) – новая неизвестная ограниченная функция.
Используя квадратурные формулы, сингулярное интегральное уравнение (23) можно све-

сти к конечной алгебраической системе M+1 уравнений

M∑
m=1

g0(τm)

M + 1
sin2 πm

M + 1

(
1

τm − ηr
+B(τm, ηr)

)
= π [σs −H∗(ηr)] (r = 1, 2, . . . ,M + 1), (24)

где τm = cos πm
M+1 (m =1,2,. . . ,M), ηr = cos 2r−1

2(M+1)π (r =1,2,. . . ,M+1).
Полученная алгебраическая система M+1 уравнений (24) для определения неизвестных

значений g0(τ1), g0(τ2),. . . , g0(τm) и l0 удовлетворяет дополнительному условию, при котором
существует решение в классе всюду ограниченных функций [13].

Объединенная алгебраическая система, состоящая из разрешающей системы задачи (18),
(11), (24), является нелинейной из-за неизвестного размера зоны предразрушения. Чтобы
избежать решения нелинейной системы уравнений, применяется обратный способ, т. е. раз-
мер зоны предразрушения считается заданным, а параметр нагружения σ∞y определяется в
процессе решения. Тогда алгебраическая система (11), (18), (24) оказывается линейной. Для
численных расчетов полагалось M =30, что отвечает разбиению на 30 чебышевских узлов
соответственно. Расчеты были выполнены методом Гаусса с выбором главного элемента.

Для определения предельно-равновесного состояния тонкой пластины, при котором появ-
ляются трещины, используем критерий критического раскрытия берегов зоны предразруше-
ния [14]. На основании полученного решения вычислим раскрытие v(η, 0) на берегах зоны
предразрушения

v(η, 0) =
1 + κ

2µ

η∫
−l∗

g(η)dη.

Раскрытие берегов зоны предразрушения при η = −λ будет

v(−λ, 0) = −1 + κ

2µ

−λ∫
−l∗

g(η)dη.

Таким образом, условие, определяющее предельную растягивающую нагрузку σ∗0 , при ко-
торой происходит появление трещины, можно представить как
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−1 + κ

2µ

−λ∫
−l∗

g(η)dη = δc.

Используя замену переменных, заменяя интеграл суммой, получим

−1 + κ

2µ

π(l∗ − λ)

M

M1∑
m=1

g0(τm) = δc, (25)

где M1 – число узловых точек в интервале (−l∗,−λ).
Совместное решение объединенной алгебраической системы (17), (24), (25) дает возмож-

ность определить критическую величину растягивающей нагрузки и размер зоны предразру-
шения для состояния предельного равновесия, при котором происходит появление трещины
в пластине.

Анализ решения конкретных задач. В качестве отверстий выбраны эллипсы с раз-
личными соотношениями полуосей, квадраты и ромбы с радиусами закругления углов. Такой
выбор объясняется наибольшей вероятностью их применения в инженерной практике. Эллип-
сы брались с соотношением полуосей a/b, принимающим значения 3/2, 2, 5/2, 3, и для каждого
из этих случаев рассматривались различные значения полуоси a. Значение периода ω бралось
равным двум. Большие оси эллипсов лежат на оси абсцисс. Отношения радиуса ρ закругле-
ния угла квадрата к длине его стороны принимались равными 0,05 и 0,025. Длины сторон
при этом варьировались от 0,4 до 0,8. Стороны квадратов параллельны осям координат.

Пусть нам известна аналитическая функция ω0(ζ), конформно отображающая внешность
круга Γ0 радиуса λ (λ<1) плоскости ζ на внешность некругового контура L0 плоскости z=x+iy
с соответствием бесконечно удаленных точек ω0(∞) = ∞. В настоящее время имеется боль-
шой каталог таких отображающих функций [17].

Требуется найти такие значения коэффициентов A2k, которые будут наилучшим образом
обеспечивать величинам ω(θj) отображающей функции (4) значения ω0(θj). Таким образом,
требуется найти наиболее вероятные значения неизвестных коэффициентов.

Согласно принципу наименьших квадратов наивероятнейшими значениями параметров бу-
дут такие, при которых сумма квадратов отклонений

εi = ω(θj)− ω0(θj) (j = 1, n)

будет наименьшей, т. е.

U =

n∑
j=1

[ω(θj)− ω0(θj)]
2 → min .

Используя необходимое условие экстремума функции нескольких переменных, получаем
конечную линейную алгебраическую систему уравнений для определения коэффициентов A2k

∂U

∂A2k
= 0 (k = 1, 2, . . . n).

Все вычисления проводились с двойной точностью. При этом сначала применялась про-
грамма для нахождения приближенного конформного отображения ω(ζ) при заданных гео-
метрических характеристиках отверстий. Полученные результаты подставлялись в другую
программу для решения алгебраических систем (11), (18), (24) и (25) методом Гаусса с выбо-
ром главного элемента. В результате вычислений были найдены критические напряжения σ∞y
при одноосном растяжении пластины с периодической системой эллиптических, квадратных
и ромбовидных отверстий, а также размеры зон предразрушения.

Заключение. Модель зоны предразрушения в состоянии пластического течения при по-
стоянном напряжении позволяет провести анализ трещинообразования в тонкой пластине,
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ослабленной периодической системой криволинейных отверстий с помощью деформацион-
ного критерия. Анализ трещинообразования в тонкой перфорированной пластине сводится
к параметрическому исследованию разрешающей алгебраической системы (11), (18), (24) и
критерия появления трещины (25) при различных механических характеристиках материала,
а также при геометрических параметрах пластины.
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CRACKS NUCLEATION IN THIN PLATE, WEAKENED BY THE PERIODIC

SYSTEM OF THE CURVILINEAR HOLES

Azerbaijan Technical University

Abstract. The fracture mechanics problem of cracks nucleation in thin plate weakened by a
periodic system of curvilinear holes is considered. It is assumed that during loading along the
x-axis symmetrical rectilinear prefracture zones are emanated from the contours of holes. The
condition that determines the critical value of the external load at which the crack occurs was
obtained.

Keywords: prefracture zones, periodic system of curvilinear holes, conformal mapping function.
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ О ВЛИЯНИИ
ЖЕСТКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ НА РАЗВИТИЕ КОГЕЗИОННЫХ ТРЕЩИН

ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА

Азербайджанский технический университет

Аннотация. Рассмотрена задача механики разрушения для составного тела (композита),
ослабленного трещинами продольного сдвига. Предложена модель разрушения композитных
материалов с периодической структурой, основанная на рассмотрении зоны процесса разру-
шения вблизи вершины трещины. Зона процесса разрушения представляется слоем конеч-
ной длины, содержащим материал с частично нарушенными связями между его отдельными
структурными элементами (концевая зона), который рассматривается как часть трещины.
Связи между берегами трещины в концевой зоне моделируются приложением вызванных их
присутствием сил сцепления к поверхностям трещины. Анализ предельного равновесия ко-
гезионной трещины при продольном сдвиге выполняется на основе нелокального критерия
силовым условием продвижения вершины трещины и деформационным условием продвиже-
ния края концевой зоны трещины.

Ключевые слова: изотропная среда, периодическая система круговых отверстий, жесткие
включения, трещины со связями между берегами в концевых зонах, силы сцепления, про-
дольный сдвиг.

УДК: 539.375

1. Введение. Перфорированные элементы конструкций и машин имеют широкое приме-
нение во многих отраслях современной техники, в связи с чем актуальна разработка методов
расчета на прочность перфорированных элементов машин и конструкций. Интенсивное раз-
витие энергетики, химической промышленности, других отраслей техники при широком ис-
пользовании материалов, имеющих периодическую структуру, делает важным исследование
вопросов разрушения композитных материалов с периодической структурой.

2. Постановка задачи. Рассматривается плоская задача теории упругости для изотроп-
ной среды с периодической системой круговых отверстий, заполненных абсолютно жесткими
включениями, спаянными вдоль обвода, и ослабленной прямолинейными трещинами со свя-
зями между берегами в концевых зонах коллинеарных оси абсцисс (рис. 1). Пусть имеется
изотропная среда, ослабленная периодической системой круговых отверстий, имеющих ради-
ус λ (λ < 1) и центры в точках

Pm = mω (m= 0, ±1, ±2,. . . ), ω = 2.
Круговые отверстия среды заполнены абсолютно жесткими включениями, спаянными

вдоль обвода. Изотропная среда ослаблена периодической системой прямолинейных коге-
зионных трещин вдоль оси абсцисс. Берега трещины вне концевых зон свободны от внешних
нагрузок. В плоскости имеет место антиплоская деформация τy = τ∞y , τx = 0 (продольный
сдвиг на бесконечности). Требуется определить напряженное и деформированное состояние в
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изотропной среде по граничным условиям, выражающим отсутствие упругих смещений вдоль
обвода круговых отверстий и внешних нагрузок на берегах периодической системы трещин
вне концевых зон.

С ростом внешней нагрузки τ∞y на продолжении трещин будут возникать зоны предразру-
шения (концевые зоны). Используется модель трещины со связями между берегами в конце-
вых зонах предразрушения [1]. Концевые зоны трещин моделируются областями с ослаблен-
ными межчастичными связями в материале среды. В рассматриваемом случае, когда длина
концевой зоны трещины не является малой по сравнению с длиной трещины, невозможно
применять методы оценки сопротивления материала разрушению, основанные на рассмотре-
нии трещины с малой концевой зоной. Моделирование напряженного состояния в концевой
зоне трещины следует проводить с учетом деформационных характеристик связей и приме-
нения двухпараметрического критерия разрушения, описывающего как развитие вершины
трещины, так и изменение размера концевой зоны трещины при ее росте. Если процессы
деформирования и разрушения в концевых зонах трещин включают несколько физических
механизмов, как, например, в композиционных материалах, то эффективным является ис-
пользование модели концевой зоны с сингулярностью в вершине трещины.

Моделирование концевых зон состоит в рассмотрении их как части трещин и в явном
приложении к поверхности трещин в концевых зонах сил сцепления, сдерживающих их рас-
крытие. Размеры концевых зон трещин считаются соизмеримыми по сравнению с длиной
трещин. Взаимодействие берегов концевых зон моделируется путем введения между берегами
зоны предразрушения связей с заданной диаграммой деформирования. Физическая природа
таких связей и размеры зон предразрушения зависят от вида материала.

При действии внешней нагрузки τ∞y на составное тело в связях, соединяющих берега зон
предразрушения (a1, a) и (b, b1), возникают касательные усилия qy (x). Эти напряжения за-
ранее неизвестны и подлежат определению.

Граничные условия задачи имеют вид:

w = 0− на контурах круговых отверстий, (1)

τy = 0− на свободных берегах трещин, (2)

τy = qy(x)− на берегах концевых зон трещин.
Основные соотношения поставленной задачи необходимо дополнить соотношением, связы-

вающим сдвиг берегов зон предразрушения (концевые зоны) и усилия в связях. Без потери
общности это соотношение представим в виде

w+(x, 0)− w−(x, 0) = C(x, qy(x))qy(x), (3)
где функция C(x, qy(x)) представляет собой эффективную податливость связей; (w+ − w−)
– сдвиг берегов концевых зон трещин.

Выражая напряжения и смещения через аналитическую функцию [4]

τx − iτy = f ′ (z) , w =
1

µ
Ref (z) , z = x+ iy,

(где µ – постоянная материала среды; i2 = −1), краевые условия рассматриваемой задачи
представим в виде

f (τ) + f (τ) = 0− на контурах круговых отверстий, (4)

f ′ (t)− f ′ (t) = fx (t) , (5)
где τ = λeiθ+mω (m = 0, ±1, ±2...); t – аффикс точек берегов трещин с концевыми зонами;



18 Ф.Ф. ГАСАНОВ

fx (t) =

{
0− на свободных берегах трещин

−2iqy(t)− на берегах концевых зон трещин.
В силу симметрии граничных условий и геометрии области D, занятой материалом среды,

напряжения являются периодическими функциями с периодом ω.
3. Метод решения краевой задачи. Решение краевой задачи (5)–(7) ищем в виде:

f(z) = f1(z) + f2(z), (6)

f ′1 (z) = F1 (z) = τ∞y +

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2ρ(2k) (z)

(2k + 1)!
, (7)

f ′2 (z) = F2 (z) =
1

iω

∫
L

g (t) ctg
π

ω
(t− z) dt, (8)

где интеграл в формуле (9) берется по линии L = {[−a1, −b1] ∪ [a1, b1]}; g(t) – искомая
функция, характеризующая сдвиг берегов трещин с концевыми зонами;

g(x) =
µ

2

d

dx

[
w+(x, 0)− w−(x, 0)

]
на L, (9)

ρ (z) =
(π
ω

)2 [ 1

sin2 πz
ω

− 1

3

]
.

Неизвестная функция g (x) и искомые коэффициенты α2k должны быть определены из
краевых условий (5)–(6).

К основным представлениям (7)–(9) добавляются дополнительные условия, вытекающие
из физического смысла задачи

−b1∫
−a1

g(t)dt = 0,

b1∫
a1

g(t)dt = 0, (10)

Для вывода уравнений относительно коэффициентов α2k функции F1 (z) преобразуем кра-
евое условие (5) к виду

F1 (τ) + F1 (τ) = f0 (τ) , (11)

где f0 (τ) = −F2 (τ)− F2 (τ).
Для решения краевой задачи (11) применим метод степенных рядов. Относительно функ-

ции f0 (τ) будем считать, что она разлагается на контуре |τ | = λ в ряд Фурье. Подставив
в левую часть краевого условия (11) вместо F1(τ), F1(τ) их разложения в ряды Лорана в
окрестности нулевой точки z = 0, а в правую часть (11) вместо функции f0 (τ) – ряд Фу-
рье и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях exp (iθ) в обеих частях, получим
бесконечную систему алгебраических уравнений относительно коэффициентов α2k:

2

∞∑
k=0

α2k+2λ
2k+2r0,k + 2τ∞y = A0, (12)

∞∑
k=0

α2k+2λ
2k+2rj,kλ

2j + α2j = A2j .

Здесь A2k+1 = − 1
iω

∫
L

g(t)f2k(t)dt,
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f2k(t) =
λ2k

(2k)!
γ(2k)(t)− λ2k+2

(2k + 1)!
γ(2k+2)(t), γ = ctg

π

ω
t,

r=j,k
(2j + 2k + 1) !

(2j) ! (2k + 1) !

gj+k+1

22j+2k+2
, r=0,00, gj = 2

∞∑
m=1

1

m2j
.

Требуя, чтобы функции (7)–(9) удовлетворяли краевому условию на берегах L, для нахож-
дения неизвестной функции g (x), получаем сингулярное интегральное уравнение:

1

ω

∫
L

g (t) ctg
π

ω
(t− x) dt− ImF1(x) = f∗x(x) на L, (13)

f∗x(x) =

{
0 на свободных берегах трещин
2qy(x) на берегах концевых зон трещин.

Система (12) алгебраических уравнений совместно с сингулярными уравнениями (13) поз-
воляет определить искомую функцию g(x) и коэффициенты α2k. Используя в основной полосе
периодов разложение функции ctgπω z и замену переменных после некоторых преобразований,
сингулярное интегральное уравнение (13) приводится к стандартному виду:

1

π

1∫
−1

p (τ) dτ

τ − η
+

1

π

1∫
−1

p (τ)B (η, τ) dτ − ImF∗ (η) = f∗x (η) . (14)

Здесь B (η, τ) = − 1−λ2
1

2

∞∑
j=0

Bj+1

(
b1
2

)2j+2 · uj0Aj ,

Aj =

[
(2j + 1) +

(2j + 1)(2j)(2j − 1)

1 · 2 · 3

(
u

u0

)
+ . . .+

+
(2j + 1)(2j)(2j − 1) . . . [(2j + 1)− (2j + 1− 1)]

1 · 2 . . . (2j + 1)
·
(
u

u0

)j]
,

λ1 =
a1
b1
, p (τ) = g(τ), u =

1− λ21
2

(τ + 1) + λ21,

u=0
1− λ21

2
(η + 1) + λ21.

Для решения интегрального уравнения применим метод Мультоппа–Каландия [5], [6]. Ре-
шение интегрального уравнения представим в виде

p (η) =
g0 (η)√
1− η2

, (15)

где функция g0 (η) непрерывна по Гельдеру на [−1, 1], причем она заменяется [5] интерполя-
ционным многочленом Лагранжа, построенным по чебышевским узлам.

Используя квадратурные формулы, после некоторых преобразований сингулярное инте-
гральное уравнение с дополнительным условием (10) сводится к следующей конечной алгеб-
раической системе уравнений:

n∑
k=1

am,kg
0
k−

1

2
ImF∗ (ηm) =

1

2
f∗x (ηm) (m = 1, 2, . . . ,M − 1), (16)

M∑
k=1

g0k√
1/2 (1− λ21) (τk + 1) + λ21

= 0.
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Здесь am,k = 1
2M

[
1

sin θm
ctg θm+(−1)|m−k|θk

2 +B (τk, ηm)
]
,

ηm = cos θm, θm = 2m−1
2M π(m = 1, 2, . . . , M), τm = ηm.

В правую часть полученных систем входят неизвестные значения напряжений qy (ηm) в уз-
ловых точках, принадлежащих концевым зонам трещины. Неизвестные напряжения в связях
qy (ηm), возникающие на берегах концевых зон (a1, a) и (b, b1), определяются из дополни-
тельных условий (4). Используя построенное решение, уравнение (4) представим в виде

d

dx
[С (x, qy(x)) qy(x)] =

2

µ
g(x). (17)

Требуя выполнения условий (15) в узловых точках, принадлежащих концевым зонам
(a1, a) и (b, b1), получим еще систему из M1 уравнений для определения приближенных
значений qy (ηm1

) (m1 = 1, 2, ..., M1). При этом используется метод конечных разностей.
После определения значений функций g0k коэффициенты интенсивности напряжений в

окрестности вершин трещин находились соотношениями:

Ka1
III =

√
πb1(1− λ21)

λ1

1

2M

M∑
k=1

(−1)
k+M

g0ktg
θk
2
,

Kb1
III =

√
πb1(1− λ21)

1

2M

M∑
k=1

(−1)
k
g0kctg

θk
2
.

Для анализа предельного равновесия трещин с концевыми зонами необходимы два условия
(двухпараметрический критерий) разрушения. Первым критерием является условие продви-
жения вершины трещины, а вторым – условие критического сдвига связей на краю конце-
вой зоны. В качестве условия продвижения вершины трещины используем силовой критерий
разрушения Ирвина. Состоянию предельного равновесия вершины трещины соответствует
выполнение условия

KIII = KIIIc, (18)
где KIIIc – постоянная материала.

В качестве второго условия разрушения среды в случае когезионной трещины продольного
сдвига используем критерий критического сдвига берегов трещины

w+ − w− = δIIIc, (19)
где δIIIc – характеристика материала, определяемая опытным путем [2], [3].

Решение системы алгебраических уравнений (12), (16) и (17) позволяет (при заданной
длине трещин и характеристиках связей) найти критическую внешнюю нагрузку τ∞y и кри-
тический сдвиг берегов концевой зоны в состоянии предельного равновесия трещин.

Для заданных размеров трещин и концевых зон, используя предельные значения KIIIc
и δIIIc, можно выделить режимы равновесия и роста трещин при монотонном нагружении.
Если выполняются условия

KIII ≥ KIIIc, V (y∗) < δIIIc,
то происходит продвижение вершины трещины с одновременным увеличением длины конце-
вой зоны без предельного сдвига связей. Этот этап развития трещин можно рассматривать
как процесс приспособляемости к заданному уровню внешних нагрузок.

Рост вершины трещины с одновременным предельным сдвигом связей на краю концевой
зоны будет происходить при выполнении условий

KIII ≥ KIIIc, V (x∗) ≥ δIIIc.
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Так, например, при выполнении условий

KIII < KIIIc, V (x∗) ≥ δIIIc
происходит предельный сдвиг связей без продвижения вершины трещины и размер концевой
зоны сокращается, стремясь к критическому значению для данного уровня нагрузки. При
выполнении условий

KIII < KIIIc, V (x∗) < δIIIc
положения вершины трещины и концевой зоны не будут изменяться.

В случае нелинейного закона деформирования связей для определения касательных усилий
в концевых зонах используется итерационный алгоритм, подобный методу упругих решений
[7]. Считается, что закон деформирования межчастичных связей в концевой зоне линейный
при (w+ − w−) ≤ w∗. Первый шаг итерационного процесса счета состоит в решении системы
уравнений для линейно-упругих связей. Следующие итерации выполняются, если на части
концевой зоны имеет место неравенство (w+ − w−) > w∗. Для таких итераций решается си-
стема уравнений в каждом приближении для квазиупругих связей с изменяющейся вдоль
берегов концевой зоны и зависящей от величины усилий в связях эффективной податливо-
сти, которая вычислена на предыдущем шаге расчета. Расчет эффективной податливости
проводится подобно определению секущего модуля в методе переменных параметров упруго-
сти [8]. Процесс последовательных приближений заканчивается, когда усилия вдоль концевой
зоны, полученные на двух последовательных итерациях, практически не различаются. Нели-
нейная часть кривой деформирования связей аппроксимировалась билинейной зависимостью,
восходящий участок которой соответствовал деформированию связей (0 < (w+ − w−) ≤ w∗)
с их максимальным усилием связей. При (w+ − w−) > w∗ закон деформирования описывался
нелинейной зависимостью, определяемой точками (w∗, τ∗) и

(
δIIIc, τc

)
, причем при τc ≥ τ∗

имело место возрастающая линейная зависимость (линейное упрочнение, соответствующее
упругопластической деформации связей).

Численными расчетами найдены усилия в связях, размеры концевых зон и сдвиг противо-
положных берегов концевых зон трещин от параметра нагружения τ∞y . На рис. 2 представ-
лены графики зависимости относительной длины концевой зоны трещины d∗ = (b1 − b)/λ
от безразмерного значения внешнего нагружения τ∞y

/
τ∗ для различных значений радиуса

отверстий: λ = 0, 2 ÷ 0, 5 (кривые 1 – 4). На рис. 3 приведена зависимость усилий в связях
qy
/
τ∞xy от относительного размера d∗ для различных значений радиуса отверстий λ = 0, 2÷0, 5

(кривые 1–4).

Рис. 1. Расчетная схема задачи о взаимодействии жестких включений
и когезионных трещин в изотропной среде при продольном сдвиге
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Рис. 2. Зависимость относительной длины концевой зоны трещины d∗ = (b1 − b)/λ
от безразмерного значения внешнего нагружения τ∞y

/
τ∗

для различных значений радиуса отверстий: λ = 0, 2÷ 0, 5 (кривые 1–4)

Расчеты показывают, что при линейном законе деформирования связей усилия в связях
всегда имеют максимальные значения на краю концевой зоны. Аналогичная картина наблю-
дается и для величины сдвига берегов трещины, т. е. сдвиг берегов трещины на краю концевой
зоны имеет максимум при линейном и нелинейном законах деформирования. Причем сдвиг
берегов трещины возрастает с увеличением относительной податливости связей.

Из совместного решения объединенной алгебраической системы и условий (16), (17) мож-
но (при заданных характеристиках трещиностойкости материала) определить критическую
величину внешней нагрузки, размеры концевых зон для состояния предельного равновесия,
при которых происходит рост трещины.

На рис. 4 построены графики зависимости критической нагрузки τ∗ = τ∞y
/
τ∗ от расстояния

a∗ = a1 − λ для обоих концов трещины (кривая 1 соответствует левому концу) при λ = 0, 3.

4. Заключение. Модель трещины с концевыми зонами дает возможность исследовать
закономерности распределения усилий в связях при различных законах деформирования,
проводить анализ предельного равновесия трещин с учетом деформационного и силового
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Рис. 3. Зависимость касательных напряжений в связях qy
/
τ∞xy

от относительного размера d∗ концевой зоны для различных значений
радиуса отверстий λ = 0, 2÷ 0, 5 (кривые 1–4)

Рис. 4. Зависимости критической нагрузки τ∗ = τ∞y
/
τ∗

от расстояния a∗ = a1 − λ для обоих концов трещины
(кривая 1 – соответствует левому концу) при λ = 0, 3
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критерий разрушения, а также прогнозировать критическую внешнюю нагрузку и трещино-
стойкость составного тела (композита).

Анализ предельно-равновесного состояния составного тела с периодической системой жест-
ких включений и прямолинейных трещин со связями между берегами в концевых зонах при
продольном сдвиге сводится к параметрическому исследованию объединенной алгебраиче-
ской системы (12), (13), (17), (15) и критерия разрушения (16), (17) при различных законах
деформирования межчастичных связей материала, упругих постоянных и геометрических
характеристиках составного тела. Непосредственно из решения полученных алгебраических
систем определяются усилия в связях и сдвиг берегов с концевыми зонами.
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PERIODIC FRACTURE MECHANICS PROBLEM OF INFLUENCE OF RIGID

INCLUSION ON THE DEVELOPMENT OF LONGITUDINAL SHEAR
COHESIVE CRACKS

Azerbaijan Technical University

Abstract. The problem of fracture mechanics for the composite body, weakened by longitudinal
shear cracks was considered. The fracture model of composite materials with the periodic structure,
based on consideration of a zone of fracture process formed near the crack tip was proposed. The
zone of fracture process is represents as a layer of finite length containing a material with partially
broken bonds between its separate structural elements (the end zone) and considered as a part of
a crack. The bonds between the crack surfaces are modelled by applying to crack surfaces cohesive
forces caused by bonds. Analysis of the limit equilibrium of shear cracks in the end zone model
is performed on the basis of non-local fracture criterion with the force condition of the crack tip
motion and deformation condition for determining the motion faces of the end zone cracks.
Keywords: isotropic medium, periodic system of circular holes, rigid inclusions, bridged cracks,
cohesive forces, longitudinal shear.
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РАСЧЕТ КРИТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ВТУЛКИ КОНТАКТНОЙ ПАРЫ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Сформулирован критерий начала теплового разрушения материалов деталей
контактных пар в процессе работы. Проведен расчет критического теплового состояния втул-
ки контактной пары. Решена задача об определении температурных напряжений втулки кон-
тактной пары, когда на контактной поверхности втулки достигнута предельно допустимая
температура для материала втулки. Предложен способ расчета критических параметров втул-
ки контактной пары. Даны рекомендации для стадии проектирования деталей контактных
пар.

Ключевые слова: втулка, контактная пара, тепловое разрушение, критическое тепловое
состояние, критические параметры втулки.

УДК: 539.375

Контактная пара “втулка-плунжер” работает в условиях сложного напряженного состоя-
ния. Для обоснованного управления процессом трения и износа в контактной паре необходимо
исследование разрушения материалов при трении, вызванного контактным взаимодействием
и сопровождаемого совместным действием температуры и температурного градиента. Тепло-
вое разрушение вызывается теплообразованием при трении.

Согласно многим исследованиям [4], [5] на пятнах фактического касания происходит силь-
ный нагрев в тонких приповерхностных слоях материала, что служит причиной образования
прижогов, термических пятен и очагов микротрещин.

Известно, что при действии температурной вспышки в приповерхностном слое материала
в случае сильного нагрева зарождаются трещины.

Для каждого материала существует предельная температура T∗, превышение которой мо-
жет быть причиной образования прижогов и очагов микротрещин в материале.

Эта температура T∗ является характеристикой фрикционного материала узла трения. Со-
гласно этому критерию, как только максимальная температура деталей контактной пары
достигнет предельного значения T∗, допустимого для данного материала, произойдет трещи-
нообразование.

Рассмотрим задачу об отыскании напряженно-деформированного состояния втулки кон-
тактной пары при критическом тепловом состоянии, когда на контактной поверхности дости-
гается предельно допустимая температура T∗ для материала втулки.

В процессе работы контактной пары на внутренней поверхности втулки на площадке кон-
такта с плунжером во время многократного возвратно-поступательного движения действует
поверхностный источник тепла, вызванный внешним трением.

Ниже рассматривается задача об определении температурных напряжений во втулке кон-
тактной пары при наличии критического теплового состояния.

Поступила 20.09.2013
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Втулку моделируем изотропным однородным упругим телом. Принято, что внутренний
контур втулки близок к круговому. Отнесем втулку контактной пары к полярной системе
координат rθ, выбрав начало координат в центре концентрических окружностей L0 и L с ра-
диусами R0 и R, соответственно. Считается, что выполняются условия плоской деформации.

Рассмотрим некоторую реализацию шероховатой внутренней поверхности втулки.
Представим границу внутреннего контура втулки L′0 в следующем виде

r = ρ (θ) ; ρ (θ) = R0 + εH(θ), (1)

где ε = Rmax/R0
– малый параметр; Rmax – наибольшая высота выступа неровности внут-

ренней поверхности втулки; функция H(θ) описывает профиль обработанной внутренней по-
верхности втулки.

В зоне контакта между втулкой и плунжером, кроме давления p(θ, t), действует касатель-
ное напряжение, связанное с контактным давлением по закону Кулона. Касательные усилия
способствуют тепловыделению в зоне контакта. При этом общее количество тепла в едини-
цу времени пропорционально мощности трения, а количество тепла, выделяемое в малом
элементе зоны контакта с координатой θ, будет находиться следующей формулой

Q(θ, t) = V fp(θ, t), (2)
где V – скорость относительного движения плунжера; f – коэффициент трения контактной
пары.

Количество тепла будет делится на две части:
1) Q∗ – среднее по интервалу θ1 ≤ θ ≤ θ2 (площадка контакта) значение потока тепла во

втулку, обеспечивающее равенство температуры в зоне контакта температуре T∗.
2) Q∗ – аналогичное значение потока тепла в плунжер.
Граничные условия задачи о температурных напряжениях для втулки будут иметь вид:

σbn = 0; τ bnt = 0 при r = ρ (θ) . (3)

vbr − ivbθ = g (θ) при r = R. (4)
Здесь vbr, vbθ – перемещения, возникающие во втулке; σbr, τ brθ – компоненты напряжений во

втулке; g (θ) – заданная функция перемещений в точках внешнего контура втулки.
Для решения краевой задачи (4)–(4) необходимо знание распределения температуры во

втулке в предельном состоянии.
Определение температуры во втулке можно свести к решению краевой задаче теории теп-

лопроводности:

во втулке ∆T = 0, (5)

при r = ρ T = T0 − на площадке контакта, (6)

при r = ρ λ
∂T

∂n
− α1(T − Tc) = 0 − вне площадки контакта,

при r = R λ
∂T

∂n
+ α2(T − Tc) = 0.

Здесь Т(r,θ) – температурная функция во втулке; λ – коэффициент теплопроводности
втулки; ∆ – оператор Лапласа; α1 – коэффициент теплоотдачи с внутренней поверхности
втулки; α2 – коэффициент теплоотдачи с наружной цилиндрической поверхности втулки с
внешней средой с температурой Tc; n – нормаль к контуру втулки.

Введем в рассмотрении избыточную температуру
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t = T − Tc.
Температуру во втулке ищем в следующем виде:

t = t(0) + εt(1) + . . . , (7)
в котором пренебрегаем членами, содержащими малый параметр ε в степени, выше первой.

Здесь t(0), t(1) – температуры нулевого и первого приближений. Каждое из приближений
удовлетворяет уравнению теории теплопроводности.

Граничные условия задачи теории теплопроводности с точностью до величин первого по-
рядка малости имеют следующий вид:
для нулевого приближения

при r = R0 t(0) = t
(0)
∗ − на контактной площадке, (8)

при r = R0 λ∂t
(0)

∂r − α1t
(0) = 0 – вне площадки контакта,

при r = R λ∂t
(0)

∂r + α2t
(0) = 0,

для первого приближения

при r = R0 t(1) = −∂t
(0)

∂r
H (θ) − на контактной площадке, (9)

при r = R0 λ∂t
(1)

∂r − α1t
(1) =

[
α1

∂t(0)

∂r − λ
∂2t(0)

∂r2

]
H (θ) – вне контактной площадки,

при r = R λ∂t
(1)

∂r + α2t
(1) = 0.

Для решения краевых задач теории теплопроводности в каждом приближении используем
метод разделения переменных [3].

Опуская промежуточные выкладки, для нулевого и первого приближения находим:

t(0) = C10 + C20 ln r +

∞∑
k=1

(
C

(k)
10 r

k + C
(k)
20 r

−k
)

cos kθ +

∞∑
k=1

(
A

(k)
10 r

k +A
(k)
20 r

−k
)

sin kθ, (10)

t(1) = C11 + C21 ln r +

∞∑
k=1

(
C

(k)
11 r

k + C
(k)
21 r

−k
)

cos kθ +

∞∑
k=1

(
A

(k)
11 r

k +A
(k)
21 r

−k
)

sin kθ. (11)

Напряжения и перемещения ищем в виде разложений по малому параметру:

σbr = σb(0)r + εσb(1)r + . . . ;

σbθ = σ
b(0)
θ + εσ

b(1)
θ + . . . ;

τ brθ = τ
b(0)
rθ + ετ

b(1)
rθ + . . . ; (12)

vbr = vb(0)r + εvb(1)r + . . . ;

vbθ = v
b(0)
θ + εv

b(1)
θ + . . . ;

в которых пренебрегаем для упрощения членами, содержащими ε в степени выше первой.
Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференциальных уравнений теории

плоской термоупругости.
Значения компонента тензора напряжений при r = ρ (θ) получим, разлагая в ряд выраже-

ния для напряжений в окрестности r = R0.
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Используя метод возмущений и граничные условия (4)–(4), приходим к последовательности
краевых задач плоской теории термоупругости:
для нулевого приближения

vb(0)r − ivb(0)θ = g(θ) при r = R, (13)

σb(0)r = 0; τ
b(0)
rθ = 0 при r = R0,

для первого приближения

σb(1)r = N ; τ
b(1)
rθ = T при r = R0, (14)

vb(1)r − ivb(1)θ = 0 при r = R,

где

N = −H(θ)
∂σ

b(0)
r

∂r
+ 2τ

b(0)
rθ ·

1

R0

dH(θ)

dθ
;

T = (σ
b(0)
θ − σb(0)r ) · 1

R0

dH(θ)

dθ
−H(θ)

∂τ
b(0)
rθ

∂r
.

Для получения решения задачи о температурных напряжениях во втулке в каждом при-
ближении используем термоупругий потенциал перемещений Φ (r, θ) [2]

vr =
∂Φ

∂r
; vθ =

1

r

∂Φ

∂r
. (15)

В рассматриваемой задаче термоупругий потенциал перемещений в нулевом и первом при-
ближениях определяется уравнениями:

∆Φ(0) =
1 + µ

1− µ
α t(0); (16)

∆Φ(1) =
1 + µ

1− µ
α t(1). (17)

Температурные функции t(0) (r, θ) и t(1) (r, θ) берутся в виде рядов Фурье (см. формулы
(6)–(7)); ∆ – оператор Лапласа; α – коэффициент линейного температурного расширения
материала втулки; µ– коэффициент Пуассона материала втулки.

Ищем решение уравнения (12) в следующем виде:

Φ(0) =

∞∑
n=0

[
Φ(0)
n cosnθ + Φ∗(0)n sinnθ

]
. (18)

Для функций Φ
(0)
n , Φ

∗(0)
n получаем

d2Φ
(0)
n

dr2
+

1

r

dΦ
(0)
n

dr
− n2

r2
Φ(0)
n =

1 + µ

1− µ
αF (0)

n , (19)

d2Φ
∗(0)
n

dr2
+

1

r

dΦ
∗(0)
n

dr
− n2

r2
Φ∗(0)n =

1 + µ

1− µ
αF ∗(0)n .

Частные решения уравнений (15) ищем методом вариации постоянных:

Φ
(0)
0 =

1 + µ

1− µ
α

− ln r

r∫
R0

ρF
(0)
0 (ρ)dρ+

R∫
r

F
(0)
0 (ρ) ln ρdρ

 ,
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Φ(0)
n = −1 + µ

1− µ
α

2n

rn R∫
r

F (0)
n (ρ)ρ1−ndρ+ r−n

r∫
R0

F (0)
n (ρ)ρ1+ndρ

 , (20)

Φ∗(0)n = −1 + µ

1− µ
α

2n

rn R∫
r

F ∗(0)n (ρ)ρ1−ndρ+ r−n
r∫

R0

F ∗(0)n (ρ)ρ1+ndρ

 .
С помощью найденного термоупругого потенциала [2] вычисляем соответствующие напря-

жения σ
b(0)
r , σb(0)θ , τ b(0)rθ во втулке. Это напряженное состояние, полученное по найденным

термоупругим потенциалам (14), (16) не будут удовлетворять краевым условиям (9). Таким

образом, необходимо для втулки найти второе напряженное состояние σb(0)r , σb(0)θ , τ b(0)rθ такое,
чтобы выполнялись краевые условия (9).

Итак, для определения второго напряженного состояния во втулке имеем следующие кра-
евые условия:

σ
b(0)
r = −σb(0)r ; τ

b(0)
rθ = −τ b(0)rθ при r = R0, (21)

υ
b(0)
r − iυb(0)θ +

(
υ
b(0)
r − iυb(0)θ

)
= g (θ) .

Краевую задачу (21) для втулки решаем методом Мусхелишвили [1]. Комплексные потен-

циалы Φ
(
bz), Ψ

(
bz) для втулки, описывающие напряженное состояние σb(0)r , σb(0)θ , τ b(0)rθ соответ-

ственно ищем в следующем виде

Φ
(
bz) =

∞∑
k=−∞

akz
k; Ψ

(
bz) =

∞∑
k=−∞

a′kz
k, (22)

где z = reiθ.
Удовлетворяя функциями (17) краевым условиям (21), получим системы уравнений для

определения коэффициентов ak, a′k. Решение этих систем не представляет трудностей [1].

С помощью формул Колосова – Мусхелишвили находим напряжения σ
b(0)
r , σb(0)θ , τ b(0)rθ , а

тем самым напряжения во втулке в нулевом приближении

σb(0)r = σ
b(0)
r + σ

b(0)
r , σ

b(0)
θ = σ

b(0)
θ + σ

b(0)
θ , τ

b(0)
rθ = τ

b(0)
rθ + τ

b(0)
rθ . (23)

Аналогично, определяем термоупругие потенциалы перемещений в первом приближении
из решения дифференциальных уравнений (13). Температурная функция t(1) (r, θ) берется в
виде ряда Фурье (см. формулу (7)). Дальнейший ход решения аналогичен отысканию решения
в нулевом приближении с очевидными изменениями.

Изложенный метод позволил определить температурные напряжения во втулке контактной
пары. Общее решение задачи термоупругости для втулки представится в виде суммы

σbr = σur + σTr , σbθ = σuθ + σTθ , τ brθ = τurθ + τTrθ,

где первые слагаемые σur , σuθ , τ
u
rθ есть решение изотермической задачи теории упругости для

втулки при внешних нагрузках, а вторые слагаемые σTr , σTθ , τ
T
rθ есть решение задачи о тем-

пературных напряжениях для втулки при предельном тепловом состоянии.
Для оценки прочности втулки контактной пары находили нормальное тангенциальное на-

пряжение во внутренней поверхности втулки
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σb∗ = σ
b(0)
θ|r=R0

+ ε

[
∂σ

b(0)
θ

∂r
H (θ) + σ

b(1)
θ|

]
|r=R0

.
(24)

Полученные формулы позволяют для каждого профиля обработанной поверхности втулки
известной заранее, проводить расчет теплового и напряженно-деформированного состояний
вызванного неравным нагревом, а также прочности втулки контактной пары.

Расчет критических параметров втулки.
Для величины теплового потока Q∗ имеем

R0 (θ2 − θ1)Q∗ = −λ
∫
S

∂T

∂n
dS, (25)

где S– площадь (длина дуги) контактной поверхности, θ2, θ1 – являются концами участка
соприкасания плунжера со втулкой.

На основании (20) и найденного выше распределения температуры во втулке контактной
пары будем иметь

R0 (θ2 − θ1)Q∗ = λ

θ2∫
θ1

{
∂t(0) (R0, θ)

∂r
+ ε

[
∂t(1) (R0, θ)

∂r
+
∂2t(0) (R0, θ)

∂r2
H (θ)

]}
R0dθ = (26)

= λR0

{
d0 (θ2 − θ1) +

∞∑
k=1

dk
k

(sin kθ2 − sin kθ1) +

∞∑
k=1

qk
k

(cos kθ1 − cos kθ2)

}
.

Здесь

d0 =
C20

R0
+ ε

(
C21

R0
+ a0

)
;

dk = k
(
C

(k)
10 R

k−1
0 − C(k)

20 R
−k−1
0

)
+ ε

[(
C

(k)
11 R

k−1
0 − C(k)

21 R
−k−1

)
+ αk

]
;

qk = k
(
A

(k)
10 R

k−1
0 −A(k)

20 R
−k−1
0

)
+ ε

[(
A

(k)
11 R

k−1
0 −A(k)

21 R
−k−1

)
+ βk

]
;

αk = Ck + C−k; βk =
C−k − Ck

2t
; Cm =

∞∑
k=0

ΠkFm−k; α0 = C0;

Π0 = a00; Πk =
a0k − ib0k

2
; Π−k =

a0k + ib0k
2

;

Fk =
Dk − iMk

2
; F−k =

Dk + iMk

2
; F0 = −C20

R2
;

Dk = k
[
(k − 1)C

(k)
10 R

k−2
0 + (k + 1)C

(k)
20 R

−k−2
0

]
;

Mk = k
[
(k − 1)A

(k)
10 R

k−2
0 + (k + 1)A

(k)
20 R

−k−2
0

]
.

Приравнивая среднее по интервалу θ1 ≤ θ ≤ θ2 количество тепла, выделяемые при трении,
к среднему значению потока тепла во втулке Q∗, необходимого для обеспечения критической
температуры T∗ в зоне контакта, находим условие для определения критических параметров
контактной пары.

На основании формул (2), (21) находим
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αm..п.V fP = αR

{
α0 (θ2 − θ1) +

∞∑
k=1

dk
k

(sin kθ2 − sin kθ1) +

∞∑
k=1

qk
k

(cos kθ1 − cos kθ2)

}
, (27)

где αm..п. – среднеэффективный коэффициент распределения тепловых потоков; P – сила,
прижимающая плунжер к границе внутреннего контура втулки.

В полученное соотношение (22) входят такие параметры контактной пары, как скорость
возвратно-поступательного движения плунжера, коэффициент трения фрикционной пары,
геометрические размеры втулки, параметры шероховатости (класс шероховатости) обрабо-
танной поверхности втулки и другие теплофизические и механические характеристики кон-
тактной пары.

Соотношение (22) позволяет определить, например, критическую скорость движения плун-
жера, подойти к выбору шероховатости, обеспечивающего повышение несущей способности
контактной пары или другие критические параметры узла трения.

Другими словами, соотношение (22) позволяет определять области допустимых значений
параметров контактной пары.

При выполнении условия прочности

σb∗max = σ0, (28)
будут появляться остаточные деформации, если σ0 есть предел текучести материалов втулки.

Если σ0 представляет собой предел хрупкой прочности материала, то выполнение условия
(23) означают нарушение оплошности материала втулки (появление поверхностных трещин).
В процессе работы контактной пары эти трещины постепенно распространяются в глубину
материала. Будучи очень тонкими, они концентрируют значительные напряжения.

Расчеты показывают, что для некоторых типов контактных пар из-за высоких температур
на поверхности втулки возникают напряжения, которые превышают напряжения от силовой
нагрузки.

Необходимо на стадии проектирования путем конструкторско-технологических решений
добиваться выполнения условий

T < T∗, σb∗max < σ0. (29)
В результате удовлетворения неравенств (24) определяем области допустимых значений

параметров деталей контактных пар.
Таким образом, зная основные значения критических параметров теплового разрушения и

влияния на них свойств материалов, класса технологической обработки поверхности фрикци-
онных пар, параметров охлаждения и др., можно обоснованно управлять явлением теплового
разрушения путем конструкторско-технологических решений на стадии их проектирования.
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ТЕПЛОВОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В БАРАБАНЕ
С ИСКРИВЛЕННОЙ ЗОНОЙ ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ

ПРИ ТОРМОЖЕНИИ КОЛЕСНОЙ МАШИНЫ

Азербайджанский технический университет

Аннотация. Рассматривается задача о температурных напряжениях в тормозном барабане
при торможении колесной машины. Считается, что при многократном торможении на пят-
нах фактического касания элементов фрикционной пары тормозной системы происходит об-
разование прижогов, термических пятен и очагов микротрещин. Проведено математическое
описание модели зарождения трещины, имеющей малые случайные отклонения от прямоли-
нейной формы, в тормозном барабане в процессе торможения колесной машины.

Ключевые слова: тормозной барабан, искривленная зона предразрушения, трещинообра-
зование в барабане.

УДК: 539.375

Фрикционная пара “барабан-накладка” грузовых автомобилей работает в условиях слож-
ного напряженного состояния. Как показывают исследования [7], [8], на пятнах фактического
касания происходит сильный нагрев в тонких приповерхностных слоях, что служит причиной
образования прижогов, термических пятен и очагов микротрещин.

Вопросам разрушения тормозного барабана при торможении автомобиля были посвящены
работы [1], [2]. Одной из причин появления напряжений и деформаций в тормозном барабане
при торможении колесной машины является неравномерный нагрев. В связи с этим, важное
значение имеет разработка расчетной модели, позволяющая прогнозировать напряженно-
деформированное состояние в стадии предразрушения (образования трещин) в тормозном
барабане с учетом температурных напряжений.

При повторно-кратковременном режиме торможения барабан тормозного механизма ав-
томобиля испытывает многократное циклическое нагружение. Считается, что при этом в
материале тормозного барабана будет возникать концентратор напряжений (область ослаб-
ленных межчастичных связей материала). При нагружении в нем (прослойки перенапряжен-
ного материала) образуется зона пластического течения. Пусть для определенности нагрузка
изменяется так, что в области ослабленных межчастичных связей материала осуществляет-
ся пластическое деформирование. Через некоторое число циклов нагружений (торможений)
возможность пластического деформирования в области ослабленных межчастичных связей
материала исчерпывается, и раскрытие берегов полосы пластического течения резко возрас-
тает. Если раскрытие берегов зоны предразрушения в точке максимальной концентрации
достигает предельного значения δc для данного материала тормозного барабана, то в этой
точке зарождается [3] усталостная трещина.

Поступила 20.09.2013
35
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По мере эксплуатации фрикционной пары “барабан-накладка” автомобиля в барабане бу-
дут возникать зоны предразрушения, которые моделируем как области ослабленных меж-
частичных связей материала. Взаимодействие берегов зоны предразрушения моделируется
путем введения между ее берегами линий пластического скольжения (вырожденных полос
пластических деформациий). Размеры зон пластического течения материала при постоянном
напряжении зависят от вида материала. В реальных материалах, используемых для изго-
товления тормозных барабанов, из-за структурных и технологических причин поверхности
берегов зоны предразрушения имеют неровности и искривления.

Таким образом, зону зарождения трещины моделируем полосой предразрушения (зоной
ослабленных межчастичных связей материала), имеющей неровности и искривления.

Отнесем тормозной барабан к полярной системе координат rθ, выбрав начало координат
в центре концентрических окружностей L0 и L с радиусами R0 и R.

Принято, что внутренний контур барабана близок к круговому. Рассмотрим некоторую
произвольную реализацию шероховатости внутренней поверхности тормозного барабана.

Представим границу внутреннего контура L′ в виде

ρ (θ) = R+ εH (θ) ,

где ε = Rmax/R – малый параметр; Rmax – наибольшая высота выступа (впадины) неровности
внутренней поверхности барабана; H (θ) – функция не зависящая от малого параметра.

Полоса предразрушения, образующая в барабане в процессе эксплуатации автомобиля, счи-
тается близкой к прямолинейной форме, допуская лишь малые отклонения линии полосы от
прямой y1 = 0. Уравнение полосы предразрушения принимается в виде y1 = f1 (x1), |x1| ≤ `.
Размер зоны предразрушения заранее неизвестен и должен быть определен в процессе реше-
ния задачи.

Так как зона предразрушения (прослойка “перенапряженного” материала) мала по сравне-
нию с остальной частью тормозного барабана, ее можно мысленно удалить, заменив разрезом,
поверхности которых взаимодействуют между собой по некоторому закону, соответствующе-
му действию удаленного материала. В исследуемом случае возникновение дефекта типа тре-
щины представляет собой процесс перехода области предразрушения в область разорванных
связей между поверхностями материала барабана.

Считаем, что полоса предразрушения ориентирована в направлении действия максималь-
ных растягивающих напряжений, возникающих в тормозном барабане.

В центре полосы предразрушения разместим начало локальной системы координат x1O1y1,
ось x1 которой совпадает с линией полосы и образует угол α1 с осью Ох (θ = 0).

Считается, что в начальной стадии образования полосы предразрушения, их размеры го-
раздо меньше толщины барабана.

Температурное поле описывается уравнением теории теплопроводности

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2
∂2T

∂θ2
+
ω

a

∂T

∂θ
= 0, (1)

при граничных условиях

λ
∂T

∂n
= −Qb (θ)− на контактной площадке,

λ
∂T

∂n
− α (T − Tc) = 0− вне контактной площадки, (2)

λ
∂T

∂n
+ α0 (T − Tc) = 0− на наружной поверхности барабана.

Здесь T (r, θ) – температурная функция; λ – теплопроводность материала барабана; a
– температуропроводность материала барабана; α– коэффициент теплоотдачи с внутренней
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цилиндрической поверхности барабана с температурой среды Тс; n – нормаль к контуру бара-
бана; α0– коэффициент теплоотдачи с внешней цилиндрической поверхности барабана; Qb(θ)
– интенсивность поверхностного источника тепла, приходящаяся на барабан; ω – угловая
скорость вращения барабана в момент торможения автомобиля.

Используя метод возмущений, краевая задача теории теплопроводности сводится к после-
довательности граничных задач. В каждом приближении граничная задача решается методом
разделения переменных.

Граничные условия задачи о термоупругом напряженном состоянии на внутреннем и внеш-
нем контурах барабана при торможении автомобиля будут иметь следующий вид:

σr = 0; τrθ = 0 при r = R0,
σn = 0; τnt = 0 при r = ρ (θ) .

(3)

На берегах полосы предразрушения, на основании сказанного выше, граничные условия
будут иметь вид

σy1 = σs; τx1y1 = τs. (4)
На основании принятого допущения о форме линии полосы предразрушения функции

f1 (x1) и f ′1 (x1) есть малые величины. Рассмотрим некоторую реализацию шероховатой по-
верхности полосы предразрушения. Граничные условия на берегах полосы предразрушения
представим в следующем виде:

−σn+ = σn− = σy1 cos2 θ1 + σx1
sin2 θ1 − 2τx1y1 sin θ1 cos θ1 = σs;

−τnt+ = τnt− = (σy1 − σx1) sin θ1 cos θ1 + τx1y1

(
cos2 θ1 − sin2 θ1

)
= τs,

где знак “+” соответствует верхнему берегу полосы предразрушения, “–” – нижнему берегу
полосы предразрушения; θ1 – угол, отсчитываемый против часовой стрелки от оси О1у1 к
внешней нормали n верхнего или нижнего берега полосы предразрушения.

Так как функции f1 (x1) и f ′1 (x1) являются малыми величинами, то функцию f1 (x1) можно
представить в следующем виде

f1 (x1) = ε1H1 (x1) |x1| ≤ `,
где ε1 – малый параметр.

Напряжения и перемещения в тормозном барабане ищем в виде разложений по малому
параметру, в которых пренебрегаем для упрощения членами, содержащими ε1 степени выше
первой.

Граничные условия задачи в нулевом приближении имеют вид

σ
(0)
r = 0; τ

(0)
rθ = 0 при r = R0,

σ
(0)
r = 0; τ

(0)
rθ = 0 при r = R.

(5)

σ0
y1 = σs; τ0x1y1 = τs − на берегах полосыпредразрушения. .

Краевые условия задачи в первом приближении имеют вид

σ(1)
r = 0; τ

(1)
rθ = 0 приr = R0, (6)

σ(1)
r = N1; τ

(1)
rθ = T1.

На берегах зоны предразрушения

σ(1)
y1 = N2; τ (1)x1y1 = T2.
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Здесь N1 = −H(θ)
∂σ(0)

r

∂r + 2τ
(0)
rθ

1
R
dH(θ)
dθ при r = R;

T1 = (σ
(0)
θ − σ

(0)
r )

1

R

dH(θ)

dθ
−H(θ)

∂τ
(0)
rθ

∂r
; (7)

N2 = 2τ (0)x1y1

dH1

dx1
−H1

∂σ
(0)
y1

∂y1
при y1 = 0;

T2 = (σ(0)
x1
− σ(0)

y1 )
dH1

dx1
−H1

∂τ
(0)
x1y1

∂y1
.

Для получения решения задачи термоупругости в каждом приближении используем тер-
моупругий потенциал перемещений [6].

В рассматриваемой задаче термоупругий потенциал перемещений определяется уравнени-
ями

∆F (0) = βT (0); ∆F (1) = βT (1), (8)
где β = 1+µ

1−µα∗; ∆ – оператор Лапласа; µ – коэффициент Пуассона материала барабана; α∗ –
коэффициент линейного температурного расширения.

Температурные функции T (0) (r, θ) и T (1) (r, θ) берутся в виде ряда Фурье из решения за-
дачи теории теплопроводности (1)–(2).

Для решения дифференциальных уравнений (6) использовали методы разделения пере-
менных и вариации постоянных. После определения F (0) (r, θ) по известным формулам [5]
вычисляем соответствующие напряжения σ̄(0)

r , σ̄(0)
θ , τ̄ (0)rθ в нулевом приближении.

Найденные напряжения не будут удовлетворять граничным условиям (5) термоупругого
напряженного состояния, возникающего от действия неравномерного температурного поля в
тормозном барабане.

Поэтому необходимо найти второе напряженное состояние ¯̄σ
(0)
r , ¯̄σ

(0)
θ , ¯̄τ

(0)
rθ .

Граничные условия задачи для отыскания второго напряженного состояния примут в ну-
левом приближении следующий вид

¯̄σ(0)
r = −σ̄(0)

r ; ¯̄τ
(0)
rθ = −τ̄ (0)rθ при r = R, (9)

¯̄σ(0)
r = −σ̄(0)

r ; ¯̄τ
(0)
rθ = −τ̄ (0)rθ при r = R0.

¯̄σ(0)
y1 = σs − σ̄(0)

y1 ; ¯̄τ (0)x1y1 = τs − τ̄ (0)x1y1 − на берегах полосыпредразрушения. (10)
Комплексные потенциалы, описывающие второе напряженное состояние ищем в виде

Φ(0)(z) = Φ
(0)
0 (z) + Φ

(0)
1 (z) + Φ

(0)
2 (z); (11)

Ψ(0)(z) = Ψ
(0)
0 (z) + Ψ

(0)
1 (z) + Ψ

(0)
2 (z).

Здесь Φ
(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

akz
k; Ψ

(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

bkz
k;

Φ
(0)
1 (z) =

1

2π

`∫
−`

g01(t)dt

t− z1
; Ψ

(0)
1 (z) =

1

2π
e−2iα1

`∫
−`

[
g01(t)

t− z1
− T 1g

0
1(t)eiα1

(t− z1)
2

]
dt;

T1 = teiα1 + z01 ; z1 = e−iα1
(
z − z01

)
,

где g01(t) – искомая функция, характеризующая раскрытие перемещений при переходе через
линию полосы предразрушения
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g
(0)
1 (x1) =

2G

i (1 + к0)

∂

∂x1

[
u+1 (x1, 0)− u−1 (x1, 0) + i

(
υ+1 (x1, 0)− υ−1 (x1, 0)

)]
.

Комплексные потенциалы Φ
(0)
2 (z) и Ψ

(0)
2 (z) ищем в виде

Φ
(0)
2 (z) =

1

2π

`∫
−`

{(
1

zT 1 − 1
+

1

2

)
T 1e

iα1g01(t) +

[
T̄1
2
− z2T 1 − 2z + T1(

zT 1 − 1
)2

]
e−iα1g01(t)

}
dt;

Ψ
(0)
2 (z) =

1

2π

`∫
−`

[
eiα1T

3

1(
zT 1 − 1

)2 g01(t) +
(
z2T

2

1 + 4− 3zT 1 + zT1T12− 3T1T 1

) T 1e
−iα1(

zT 1 − 1
)3 g10(t)

]
dt.

Сумма (8) комплексных потенциалов описывает второе напряженное состояние тормозного
барабана с условиями (9)–(10) и раскрытием смещений g(0)1 (x1) на отрезке |x1| ≤ `.

Удовлетворяя функциями (11) краевым условиям (10) на берегах полосы предразруше-
ния, получим комплексное сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной
функции g(0)1 (x1):

`∫
−`

[
R (t, x) g

(0)
1 (t) + S (t, x) g

(0)
1 (t)

]
dt = πf0 (x) (12)

|x| ≤ `.

Здесь f0 (x) = − (σs − iτs)−
(
σ̄
(0)
y1 − iτ̄

(0)
x1y1

)
−
[
Φ

(0)
0 (x) + Φ

(0)
0 (x) + xΦ

(0)′

0 (x) + Ψ
(0)
0 (x)

]
К сингулярному интегральному уравнению для внутренней полосы предразрушения сле-

дует добавить дополнительное условие, вытекающее из физического смысла задачи и выра-
жающее однозначность смещений при обходе контура полосы предразрушения

`∫
−`

g
(0)
1 (t) dt = 0. (13)

Удовлетворяя краевым условиям (9), записанных через комплексные потенциалы, функ-
циями (8), получаем после некоторых преобразований бесконечную линейную систему алгеб-
раических уравнений относительно коэффициентов ak, bk потенциалов Φ

(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z).

Ввиду некоторой громоздкости система алгебраических уравнений не приводится. В пра-
вую часть этой системы входят интегралы от искомых функций g

(0)
1 (x1). С помощью фор-

мул Колосова – Мусхелишвили [6] и комплексных потенциалов (8) находим напряжения
¯̄σ
(0)
r , ¯̄σ

(0)
θ , ¯̄τ

(0)
rθ . Применяя процедуру алгебраизации [7], комплексное сингулярное интеграль-

ное уравнение сведем к системе Малгебраических уравнений относительно значений искомой
функции g(0)1 (tm) (m = 1, 2, . . . , M) в чебышевских узлах.

Для замкнутости полученных алгебраических уравнений не хватает двух уравнений, опре-
деляющих размеры полосы предразрушения. Условиями, служащими для определения раз-
меров полос предразрушения, являются условия конечности напряжений в вершинах зоны
предразрушения. Записывая условия конечности напряжений для каждой вершины полосы
предразрушения, находим еще два недостающих уравнения в следующем виде:

M∑
m=1

(−1)
m
g
(0)
1 (tm) ctg

2m− 1

4M
π = 0; (14)
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M∑
m=1

(−1)
M+m

g
(0)
1 (tm) tg

2m− 1

4M
π = 0.

После решения объединенной алгебраической системы перейдем к построению решения
задачи в первом приближении. На основании полученного решения находим компоненты на-
пряжений

σ(0)
r = σ̄(0)

r + ¯̄σ(0)
r ; σ

(0)
θ = σ̄

(0)
θ + ¯̄σ

(0)
θ ; τ

(0)
rθ = τ̄

(0)
rθ + ¯̄τ

(0)
rθ (15)

в тормозном барабане в нулевом приближении.
При r = R находим функции N1 и T1, а при y1 = 0 N2 и T2.
С помощью термоупругого потенциала перемещений F (1) (r, θ) по известным формулам

[5] находим соответствующие напряжения σ̄(1)
r , σ̄(1)

θ , τ̄ (1)rθ в первом приближении. Найденные
напряжения не удовлетворяют граничным условиям (6). Поэтому необходимо найти второе
напряженное состояние ¯̄σ

(1)
r , ¯̄σ

(1)
θ , ¯̄τ

(1)
rθ .

Граничные условия задачи для отыскания второго напряженного состояния примут в пер-
вом приближении следующий вид:

¯̄σ
(1)
r = N1 − σ̄(1)

r ; ¯̄τ
(1)
rθ = T1 − τ̄ (1)rθ при r = R,

¯̄σ
(1)
r = −σ̄(1)

r ; ¯̄τ
(1)
rθ = −τ̄ (1)rθ при r = R0.

(16)

¯̄σ(1)
y1 = N2 − σ̄(1)

y1 ; ¯̄τ (1)x1y1 = T2 − τ̄ (1)x1y1 − на берегах полосыпредразрушения. (17)
Граничные условия задачи (16)–(17) для отыскания второго напряженного состояния с

помощью формул Колосова – Мусхелишвили можно записать в виде краевой задачи для
отыскания комплексных потенциалов Φ(1)(z) и Ψ(1)(z). Комплексные потенциалы Φ(1)(z) и
Ψ(1)(z) ищутся в виде аналогично (8) с очевидными изменениями. Дальнейший ход реше-
ния задачи такой же, как в нулевом приближении. После определения искомых величин для
прогнозирования предельного состояния барабана тормозного механизма автомобиля, когда
может появиться трещина, использовали критерий критического раскрытия берегов полосы
предразрушения ∣∣(u+1 − u−1 )− i (υ+1 − υ−1 )∣∣ = δc, (18)
где δc – характеристика трещиностойкости материала барабана, определяемая опытным пу-
тем.

Полученные в работе соотношения позволяют исследовать термоупругое напряженное сос-
тояние тормозного барабана с искривленной полосой предразрушения, прогнозировать пре-
дельный уровень напряженного состояния, при котором происходит трещинообразование в
барабане при торможении автомобиля.
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THERMAL STRESS STATE IN THE DRUM WITH THE CURVED
PREFRACTURE ZONE AT BRAKING THE WHEEL MACHINE
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Abstract. The problem about temperature stresses in a brake drum is considered at braking
the wheel machine. It is considered, that at repeated braking on macules an actual contact of
elements of frictional pair brake system there is a formation burns, thermal spots and the centers
of microcracks. The mathematical description of model of nucleation of the crack having small
casual deviations{rejections} from the rectilinear form, in a brake drum is lead during braking the
wheel machine.
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ТОЧНЫЕ КРИТЕРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПОДВИЖНЫХ ОСОБЫХ
ТОЧЕК РЕШЕНИЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО ОБЫКНОВЕННОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. Рассматривается обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка с полиномиальной частью четвертой степени, обладающее подвижными особы-
ми точками и в общем случае не разрешимое в квадратурах. В статье предлагаются точные
критерии существования подвижных особых точек решений данного уравнения. Критерии
необходимы для построения подвижных особых точек решения уравнения с заданной точно-
стью. Исследования проведены для случая комплексной области.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, задача Коши, необходимые и
достаточные условия существования, подвижные особые точки, точные критерии существо-
вания.

УДК: 517.927.4

Введение
Рассматриваемые нелинейные дифференциальные уравнения по причине наличия подвиж-

ных особых точек относятся к уравнениям, неразрешимым в общем случае в квадратурах [1].
Поэтому, к таким уравнениям нельзя применить известные численные и аналитические при-
ближенные методы решения.

Метод приближенного решения данной категории уравнений применялся к уравнениям
Абеля [2], Риккати [3], Пенлеве [4], а так же к нелинейным уравнениям первого порядка с по-
линомиальной частью пятой степени [5]. К дифференциальному уравнению первого порядка
с полиномиальной частью четвертой степени он применяется в данной работе. Метод содер-
жит шесть основных задач, возникающих в результате исследований. В работах [6], [7], [8], [9],
[10], [11] решены три задачи из этого перечня и часть четвертой: доказательство теорем су-
ществования и единственности решения одного нелинейного дифференциального уравнения
в окрестности подвижной особой точки и в области аналитичности; построение аналитиче-
ских продолжений данного уравнения; исследования влияния возмущения начальных данных
и подвижной особой точки на приближенное решение и получение точных критериев суще-
ствования подвижных особых точек в области аналитичности. В настоящей статье предла-
гается решение второй части четвертой задачи: получение точных критериев существования
подвижных особых точек в комплексной области (случай правильной линии). Решение этой
части задачи позволит существенно продвинутся к цели: построению алгоритмов нахождения
подвижных особых точек с заданной точностью.

Для осуществления поставленной задачи, в работе используются методы аналитической
теории дифференциальных уравнений, вычислительной математики, математического ана-
лиза.

Поступила 19.11.2013
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Постановка задачи. Рассмотрим случай комплексной области.
Для оптимизации поиска подвижных особых точек, так же как и в публикациях [1], [2], [3],

[10] используется понятие правильной линии, данное в работе [4].
Определение: Линия в некоторой области комплексной плоскости называется правиль-

ной, если для координат точек данной линии существует взаимно-однозначное бинарное со-
ответствие.

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение:

у′(z) = f0(z) + f1(z) · у(z) + f2(z) · у2(z) + f3(z) · у3(z) + f4(z) · у4(z), (1)
где f0, f1, f2, f3, f4 – функции комплексной переменной в некоторой области голоморфности.

Данное дифференциальное уравнение с помощью замены переменной, приводится к нор-
мальному виду [7]:

у′(z) = у4(z) +R(z), (2)
вместе с начальным условием

у(z0) = z0, (3)
получаем задачу Коши.

Теорема 1. Если z∗– подвижная особая точка решения задачи Коши (2)–(4), то функция
|y(z)| → ∞, при условии, что z → z∗.

Доказательство:
Представив решение уравнения (2) в виде ряда

у (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n/3 , (4)

где ρ = −1/3, С0 = −1/ 3
√

3,С1 = С2 = С3 = С5 = С6 = С9 = 0 [6].
Или в развернутом виде:

у (z) =
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n−1/3 = С0 (z − z∗)−1/3 + С1 (z − z∗)0 + С2 (z − z∗)1/3 +

+С3 (z − z∗)2/3 + С4 (z − z∗)1 + С5 (z − z∗)4/3 + С6 (z − z∗)5/3 + С7 (z − z∗)2 +

+С8 (z − z∗)7/3 + С9 (z − z∗)8/3 + С10 (z − z∗)3 + ... . =

= − 1
3
√

3(z−z∗)
+ С4 (z − z∗) + С7 (z − z∗)2 + С8 (z − z∗)7/3 + С10 (z − z∗)3 + ... . = y1(z) + y2(z),

где y1(z) = − 1
3
√

3(z−z∗)
; y2(z) = С4 (z − z∗) +С7 (z − z∗)2 +С8 (z − z∗)7/3 +С10 (z − z∗)3 + ... .

Из этого следует, что |y2(z)|, при z → z∗, стремится к нулю.
Представим главную часть ряда в показательной форме

− 1
3
√

3(z − z∗)
= − 1

3
√

3 |z − z∗|
· e−i(1/3)ϕ,

где ϕi = arg(z − z∗), i = 1, 2, 3, ϕ1 = ϕ
3 ; ϕ2 = ϕ+2π

3 ; ϕ3 = ϕ+4π
3 , и

∣∣e−i(1/3)ϕ∣∣ ≤ 1, тогда на
основании этого получаем, что при условии, что z → z∗, |y(z)| → ∞.

С помощью инверсии

ω(z) =
1

y(z)
, (5)

получаем из уравнения (2):

ω′(z) · ω2(z) = −1−R(z) · ω4(z). (6)
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Введем начальное условие

ω(z0) = ω0. (7)
рассмотрим задачу Коши (7)–(8).

Теорема 2. Пустьу(z)- решение задачи (2)–(4). Для того чтобы z∗являлась подвижной
особой точкой решения у(z), необходимо и достаточно, чтобы функция, обратная к реше-
нию инверсной задачи ω(z)была :

голоморфной в некоторой окрестности точки (0, z∗);
выполнялись соотношения

z (0) = z∗, z′ (0) = 0, z′′ (0) = 0, z′′′ (0) = −2 . (8)
Доказательство. Необходимость. С учетом инверсии, представив y (z)в виде регулярного

ряда(5), где ρ = −1/3, С0 = −1/ 3
√

3,С1 = С2 = С3 = С5 = С6 = С9 = 0 [9], [11], получим:

ω (z) =

∞∑
n=0

An(z − z∗)n/3 , (9)

где A0 = 0, A1 = 1/C0, A2 = A3 = A5 = A6 = A9 = 0.
Учитывая, что z∗ является нулем инверсной функции и ω (z∗) = 0, на основании обращения

рядов [12], имеем:

(z − z∗)1/3 = В1ω + В2ω
2 + В3ω

3 + В4ω
4 + ... ,

где В1 = C0.
Далее следует

z − z∗ = (В1ω + В2ω
2 + В3ω

3 + В4ω
4 + ... )3.

Или

z − z∗ = В3
1ω

3 + В̃2ω
4 + В̃3ω

5 + В̃4ω
6 + ... . (10)

Данное соотношение доказывает пункт 1 теоремы. Далее при условии, что ω = 0, получаем
z(0) = z∗

Дифференцируем (12) по ω, имеем:

z′ = 3В3
1ω

2 + 4В̃2ω
3 + 5В̃3ω

4 + 6В̃4ω
5 + ... ,

z′′ = 6В3
1ω + 12В̃2ω

2 + 20В̃3ω
3 + 30В̃4ω

4 + ... ,

z′′′ = 6В3
1 + 24В̃2ω + 60В̃3ω

2 + 120В̃4ω
3 + ... .

Находим z′(0) = 0, z′′(0) = 0, z′′′(0) = 6В3
1 = −2. Что и требовалось доказать.

Достаточность.
Покажем, что z∗ является подвижной особой точкой решения задачи (2)–(4).
По условию функция z(ω) голоморфна в некоторой окрестности точки (о, z∗), исходя из

условия, разложим её в степенной ряд:

z(ω) = В0 + В1ω + В2ω
2 + В3ω

3 + В4ω
4 + ... . (11)

Дифференцируя (12) по ω, получим:

z′ = В1 + 2В2ω + 3В3ω
2 + 4В4ω

3 + 5В5ω
4... ,
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z′′ = 2В2 + 6В3ω + 12В4ω
2 + 20B5ω

3... ,

z′′′ = 6В3 + 24В4ω + 60В5ω
4... .

Из (9), (12) и последних соотношений находим:

В0 = z∗, В1 = 0, В2 = 0, В3 = −1

3
.

Тогда (12) принимает вид:

z(ω) = z∗ − 1

3
ω3 + В̃4ω

4 + В̃5ω
5... ,

или

z − z∗ = −1

3
ω3 + В̃4ω

4 + В̃5ω
5... .

На основании обращения рядов [12] следует, что

ω (z) = A1(z − z∗)1/3 +A2(z − z∗)2/3 +A3(z − z∗) + ... ,

где A1 = − 3
√

3.
Принимая во внимание (6), получаем

у (z) = С0 (z − z∗)−1/3 + С1 (z − z∗)0 + С2 (z − z∗)1/3 + С3 (z − z∗)2/3 + ... ,

или

у (z) = (z − z∗)−1/3 · (С0 + С1 (z − z∗)1/3 + С2 (z − z∗)2/3 + С3 (z − z∗)1 + ...),

т. е.

у (z) = (z − z∗)−1/3
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n/3 ,

где С0 = −1/ 3
√

3.
Таким образом, z∗ является подвижной особой точкой решения задачи (2)–(4). Что и тре-

бовалось доказать.
Представим решение инверсного уравнения (5) в виде функции комплексных переменных

ω(z) = u(x, y) + i · v(x, y) (12)
и рассмотрим два фазовых пространства, характеризующие решение уравнения (7)

Ψ1 = {x, y, u (x, y)} ,Ψ2 = {x, y, v (x, y)} .
Примем за G1 область, определяющую теорему существования решения в окрестности

подвижной особой точки z∗ , [9] . Пусть L1, L2 – некоторые непрерывные правильные линии.
Линии Li (i=1,2) проходят через точку z∗в фазовых пространствах Ψ1 и Ψ2, (Li ⊂ G1);

Теорема 3. Для того чтобы точка z∗была подвижной особой точкой решения задачи
Коши (2)–(3), необходимо и достаточно, чтобы, в некоторой области G1 (z∗ ∈ G1) в фа-
зовых пространствах Ψ1 иΨ2, функции u(x, y)и v(x, y)были непрерывными относительно
своих аргументов и одновременно меняли знаки при переходе через точку z∗(x∗, y∗), двига-
ясь вдоль некоторых правильных линий L1, L2 соответственно (z∗ ∈ L1,2 ⊂ G1).

Доказательство: Необходимость.
На основании работы [10] имеем представление решения в окрестности G1, подвижной

особой точки z∗, для ряда
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y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n/3 , (13)

где ρ = −1/3, С0 = −1/ 3
√

3,С0 = С1 = С2 = С3 = С5 = С6 = С9 = 0 [6].
В некоторой областиG2 ⊂ G1, в которой окрестностиG1 решение у(z)определяется главной

частью:

у (z) = O

(
− 1

3
√

3 (z − z∗)

)
.

Тогда в силу инверсии для решения ω(z), уравнения (5) в области G2, будем иметь

ω(z) = О(− 3
√

3(z − z∗)).
Или

u(x, y) = − 3
√

3 · 6
√

(x− x∗)2 + (y − y∗)2 · cos
ϕi
3
,

v(x, y) = − 3
√

3 · 6
√

(x− x∗)2 + (y − y∗)2 · sin ϕi
3
,

где ϕi = arg(z − z∗), i = 1, 2, 3, ϕ1 = ϕ
3 ; ϕ2 = ϕ+2π

3 ; ϕ3 = ϕ+4π
3 .

Рассмотрим два фазовых пространства, которые характеризуют уравнение (7)

Ψ1 = {x, y, u (x, y)} ,Ψ2 = {x, y, v (x, y)} .
Двигаясь вдоль некоторых замкнутых линий L1, L2 проходящих через точку z∗, в соответ-

ствующих фазовых пространствах Ψ1 и Ψ2, функции u(x, y)и v(x, y) меняют знаки.
Для доказательства этого утверждения, рассмотрим случай для одной Римановой поверх-

ности (i=1). Перейдем к новой системе координат с началом в точке z∗.

u(x̃, ỹ) = − 3
√

3 · 6
√
x̃2 + ỹ2 · cos

ϕ̃1

3
,

v(x̃, ỹ) = − 3
√

3 · 6
√
x̃2 + ỹ2 · sin ϕ̃1

3
,

где ϕ̃1 = arg(z̃).
При переходе из первого квадранта во второй, выражения cos ϕ̃i3 и sin ϕ̃i

3 меняют знаки,
что влечет за собой изменение знаков функций u(x̃, ỹ) и v(x̃, ỹ) в фазовом пространстве Ψ1 и
Ψ2 соответственно, что доказывает необходимость.

Достаточность. По условию теоремы u(x, y) и v(x, y) являются непрерывными отно-
сительно своих аргументов и при движении вдоль некоторых правильных линий L1, L2

(Li ⊂ G1) одновременно меняют знаки.
В силу непрерывности и обращении в нуль в точке z∗, ω (z) можно представить в следую-

щем виде

ω (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Вn (z − z∗)n ,

где ρ > 0.
Так как ω (z) = 1

y(z) , тогда

y (z) =
1

ω(z)
=

1

(z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Вn (z − z∗)n/3
=

1

(z − z∗)ρ
·
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n ⇒
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точка z∗ является подвижной особой точкой алгебраического типа, что и требовалось дока-
зать.
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SINGULAR POINT ON THE APPROXIMATE SOLUTION OF THE CAUCHY
PROBLEM OF THE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE

COMPLEX DOMAIN

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. Is considered an ordinary non-linear differential equation of the first order with
polynomial part of the fourth degree, having movable singularities and generally not resolvable
in quadratures. The article provides precise criteria for the existence of movable singular points of
solutions of the given equation. Criteria need to build a movable singular points of solutions of the
equation with the required accuracy. Research carried out for the case of the complex domain.

Keywords: nonlinear differential equation, Cauchy problem, the necessary and sufficient
conditions of existence, movable singular points, the exact criteria for existence.
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Аннотация. Предлагается количественная теория роста усталостных трещин, учитывающая
комплексное влияние параметров нагружения, частоту нагружения, внешнюю температуру,
свойства окружающей среды, структуру и геометрию тела и другие факторы.

Ключевые слова: трещина нормального разрыва, энергия активации, энергия диссипации,
коэффициент интенсивности напряжений, число циклов, частота нагружения и др.

УДК: 539.1

Введение. В большинстве случаев конструкции или их силовые элементы вступают в
эксплуатацию с трещиноподобными дефектами металлургического и технологического про-
исхождения. Начальные трещины, подрастая в процессе эксплуатации, могут вызвать разру-
шение конструкции при сравнительно невысоких напряжениях. При этом в случае повторно-
переменных нагрузок лимитирующим фактором в расчетах на прочность может оказаться
скорость роста усталостной трещины, а не трещиностойкость материала непосредственно.

Как известно, факторы, влияющие на усталость, разделяют на две группы. К первой от-
носятся условия испытания (или эксплуатации), такие, как характеристики цикла, частоты
нагружения, температура, свойства окружающей среды и т. д., к другой – свойства самих
испытуемых материалов, зависящие от их химического состава и структуры, от состояния и
конфигурации поверхности и т. д.

В литературе известно (см. напр. [1], [2], [3]) много формул для скорости роста усталостных
трещин. Эти формулы получены в основном эмпирическим способом или на основе феноме-
нологических подходов.

Все эмпирические формулы для скорости роста усталостных трещин, предложенными раз-
ными исследователями, имеют недостатки (см. напр. [3]): во-первых каждая формула учиты-
вает влияние лишь некоторых отдельных факторов на рост усталостных трещин; во-вторых,
описывает процесс роста трещины лишь на отдельных участках диаграммы усталостного
разрушения.

Формулы, полученные на основе феноменологической модели квазихрупкого развития
усталостных трещин, либо не учитывают влияния кинетических эффектов на рост усталост-
ных трещин, либо учитывают, используя модель Журкова-Александрова [4].

В последнем случае скорость роста трещины прямопропорциональна фактору Больцмана

dl

dt
= v · exp

[
−U (σ)

RT

]
, (1)

где U – энергия активации, зависящая от напряжения σ реагирующего структурного элемента
в конце трещины, T – абсолютная температура, R – постоянная Больцмана.

Функцию U (σ) можно представить в виде [1], [2]:

Поступила 16.11.2013
52



К ТЕОРИИ РОСТА ТРЕЩИН ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 53

U (σ) = U0 − γσ, σ =
αKI√
d
. (2)

Здесь d – характерный размер структурного элемента (согласно концепции Нейбера [2] d
можно считать постоянной материала), KI – коэффициент интенсивности напряжений для
трещин нормального разрыва, U0 – начальная энергия активации, α – некоторая постоянная.

Таким образом, из (1) и (2) получаем

dl
dt = v0e

λKI ,(
v0 = ve

U0
RT , λ = γα

RT
√
α

)
.

(3)

Отсюда следует: если внешняя нагрузка σ равна нулю, то KI = 0. Тогда

dl

dt

∣∣∣∣
σ=0

= ve
U0
RT . (4)

Это явление всегда имеет место, если рассматривается термоактивационный химический
механизм последовательного обрыва связей в конце трещины.

Ниже развивается количественная теория роста усталостных трещин с учетом чистого
последствия.

§1. Скорость роста трещины нормального разрыва
При монотонно возрастающей нагрузке dKI

dt всегда имеет место следующая формула для
скорости роста трещины нормального разрыва:

dl

dt
=
dl1
dt

+
dl2
dt
. (1.1)

Пусть первое слагаемое dl1
dt в (1.1) характеризует мгновенную реакцию. Тогда dl1

dt определя-
ется приращением коэффициента интенсивности напряжений. Далее, пусть второе слагаемое
dl2
dt характеризует чистое последствие. Тогда dl2

dt определяется приращением времени t.
Формула для dl1

dt получена в работе Г. П. Черепанова [2]. Она имеет вид:

dl1
dt

=
β1K

3
1

K2
IC −K2

I

dKI

dt
. (1.2)

Здесь KIC – трещиностойкость материала, β1 – постоянная материала.
Формулу (1.2) можно записать так:

dl1
dKI

=
β1K

3
1

K2
IC −K2

I

. (1.3)

Аналогично модели при ползучести (см., например, модель при ползучести, предложенной
Надаи [5]) скорости роста трещины dl2

dt , характеризующее последствие, можно представить в
виде:

dl2
dt

= A1 [Sh (λKI)]
n
. (1.4)

Здесь λ,A1 – некоторые постоянные, n (n ≥ 1) – натуральное число.
Формулу (1.4) можно представить в виде:

dl2
dt

=
A1

2n

n∑
k=0

[
(−1)

k n!

k! (n− k)!
eλ(n−2k)KI

]
. (1.5)

Пусть нагрузка p представляет собой периодическую функцию времени

p = σm + σα sinωt, (1.6)
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где σm – среднее напряжение; σα – амплитуда напряжений; ω – частота нагружения.
Тогда коэффициент интенсивности напряжений для трещин нормального разрываKI опре-

деляется формулой

KI = η (σm + σα sinωt) , (1.7)

где η – некоторая функция длины трещины l и геометрии тела.
В дальнейшем предполагается, что σm ≥ σα > 0.
Из (1.7) следует:

KImax = η (σm + σa) ,
KImin = η (σm − σa) .

Отсюда имеем:

2ησm = KImax +KImin

2ησa = KImax −KImin
(1.8)

В силу формул (1.1), (1.2) и (1.5) находим скорости роста трещин:

dl

dt
=

β1K
3
1

K2
IC −K2

I

dKI

dt
+
A1

2n

n∑
k=0

[
(−1)

k n!

k! (n− k)!
eλ(n−2k)KI

]
. (1.9)

§2. Чистое последействие
Пусть в выражении (1.9) первое слагаемое пренебрежимо мало по сравнению со вторым.

Тогда из (1.9) с учетом соотношения (1.7) получаем

dl2
dt

=
A1

2n

n∑
k=0

[
(−1)

k n!

k! (n− k)!
eλη(n−2k)(σm+σa sinωt)

]
. (2.1)

Положим, что в течение одного цикла величина η остается неизменной. Интегрируя урав-
нение (2.1) от нуля до T (где T – период циклического нагружения) в силу формулы (1.8. 109
а) в [6], получаем приращение длины трещины ∆l2 в течение одного цикла.

∆l2 =
A12π

2nω

n∑
k=0

{
(−1)

k
n!

k! (n− k)!
exp

[
λ

2 (n− 2k) (KImax +KImin)

]
l0

[
λ

2 (n− 2k) (KImax −KImin)

]}
.

(2.2)
Здесь I0 (x) – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка [6].
Из (2.2) при n = 4 замечая, что I0 (−x) = I0 (x) имеем

∆l2 = 2πA1

8ω {ch [2λ (KImax +KImin)] I0[2λ (KImax −KImin) + 3−
−4ch[λ (KImax +KImin)]I0[λ (KImax −KImin)]} . (2.3)

Этот случай рассмотрен в работе [7].
§3. Мгновенная реакция

Пусть в формуле (1.9) второе слагаемое пренебрежительно мало по сравнению с первым.
Тогда из (1.9) получаем

dl1
dKI

=
β1K

3
I

K2
IC −K2

I

. (3.1)

Пусть при разгрузке от KImax до KImin длина трещины l1 не изменяется. Интегрируя
при этом выражения (3.1) от KImin до KImax, получаем приращение длины трещины ∆l1 в
течение одного цикла
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∆l1 = −β

(
K2
Imax −K2

Imin

K2
IC

+
ln
(
K2
IC −K2

Imax

)
K2
IC −K2

Imin

)
, (3.2)

где
(
β = β1K

2
IC

)
.

Этот случай рассмотрен Г. П. Черепановым в работе [2].
§4. Общий случай. Скорость роста усталостных трещин

Если механизм пластичности и кинетические эффекты действуют независимо, то прирост
длины трещины в течение одного цикла

∆l = ∆l1 + ∆l2.

Здесь ∆l1 – определяется формулой (3.2), ∆l2 – формулой (2.2).
Переходя к непрерывным переменным, находим искомую скорость роста усталостных тре-

щин в общем случае:

dl
dN = −β

(
K2
Imax−K

2
Imin

K2
∗f

+ ln
K2
∗f−K

2
Imax

K2
∗f−K

2
Imin

)
+

+ v0
2nω

n∑
k=0

{
(−1)kn!
k!(n−k)! exp

[
λ
2 (n− 2k)(KImax+

+ KImin] I0
[
λ
2 (n− 2k) (KImax −KImin)

]}
≡ f (KImax,KImin) ,

(4.1)

v0 = 2πA1.

Здесь N – число циклов нагружения. Величина K∗f равна KIC при плоской деформации
и равна KC при плоском напряженном состоянии, соответственно.

Заметим, что постоянные β, v0, λ и n определяются из диаграммы усталостного разруше-
ния.

§5 Анализ скорости роста усталостных трещин (4.1
В формуле (4.1) постоянную λ всегда можно представить в виде:

λ =
λ0
K∗f

, (5.1)

где λ0 – постоянная материала, определяемая экспериментально.
Далее, пусть β � v0

ω и n = 1. Тогда из (4.1) имеем

dl

dN
≈ v0

ω
Sh

[
λ

2
(KImax +KImin)

]
I0

[
λ

2
(KImax −KImin)

]
. (5.2)

Если λ
2 (KImax −KImin)� 1, то

dl

dN
≈ v∗0

ω
e
λ
2 (KImax+KImin)I0

[
λ

2
(KImax −KImin)

]
, (5.3)

где
(
v∗0 = v0

2

)
.

Этот случай соответствует термоактивационному химическому механизму обрыва связей
в конце трещины [1].

Если n = 4, то из (4.1) следует:

dl
dN = −β

(
K2
Imax−K

2
Imin

K2
∗f

+ ln
K2
∗f−K

2
Imax

K2
∗f−K

2
Imin

)
+

+ v0
8ω {ch [2λ (KImax +KImin)] I0 [2λ (KImax −KImin)] + 3−
−4ch [λ (KImax +KImin)] I0 [λ (KImax −KImin)]} .

(5.4)

Пусть в формуле (5.4) KImin = 0 и KImax � K∗f . Разложив функции
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ln
(

1− K2
Imax

K2
∗f

)
, Ch

(
2λKImax

K∗f

)
,

I0

(
2λKImax

K∗f

)
, Ch

(
λ0KImax

K∗f

)
,

I0

(
λ0KImax

K∗f

)
.

в ряд и отбросив слагаемые
(
KImax

K∗f

)6
из (5.4) приходим к формуле Пэриса [8]

dl

dN
= CK4

Imax. (5.5)

Отсюда следует, что формула Пэриса (5.5) имеет место при малых значениях KImax в
диаграмме усталостного разрушения.

Формула Пэриса также имеет место, если KImax � K∗f и n ≥ 5.
В работе [10] методом Винера-Хопфа дано точное аналитическое решение задачи о тре-

щине, выходящей на границу свободной полуплоскости, когда пластическая зона сосредото-
чена на продолжении трещины некоторой длины d (модель Леонова-Панасюка-Дагдейла).
Заметим, что на таких материалах, как малоуглеродистая сталь, реализуется именно указан-
ная форма пластической зоны [11].

Далее в [6] получено обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка для
определения безразмерной длины трещины λ∗

(
λ∗ = 2lσs

πEγ∗

)
, где σs – предел текучести, E –

модуль упругости, γ∗ – полная диссипация энергии на единицу длины трещины) в зависи-
мости от безразмерной нагрузки β∗

(
β∗ = πσ

2σs

)
, где σ – приложенная на берегах трещины

нагрузка) при монотонном нагружении:

dβ∗

dλ∗
= f0 (β∗, λ∗) . (5.6)

Здесь f0 (β∗, λ∗) – известная функция (см. [6], с. 269, (2.8.41)).
Уравнение (5.6) дает возможность исследовать докритический рост трещин в упруго-

пластических телах при монотонном нагружении. Уравнение (5.6) может быть использо-
вано также для решения задачи о развитии краевой трещины (в рамках модели Леонова-
Панасюка-Дагдейла) вплоть до разрушения при любом пути нагружения, в частности при
циклической нагрузке, если пренебречь влиянием остаточных напряжений. Рост трещин при
этом происходит на каждом этапе нагружения, а при разгрузке длина трещины остается по-
стоянной. Используя этот подход, можно определить число циклов до разрушения (см. рис.
2.19, в [6]), когда неприменимо условие “тонкой структуры” [2] конца трещины (при разви-
тии трещин в стадии малоцикловой усталости или при развитии усталостных микротрещин
условие “тонкой структуры” часто не выполняется).

Интегрируя (5.6) от β∗min до β∗max и принимая λ∗ постоянной в течение одного цикла, по-
лучаем

dλ∗

dN
=

β∗max
∫

β∗min

dβ∗

f0 (β∗, λ∗)
≡ F (β∗max, β

∗
min, λ

∗) . (5.7)

Вычисляя интеграл (5.7) при d� l, приходим к формуле Г. П. Черепанова, полученной на
основе обобщенной энергетической концепции [2]:

dl

dN
= −β

(
K2
Imax −K2

Imin

K2
C

+
ln
(
K2
C −K2

Imax

)
K2
C −K2
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)
, (5.8)

β =
πK2

C

12σs
.
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Очевидно, в формуле (5.8) отсутствуют влияния кинетических эффектов.
§6 Влияние различных факторов на рост усталостных трещин. Сравнение

теории с имеющимися экспериментальными данными
6.1 Влияние напряжения и коэффициента асимметрии цикла на рост трещины
Среднее напряжение σm и коэффициент асимметрии R по-разному влияют на скорость ро-

ста трещины в зависимости от их значений, условий нагружения, интервалов скоростей роста
и материала. В общем случае при увеличении σm и R разрушение ускоряется. Существен-
ную роль при этом играют пластическая деформация и релаксационные явления. Поэтому
материалы неодинаково чувствительны к воздействию σm и R. Исследована скорость роста
усталостной трещины в стали повышенной прочности 15G2ANb при растяжении для двух зна-
чений коэффициента асимметрии цикла R (рис. 1). Результаты данных исследований хорошо
описываются уравнением (4.1) в интервале изменения скоростей от 10−8 до 10−6 м/цикл.

Показана кинетическая диаграмма усталостного разрушения (КДУР) углеродистой стали
с содержанием 0,55% С при различных значениях R (рис.2). Сильное влияние R наблюдает-
ся при малых значениях dl

dN . Теоретические кривые построены согласно формуле (4.1). При
низких значениях скоростей роста трещин зависимость (4.1) хорошо аппроксимирует экспе-
риментальные данные.

Рис. 1. КДУР стали 15G2ANb при циклическом растяжении: R=0 и R=0,33 (см. [7])

6.2 Влияние частоты на рост трещины
Скорость роста усталостных трещин увеличивается с уменьшением частоты нагружения.

Эффект частоты, количественно незначительный при нормальных условиях испытания, рас-
тет с увеличением температуры. На рис. 3 приведены экспериментальные данные по росту
усталостных трещин в титановом сплаве Ti-8Al-1Mo-1V в соленой воде при двух различных
частотах нагружения. Теоретические кривые построены согласно формуле (4.1).

6.3 Влияние температуры на рост трещины
Обобщение исследований, выполненных на различных материалах в широком диапазоне

температурных условий, позволяет заключить, что повышение температуры увеличивает ско-
рость роста усталостных трещин как на воздухе, так и в жидкой среде.
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Рис. 2. КДУР углеродистой стали с содержанием 0,55 С и 0,66 Mn
при разных значениях коэффициента R (см. [7])

Рис. 3. Титанового сплава Ti-8Al-1Mo-1V в соленой воде
при двух различных частотах нагружения (см. [7])

На рис. 4 приведены КДУР сплава Co-Ni-Cr-W при разных температурах. Теоретические
кривые построены по формуле (4.1). Из рис. 4 видно, что зависимость (4.1) хорошо описывает
экспериментальные данные при больших скоростях роста усталостной трещины dl

dN > 10−7

м/цикл.

6.4 Влияние различных сред на рост трещины
Среды, отличные от лабораторных (комнатных), существенно влияют на скорость роста

трещины в зависимости от их свойств и особенно, от чувствительности материала к воздей-
ствию среды, проявляющейся также и в трещиностойкости в этой среде. Данное влияние
заметно снижается при высоких значениях ∆KI .
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Рис. 4. КДУР сплава Co-Ni-Cr-W при разных температурах (см. [7])

Рис. 5. КДУР сплава AlCuMg в аргоне и дистиллированной воде (см. [3], [4])

Процесс разрушения (в том числе усталостное разрушение) с трещиной исследован в [1],
[2], [3], [4], [6], [7], [8], [9], [10], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25],
[26], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45],
[46], [47], [48], [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [60], [61], 62], [63], [64], [65],
[66], [67], [68]. Результаты этих исследований могут быть успешно использованы при оценке
прочности и усталостной долговечности силовых элементов конструкций из многослойных
материалов (см., например, [6]).
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Abstract. Proposed in the first part of summation formula used for the solution of boundary
value problems of the distribution of heat in rod finite length.
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Аннотация. Построены примеры разложений Лагранжа в ряды по функциям Фадля-
Папковича, возникающим при решении периодической краевой задачи теории упругости для
полуполосы, продольные стороны которой усилены ребрами жесткости, работающими только
на растяжение-сжатие.

Ключевые слова: полуполоса, ребра жесткости, функции Фадля – Папковича, аналитиче-
ские решения.

УДК: 539.3+517.95

Актуальность исследуемой проблемы. Свойства систем функций Фадля – Папковича,
возникающих при решении двумерной краевой задачи теории упругости в прямоугольнике
(полуполосе) с какими-либо однородными граничными условиями по двум противоположным
сторонам изучались в работах [1], [2], [3]. Функции Фадля – Папковича комплекснозначны и
не образуют базиса на отрезке в обычном смысле [1]. Поэтому разложения по ним обладают
рядом особенностей, например, они не единственны [3]. Разложениями Лагранжа, в отличие
от разложений, возникающих при решении краевых задач, называются разложения одной
функции по какой-либо одной системе функций Фадля – Папковича [1]. Они являются ана-
логами разложений по тригонометрическим системам функций и играют такую же роль при
решении краевых задач, какую тригонометрические ряды играют в разложениях Файлона –
Рибьера.

Материал и методика исследований. Рассмотрим полуполосу {Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ 1}, у
которой продольные стороны y = ±1 подкреплены ребрами жесткости, работающими только
на растяжение-сжатие и не работающими на изгиб.

Обозначим: G– модуль сдвига пластины, E1 – модуль упругости ребра; ν– коэффициент
Пуассона для пластины и ребра; f– площадь поперечного сечения ребра, q(x) – внешняя
распределенная нагрузка, действующая вдоль ребра; U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y),
где u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и поперечное перемещения в пластине,
Y (x, y) = σy(x, y); X(x, y) = τxy(x, y).

Из условия равновесия элемента ребра (рис. 1), на основании закона Гука, можно получить
следующее дифференциальное уравнение:

E1f

2Gt
· d

2U(x,±1)

dx2
− τxy(x,±1) =

q(x)

2t
. (1)

Будем считать, что ребро не прогибается, т. е.
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V (x,±1) = 0. (2)

Рис. 1. Условие равновесия элемента ребра длинной dx

Граничные условия (1), (2) соответствуют периодической краевой задаче, условно пока-
занной на рис. 2. Граничные условия при x = 0 могут быть различными, например, к ребрам
могут быть приложены сосредоточенные силы P , действующие вдоль ребер, а на торцах пла-
стин могут быть заданы как напряжения, так и перемещения.

Рис. 2. Полуплоскость с ребрами жесткости (периодическая задача)

Для построения решения краевой задачи воспользуемся методом начальных функций [4],
который позволяет быстро получать выражения для функций Фадля – Папковича. Основные
соотношения метода начальных функций имеют вид:

U(x, y) = LUU (y)U0(x) + LUV (y)V0(x) + LUY (y)Y0(x) + LUX(y)X0(x),
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V (x, y) = LV U (y)U0(x) + LV V (y)V0(x) + LV Y (y)Y0(x) + LV X(y)X0(x),

σx(x, y) = AU (y)U0(x) +AV (y)V0(x) +AY (y)Y0(x) +AX(y)X0(x), (3)

σy(x, y) = LY U (y)U0(x) + LY V (y)V0(x) + LY Y (y)Y0(x) + LY X(y)X0(x),

τxy(x, y) = LXU (y)U0(x) + LXV (y)V0(x) + LXY (y)Y0(x) + LXX(y)X0(x).

Здесь введены следующие обозначения:

LUU (y) = LXX(y) = cosαy − 1 + ν

2
αy sinαy,

LUV (y) = LY X(y) = −1

2
[(1− ν) sinαy + (1 + ν)αy cosαy],

LUX(y) =
1

4
[
3− α
α

sinαy + (1 + ν)y cosαy],

LV U (y) = LXY (y) =
1

2
[(1− ν) sinαy − (1 + ν)αy cosαy],

LV V (y) = LY Y (y) =
1

2
(1 + ν)αy sinαy + cosαy,

LV Y (y) =
1

4
[
3− α
α

sinαy − (1 + ν)y cosαy], (4)

LY U (y) = LXU (y) = (1 + ν)α2y sinαy,

LY V (y) = (1 + ν)α(αy cosαy − sinαy),

LXU (y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),

AU (y) = (1 + ν)α(2 cosαy − αy sinαy),

AV (y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),

AY (y) = ν cosαy − 1

2
(1 + ν)αy sinαy,

AX(y) =
1

2
[(1 + ν)αy cosαy + (3 + ν) sinαy].

Через α обозначена производная ∂
∂x , поэтому выражения (5) представляют собой диффе-

ренциальные операторы бесконечного порядка.
Функции

U0(x) = Gu(x, 0), V0(x) = Gv(x, 0),
Y0(x) = σy(x, 0), X0(x) = τxy(x, 0),

(5)

определенные при y = 0, называются начальными функциями. Зная начальные функции, с
помощью формул (4) можно найти все перемещения и напряжения. В качестве начальных
функций могут быть выбраны функции U(x, y), V (x, y), Y (x, y), X(x, y), определенные при
любом y = const. Практически их удобно выбирать так, чтобы две из них были известны
сразу, например, из условий симметрии задачи.
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Выберем начальные функции на оси симметрии y = 0. Тогда нечетные начальные функции

V0(x) = X0(x) = 0.

С помощью формул (4) удовлетворим граничным условиям (1), (2), которые теперь будут
выглядеть следующим образом

[Dα2LUU (1)− LXU (1)]U0(x) + [Dα2LUY (1)− LXY (1)]Y0(x) = 0,
LV U (1)U0(x) + LV Y (1)Y0(x) = 0,

(6)

где LUU (1), LXU (1) и т.д. – соответствующие операторы метода начальных функций (5),
определенные при y = 1, а

D =
E1f

2Gt
.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

U0(x) = −LV Y (1)F (x), Y0(x) = LV U (1)F (x) . (7)
При этом второе уравнение будет тождественно удовлетворено, а первое примет такой вид:

sin2 α−Dα
4

(
(ν − 3)

sin 2α

2
+ (1 + ν)α

)
= 0. (8)

Разыскивая его решение в виде

F (x) = eλx, (9)
получим трансцендентное характеристическое уравнение

sin2 λ−Dλ
4

(
(ν − 3)

sin 2λ

2
+ (1 + ν)λ

)
= 0, (10)

которое имеет два нулевых корня, один вещественный и бесконечное множество комплексных
корней {±λk,±λk}∞k=1 = Λ. Ниже для иллюстрации приведены значения первых пяти корней
уравнения (11) (табл. 1).

Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 1,20731 0,00000
2 3,83309 1,00339
3 6,99890 1,31685
4 10,15369 1,50509
5 13,30382 1,64078

Следовательно, функция

F (x) =

∑∑
∞
k = 1

(элементарное решение, соответствующее нулевым корням, не рассматривается).
Подставляя функцию F (x) в формулы (8), найдем начальные функции, а затем по фор-

мулам (4) – все перемещения и напряжения (Reλk < 0).

U(x, y) =

∞∑
k=1

akU(λk, y) eλkx + akU(λk, y) eλkx,
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V (x, y) =

∞∑
k=1

akV (λk, y) eλkx + akV (λk, y) eλkx ,

σx(x, y) =

∞∑
k=1

akσx(λk, y) eλkx + akσx(λk, y) eλkx, (11)

σy(x, y) =

∞∑
k=1

akσy(λk, y) eλkx + akσy(λk, y) eλkx,

τxy(x, y) =

∞∑
k=1

akτxy(λk, y) eλkx + akτxy(λk, y) eλkx.

Функции Фадля – Папковича U(λk, y), V (λk, y) и т. д. имеют вид:

U(λk, y) =

(
1 + ν

4
cosλk +

ν − 3

4λk
sinλk

)
cosλky +

1 + ν

4
y sinλk sinλky,

V (λk, y) =
1 + ν

4
(− cosλk sinλky + y sinλk cosλky),

σx(λk, y) =

(
1 + ν

2
λk cosλk

3 + ν

2
sinλk

)
cosλky +

1 + ν

2
λky sinλk sinλky, (12)

σy(λk, y) =

(
1− ν

2
sinλk −

1 + ν

2
λk cosλk

)
cosλky −

1 + ν

2
λky sinλk sinλky,

τxy(λk, y) =

(
sinλk −

1 + ν

2
λk cosλk

)
sinλky +

1 + ν

2
λky sinλk cosλky.

Удовлетворяя с помощью выражений (12) граничным условиям, заданным на торце полу-
полосы, приходим к задаче определения коэффициентов ak, ak из разложений по функциям
Фадля – Папковича, например,

σ(y) =
∞∑
k=1

akσx(λk, y) + akσx(λk, y),

τ(y) =
∞∑
k=1

akτxy(λk, y) + akτxy(λk, y),
(13)

где σ(y) и τ(y) – заданные на торце полуполосы нормальные и касательные напряжения.
Коэффициенты ak определяются отсюда в явном виде с помощью биортогональных систем

функций, которые находятся из решения уравнений:

∫∫
∞

−∞

∫∫
∞

−∞

∫∫
∞

−∞ (14)

∫∫
∞

−∞
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∫∫
∞

−∞.

Здесь U(λk, y), V (λk, y) и т. д. – порождающие функции, а

L(λ) = sin2 λ−Dλ
4

(
(ν − 3)

sin 2λ

2
+ (1 + ν)λ

)
.

При λ = λm из уравнений (15) получаются следующие соотношения биортогональности:∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

{
L′(λm)
2λm

при λm = λk,

0 при λm 6= λk;∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy =

{
L′(λm)
2λ2
m

при λm = λk,

0 при λm 6= λk;∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

{
L′(λm)
2λ2
m

при λm = λk,

0 при λm 6= λk;
(15)

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при λm = λk,
0 при λm 6= λk;∫

T

τxy(λm, y)·Tk(y)dy =

{
L′(λm)
2λm

при λm = λk,

0 при λm 6= λk,

где L′(λm) – производная функции L(λ), определенная при λ = λm.
Для комплексных значений λ прямую интегрирования (−∞,∞) в формулах (15) нужно

заменить Т-образным контуром, лежащим в плоскости комплексного переменного z = x+ iy
и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча x ∈ (−∞, 0] [2].

Следует иметь в виду, что при всех λm∫
T

U(λm, y) · Uk(y)dy =

∫
T

U(λm, y) · Uk(y)dy = 0,

∫
T

V (λm, y) · Vk(y)dy =

∫
T

V (λm, y) · Vk(y)dy = 0,

∫
T

σx(λm, y) ·Xk(y)dy =

∫
T

σx(λm, y) ·Xk(y)dy = 0, (16)

∫
T

σy(λm, y) · Yk(y)dy =

∫
T

σy(λm, y) · Yk(y)dy = 0,

∫
T

τxy(λm, y) · Tk(y)dy =

∫
T

τxy(λm, y) · Tk(y)dy = 0.

При выборе правых частей уравнений (15) необходимо учесть следующие соображения:
левые и правые части уравнений (15) должны быть одновременно либо четными, либо нечет-
ными функциями по λ;
первые члены разложений в ряд Тейлора по степеням λ порождающих функций в формулах
(15) имеют вид:
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U(λ, y) =
ν − 1

2
+ ...;

V (λ, y) = −ν + 1

12
(y3 − y)λ3 + ...;

σx(λ, y) = −λ+ ...; (17)

σy(λ, y) = −λν + ...;

τxy(λ, y) = λ2y + ...,

а первые члены разложений правых частей равенств (15) равны:

L(λ)

λ2 − λ2k
= − λ2

λk2

[
D(1− ν)

2
+ 1

]
+ ...;

L(λ)

λ(λ2 − λk2)
= − λ

λk2

[
D(1− ν)

2
+ 1

]
+ ...; (18)

λL(λ)

λ2 − λk2
= − λ3

λk2

[
D(1− ν)

2
+ 1

]
+ ....

Сравнивая степенные разложения (18) и (19), можно заметить, что при λ → 0 (при k =
1, 2, ...)

+∞∫
−∞

ν − 1

2
· Uk(y)dy = 0,

+∞∫
−∞

−1 ·Xk(y)dy = − 1

λk2
·
[
D(1− ν)

2
+ 1

]
,

+∞∫
−∞

−ν · Yk(y)dy = 0, (19)

+∞∫
−∞

y·Tk(y)dy = − 1

λk2
·
[
D(1− ν)

2
+ 1

]
.

Функции Uk(y), Vk(y), Xk(y), Yk(y)и Tk(y) биортогональных систем можно представить в
виде суммы финитных, не равных нулю на отрезке |y| ≤ 1, и не финитных частей, ортого-
нальных ко всем функциям {sinmπ}∞m=1 и {cosmπ}∞m=1.

Финитные части биортогональных функций, имеют такой вид:

uk(y) =
C

2
·
[
λk cosλky

sinλk
+ δ(y + 1) + δ(y − 1)

]
;

vk(y) = −D · sinλky

2 sinλk
;

xk(y) = D · cosλky

4λk sinλk
; (20)

yk(y) = −D
4
·
[
λk cosλky

sinλk
+ δ(y + 1) + δ(y − 1)

]
;
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tk(y) = −D · sinλky

4 sinλk
.

Здесь δ – дельта-функции. Формулы (21) строятся следующим образом. Построим, напри-
мер, функцию uk(y). Примем в первой формуле (15) λ = mπ (m = 1, 2, ...). Тогда получим

+∞∫
−∞

U(mπ, y) · uk(y)dy =
L(mπ)

(mπ)2 − λk2

или

+∞∫
−∞

1 + ν

4
· (−1)m · cosmπy · uk(y) · dy = −

D · (1+ν)4 (mπ)2

(mπ)2 − λ2k
.

Отсюда

+∞∫
−∞

cosmπy · uk(y)dy = − D · (mπ)2

(mπ)2 − λ2k
· (−1)m.

Слева в последнем выражении стоит преобразование Фурье функции uk(y) с параметром
mπ. Используя обратное преобразование Фурье, получим нужную функцию uk(y) (21).

Рассмотрим примеры разложений Лагранжа по функциям Фадля – Папковича (15). Пусть,
например, нужно найти коэффициенты ak, ak разложения в ряд Лагранжа по системе функ-
ций {U(λk, y)}∞k=1

U(y) =

∞∑
k=1

ak · U(λk, y) + ak · U(λk, y). (21)

Умножим обе части равенства (22) на некоторую функцию Um(y) (m = 1, 2, ...) и проин-
тегрируем по y от −∞ до +∞.

+∞∫
−∞

U(y) · Um(y)dy =
∞∑
k=1

ak ·
+∞∫
−∞

U(λk, y) · Um(y)dy+

+ak ·
+∞∫
−∞

U(λk, y) · Um(y)dy .

(22)

Значение интеграла слева обозначим через um, то есть

um =

+∞∫
−∞

U(y) · Um(y)dy.

Интегралы, стоящие справа, не существуют для комплексных λk, поэтому интегрирование
справа нужно заменить интегрированием по Т-образному контуру, как в формулах (16) и
(17). Тогда, в соответствии с соотношениями биортогональности (16), (17), из (23) получим

um = am
L′(λm)

2λm
(m = 1, 2, ...).

Отсюда находим

am =
um · 2λm
L′(λm)

(m = 1, 2, ...). (23)

Аналогично находятся коэффициенты разложений ak по другим системам функций Фадля
– Папковича.
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Окончательно получим такие разложения в ряды Лагранжа по функциям Фадля – Пап-
ковича.

U(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
uk · 2λk
L′(λk)

· U(λk, y)

}
;

V (y) =

∞∑
k=1

2Re

{
vk · 2λ2k
L′(λk)

· V (λk, y)

}
;

σx(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
xk · 2λk
L′(λk)

σx(λk, y)

}
; (24)

σy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
yk

L′(λk)
· σy(λk, y)

}
;

τxy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
tk · 2λk
L′(λk)

· τxy(λk, y)

}
.

Здесь U(y), V (y), τxy(y), σx(y) и σy(y) – раскладываемые функции, заданные на отрезке
[−1, 1], а числа uk, vk, xk, yk и tk равны:

uk =

+∞∫
−∞

U(y)Uk(y)dy;

vk =

+∞∫
−∞

V (y)Vk(y)dy;

xk =

+∞∫
−∞

σx(y)Xk(y)dy ; (25)

yk =

+∞∫
−∞

σy(y)Yk(y)dy;

tk =

+∞∫
−∞

τxy(y)Tk(y)dy.

Из формул (26) видно, что для определения чисел uk, vk, и т. д. необходимо раскладыва-
емые функции, первоначально определенные при y ∈ [−1, 1], каким-то образом продолжить
вне этого отрезка. В зависимости от того, как выполнено это продолжение, числа uk, vk и т. д.
будут разными. Однако ряды Лагранжа (25) в любом случае будут сходиться при y ∈ (−1, 1)
к своим функциям. Неединственность разложений в ряды Лагранжа – одно из важнейших
свойств систем функций Фадля – Папковича.

Пусть раскладываемыми функциями в формулах (26) являются соответствующие порож-
дающие функции, т. е. U(y) = U(t, y), V (y) = V (t, y) и т. д., где t– вещественный параметр.
Тогда, в соответствии с формулами (15) (k = 1, 2...):

uk =
L(t)

t2 − λ2k
;

vk =
L(t)

t(t2 − λ2k)
;
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xk =
L(t)

t(t2 − λ2k)
; (26)

yk =
tL(t)

t2 − λ2k
;

tk =
L(t)

t2 − λ2k
.

Подставляя числа (27) в формулы (25), получим (|y| < 1):

U(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λk

L′(λk)(t2 − λ2k)
· U(λk, y)

}
;

V (t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λ2k

L′(λk) · t · (t2 − λ2k)
· V (λk, y)

}
;

σx(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λ2k

L′(λk) · t · (t2 − λ2k)
· σx (λk, y)

}
; (27)

σy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t · L(t)

L′(λk) · (t2 − λ2k)
· σy (λk, y)

}
;

τxy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λk

L′(λk) · (t2 − λ2k)
· τxy (λk, y)

}
.

На рис. 3–7 показаны графики раскладываемых функций и соответствующие им ряды
Лагранжа (28) при t = 1 и D = 4. Через Ur(y), Vr(y) и т. д. обозначены значения сумм
соответствующих рядов.

Ряды Лагранжа для функций U(t, y), σx(t, y) и σy(t, y) отличаются от раскладываемых
функций по той причине, что биортогональные системы функций к функциям {U(λk, y)}∞k=1,
{σx(λk, y)}∞k=1 и {σy(λk, y)}∞k=1 ортогональны к константе. Это легко проверить в соответству-
ющих равенствах (15) к пределу при λ→ 0.
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Рис. 3

Рис. 4
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Рис. 5

Рис. 6
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Рис. 7

Если раскладываемые функции, стоящие в правых частях формул (25) и первоначально
заданные на отрезке [−1, 1], продолжить периодически вне отрезка [−1, 1] с периодом, равным
2, то для чисел uk, vk, и т. д. можно получить следующие формулы:

uk =

+1∫
−1

U(y)uk(y)dy;

vk =

+1∫
−1

V (y)vk(y)dy;

xk =

+1∫
−1

σx(y)xk(y)dy ; (28)

yk =

+1∫
−1

σy(y)yk(y)dy;

tk =

+1∫
−1

τxy(y)tk(y)dy.

Приведем примеры разложений с числами (29). Пусть U(y) = y2 − 1. По первой формуле
(29) находим

uk =
2 ·D · (λk cosλk − sinλk)

λ2k sinλk
. (29)

Соответствующее разложение функции U(y) = y2 − 1 таково:

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2uk · λk
L′(λk)

U (λk, y)

}
. (30)
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Аналогично можно получить такие разложения:

y3 − y =

∞∑
k=1

2Re

{
2vk · λ2k
L′(λk)

V (λk, y)

}
;

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2xk · λ2k
L′(λk)

σx (λk, y)

}
; (31)

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

L′(λk)
σy (λk, y)

}
;

y =

∞∑
k=1

2Re

{
2 · λktk
L′(λk)

τxy (λk, y)

}
,

в которых числа

vk = 2D · λ
2
k sinλk + 3λk cosλk − 3 sinλk

λ4k sinλk
;

xk = D · λk cosλk − sinλk
λ4k sinλk

; (32)

yk = −xk · λ2k;

τk = −D · (sinλk − λk cosλk)

2λ2k sinλk
.

На рис. 8–12 показаны раскладываемые функции, стоящие в левых частях формул (31),
(32), и их ряды Лагранжа.

Рис. 8
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Рис. 9

Рис. 10
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Рис. 11

Рис. 12

Результаты исследований и их обсуждение. Получены интегральные соотношения
для определения систем функций, биортогональных к функциям Фадля-Папковича, возни-
кающим при решении периодической краевой задачи для подкрепленной полуполосы с про-
дольными ребрами жесткости, расположенными вдоль ее длинных сторон и работающими
только на растяжение-сжатие.

Резюме. Эти разложения являются основой при решении разнообразных задач, связанных
с прочностными расчетами тонких пластин с ребрами жесткости, широко используемыми в
аэрокосмической промышленности.
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THE LAGRANGE EXPANSION IN THE PERIODIC BOUNDARY VALUE
PROBLEM FOR THE SEMISTRIP WITH LONGITUDINAL STIFFENING RIBS

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The examples of Lagrange expansions on the Fadle-Papkovich functions for the periodic
problem for the semistrip are constructed. The longitudinal sides of the semistrip have the tension-
compression ribs.

Keywords: emistrip, stiffening ribs, Fadle-Papkovich functions, analytical solutions.
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ПОЛУПОЛОСА С ПРОДОЛЬНЫМИ РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ,
РАБОТАЮЩИМИ НА РАСТЯЖЕНИЕ-СЖАТИЕ.

РАЗЛОЖЕНИЯ ЛАГРАНЖА

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. Построены примеры разложений Лагранжа в ряды по функциям Фадля – Пап-
ковича, возникающим при решении непериодической краевой теории упругости задачи для
полуполосы, продольные стороны которой усилены ребрами жесткости, работающими только
на растяжение-сжатие.

Ключевые слова: полуполоса, ребра жесткости, функции Фадля – Папковича, аналитиче-
ские решения.

УДК: 539.3+517.95

Актуальность исследуемой проблемы. Свойства систем функций Фадля – Папковича,
возникающих при решении двумерной краевой задачи теории упругости в прямоугольнике
(полуполосе) с какими-либо однородными граничными условиями по двум противоположным
сторонам изучались в работах [1], [2], [3]. Функции Фадля – Папковича комплекснозначны и
не образуют базиса на отрезке в классическом смысле [1], поэтому разложения по ним об-
ладают рядом особенностей, например, они не единственны [3]. Разложениями Лагранжа, в
отличие от разложений, возникающих при решении краевой задачи, называются разложе-
ния только одной функции по какой-либо одной системе функций Фадля – Папковича [1].
Разложения Лагранжа являются аналогами разложений по тригонометрическим системам
функций и играют такую же роль при решении краевых задач, какую тригонометрические
ряды играют в разложениях Файлона – Рибьера.

Материал и методика исследований. Рассмотрим полуполосу {Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ 1}, у
которой продольные стороны y = ±1 подкреплены ребрами жесткости, работающими только
на растяжение-сжатие и не работающими на изгиб.

Обозначим: G – модуль сдвига пластины, E1 – модуль упругости ребра; ν– коэффици-
ент Пуассона для пластины и ребра; f – площадь поперечного сечения ребра, t – толщина
пластины, q(x) – внешняя распределенная нагрузка, действующая вдоль ребра; U(x, y) =
Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y), где u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и поперечное
перемещения в пластине, Y (x, y) = σy(x, y); X(x, y) = τxy(x, y).

Из условия равновесия элемента ребра (рис. 1), на основании закона Гука можно получить
следующее дифференциальное уравнение:

E1f

Gt
· d

2U(x,±1)

dx2
− τxy(x,±1) =

q(x)

t
. (1)

Поступила 20.09.2013
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Будем считать, что внешняя нормальная нагрузка, действующая на ребро, отсутствует, то
есть

σy(x,±1) = 0. (2)

Рис. 1. Условие равновесия элемента ребра длинной

Граничные условия (1), (2) соответствуют непериодической краевой задаче, условно пока-
занной на рис. 2. Граничные условия при x = 0 могут быть различными, например, к ребрам
могут быть приложены сосредоточенные силы P , направленные вдоль ребер, а на торцах
пластин могут быть заданы как напряжения, так и перемещения.

Рис. 2. Полуполоса с продольными ребрами жесткости (непериодическая задача)

Для построения решения воспользуемся методом начальных функций [4]. Метод началь-
ных функций позволяет эффективно получать выражения для функций Фадля – Папковича.
Основные соотношения метода начальных функций имеют вид:
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U(x, y) = LUU (y)U0(x) + LUV (y)V0(x) + LUY (y)Y0(x) + LUX(y)X0(x),

V (x, y) = LV U (y)U0(x) + LV V (y)V0(x) + LV Y (y)Y0(x) + LV X(y)X0(x),

σx(x, y) = AU (y)U0(x) +AV (y)V0(x) +AY (y)Y0(x) +AX(y)X0(x), (3)

Y (x, y) = LY U (y)U0(x) + LY V (y)V0(x) + LY Y (y)Y0(x) + LY X(y)X0(x),

X(x, y) = LXU (y)U0(x) + LXV (y)V0(x) + LXY (y)Y0(x) + LXX(y)X0(x).

Здесь введены следующие обозначения:

LUU (y) = LXX(y) = cosαy − 1 + ν

2
αy sinαy,

LUV (y) = LY X(y) = −1

2
[(1− ν) sinαy + (1 + ν)αy cosαy],

LUX(y) =
1

4

[
3− α
α

sinαy + (1 + ν)y cosαy

]
,

LV U (y) = LXY (y) =
1

2
[(1− ν) sinαy − (1 + ν)αy cosαy],

LV V (y) = LY Y (y) =
1

2
(1 + ν)αy sinαy + cosαy,

LV Y (y) =
1

4

[
3− α
α

sinαy − (1 + ν)y cosαy

]
, (4)

LY U (y) = LXV (y) = (1 + ν)α2y sinαy,

LY V (y) = (1 + ν)α(αy cosαy − sinαy),

LXU (y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),

AU (y) = (1 + ν)α(2 cosαy − αy sinαy),

AV (y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),

AY (y) = ν cosαy − 1

2
(1 + ν)αy sinαy,

AX(y) =
1

2
[(1 + ν)αy cosαy + (3 + ν) sinαy].

Через α обозначена производная ∂
∂x , поэтому выражения (4) представляют собой диффе-

ренциальные операторы бесконечного порядка.
Функции

U0(x) = Gu(x, 0), V0(x) = Gv(x, 0),
Y0(x) = σy(x, 0), X0(x) = τxy(x, 0),

(5)

определенные при y = 0, называются начальными функциями. Зная начальные функции, по
формулам (3) можно найти все перемещения и напряжения. В качестве начальных функций
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могут быть выбраны функции U(x, y), V (x, y), Y (x, y), X(x, y), определенные при любых
значениях y = const. Однако практически их удобно выбирать так, чтобы две из них были
известны сразу, например, из условий симметрии задачи.

Выберем начальные функции на оси симметрии полуполосы y = 0. Тогда нечетные началь-
ные функции

V0(x) = X0(x) = 0.

С помощью формул (3) удовлетворим граничным условиям (1), (2), которые теперь будут
выглядеть следующим образом:

[Dα2LUU (1)− LXU (1)]U0(x) + [Dα2LUY (1)− LXY (1)]Y0(x) = 0,
LY U (1)U0(x) + LY Y (1)Y0(x) = 0,

(6)

где LUU (1), LXU (1) и др. – соответствующие операторы метода начальных функций (4),
определенные при y = 1, а

D =
E1f

Gt
.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

U0(x) = LY Y (1)F (x), Y0(x) = −LY U (1)F (x) . (7)
При этом второе уравнение будет тождественно удовлетворено, а первое примет вид

α2

(
D · cos2 α+ (1 + ν) ·

(
1 +

sin 2α

2α

))
= 0. (8)

Разыскивая его решение в виде

F (x) = eλx, (9)
получим трансцендентное характеристическое уравнение

λ2
(
D · cos2 λ+ (1 + ν) ·

(
1 +

sin 2λ

2λ

))
= 0, (10)

которое имеет два нулевых корня и бесконечное множество комплексных корней
{±λk,±λk}∞k=1 = Λ. Ниже для иллюстрации приведены значения первых пяти комплексных
корней уравнения (10) (табл. 1).

Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 1,65555 0,51230
2 4,74665 0,54387
3 7,87495 0,54729
4 11,01064 0,54827
5 14,14891 0,54868

Следовательно, функцию F (x) можно представить в виде ряда

F (x) =

∑∑
∞
k = 1

(элементарное решение, соответствующее нулевым корням, не рассматривается).
Подставляя функцию F (x) в формулы (7), найдем начальные функции, а затем по фор-

мулам (3) – все перемещения и напряжения (Reλk < 0):
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U(x, y) =

∞∑
k=1

akU(λk, y) eλkx + akU(λk, y) eλkx,

V (x, y) =

∞∑
k=1

akV (λk, y) eλkx + akV (λk, y) eλkx .

σx(x, y) =

∞∑
k=1

akσx(λk, y) eλkx + akσx(λk, y) eλkx, (11)

σy(x, y) =

∞∑
k=1

akσy(λk, y) eλkx + akσy(λk, y) eλkx,

τxy(x, y) =

∞∑
k=1

akτxy(λk, y) eλkx + akτxy(λk, y) eλkx,

Функции Фадля – Папковича U(λk, y), V (λk, y) и др. имеют такой вид:

U(λk, y) = −(
1 + ν

2
· λk sinλk + cosλk) · cosλky +

1 + ν

2
λky cosλk sinλky,

V (λk, y) = (
1 + ν

2
· λk sinλk − cosλk ·

1− ν
2

) · sinλky +
1 + ν

2
· λky cosλk cosλky,

σx(λk, y) = λk(1 + ν) · (−(λk sinλk + 2 cosλk) cosλky + λk · y cosλk sinλky), (12)

σy(λk, y) = (1 + ν)λ2k · (−y cosλk sinλky + sinλk cosλky),

τxy(λk, y) = (1 + ν) · λk · ((λk sinλk + cosλk) sinλky + λky cosλk cosλky).

Удовлетворяя с помощью выражений (11) граничным условиям, заданным на торце полу-
полосы, приходим к задаче определения коэффициентов ak, ak из разложений по функциям
Фадля – Папковича, например,

σ(y) =
∞∑
k=1

akσx(λk, y) + akσx(λk, y),

τ(y) =
∞∑
k=1

akτxy(λk, y) + akτxy(λk, y),
(13)

где σ(y) и τ(y) – нормальные и касательные напряжения, заданные на торце полуполосы.
Коэффициенты ak определяются отсюда в явном виде с помощью биортогональных систем

функций, которые находятся из решения уравнений

∫∫
∞

−∞

∫∫
∞

−∞

∫∫
∞

−∞ (14)
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∫∫
∞

−∞

∫∫
∞

−∞.

Здесь U(λ, y), V (λ, y) и др. – порождающие функции, а

L(λ) = λ2
(
D · cos2 λ+ (1 + ν) ·

(
1 +

sin 2λ

2λ

))
.

При λ = λm из уравнений (14) получаются следующие соотношения биортогональности:∫
T

U(λm, y)Uk(y)dy =

{
L′(λm)
2λm

при λm = λk,

0 при λm 6= λk,∫
T

V (λm, y)Vk(y)dy =

{
L′(λm)
2λ2
m

при λm = λk,

0 при λm 6= λk,∫
T

σx(λm, y)Xk(y)dy =

{
L′(λm)
2λ2
m

при λm = λk,

0 при λm 6= λk,
(15)

∫
T

σy(λm, y)Yk(y)dy =

{
L′(λm)

2 при λm = λk,
0 при λm 6= λk,∫

T

τxy(λm, y)·Tk(y)dy =

{
L′(λm)
2λm

при λm = λk,

0 при λm 6= λk,

где L′(λm) – производная функции L(λ), определенная при λ = λm.
Для комплексных значений λ прямую интегрирования (−∞,∞) в формулах (14) нужно

заменить Т-образным контуром, лежащим в плоскости комплексного переменного z = x+ iy
и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча x ∈ (−∞, 0][2].

Следует иметь в виду, что при всех λm∫
T

U(λm, y) · Uk(y)dy =

∫
T

U(λm, y) · Uk(y)dy = 0,

∫
T

V (λm, y) · Vk(y)dy =

∫
T

V (λm, y) · Vk(y)dy = 0,

∫
T

σx(λm, y) ·Xk(y)dy =

∫
T

σx(λm, y) ·Xk(y)dy = 0, (16)

∫
T

σy(λm, y) · Yk(y)dy =

∫
T

σy(λm, y) · Yk(y)dy = 0,

∫
T

τxy(λm, y) · Tk(y)dy =

∫
T

τxy(λm, y) · Tk(y)dy = 0.

При выборе правых частей уравнений (14) необходимо учесть следующие соображения:
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– левые и правые части уравнений (14) должны быть одновременно либо четными, либо
нечетными функциями по λ;
– первые члены разложений в ряд Тейлора по степеням λ порождающих функций в формулах
(14) имеют вид:

U(λ, y) = −1 + λ2
(
ν + 2

2
· y2 − ν

2

)
+ ... ,

V (λ, y) = λνy + ... ,

σx(λ, y) = −2λ(ν + 1) + ... , (17)

σy(λ, y) = λ3(1 + ν)(1− y2) + ... ,

τxy(λ, y) = 2λ2(ν + 1)y + ... ,

а первые члены разложений правых частей равенств (14) равны:

L(λ)

λ2 − λk2
= − λ2

λk2

[
D + 2(1 + ν)

2

]
+ ... ,

L(λ)

λ(λ2 − λk2)
= − λ

λk2
(D + 2(1 + ν)) + ... , (18)

λL(λ)

λ2 − λk2
= − λ3

λk2
(D + 2(1 + ν)) + ... .

Сравнивая степенные разложения (17) и (18), можно заметить, что (при λ→ 0) биортого-
нальные функции Uk(y) ортогональны константе при всех k ≥ 1, а

+∞∫
−∞

ν · y · Vk(y)dy = −D + 2(1 + ν)

λk2
,

+∞∫
−∞

−2 · (1 + ν) ·Xk(y)dy = −D + 2(1 + ν)

λk2
,

+∞∫
−∞

(1 + ν) · (1− y2)Yk(y)dy = −D + 2(1 + ν)

λk2
, (19)

+∞∫
−∞

2 · (1 + ν) · y·Tk(y)dy = −D + 2(1 + ν)

λk2
.

Функции Uk(y), Vk(y), Xk(y), Yk(y) и Tk(y) биортогональных систем можно представить в
виде суммы финитных, не равных нулю на отрезке |y| ≤ 1, и нефинитных частей, которые
ортогональны ко всем функциям

{
sin 2m−1

2 π
}∞
m=1

и
{

cos 2m−1
2 π

}∞
m=1

[2].
При решении краевых задач, как правило, используются финитные части биортогональных

функций, поэтому важно знать их явное представление. Приведем их:

uk(y) = −cosλky

cosλk
,

vk(y) =
sinλky

λk cosλk
,
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xk(y) = − 1

2λk2
·
(

cosλky

cosλk
− 1

)
, (20)

yk(y) =
cosλky

2 cosλk
,

tk(y) =
sinλky

2λk cosλk
.

Формулы (20) строятся следующим образом. Например, построим функцию vk(y). Примем
во второй формуле (14) λ = 2m−1

2 · π = qm (m = 1, 2, ...). Тогда получим

+∞∫
−∞

V (qm, y) · vk(y)dy =
L(qm)

qm · (q2m − λ2k)

или

−1 + ν

2
· qm · (−1)m ·

+∞∫
−∞

sin qmy · vk(y) · dy =
(1 + ν) · q2m
qm(q2m − λ2k)

.

Отсюда

+∞∫
−∞

sin qmy · vk(y) · dy =
(−1)m · 2
q2m − λ2k

.

Слева стоит преобразование Фурье с параметром qm функции vk(y). Используя обратное
преобразование Фурье, получим функцию vk(y).

Дадим примеры разложений Лагранжа по всем функциям Фадля – Папковича (14). Пусть,
например, нужно найти коэффициенты ak, ak следующего разложения в ряд Лагранжа по
системе функций {U(λk, y)}∞k=1:

U(y) =

∞∑
k=1

ak · U(λk, y) + ak · U(λk, y). (21)

Умножим обе части равенства (21) на некоторую функцию Um(y) (m = 1, 2, ...) и проин-
тегрируем по y от −∞ до +∞:

∫ +∞
−∞ U(y)·Um(y)dy =

∞∑
k=1

ak ·
+∞∫
−∞

U(λk, y) · Um(y)dy+

+ak ·
+∞∫
−∞

U(λk, y) · Um(y)dy.

(22)

Значение интеграла слева обозначим через um, то есть

um =

+∞∫
−∞

U(y) · Um(y) dy.

Интегралы, стоящие справа, не существуют для комплексных λk, поэтому интегрирование
справа нужно заменить интегрированием по Т-образному контуру, фигурирующему в фор-
мулах (15) и (16). Тогда в соответствии с соотношениями биортогональности (15), (16) из (22)
получим

um(y) = am
L′(λm)

2λm
(m = 1, 2, ...).
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Отсюда находим

am =
um · 2λm
L′(λm)

(m = 1, 2, ...). (23)

Аналогично находятся коэффициенты разложений ak по другим системам функций Фадля
– Папковича.

Окончательно получим такие разложения в ряды Лагранжа по функциям Фадля – Пап-
ковича.

U(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
uk · 2λk
L′(λk)

U(λk, y)

}
,

V (y) =

∞∑
k=1

2Re

{
vk · 2λ2k
L′(λk)

V (λk, y)

}
,

σx(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
xk · 2λ2k
L′(λk)

σx(λk, y)

}
, (24)

σy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2yk

L′(λk)
σy(λk, y)

}
,

τxy(y) =

∞∑
k=1

2Re

{
tk · 2λk
L′(λk)

τxy(λk, y)

}
.

Здесь U(y), V (y), τxy(y), σx(y) и σy(y) – раскладываемые функции, заданные на отрезке
[−1, 1], а числа uk, vk, xk, yk и tk находятся следующим образом:

uk =

+∞∫
−∞

U(y)Uk(y)dy,

vk =

+∞∫
−∞

V (y)Vk(y)dy,

xk =

+∞∫
−∞

σx(y)Xk(y)dy, (25)

yk =

+∞∫
−∞

σy(y)Yk(y)dy,

tk =

+∞∫
−∞

τxy(y)Tk(y)dy.

Из формул (25) видно, что для определения чисел uk, vk и т. д. необходимо раскладываемые
функции, первоначально определенные при y ∈ [−1, 1], каким-то образом продолжить вне
этого отрезка. В зависимости от того, как выполнено это продолжение, числа uk, vk и т.
д. будут разными. Однако независимо от способа продолжения ряды Лагранжа (24) будут
сходиться при y ∈ (−1, 1) к своим функциям. Неединственность разложений в ряды Лагранжа
– одно из важнейших свойств систем функций Фадля – Папковича.
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Пусть раскладываемыми функциями в формулах (25) являются соответствующие порож-
дающие функции, т. е. U(y) = U(t, y), V (y) = V (t, y) и т. д., где t – вещественный параметр.
Тогда в соответствии с формулами (14) (k = 1, 2...):

uk =
L(t)

t2 − λk
,

vk =
L(t)

t(t2 − λk)
,

xk =
L(t)

t(t2 − λk)
, (26)

yk =
tL(t)

t2 − λk
,

tk =
L(t)

t2 − λk
.

Подставляя числа (26) в формулы (24), получим (|y| < 1):

U(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λk

L′(λk)(t2 − λk)
· U(λk, y)

}
,

V (t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λ2k

L′(λk) · t · (t2 − λk)
· V (λk, y)

}
,

σx(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λ2k

L′(λk) · t · (t2 − λk)
· σx(λk, y)

}
, (27)

σy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
2t · L(t)

L′(λk) · (t2 − λk)
· σy(λk, y)

}
,

τxy(t, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(t) · 2λk

L′(λk) · (t2 − λk)
· τxy(λk, y)

}
.

На рис. 3–7 показаны графики раскладываемых функций и соответствующие им ряды
Лагранжа (27) при t = 1 и D = 4. Через Ur(y), Vr(y) и т. д. обозначены значения сумм
соответствующих рядов.

Ряд Лагранжа для функции U(t, y) отличается от раскладываемой функции на константу
в силу того, что биортогональная система функций {Uk(y)}∞k=1 ортогональна к постоянной.
Это следует из сравнения правой и левой частей первого равенства (14) при λ→ 0.

Переходя в формулах (27) к пределу при t→ 0 и учитывая (17), получим такие разложения:

νy =

∞∑
k=1

2Re

{
−2(D + 2(1 + ν)

L′(λ
)
k

· V (λ,ky)

}
,

2(1 + ν) =

∞∑
k=1

2Re

{
2(D + 2(1 + ν))

L′(λ
)
k

· σx(λ,ky)

}
,

(1 + ν) · (y2 − 1) =

∞∑
k=1

2Re

{
2(D + 2(1 + ν))

L′(λ
)
kλ

2
k

· σy(λ,ky)

}
,

2(1 + ν) · y =

∞∑
k=1

2Re

{
−2(D + 2(1 + ν))

L′(λ
)
kλ

2
k

· τxy(λ,ky)

}
.
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Рис. 3

Рис. 4
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Рис. 5

Рис. 6
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Рис. 7

Если раскладываемые функции, стоящие в правой части формул (24) и первоначально
заданные на отрезке [−1, 1], продолжить периодически вне отрезка [−1, 1] с периодом, равным
4π, то для чисел uk, vk и т. д. можно получить следующие формулы:

uk =

+1∫
−1

U(y)uk(y)dy,

vk =

+1∫
−1

V (y)vk(y)dy,

xk =

+1∫
−1

σx(y)xk(y)dy, (28)

yk =

+1∫
−1

σy(y)yk(y)dy,

tk =

+1∫
−1

τxy(y)tk(y)dy.

Приведем примеры разложений с числами (28).
Пусть U(y) = y2 − 1. По первой формуле (28) находим

uk =
4(sinλk − λk cosλk)

λ3k cosλk
. (29)

Соответствующее разложение функции U(y) = y2 − 1 таково:
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y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re{ 2ukλk
L′(λk)

U (λk, y)}. (30)

Аналогично можно получить такие разложения:

y3 − y =

∞∑
k=1

2Re{2vk · λ2k
L′(λk)

V (λk, y)},

y2 − 1

3
=

∞∑
k=1

2Re{2xk · λ2k
L′(λk)

σx (λk, y)}, (31)

y2 − 1 =

∞∑
k=1

2Re{ 2yk
L′(λk)

σy (λk, y)},

y =

∞∑
k=1

2Re{2 · λktk
L′(λk)

τxy (λk, y)},

в которых числа

vk = 4
λ2k sinλk + 3λk cosλk − 3 sinλk

λ5k cosλk
,

xk = −2
λ2k · sinλk + 3(λk · cosλk − sinλk)

3 · λ5k · cosλk
, (32)

yk = 2
λk cosλk − sinλk

λ3k cosλk
,

τk =
sinλk − λk cosλk

λ3k cosλk
.

На рис. 8–12 показаны раскладываемые функции стоящих в левой части формул (30), (31)
и их ряды Лагранжа.

Рис. 8
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Рис. 9

Рис. 10
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Рис. 11

Рис. 12
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Результаты исследований и их обсуждение. Выписаны интегральные соотношения
для определения систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича, воз-
никающим при решении симметричной краевой задачи теории упругости для полуполосы
(прямоугольника), продольные стороны которой подкреплены ребрами жесткости, работаю-
щими на растяжение-сжатие.

Резюме. Опираясь на полученные результаты, можно получить точные аналитические
решения различных краевых задач теории упругости для полуполосы или прямоугольника,
продольные стороны которых усилены ребрами жесткости, воспринимающими растягиваю-
щие или сжимающие усилия.
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E. S. Lapikova, M. N. Yurinkina, A. P. Kerzhaev, A. V. Nikitin

THE SEMISTRIP WITH LONGITUDINAL STIFFENING RIBS. THE
LAGRANGE EXPANSION

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The examples of Lagrange expansions on the Fadle-Papkovich functions for the
nonperiodic problem for the semistrip are constructed. The longitudinal sides of the semistrip
have the tension-compression ribs.

Keywords: semistrip, stiffening ribs, Fadle-Papkovich functions, analytical solutions.
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