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Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №1 (27). С. 3–37

Б. Г.Миронов1, Ю.Н.Радаев2

ПРОФЕССОР Д.Д.ИВЛЕВ. К 85-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

1Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

2Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г. Москва, Россия

6 сентября 2015 г. исполнилось бы 85 лет Дюису Даниловичу Ивлеву — доктору
физико-математических наук, профессору, заслуженному деятелю науки Российской
Федерации. Главное в творческой деятельности Д.Д.Ивлева — бескомпромиссное слу-
жение научной истине и неустанный поиск на самых передовых рубежах современной
науки. Дюис Данилович ушел из жизни 3 марта 2013 г.

Без малого 60 лет его научной и общественной деятельности, выдающиеся научные
достижения позволяют причислить Д.Д.Ивлева к категории самых оригинальных
мыслителей современной России. Д.Д.Ивлеву принадлежит свыше двухсот опубли-
кованных научных работ, в том числе семь монографий. Его вклад в математиче-
скую теорию пластичности и механику деформируемого твердого тела с полным пра-
вом можно назвать выдающимся. Д.Д.Ивлев — основатель и руководитель научной
школы механики идеально пластических тел и конструкций, базирующейся в уни-
верситетских и академических центрах Воронежа, Самары, Владивостока, Чебоксар.
Огромная часть научной и педагогической деятельности Д.Д.Ивлева связана с подго-
товкой кадров высшей квалификации в области механики деформируемого твердого
тела. В настоящее время в рамках созданной им научной школы работает свыше 20
докторов и более 100 кандидатов наук.

Д.Д.Ивлев родился 6 сентября 1930 г. в г. Чебоксары Чувашской Республики. Его
отец —Ивлев Данил Осипович (1905–1969 гг.) — происходил из семьи крестьянина-
бедняка, проживавшей в деревне Верхние Сунары Шуматовской волости Ядринского

c© МироновБ. Г., РадаевЮ.Н., 2016
Миронов Борис Гурьевич
e-mail: predel21@mail.ru, доктор физико-математических наук, профессор, ректор, Чуваш-
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РАН, г. Москва.
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уезда.1 Сельская комсомольская организация направила его в 1923 г. для учебы на Чу-
вашский рабфак, а затем Д.О.Ивлев был направлен в Московский институт народно-
го хозяйства им. Г.В.Плеханова и обучался там с 1926 по 1931 г. Желая лично участ-
вовать в культурном возрождении Чувашии, получившей в 1920 г. административно-
территориальную автономию, он в 1931 г. по направлению ЦК ВЛКСМ вернулся в
Чебоксары, чтобы преподавать в Чувашском педагогическом институте. В 30-е го-
ды Д.О.Ивлев был членом редакционной комиссии по переводу на чувашский язык
произведений классиков марксизма-ленинизма, главным редактором Чувашского пар-
тийного издательства, ректором (1934–1937 гг.) Высшей коммунистической сельско-
хозяйственной школы, заведующим (1938–1941 гг.) кафедрой марксизма-ленинизма
ЧГПУ. Д.О.Ивлев 3 августа 1941 г. был призван в армию и прошел всю войну, закон-
чив ее в составе Третьего Белорусского фронта в звании майора. Награжден двумя
орденами Красной Звезды. После войны преподавал общественно-экономические дис-
циплины в военных учебных заведениях в Закавказье (г.Кировабад Азербайджанской
ССР) и Прибалтике (г. Рига) и, уже будучи в отставке, — в Ульяновском сельскохо-
зяйственном институте. Данил Осипович с супругой Иулианией Даниловной вырас-
тили двух сыновей, Дюиса и Дмитрия, и дочь Евгению. Ивлев Дмитрий Данилович—
доктор филологических наук (1985 г.), профессор (1987 г.), известный специалист в
области истории и теории русской литературы. В 1955 г. окончил филологический фа-
культет Московского государственного университета им. М.В.Ломоносова. Главное,
что удалось сделать Д.О.Ивлеву — своей жизнью завоевать право на возможность
самостоятельно мыслить и познавать как важнейшую форму бытия современного че-
ловека и дать своим детям четкий ориентир в жизни: приобретение новых знаний и
систематическая научная работа.

После окончания средней школы в 1948 г. Д.Д.Ивлев покидает Чебоксары и посту-
пает на механико-математический факультет Московского государственного универ-
ситета им. М.В.Ломоносова, который заканчивает в 1953 г. В 1956 г., после окончания
аспирантуры при Институте механики МГУ, он успешно защитил диссертацию “При-
ближенное решение упруго-пластических задач методом малого параметра” в совете
при МГУ (оппонентами по этой работе выступили В.В.Соколовский и Г.С.Шапиро;
председательствовал на защите А.Ю.Ишлинский) и получил ученую степень канди-
дата физико-математических наук. С февраля 1957 г. по октябрь 1958 г. он работает в
должности младшего научного сотрудника Института механики АН СССР. В 1959 г.,
после защиты диссертационной работы “Пространственная задача теории идеальной
пластичности”, которая также представлялась в совет при МГУ, Д.Д.Ивлев получает
степень доктора физико-математических наук. Оппонентами по докторской диссер-
тационной работе выступили Л.А. Галин, Л.М.Качанов и Г.С.Шапиро.

В октябре 1959 г. Д.Д.Ивлев, будучи 29-летним доктором физико-математических
наук и уже достаточно широко известным ученым в области математической теории
пластичности, развивающим новое ее направление — теорию течения, по приглаше-
нию ректора Воронежского университета Б.И.Михантьева приезжает в г. Воронеж.
В декабре 1959 г. Д.Д.Ивлев возглавил созданную им в ВГУ кафедру теории упруго-
сти и пластичности. Талантливый ученый, прекрасный организатор и педагог Дюис

1См.: Жизнь и деятельность Ивлева Данила Осиповича (к 100-летию со дня рождения)/ Сб.
статей и воспоминаний о Д.О.Ивлеве. Чебоксары: Изд-во ЧГПУ им. И.Я.Яковлева, 2007. 81 с.
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Данилович сумел в короткий срок активизировать научную и педагогическую рабо-
ту. Лекции и научные семинары под руководством профессора Д.Д.Ивлева остав-
ляли незабываемое впечатление и всегда поражали глубиной проникновения в суть
обсуждаемых вопросов. В 60-е годы в Воронежском государственном университете
на математико-механическом факультете Д.Д.Ивлев работал вместе с профессора-
ми М.А.Красносельским, С. Г.Крейном, В.И.Соболевым. Основа творческого вза-
имодействия механиков и математиков Воронежского университета была заложена
именно в те годы. Созданная Д.Д.Ивлевым воронежская школа механики деформи-
руемого твердого тела быстро получила всесоюзное признание. Проводимые в те годы
научные исследования были связаны с рядом фундаментальных и прикладных про-
блем механики сплошных деформируемых сред. Работы Д.Д.Ивлева и его учеников
постоянно были в фокусе внимания ученых как в нашей стране, так и за ее предела-
ми; их существенное влияние на формирование математической теории пластичности
было и остается общепризнанным и ощущается до сих пор. В 1961 г. Д.Д.Ивлеву бы-
ло присвоено ученое звание профессора. Под руководством профессора Д.Д.Ивлева
ежегодно проводились научные конференции и школы, в работе которых принима-
ли участие ученые из Москвы, Ленинграда, Киева, Новосибирска, Ростова-на-Дону,
Казани, Перми, Харькова, Краснодара, Куйбышева, Риги и других городов СССР.

Параллельно с заведованием кафедрой теории упругости и пластичности в ВГУ
профессор Д.Д.Ивлев в течение ряда лет заведовал кафедрой сопротивления ма-
териалов в Воронежском политехническом институте, куда его пригласил ректор
В.С.Постников. В эти же годы Д.Д.Ивлев по просьбе ректора Л.Н.Талова читает
лекции в Воронежском педагогическом институте. Следует отметить, что уже в годы
работы в Воронежском университете началось сотрудничество Д.Д.Ивлева с одним из
своих аспирантов — Геннадием Ивановичем Быковцевым, которое вскоре дало превос-
ходные плоды— научные результаты, имеющие фундаментальное значение для меха-
ники деформируемого твердого тела. Одним из талантливых учеников Д.Д.Ивлева
тех лет также был В.В.Дудукаленко. Г.И.Быковцев стал первым деканом нового
факультета — прикладной математики и механики, возглавил созданную им кафедру
технической кибернетики и теории автоматического регулирования. Через несколько
лет, после известных событий, связанных с абсолютно несправедливыми и неприем-
лемыми обвинениями, выдвинутыми против его научной и педагогической деятель-
ности,2 Геннадий Иванович возглавил кафедру механики деформируемого твердого
тела в Куйбышевском (Самарском) государственном университете. С избранными на-
учными статьями Г.И.Быковцева заинтересованный читатель может познакомиться
по книге: Быковцев Г.И. Избранные проблемные вопросы механики деформируемых
сред: сб. ст. Владивосток: Дальнаука, 2002. 566 с.

В 1966 г. Д.Д.Ивлев возвращается в Москву, где сначала работает профессором
МВТУ им. Н.Э.Баумана (1966–1970 гг.) и заведует кафедрой высшей математики,
а затем (1971–1982 гг.) — заведующим кафедрой высшей математики во Всесоюзном
заочном политехническом институте (сейчас Московский государственный откры-
тый университет). Вместе со своими учениками профессорами Г.И.Быковцевым и
И.А.Бережным параллельно он активно участвует в создании научной школы меха-
ники деформируемого твердого тела в г. Куйбышеве.

2Оценка этих событий имеется в статье: Яровой Г.П., Радаев Ю.Н. К 70-летию Г.И.Быковцева//
Вестник Самарского гос. университета. Естественнонаучная серия. № 9/1(59). 2007. С. 9-30.
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В 1982 г. Д.Д.Ивлев приезжает на родину в г. Чебоксары, где в период с 1982 г.
по 1993 г. работает сначала заведующим кафедрой математического анализа, а за-
тем— заведующим кафедрой механики деформируемого твердого тела в Чувашском
государственном университете им. И.Н.Ульянова. В 1985–1993 гг. он является дека-
ном физико-математического факультета. В 1993 г. Д.Д.Ивлев переходит на работу
в Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева, где до
самой смерти заведовал кафедрой математического анализа. В конце 80-х Д.Д.Ивлев
создал в Чебоксарах докторский диссертационный совет по механике деформируемого
твердого тела и обеспечивал его функционирование в течение более чем двух десят-
ков лет. Ему удалось придать ему качественно новый статус — регионального совета,
в работе которого участвовали ведущие ученые нашей страны в области механики
дефоормируемого твердого тела, прочности и пластичности тел и конструкций. Этот
совет сыграл и продолжает играть исключительно важную роль в подготовке кадров
высшей квалификации для многих региональных научных школ.

Работы Д.Д.Ивлева посвящены механике деформируемого тела, в основном ма-
тематической теории пластичности.3 Ряд результатов Д.Д.Ивлева имеет фундамен-
тальный характер для всей механики деформируемого твердого тела. Далее нам пред-
ставляется уместным дать необходимые сведения о развитии математической теории
пластичности и ее современном состоянии.

Первая математическая теория пластичности была создана Сен-Венаном (B. Saint-
Venant, 1870 г.) [1], [2] на основе гипотезы о пропорциональности девиатора тензора
напряжений и тензора скоростей пластических деформаций при условии текучести
Треска (H.Tresca). Сен-Венаном на основании опытов Треска по истечению метал-
лов через отверстия было предложено условие пластичности, заключающееся в том,
что пластическое состояние наступает, как только максимальное касательное напря-
жение достигает некоторого определенного предельного значения k. Впрочем, идея
такого условия принадлежит Кулону и была высказана им в работе ”О применении
правил максимума и минимума к некоторым вопросам статики, имеющим отношение
к архитектуре” [3], представленной во Французскую Академию наук в 1773 г. В этой
работе Кулон указывает на то, что разрушение сжатой призмы происходит в резуль-
тате скольжения одной ее части относительно другой по некоторой плоскости, состав-
ляющей угол в сорок пять градусов с направлением сжатия. Скольжение возникает
при достижении составляющей сжимающей силы в указанной плоскости предельной
величины, достаточной для преодоления обусловленного сцеплением сопротивления
скалыванию по этой плоскости.

Сен-Венан рассматривал задачу о пластическом плоском деформированном состо-
янии и шел по пути обобщения уравнений движения вязкой жидкости Навье—Стокса,
опираясь на гидродинамическое представление о течении металлов. Сен-Венан огра-
ничился исследованием плоского деформированного состояния, и поэтому его теория

3Среди них семь монографий: “Теория идеальной пластичности” (1966); “Теория упрочняюще-
гося пластического тела” (в соавторстве с Г.И.Быковцевым, 1971); “Метод возмущений в тео-
рии упругопластического тела” (в соавторстве с Л.В. Ершовым, 1978); ”Теория пластичности”
(в соавторстве с Г.И.Быковцевым, 1998); “Математическая теория пластичности” (в соавторстве
с А.Ю.Ишлинским, 2001); фундаментальная двухтомная монография “Механика пластических
сред” (2001, 2002); “Предельное состояние деформируемых тел и горных пород“ (в соавторстве с
Л.А.Максимовой, Р.И.Непершиным, Ю.Н.Радаевым, С.И.Сенашевым, Е.И.Шемякиным, 2008).
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нуждалась в дальнейшем обобщении на случай трехмерного состояния. Соответству-
ющее обобщение было сразу же выполнено: уравнения пространственной задачи тео-
рии идеальной пластичности впервые были получены Леви (M. Levy, 1871 г.) [4]. Ста-
тьи Сен-Венана и Леви появились одна за другой в Journal de Mathématiques Pures
et Appliquées за 1871 г. Леви принял в качестве условия текучести уравнение грани
призмы Кулона—Треска и присоединил в качестве определяющего уравнение, вы-
ражающее пропорциональность девиатора тензора напряжений и тензора скоростей
пластических деформаций.4 Теория Леви, поскольку она основана на ”неассоцииро-
ванном” законе пластического течения, не нашла применения и представляет ныне
лишь исторический интерес, отчетливо указывая на то, что на ранних этапах раз-
вития математической теории пластичности условие пластичности и определяющий
закон течения рассматривались совершенно независимо друг от друга.5

Соотношения Сен-Венана для плоской пластической деформации— статически
определимая система уравнений гиперболического типа, что и позволило позднее раз-
вить теорию полей скольжения, связываемую обычно с именами Генки (H.Hencky,
1923 г.) и Гейрингера (H.Geiringer, 1930 г.). Математический аппарат, соответствую-
щий соотношениями Сен-Венана для плоской задачи, оказался, таким образом, вполне
адекватным экспериментальным и теоретическим представлениям о течении идеально
пластического тела. Заметим, что уравнения теории плоского напряженного состоя-
ния (в отличие от случая плоской деформации) не могут быть получены как частный
случай пространственных уравнений.

Уравнения пространственной задачи математической теории пластичности дли-
тельное время оставались неизученными. И в настоящее время разработка теории
трехмерной задачи математической теории пластичности далека от завершения. Име-
ется весьма ограниченный круг методов и результатов, которые проливали бы свет
на свойства пространственного пластического напряженно-деформированного состо-
яния. Оценивая состояние пространственной задачи теории идеальной пластичности,
Л.Прандтль (L. Prandtl) в 1921 г. указывал, что для разработки пространственной
задачи до сих пор еще не найдено надлежащего пути и пока, пожалуй, имеется мало
перспектив ее решения. ”Задачи трехмерного пластического течения трудны и ма-
ло изучены.” Так сформулировано отношение к вопросам пространственной задачи
математической теории пластичности авторов известной обзорной статьи: Вакулен-
коА.А., КачановЛ.М. Теория пластичности/ в кн.: Механика в СССР за 50 лет. Т. 3.
Механика деформируемого твердого тела. М.: Наука, 1972. С. 79–118.

Пространственная задача в общем случае при условии пластичности Мизеса (R. von
Mises) и ассоциированным с ним законом течения Леви—Мизеса является статиче-
ски неопределимой, и, кроме того, уравнения пространственной задачи не гипербо-
личны. Так, система уравнений пространственной и осесимметричной задачи теории

4В настоящее время закон течения, устанавливающий пропорциональность девиатора тензора на-
пряжений и тензора скоростей пластических деформаций, называют законом Леви—Мизеса.

5Об этом ярко свидетельствуют работы: МихлинС.Г. Основные уравнения математической тео-
рии пластичности. Л.: Изд-во АН СССР, 1934. 71 с.; ХристиановичС.А., МихлинС.Г., ДевисонБ.Б.
Некоторые новые вопросы механики сплошной среды: Неустановившееся движение в каналах и реках.
Математическая теория пластичности. Движение грунтовых вод / Изд-во АН СССР. Математиче-
ский институт им. В.А.Стеклова; под ред. Н.Е.Кочина. М.; Л.: Изд-во АН СССР, 1938. 407 с. (См.
ч. II: С.Г.Михлин. Математическая теория пластичности. C. 157–218. Здесь на с. 163 приводятся
пространственные уравнения Леви.)
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идеальной пластичности при условии пластичности Мизеса, вообще говоря, не имеет
вещественных характеристических направлений (см., например, [5], с. 144–146). Точ-
нее говоря, уравнения пространственной задачи либо полностью эллиптичны (т. е. не
существует действительных характеристических направлений), либо (если в рассмат-
риваемой точке медианная главная скорость пластической деформации равна нулю)
имеется только два поверхностных характеристических элемента, совпадающих с пло-
щадками максимального касательного напряжения. Все это свидетельствует о том,
что в подавляющем большинстве пространственных состояний, описываемых соглас-
но условию пластичности Мизеса и ассоциированному с ним закону течения Леви—
Мизеса, действительные характеристики отсутствуют.6 Все это не оставляет шансов
обобщить методы интегрирования (см. [6]–[11]), развитые ранее для плоской зада-
чи, соотношения которой формально статически определимы и гиперболичны, что в
конце концов и позволяет построить теорию полей скольжения, адекватно представ-
ляющую сдвиговой механизм пластического течения.

Принципиально иная ситуация наблюдается в пространственной задаче при исполь-
зовании критерия текучести Кулона—Треска. Здесь уравнения пластического равно-
весия в ряде важных случаев становятся гиперболическими. Существование действи-
тельных характеристических поверхностей является большим математическим пре-
имуществом. Если еще учесть, что характеристические поверхности суть поверхности
скольжения, то с физической точки зрения трудно объяснить отсутствие действитель-
ных характеристических поверхностей в случае уравнений пространственной задачи
при использовании критерия текучести Мизеса.

Поверхности и линии скольжения не являются только математическим понятием.
Они существуют в действительности, и их можно выявить травлением отполирован-
ной поверхности или разреза деформированного металла. Фигуры скольжения часто
появляются в виде узоров с правильной лучистой симметрией на поверхностях или на
разрезах твердых тел, испытавших деформации за пределом упругости. Линии сколь-
жения (линии сдвигов) играют чрезвычайно важную роль как в теоретических, так и в
прикладных исследованиях напряженного состояния пластически деформированного
тела. Геометрия линий скольжения во многих случаях вполне определяет напряжен-
ное состояние, и такое напряженное состояние реализуется в условиях предельного
равновесия тела. На этот факт, по-видимому, впервые указал Д.К.Чернов.7 Фигуры

6Как представляется, задача поиска такой математической теории идеальной пластичности, ко-
торая приводила бы в зоне пластического течения к соотношениям гиперболического типа для
произвольных пространственных состояний, по-прежнему сохраняет свою актуальность, посколь-
ку при использовании условий пластичности, отличных от условия пластичности Кулона—Треска,
для огромного большинства пространственных состояний уравнения теории пластичности не имеют
вещественных характеристических направлений. Не спасает положения учет упругих деформаций и
различных гипотез упрочнения. Все равно для абсолютного большинства пространственных состо-
яний соответствующие уравнения эллиптичны. Аналогичное заключение остается справедливым и
для теории малых упругопластических деформаций, и для редко применяемых в настоящее время
”неассоциированных” законов пластического течения.

7Дмитрий Константинович Чернов (1839–1921 гг.) — великий русский инженер и ученый, осно-
ватель металлографии, разработавший учение о кристаллах и кристаллографии, создатель научных
основ обработки металлов давлением. Как ученый Д.К.Чернов оставался вне поля зрения официаль-
ной русской науки, даже когда его заслуги в области металлургии и металловедения были признаны
всем миром. Жизнь, научное творчество и практическая инженерная деятельность Д.К.Чернова по-
дробно освещены в книге: Д.К.Чернов и наука о металлах (под ред. акад. Н.Т. Гудцова.) М., Л.:
Металлургиздат, 1950. 564 с. В это издание включены основные научные труды этого выдающегося
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скольжения, которые наблюдались Д.К.Черновым при различных схемах нагруже-
ния (например, при растяжении плоских образцов, при пробивке круглых отверстий),
воспроизводятся в известной монографии: ФридманЯ.Б. Механические свойства ме-
таллов. М.: Оборонгиз, 1952. 556 с. (см. с. 103). Значительно позже линии скольжения
стали исследоваться за рубежом. В начальный период развития теории пластичности
при изучении пластического течения широко использовались представления о линиях
и поверхностях скольжения, подчиняющихся поразительным законам, установленным
математиками и инженерами в начале XX столетия.8 В предисловии мы уже говорили
о соответствии между изменениями в структуре сильно деформированных металлов и
при формации горных пород, отмечаемыми и описываемыми в петрографии. Поэтому
теория линий скольжения в руках геологов может служить средством расшифровки
процессов образования горных цепей и континентальных плато, восстановления исто-
рии движения земной коры (в том числе и ее континентальной части).9 Таким образом,
теория скольжения находит свое подтверждения на двух существенно отличающихся
масштабных уровнях.

К настоящему времени уже стало ясно, что предельные состояния твердых тел
должны также описываться статически определимыми уравнениями гиперболическо-
го типа.10 Теория предельного состояния первоначально развивалась в рамках ме-
ханики сыпучих сред. Основоположник теории К.Кулон сформулировал (1773 г.) ос-
новные положения теории предельного состояния и ввел представление о поверхности
сползания, которые были применены для решения ряда важных прикладных задач.
Систематическое изложение теории предельного состояния сыпучих сред на основе
представления о сетке скольжения было дано В.В.Соколовским в 1942 г. (см.: Со-
коловскийВ.В. Статика сыпучей среды. М., Л.: Изд-во АН СССР, 1942. 208 с.; тре-
тье издание: СоколовскийВ.В. Статика сыпучей среды. М.: Физматгиз, 1960. 244 с.).
Теории предельного состояния и идеальной пластичности, таким образом, имеют об-
щие основы, однако они далеко не тождественны. Теория идеальной пластичности
основана на представлении об условии пластичности, которое, вообще говоря, может
приводить либо к статически определимым, либо к статически неопределимым состо-
яниям. Теория предельного состояния в качестве своего предмета исследования берет
лишь статически определимые состояния, которые могут быть достигнуты, скажем,
при пропорцинальном возрастании внешних нагрузок. Для предельного состояния все
”предыдущие” свойства материала не играют никакой роли, поскольку предельное
состояние определяется из замкнутой системы формально статически определимых
соотношений, не имеющих ничего общего с допредельным поведением тела.

ученого. Его научная биография опубликована также в книге: Гумилевский Л.И. Чернов (научн. ред.
проф. И.Я.Конфедератов.) М.: Молодая гвардия, 1975. 208 с.

8В настоящее время более эффективными являются прямой конечно-разностный численный
анализ.

9Применение математической теории пластичности и концепции скольжения к задачам геологии и
геофизики читатель может найти в монографиях: НадаиА. Пластичность. Механика пластического
состояния вещества. М., Л.: ОНТИ, 1936. 280 с.; НадаиА. Пластичность и разрушение твердых тел.
Т. 2. М.: Изд-во Мир, 1969. 864 с.

10См.: ИвлевД.Д. Мир эллиптический и Мир гиперболический// Вестник Самарского гос. уни-
верситета. Естественнонаучная серия. 2005. № 5(39). С. 33–41.
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Экспериментальные исследования показывают, что условие пластичности Мизеса
значительно лучше согласуется с опытными данными, чем условие пластичности Ку-
лона—Треска.11 Сомневаться в достоверности данных многочисленных экспериментов
не приходится, тем более что они указывают на систематическое отклонение поведе-
ния металлов в состоянии текучести от условия Кулона—Треска. Тем не менее можно
предположить, что лучшее соответствие условия Мизеса опытным данным объясняет-
ся влиянием различных посторонних факторов, таких как упрочнение, деформацион-
ная анизотропия, поврежденность, элиминировать которые при проведении экспери-
ментов до конца не удается. Известно также, что чем ярче у материала на диаграмме
одноосного растяжения выражена площадка текучести (т. е. чем ближе его поведение
к идеально пластическому), тем лучше данные испытаний согласуются с критерием
пластичности Кулона—Треска. Таким образом, критерий текучести Кулона—Треска,
по-видимому, действительно лучше, чем все остальные мыслимые критерии, выра-
жает сущность идеальной пластичности. В пользу этого вывода, т. е. большего соот-
ветствия условия Кулона—Треска физике пластической деформации, высказывались
многие авторы.12

Итак, формально статически определимая задача о плоской пластической дефор-
мации вместе с ее гиперболическими соотношениями послужила отправной точкой
развития всей математической теории идеальной пластичности. Распространение ма-
тематического аппарата гиперболических уравнений, описывающего плоское течение
идеально пластического материала на общий трехмерный случай, явилось предметом
целого ряда исследований.

В 1909 г. Хаар и Карман (A.Haar, Th. vonKarman) выдвинули условие ”полной
пластичности” [13], которое, по существу, устанавливает соответствие напряженного
состояния ребру призмы Кулона—Треска,13 и оказалось, что соотношения простран-
ственной задачи теории идеальной пластичности при условии полной пластичности
являются статически определимыми.

В 1923 г. Генки (H.Hencky) [14] предложил использовать условие полной пластич-
ности Хаара—Кармана в случае осесимметричного напряженного состояния, что при-
вело его к статически определимой системе уравнений равновесия, которая, как он
установил, оказывается гиперболической. Позднее уравнения осесимметричной зада-
чи с условием текучести Кулона—Треска исследовались Р.Шилдом (R.T. Shield) [15]

11См., например, [12], с. 55, 57; [6], c. 29–34. Обычно при этом указывают на экспериментальные
данные А.Надаи (A.Nadai) и Лоде (W.Lode, 1928 г.). Именно в результате выполненных ими в Гет-
тингене при участии Прандтля экспериментов и был сделан вывод о предпочтительности условия
пластичности Мизеса. В опытах Надаи и Лоде окончательно установлено условие пластичности
Мизеса, причем показано его преимущество перед условием наибольших касательных напряжений.
(Цит. по: ИльюшинА.А. Пластичность. Часть первая. Упруго-пластические деформации. М., Л.: Го-
стехтеоретиздат, 1948. С. 57.) Имеется перевод оригинальной работы Лоде: ЛодеВ. Влияние среднего
главного напряжения на текучесть металлов // Теория пластичности: сб. ст. М.: Гос. изд-во иностр.
лит-ры, 1948. С. 168–205.

12Дискуссия по этому поводу имеется на с. 86, 87 упомянутой выше обзорной статьи
А.А.Вакуленко и Л.М.Качанова.

13Сформулируем ту же самую мысль, но в более отчетливой форме: состояние полной пластич-
ности описывается в рамках условия пластичности Кулона—Треска и соответствует ребру призмы
Кулона—Треска. Ясно, что состояние полной пластичности может быть описано также в рамках усло-
вия пластичности Мизеса. Однако в этом случае ассоциированный с условием пластичности Мизеса
закон течения приводит к неправильно определенной системе кинематических уравнений.
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для ребер и граней призмы Кулона—Треска. Осесимметричные автомодельные ре-
шения, соответствующие течению на ребре призмы Кулона—Треска, были построены
Р.Шилдом (R.T. Shield) в той же самой работе [15]; в частности, им было произве-
дено вычисление автомодельного поля скольжения вблизи свободной прямолинейной
границы.

В 1944 г. А.Ю.Ишлинский [16] исследовал осесимметричную задачу теории пла-
стичности, предполагая выполнение условия полной пластичности Хаара—Кармана,
доказав статическую определимость и гиперболичность основных уравнений. С помо-
щью численного метода в этой же работе было получено решение задачи о вдавли-
вании твердого шарика в идеально пластическую среду. Решение А.Ю.Ишлинского
вызвало критические замечания Р.Хилла, полагавшего, что ”такие вычисления име-
ют небольшое или не имеют никакого значения, так как гипотеза Хаара—Кармана
для металлов физически нереальна и она вводит ошибку неизвестной величины” (см.:
ХиллР. Математическая теория пластичности. М.: Гостехтеоретиздат, 1956. С. 321).
Свои возражения Хилл основывал на невозможности в рамках теории течения Ле-
ви—Мизеса определить связанного с распределением напряжений, удовлетворяющим
условию полной пластичности, поле скоростей из-за неправильной определенности
(переопределенности) системы соотношений кинематики. Выход из сложившейся си-
туации, как показало последующее развитие математической теории пластичности,
состоял в последовательном использовании гипотезы Хаара—Кармана и замене зако-
на течения Леви—Мизеса на обобщенный ассоциированный с условием пластичности
Кулона—Треска закон течения.

Соотношения пространственной задачи теории пластичности, когда, аналогично
условию полной пластичности Хаара—Кармана, имеется два соотношения между
главными напряжениями, были предложены и проанализированы А.Ю.Ишлинским
[17], который использовал определяющие зависимости в форме соотношений пере-
становочности тензора напряжений и тензора приращений пластических деформа-
ций,14 следующие из обобщенного ассоциированного закона пластического течения в
случае течения на ребре призмы Кулона—Треска и не предполагающие столь жест-
ких ограничений на скорости пластических деформаций, устанавливаемые традици-
онным для того времени требованием пропорциональности тензора скорости пласти-
ческих деформаций и девиатора тензора напряжений. Впервые в явной форме он
указал на необходимость при построении теории пространственной задачи двух усло-
вий пластичности, уравнения несжимаемости и условий соосности тензора напряже-
ний и тензора приращений пластических деформаций, которые он принял в форме
трех уравнений, следующих из перестановочности этих тензоров [22]. В своей работе
А.Ю.Ишлинский пишет: ”Согласно предлагаемой теории идеальной пластичности два
главных напряжения должны быть непременно равны друг другу, а третье отличаться
от них на удвоенное критическое значение 2k. Таким образом, для пространственной
задачи пластичности имеют место два соотношения между главными напряжениями,
подобно гипотезе полной пластичности Хаара и Кармана. Этим предлагаемая теория
отличается от теорий Леви и Мизеса, в которых принимается единственное соотно-
шение.” Таким образом, А.Ю.Ишлинский отказался от ”неассоциированного” опреде-
ляющего закона Леви [4] и дал корректное обобщение теории течения Сен-Венана [1],

14А.Ю.Ишлинский называл эти зависимости условиями соосности тензора напряжений и тензора
приращений пластических деформаций.
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[2] на трехмерный случай. Пространственные соотношения Ишлинского полностью
сохраняют свое значение в современной математической теории пластичности, и их
можно использовать при постановке и решении задач теории идеальной пластичности,
поскольку они являются следствиями обобщенного ассоциированного закона течения
в случае течения на ребре призмы Кулона—Треска.

Результаты А.Ю.Ишлинского предвосхитили более поздние исследования Д.Д.Ив-
лева [18], [19], в которых было показано фундаментальное значение условия полной
пластичности Хаара—Кармана для всей теории пластичности и был развит соответ-
ствующий вариант теории пластичности: сингулярное условие текучести (в частности,
ребро призмы Кулона—Треска) и обобщенный ассоциированный закон пластического
течения.

Ассоциированный закон течения однозначно определяет направление вектора,
представляющего приращения пластических деформаций в пространстве главных на-
пряжений, только в регулярных точках поверхности текучести. Если напряженное
состояние соответствует ребру (угловой точке) или конической особенности на поверх-
ности текучести, то необходимы дальнейшие предположения для вывода корректного
определяющего закона. Обобщение ассоциированного закона на случай поверхности
текучести с угловой точкой предложено Койтером (W.T.Koiter) в 1953 г.15 Это обоб-
щение основано на следующем принципе суперпозиции: особые точки поверхности
текучести представляются как пересечение конечного числа гладких поверхностей
текучести, каждая из гладких поверхностей текучести дает аддитивный вклад (с со-
ответствующим неопределенным множителем) в величину приращения пластической
деформации.

Обобщенный ассоциированный закон течения, сформулированный на основе усло-
вия пластичности Треска, устанавливает, что пластические деформации появляются
в результате сдвига (скольжения) на тех площадках, где касательные напряжения
по абсолютной величине достигают предельно возможного значения, причем сколь-
жение происходит в направлении действия максимального касательного напряжения
так, что оно совершает положительную работу.

В работах Д.Д.Ивлева было установлено, что при условии полной пластичности
(т. е. когда напряженное состояние соответствует ребру призмы Кулона—Треска)
уравнения пространственной задачи теории идеальной пластичности являются ста-
тически определимыми и принадлежат к гиперболическому типу. Нормали к харак-
теристическим поверхностным элементам уравнений статики при этом образуют ко-
нус, касающийся площадок максимальных касательных напряжений, построенных в
вершине конуса. Характеристическими будут также поверхностные элементы, нор-
мали к которым ортогональны главной оси тензора напряжений, соответствующей
наибольшему (наименьшему) главному напряжению. Кинематические уравнения про-
странственной задачи теории идеальной пластичности в случае, когда напряженное
состояние соответствует ребру призмы Кулона—Треска, также гиперболичны и име-
ют точно такие же директоры характеристических поверхностных элементов, как и
статические уравнения.16

15KoiterW.T. Stress-strain relations, uniqueness and variational theorems for elastic-plastic material
with a singular yield surface// Quart. Appl. Math. V. 11. № 3. 1953. P. 350–354.

16Этот результат был получен в работе [20]. Классическое изложение теории пространственной
задачи теории идеальной пластичности для напряженных состояний, соответствующих ребру призмы
Кулона—Треска, имеется в монографии [11], с. 205–246.
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Было таким образом доказано, что именно условие полной пластичности и только
оно позволяет сформулировать общую теорию идеальной пластичности с единым ма-
тематическим аппаратом статически определимых уравнений гиперболического ти-
па, соответствующим сдвиговой природе идеально пластического деформирования.
Эта точка зрения разделяется далеко не всеми. Так, А.А.Вакуленко и Л.М.Качанов
полагают, что доводы физического характера в пользу схемы полной пластичности
”продиктованы скорее заманчивой простотой математического анализа, нежели су-
ществом вопроса” (см.: ВакуленкоА.А., КачановЛ.М. Теория пластичности/ в кн.:
Механика в СССР за 50 лет. Т. 3. Механика деформируемого твердого тела. М.: На-
ука, 1972. С. 100). Тем не менее они замечают, что решения, полученные по схеме
полной пластичности, могут представлять несомненный интерес, полемизируя при
этом с Р.Хиллом, критически оценившим условие полной пластичности Хаара—Кар-
мана как ”искусственное и нереальное условие текучести” (см.: ХиллР. Математи-
ческая теория пластичности. М.: Гостехтеоретиздат, 1956. С. 320, 321). Не вызывает
возражений высказываемая ими мысль о том, что ценность того или иного решения
пространственной задачи устанавливается возможностью либо построить согласован-
ное кинематически допустимое поле, либо продолжить поле напряжений в жесткие
зоны, не нарушая условия текучести. В противном случае вопрос о значимости реше-
ния остается открытым. Ясно, что исключительную ценность представляют полные
решения, когда удается построить согласованное кинематически допустимое поле и
продолжить поле напряжений в жесткие зоны, не нарушая условия текучести. Таким
образом, неполные решения обладают лишь относительной ценостью, а полные— аб-
солютной. На практике, однако, чаще всего удается построить неполное поле напря-
жений (поле напряжений в пластической зоне) и возникает проблема его продолжения
в жесткую зону так, чтобы в жесткой зоне и на границе раздела выполнялись условия
равновесия и не превышался предел текучести. Общая процедура такого продолже-
ния (или хотя бы существование такого продолжения) для сколько-нибудь широкого
класса задач в настоящее время неизвестны. Учитывая все сказанное, нетрудно за-
ключить, что по большому счету неполные решения с теоретической точки зрения
вообще никакой ценности не представляют. Однако их практическая ценность часто
может быть очень высокой. Так или иначе, большинство прикладных задач решены
по идеально пластической схеме неполно.

В дальнейшем Д.Д.Ивлевым была исследована пространственная задача при про-
извольном кусочно-линейном условии текучести, и в результате показано, что как в
пространственном, так и в осесимметричном случае на ребре кусочно-линейного усло-
вия текучести уравнения математической теории пластичности являются гиперболи-
ческими и имеют характеристические элементы, совпадающие с площадками макси-
мальных касательных напряжений.

Любопытно отметить, что как статические, так и кинематические уравнения осе-
симметричной задачи теории идеальной пластичности для граней призмы Кулона—
Треска, соответствующих кинематически определимым режимам течения, также яв-
ляются гиперболическими; характеристические направления ориентированы так же,
как и главные направления тензора напряжений, т. е. характеристики касаются глав-
ных направлений тензора напряжений.17

17См. работу [21]. Полное исследование характеристик уравнений осесимметричной задачи при
условии пластичности Треска для различных режимов пластического течения читатель может найти
в [8], с. 258–268.
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Подобным же образом дело обстоит и в пространственной задаче: в случае грани
произвольного кусочно-линейного условия текучести характеристические поверхно-
сти касаются главных направлений тензора напряжений.

В 1971 г. Д.Д.Ивлев и Г.И.Быковцев предприняли исследование общих соотно-
шений теории пластичности как идеального, так и упрочняющегося тела с учетом
упругих деформаций и без их учета на предмет их классификации, определения ха-
рактеристических поверхностей и поверхностей разрыва скоростей, скоростей дефор-
маций и напряжений.18 Полученные ими результаты помогают установить, что (1)
дифференциальные уравнения теории устойчивого упрочняющегося упругопластиче-
ского тела не имеют действительных характеристик, т. е. эллиптичны; (2) если в
качестве критерия текучести взят критерий, отличный от критерия текучести Трес-
ка, то для большинства пространственных состояний дифференциальные уравнения
теории идеально упругопластического тела эллиптичны.

В 1966 г. выходит в свет монография Д.Д.Ивлева “Теория идеальной пластично-
сти”. В этом оригинальном сочинении с высоким мастерством были изложены новые
результаты и принципы математической теории идеальной пластичности и, прежде
всего, теория пространственной и обобщенной плоской задачи. Заметим, что эта моно-
графия стоит в одном ряду с замечательными руководствами по теории пластичности,
написанными советскими учеными-механиками, которые по мастерству изложения и
богатству результатов до сих пор остаются непревзойденными образцами.19 И в на-
стоящее время “Теория идеальной пластичности” Д.Д.Ивлева служит незаменимым
руководством для тех, кто пытается глубже проникнуть в основы математической тео-
рии идеальной пластичности с опорой на блестящее и последовательное изложение,
данное грандом этой науки.

В механике упрочняющихся пластических тел Д.Д.Ивлев (совместно с
Г.И.Быковцевым) последовательно развивал представления, основанные на
трансляционном механизме упрочнения, предложенные ранее в исследованиях
А.Ю.Ишлинского и В.Прагера (W.Prager). Результаты их совместных исследований
легли в основу классической монографии, которая по сути представляет собой
каноническое изложение математической теории пластичности упрочняющегося тела
в случае малых деформаций. В этой монографии читатель найдет исчерпывающий
анализ общих уравнений теории течения и свойств их решений, включая анализ
сильных и слабых разрывов с помощью аппарата геометрических и кинематических
условий совместности Адамара—Томаса (J.Hadamard, T.Tomas).

18См.: ИвлевД.Д., БыковцевГ.И. Теория упрочняющегося пластического тела. М.: Наука, 1971.
232 с. Научная биография Г.И.Быковцева, отражающая его выдающийся вклад в развитие теории
пространственной задачи математической теории пластичности, имеется в статье: ЯровойГ.П., Ра-
даевЮ.Н. К 70-летию Г.И.Быковцева// Вестник Самарского гос. университета. Естественнонаучная
серия. № 9/1(59). 2007. С. 9–30.

19Соколовский В.В. Теория пластичности. М.: Высш. школа, 1969. 608 с. (Это последнее третье
издание; второе издание: Соколовский В.В. Теория пластичности. М., Л.: Гостехтеоретиздат, 1950.
396 с.; первое издание книги было выпущено в свет издательством АН СССР в 1946 г.);

Ильюшин А.А. Пластичность. М.: Гостехтеоретиздат, 1948. 376 с.;
Качанов Л.М. Основы теории пластичности. М.: Наука, 1969. 420 с. (Первое издание этой книги:

Качанов Л.М. Основы теории пластичности. М.:Гостехтеоретиздат, 1956. 324 с.).
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Исследования Д.Д.Ивлева в области математической теории пластичности подыто-
жены в фундаментальной двухтомной монографии ”Механика пластических сред”.20

Помимо перечисленных, Д.Д.Ивлеву принадлежат различные результаты в обла-
сти предельного состояния конструкций, статики и динамики сыпучих сред, устой-
чивости равновесия упругопластических тел, гидродинамики, теории трещин и ме-
ханики разрушения. Следует отметить обстоятельный обзор работ по механике раз-
рушения с изложением основных результатов этой части механики деформируемо-
го твердого тела, сделанный им в момент острой дискуссии, посвященной механике
трещин (см.: Ивлев Д.Д. О теории трещин квазихрупкого разрушения // Журнал
прикл. механики и технич. физики. 1967. № 6. С. 88–128). Дискуссиям в механике
посвящена важная и весьма поучительная статья: ИвлевД.Д. Три дискуссии в меха-
нике // Вестник Самарского гос. университета. Естественнонаучная серия. 2007. №
4(54). С. 115–123. В ней Д.Д.Ивлев с присущей ему корректностью, тактом и береж-
ным отношением к научным фактам затрагивает важную тему дискуссии по механике
квазихрупкого разрушения и дает свою оценку имевшим место событиям, тем более
что Д.Д.Ивлев лично участвовал в этой дискуссии. Мы также ранее высказывались
по этому поводу в статье: РадаевЮ.Н. К 75-летию Д.Д.Ивлева // Вестник Самарско-
го гос. университета. Естественнонаучная серия. 2005. № 5(39). С. 5–32. Наши оценки
результатов имевшей место более сорока лет назад дискуссии совпадают. В частно-
сти, Д.Д.Ивлев в указанной выше статье пишет: ”Прав Ю.Н.Радаев, когда написал:
”Через сорок лет после этой дискуссии стало очевидным, что она нанесла значи-
тельный ущерб российской науке”.” Далее последовала публикация Г.П.Черепанова
”Научные сражения: Москва, 1960-е годы” (Вестник Самарского гос. университета.
Естественнонаучная серия. № 2(68). 2009), в которой дается вульгарная и односто-
ронняя интерпретация важных для научной общественности событий с оскорбитель-
ными высказываниями в адрес акад. А.Ю.Ишлинского, акад. Я.Б. Зельдовича, акад.
С.А.Христиановича, акад. Е.И.Шемякина и проф. Г.И.Баренблатта. В конце этой
так называемой ”статьи” сказано, что мемуары Г.П.Черепанова написаны по пред-
ложению проф. Д.Д.Ивлева и Ю.Н.Радаева. Нет смысла комментировать действия
Г.П.Черепанова. Содержание своей ”статьи” он ни с кем не согласовывал и должен в
полной мере отвечать за ее содержание, которое, как нам представляется, находится
за гранью норм культурного общения. Ясно, что Г.П.Черепановым движет болез-
ненное самомнение, сильно завышенная самооценка и стремление заявить о своей
выдающейся роли в науке в условиях, когда об этом никто ничего не говорит. Пози-
ция Д.Д.Ивлева по всем дискуссионным проблемам научной и общественной жизни
в России всегда высказывалась им в предельно корректной форме и в присущем ему
академическом стиле.

В последние годы Д.Д.Ивлев активно разрабатывал общую гиперболическую па-
радигму механики сплошных сред и, шире, всего естествознания.

В течение трех последних десятилетий рядом российских ученых проводятся иссле-
дования в рамках научного направления, вектор которого был задан Д.Д.Ивлевым в
его работах по теории пространственной задачи математической теории пластичности

20См.: Ивлев Д.Д. Механика пластических сред. Т. 1. Теория идеальной пластичности. М.: ФИЗ-
МАТЛИТ, 2001. 448 с.; Ивлев Д.Д. Механика пластических сред. Т. 2. Общие вопросы. Жестко-
пластическое и упругопластическое состояние тел. Упрочнение. Деформационные теории. Сложные
среды. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. 448 с.
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конца 50-х годов. Как уже указывалось, это один из самых сложных и наименее изу-
ченных разделов механики деформируемого твердого тела. Тем не менее за последние
два десятилетия удалось существенно продвинуться в создании общей теории трех-
мерных уравнений математической теории пластичности с условием пластичности
Треска и ассоциированным законом течения для напряженных состояний, соответ-
ствующих ребру поверхности текучести, и предложить общую схему интегрирования
пространственных статических уравнений. Основой теории выступает ряд геометри-
ческих результатов по исследованию поля главных направлений тензора напряжений,
характеризуемых наибольшим (или наименьшим) главным нормальным напряжени-
ем (получены в [23] и [24]). Исследования в области пространственной задачи теории
идеальной пластичности были подытожены в монографиях: РадаевЮ.Н. Простран-
ственная задача математической теории пластичности. Самара: Изд-во Самарского
гос. университета, 2006. 340 с.; ИвлевД.Д., МаксимоваЛ.А., НепершинР.И., Рада-
евЮ.Н., СенашовС.И., ШемякинЕ.И. Предельное состояние деформируемых твер-
дых тел и горных пород. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2008. 832 с.

В первой из указанных монографий сделана попытка дать полное и систематиче-
ское изложение методов и результатов, связанных с исследованием трехмерных урав-
нений математической теории пластичности в изостатической координатной сетке, с
акцентом на новых общих методах, которые обеспечивают решение прикладных задач
механики деформируемого твердого тела. Исходной точкой построения общей теории
пространственных уравнений выступает одна замечательная инвариантная векторная
форма пространственных уравнений, анализ которой позволяет сделать заключение
о расслоенности поля направлений, соответствующих наибольшему (наименьшему)
главному нормальному напряжению. Затем рассматриваются уравнения обобщенного
ассоциированного закона течения, основные кинематические соотношения для прира-
щений перемещений, следующие из него, а также исследуется кинематика течения на
поверхностях максимальной скорости сдвига. Показано, что скольжения на указанной
поверхности (сильные разрывы приращений перемещений) могут происходить только
вдоль асимптотических направлений, если поверхность максимальной скорости сдви-
га имеет отрицательную Гауссову кривизну. Поэтому сдвиговое пластическое течение
вблизи поверхности максимальной скорости сдвига (отрицательной Гауссовой кри-
визны) реализуется как результат микроскольжений в асимптотических направлени-
ях. Получены интегрируемые соотношения для разрывов касательных составляющих
приращений перемещений вдоль асимптотических линий поверхности максимальной
скорости сдвига. Рассмотрены кинематические соотношения в областях эллиптично-
сти, т. е. когда Гауссова кривизна положительна, на поверхности максимальной ско-
рости сдвига. Интегралы уравнений равновесия для расслоенного поля напряжений
вдоль изостатических траекторий выводятся преобразованием векторного уравнения
равновесия к изостатической координатной сетке. Устанавливается возможность от-
деления одной из изостатических координат, поверхности уровня которой как раз и
являются слоями поля направлений, соответствующих наибольшему (наименьшему)
главному нормальному напряжению.

Значительное внимание уделяется исследованию трехмерных уравнений матема-
тической теории пластичности в триортогональных изостатических координатах [25].
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Основной интерес здесь представляют уравнения совместности приращений деформа-
ций и пространственные соотношения Коши. Уравнения совместности для прираще-
ний малых деформаций в триортогональной изостатической системе координат иссле-
дуются вместе дополнительными соотношениями, связывающими физические компо-
ненты тензора несовместности. Существенных уравнений совместности – шесть. Для
напряженных состояний, соответствующих ребру призмы Кулона—Треска, имеется
лишь три независимых уравнения совместности. Явно указываются и рассматрива-
ются системы независимых уравнений совместности, сформулированные в изостати-
ческой координатной сетке. Определены условия, достаточные для того, чтобы при
выполнении трех независимых уравнений совместности удовлетворялись три остав-
шихся уравнения совместности. Показано, что нарушения сплошности на поверхности
идеально пластического тела распространяются вглубь тела вдоль асимптотических
линий на слоях векторного поля, указывающего направления наибольшего главного
нормального напряжения. Поскольку асимптотические линии наименее искривлены
по сравнению с любыми другими линиями на поверхности (в том смысле, что нор-
мальная кривизна асимптотических линий равна нулю), то нарушения сплошности
проникают вглубь идеально пластического тела по наименее искривленным траекто-
риям. Именно в этом смысле можно вести речь о минимальном искривлении траек-
торий распространения трещин в твердых телах.

Анализ плоской и осесимметричной задач выполнен с использованием аппарата
производящих функций, определяющих канонические преобразования пространствен-
ных координат. Альтернативный вариант вывода всех основных геометрических соот-
ношений теории плоской деформации идеально пластического тела, исходя из условия
интегрируемости трехмерных пространственных уравнений, сформулированных для
напряженных состояний, соответствующих ребру призмы Кулона—Треска, простым
понижением на одну единицу их размерности был выполнен в статье [26].

В рамках построения математической теории пластичности с уравнениями гипер-
болического аналитического типа был выполнен групповой анализ уравнений про-
странственной, плоской и осесимметричной задач. В отношении пространственных
уравнений эта работа еще далека от завершения, и продолжается поиск новых сим-
метрий пространственных уравнений Д.Д.Ивлева. Методы группового анализа все
шире проникают в механику деформируемого твердого тела, позволяя в некоторых
случаях получать точные решения важнейших прикладных задач.21 Получены новые
результаты применения классических методов Ли к нелинейным уравнениям теории
пластичности. Определены группы симметрий уравнений в частных производных тео-
рии пластичности, алгебры симметрий (алгебры Ли) и оптимальные системы одно-
мерных подалгебр для пространственной, плоской и осесимметричной задач. Опти-
мальные системы позволяют найти ряд новых решений трехмерных уравнений теории
пластичности инвариантно-групповой природы. Применение групповых методов (осо-
бенно это касается пространственной задачи) требует выполнения огромного объема
рутинных преобразований и вычислений, которые были проведены с помощью систем
символьных вычислений. Чтобы оценить примерный объем вычислительной работы,
заметим, что лишь для одной естественной конечномерной (размерности 12) подалгеб-
ры алгебры симметрий, соответствующей группе симметрий трехмерных уравнений

21При этом не следует однако преувеличивать возможности группового анализа. В настоящее
время его роль как средства нахождения новых точных решений задач механики деформируемого
твердого тела является более чем скромной.
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пространственной задачи теории идеальной пластичности, оптимальная система одно-
мерных подалгебр насчитывает один трехпараметрический элемент, 12 двухпарамет-
рических, 66 однопараметрических элементов и 108 индивидуальных элементов. Ал-
гебра симметрий уравнений осесимметричной задачи имеет размерность 5; оптималь-
ная система одномерных подалгебр состоит из одного однопараметрического элемента
и двадцати двух индивидуальных элементов. Алгебра симметрий уравнений плоской
задачи (плоское деформированное состояние) имеет размерность 7; оптимальная си-
стема одномерных подалгебр состоит из одного двухпараметрического элемента, 11
однопараметрических и 20 индивидуальных элементов.

Преподавание математической теории пластичности в российских университетах
имеет свою историю и традиции. В настоящее время они прочно связанны с именами
Д.Д.Ивлева и Г.И.Быковцева. Отличительной чертой их преподавательской деятель-
ности является сочетание прикладного содержания теории пластичности с глубоким
и изящным математическим исследованием гиперболических задач для дифферен-
циальных уравнений в частных производных, к которым приводит изучение полей
напряжений и скоростей деформаций в зонах пластического течения. Такой синтез
требовал также прочтения особого курса по теории дифференциальных уравнений
в частных производных математической физики, в котором излагались такие редко
освещаемые в современной учебной литературе темы, как общая теория характери-
стик для нелинейных уравнений первого и второго порядков, метод каскадного инте-
грирования Лапласа, метод тангенциального преобразования, метод фазового преоб-
разования.

Дюис Данилович вел большую общественную работу в Чувашии, часто выступал
как яркий публицист на страницах региональной печати. Он является автором ря-
да оригинальных научно-популярных и публицистических изданий, таких как "Двое
в академической лодке, не считая науки" , "Мир эллиптический и мир гиперболиче-
ский" , "Короли и академики" и др. До конца жизни он оставался ответственным
редактором созданной им естественнонаучной серии журнала "Вестник Чувашского
государственного педагогического университета им. И.Я.Яковлева" .

Д.Д.Ивлев был членом Национального комитета РАН по теоретической и приклад-
ной механике, членом редколлегий журналов “Известия РАН—Механика твердого
тела” и “Прикладная математика и механика”, членом экспертного совета по матема-
тике и механике ВАК Минобразования и науки РФ, председателем диссертационного
совета по присуждению ученой степени доктора физико-математических наук, дей-
ствительным членом Национальной академии наук и искусств Чувашской Республи-
ки, заслуженным деятелем науки и техники РФ (1992 г.), лауреатом Государственной
премии Чувашской Республики в области науки и техники (2006 г.) Среди учеников
Д.Д.Ивлева — доктора и кандидаты наук, которые работают в различных городах
России: Москве, Воронеже, Самаре, Чебоксарах, Владивостоке.

Дюис Данилович Ивлев награжден медалями "За доблестный труд в Великой Оте-
чественной войне 1941-1945 гг." , "50 лет Победы в Великой Отечественной войне
1941-1945 гг." , "60 лет Победы в Великой Отечественной войне 1941-1945 гг." , ме-
далью ордена "За заслуги перед Отечеством" II степени, высшей наградой Нацио-
нальной академии наук и искусств Чувашской Республики— Золотой медалью им.
И.Я.Яковлева.

Дюис Данилович был строг и точен в науке, доброжелателен в жизни. Таким образ
этого выдающегося человека запомнится нам навсегда.
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Аннотация. Изучается упругопластическое кручение однородного прямолинейного стержня
с ортотропной анизотропией. Предполагается, что боковая поверхность стержня свободна от
напряжений и находится в пластическом состоянии. Построена бесконечная система законов
сохранения, зависящая линейно от компонент тензора напряжений. Законы сохранения позво-
лили свести задачу об определении напряженного состояния во внутренних точках стержня
к вычислению интегралов по границе контура сечения. Это дало возможность определить
упругопластическую границу внутри поперечного сечения, которое ограничено произволь-
ным кусочно-гладким контуром.

Ключевые слова: упругопластическое кручение, ортотропный стержень, упругопластиче-
ская граница, законы сохранения.

УДК: 539.374

1. Введение. Ортотропной анизотропией обладают многие конструкционные ма-
териалы. Такая анизотропия возникает из-за технологической обработки: прокатки,
сварки и т. п. [1]. Поэтому изучение поведения ортотропных материалов под действием
различных нагрузок является актуальной задачей. В предлагаемой работе изучается
упругопластическое кручение ортотропных стержней. Постановка задач и подробный
анализ состояния задач об упругопластическом кручении изотропных стержней по-
дробно изложены в книге [2]. Там, в частности, отмечено, что решение такой задачи
еще далеко от завершения и имеются только некоторые частные решения для опре-
деленных видов поперечных сечений. В работах одного из авторов статьи [3] предло-
жен метод построения упругопластической границы для изотропных стержней. Этот
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метод основан на построении системы законов сохранения. Методы законов сохране-
ния хорошо зарекомендовали себя при решении краевых задач идеальной пластич-
ности [4],[5]. Теперь подобная методика начинает успешно применяться для решения
упругопластических задач. Предложенная методика позволяет построить упругопла-
стическую границу для ортотропных стержней, например, прокатных профилей, что
позволяет точно определять прочностные характеристики стержней. Построенные в
процессе решения задачи, аналитические выражения можно использовать для созда-
ния программ, позволяющих визуализировать упругопластические границы для ор-
тотропных стержней. Это уже сделано для изотропных стержней [6],[7] и планируется
сделать для ортотропных.

2. Постановка задачи. Пусть однородный стержень обладает ортотропной анизо-
тропией, такой, что плоскость симметрии нормальна к образующей, т. е. совпадает с
плоскостью поперечного сечения. Предположим, что усилия распределены по торцам
и на каждом из них возникает скручивающий момент Mt.

Mt =

∫∫
(xτ23 − yτ13)dxdy

Рис. 1. Скручиваемый ортотропный стержень

В стержне, при достаточно большом значении скручивающего момента, возникают
две зоны: упругая и пластическая. Рассмотрим упругую область. В этом случае зада-
ча сводится к определению двух компонент тензора напряжений τxz и τyz , которые
связаны с компонентами тензора деформаций с помощью обобщенного закона Гука
[1]:

1

G2
τxz = εxz,

1

G1
τyz = εyz, (1)
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где G1, G2 – модули сдвига для плоскостей yz и xz .
Пусть, как это принято в задачах кручения, компоненты вектора перемещения име-

ют вид
u = −θyz, v = θxz, w = −θϕ(x, y), (2)

где θ – относительный угол закручивания (крутка).
При этих предположениях из (1) получаем условия совместности

F1 =
1

G2

∂τxz
∂y
− 1

G1

∂τyz
∂x

+ 2θ = 0. (3)

Это уравнение и уравнение равновесия

F2 =
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0 (4)

дают возможность определить компоненты тензора напряжений в упругой области.
Граничное условие получаем из предположения, что боковая поверхность свободна

от напряжений. Это условие имеет вид:

τxz cos(n, x) + τyz cos(n, y) = τxzl1 + τyzl2 = 0. (5)

Рассмотрим пластическую область. Предполагается, что торцевые моменты Mt та-
ковы, что в стержне возникают пластические зоны. Пусть в пластической зоне вы-
полняется условие пластичности

2a13τ
2
xz + 2a23τ

2
yz = 1, (6)

где параметры a13, a23 характеризуют текущее состояние пластической анизотропии.
Предполагаем, что пластическая область охватывает всю боковую поверхность

(рис. 2).

Рис. 2. Г – внешняя граница, L – упруго-пластическая граница,

P – пластическая область, E – упругая область

Необходимо решить следующую задачу: при сделанных выше предположениях
определить неизвестную границу L.

3. Методика построения решения.
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Определение. Пусть F1 = 0, F2 = 0 – система двух дифференциальных уравнений
от двух независимых переменных. Законом сохранения называется соотношение

∂xA+ ∂yB = ∆1F1 + ∆2F2 = 0,

которое выполняется на всех решениях системы F1 = 0, F2 = 0.
Здесь ∆1, ∆2 – некоторые линейные дифференциальные операторы. Вектор (A,B)

называется сохраняющимся током. Построим законы сохранения для системы урав-
нений (3), (4). Сохраняющийся ток ищем в виде

A = α1u+ β1v + γ1, B = α2u+ β1v + γ2, (7)

где τxz = u, τyz = v,αi, βi, γi – функции только x, y. Тогда закон сохранения запишется
так:

∂xA+ ∂yB = ω1F1 + ω2F2. (8)
В этом случае операторы ∆1, ∆2 сводятся к умножению на некоторые функции ωi

от независимых переменных. Подставляя (7) в (8), получаем

α1
xu+α1ux+β1vx+γ1x+α2

yu+α2uy+β
2
yv+β2vy+γ

2
y = ω1

(
1

G2
uy −

1

G1
vx + 2θ

)
+ω2(ux+vy).

(9)
Поскольку соотношение (9) выполняется тождественно, все коэффициенты при ис-

комых функциях и их производных u, v, ux, uy, vx, vy должны быть равны нулю. В
результате получаем

α1
x + α2

y = 0, β1x + β2y = 0, α1 = ω2, β
1 = − ω1

G1
, α2 =

ω2

G2
, β2 = ω2, γ

1
x + γ2y = 2θω1.

Отсюда следует

α1 = β2 = ω2, β
1G1 = −α2G2 = −ω1, α

1
x − β1y

G1

G2
= 0

β1x + α1
y = 0, G2α

1
x − β1yG1 = 0, β1x + α1

y = 0

Для нахождения α1, β1 необходимо решить уравнения

G2α
1
x −G1β

1
y = 0, β1x + α1

y = 0 (10)

Отсюда, в частности, следует, что исследуемая система уравнений допускает беско-
нечное число нетривиальных законов сохранения. Будем искать два особых решения
уравнений (10), т.е. такие решения, которые имеют особенность в точке (0,0).

Первое решение уравнений (10), его обозначим α1
1, β11 ищем в виде:

α1
1 = y(x2 + k2y2)p, β11 = x(x2 + k2y2)p, (11)

где k, p – некоторые постоянные.
Подставляем (3.11) в (3.10), имеем:

p = −1, k2 =
G2

G1
.

Второе решение уравнений (10), обозначим его α1
2, β12 , ищем в виде:

α1
2 = x(x2 + k2y2)p, β12 = −y(x2 + k2y2)p. (12)

Здесь также p = −1, k2 = G2
G1

.
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Поскольку система уравнений (10) допускает преобразования трансляции

y′ = y + y0, x
′ = x+ x0,

где x0, y0 – произвольные постоянные, то решения (11), (12) можно записать в виде:

α1
1 =

(y − y0)
r

, β11 =
(x− x0)

r
, α1

2 =
(x− x0)

r
, β12 = −(y − y0)

r
, (13)

где r = (x− x0)2 + G2
G1

(y − y0)2 .
Преобразуем полученные законы сохранения. Закон сохранения (8) можно записать

по формуле Грина:

∫
Г
(α1u+ β1v + γ1)dx−

(
−G1

G2
β1u+ α1v + γ2

)
dy = 0,

где Г – произвольный кусочно-гладкий контур.
Пусть x0, y0 – некоторые точки в области, охватываемой контуром Г. Рассмотрим

эллипс, внутри которого находится точка x0, y0. Тогда получаем (см. рис. 3):

∫
Г

(
α1u+ β1v + γ1

)
dx−

(
−G1

G2
β1u+ α1v + γ2

)
dy +

∫
Г1

+

∫
Г2

+

+

∫
(x−x0)2+k2(y−y0)2=ε2

(
α1u+ β1v + γ1

)
dx+

(
−G1

G2
β1u+ α1v + γ2

)
dx = 0.

Обход по контурам совершается так, что особая точка остается вне области, охва-
тываемой контурами. Поскольку

∫
Г1

+
∫
Г2

= 0, то получаем

∫
Г

(
α1u+ β1v + γ1

)
dx−

(
−G1

G2
β1u+ α1v + γ2

)
dy =

= −
∫

(x−x0)2+k2(y−y0)2=ε2

(
α1u+ β1v + γ1

)
dx+

(
−G1

G2
β1u+ α1v + γ2

)
dx. (14)

Здесь интеграл в правой части вычисляется по эллипсу Э: (x−x0)2+k2(y−y0)2 = ε2,
в центре которого находится особая точка.

Пусть α1 = α1
1, β1 = β11 из (13), вычислим интеграл в правой части (14). Имеем:

−
∫
Э

(
α1
1u+ β11v + γ11

)
dx+

(
−G1

G2
β11u+ α1

1v + γ2
)
dy. (15)
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Рис. 3. Стрелочками показано направление обхода границ

Пусть x− x0 = ε sinφ, k(y − y0) = ε cosφ, тогда α1
1 = 1

k
cosφ
ε , β11 = sinφ

ε и выражение
(15) запишется так:

−
2π∫
0

(
1

k

cosφ

ε
u+

sinφ

ε
+ γ1

)
ε cosφdφ+

+

2π∫
0

(
−G1

G2

sinφ

ε
u+

1

k

cosφ

ε
+ γ2

)
ε sinφdφ =

=

2π∫
0

(
−cos2 φ

ε
− G1

G2

1

k
sin2 φ

)
u+

(
cosφ sinφ+

1

k2
cosφ sinφ

)
dφ =

=
u(x0, y0)

2k

2π∫
0

(
−1− G1

G2

)
dφ =

u(x0, y0)

2k

(
−1− G1

G2

)
π.

Следовательно,

u(x0, y0)
G1 +G2

G2k
= −

∫
Г

(
α1
1u+ β11v + γ11

)
dx−

(
−G1

G2
β11u+ α1

1v + γ21

)
dy. (16)

Теперь рассмотрим второе решение α1 = α1
2, β1 = β12 .
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Поступая так же, как в первом случае, имеем:

−
∫
Э

(
α1
2u+ β12v + γ12

)
dx−

(
−G1

G2
β12u+ α1

12v + γ22

)
dy =

=

∫
Э

(
(x− x0)

r
u− (y − y0)

r
v + γ12

)
dx−

(
G1

G2

(y − y0)
r

u+
(x− x0)

r
v + γ22

)
dy =

=

2∫
π0

(
sinφ

ε
u− cosφ

εk
v + γ12

)
ε cosφdφ−

(
G1

G2

cosφ

εk
u+

sinφ

ε
v + γ22

)
(− sinφ)εdφ =

=

2∫
π0

(
cos2 φ

k
+ sin2 φ

)
dφ = v(x0, y0)

(
1

k
+ 1

)
π.

Окончательно получим

v(x0, y0)
k

π(k + 1)
=

∫
Г

(
α1
2u+ β12v + γ12

)
dx−

(
−β12u+ α1

2v + γ22
)
dy. (17)

Теперь осталось вычислить интеграл в правых частях формул (16), (17). Для этого
воспользуемся формулами (5) и (6). Они позволяют вычислить u = τxz, v = τyz на Г.

Имеем:
ul1 + vl2 = 0, 2a13u

2 + 2a23v
2 = 1.

Отсюда получаем выражения для u = τxz, v = τyz на Г.

u = − l2
l1
v, 2a13

(
l2
l1

)2

v2 + 2a23v
2 = 1,

v2 =
l21

2(a13l22 + a23l21)
, v = ± l1√

2(a13l22 + a23l21
, (18)

u = ∓ l2√
2(a13l22 + a23l21

. (19)

В соответствии с торцевыми моментами (см. рис. 1) в формулах (18) и (19) выби-
раем верхний знак.

Полученные формулы подставляем в (16) и (17) и находим выражения для u = τxz,
v = τyz во всех точках в области, ограниченной контуром Г. Это позволяет определить
пластическую и упругую зоны. Те точки, где 2a13τ

2
xz + 2a23τ

2
yz < 1, принадлежат

упругой зоне, остальные попадают в пластическую зону.
4. Заключение. Результаты, полученные в этой работе, еще раз показывают, что

использование законов сохранения эффективно для решения краевых задач. Глобаль-
ные по своей сути, они позволяют свести решение краевой задачи к нескольким квад-
ратурам.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Лехницкий С.Г. Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977. 416 с.
[2] Аннин Б.Д., Черепанов Г.П. Упругопластическая задача. Новосибирск: Наука,

1983. 238 с.



44 С. И. СЕНАШОВ, Е. В. ФИЛЮШИНА

[3] Сенашов С.И., Черепанова О.Н., Кондрин А.В. Об упругопластическом круче-
нии стержня // Вестник СибГАУ. 2013. В. 3(49). С. 100-103.

[4] Киряков П.П., Сенашов С.И., Яхно А.Н. Приложение симметрий и законов со-
хранения к решению дифференциальных уравнений. Новосибирск: Издательство СО-
РАН, 2001. 190с.

[5] Сенашов С.И., Гомонова О.В., Яхно А.Н. Математические вопросы двумерных
уравнений идеальной пластичности. Красноярск: СибГАУ, 2012. 137 с.

[6] Сенашов С.И., Черепанова О.Н., Кондрин А.В, Филюшина Е.В. Расчет напря-
женного состояния во внутренних точках упругопластического стержня постоянно-
го сечения. Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ №
2013618484.

[7] Сенашов С.И., Черепанова О.Н., Кондрин А.В, Яхно А.Н., Филюшина Е.В. По-
строение упругопластической границы, возникающей при кручении прямолинейного
стержня с сечением прямоугольной формы. Свидетельство о государственной реги-
страции программы для ЭВМ № 20146616472.



УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ КРУЧЕНИЕ... 45

S. I. Senashov, E. V. Filyushina

ELASTIC-PLASTIC TORSION BAR ORTHOTROPIC
Siberian State Aerospace University named after academician M. F. Reshetnev, Krasnoyarsk,

Russia

Abstract. We study the elastic - plastic torsion uniform rectilinear rod orthotropic anisotropy.
It is assumed that a side surface the rod is free from stresses and stored in a plastic state. Built
infinite system of conservation laws, which depends linearly on the components of the stress tensor.
The conservation laws allow to reduce the problem of determining the state of stress in the interior
points of the rod to the calculation of integrals over the boundary of the contour section. This
made it possible to determine elastic - plastic boundary within the cross section, which is limited
arbitrary piecewise smooth contour.
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Аннотация. Моделируется процесс снятия остаточных напряжений в металлах при темпе-
ратурном воздействии. Рассмотрены режимы в стадии медленного нагрева до температуры,
не создающей дополнительных необратимых деформаций, выдержки при этой температуре и
режим медленного охлаждения. Стадия выдержки моделируется с учетом ползучих свойств
материалов. Рассматриваются краевые задачи и описываются закономерности, отвечающие
за снятие остаточных напряжений. В условиях ползучести Нортона получены аналитические
решения.
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Введение. При отсутствии каких-либо внешних воздействий в телах или конструк-
циях всегда присутствуют напряжения, которые принято называть остаточными [1],
[2]. Такие напряжения чаще всего отрицательно влияют на дальнейшую эксплуатацию
изделий, вызывая коробление, возникновение трещин и в конечном итоге разрушение.
В настоящее время для избежания таких дорогостоящих разрушений разработаны и
применяются различные способы, приводящие к снятию таких нежелательных напря-
жений. В технологической практике одним из способов является процесс термической
обработки, предполагающий медленный нагрев материала до определённой темпера-
туры, выдержку и последующее медленное охлаждение.
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Отметим, что термообработка (или нагрев для уменьшения остаточных напряже-
ний, или отжиг для уменьшения напряжений) в зависимости от температуры нагрева
и скорости охлаждения металла бывает разных видов. Как правило, для максималь-
ного уменьшения остаточных напряжений применяют высокотемпературный отжиг.
Такой отжиг проводится в районе температур, не превышающих некоторую макси-
мальную температуру, выше которой могут происходить структурные превращения
(например, сталь от 450 до 650 ◦С). Низкотемпературный отжиг применяется к де-
талям, для которых более важным является сохранение поверхностной твердости,
нежели максимальное уменьшение остаточных напряжений. Проводят такой отжиг
при температурах до 250 ◦C (сталь). Нагрев до температуры отжига необходимо про-
изводить медленно, так, чтобы пониженные значения предела текучести при заданной
температуре отжига были по возможности достигнуты одновременно и равномерно
по всему сечению изделия. Режим охлаждения также является важнейшей стадией
процесса, поскольку нарушение предписанного технологией режима охлаждения не
только уменьшает эффект снятия напряжений, но может даже увеличить напряжения
по сравнению с исходным состоянием.

Результаты моделирования высокотемпературного отжига представлены в [3]. На
примере полого шара с накопленными необратимыми деформациями [4] в рамках
линейного упругопластического тела показана возможность уменьшения остаточных
напряжений. Моделирование осуществлялось квазистатическим процессом дополни-
тельного деформирования при медленном нагревании, выдержке при определенной
температуре и медленном охлаждении. Также в [3] показано, что без учета стадии
выдержки, которую было предложено рассматривать с учетом ползучих свойств ма-
териалов [5], [6], снятие остаточных напряжений не происходит, более того, как и в
[7], наблюдается их рост и повторное пластическое течение при охлаждении. В дан-
ной работе на основе полученных в [3] исследований представлены краевые задачи
и описаны закономерности, отвечающие за снятие остаточных напряжений при низ-
котемпературном воздействии, – низкотемпературный отжиг. Как и в [3], за основу
накопленных напряжений были приняты расчеты [4]. Необходимым условием этого
выступала статическая определимость процесса пластического течения [9], [10]. В ка-
честве закона ползучести для получения аналитического решения принят степенной
закон ползучести Нортона [8].
Предварительно накопленные остаточные напряжения.Как и в [3], рассмат-

ривался полый шар (R0, r0, r0 < R0) с предварительно накопленными необратимыми
деформациями:

eprr = −2kγ −Ar−3,
epθθ = epϕϕ = −eprr/2, γ = (λ+ 2µ)(3λ+ 2µ)−1µ−1,

(1)

err = drr = ∂u/∂r,

eθθ = eϕϕ = dθθ = dϕϕ = u/r,
(2)

где drr и dθθ – компоненты полных деформаций; λ, µ – параметры Ламе; k – пре-
дел текучести; A – константа, определяется по измеренным на внутренней границе
полным деформациям drr(r0) и заданным напряжениям σθθ(r0) = −2k. Уровень оста-
точных напряжений (рис. 1) рассчитан для образца из стали 30ХГСН2А с парамет-
рами: λ = 1.8 · 1011Па, µ = 8.1 · 1010Па, k = 1350 · 106Па; геометрическими размерами:
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r0/R0 = 0.2, R0/R0 = 1; заданными σθθ(r0) = −2kПа и измеренными drr(r0) = 0.03812;
σrr(R0) = 0, σrr(r0) = 0.

Рис. 1. Распределение предварительных остаточных напряжений
для стали марки 30ХГСН2А при T = 20◦С

На всех рисунках приведены безразмерные величины σ/µ, r/R0 (σrr/µ – сплош-
ная, σθθ/µ – пунктирная линии). Представленное состояние среды будем считать ис-
ходным, тогда учтем, что в предположении необратимой несжимаемости, в сфери-
ческой системе координат (r, θ ϕ), существует две области: r1 < r � R0 – упругая
и r0 � r � r1 – упругопластическая, r1 – граница областей. Упругопластическая
область r0 � r � r1 содержит накопленные телом при предварительном деформи-
ровании необратимые пластические деформации (1). В упругой области r1 < r � R0

пластические деформации (1) eprr и epθθ равны нулю, а упругие деформации (2) err и
eθθ зависят от компоненты перемещений u = ur(r).
Моделирование стадии медленного низкотемпературного нагрева. Про-

следим за изменениями напряжений (рис. 1) в материале на стадии медленного на-
грева. В рамках закона Дюамеля – Неймана [11] с ростом температуры напряжения
в среде будут изменяться согласно:

σrr=λ(err + 2eθθ) + 2µerr − 3αTK(T − T0),
σθθ = σϕϕ = σrr + 2µ(eθθ − err),

(3)

где αT – коэффициент линейного теплового расширения; K = λ + 2/3µ – упругий
модуль всестороннего сжатия; T , T0 – текущая, начальная температура. Тогда для
упругой области r1 < r � R0 компоненты упругих деформаций err и eθθ в (3) выража-
ются согласно (2). Для области r0 � r � r1 в (3) следует учесть уровень накопленных
необратимых деформаций eprr и epθθ, определенный в (1):

err = drr − eprr = ∂u/∂r − eprr,
eθθ = eϕϕ = dθθ − epθθ = u/r − epθθ.

(4)

Решение (4) справедливо при выполнении в области r0 � r � r1 условия σrr − σθθ <
2k2, где k2 – предел текучести.

С повышением температуры происходит изменение предела текучести материала
k2 = k2(T ): k2 = 1350 · 106 − 5(T − 200)(T − 100)(T − 20)(400 + 3T )/1824. Данная
функция построена по известным экспериментальным данным [12]. Заметим, что
для стали марки 30ХГСН2А в диапазоне температур 20–250 ◦С предел текучести
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k2 = 1350 · 106 = const не меняется. Таким образом, условие σrr − σθθ < 2k2 выпол-
няется на протяжении всего процесса равномерного нагревания до T1 = 250 ◦С. При
этой же температуре и ниже в технологической практике производится отжиг стали
марки 30ХГСН2А, называемый низкотемпературным. Расчеты показывают, что при
таком низкотемпературном воздействии в среде не возникает необратимых процессов.
Как отмечалось в [3], для появления необратимых процессов необходимо выполнять
равномерный нагрев до T2 = 480 ◦С.
Моделирование стадии выдержки.Для материалов, находящихся под длитель-

ным влиянием неизменной температуры, характерно проявление свойств ползучести,
стадию выдержки будем моделировать с учетом этих свойств. Ползучесть описываем
с помощью степенного закона Нортона [8]. Для степени n = 3 получено аналитическое
решение. Для необратимых деформаций получено соотношение:

eνrr = −(Btγ−2 + c)−1 −A1r
−3,

eνθθ = −eνrr/2.
(5)

В (5) B – параметр материала; c – определяется при eνrr(t = 0) = eprr; A1 – константа,
определяется напряженно деформированным состоянием среды. Изменение необра-
тимых (ползучих) деформаций (5) теперь следует учесть как в области r2 < r � R0,
так и в области r0 � r � r2 с накопленными пластическими деформациями (1).
Параметр c в области r2 < r � R0 определяется при условии, что в момент вре-
мени t = 0 (связано с началом процесса выдержки) eprr = 0: c = r3A−1. В области
r0 � r � r2 с накопленными пластическими деформациями (1) eprr = −2kγ − Ar−3:
c = r3(A−A1 + 2kr3γ)−1.

Рис. 2. Распределение остаточных напряжений во всем слое
для стали марки 30ХГСН2А после охлаждения до T = 20 ◦С

Произведен расчет напряжений при выдержке t = 2.6 часа при T = 250 ◦С. При
неизменной общей деформации напряжения в теле с течением времени перераспреде-
ляются – происходит их релаксация. Если теперь тело охладить до комнатной тем-
пературы, в окрестности уровень остаточных напряжений изменится (рис. 1 и рис.
2). Процесс низкотемпературного воздействия и его снятия, в отличие от высокотем-
пературного [3], приводит к значительному снижению уровня предварительно накоп-
ленных необратимых деформаций и остаточных напряжений (рис. 2).
Заключение. Расчеты остаточных напряжений по зависимостям полученных точ-

ных решений привели к частичной релаксации остаточных напряжений. Данный
опытный факт промоделирован на основе линейной упругопластической модели в
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условиях неизменного предела текучести материала с ростом температуры и при уче-
те ползучих свойств материалов на стадии выдержки. Для моделирования техноло-
гического приема отжига именно учет ползучести на стадии выдержки позволяет
получить результат, имеющий место в технологической практике.
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Аннотация. Рассматривается задача о распространении сферической продольной ударной
волны в упругопластической среде с накопленными необратимыми большими деформациями.
Построено автомодельное решение центрально-симметричного движения продольной ударной
волны постоянной интенсивности. Показано, что наличие накопленных необратимых дефор-
маций влияет на скорость распространения ударной волны. Представлены результаты чис-
ленного решения.

Ключевые слова: большие упругопластические деформации, ударная волна, автомодельная
переменная, разрыв напряжений, сферические волны.

УДК: 539.371/.374

Введение. В процессе производства и технологической обработки все изделия на-
капливают как обратимые, так и необратимые деформации. Наличие данных дефор-
маций в среде обусловливает остаточные напряжения. Существуют разные техноло-
гические приемы для снятия таких остаточных напряжений. Однако полностью снять
остаточные напряжения невозможно. Таким образом, в материалах практически все-
гда присутствуют накопленные деформации. Такие деформации могут влиять на про-
цессы распространения возмущений в среде. Хорошо изученные линейные модели не
описывают подобные эффекты. Учет подобных эффектов возможен только в рамках
нелинейных моделей. Однако с использованием нелинейных моделей упругопластиче-
ской среды существует ряд сложностей, связанных как с выбором модели [1]–[6], так
и с ее применением. Также следует отметить, что на сегодняшний день общепринятой
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модели больших упругопластических деформаций не существует. В данной работе для
расчета распространения сферической продольной ударной волны по среде с накоп-
ленными необратимыми деформациями используется модель больших упругопласти-
ческих деформаций, представленная в [7]–[9]. В рамках данной модели были получены
решения задач [10]–[15] теории больших упругопластических деформаций. В работе
[16] данная модель была использована для описания влияния необратимых дефор-
маций на распространение упругих волн по упругопластическому полупространству.
Пластические волны, являющиеся поверхностями разрывов, в линейной теории были
исследованы в [17]. Именно в рамках данной модели удается построить автомодельное
решение задачи о распространении сферической продольной упругой ударной волны в
среде с накопленными необратимыми деформациями. Автомодельное решение задачи
просто и дает качественную картину процессов.
Основные соотношения. Полагаем движение центрально-симметричным. Пусть

упругопластическая среда была нагружена и накопила некоторый уровень необра-
тимых деформаций, а затем была разгружена. Для простоты будем считать, что
только следующие компоненты тензора пластических деформаций отличны от нуля:
prr = pθθ = pϕϕ = η, где η = const, а все остальные тождественно равны нулю. Поло-
жим, что вектор перемещений в сферической системе координат имеет одну отличную
от нуля компоненту ur = ur(r, t). В этом случае движение среды обладает сфериче-
ской симметрией. Компоненты тензора деформаций Альманси, с учетом сферической
симметрии, выражаются через перемещения ur следующим образом:

drr =
∂ur
∂r
− 1

2

(
∂ur
∂r

)2

, dθθ = dϕϕ =
ur
r
− 1

2

(ur
r

)2
. (1)

Остальные его компоненты равны нулю:

drθ = drϕ = dϕθ = 0.

С другой стороны, если представлять тензор конечных деформаций через упругую
и пластическую части, с учетом нашего предположения prr = pθθ = pϕϕ = η, drθ =
drϕ = dϕθ = 0, при малых упругих деформациях получим:

drr = err + prr − 2errprr = err(1− 2prr) + prr,

dθθ = dϕϕ = eθθ + pθθ − 2eθθpθθ = eϕϕ + pϕϕ − 2eϕϕpϕϕ.
(2)

Из соотношений (1) и (2) можно однозначным образом выразить компоненты тензо-
ра упругих деформаций eij через тензор пластических деформаций pij и компоненты
градиента вектора перемещений ui,j :

err =
ur,r −

1

2
(ur,r)

2 − η

1− 2η
, eϕϕ = eθθ =

ur
r
− 1

2

(ur
r

)2
− η

1− 2η
. (3)

Связь тензора напряжений с упругими деформациями в сферических координатах
записывается согласно аналогу формулы Мурнагана следующим образом:

σrr =
ρ

ρ0

∂W

∂err
(1− 2err); σθθ =

ρ

ρ0

∂W

∂eθθ
(1− 2eθθ); σϕϕ =

ρ

ρ0

∂W

∂eϕϕ
. (4)

Здесь W – функция упругого потенциала, которая зависит только от инвариантов
тензора упругих деформаций, что возможно ввиду предположения о независимости



ВЛИЯНИЕ НАКОПЛЕННЫХ НЕОБРАТИМЫХ ДЕФОРМАЦИЙ... 55

внутренней энергии от пластических деформаций. Воспользуемся разложением функ-
ции упругого потенциала W в ряд Тейлора по упругим инвариантам в окрестности
состояния с нулевыми упругими деформациями:

W =
1

2
λI21 + µI2 + lI1I2 +mI31 + nI3 + ...,

I1 = err + eθθ + eϕϕ, I2 = e2rr + e2θθ + e2ϕϕ, I3 = e3rr + e3θθ + e3ϕϕ.
(5)

Отношение плотностей вычислим из уравнения неразрывности

ρ

ρ0
=

√
1− 2L1 + 2L2

1 − 2L2 −
4

3
L3
1 + 4L1L2 −

8

3
L3,

L1 = dii, L2 = dijdji, L3 = dijdjkdki.

(6)

Согласно нашим предположениям о том, что только три компоненты тензора ко-
нечных деформаций Альманси dθθ, dϕϕ и drr отличны от нуля, для его инвариантов
получаем:

L1 = drr + 2dθθ, L2 = d2rr + 2d2θθ, L3 = d3rr + 2d3θθ. (7)

Используя (6) и (7) и для компонент тензора Альманси (3), получим(
ρ

ρ0

)2

=
(

1− ur
r

)2
(1− ur,r) . (8)

Соотношения (4) определяют зависимость тензора напряжений от тензора упру-
гих деформаций, которая согласно предположению о малости упругих деформаций в
случае сферической симметрии принимает следующий вид:

σrr = R ((λ+ 2µ)err + λ(eϕϕ + eθθ)) ,

σθθ = R ((λ+ 2µ)eθθ + λ(eϕϕ + err)) ,

σϕϕ = R ((λ+ 2µ)eϕϕ + λ(err + eθθ)) ,

(9)

где R =
√

1− 2prr.
Уравнение движения в сферической системе координат имеет следующий вид:

σrr,r +
1

r
(2σrr − σθθ − σϕϕ) = ρ

dvr
dt
. (10)

Рассмотрим такое движение точек среды, когда единственной отличной от нуля
компонентой вектора перемещений является компонента ur, причем зависит она толь-
ко от радиуса r и момента времени t. В данном случае можно перейти от уравне-
ния (10), записанного в частных производных, к обыкновенному дифференциальному
уравнению. Это можно осуществить посредством введения автомодельной переменной
ξ следующего вида:

ξ =
r

ct
. (11)

Пусть вектор перемещений выражается следующим образом:

ur(r, t) = ru(ξ). (12)

Вычислим частные производные от ur по времени и радиусу в соответствии с (12):

ur,r = u(ξ) + ξu′(ξ),
∂ur
∂t

= r
(
− r

ct2

)
u′ = −cu′ξ2. (13)
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Выражение для вектора скорости записывается следующим образом:

vr = u̇r + ur,rvr ⇒ vr =
u̇r

1− ur,r
,

откуда в соответствии с (12)

vr = − cu′ξ2

1− u− u′ξ
. (14)

Выразим через u(ξ) левую часть уравнения (10). Для этого перепишем соотношения
для упругих деформаций (3), используя (13):

err =
u+ ξu′ − 1

2
(u+ ξu′)2 − η

1− 2η
, eϕϕ = eθθ =

u− 1

2
u2 − η

1− 2η
. (15)

Подставляя (15) в (9), выразим компоненты тензора напряжений:

σrr =

(λ+ 2µ)
u+ ξu′ − 1

2
(u+ ξu′)2 − η

1− 2η
+ 2λ

u− 1

2
u2 − η

1− 2η

 ,

σθθ =

2(λ+ µ)
u− 1

2
u2 − η

1− 2η
+ λ

u+ ξu′ − 1

2
(u+ ξu′)2 − η

1− 2η

 ,

σϕϕ =

2(λ+ µ)
u− 1

2
u2 − η

1− 2η
+ λ

u+ ξu′ − 1

2
(u+ ξu′)2 − η

1− 2η

 .

(16)

Частная производная от σrr по радиусу имеет следующий вид:

σrr,r = R

(
(λ+ 2µ)

(2u′ − u′′ξ)(1− u− ξu′)
1− 2η

+ 2λu′
1− u
1− 2η

)
ξ

r
. (17)

В результате для левой части уравнения (10), используя (16) и (17), получаем

σrr,r +
1

r
(2σrr − σθθ − σϕϕ) =

=
R

r

((
(λ+ 2µ)

(2u′ − u′′ξ)(1− u− ξu′)
1− 2η

+ 2λu′
1− u
1− 2η

)
ξ+

+4µ

u+ ξu′ − 1

2
(u+ ξu′)2 − u+

1

2
u2

1− 2η


 .

(18)

Благодаря соотношениям (12) и (18) из уравнения движения (10), записанного в
частных производных, получаем обыкновенное однородное дифференциальное урав-
нение второго порядка, описывающее одномерное движение среды в безразмерной



ВЛИЯНИЕ НАКОПЛЕННЫХ НЕОБРАТИМЫХ ДЕФОРМАЦИЙ... 57

форме:(
(λ+ 2µ)

(2u′ − u′′ξ)(1− u− ξu′)
1− 2η

+ 2λu′ (1− u)

)
ξ + 4µξu′

1− u− 1

2
ξu′

1− 2η

 =

= ρ0c
2ξ3

(u′′ξ + 2u′)(1− u)2

(1− u− u′ξ)3
.

(19)

Постановка задачи. Пусть в предварительно продеформированной разгруженной
среде имеется сферическая полость радиусом r0 (рис. 1, a).

Рис. 1. Распространение ударной волны от внутренней полости

В момент времени t0 =
r0
G

(G = const) на границе полости мгновенно изменяется

напряженное состояние σ0rr = σrr(t0) так, что σ0rr < 0. В результате такого ударного
воздействия на среду в ней начинают распространяться возмущения. С учетом усло-
вия увеличения давления σ0rr < 0 из законов термодинамики следует, что передним
фронтом возмущений будет сферическая ударная волна (рис. 1, b). Будем считать
скорость G движения фронта волны в среде постоянной. Тогда поверхности разры-
ва будет соответствовать постоянное значение автомодельной переменной ξ∗ = Gc−1,
где c =

√
λ+ 2µ/ρ0. Согласно принятой гипотезе сплошности вектор перемещений на

ударной волне рваться не может
[ur] = 0, (20)

а рвутся только его производные. Причем разрывы должны удовлетворять условиям
совместности на поверхностях разрывов.

На сферической поверхности разрыва закон сохранения импульса в разрывах пе-
реписывается следующим образом:

[σrr] = −ρ0[vr]. (21)

Кинематические условия совместности разрывов в сферической системе координат
имеют вид:

[u̇r] = (vr −G)[ur,r]. (22)
Откуда, если переписать уравнение для вектора скорости

vr =
∂ur
∂t

+ ur,rvr (23)
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в разрывах, получаем

[vr] =
(vr −G)[ur,r]

1− ur,r + [ur,r]
. (24)

Выразим разрыв тензора напряжений [σrr], записанный в левой части (21), через
разрыв градиента вектора перемещений [ur,r].

Для этого запишем соотношения (1) в разрывах

[drr] =

[
ur,r −

1

2
u2r,r

]
= [ur,r]− [ur,r]ur,r +

1

2
[ur,r]

2. (25)

Так же перепишем в разрывах соотношения (2), учитывая то, что рваться могут
только упругие деформации, а пластические остаются постоянными:

[drr] = [err]− 2[err]prr = [err](1− 2prr),

[dθθ] = [dϕϕ] = [eϕϕ](1− 2pϕϕ) = [eθθ](1− 2pθθ) = 0.
(26)

Из (25) и (26) разрыв тензора упругих деформаций может быть выражен следую-
щим образом:

[err] = [ur,r]
(1− ur,r)
1− 2prr

. (27)

Переписывая соотношения (9) в разрывах и учитывая (26), имеем:

[σrr] =
ρ

ρ0
((λ+ 2µ)[err] + λ([eϕϕ] + [eθθ])) =

ρ

ρ0
(λ+ 2µ)[ur,r]

1− ur,r +
1

2
[ur,r]

1− 2prr
. (28)

Используя (24) и (28), перепишем закон сохранения импульса:

(λ+ 2µ)[ur,r]
1− ur,r +

1

2
[ur,r]

1− 2prr
= ρ0

(vr −G)2[ur,r]

1− ur,r + [ur,r]
. (29)

Уравнение (29) является алгебраическим уравнением относительно скорости рас-
пространения ударной волны G, откуда получаем

G = vr +

√√√√λ+ 2µ

ρ0

(1− ur,r +
1

2
[ur,r])(1− ur,r + [ur,r])

1− 2prr
. (30)

Если теперь считать [ur,r] = ϕ = const известной интенсивностью волны, то полу-
чаем: G = const и ξ∗ = const. Согласно (30) формулируем начальные условия задачи
Коши для уравнения (19), к которой сведена таким образом поставленная задача. Из
уравнения (20) и соотношения (12) получаем, что сразу за поверхностью ξ∗

u(ξ∗) = 1−
√

1− 2η. (31)

А для первой производной функции u(ξ) в точке ξ∗ согласно уравнениям (1), (2),
(13), (31) получаем

u′(ξ∗) = − ϕ
ξ∗
. (32)

Таким образом получаем соотношения (31) и (32), которые являются начальными
условиями задачи Коши для уравнения (19). Поскольку аналитически найти решение
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уравнения (19) не представляется возможным, то был проведен численный экспери-
мент. Численное интегрирование проводилось от ξ∗ при условиях (31) и (32) и закан-
чивалось при некотором ξ1 (0 < ξ1 < ξ∗), когда u(ξ) достигает некоторого, заданного
заранее предела u1 = u(ξ1).

Для определения закона движения R = R(t) границы полости, при котором расхо-
дящаяся сферическая ударная волна имеет постоянную интенсивность, воспользуемся
соотношением, следующим из постановки задачи:

R(t)u(ξr) + r0 = R(t), ξr =
R(t)

ct
. (33)

Здесь необходимо отметить, что в отличие от сферической поверхности разрыва,
которой соответствует фиксированное значение автомодельной переменной ξ∗, грани-
це полости будет соответствовать ξr, которое изменяется с течением времени. Поэтому
R(t) вычисляется согласно (33) методом простых итераций, где u(ξ) вычисляется из
дифференциального уравнения (19).

Рис. 2. Изменение радиуса внутренней полости R(t)/r0 с течением времени

Характерный график изменения радиуса внутренней полости, при котором перед-
ним фронтом распространяющихся в среду сжимающих ударных возмущений явля-
ется сферическая ударная волна постоянной интенсивности, представлен на рис. 2
при следующих значениях обезразмеренных параметров Ламе: (λ1 = λ/(λ+ 2µ) = 0.6
и µ1 = µ/(λ + 2µ) = 0.2) скачка [ur,r] = ϕ = 0.01 для кривой – 1 пластические де-
формации prr = −0.05, а для кривой – 2 при следующих значениях пластических
деформаций prr = −0.13.

При найденном R = R(t) напряжение, необходимое для создания исследуемого ав-
томодельного движения, находим из формулы (16), подставляя значение автомодель-
ной переменной ξr(t), соответствующее границе полости. Вид функции σ0rr = σrr(R0, t)
показан на рис. 3, где ветви 1 и 2 получены при отсутствии о наличии пластических
деформаций соответственно.

Согласно представленному графику в случае наличия предварительных сжимаю-
щих пластических деформаций необходимо менее резкое возрастание величины внут-
реннего давления для поддержания постоянства интенсивности расходящейся сфери-
ческой ударной волны. При этом согласно графику можно более длительное время
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Рис. 3. Изменение напряжений σrr/(λ+ 2µ) с течением времени на внутренней полости

поддерживать ударную волну постоянной интенсивности, тем больше, чем больше
предварительные пластические деформации. Поскольку напряжения на внутренней
границе будут расти медленнее, чем в случае отсутствия пластических деформаций,
процесс упругого деформирования будет проходить более длительное время при оди-
наковых пределах текучести материала, а также упругодеформируемая область будет
занимать большую часть пространства при том же предельном значении для напряже-
ний, так как в этом случае для достижения предельных значений потребуется больше
времени.
Заключение. Таким образом, в рамках модели больших упругопластических де-

формаций на примере решения одномерной автомодельной задачи деформирования
среды было рассмотрено распространение роста упругих деформаций. Оказалось, что
в случае центральной симметрии и автомодельного движения среды упругие дефор-
мации могут изменяться на сферической ударной волне постоянной интенсивности.
Численные расчеты показали, что накопленные пластические деформации влияют на
скорость распространения упругой ударной волны.
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Аннотация. Рассматриваются особенности возникновения и распространения одномерных
сферических центрированных волн в разномодульной упругой среде. Построены решения
нестационарных краевых задач со сходящимися и расходящимися волнами, возникающими
в разномодульной среде вследствие воздействия в режиме

”
сжатие с последующим растяже-

нием“ на границу сферы, границу сферической полости. Для частного случая квадратичной
функции перемещения точек нагружаемой границы вычислены моменты возникновения цен-
трированных волн, отличные от времени смены направления граничного воздействия.

Ключевые слова: разномодульная упругая среда, динамическое деформирование, сфери-
ческая симметрия, слабый разрыв, центрированная волна.
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Введение. Классическая линейная теория упругости, основанная на постулате о
нормально-изотропном поведении упругих сред с линейной зависимостью между на-
пряжениями и деформациями, рассматривает идеализацию механических свойств ре-
альных материалов. Это существенно упрощает определяющие модельные соотноше-
ния и методы решения краевых задач теории. Однако хорошо известно, что большин-
ство природных и конструкционных материалов нельзя считать линейно-упругими,
особенно при изучении их динамического деформирования. Примером здесь могут
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служить горные породы, грунты, различные связанные сыпучие или пористые сре-
ды, которые могут выдерживать значительные сжимающие нагрузки и практически
не сопротивляться растягивающим усилиям. Учет подобных специфических механи-
ческих свойств (нелинейной связи между напряжениями и деформациями, разномо-
дульности) приводит к неклассическим моделям упругих сред (например, [1], [2]).
Нелинейность, наличие сингулярности в деформационном поведении вносят новые
качественные особенности в решения краевых задач динамики деформирования.
Определяющие соотношения. Модельные соотношения динамического дефор-

мирования изотропной упругой среды запишем в прямоугольной декартовой системе
координат, пренебрегая тепловыми эффектами и вводя предположение об отсутствии
массовых сил:

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂αik
(δkj−2αkj) , σij,j = ρ(v̇i+vjvi,j),

vi = u̇i + vjui,j , αij =
1

2
(ui,j+uj,i−uk,iuk,j) ,

ρ

ρ0
=

{
1− 2J1 + 2J2

1 − 2J2 −
4

3
J3
1 + 4J1J2 −

8

3
J3

}1/2
,

J1 = αkk, J2 = αikαki, J3 = αikαkjαji.

(1)

В системе (1) компоненты вектора перемещений и скорости перемещений точек сре-
ды ui, vi являются функциями пространственных эйлеровых переменных (x1, x2, x3)
и времени t; σij , αij — компоненты тензоров напряжений Коши и тензора дефор-
маций Альманси; ρ0, ρ — плотность среды в начальном и текущем состоянии; δij —
символ Кронеккера; J1, J2, J3 — инварианты тензора деформаций Альманси; индек-
сом после запятой обозначена частная производная по пространственной переменной,
точкой — по времени. Упругий потенциалW является эмпирической функцией состо-
яния, которая задает механические свойства материала и замыкает систему модель-
ных соотношений (1). В случае изотропии среды упругий потенциал зависит только от
инвариантов тензора деформаций. Ранее в [3] были рассмотрены особенности возник-
новения и распространения плоских волн в рамках модели [2], использующей упругий
потенциал W (J1, J2, J3) в виде разложения в ряд по сферическим функциям и опи-
сывающей разномодульные дилатирующие материалы. Учет эффекта дилатации, не
затрудняющий изучения плоских волновых фронтов, существенно усложняет опре-
деляющие соотношения при переходе к криволинейным координатам. Так, решение
простейших одномерных задач, аналогичных полученным в [3], в случае сферической
симметрии в рамках модели [2] невозможно получить в аналитическом виде. Поэтому
при изучении сферических волн воспользуемся подходом, заложенным в [1] и [2], но
упругий потенциал зададим в виде [4]:

W (I1, I2) =
λ

2
I21 + µI2 − νI1|I1| =

λ̃

2
I21 + µI2,

λ̃ = λ− 2ν Sign(I1), Sign(I1) =

{
1, I1 > 0,

−1, I1 < 0,

(2)

где λ, µ — параметры Ламэ, ν — упругий модуль, отвечающий за объемную разномо-
дульность среды, I1, I2 — главные инварианты тензора малых деформаций. Потенци-
ал (2) определяет разномодульные свойства среды путем включения дополнительного
слагаемого особого вида, благодаря которому сингулярность учитывается фактически
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за счет зависимости первого параметра Ламе λ̃ от типа деформированного состояния
(I1 > 0 — сжатие, I1 < 0 — растяжение). При сферически симметричных одномерных
движениях, когда компоненты тензора малых деформаций выражаются только через
одно ненулевое радиальное перемещение ur(r, t), упругий потенциал (2) с инвариан-

тами I1 = ur,r + 2
ur
r
, I2 = u2r,r + 2

(ur
r

)2
позволяет получить из системы (1) уравнение

движения точек среды в следующей форме:

c2±

{
ur,rr + 2

ur,r
r
− 2

ur
r2

}
= ür,

c± =

√
λ̃+ 2µ

ρ
=

√
λ± 2ν + 2µ

ρ
=

{
c+, I1 < 0,

c−, I1 > 0.

(3)

Здесь характеристическая скорость c± принимает различные значения c+, c− при раз-
ных знаках первого инварианта тензора малых деформаций I1 (для определенности
примем c+ > c− при ν > 0). Так как инвариант I1 в случае сферической симметрии
равен сумме двух слагаемых, каждое из которых может быть как положительным,
так и отрицательным, то переход от состояния сжатия (I1 < 0) к состоянию растя-
жения (I1 > 0) или наоборот может достигаться при всевозможных соотношениях
между значениями ur,r, ur и r. Этот факт вносит в решения краевых задач дефор-
мирования разномодульных сред дополнительные особенности. Здесь рассмотрим две
краевые задачи о нестационарном граничном воздействии на сферические границы
с возникновением в разномодульной среде (2) сходящихся или расходящихся слабых
сферических волн.
Краевые задачи со сходящимися и расходящимися волнами. Положим, что

область первоначально недеформированного разномодульного материала, ограничен-
ная сферической поверхностью радиусом R, с момента времени t = 0 подвергается
одномерному воздействию в режиме

”
ударное сжатие с последующим растяжением“.

Для этого к границе r = R прикладывается нагрузка, приводящая граничные точки к
движению по закону ur(R, t) = φ(t) (рис. 1, а). Функция φ(t) — гладкая, отрицатель-

(а) (б)

Рис. 1. Нагружение сферы в режиме
”
сжатие–растяжение“: (а) функция

перемещения точек сферической границы r = R; (б) волновая картина при t > t∗

ная и дважды дифференцируемая на интервале t ∈ [0; t2] (φ′(0) 6= 0) — задана таким
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образом, что до момента времени t = t0 > 0 (φ′(t0) = 0) на границу действуют сжима-
ющие усилия, а при t0 < t 6 t2 — растягивающие. Следует также отметить, что для
исключения из рассмотрения эффектов отражения переднего фронта возмущений от
центра сферы (r = 0) значение t2 необходимо принять меньшим, чем R/c±.

При таком воздействии в момент времени t = 0 от сферической границы отделяется
передний фронт возмущений — одномерная сходящаяся волна сжатия Σ(t), движуща-
яся к центру сферы со скоростью c+ (рис. 1, б). При решении аналогичной задачи об
одноосном сжатии–растяжении разномодульного полупространства [3] смена направ-
ления прикладываемых граничных усилий сразу же (в момент t = t0) инициирова-
ла возникновение движущегося слоя недеформированной среды с плоскими слабыми
волнами в качестве переднего и заднего фронтов. Здесь же, в случае сходящихся сфе-
рических волн, изменение направленности граничного воздействия в момент t = t0
не приводит к одновременному возникновению на границе дополнительных фронтов
возмущений. Анализ решения сферически симметричной задачи с уравнением движе-
ния (3) показал, что волновой фронт ξ ∈ [ξ+; ξ−], несущий деформации растяжения
в область среды, предварительно сжатую волной Σ(t), отделяется от границы сфе-
ры в момент t∗ > t0 (t∗ < t2 < R/c+), т. е. позже момента смены направленности
граничных усилий со сжимающих на растягивающие (рис. 1, б). Такое запаздывание
в случае сходящихся сферических волн возникает из-за сложной структуры первого
инварианта I1, для которого t∗ — момент выхода его значения в ноль. Таким образом,
выбранный режим нагружения внешней границы сферы, занятой разномодульным
материалом, приводит при t = t∗ к возникновению между областями сжатия и растя-
жения переходного слоя [ξ+; ξ−] — центрированной волны [5], внутри которой I1 = 0.
В отличие от плоского случая, внутри такого сферического слоя инвариант I1, бла-
годаря своей структуре, может иметь нулевое значение при ненулевых деформациях
ur,r. Фронты центрированной волны ξ+ и ξ− являются слабыми разрывами — вол-
нами ускорений, движущимися с разными скоростями c+ и c− (характеристическими
скоростями уравнения движения (3)). Ширина центрированной волны ∆ξ = ξ− − ξ+
в момент возникновения нулевая, с течением времени увеличивается за счет разницы
значений c+ и c−.

Полагаем теперь, что сжимающе-растягивающая нагрузка действует изнутри на
поверхность сферической полости, вырезанной в бесконечном разномодульном про-
странстве. По аналогии с предыдущей постановкой перемещения точек границы r = r0
задаем гладкой, положительной на интервале t ∈ [0; t2], дважды дифференцируемой
функцией ur(r0, t) = ψ(t) с максимумом в точке t0 (ψ′(t0) = 0) (рис. 2, а). Подобное
воздействие также вызывает сначала возникновение переднего фронта сжатия Σ(t)
со скоростью c+, вслед за которым в момент t∗ от границы полости отделяется расхо-
дящийся сферический слой центрированной волны ξ ∈ [ξ+; ξ−] (рис. 2, б) — области
нулевого значения инварианта I1. Передний и задний слабые фронты центрированной
волны движутся с характеристическими скоростями c+ и c− соответственно. Отличие
от сходящихся волн заключается в моменте возникновения такого эффекта. В данном
случае оказывается, что выход первого инварианта деформаций в ноль и, как след-
ствие, возникновение центрированной волны происходят раньше (t∗ < t0), чем смена
характера воздействия на границе r = r0.

Момент времени t∗, в обоих случаях вычисляемый из условия равенства нулю ин-
варианта I1, зависит от вида функции перемещений на нагружаемой границе. Если
на границе сферы r = R задана квадратичная функция φ(t) = vt + At2/2 (v < 0,
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(а) (б)

Рис. 2. Нагружение сферической полости в режиме
”
сжатие–растяжение“:

(а) функция перемещения точек сферической границы r = r0; (б) волновая картина при t > t∗

A > 0, φ(t) 6 0 при t ∈ [0; t2]), то момент возникновения сходящейся центрирован-
ной волны равен t∗ = Rc−1+ ln(RA/(RA+ vc+)) > t0. Аналогичным образом получаем
время возникновения расходящейся волны t∗ = −r0c−1+ ln(r0A/(r0A− vc+)) < t0, если
на границе сферической полости r = r0 при t ∈ [0; t2] задана квадратичная функция
ψ(t) > 0 с параметрами v > 0, A < 0.
Заключение. В работе получены решения одномерных краевых задач о нестаци-

онарном ударном воздействии на сферические границы в разномодульной упругой
среде, приводящем к возникновению сходящихся и расходящихся сферических цен-
трированных волн. Показаны принципиальные отличия таких решений не только от
известных результатов линейной теории упругости, но и от полученных ранее ана-
логичных задач деформирования разномодульной среды с плоскими одномерными
поверхностями разрывов.
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Abstract. The occurrence and distribution features of one-dimensional spherical centered waves in
multimodulus elastic medium are considered. The solutions of the nonstationary boundary value
problems with convergent and divergent waves that arise in the multimodulus medium due to
exposure

”
compression and then stretching“ in the sphere boundary and the spherical cavity have

been built. The moments of occurrence of centered waves have been calculated for the special case
of a quadratic move function of boundary points. These moments differ from the time of the change
of boundary influence direction.
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В
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Аннотация. Метод малого параметра применен к решению связанной задачи термоупру-
гости для шара, поверхность которого в начальный момент времени охлаждается и далее
поддерживается при постоянной температуре. Получены выражения для полей температу-
ры, перемещения и напряжений в двух приближениях.

Ключевые слова: метод малого параметра, термоупругость, шар, связанная задача термо-
упругости.

УДК: 539.32

Введение. В настоящее время актуальным вопросам термомеханики, таким как
определение напряженно-деформированного состояния тел с различной геометрией с
учетом температуры, исследование необратимых деформаций в условиях температур-
ного воздействия и др., посвящены работы многих авторов, например монография [1]
и статьи [2]–[5].

Метод малого параметра является довольно широко используемым в механике де-
формируемого твердого тела в качестве метода нахождения приближенных аналити-
ческих решений. Данный метод может быть применен также и в задачах термоупру-
гости. Так, в работе [6] была исследована система уравнений линейной связанной тер-
моупругости с целью получения аналитических решений в виде рядов по параметру
связанности системы, а также был исследован вопрос об их сходимости. Было пока-
зано на примере связанной задачи термоупругости для полупространства, что при
малых значениях параметра связанности решения, полученные методом малого пара-
метра, согласуются с точными решениями. В работе [7] метод малого параметра был
использован для построения общего решения центрально-симметричной квазистати-
ческой задачи упругости при условии, что все термомеханические характеристики
являются функциями температуры. В статье [8] было рассмотрено распространение
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плоских гармонических термоупругих волн в анизотропной среде с использованием
метода малого параметра.

В данной работе в рамках метода малого параметра получено приближенное ана-
литическое решение связанной задачи термоупругости для шара.
Постановка задачи. Рассмотрим упругий шар радиуса R с температурой T =

T0 = const. В момент времени t = 0 поверхность этого шара мгновенно охлаждается
до температуры T = 0, и эта температура поддерживается. Начальные и граничные
условия, таким образом, для температуры будут выглядеть так:

T (r, 0) = T0, T (R, t) = 0. (1)

Примем также, что на поверхности упругого тела выполняется следующее условие:

σr(R, t) = 0. (2)

В соответствии с [9] и [10] запишем систему для связанной осесимметричной задачи
термоупругости в сферических координатах:

∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
− 2u

r2
=

1 + ν

1− ν
αt
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∂r
, (3)
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)− (

1
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3α2
tET0

λt(1− 2ν)
)Ṫ − αtT0

λt
(σ̇r + 2σ̇θ) = 0, (4)

где u — радиальная компонента вектора перемещений, σr, σθ — компоненты тензора
напряжений, λt — коэффициент теплопроводности, a — коэффициент температуро-
проводности, αt — коэффициент теплового расширения, E, ν — модуль Юнга и коэф-
фициент Пуассона, точкой обозначено дифференцирование по времени t.
Построение решения. Для определения приближенного аналитического реше-

ния системы будем применять метод возмущений [11]. Для этого введем следующие
обозначения [12]:

1
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3α2
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λt(1− 2ν)
=
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κ
,

αtT0
λt

= δ · d, (5)

где δ — малый параметр, κ, d — постоянные величины.
Выполнив разложения, аналогичные [11], для всех функций, входящих в уравнения,

начальные и граничные условия связанной задачи термоупругости (1)–(4) с учетом
принятых обозначений (5), получим:
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– для нулевого приближения.
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– для всех остальных приближений. Индексы (n−1) и (n) обозначают принадлежность
к соответствующему приближению.
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Отметим, что граничные и начальные условия для поиска нулевого приближения
будут совпадать с условиями для исходной системы, в то время как для последующих
приближений начальные и граничные условия будут нулевыми.

Для решения однородного уравнения теплопроводности (6) при заданных условиях
воспользуемся методом разделения переменных.

Температура в нулевом приближении запишется в виде [13]

T (0)(r, t) =
2RT0
πr

∞∑
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(−1)n+1

n
sin(

nπr

R
) exp(−κn

2π2

R2
t). (10)

Перейдем к определению полей перемещений и напряжений в нулевом приближе-
нии. В рассматриваемой задаче только радиальная компонента перемещения u(r, t)
не равна нулю. Через нее компоненты напряжения можно выразить по следующим
формулам, верным для всех приближений [14]:
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Здесь G – модуль сдвига, а ν – коэффициент Пуассона. Таким образом, вследствие
этого поиск перемещения в нулевом приближении сводится к решению одного диф-
ференциального уравнения (7). Общее решение этого уравнения имеет вид

u(0) = C1r +
C2

r2
+

1 + ν

1− ν
· αt
r2

r∫
0

x2T (0)(x, t) dx, (13)

где C1 и C2 – постоянные интегрирования, которые подлежат определению из гра-
ничных условий. При R = 0 мы должны иметь u = 0, откуда следует, что

lim
r→0

r∫
0

x2T (0)(x, t) dx = 0.

Это означает, что в уравнении (13) нужно отбросить слагаемое, содержащее C2.
Постоянная C1 определяется из условия (2). Тогда, используя уравнение (11), находим
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Далее, подставив выражение (13) в уравнения (11) и (12), получим компоненты
напряжений в следующем виде:
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σ
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Подставим теперь найденное значение нулевого приближения температуры (10) в
подынтегральное выражение в формуле (13) с использованием (14). Вычислив инте-
грал, получим нулевое приближение радиального перемещения:
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Далее с помощью уравнений (10), (15) и (16) получим компоненты тензора напря-
жений в нулевом приближении:
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Перейдем к отысканию неизвестных функций температуры, перемещения и напря-
жений в первых приближениях. Для этого подставим выражения (18) и (19) в урав-
нение (8) для n = 1. Выполнив необходимые преобразования, получим уравнение
теплопроводности с известной правой частью, которое имеет следующий вид:

1

r2
∂

∂r
(r2

∂T (1)

∂r
)− 1

κ
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решение которого получим с помощью метода разделения переменных. Имеем:
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m 6= n, G =
24dRαTET0κ

π3(1− ν)
.

Подставим полученное первое приближение температуры в уравнение (9) для n = 1.
Решение этого уравнения с учетом нулевых граничных условий будет определяться
выражением, аналогичным (13):
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Постоянные интегрирования C1 и C2 найдем с помощью уравнений, аналогичных
(15) и (16), учитывая нулевые граничные условия:
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После вычисления интеграла, выполнив необходимые преобразования, получим:
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По формулам, аналогичным (15) и (16), найдем первые приближения напряжений:
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Таким образом, в результате решения связанной задачи о термоупругом шаре в

двух приближениях были получены поля температур, перемещений и напряжений:
T (r, t) = T (0)(r, t) + δT (1)(r, t),

u(r, t) = u(0)(r, t) + δu(1)(r, t),

σr(r, t) = σ
(0)
r (r, t) + δσ

(1)
r (r, t),

σθ(r, t) = σ
(0)
θ (r, t) + δσ

(1)
θ (r, t).
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STRESS AND DISPLACEMENT ANALYSIS OF AN ELASTIC BALL IN A
THERMAL FIELD
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Abstract. The method of the small parameter is applied to the coupled thermoelastic problem
in a ball. The surface of thermoelastic body is cooled and supported at the constant temperature.
The approximations with two components of the temperature, displacement and stresses are given.
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М. В. Мир-Салим-заде

ЗАКРЫТИЕ ЩЕЛИ, ИСХОДЯЩЕЙ ИЗ КОНТУРА КРУГОВОГО
ОТВЕРСТИЯ В СТРИНГЕРНОЙ ПЛАСТИНЕ

Институт математики и механики НАН Азербайджана, г. Баку, Азербайджан

Аннотация. Рассматривается подкрепленная стрингерами упругая изотропная пластина,
имеющая круговое отверстие, из которого исходит одна прямолинейная щель переменной
ширины, сравнимой с упругими деформациями. Исследуется случай, когда берега щели во-
шли в контакт на некотором участке. Определение параметров, характеризующих закрытие
щели переменной ширины, сводится к решению сингулярного интегрального уравнения. Син-
гулярное интегральное уравнение с помощью процедуры алгебраизации сведено к конечной
нелинейной алгебраической системе, решаемой методом последовательных приближений. Из
решения алгебраической системы найдены контактные напряжения и размер контактной зо-
ны щели.

Ключевые слова: стрингерная пластина, круговое отверстие, щель переменной ширины,
контактирование берегов щели, контактные напряжения.

УДК: 539.375

Введение. В различных отраслях техники широко применяются тонкие пласти-
ны, имеющие отверстия. Подкрепление ребрами жесткости таких пластин позволяет
снизить в них уровень концентрации напряжений и затормозить рост имеющихся тре-
щин (щелей). При некотором соотношении физических и геометрических параметров
пластины в ней возможно появление зоны сжимающих напряжений, достаточных,
чтобы берега щели на некотором участке вошли в контакт. Контактирование берегов
щели приводит к появлению на данном участке берегов щели контактных напряже-
ний. Такая контактная задача для трещины впервые была решена в работах [1], [2].
Значительное внимание уделялось исследованию разрушения пластин, усиленных ре-
гулярной системой стрингеров [3]–[11], при этом рассматривалась трещина (модель)
Гриффитса, т. е. трещина с невзаимодействующими кромками. В последнее время был
опубликован ряд работ, посвященных рассмотрению тел с контактирующими трещи-
нами [12]–[17]. Вопросы частичного контактирования берегов щели переменной шири-
ны к настоящему времени малоизучены.
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Постановка задачи. Рассматривается бесконечная изотропная тонкая пластина,
ослабленная круговым отверстием радиуса R и одной прямолинейной щелью пере-
менной ширины вдоль оси абсцисс (рис. 1). Контур кругового отверстия и берега
щели свободны от внешних усилий. Принято, что ширина щели сравнима с упругими
деформациями. Материал пластины упругий. K пластине приклепаны поперечные
ребра жесткости из другого упругого материала в точках z = ±(2m + 1)L ± iny0
(m=0,1,2,. . . ; n=1,2,..) с постоянным шагом по всей длине стрингера симметрично
относительно поверхности пластины. Ha бесконечности пластина подвержена одно-
родному растяжению вдоль стрингеров напряжением σ∞y = σ0.

Относительно стрингеров принимается гипотеза об одномерном континууме, т. е.
считается, что при деформации толщина стрингера неизменяема, а напряженное сос-
тояние – одноосное. Стрингеры изгибу не подвергаются и работают лишь на растя-
жение.

Принимаются следующие допущения: а) в тонкой пластине реализуется плоское
напряженное состояние; б) подкрепляющая система стрингеров ферменного типа, их
ослабление за счет постановки точек крепления не учитываются; в) пластина и стрин-
геры взаимодействуют друг с другом в одной плоскости и только в точках крепления;
г) все точки крепления одинаковы, их радиус (площадка сцепления) мал по сравнению
с их шагом и другими характерными размерами. Действие точки крепления модели-
руем: в стрингере – действием в сплошном ребре сосредоточенной силы, приложенной
в точке, соответствующей центру точки крепления; в пластине – действием сосредо-
точенной силы.

Рис. 1. Расчетная схема задачи

Действие стрингеров в расчетной схеме заменяется неизвестными эквивалентными
сосредоточенными силами, приложенными в точках соединения ребер со средой.
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Поскольку стрингеры уменьшают [1]–[10] деформацию растягиваемой пластины в
направлении перпендикулярном щели, в окрестности кончика щели снижается ко-
эффициент интенсивности напряжений. При некотором соотношении физических и
геометрических параметров рассматриваемой пластины в ней будут возникать обла-
сти, в которых берега щели на некотором участке войдут в контакт, что приведет к
появлению контактных напряжений на данном участке берегов щели. Можно заранее
сказать, что зона контакта между берегами щели будет всегда начинаться с концевой
точки, находящейся в области сжимающих напряжений. Принимаем, что эта область
примыкает к вершине щели, а ее размер заранее неизвестен, но сравним с размером
щели.

В концевой зоне, где берега щели вошли в контакт, будут возникать нормальные
напряжения σy = p(x). Величина контактных напряжений заранее неизвестна и под-
лежит определению в процессе решения задачи механики разрушения.

Граничные условия в рассматриваемой задаче имеют вид:
– на контуре отверстия

σr − iτrθ = 0 при |z| = R; (1)
– на берегах щели

σy − iτxy = 0 при y = 0, R ≤ x < λ вне участков контакта, (2)

σy − iτxy = p(x) при y = 0, λ ≤ x ≤ l на участках контакта,

v+(x, 0)− v−(x, 0) = −h(x). (3)
На основании формул Колосова – Мусхелишвили [18] и граничных условий на кон-

туре отверстия и берегах щели задача сводится к определению двух аналитических
функций Φ(z) и Ψ(z) из краевых условий

Φ(τ) + Φ(τ)−
[
τ̄Φ′(τ) + Ψ(τ)

]
e2iθ = 0, (4)

Φ(t) + Φ(t) + tΦ′(t) + Ψ(t) =

{
0 R ≤ x < λ
p(x) λ ≤ x ≤ l, (5)

где τ = Reiθ, t – аффикс точек берегов щели.
Метод решения задачи. Решение краевой задачи (4)–(5) ищем в виде

Φ(z) = Φ0(z) + Φ1(z) + Φ2(z), Ψ(z) = Ψ0(z) + Ψ1(z) + Ψ2(z). (6)
Здесь потенциалы Φ0(z) и Ψ0(z) определяют поле напряжений и деформаций в

сплошной подкрепленной пластине.

Φ0(z) =
1

4
σ0 −

i

2πh(1 + κ)

′∑
m,n

Pmn

[
1

z −mL+ iny0
− 1

z −mL− iny0

]
,

Ψ0(z) =
1

2
σ0 −

iκ

2πh(1 + κ)

′∑
m,n

Pmn

[
1

z −mL+ iny0
− 1

z −mL− iny0

]
+
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+
i

2πh(1 + κ)

′∑
m,n

Pmn

[
mL− iny0

(z −mL− iny0)2
− mL+ iny0

(z −mL+ iny0)2

]
,

где κ = (3− ν)/(1 + ν); ν — коэффициент Пуассона материала пластины, штрих у
знака суммы указывает на то, что при суммировании исключается индекс m = n = 0.

Функции Φ1(z) и Ψ1(z) ищем в виде

Φ1(z) =
1

2π

∫ l

R

g(t)

t− z
dt, Ψ1(z) =

1

2π

∫ l

R

[
1

t− z
− t

(t− z)2

]
g(t)dt, (7)

где g(x) = 2µ
1+κ

d
dx [v+(x, 0)− v−(x, 0)]; µ — модуль сдвига материала пластины.

Неизвестная функция g(x) и потенциалы Φ2(z) и Ψ2(z) должны быть определены
из краевых условий (4)–(5). Для их определения представим граничное условие (4) в
виде

Φ2(τ) + Φ2(τ)−
[
τ̄Φ′2(τ) + Ψ2(τ)

]
e2iθ = −Φ∗(τ)− Φ∗(τ) + e2iθ

[
τ̄Φ′∗(τ) + Ψ∗(τ)

]
, (8)

где Φ∗(τ) = Φ0(τ) + Φ1(τ), Ψ∗(τ) = Ψ0(τ) + Ψ1(τ).
Для решения краевой задачи (8) (определения потенциалов Φ2(z) и Ψ2(z)) восполь-

зуемся решением Н.И. Мусхелишвили [18]. В результате имеем:

Φ2(z) =
σ0
2z2

+
1

2π

∫
L1

[
1− t2

t(1− tz)
+

z − t
(1− tz)2

]
g(t)dt− (9)

− i

2πh(1 + κ)

′∑
m,n

Pmn

{
(mL− iny0)(mL+ iny0)− 1

(mL− iny0) [z(mL− iny0)− 1]2
− (mL+ iny0)(mL− iny0)− 1

(mL+ iny0) [z(mL+ iny0)− 1]2

}
+

+
iκ

2πh(1 + κ)

′∑
m,n

Pmn

{
1

z [z(mL− iny0)− 1]
− 1

z [z(mL+ iny0)− 1]

}
;

Ψ2 (z) =
σ0
2z2

+
Φ2 (z)

z2
− Φ′2 (z)

z2
+

+
1

2πz

∫
L1

[
2

tz
− t

z(1− tz)
+
t2z − z − t
z(1− tz)2

− 2t(z − t)
(1− tz)3

]
g(t)dt+

+
i

2πh(1 + κ)z

′∑
m,n

Pmn

{
1

z(mL− iny0)− 1
− 1

z(mL+ iny0)− 1
+

1

z(mL− iny0)
− 1

(zmL+ iny0)

}
.

В формулах (9) все линейные размеры отнесены к радиусу кругового отверстия
L1 = [R, l].

Требуя, чтобы функции (6) удовлетворяли краевому условию (5) на берегах щели,
получим сингулярное интегральное уравнение относительно g(x ):

1

π

∫
L1

g(t)

t− x
dt+

1

π

∫
L1

K(t, x)g(t)dt = F (x); (10)
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K(t, x) =
x− t

xt(1− tx)2
+

1

x2t
+

1

2

[
2t(x− t)(x2 − 1)

x(1− tx)3
+

2x3 − x− 2t+ 2t2x− x3t2

x2(1− tx)2

]
;

F (x) = f0(x) + f1(x) + p∗(x); p∗(x) =

{
0 R ≤ x ≤ λ
p(x) λ ≤ x ≤ l

f0(x) = −σ0 +
κ+ 2

πh(1 + κ)

{ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

P−m,nny0

[
1

(x−mL)2 + n2y20

]
+

+
∞∑

m,n=1

Pm,nny0

[
1

(x+mL)2 + n2y20

]}
−

− 1

πh(1 + κ)

{ ∞∑
m=1

∞∑
n=1

Pm,nny0
(x−mL)2 − n2y20 − (x2 −m2L2)[

(x−mL)2 + n2y20
]2 +

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

P−m,nny0
(x+mL)2 − n2y20 − (x2 −m2L2)[

(x+mL)2 + n2y20
]2

}
,

f1(x) = − 1

2π(1 + κ)h

∞∑
m,n=1

P−m,nn

{(
2 +

1

x2

)
×

×

〈
2(m2L2 + n2y20 − 1)

[
x2(3m2L2 − n2y20) + 4xmL+ 1

]
(m2L2 + n2y20)

[
(xmL+ 1)2 + x2n2y20

]2 +
2κ

(mxL+ 1)2 + x2n2y20

〉
+

+

(
κ− 1

κ

)〈
−4(m2L2 + n2y20 − 1)

[
x3(3m2L2 − n2y20) + 6x2mL+ 3x

][
(xmL+ 1)2 + x2n2y20

]3 −

−4κ
mL+ x(m2L2 + n2y20)[
(mxL+ 1)2 + x2n2y20

]2
〉
− 2

[
1

(mxL+ 1)2 + x2n2y20
+

1

m2L2 + n2y20

]}
−

− 1

2π(1 + κ)h

∞∑
m,n=1

Pm,n

(
2 +

1

x2

)〈
2(m2L2 + n2y20 − 1)

[
x2(3m2L2 − n2y20)− 4xmL+ 1

]
(m2L2 + n2y20)

[
(xmL− 1)2 + x2n2y20

]2 +

+
2κ0

(mxL− 1)2 + x2n2y20

〉
+

(
κ− 1

κ

)
×

×

〈
−4(m2L2 + n2y20 − 1)

x3(3m2L2 − n2y20)− 6x2mL+ 3x[
(xmL− 1)2 + x2n2y20

]3 +

+4κ
mL− x(m2L2 + n2y20)[
(mxL− 1)2 + x2n2y20

]2
〉
−2

[
1

(mxL− 1)2 + x2n2y20
+

1

m2L2 + n2y20

]}
− σ0

2x2
−3

2

σ0
x4
.

В полученное сингулярное интегральное уравнение (10) входят неизвестные вели-
чины сосредоточенных сил Pmn (m=1,2,. . . ; n=1,2,..) и контактные напряжения p(x ).

Согласно закону Гука величина сосредоточенной силы Pmn, действующей на каж-
дую точку крепления со стороны m-го стрингера, равна



ЗАКРЫТИЕ ЩЕЛИ, ИСХОДЯЩЕЙ... 83

Pmn =
ESF

2ny0
∆vmn (m = 0, 1, 2, . . . ;n = 1, 2, ..), (11)

где ES — модуль Юнга материала ребра жесткости; F — площадь поперечного се-
чения стрингера; 2ny0 — расстояние между рассматриваемыми точками крепления;
∆vmn — взаимное смещение рассматриваемых точек крепления, равное удлинению
соответствующего участка стрингера.

Обозначим через а радиус точки крепления (площадки сцепления) и примем [1]
естественное допущение о том, что взаимное упругое смещение точек z = mL+i(ny0−
a) и z = mL − i(ny0 − a) равно взаимному смещению точек крепления ∆vmn. Это
дополнительное условие совместности перемещений позволяет эффективно отыскать
решение поставленной задачи. С помощью комплексных потенциалов (6) и формул
Колосова – Мусхелишвили [18] находим взаимное смещение ∆vmn указанных точек:

∆vkr = ∆v
(0)
kr + ∆v

(1)
kr + ∆v

(2)
kr ;

∆v
(0)
kr =

σ0
4µ

(1+κ)d1+
1

2π(1 + κ)µh

′∑
m,n

Pmn

{
κ ln

d3 + a2

d3 + b2
+

2d0d1
[
2k (k −m)L2 + ab

]
(d3 + b2)(d3 + a2)

}
;

∆v
(1)
kr =

1 + κ

2πµ

∫
L1

ω(t)g(t)dt− d1
πµ

∫
L1

d2g(t)

A
dt;

A = d22 + d21; ω(t) = arctg
d1
d2

;

∆v
(2)
kr =

σ0
2µ

{
(1 + κ)d1

B2
+

2d1kL

B2
2

(
kL

B2
− kL

)
+
k2L2 − d21

B2
2

(
d1
B2
− d1

)}
+

+
1

2πµ

∫
L1

{
κ

(
ϕ1 −

td1
A∗1

+
d1
tA∗1

)
+

(
kL

B2
− kL

)[
(1− t2)d1

A∗1
− 2td4d1d2 + d1(d4 − t2d1)

A∗21

]
+

+d1

(
1

B2
− 1

)[
(1− t2)d4

tA∗1
− (d4 − t2d21)(d2 + 2td4d

2
1)

A∗21

]
−

−
[

2

t
ω − 2− t2 + t3 − t

t
arctg

d1
kL

+
2td1
B2

+

+(4t2 − 1)ϕ1 +
2t3d1(d

2
4 − t2d21)− 2(t2 + 1− 2t3)d4td1

A∗21

]}
g(t)dt+

+
1

2π(1 + κ)µh

′∑
m,n

PmnΠ,

где b = (r−n)y0−a; d0 = b+a; d1 = ry0−a; d2 = t−kL; d3 = (k−m)2L2; d4 = 1− tkL;

Π = κ

{
C4(DkL−D1d1)− C∗2 (D1kL− d1D)

(D2
1 +D2)B2

− C4(D3kL−D2d1)− C∗2 (D2kL− d1D3)

(D2
3 +D2

2)B2

}
−

−κ(d5 − 1)

{
D3d6 − 2ny0mLD2

(D2
3 +D2

2)D4
−Dd6 − 2ny0mLD1

(D2 +D2
1)D4

}
+
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+
1 + κ

2
ln
D2 +D2

1

D2
3 +D2

2

+
2ny0(ny0 − a)

d5B2
−

−(d5 − 1)

{
C4

[
mL(D2 −D2

1) + 2ny0DD1]− C∗2
[
2mLD1D − ny0(D2 −D2

1)
]

(D2 +D2
1)2d5

−

−
C4

[
mL(D2

3 −D2
2) − 2ny0D2D3]− C∗2

[
ny0(D

2
3 −D2

2) + 2mLD2D3

]
(D2

3 +D2
2)d5

}
;

d5 = m2L2 + n2y20; d6 = m2L2 − n2y20; B2 = k2L2 + d21;

C4 = kL+
kL

B2
; C∗2 = d1

(
1 +

d1
B2

)
; D = kmL2 + ny0d1 − 1;

D1 = d1mL− ny0kL; D2 = d1mL+ ny0kL; D3 = kmL2 − ny0d1 − 1;

ϕ1 = −arctg td1
d4

; D4 = d26 + 4y20L
2m2; A∗1 = d24 + d21t

2.

Таким образом, искомые величины сосредоточенных сил определяются из решения
бесконечной системы уравнений (11).

Так как напряжения в изотропной среде, усиленной регулярной системой стринге-
ров, ограничены, решение сингулярного интегрального уравнения (10) следует искать
в классе всюду ограниченных функций. Для построения решения сингулярного ин-
тегрального уравнения используем метод прямого решения сингулярных уравнений
[19], [20]. Переходя к безразмерным переменным, решение представим в виде

g(η) =
√

1− η2g0(η),

где g0(η) – ограниченная функция.
Использование квадратурных формул [4] позволяет интегральное уравнение свести

к системе M + 1 алгебраических уравнений с М неизвестными g0(τ1),. . . , g0(τm):

M∑
m=1

g0(τm)

M + 1
sin2 πm

M + 1

[
1

τm − ηr
+K(τm, ηr)

]
= πF∗(ηr) r = 1, 2, ...,M + 1, (12)

F∗(ηr) =

{
f(ηr) R ≤ x < λ
f(ηr) + p(ηr) λ ≤ x ≤ `.

Здесь τm = cos
πm

M + 1
; m = 1, 2, ...,M ; ηr = cos

2r − 1

2(M + 1)
; r = 1, 2, ...,M + 1.

Так как решение сингулярного интегрального уравнения (10) ищется в классе всюду
ограниченных функций, то оно существует при выполнении дополнительного условия
(условия разрешимости краевой задачи) [18]. Выполнение дополнительного условия
обеспечивает полученная алгебраическая система из M+1 уравнений (12), служащая
для определения неизвестных g0(τ1), g0(τ2). . . , g0(τm) и λ.

В правую часть системы (12) входят неизвестные значения контактных напряжений
p(ηr) в узловых точках, принадлежащих концевой зоне щели. Условием, служащим
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для определения неизвестного контактного напряжения, возникающего на берегах ще-
ли в концевой зоне, является граничное условие (3). Запишем его для производной
раскрытия смещений берегов щели:

g(x) =
2µ

1 + κ

d

dx

[
v+(x, 0)− v−(x, 0)

]
= − 2µ

1 + κ
h′(x), (13)

где t — аффиксы точек концевой зоны трещины.
Требуя выполнения условия (13) в узловых точках, содержащихся в концевой зоне

(λ, l), получим недостающие уравнения для определения приближенных значений кон-
тактного напряжения p(τm1) в узловых точках:

g0(τm1) = − 2µ

1 + κ
h′(τm1) (m1 = 1, 2, ...,M1), (14)

где принято, что M1 — число узловых точек в отрезке (λ, l).
Алгебраические системы (11), (12), (14) связаны между собой и должны решаться

совместно. Решение полученной системы (11), (12), (14) позволяет определить значе-
ния искомой функции g(x ) в узловых точках, значения контактных напряжений p(x ),
величины сосредоточенных сил Pmn, а также размер концевой зоны щели λ.

Полученная алгебраическая система (11), (12), (14) из-за неизвестного размера кон-
цевой зоны щели λ оказалась нелинейной и решалась методом последовательных при-
ближений. Решаем систему (11), (12), (14) при некотором определенном значении па-
раметра λ относительно N1×N2+M+M1 неизвестных P11, ..., PN1N2 , g01, g02, ..., g0M ,
p1, p2, ..., pM1 . Эти неизвестные входят в систему (11), (12), (14) линейным образом.
Выбранные значения λ и найденные в результате решения линейной алгебраической
системы величины P11, ..., PN1N2 , g01, g02, ..., g0M , p1, p2, ..., pM1 подставляются в
неиспользованное уравнение системы (12). Взятое значение λ и соответствующие ему
значения P11, ..., PN1N2 , g01, g02, ..., g0M , p1, p2, ..., pM1 не будут удовлетворять неис-
пользованному уравнению системы (12). Поэтому, подбирая значения параметра λ,
будем многократно повторять вычисления до тех пор, пока последнее уравнение си-
стемы (12) не будет удовлетворяться с заданной точностью.

Для численной реализации метода последовательных приближений были прове-
дены расчеты. В каждом приближении система уравнений (11), (12), (14) решалась
методом Гаусса с выбором главного элемента для разных значений порядка М (до
М=40). Определялись значения контактных напряжений и параметра λ, характери-
зующего зону контакта берегов щели в зависимости от геометрических и физических
параметров пластины, усиленной стрингерами при ν = 0, 3; a/L = 0, 01; y0/L = 0, 25;
E = 7, 1 · 104МПа (сплав В95); ES = 11, 5 · 104МПа (композит Al-сталь); F1/y0h = 1.
Результаты расчетов представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Зависимость распределения контактных напряжений
вдоль контактной зоны щели

Число стрингеров и точек крепления принималось равным 14. При расчетах бы-
ли использованы безразмерные координаты x′ = 2x−(l+λ)

l−λ . Кривая 1 соответствует
безразмерной длине щели l∗ = l/L = 0, 75; кривая 2 – l∗ = 0, 50.
Заключение. Анализ модели частичного закрытия щели переменной ширины в

изотропной среде, усиленной регулярной системой стрингеров, сводится к парамет-
рическому исследованию бесконечной алгебраической системы (11), (12), (14) при
различных геометрических и физических параметров среды, усиленной стрингера-
ми. Непосредственно из решения этой системы определяется контактные напряжения
в концевой зоне, а также размеры зон контакта берегов щели.

Следует отметить, что полученные соотношения позволяют решать обратную за-
дачу, т. е. определять характеристики подкрепления среды и напряженное состояние
пластины, при которых достигается заданная область контакта берегов щели пере-
менной ширины.
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CLOSING OF A SLIT STARTED FROM CONTOUR OF CIRCULAR HOLE IN

STRINGER PLATE

Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan

Abstract. A plate with circular hole from that is started rectilinear slit of variable width
comparable to elastic deformation is considered. The plate is elastic and supported by stringers.
The case of the slit faces contact on a certain part is investigated. Determination of parameters
characterizing the closure of variable width slit is reduced to solution of a singular integral equation.
The singular integral equation using the algebraization procedure is reduced to finit nonlinear
algebraic equations system, solving by method of successive approximations. From the solution of
the algebraic system the contact stresses and the size of the slit contact zone are found.

Keywords: elastic plate, stringers, periodic system of slots, contact of slots faces, contact stresses.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЗОН ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ В СТЕРЖНЕВОМ
ТЕПЛОВЫДЕЛЯЮЩЕМ ЭЛЕМЕНТЕ

Институт математики и механики НАН Азербайджана, г. Баку, Азербайджан

Аннотация. Рассматривается плоская задача механики разрушения о взаимодействии про-
извольного числа зон предразрушения в стержневом тепловыделяющем элементе. В процессе
работы тепловыделяющего элемента (твэл) возможны различные повреждения, в частности
образование трещины. Рассматривается задача для твэла с защитным покрытием для случая,
когда по мере повышения интенсивности внутренних источников тепла в элементе образуют-
ся области повышенных напряжений. Области повышенных напряжений будут способство-
вать возникновению зон ослабленных межчастичных связей материала (предразрушения).
Взаимодействие берегов зон предразрушения моделируется путем введения между берега-
ми связей, имеющих заданную диаграмму деформирования. Задача о взаимодействии зон
предразрушения сводится к решению системы нелинейных сингулярных интегральных урав-
нений. Из решения этой системы уравнений находятся нормальные и касательные усилия
в зонах зарождения трещин. Условие трещинообразования формируется с учетом критерия
предельной вытяжки связей материала.

Ключевые слова: стержневой тепловыделяющий элемент, защитная оболочка, зоны
предразрушения со связями между берегами, силы сцепления.

УДК: 539.375

Введение. Тепловыделяющие сборки часто изготавливают [1] в виде пучка цилин-
дрических стержневых тепловыделяющих элементов (твэлов), в зазорах между ко-
торыми параллельно оси элемента течет теплоноситель. В процессе работы ядерного
реактора возможны различные повреждения твэлов, в частности трещинообразование
в топливном стержне. В результате повреждений температура и напряжения в твэле
могут превысить допустимые для топлива значения, что может привести к аварийной
ситуации. Задачи прочности твэлов актуальны в настоящее время и, несомненно, ин-
терес к этим задачам будет повышаться в связи с существующей тенденцией развития
машиностроения и энергетики. Задача о трещинообразовании в конструкциях и из-
делиях является важной проблемой теории прочности [2]–[8]. В связи с этим важное
значение приобретает моделирование зарождения трещин в твэлах.
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Постановка задачи. Рассмотрим систему «твэл - защитная оболочка» при устано-
вившемся режиме для случая, когда по мере повышения интенсивности внутренних
источников тепла q в элементе образуются зоны повышенных напряжений, способ-
ствующих появлению в материале твэла зон предразрушения. Зоны предразрушения
моделируем как области ослабленных межчастичных связей материала [4]. Считается,
что выполняются условия плоской деформации.

Пусть рассматриваемый твэл заполняет в плоскости z = x + iy круг радиусом R1

с центром в начале координат, ограниченный извне окружностью L1, а поперечное
сечение защитного покрытия заполняет в этой же плоскости кольцо, ограниченное
извне окружностью L2 радиусом R2, центр которого совпадает с центром окружности
L1, а изнутри окружностью L1. Пусть в материале твэла имеется произвольное число
N зон предразрушения (рис. 1).

В центрах зон предразрушения разместим начала локальных систем координат
xkOkyk, оси xk которых совпадают с линиями зон предразрушения и образуют уг-
лы αk с осью х (рис. 1). Область сечения твэла, ограниченную окружностью L1,
обозначим через S1, а область сечения защитной оболочки через S0.

Рис. 1

Взаимодействие берегов зон предразрушения моделируем [4] путем введения меж-
ду берегами связей, имеющих заданную диаграмму деформирования. При действии
нагрузок в связях, соединяющих берега зон предразрушения, будут возникать нор-
мальные qyk (xk) и касательные qxkyk (xk) (k = 1, 2, ..., N) усилия. Следовательно, к
берегам зон предразрушения будут приложены нормальные и касательные напряже-
ния численно равные qyk (xk) и qxkyk (xk) соответственно. Величины этих напряжений
и размеры зон предразрушения заранее неизвестны и подлежат определению.

Материалы твэла и защитной оболочки будем считать изотропными, однородными
с неодинаковыми механическими свойствами.

Экспериментальные исследования [9]–[11] возникновения областей, в которых ма-
териал деформируется за пределом упругости, показывают, что в начальной стадии
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нагружения зоны предразрушения представляют собой узкий вытянутый слой, а за-
тем с ростом нагрузки, внезапно появляется вторичная система областей, содержащих
материал с частично нарушенными связями.

Рассмотрим задачу механики разрушения о трещинообразовании в материале твэ-
ла, подкрепленного защитной оболочкой, при условии что интенсивность тепловыде-
ления q в твэле распределена по объему равномерно.

Краевая задача для функции напряжений U имеет следующий вид:

∆∆U =
αEq

λc
при |z| ≤ R1, (1)

∆∆U0 = 0 при R1 ≤ |z| ≤ R2, (2)

при |z| = R1 σr − iτrθ = σ0r − iτ0rθ, (3)

υr − iυθ = υ0r − iυ0θ ,

при |z| = R2 σr − iτrθ = f0(t), (4)
на берегах зон предразрушения

σyk − iτxkyk = qyk − iqxkyk . (5)
Здесь функция f0(θ) описывает действие теплоносителя на внешнюю поверхность

защитной оболочки; α — коэффициент линейного температурного расширения; E —
модуль упругости твэла; λc — коэффициент теплопроводности.

Основные соотношения задачи (1)–(5) необходимо дополнить уравнениями, связы-
вающими раскрытие берегов зон предразрушения и усилий в связях. Эти уравнения
представим в виде [4], [5]:(

υ+k − υ
−
k

)
− i
(
u+k − u

−
k

)
= Π (xk, σk) (qyk (xk)− iqxkyk (xk)) , (6)

(k = 1, 2, ..., N)σ =

√
(qyk)2 + (qxkyk)2.

Функция Π (xk, σk) представляет собой эффективную податливость связей, зави-
сящую от их натяжения; σk — модули вектора усилий в соответствующих связях,(
υ+k − υ

−
k

)
и
(
u+k − u

−
k

)
— нормальная и касательная составляющие раскрытия бере-

гов k -ой зоны предразрушения.
Для определения значений интенсивности внутренних источников тепла, при кото-

рой происходит зарождение трещины, постановку задачи необходимо дополнить кри-
терием появления трещины (разрыва межчастичных связей материала). В качестве
такого критерия принимаем условие критического раскрытия берегов зоны предраз-
рушения ∣∣(u+k − u−k )− i (υ+k − υ−k )∣∣ = δc (k = 1, 2, ..., N) , (7)
где δc — характеристика сопротивления материала твэла трещинообразованию. Вели-
чина δc определяется опытным путем [9].

Этот критерий позволяет определить параметры двухслойной цилиндрической
структуры, при которых в твэле появляется трещина.
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Таким образом, на основании изложенного математического описания к берегам
зон предразрушения будут приложены нормальные и касательные усилия qyk и qxkyk
соответственно.
Метод решения. Используя комплексные потенциалы Колосова – Мусхелишвили

[12], рассматриваемую задачу сводим к отысканию двух пар комплексных функций
Φj (z) и Ψj (z) (j = 0, 1) комплексного переменного z = x+ iy, аналитических в обла-
стях Sj (j = 0, 1) и удовлетворяющих граничным условиям:

Φ0 (τ2) + Φ0 (τ2)−
τ22
R2

2

[
R2

τ2
Φ′0 (τ2) + Ψ0 (τ2)

]
= f0 (θ) на L2, (8)

Φ0 (τ1) + Φ0 (τ1)−
τ21
R2

1

[
R2

1

τ1
Φ′0 (τ1) + Ψ0 (τ1)

]
= на L1, (9)

= Φ1 (τ1) + Φ1 (τ1)−
τ21
R2

1

[
R2

1

τ1
Φ′1 (τ1) + Ψ1 (τ1)

]
+
q∗τ1τ̄1

32
;

κ0Φ0 (τ1)− Φ0 (τ1) +
τ21
R2

1

[
R2

1

τ1
Φ′0 (τ1) + Ψ0 (τ1)

]
= на L1, (10)

=
µ0
µ1

{
κ1Φ1 (τ1)− Φ1 (τ1) +

τ21
R2

1

[
R2

1

τ1
Φ′1 (τ1) + Ψ1 (τ1)

]
− q∗τ1τ̄1

32

}
,

Φ1 (tn) + Φ1 (tn) + tnΦ′1 (tn) + Ψ1 (tn) = qyn − iqxnyn −
3q∗t

2
n

32
(n = 1, 2, ..., N), (11)

где q∗ = αEq/λc.
Под действием нагружения за счет разности упругих свойств материала твэла и

защитной оболочки на элемент со стороны защитной оболочки действует некоторая
самоуравновешенная система сил. Считая пока эту нагрузку на элемент формально
заданной, найдем комплексные потенциалы Φ1 (z) и Ψ1 (z). Обозначим через N1− iT1
левую часть граничного условия (9) и разложим ее на контуре L1 в ряд Фурье:

Φ0 (t) + Φ0 (t)− t2

R2
1

[
R2

1

t
Φ′0 (t) + Ψ0 (t)

]
= N1 − iT1, (12)

N1 − iT1 =

∞∑
k=−∞

Ake
ikθ.

Согласно граничным условиям (9), (10) и (12) для определения потенциалов Φ1 (z)
и Ψ1 (z) имеем на контуре L1 краевые условия

Φ1 (t) + Φ1 (t)− t2

R2
1

[
R2

1

t
Φ′1 (t) + Ψ1 (t)

]
=

∞∑
k=−∞

Ake
kiθ на L1, (13)

на отрезках yk = 0, |xk| ≤ `k

Φ1 (tn) + Φ1 (tn) + tnΦ′1 (tn) + Ψ1 (tn) = qyn − iqxnyn −
3q∗t

2
n

32
(n = 1, 2, ..., N) . (14)

Решение краевой задачи (13), (14) ищем в виде
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Φ1 (z) = Φ11 (z) + Φ12 (z) ; Ψ1 (z) = Ψ11 (z) + Ψ12 (z) ; (15)

Φ11 (z) =
1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k

gk(t)dt

t− zk
; (16)

Ψ11 (z) =
1

2π

N∑
k=1

e−2iαk
∫ `k

−`k

[
gk(t)

t− zk
− T̄ke

iαk

(t− zk)2
gk(t)

]
dt;

Tk = teiαk + z0k; z0k = x0k + iy0k; zk = e−iαk
(
z − z0k

)
i (κ1 + 1)

2µ1
gk(x) =

∂

∂x

[
u+k − u

−
k + i

(
υ+k − υ

−
k

)]
(k = 1, 2, ..., N) . (17)

Потенциалы Φ12 (z) и Ψ12 (z) регулярны в сплошном круге радиуса R1, они долж-
ны быть определены из решения для сплошного круга согласно краевому условию
(13), а для определения неизвестных функций gk(x) (k = 1, 2, ..., N) служат краевые
условия (14) на отрезках yk = 0, |xk| ≤ `k (k = 1, 2, ..., N).

В дальнейшем все линейные размеры отнесем к радиусу R1.
Удовлетворяя функциям (15) – (16) граничным условиям на берегах зон предраз-

рушения, получим систему сингулярных интегральных уравнений относительно неиз-
вестных функций gk(x) (k = 1, 2, ..., N):

1

π

∫ `n

−`n

gn(t)dt

t− xn
+

1

π

N∑
k = 1
k 6= n

∫ `k

−`k

[
gk(t)Knk(t, xn) + gk(t)Lnk(t, xn)

]
dt+

+Φ12 (xn) + Φ12 (xn) + xnΦ′12 (xn) + Ψ12 (xn) = qyn − iqxnyn −
3q∗x

2
n

32
, (18)

|xn| ≤ `n (n = 1, 2, ..., N) .

Здесь

Knk(t, x) =
eiαk

2

[
1

Tk −Xn
+

e−2iαn

T k −Xn

]
;

Lnk(t, x) =
e−iαk

2

[
1

T k −Xn

+
Tk −Xn(
T k −Xn

)2 e−2iαn
]

;

Xn = xeiαn + z0n.

Краевое условие (13) позволяет получить вспомогательную задачу для сплошного
круга

Φ12 (τ) + Φ12 (τ)− e−2iθ
[
τΦ′12 (τ) + Ψ12 (τ)

]
= f (τ) , (19)

f (τ) =

∞∑
k=−∞

Āke
−kiθ − 1

2π

∞∑
k=1

∫ `k

−`k

{[
1

t− zk
− e2iαk

τ2 (t− z̄k)

]
gk (t) + (20)
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+

[
1

t− z̄k
− (τ − Tk) eiαk

τ2 (t− z̄k)2

]
g′k (t)

}
dt,

zk =
(
τ − z0k

)
e−iαk , τ = eiθ.

Решение вспомогательной задачи (19) дается формулами Н. И. Мусхелишвили:

Φ12 (z) =
1

2πi

∫
L
f (τ)

(
1

τ − z
− 1

2τ

)
dτ ; (21)

Ψ12 (z) =
1

z2
Φ12 (z) +

1

z2
Φ̄12

(
1

z

)
− 1

z
Φ′12 (z) .

После подстановки функции (20) в формулу (21) и перемены порядка интегриро-
вания, а также использования теории вычетов, окончательно получим:

Φ1 (z) =
1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k

{(
1

zT k − 1
+

1

2

)
Tke

iαkgk (t) + (22)

+

[
Tk
2
− z2Tk − 2z + Tk(

zTk − 1
)2

]
e−iαkg1 (t)

}
dt+

∞∑
k=0

akz
k;

Ψ12 (z) =
1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k

[
eiαkT

3
k(

zT k − 1
)2 gk (t) +

+
(
z2T

2
k + 4− 3zT k+ zTkT

2
k − 3TkT k

) T ke
−iαk(

zT k − 1
)3 gk (t)

]
dt+

∞∑
k=0

bkz
k;

a0 + ā0 = A0; A0 = Ā0; (23)

ak = −Āk (k = 1, 2, ...) ; bk = − (k + 1) Ā−k−2 −Ak+2 (k = 0, 1, ...) .

Подставляя найденные функции Φ12 (z) и Ψ12 (z) в уравнения (18), окончательно
получим систему N сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных
функций gk(x) (k = 1, 2, ..., N):

1

π

∫ `n

−`n

gn(t)dt

t− xn
+

1

π

N∑
k = 1
k 6= n

∫ `n

−`n

[
K∗nk(t, xn)gk(t) + L∗nk(t, xn)gk(t)

]
dt = (24)

= qyn − iqxnyn −
∞∑
k=0

[
(2k + 1)A−k + Ā−k − (k + 1)A−k−2 − Āk+2

]
xkn −

3q∗t
2

32
,

|xn| ≤ `n (n = 1, 2, ..., N) .

Здесь

K∗nk(t, x) = Knk(t, x)− eiαk

2

[
XnT̄

2
k

1−XnT̄k
+
X̄2
nTk − 2X̄n + T̄k(

1− TkX̄n

)2 +
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+e−2iαn
2Xn

(
TkT̄k − 1

)
+ 4Tk + T 2

k

(
X̄n + T̄k

) (
X̄nTk − 3

)(
1− TkX̄n

)3
]

;

L∗nk(t, xn) = Lnk(t, x)− e−iαk

2

[
T 2
k X̄n

1− TkX̄n
+
X2
nT̄k − 2Xn + Tk(

1−XnT̄k
)2 +

T 2
k (Xn − Tk) e−2iαn(

1− TkX̄n

)2
]
.

К системе сингулярных интегральных уравнений (24) следует добавить дополни-
тельные условия, вытекающие из физического смысла задачи∫ `n

−`n
gn(t) dt = 0 (n = 1, 2, ..., N) . (25)

Зная комплексные потенциалы Φ1 (z) и Ψ1 (z), описывающие напряженно-
деформированное состояние твэла, найдем следующую величину

−κ1Φ1 (t) + Φ1 (t)− t2

R2
1

[
R2

1

t
Φ′1 (t) + Ψ1 (t)

]
= (26)

=
A0

2
(1− κ1)−(1 + κ1) B̄0+

∞∑
k=1

Ake
ikθ−κ1

∞∑
k=1

A−ke
−ikθ−− (1 + κ1)

∞∑
k=1

B̄ke
−ikθ+κ1

q∗R
2
1

32
.

Здесь

Bn = a∗n + dn + cn; a∗n =
1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k

eiαkgk (t)

Tn+1
k

dt;

d0 = − 3

4π

N∑
k=1

∫ `k

−`k
eiαk T̄kgk (t) dt; dn = − 1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k
eiαk T̄n+1

k+1 gk (t) dt;

cn = c∗n−2 − 2c
′′
n−2 + c∗n (n = 2, ...) ; c1 = 2c

′′
0 + c∗1; c0 = c∗0 + c∗;

c∗ =
1

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k

Tk
2
e−iαkgk (t) dt;

c∗n =
(n+ 1)

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k
e−iαkgk (t) T̄n+1

k dt (n = 0, 1, ...) ;

c′′n =
(n+ 1)

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k
e−iαk T̄nk gk (t)dt (n = 0, 1, ...) ;

c∗n =
(n+ 1)

2π

N∑
k=1

∫ `k

−`k
e−iαk TkT̄

n
k gk (t)dt (n = 0, 1, ...) .

Коэффициенты Ak (k = 0, ±1, ±2, ...) при построении решения для твэла мы счи-
тали заданными, но они пока неизвестны. Их требуется определить в процессе реше-
ния краевой задачи. Для их нахождения привлечем решение задачи теории упругости
для защитной оболочки (подкрепляющего цилиндра).
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Для определения потенциалов Φ0 (z), Ψ0 (z) и коэффициентов Ak
(k = 0, ±1, ±2, ...) на основании соотношений (8), (12) и (10) имеем следующие
граничные условия

Φ0 (t) + Φ0 (t)− t2

R2
2

[
R2

2

t
Φ′0 (t) + Ψ0 (t)

]
= (27)

= N0 +
∞∑
k=1

[
Nk

(
t

R2

)k
+N−k

(
R2

t

)k]
на L2,

Φ0 (t) + Φ0 (t)− t2

R2
1

[
R2

1

t
Φ′0 (t) + Ψ0 (t)

]
=

∞∑
k=−∞

Ake
ikθ на L1, (28)

−κ0Φ0 (t) + Φ0 (t)− t2

R2
1

[
R2

1

t
Φ′0 (t) + Ψ0 (t)

]
= (29)

=
µ0
µ1

{
A0

2
(1− κ1)− (1 + κ1) B̄0 +

∞∑
k=1

Ake
ikθ + κ1

q∗R
2
1

32
−

−κ1
∑∞

k=1A−ke
−ikθ − (1 + κ1)

∑∞
k=1 B̄ke

−ikθ} на L1.
Функции Φ0 (z) и Ψ0 (z) регулярны во внутри области S0 и, следовательно, могут

быть разложены в ряд Лорана. Таким образом, внутри области S0 будем иметь

Φ0 (z) =
∞∑

k=−∞
Fkz

k; Ψ0 (z) =
∞∑

k=−∞
F ′kz

k. (30)

Удовлетворяя функциями (30) краевым условиям (27)–(29) и сравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях exp (iθ) в левой и правой частях краевых условий
(27)–(29), получаем после некоторых преобразований

2F0 − F ′−2 = A0; 2F0 −
F ′−2
λ2

= N0;F0 = F̄0;λ =
R2

R1
;

(1− k)Fk + F̄−k − F ′k−2 = Ak (k = ±1, ±2, ...) ;

(1− k)Fkλ
k + F̄−kλ

−k − F ′k−2λk−2 = Nk; (31)

F0 (1− κ0)− F ′−2 =
µ0
µ1

{
A0

2
(1− κ1)− (1 + κ1) B̄0 +

q∗
64

(1 + κ1)

}
;

(1− k)Fk − κ0F̄−k − F ′k−2 = Dk (k = ±1, ±2, ...) ; (32)

Dk =
µ0
µ1
Ak (k = 1, 2, ...) ;D−k = −µ0

µ1

{
κ1A−k + (1 + κ1) B̄k

}
.

Из уравнений (31) и (32) найдем

F0 =
N0λ

2 −A0

2 (λ2 − 1)
;F ′−2 =

λ2 (N0 −A0)

λ2 − 1
;
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Fk =
(1 + k)

(
λ2 − 1

) (
Nkλ

−k+2 −Ak
)
−
(
N̄−kλ

k+2 − Ā−k
) (
λ−k+2 − 1

)
(1− k2) (λ2 − 1)2 − (λ2k+2 − 1) (λ−2k+2 − 1)

(k = ±2, ±3, ...) ;

F−1 =
Ā1

1 + κ0
;F ′−1 = − κ0A1

1 + κ0
;

F1 =

(
N̄−1λ

3 − Ā−1
)

λ4 − 1
− 2A1

(1 + κ0) (λ2 + 1)
;F ′k−2 = −Ak + (1− k)Fk − F̄−k;

A0 =
M1

M0
;M1 =

µ0
µ1

(1 + κ1)
( q∗

64
− B̄0

)
+ (1 + κ0)

N0λ
2

2 (λ2 − 1)
;

M2 =
λ2

λ2 − 1
− (1− κ0)

2λ2 − 1
− µ0
µ1

(1− κ1) ;

Ak = − 1 + κ0(
µ0
µ1
− 1
) F̄−k (k = 1, 2, ...) ;

A−k

(
1 +

µ0
µ1
κ1

)
− (1 + κ0) F̄k = −µ0

µ1
(1 + κ1) B̄k.

Последние соотношения позволяют выразить коэффициенты Ak
(k = 0, ±1, ±2, ...) через величины Bk, которые зависят от неизвестных функ-
ций gk (x) (k = 1, 2, ..., N). С другой стороны, в систему сингулярных интегральных
уравнений, в ее правую часть, входят неизвестные коэффициенты Ak.

Если представить неизвестные функции gk(xk) в виде

gk(xk) = υk(xk)− iuk(xk),
то из системы N комплексных сингулярных интегральных уравнений после отделения
действительных и мнимых частей получим для нахождения υk(xk) и uk(xk) систему
2N действительных сингулярных интегральных уравнений. Будем использовать про-
цедуру алгебраизации системы сингулярных интегральных уравнений [10], [13], [14].

Для правой части соотношения (17) имеем(
υ+k (xk, 0)− υ−k (xk, 0)

)
− i
(
u+k (xk, 0)− u−k (xk, 0)

)
= (33)

= −1 + κ1
2µ1

∫ xk

−`k
gk (xk) dxk (k = 1, 2, ..., N) .

Таким образом, бесконечная система алгебраических уравнений и система сингу-
лярных интегральных уравнений должны решаться совместно.

Перейдем к алгебраизации упомянутых систем уравнений.
Алгебраизация основных разрешающих уравнений. С помощью замены пе-

ременного приведем все интервалы интегрирования к одному отрезку [–1, 1]. Для
этого положим

t = `nτ ;x = `nη (|t| < `n, |x| < `n) .

Тогда система сингулярных интегральных уравнений (24) и дополнительные усло-
вия (25) запишутся в следующем виде
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1

π

∫ 1

−1

gn (τ) dτ

τ − η
+

1

π

N∑
k 6=n

∫ 1

−1
[gk (τ)K∗nk (`kτ, `kη) + (34)

+ gk (τ)L∗nk (`kτ, `kη)
]
dτ = qyn (η)− iqxnyn (η)− 3q∗η

2

32
−

−
∞∑
k=0

[
(2k + 1)A−k + Ā−k + (k + 1)A−k−2 − Āk+2

]
`knη

k |η| < 1,

∫ 1

−1
gn (τ) dτ = 0 (n = 1, 2, ..., N) . (35)

В уравнениях (34), (35) для неизвестных функций сохранены для удобства прежние
обозначения.

Решение системы (34) при условиях (35) представим в виде

gn (τ) =
ϕn (τ)√
1− τ2

(n = 1, 2, ..., N) . (36)

Здесь функции ϕn (τ) (n = 1, 2, ..., N) непрерывны по Гельдеру на отрезке [–1, 1],
причем функции ϕn (τ) заменяются интерполяционным многочленом, построенным
по чебышевским узлам.

С помощью квадратурных формул типа Гаусса [10], [13], [14] система интеграль-
ных уравнений (34) при условиях (35) сводится к системе N × М алгебраических
уравнений относительно неизвестных ϕn (τm) (n = 1, 2, ..., N ; m = 1, 2, ..., M)

1

M

M∑
m=1

N∑
k=1

`k

[
ϕk (τm)K∗nk (`kτm, `nηr) + ϕk (τm)L∗nk (`kτm, `nηr)

]
= (37)

= qyn (ηr)−iqxnyn (ηr)−
∞∑
k=0

[
(2k + 1)A−k + Ā−k + (k + 1)A−k−2 − Āk+2

]
`knη

k
r −−

3q∗η
2
r

32
;

M∑
m=1

ϕn (τm) = 0 (n = 1, 2, ..., N ; r = 1, 2, ..., M − 1) .

Здесь

τm = cos
2m− 1

2M
π (m = 1, 2, . . . ,M); ηr = cos

πr

M
(r = 1, 2, . . . ,M −−1).

Квадратурные формулы типа Гаусса позволяют с помощью соотношений

a∗n =
1

2π

N∑
k=1

`k

∫ 1

−1

eiαkgk (τ)(
T ∗k
)n+1 dτ =

1

2M

N∑
k=1

`k

M∑
m=1

eiαkϕk (τm)(
T ∗k
)n+1 ;

d0 = − 3

4M

N∑
k=1

`ke
iαk

M∑
m=1

T̄ ∗kϕk (τm) ; dn = − 1

2M

N∑
k=1

`ke
iαk

M∑
m=1

(
T̄ ∗k+1

)n+1
ϕk (τm) ;
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c∗ =
1

4M

N∑
k=1

`ke
−iαk

M∑
m=1

T ∗kϕk (τm);

c′n =
(n+ 1)

2M

N∑
k=1

`ke
−iαk

M∑
m=1

(
T̄ ∗k
)n+1

ϕk (τm) (n = 0, 1, ...) ;

c′′n =
(n+ 1)

2M

N∑
k=1

`ke
−iαk

M∑
m=1

(
T̄ ∗k
)n
ϕk (τm) (n = 0, 1, ...) ;

c∗n =
(n+ 1)

2M

N∑
k=1

`ke
−iαk

M∑
m=1

(T ∗k )
(
T̄ ∗k
)n
ϕk (τm) (n = 0, 1, ...)

полностью алгебраизировать связанные между собой системы уравнений, о которых
говорилось выше. Упомянутые системы уравнений пока не замкнуты.

В правые части алгебраических систем (37) входят неизвестные значения нормаль-
ных qyk и касательных qxkyk (k = 1, 2, ..., n) усилий в узловых точках зон предраз-
рушения. Используя полученное решение, находим

gn(xk) =
2µ

i (1 + κ1)

d

dxk
[Π(xk, σk) (qyk(xk)− iqxkyk(xk))] . (38)

Эти комплексные дифференциальные уравнения служат для определения усилий
qyk и qxkyk в связях между берегами зон предразрушения. Для построения недостаю-
щих алгебраических уравнений для нахождения приближенных значений напряжений
qyk(tm) и qxkyk(tm) (k = 1, 2, ..., N ; m = 1, 2, ..., M) в узловых точках потребуем вы-
полнения условий (38) в узловых точках tm, содержащихся в зонах предразрушения.
При этом используется метод конечных разностей. В результате получается систе-
ма комплексных алгебраических уравнений из N × M уравнений для определения
значений qyk(tm), qxkyk(tm) в узловых точках зон предразрушения.

Для сохранения расчетной схемы решение системы сингулярных интегральных
уравнений искалось в виде (36), т.е. имеющих корневую особенность в конце зоны
предразрушения. На самом же деле в рамках модели зоны предразрушения со свя-
зями между берегами напряжения в твэле всюду конечны, в том числе и в кончике
полосы предразрушения.

То есть решение задачи следовало бы искать в классе ограниченных функций (на-
пряжений). Условия ограниченности напряжений в кончике зон предразрушения слу-
жат для определения неизвестных размеров зон предразрушения. Дополним получен-
ные основные системы алгебраических уравнений условиями ограниченности напря-
жений в окрестности вершин зон предразрушения

M∑
m=1

(−1)m ϕk (τm) · ctg2m− 1

4M
π = 0 (k = 1, 2, . . . , N); (39)

M∑
m=1

(−1)M+m ϕk (τm) · tg2m− 1

4M
π = 0.
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Системы алгебраических уравнений (31), (32), (37), (38), (39) являются замкну-
тыми. Из-за неизвестных длин зон предразрушения объединенная система алгебра-
ических уравнений не линейна. Ее численное решение позволяет найти размеры зон
предразрушения; значения ϕk (τm) (k = 1, 2, . . . , N ; m = 1, 2, . . . , M ). Зная функ-
ции gk (x), можно найти напряженно-деформированное состояние твэла и защитной
оболочки.
Предельный уровень интенсивности тепловыделения. После нахождения

искомых функций gk (xk) (k = 1, 2, . . . , N ) вычислялось раскрытие берегов зон
предразрушения по соотношению

2υ0k = −κ1 + 1

2µ1

∫ x0k

`k

gk(xk)dxk (k = 1, 2, . . . , N).

В результате расчетов определялись размеры длин зон предразрушения в зависи-
мости от интенсивности внутренних источников тепла и параметра R1/R2.

В расчетах было принято М =30; κ0/κ1 = 1, 5; µ0/µ1 = 0, 5. С помощью критерия
критического раскрытия берегов зон предразрушения найдено условие, определяю-
щее предельный уровень интенсивности тепловыделения в твэле для каждой зоны
предразрушения.

Значение интенсивности тепловыделения, вызывающего появление k -той трещины,
определяется из соотношения

−1 + κ1
2µ1

∫ x0k

`0k

gk(xk)dxk = δc (k = 1, 2, . . . , N).

Критическим значением интенсивности внутренних источников тепла в твэле будет
минимальное среди q∗k (k = 1, 2, . . . , N )

q∗ = min {q∗k} .
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INTERACTION OF PREFRACTURE ZONES IN A ROD FUEL ELEMENT

Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan

Abstract. We study the plane fracture mechanics problem for interaction of arbitrary number of
pre-fracture zones in a rod fuel element. During operation of the rod fuel element various damages,
particularly cracks formation, are possible. We consider the problem for rod fuel element with a
protective coating when with increasing of internal heat source intensity in the element are forming
domains of higher stresses. The domains of higher stresses will contribute to the emergence of zones
of weakened interparticle bonds of materials (pre-fracture zones). Interaction of prefracture zones
faces is modeled by bonds between the faces having a given deformation diagram. The problem of
the prefracture zones interaction is reduced to solving of a system of nonlinear singular integral
equations. From solution of this equations system are found the normal and tangential forces in the
zones of crack nucleation. Condition of cracking is formed based on the criterion of limit traction
of the material bonds.
Keywords: rod fuel element, protective coating, prefracture zone with bonds between the faces,
cohesive forces.

REFERENCES

[1] Zaymovsky A. S., Kalashnikov V. V, Golovnin I. S. Fuel elements of nuclear reactors.
Moscow: Atomizdat, 1966. (in Russian)

[2] Bolotin V. V. Mechanics of the initiation and initial development of fatigue cracks
// Materials science. 1986. Vol. 22. Issue 1. P. 14–19.

[3] Mirsalimov V.M. Initiation of defects such as a crack in the bush of contact pair //
Matematicheskoye modelirovaniye. 2005. Vol. 17. № 2. P. 35–45. (in Russian)

[4] Mirsalimov V. M. The solution of a problem in contact fracture mechanics on the
nucleation and development of a bridged crack in the hub of a friction pair // J. of Applied
mathematics and mechanics. 2007. Vol. 71. Issue 1. P. 120–136.

[5] Mirsalimov V. M., Kalantarly N. M. Crack nucleation in circular disk under mixed
boundary conditions // Archives of Mechanics. 2015. Vol. 67. Issue 2. P. 115–136.

[6] Mir-Salim-zade M. V. Generation of cracks in a perforated reinforced plate // J. of
Applied Mechanics and Technical Physics. 2008. Vol. 49. Issue 6. P. 1030–1039.

[7] Mirsalimov V. M., Hasanov Sh. G. Modeling of crack nucleation in covering on an
elastic base // International J. of Damage Mechanics. 2014. Vol. 23. Issue 3. P. 430–450.

[8] Mir-Salim-zade M. V. Modeling of crack formation in a perforated stringer panel //
Mathematical Models and Computer Simulations. 2010. Vol. 2. № 4. P. 533–541.

[9] Panasyuk V. V. Mechanics of quasibrittle fracture of material. Kiev: Naukova dumka,
1991. (in Russian)

[10] Mirsalimov V. M. Non-one-dimensional elastoplastic problems. Moscow: Nauka,
1987. (in Russian)

Ismailova Rena Ashraf gizi
e-mail: sopromat_v@mail.ru, Post-Graduate Student, Institute of Mathematics and Mechanics
of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan



104 Р. А. ИСМАИЛОВА

[11] Rusinko A., Rusinko K. Plasticity and Creep of Metals. Berlin: Springer Verlag,
2011.

[12] Muskhelishvili N.I. Some Basic Problems of Mathematical Theory of Elasticity.
Amsterdam: Kluwer. 1977.

[13] Panasyuk V. V., Savruk M. P., Datsyshyn A. P. The stress distribution around
cracks in plates and shells. Kiev: Naukova Dumka, 1976. (in Russian)

[14] Ladopoulos E. G. Non-linear singular integro-differential equations in Banach spaces
by collocation evaluation methods // Universal J. of Integral Equations. 2013. Issue 1. P.
28–38.



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №1 (27). С. 105–114

С. В. Матвеев, А. Н. Матвеева, С. В. Тихонов

ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНОЙ
ПЛОСКОСТИ, ОСЛАБЛЕННОЙ ОТВЕРСТИЕМ, ПОДКРЕПЛЕННОЙ

ВКЛЮЧЕНИЕМ, ОГРАНИЧЕННОЙ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОЙ
ОКРУЖНОСТЬЮ, ПРИ ДВУОСНОМ РАСТЯЖЕНИИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Рассматривается деформированное состояние анизотропной плоскости с кру-
говым отверстием, подкрепленной включением, ограниченным эксцентричной окружностью.
Предполагается, что каждый слой материала обладает свойствами трансляционной анизо-
тропии. В работе определены перемещения в упругой и пластической областях.

Ключевые слова: упругость, пластичность, перемещение, включение, трансляционная ани-
зотропия.

УДК: 539.374

Рассмотрим плоскость с эксцентричным включением, ограниченным окружностью.
Плоскость находится в состоянии двуосного растяжения под действием взаимнопер-
пендикулярных усилий p1 и p2 на бесконечности, на контуре отверстия действует
нормальное давление q (рис. 1).

Условие предельного состояния для включения I примем в виде(
σx − σy

2
− k11 − k21

2

)2

+ (τxy − k31)2 = K2
1 , k11, k21, k31,K1 − const. (1)

Условие предельного состояния для cлоя II примем в виде
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Рис. 1.

(
σx − σy

2
− k12 − k22

2

)2

+ (τxy − k32)2 = K2
2 , k12, k22, k32,K2 − const, (2)

где σx, σy, τxy – компоненты напряжения в декартовой системе координат;
k11, k21, k31,K1, k12, k22, k32,K2 – константы анизотропии.

Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать
решение в виде

σij = σ
(0)
ij + σ

(I)
ij δ + σ

(II)
ij δ2 + ... ,

un = u
(0)
n + δu

(I)
n + δ2u

(II)
n ... ,

vn = v
(0)
n + δv

(I)
n + δ2v

(II)
n ... .

(3)

Уравнение упругопластической границы запишем в виде

rs = r(0)s + δrIs + δ2rIIs + ... . (4)
Уравнение контура L

(x+ δa)2 + (y + δb)2 = α2
2 (5)

представим в виде

rL = r
(0)
L + δr′L + δ2r′′L + ... = α2 + δ(−a cos θ − b sin θ + α2) + ... . (6)

Уравнения равновесия в полярной системе координат имеют вид{
∂σρ
∂ρ + 1

ρ
∂τρθ
∂θ +

σρ−σθ
ρ = 0,

∂τρθ
∂ρ + 1

ρ
∂σθ
∂θ +

2τρθ
ρ = 0.

(7)

В дальнейшем все величины, имеющие размерность длины, отнесем к величине
r
(0)
s . Примем: ρs = rs/r

(0)
s , ρL = rL/r

(0)
s . Величины aδ/r

(0)
s , bδ/r(0)s , (p1 − p2) /2k1,

k1n, k2n, k3n будем считать достаточно малыми, порядка δ и обозначим
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(p1−p2)
2k1

= d3δ, d3 − const, 0 ≤ d3 ≤ 1,

k1n = δk′1n, k2n = δk′2n, k3n = δk′3n.
(8)

В дальнейшем компонентам напряжений и перемещений в пластической области
будем приписывать индекс p, а в упругой области индекс e.

Граничные условия на бесконечности в упругой области запишем в виде

σeρ2 = q0 − δ cos(2θ), σeθ2 = q0 + δ cos(2θ), τ eρθ2 = δ sin(2θ). (9)

Используя связь между компонентами напряжения в декартовой системе координат
x, y и компонентами в полярной системе координат ρ, θ в виде

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos(2θ) + τρθ sin(2θ),

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos(2θ)− τρθ sin(2θ),

τxy = −σρ−σθ
2 sin(2θ) + τρθ cos(2θ),

(10)

согласно (10) соотношения (1) и (2) запишем в виде

(
σpρn−σpθn

2

)2
+
(
τpρθn

)2
− 2Rn

(
σpρn−σpθn

2

)
cos(2θ + µn)−

−2τpρθnRn sin(2θ + µn) +R2
n −K2

n = 0,
(11)

где

Rn =

√(
k1n − k2n

2

)2

+ k23n,
k1n − k2n

2Rn
= cos(µn),

k3n
Rn

= sin(µn).

Будем считать, что материал пластины и включения несжимаемы µ = 1
2 .

Напряженное состояние рассматриваемой плоскости было описано в работе [1]. Ис-
пользуя соответствующие выражения для компонент напряжения, найденные в ука-
занной работе, получим компоненты перемещений в нулевом приближении в упругой
области

u
(0)e
2 = 3

2E

(
q − 2K1 ln α2

α1
− 2K2 ln 1

α2

)
1
ρ .

v
(0)e
2 = 0.

(12)

Согласно [1], [2] определим компоненты перемещения в упругой области для первого
приближения

u
(I)e
2 = −3α2(k1−k2)

α1Eρ
− 3(k2−k1)

2Eρ2
(a cos θ + b sin θ)− 3

E

(
ρ− 1

ρ3
+ 4

ρ

)
sin 2θ+

+ 1
E

(
1
ρ3
− 2

ρ

)
(a′′2 cos 2θ + b′′2 sin 2θ) + 1

E

(
2
ρ3

+ 2
ρ

)
(−a′′′2 sin 2θ + b′′′2 cos 2θ) ,

v
(I)e
2 = −3(k2−k1)

2Eρ2
(a sin θ + b cos θ) + 1

E

(
3ρ+ 3

ρ3
− 2

ρ

)
sin 2θ+

+ 1
E

(
1
ρ3
− 1

ρ

)
(a′′2 sin 2θ − b′′2 cos 2θ) + 1

E

(
2
ρ3

+ 1
ρ

)
(a′′′2 cos 2θ + b′′′2 sin 2θ) ,

(13)

где
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a′′2 = α2T11 cos
(√

3 lnα2

)
+ 2

3α2

√
3T22 sin

(√
3 lnα2

)
−

−1
3α2

√
3T11 sin

(√
3 lnα2

)
+R′2 cosµ2,

b′′2 = −2
3

√
3α2T21 sin

(√
3 lnα2

)
− 1

3α2

√
3T12 sin

(√
3 lnα2

)
+

+α2T21 cos
(√

3 lnα2

)
−R′2 sinµ2,

a′′′2 = α2T21 cos
(√

3 lnα2

)
+ 2

3α2

√
3T12 sin

(√
3 lnα2

)
+

+1
3α2

√
3T21 sin

(√
3 lnα2

)
−R′2 sinµ2,

b′′′2 = −2
3

√
3α2T11 sin

(√
3 lnα2

)
+ 1

3α2

√
3T22 sin

(√
3 lnα2

)
+

+α2T22 cos
(√

3 lnα2

)
−R′2 cosµ2,

T11 = −R′2 cosµ2 −R′1
{
α1
α2

(
cos
(√

3 ln α2
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln α2
α1

))}
cosµ1,

T12 = R′2 sinµ2 +R′1

{
α1
α2

(
cos
(√

3 ln α2
α1

)
+
√

3 sin
(√

3 ln α2
α1

))}
sinµ1

T21 = R′2 cosµ2 +R′1

{
α1
α2

(
cos
(√

3 ln α2
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln α2
α1

))}
cosµ1,

T22 = R′2 sinµ2 +R′1

{
α1
α2

(
cos
(√

3 ln α2
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln α2
α1

))}
sinµ1.

Из ассоциированного закона пластического течения и (11) в пластической области
получим

εpρn = λn

[
σpρn−σpθn

2 −R′n cos (2θ + µn)
]
,

εpθn = −εpρn,
εpρθn = λn

[
τpρθn −R

′
n sin (2θ + µn)

]
.

(14)

Из (14) получим

εpρθn
εpρn − εpθn

=
τpρθn −R

′
n sin (2θ + µn)

σpρn − σpθn − 2R′n cos (2θ + µn)
. (15)

Уравнение несжимаемости в нулевом приближении будет иметь вид

ε(0)pρn + ε
(0)p
θn = 0. (16)

Из (16) получим

du
(0)p
n

dρ
+
u
(0)p
n

ρ
= 0.

v
(0)p
n = 0.

(17)

Из (17) получим

u(0)pn =
Cn
ρ
, Сn − const. (18)

На границе сопряжения слоев будет иметь место следующее условие

u(0)pn = u
(0)p
n+1 при ρ = αn. (19)

Из (18) и (19) следует

Cn = Cn+1. (20)
Учитывая (20), решение уравнения (17) будет иметь вид
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u(0)pn =
C

ρ
, С− const. (21)

Выражение (21) будет справедливо для всех слоев пластины.
Определим компоненты деформаций:

ε(0)pρ =
du(0)p

dρ
= −C

ρ2
, ε

(0)p
θ =

u(0)p

ρ
=
C

ρ2
. (22)

Предположим, что τ (0)pρθn = ε
(0)p
ρθn = 0, тогда из условий (12) и (21) получим компо-

ненты перемещения во второй пластической области в нулевом приближении

u
(0)p
2 =

C

ρ
, v

(0)p
2 = 0, (23)

где

C =
3

E

(
q − 2K1 ln

1

α1
− 2K2 ln

1

α2

)
.

В первой пластической области компоненты перемещения будут иметь вид

u
(0)p
1 =

C

ρ
, v

(0)p
1 = 0.

Из уравнения несжимаемости получим выражения для компонент деформаций в
первом приближении:

ε
(I)p
ρn + ε

(I)p
θn = 0, ε

(I)p
ρn = ∂u

(I)p
n
∂ρ ,

ε
(I)p
θn = u

(I)p
n
ρ + 1

ρ
∂v

(I)p
n
∂θ , ε

(I)p
ρθn = 1

2

(
∂v

(I)p
n
∂ρ −

v
(I)p
n
ρ + 1

ρ
∂u

(I)p
n
∂θ

)
.

(24)

Из (24) получим выражение для компонент перемещения в n-ом слое

∂u
(I)p
n

∂ρ
+
u
(I)p
n

ρ
+

1

ρ

∂v
(I)p
n

∂θ
= 0. (25)

Из (15) получим линеаризованное соотношение(
σ(0)pρn − σ

(0)
θn

)
ε
(I)p
ρθn =

(
ε(0)pρ − ε(0)pθ

) [
τ
(I)p
ρθn −R

′
n sin(2θ + µn)

]
. (26)

Согласно (22), (24) уравнение (26) примет вид

∂v
(I)p
n
∂ρ −

v
(I)p
n
ρ + 1

ρ
∂u

(I)p
n
∂θ =

= 2C
Knρ2

R′n

{
α1
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 2
}

sin (2θ + µn) .
(27)

Для выполнения условия несжимаемости (26) предположим

u(I)pn = −1

ρ

∂ψ′n
∂θ

, v(I)pn =
∂ψ′

∂ρ
. (28)

Подставляя (28) в уравнение (27), получим
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ρ2 ∂
2ψ′
n

∂ρ2
− ρψ

′
n
∂ρ −

∂2ψ′
n

∂θ2
=

= 2C
Kn
R′n

{
α1
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α1

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α1

))
− 2
}

sin (2θ + µn) .
(29)

Решение уравнения (29) представим как сумму частного решения неоднородного
уравнения и общего решения однородного уравнения. Частное решение уравнения
(29) будет иметь вид

ψ′n частн =
(
1
ρ [Sn sinw + Tn cosw] +Qn

)
sin (2θ + µn) ,

w =
√

3 ln ρ
α1
.

(30)

Подставляя (30) в (29), найдем

D1n =
2C

Kn
R′n, Sn = −

√
3α1D1n

8
, Tn = −α1D1n

8
, Qn = −D1n

2
. (31)

Из (28), (29) получим

u
(I)p
n частн = − 2

ρ2

([
Sn sin

(√
3 ln ρ

α1

)
+ Tn cos

(√
3 ln ρ

α1

)]
+Qnρ

)
cos (2θ + µn) ,

v
(I)p
n частн = − 1

ρ2

[(
Sn +

√
3Tn

)
sin
(√

3 ln ρ
α1

)
+

+
(
Tn −

√
3Sn

)
cos
(√

3 ln ρ
α1

)]
sin (2θ + µn) .

(32)

Общее решение однородного уравнения (29) в соответствии с выражениями (28)
будет иметь вид

u
(I)p
n одн = −2

{[
C

(n)
11 cos

(√
3 ln ρ

)
+ C

(n)
12 sin

(√
3 ln ρ

)]
sin 2θ−

−
[
C

(n)
21 cos

(√
3 ln ρ

)
+ C

(n)
22 sin

(√
3 ln ρ

)]
cos 2θ

}
,

v
(I)p
n одн =

[
C

(n)
11

(
cos
(√

3 ln ρ
)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
))

+

+ C
(n)
12

(
sin
(√

3 ln ρ
)

+
√

3 cos
(√

3 ln ρ
))]

sin 2θ+

+
[
C

(n)
21

(
cos
(√

3 ln ρ
)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
))

+

+ C
(n)
22

(
sin
(√

3 ln ρ
)

+
√

3 cos
(√

3 ln ρ
))]

cos 2θ.

(33)

На границе сопряжения упругой и пластической области будут выполняться сле-
дующие условия

u
(I)p
2 = u

(I)e
2 , v

(I)p
2 = v

(I)e
2 , ρ = 1. (34)

Из (13), (32)–(34) получим
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C
(2)
11 = 6

E −
b′′2
2 + 2

Ea
′′′
2 − [S2 sinw2 − T2 cosw2] sinµ2,

C
(2)
12 =

3b′′′2 −2a′′′2 −2√
3E

+
b′′2
2
√
3

+ 1√
3

(S2 sinw2 − T2 cosw2) sinµ2−
− 1√

3

(
(S2 +

√
3T2)

)
sinw2 + (

√
3S2 − T2) cosw2) cosµ2,

C
(2)
21 = − a′′2

2E +
2b′′′2
E − [S2 sinw2 − T2 cosw2 −Q2] cosµ2,

C
(2)
22 =

3a′′′2 +a′′2−2b′′′2√
3E

+ 1√
3

(S2 sinw2 − T2 cosw2 +Q2) cosµ2−
− 1√

3

(
(S2 +

√
3T2) sinw2 + (

√
3S2 − T2) cosw2

)
sinµ2,

w2 =
√

3 lnα1.

(35)

где выражениями (13), (32)–(34) определены перемещения во втором слое пластины
в первом приближении.

На границе слоев пластины будут выполняться следующие условия сопряжения

u
(I)p
2 +

u
(0)p
2
dρ ρ

(I)
s = u

(I)e
1 +

u
(0)e
1
dρ ρ

(I)
s ,

v
(I)p
2 +

v
(0)p
2
dρ ρ

(I)
s = v

(I)e
1 +

v
(0)e
1
dρ ρ

(I)
s ,

ρ = α2.

(36)

Из (32)–(36) определим коэффициенты C
(1)
11 , C

(1)
12 , C

(1)
21 , C

(1)
22 .

C
(1)
11 = sinw1√

3α2
2

A1 +
2 cos(π6−w)√

3α2
2

B1,

C
(1)
12 = − cosw1√

3α2
2

A1 +
sin(w1−π6 )√

3α2
2

B1,

C
(1)
21 = sinw1√

3α2
2

A2 −
2 cos(π6+w1)√

3α2
2

B2,

C
(1)
22 = cosw1√

3α2
2

A2 −
2 sin(π6−w1)√

3α2
2

B2,

(37)

где

A1 =
(
(S2 +

√
3T2) sinw3 + (T2 −

√
3S2) cosw3

)
cosµ2 + 2C

(2)
11 sin

(
π
6 − w1

)
−

−2C
(2)
12 cos

(
π
6 + w1

)
−
(
(S1 +

√
3T1) sinw3 + (T1 −

√
3S1) cosw3

)
cosµ1,

B1 = (S1 sinw3 + T1 cosw3 +Q1α2) sinµ1 − (S2 sinw3 + T2 cosw3 +Q2α2) sinµ2+

+α2
2C

(2)
11 cosw1 + α2

2C
(2)
12 sinw1,

A2 =
(
(S2 +

√
3T2) sinw3 + (T2 −

√
3S2) cosw3

)
sinµ2 + 2C

(2)
21 sin

(
π
6 − w1

)
−

−2C
(2)
22 cos

(
π
6 + w1

)
−
(
(S1 +

√
3T1) sinw3 + (T1 −

√
3S1) cosw3

)
sinµ1,

B2 = (S1 sinw3 + T1 cosw3 +Q1α2) cosµ1 − (S2 sinw3 + T2 cosw3 +Q2α2) cosµ2+

+α2
2C

(2)
21 cosw1 + α2

2C
(2)
22 sinw1,

w1 =
√

3 lnα2, w3 =
√

3 ln α2
α1
.

Формулами (32), (33), (36), (37) определены компоненты перемещений для первого
слоя пластины в первом приближении.
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DEFORMED CONDITION OF ANISOTROPIC PLANE WEAKENED BY A
HOLE REINFORCED BY THE INCLUSION OF LIMITED ECCENTRIC

CIRCLE WITH BIAXIAL STRETCHING

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. We consider the deformed condition of anisotropic plane with a circular hole, supported
by the inclusion, limited eccentric circle. It implies that each layer of material has the properties
of translational anisotropy. The paper defines the displacement in the elastic and plastic regions.

Keywords: elasticity, plasticity, movement, including, translational anisotropy
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Аннотация. Рассмотрена задача динамического изгиба прямоугольных слоисто-
волокнистых прямоугольных плит из идеально жестко-пластических материалов при
воздействии нагрузок взрывного типа. Рассматриваются различные комбинации слоев и
структур армирования по толщине и различные комбинации условий закрепления сторон
плиты.

Ключевые слова: слоисто-волокнистые прямоугольные плиты, произвольное закрепление
сторон, нагрузки взрывного типа, идеально пластические материалы, предельные нагрузки,
время движения, остаточные прогибы.

УДК: 536.21

Первое исследование по остаточной повреждаемости пластических прямоугольных
плит при воздействии нагрузок взрывного типа было выполнено Гвоздевым А.А. [1].
Пренебрегая упругими деформациями, упрочнением материала, влиянием скорости
деформации на пластические свойства и используя широко известную приближенную
схему предельного пластического состояния типа «конверт», он построил простую рас-
четную схему для оценки времени разрушения и степени остаточной повреждаемости
шарнирно опертых и защемленных по всему контуру плит. Подробные схемы, без ссы-
лок на работу [1], были использованы позднее в работах зарубежных ученых [2]–[4].
Простота и удобство расчетной схемы позволили расширить и развить исследования
в этом направлении для расчетов односвязных и двусвязных шарнирно-опертых и
защемленных плит различных геометрических очертаний. Описание и обзор полу-
ченных на данный момент результатов содержится в монографиях [5]–[7]. Существу-
ют, однако, многочисленные ситуации нагружений, опорных закреплений, неоднород-
ности строения конструкции, для которых построенные расчетные схемы не могут
быть в прямую перенесены и требуют определенного развития. К таким ситуациям
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относятся, в частности, различия в способах закрепления контурных участков прямо-
угольных плит, использование слоисто-волокнистых композитных плит, воздействие
взрывных нагрузок высокой интенсивности. Эти вопросы, в совокупности, и будут
рассматриваться далее.
Гибридные плиты, условия закрепления и схемы динамического движе-

ния. Будем рассматривать слоистые плиты с симметричным строением слоев по тол-
щине (рис. 1)

Рис. 1

Слои в общем случае будем считать ортотропными и различными. Ортотропия
может быть физической, возникающей при прокатке слоя, либо конструкционной,
вследствие разного расположения арматуры в слое, как, например, на рис. 2а и рис. 2б.

Рис. 2a Рис. 2b

Все материалы плиты, объединенные в единый жесткий пакет, подчиняются мо-
дели идеального жестко-пластического тела и деформируются без проскальзывания.
Будем рассматривать прямоугольные плиты со сторонами a и b и свяжем оси x, y
со сторонами. Считаем, что закрепление сторон может быть произвольным по конту-
ру. В частности, одна из сторон может быть незакрепленной. Тогда, в общем случае,
возможные схемы динамического движения могут иметь вид, изображенный на рис.
3а, 3б.

Координаты точек на рис. 3а будут равны

O (0, 0) , A (0, b) , B (a, b) , C (a, 0) , E
′
(
x1, y

′
1

)
, E

′′
(
x1, y

′′
1

)
, D

′
(
x2, y

′
1

)
, D

′′
(
x2, y

′′
1

)
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Рис. 3a Рис. 3b

Длины отрезков

OE
′

= l1 =

[
x21 +

(
y
′
1

)2]1/2
, AE

′′
= l2 =

[
x21 +

(
b− y′′

1

)2]1/2
,

E
′′
D

′′
= E

′
D

′
= l5 = x2 − x1,

BD
′′

= l3 =

[
(a− x2)2 +

(
b− y′′

1

)2]1/2
, E

′
E

′′
= D

′
D

′′
= l6 = y

′′
1 − y

′
1,

CD
′

= l4 =

[
(a− x2)2 +

(
y
′
1

)2]1/2
.

(1)

Отрезки OE′ , AE′′ , BD′′ , CD′ , E′
E

′′ , E′′
D

′′ , D′′
D

′ , D′
E

′ будут линейными пласти-
ческими шарнирами, а на опорных контурных отрезках OA, AB, BC, CO в зависимо-
сти от условий закрепления при изгибе заданы изгибающие моменты, определяемые
ограничениями изгиба на контурных участках (например, нулевой при шарнирном
закреплении или соответствующий предельный изгибающий момент при жестком за-
креплении от изгиба). Область E′

E
′′
D

′′
D

′ возникает как развитая пластическая об-
ласть при высоких уровнях амплитуды динамической нагрузки и вырождается в пла-
стический шарнир, соответствующий требованию y

′′
1 = y

′
1 = y1. Если сторона плиты

BC будет свободна от нагрузки, то соответствующую схему деформирования полу-
чим, полагая x2 = a. Для средних нагрузок она изображена на рис. 3б. Углы наклонов
шарнирных линий определяются равенствами

cosα1 = sinα2 =
x1
l1

;

sinα1 = cosα2 =
y
′
1

l1
;

cosα3 = sinα4 =
b− y′′

1

l2
;

sinα3 = cosα4 =
x2
l2

; cosα5 = sinα6 =
a− x2
l3

;

sinα5 = cosα6 =
b− y′′

2

l3
;
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cosα7 = sinα8 =
y
′
1

l4
;

sinα7 = cosα8 =
a− x2
l4

. (2)

В рассматриваемых конструкциях материалы всех слоев будут ортотропными с
пределами текучести σ∗i иσ∗2i в направлениях x и y, где в соответствие с моделью [8]
для армированного слоя на рис 2а будем иметь

σ∗1i = σc1i (1− ωi1) + σa1iωi1, (i = 1, 2, ..., n) ;σ∗2i = σc2i (1− ωi2) + σa2iω2i.

Здесь σc1i, σ
c
2i, σ

a
1i, σ

a
2i – пределы текучести связующего материала и материалов

арматуры, ωi1, ωi2 – коэффициенты армирования в направлениях x и y. Для армиро-
ванного слоя типа изображенного на рис. 2б будем иметь

σ∗1i = (1− 2ωi)σ
c
1i + 2ωiσ

a
i cos2 γi, σ

∗
2i = (1− 2ωi)σ

c
2i + 2ωiσ

a
i sin2 γi,

где ωi – коэффициент армирования, γi – угол армирования.
Тогда предельные изгибающие моменты в сечениях, перпендикулярных осям x и y,

будут равны

M∗1 =
n∑
i=1

σ∗1i
(
h2i − h2i−1

)
, M∗2 =

n∑
i=1

σ∗2i
(
h2i − h2i−1

)
,

где (h0 = 0) , 2hn = h – толщина плиты.
Если прогиб на всем контуре прямоугольной пластины отсутствует, то вследствие

непрерывности прогибов пластины на участках, разделенных пластическими шарнир-
ными линиями для скорости прогибов, будем иметь выражения

ẇ1 = Ȧ1y, ẇ2 = Ȧ2x, ẇ3 = Ȧ3 (y − b) , ẇ4 = Ȧ4 (x− a) , ẇ5 = V (t) , (3)
где

Ȧ1 =
V

y
′
1

, Ȧ2 =
V

x1
, Ȧ3 =

V(
y
′′
1 − b

) , Ȧ4 =
V

(x2 − a)
. (4)

Если одна из сторон, например BC, свободна, то область 4 вырождается в линию
x2 = a.
Высокие нагрузки. Если нагрузки, действующие на прямоугольную плиту, будут

достаточно высокие, то её динамическое движение будет происходить в соответствие
со схемой на рис. 3а с развитой пластической областью. Уравнение движения в соот-
ветствии с принципом виртуальных мощностей и принципом Даламбера может быть
представлено в форме∫∫

F
(p−mv̇) δẇdxdy −

12∑
k=1

M∗∗k lkδΘ̇k = 0. (5)

Здесь F – площадь пластинки, M∗∗k – моменты в пластических шарнирах в поверх-
ности и на контуре пластины, δẇ – вариации скоростей прогибов, δΘ̇k – вариации
соответствующих скоростей углов перелома, m – поверхностная масса пластины.
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m = 2
n∑
i=1

ρi (hi − hi−1) (6)

ρi = (1− ω1i − ω2i) ρ
c
i + ω1iρ

a
1i + ω2iρ

a
2i,

где ρci – плотность связующего материала в i-м слое, ρaki – плотность материала ар-
матуры в k-м направлении i-го слоя, z = hk – координаты раздела слоев.

Принимая вариации кинематически допустимых прогибов на соответствующих
участках пропорциональными выражениями (3), (4), в каждом конкретном случае
закрепления плиты и структуры гибридной конструкции для равномерно распреде-
ленного давления p (t) = p0ϕ (t) (7) уравнение (5) можно представить в компактной
форме

p (t) Ψ1

(
x1, x2, y

′
1, y

′′
1

)
−mV̇

(
Ψ2

(
x1, x2, y

′
1, y

′′
1

))
= Ψ3

(
x1, x2, y

′
1, y

′′
1

)
, (7)

где функция Ψ1, Ψ2, Ψ3 содержат неизвестные параметры кинематически допустимого
поля прогибов в текущем состоянии, которые должны быть найдены из условий

∂p

∂x1
= 0,

∂p

∂x2
= 0,

∂p

∂y
′
1

= 0,
∂p

∂y
′′
1

= 0. (8)

Будем рассматривать нагрузки взрывного типа в виде экспоненциальных импуль-
сов

ϕ (t) = exp (−βt) , (9)

где β – параметр.
Тогда начальные условия будут иметь вид

V (0) = C5 (0) = 0. (10)

Время остановки tf будет определяться из уравнения V (tf ) = 0, и амплитуда оста-
точного прогиба будет равна C5 (tf ). Для определения амплитуды предельной нагруз-
ки p00, выше которой будет происходить движение рассматриваемой плиты, следует
рассмотреть уравнение (8) при V = 0. Уравнение (9) в этом случае определяет пара-
метры схемы разрушения (x01, x02, y01) плиты в предельном состоянии. Дальнейшие
детали в силу громоздкости выражений не могут быть выписаны в общем виде и тре-
буют определенной конкретизации. Так, например, для длинных пластин (a >> b) со
свободными от закрепления сторонами OA и BC можно, принимая x1 = 0, x2 = a,
упростить выражения и свести задачу к исследованию балки-полоски с различным за-
креплением на краях, решение которой описано в [6]. Для квадратных пластин (a = b)
с различным закреплением опорного контура, решение описано в [9].
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Аннотация. Изучаются базисные свойства (в частности, разложения Лагранжа) по функ-
циям Фадля-Папковича, возникающим при решении краевой задачи для полуплоскости, со-
держащей периодический набор ребер жесткости, воспринимающих только изгибные дефор-
мации и не работающих на растяжение-сжатие. Разложениями Лагранжа, в отличие от раз-
ложений, которые появляются при решении краевых задач теории упругости в полуполосе,
когда неизвестные коэффициенты разложений определяются из разложений двух заданных
на торце полуполосы функций в ряды по двум системам функций Фадля-Папковича, назы-
ваются разложения только одной функции по какой-либо одной системе функций. В этом
смысле ряды Лагранжа играют такую же роль, какую тригонометрические ряды играют
в решениях Файлона-Рибьера [1]. Вид функций Фадля-Папковича зависит от граничных
условий на длинных сторонах полуполосы. Примеры разложений Лагранжа, по функциям
Фадля-Папковича, возникающим при решении той или иной краевой задачи, можно найти
в статьях [2]–[7]. Есть некоторые общие методы и подходы при изучении базисных свойств
систем функций Фадля-Папковича. Однако в каждом конкретном случае возникают свои,
специфические особенности, присущие только данной краевой задаче и соответствующим ей
функциям Фадля-Папковича. Особенностям разложений Лагранжа, возникающим при ре-
шении рассматриваемой краевой задачи, посвящена эта статья. Рассматриваются два типа
разложений: разложения зависящих от некоторого параметра, целых по этому параметру по-
рождающих [8] функций, т. е функций, порождающих какую-либо систему функций Фадля-
Папковича, когда параметр пробегает множество собственных чисел краевой задачи, и раз-
ложения с использованием финитных частей биортогональных функций. В первом случае
целая порождающая функция продолжается как целая вне отрезка – торца полуполосы –
на всю бесконечную прямую, биортогональные функции в явном виде не выписываются, а
искомые коэффициенты разложений в ряды Лагранжа определяются прямо из уравнения
для определения биортогональных функций. Во втором случае биортогональные функции
выписываются в явном виде.
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Они определены на отрезке – торце полуполосы, – имеют простой вид, но самое важ-
ное, что с их помощью можно строить разложения не только аналитических функций,
но фактически любых функций, для которых существует интеграл Фурье. Для того
чтобы построить разложение Лагранжа некоторой, заданной на отрезке – торце полу-
полосы – функции, нужно вначале эту функцию каким-либо образом продолжить вне
этого отрезка. От того, как сделано это продолжение, будут зависеть коэффициенты
разложения в ряды Лагранжа. Таким образом, разложения Лагранжа не единствен-
ны. Неединственность разложений Лагранжа, обусловленная комплекснозначностью
систем функций Фадля-Папковича, – одно из важнейших свойств рассматриваемых
систем функций.
Ключевые слова: полуплоскость, периодическая задача, ребра жесткости, функции Фадля-
Папковича, биортогональные функции, разложения Лагранжа.

УДК: 539.3+ 517.95

Формулировка краевой задачи. Основные положения. Рассмотрим полу-
плоскость, составленную из одинаковых полуполос {Π : x ≥ 0, |y| ≤ 1}, между ко-
торыми вставлены ребра жесткости (рис. 1). Все ребра имеют одинаковую изгибную
жесткость, которая не меняется по длине. Жесткость на растяжение-сжатие не учи-
тывается. На рис. 1 условно показана внешняя периодическая нагрузка, приложенная
к прямолинейной границе полуплоскости так, что в каждой полуполосе Π возника-
ет нечетно-симметричная деформация. Нагрузка (сосредоточенные перерезывающие
силы и моменты) может быть приложена также к концам ребер жесткости.

Введем обозначения: G – модуль сдвига пластины, E1 – модуль упругости ребра,
ν – коэффициент Пуассона для пластины и ребра, I – момент инерции поперечного
сечения ребра, t – толщина пластины, u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и
поперечное перемещения в пластине.

Условие контакта ребра и пластины можно записать так [9]:

C
d4V (x,±1)

dx4
+ σy(x,±1) = 0, C =

E1I

2Gt
. (1)

Здесь V (x, y) = Gv(x, y). Кроме того, в силу симметрии задачи, можно считать, что
ребро не деформируется вдоль оси, т. е.

U(x,±1) = Gu(x,±1) = 0. (2)
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Рис. 1

Удовлетворяя граничным условиям (1), (2) с помощью метода начальных функций
[9], получим систему из двух обыкновенных дифференциальных уравнений бесконеч-
ного порядка относительно начальных функций V0(x), X0(x){

(_Cα4LV V (1) + LY V (1))V0(x) + (Cα4LV X(1) + LY X(1))X0(x) = 0,
_LUV (1)V0(x) + LUX(1)X0(x) = 0,

(3)

где

LUV (1) = _LY X(1) = −1

2
[(1− ν) sinα+ (1 + ν)α cosα] ,

LV X(1) = −1 + ν

4
sinα, LUX(1) = _

1

4

[
3− ν
α

sinα+ (1 + ν) cosα

]
, (4)

LV V (1) = _
1

2
(1 + ν)α sinα+ cosα, LY V (1) = _(1 + ν)α(α cosα− sinα)

– дифференциальные операторы метода начальных функций, определенные при
y = 1.

Ограничимся в формулах (3) для операторов (4) первыми членами разложений в
ряды по степеням α. Тогда получим такую систему из двух обыкновенных дифферен-
циальных уравнений: {

_
(
C − 1+ν

3

)
α4V0(x)− αX0(x) = 0,

_− αV0(x) +X0(x) = 0.
(5)

Она имеет решение:

X0(x) = C2, V0(x) = C1 + C2x. (6)
По формулам метода начальных функций найдем все перемещения и напряжения,

отвечающие начальным функциям (6). Например,

U(x, y) = LUV (y)V0(y) + LUX(y)X0(y) = −yα(C1 + C2x) + yC2 ≡ 0. (7)
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Точно так же найдем

V (x, y) = C1 + C2x, σx (x, y) = σy (x, y) = 0, τxy (x, y) = C1.

Введем разрешающую функцию F (x):

V0 = LUX(1)F (x), X0 = −LUV (1)F (x). (8)
Тогда второе уравнение системы (3) превратится в тождество, а из первого получим

обыкновенное дифференциальное уравнение бесконечного порядка

{[
Cα4LV V (1) + LY V (1)

]
LUX(1)−

[
Cα4LV X(1) + LY X(1)

]
LUV (1)

}
F (x) = 0. (9)

Разыскивая его решение в виде

F (x) = eλx,

придем к трансцендентному характеристическому уравнению

L(λ) =
Cλ3

4

(
(1 + ν)λ+

(3− ν)

2
sin 2λ

)
− sin2 λ = 0. (10)

Оно, помимо двух нулевых корней, которым отвечает решение (6), имеет также
бесконечное множество комплексно-сопряжённых корней {±λk,±λk}∞k=2 = Λ и два
вещественных корня ±λ1. Для них функцию F (x) можно представить в таком виде:

F (x) = a1e
λ1x +

∞∑
k=2

ake
λkx + ake

λkx (λk ∈ Λ, λ1 < 0, Reλk < 0). (11)

Ниже, для сокращения записи, будем считать корни ±λ1 тоже комплексными, и
лишь в окончательных выражениях перейдем к пределу, считая, что мнимая часть
этих корней стремится к нулю. Пользуясь формулами (8), найдем начальные функ-
ции, отвечающие комплексным корням уравнения (10), а затем, по общим формулам
метода начальных функций, – перемещения и напряжения

U(x, y) =
∞∑
k=1

akξ (λk, y) eλkx + akξ(λk, y) eλkx,

V (x, y) = C1 + C2x+

∞∑
k=1

akχ (λk, y) eλkx + akχ(λk, y) eλkx,

σx (x, y) =
∞∑
k=1

aksx (λk, y) eλkx + aksx(λk, y) eλkx, (12)

σy (x, y) =
∞∑
k=1

aksy (λk, y) eλkx + aksy(λk, y) eλkx,

τxy (x, y) = C1 +

∞∑
k=1

aktxy (λk, y) eλkx + aktxy(λk, y) eλkx.

Функции
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ξ(λk, y) =
(1 + ν)

4
(cosλk sinλky − y sinλk cosλky) ,

χ(λk, y) =

[
(1 + ν)

4
cosλk −

(3 + ν)

4λk
sinλk

]
cosλky +

(1 + ν)

4
y sinλk sinλky,

sx(λk, y) =

(
1 + ν

2
λk cosλk − ν sinλk

)
sinλky −

1 + ν

2
λky sinλk cosλky, (13)

sy(λk, y) = −
(

1 + ν

2
λk cosλk + sinλk

)
sinλky +

1 + ν

2
λky sinλk cosλky,

txy(λk, y) =

(
1 + ν

2
λk cosλk +

1− ν
2

sinλk

)
cosλky +

1 + ν

2
λky sinλk sinλky,

входящие в формулы (12), называются функциями Фадля-Папковича. Они тако-
вы, что граничные условия по продольным сторонам полуполосы удовлетворяются
автоматически.

Удовлетворяя с помощью выражений (12) граничным условиям, заданным на торце
полуполосы, приходим к задаче определения коэффициентов ak, ak из разложений
по функциям Фадля-Папковича. Будем считать, что на торце полуполосы заданы
нормальное и касательное напряжения

σx(0, y) = σ(y), τxy(0, y) = τ(y). (14)
Тогда получим

σ(y) =

∞∑
k=1

aksx (λk, y) + aksx(λk, y),

τ(y) = C1 +
∞∑
k=1

aktxy(λk, y) + aktxy(λk, y). (15)

Коэффициенты ak и ak определяются отсюда в явном виде с помощью систем
функций {Xm(y)}∞m=1 и {Tm(y)}∞m=1, биортогональных к функциям Фадля-Папковича
{sx (λk, y)}∞k=1 и {txy (λk, y)}∞k=1 соответственно. А биортогональные функции для этих
и других функций Фадля-Папковича находятся из решения уравнений:∫ +∞

−∞
ξ(λ, y)Uk(y)dy =

λL(λ)

λ2 − λ2k
,

∫ +∞

−∞
χ(λ, y)Vk(y)dy =

L(λ)

λ2 − λ2k
,∫ +∞

−∞
sx(λ, y)Xk(y)dy =

L(λ)

λ2 − λ2k
,

∫ +∞

−∞
sy(λ, y)Yk(y)dy =

λ2L(λ)

λ2 − λ2k
, (16)∫ +∞

−∞
txy(λ, y)Tk(y)dy =

λL(λ)

λ2 − λ2k
.

Здесь ξ(λ, y),χ(λ, y) и т. д. – порождающие функции. Они получаются из соответ-
ствующих функций Фадля-Папковича (13) заменой λk на комплексный параметр λ.

При λ = λm из уравнений (16) вытекают соотношения биортогональности типа:
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∫
T
sx(λm, y)Xk(y)dy =

{
Mm при λm = λk,

0 при λm 6= λk,
(17)

∫
T
txy(λm, y)Tk(y)dy =

{
λmMm при λm = λk,

0 при λm 6= λk,

где Mm = L′(λm)/2λm, а L′(λm) – производная функции L(λ), определенная при
λ = λm. T – контур интегрирования, лежащий в плоскости z = x+ iy (составленный
из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча x ∈ (−∞, 0]), на который заменяется прямая
интегрирования в формулах (16) в случае комплексных значений параметра λ [2], [3].
Понятно, что при всех λm выполняются равенства типа:∫

T
sx(λm, y)Xk(y)dy =

∫
T
sx(λm, y)Xk(y)dy = 0, (18)

∫
T
txy(λm, y)Tk(y)dy =

∫
T
txy(λm, y)Tk(y)dy = 0.

Полагая в формулах (16) λ→ 0 и учитывая, что при малых λ

χ(λ, y) ∼ 1 + ..., txy(λ, y) ∼ λ+ ..., sy(λ, y) ∼ −λ2y + ...,
L(λ) ∼ −λ2 + ...,

(19)

получим: ∫ +∞

−∞
Vk(y)dy = 0,

∫ +∞

−∞
Tk(y)dy = 0,

∫ +∞

−∞
yYk(y)dy = 0, (20)

так, что функции {Vk(y)}∞k=1 и {Tk(y)}∞k=1 ортогональны к константе, а функции
{Yk(y)}∞k=1 ортогональны к y. Поэтому, чтобы не потерять в разложениях Лагран-
жа по системам функций χ(λk, y), txy(λk, y) некоторые константы, а в случае sy(λk, y)
– линейной функции, нужно ввести биортогональные функции с нулевым индексом
V0(y), T0(y), Y0(y), ортогональные к функциям χ(λk, y), txy(λk, y) и sy(λk, y) соответ-
ственно. Сделаем это по формулам

∫ +∞

−∞
χ(λ, y)V0(y)dy = −L(λ)

λ2
,

∫ +∞

−∞
txy(λ, y)T0(y)dy = −L(λ)

λ
,

∫ +∞

−∞
yYk(y)dy = L(λ).

(21)
Правые части этих равенств выбраны так, что биортогональные функции с нулевым

индексом ортогональны к соответствующим функциям Фадля-Папковича. А при λ =
0 из формул (21) вытекают равенства∫ +∞

−∞
V0(y)dy = 1,

∫ +∞

−∞
T0(y)dy = 1,

∫ +∞

−∞
yYk(y)dy = 1. (22)

Функции Uk(y), Vk(y), Xk(y), Yk(y) и Tk(y) можно представить в виде суммы фи-
нитных, обращающихся в нуль вне отрезка |y| ≤ 1, и не финитных частей, которые
ортогональны ко всем функциям {sinmπ}∞m=1 или {cosmπ}∞m=1 на бесконечном про-
межутке [2]. Построим финитные части биортогональных систем функций, пользуясь
результатами статьи [7].
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Построение финитных частей биортогональных функций. Обозначим через
uk(y) финитную часть функции Uk(y) (k ≥ 1). Принимая в первой формуле (16)
λ = mπ = qm (m = 1, 2, ..), получим∫ 1

−1
ξ(qm, y)uk(y)dy =

qmL(qm)

q2m − λ2k
. (23)

Ниже потребуются следующие полезные формулы:∫ 1

−1
sin(qmy) sin(λky)dy = −2qm(−1)m sinλk

q2m − λ2k
, (24)∫ 1

−1
cos(qmy) cos(λky)dy = −2λk(−1)m sinλk

q2m − λ2k
, (25)∫ 1

−1
cos(qmy) [δ(y − 1) + δ(y + 1)] dy = 2 (−1)m , (26)∫ 1

−1
sin(qmy)[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)]dy = 2(−1)m+1qm, (27)∫ 1

−1
cos(qmy)

[
δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)

]
dy = 2 (−1)m q2m, (28)∫ 1

−1
sin(qmy)[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]dy = 2(−1)m+1q3m, (29)

где δ, δ′ и т. д. – дельта-функции и их производные.
Возвращаясь к равенству (23) и имея в виду, что

q5m
q2m − λ2k

= q3m + λ2kqm +
λ4kqm
q2m − λ2k

, (30)

перепишем его в таком виде:∫ 1

−1
sin(qmy)uk(y)dy = −C (−1)m+1

(
q3m + λ2kqm +

λ4kqm
q2m − λ2k

)
. (31)

Воспользовавшись теперь формулами (25), (27) и (29), получим

uk(y) = −C
{
λ4k sinλky

2 sinλk
+
λ2k
2

[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)]− 1

2
[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]

}
. (32)

Построим функцию vk(y) – финитную часть функции Vk (y). При λ = qm имеем∫ 1

−1
χ(qm, y)vk(y)dy =

L(qm)

q2m − λ2k
.

Отсюда получим∫ 1

−1
cos(qmy)vk(y)dy = C (−1)m

(
q2m + λ2k +

λ4k
q2m − λ2k

)
. (33)

Используя формулы (24), (26) и (28), приходим к следующему выражению:
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vk(y) = −C
{
λ3k cosλky

2 sinλk
−
λ2k
2

[δ(y − 1) + δ(y + 1)] +
1

2
[δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]

}
. (34)

Найдем функцию v0(y) – финитную часть биортогональной функций с нулевым
индексом V0(y), полагая в соответствующем равенстве (21) λ = qm∫ 1

−1
χ (qm, y) v0(y)dy = −L(qm)

q2m
.

Отсюда получим ∫ 1

−1
cos(qmy)v0(y)dy = C (−1)m q2m.

Пользуясь (28), найдем

v0(y) = −C
2

[δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]. (35)

Обозначим xk(y) – финитная часть функции Xk(y). Принимая в третьей формуле
(16) λ = qm (m = 1, 2, ...), придем к уравнению∫ 1

−1
sin(qmy)xk(y)dy =

C

2

q3m (−1)m

q2m − λ2k
.

А т. к.

q3m
q2m − λ2k

= qm +
λ2kqm
q2m − λ2k

,

то, учитывая (24), (27), получим

xk(y) = −C
2

{
λ2k sinλky

2 sinλk
+

1

2
[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)]

}
. (36)

Аналогично, полагая в четвертой формуле (16) λ = qm, получим выражение для
определения функции yk(y) – финитной части функции Yk(y):∫ 1

−1
sin(qmy)yk(y)dy =

C

2
(−1)m+1 q5m

q2m − λ2k
. (37)

Используя формулы (30), (24), (27) и (29), найдем

yk(y) =
C

2

{
λ4k sinλky

2 sinλk
+
λ2k
2

[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)] −1

2
[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]

}
. (38)

Финитную часть y0(y) биортогональной функции с нулевым индексом Y0(y) найдем
из третьего равенства (21) при λ = qm:∫ 1

−1
sy (qm, y) y0(y)dy = L(qm).

Учитывая (29), будем иметь



130 И. А. СЕМЕНОВА

y0(y) = −C
4

[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]. (39)

Принимая в последней формуле (16) λ = qm, получим уравнение для определения
функции tk(y) – финитной части функции Tk(y):∫ 1

−1
txy(qm, y)tk(y)dy =

qmL(qm)

q2m − λ2k
или ∫ 1

−1
cos(qmy)tk(y)dy =

C

2
(−1)m

q4m
q2m − λ2k

. (40)

Учитывая (25), (26) и (28), получим

tk(y) = −C
2

{
λ4k cosλky

2λk sinλk
−
λ2k
2

[δ(y − 1) + δ(y + 1)] +
1

2
[δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]

}
. (41)

Для определения финитной части биортогональной функции с нулевым индексом,
в соответствии с (21), получим уравнение∫ 1

−1
txy (qm, y) t0(y)dy = −L(qm)

qm
.

Откуда, пользуясь (28), найдем

t0(y) =
C

4
[δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]. (42)

Итак, финитные части функций, биортогональных к функциям Фадля-Папковича,
имеют вид:

uk(y) = −C
{
λ4k sinλky

2 sinλk
+
λ2k
2

[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)]− 1

2
[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]

}
,

vk(y) = −C
{
λ3k cosλky

2 sinλk
−
λ2k
2

[δ(y − 1) + δ(y + 1)] +
1

2
[δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]

}
,

xk(y) = −C
2

{
λ2k sinλky

2 sinλk
+

1

2
[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)]

}
. (43)

yk(y) =
C

2

{
λ4k sinλky

2 sinλk
+
λ2k
2

[δ′(y − 1) + δ′(y + 1)] −1

2
[δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)]

}
,

tk(y) = −C
2

{
λ4k cosλky

2λk sinλk
−
λ2k
2

[δ(y − 1) + δ(y + 1)] + [δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)]

}
,

v0(y) = −C
2 [δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)], y0(y) = −C

4 [δ′′′(y − 1) + δ′′′(y + 1)],
t0(y) = C

4 [δ′′(y − 1) + δ′′(y + 1)].

Разложения Лагранжа порождающих функций. Дадим примеры разложе-
ний Лагранжа порождающих функций. В основе их построения лежат уравнения для
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определения биортогональных систем. Таким путем удается построить разложения
Лагранжа не только порождающих функций. Если порождающую функцию разло-
жить в степенной ряд по степеням параметра λ, то благодаря предельным переходам
при λ → 0 можно построить разложения целых степенных функций (полиномов) –
коэффициентов разложений при различных степенях λ.

Построим разложение Лагранжа заданной на отрезке [−1, 1] порождающей функ-
ции ξ(λ, y) по системе функций {ξ(λk, y)}∞k=1. Продолжим ее на всю вещественную ось
в соответствии с формулой, которой она задана, и будем считать, что равенство

ξ (λ, y) =
∞∑
k=1

Akξ (λk, y) +Akξ(λk, y) (44)

выполняется на всей оси. Умножим обе части равенства на некоторую биортогональ-
ную функцию Um(y) и проинтегрируем от −∞ до +∞, имея в виду, что при ком-
плексных значениях параметра λ, т. е. справа, прямую интегрирования нужно заме-
нить контуром T . Тогда, на основании первого равенства (16), а также соотношений
биортогональности типа (17), (18) получим

λL(λ)

λ2 − λ2k
= AkMkλk.

Откуда найдем искомые коэффициенты разложения

Ak =
λL(λ)

λ2 − λ2k
· 1

λkMk
. (45)

Выделяя слагаемое, отвечающее вещественному корню λ1, получим

ξ(λ, y) =
λL(λ)

λ2 − λ21
· ξ(λ1, y)

λ1M1
+

∞∑
k=2

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2k
· ξ(λk, y)

λkMk

}
. (46)

Ряд (46) равномерно сходится к раскладываемой функции на всем отрезке [−1, 1].
Построим разложение Лагранжа порождающей функции χ (λ, y) по системе функ-

ций Фадля-Папковича χ (λk, y)

χ (λ, y) = A0 +
∞∑
k=1

Akχ (λk, y) +Akχ(λk, y). (47)

Учитывая, что функции Vk(y), в силу первого равенства (20), ортогональны к кон-
станте, точно так же, как и выше, найдем

Ak =
L(λ)(

λ2 − λ2k
)
Mk

, k = 1, 2, ... . (48)

Умножим обе части равенства (47) на функцию V0(y)и проинтегрируем по бесконеч-
ному промежутку. Учитывая, что функция V0(y) ортогональна к функциям Фадля-
Папковича χ (λk, y), на основании первых равенств (21), (22) найдем

A0 = −L (λ)

λ2
.

Ряд Лагранжа
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χ(λ, y) = −L (λ)

λ2
+

L(λ)

λ2 − λ21
· χ(λ1, y)

M1
+
∞∑
k=2

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2k
· χ(λk, y)

Mk

}
. (49)

сходится равномерно к своей функции на всем отрезке [−1, 1].
Точно так же можно получить следующие разложения:

sx(λ, y) =
L(λ)

λ2 − λ21
· sx(λ1, y)

M1
+
∞∑
k=2

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2k
· sx(λk, y)

Mk

}
. (50)

sy(λ, y) = yL (λ) +
λ2L(λ)

λ2 − λ21
· sy(λ1, y)

λ21M1
+

∞∑
k=2

2Re

{
λ2L(λ)

λ2 − λ2k
· sy(λk, y)

λ2kMk

}
. (51)

txy(λ, y) = −L (λ)

λ
+

λL(λ)

λ2 − λ21
· txy(λ1, y)

λ1M1
+

∞∑
k=2

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2k
· txy(λk, y)

λkMk

}
. (52)

Ряды (50)–(52) равномерно сходятся при [−1, 1].
Разложения Лагранжа на основе финитных биортогональных функций.

Приведем примеры разложений Лагранжа по функциям Фадля-Папковича, когда ко-
эффициенты разложений находятся с помощью финитных биортогональных функций
(43).

Пример 1. Пусть раскладываемая функция sinπy. Представим ее рядом Лагранжа

sinπy =
u1

λ1M1
ξ(λ1, y) +

∞∑
k=2

{
uk

λkMk
ξ(λk, y) +

uk

λkMk

ξ(λk, y)

}
, |y| ≤ 1.

Числа

uk =

∫ 1

−1
sin(πy)uk(y)dy = − Cπ5

λ2k − π2
.

Пример 2. Функцию V (y) = cosπy разложим в ряд Лагранжа

V (y) = v0 +
v1
M1

χ(λ1, y) +
∞∑
k=2

{
vk
Mk

χ(λk, y) +
vk

Mk

χ(λk, y)

}
. (53)

Пользуясь формулами (43), найдем

vk =

∫ 1

−1
cos(πy)vk(y)dy =

π4C

λ2k − π2
, v0 =

∫ 1

−1
cos(πy)v0(y)dy = π2C. (54)

Ряд равномерно сходится на всем отрезке.
Пример 3. Если V (y) = y2 − 1/3, то

vk = −2Cλkctgλk, k = 1, 2, ..., v0 = 2C.

Пример 4. Разложение Лагранжа функции sinπy по системе функций sx(λk, y)

sin(πy) =
x1
M1

sx (λ1, y) +
∞∑
k=2

2Re

{
xk
Mk

sx (λk, y)

}
,
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xk =
−C
2

(
πλ2k

λ2k − π2
− cosπ

)
. (55)

Пример 5. Разложение Лагранжа функции sinπy по системе функций sy (λk, y)

sin(πy) = y
Cπ3

2
+

y1
λ21M1

sy(λ1, y) +

∞∑
k=1

2Re

{
yk

λ2kMk
sy(λk, y)

}
,

yk = − Cπ5

2(λ2k − π2)
. (56)

Пример 6. Разложение Лагранжа по системе функций txy(λk, y)

5

9
y4 − 10

3
y2 + 1 =

t1
λ1M1

txy(λ1, y) +

∞∑
k=1

2Re

{
tk

λkMk
txy(λk, y)

}
, (57)

tk =
20C

9λ2k
(λ3k cotλk + 3λk cotλk − 3).

Ряды (55), (56), (57) равномерно сходятся к своим функциям на всем отрезке [−1, 1].
Пример решения краевой задачи. Приведем пример решения краевой зада-

чи. Пусть на торце полуполосы заданы нормальные напряжения σx(0, y) = σ(y) =
y5 − 10

7 y
3 + 3

7y, а касательные τ(y) = 0. Воспользуемся общими формулами для пере-
мещений и напряжений, полученными в статье [5]:

U (x, y) =
ξ (λ1, y)

M1
σ1 (1 + λ1x) eλ1x +

∞∑
k=2

2Re

{
ξ (λk, y)

λkMk
σkλk

Im(λke
λkx)

Im(λk)

}
,

V (x, y) =
χ(λ1, y)

M1
σ1 (−1 + λ1x) eλ1x +

∞∑
k=2

2Re

{
χ (λk, y)

Mk
σk
Im
(
λke

λkx
)

Im (λk)

}
,

σx (x, y) =
sx(λ1, y)

M1
σ1 (1− λ1x) eλ1x +

∞∑
k=2

2Re

{
sx (λk, y)

Mk
σk
Im(−λkeλkx)

Im(λk)

}
, (58)

σy (x, y) = −sy(λ1, y)

M1
σ1 (1 + λ1x) eλ1x +

∞∑
k=2

2Re

{
sy (λk, y)

Mkλ
2
k

σkλkλk
Im(−λkeλkx)

Im(λk)

}
,

τxy (x, y) = − txy (λ1, y)

M1
σ1λ1e

λ1xx+
∞∑
k=2

2Re

{
txy (λk, y)

λkMk
σkλkλk

Im(−eλkx)

Im(λk)

}
.
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Рис. 2

Подставляя сюда числа

σk =

∫ 1

−1
σ(y)xk(y)dy = −C

{
8
[
λ4k + 10λ3kctgλk − 45λ2k − 105λkctgλk + 45

]
14λ4k

+
1

6

}
,

получим решение задачи. На рис. 2 показан характер распределения касательных и
нормальных напряжений в сечении полуполосы x = 0.2, а также график расклады-
ваемой функции.
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I. A. Semenova

HALF-PLANE WITH PERIODIC ARRAY OF STIFFENERS (IS INVERSELY
SYMMETRIC DEFORMATION)

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. We study the basic properties (in particular, the Lagrangian decomposition) Feature-
Fadl Papkovich arising when solving boundary value problem for the half-plane containing a
periodic set of ribs, which receive only the flexural deformation and the tensile compression.
Lagrangian decomposition, in contrast to the expansions, which appear in the solution of boundary
value problems of elasticity theory in the half, when the unknown expansion coefficients are
determined from the expansions of two given at the end of the half-strip functions in series of two
systems of functions Fadl-Papkovich, called the expansion of only one function for whatever or a
system of functions. In this sense, the Lagrange series play the same role as trigonometric series play
in decisions Filon-Ribiere [1]. Fadl-type functions Papkovich depends on the boundary conditions on
the long sides of the half-strip. Examples Lagrange expansions, Function-Fadl Papkovich arising
in the solution of a boundary value problem can be found in the papers [2-7]. There are some
common methods and approaches in the study of basic properties of systems functions Fadl-
Papkovich. However, in each case having its own specific characteristics that are unique to a
given boundary value problem and its corresponding functions Fadl-Papkovich. Lagrange features
expansions arising when solving the boundary value problem, the subject of this article. Two types
of decomposition. Decomposition (depending on a certain parameter, the whole of this parameter)
generators [8] functions, ie functions generating any system of functions Fadl-Papkovich when the
parameter runs through the set of eigenvalues ??of the boundary value problem and decomposition
using finite parts of biorthogonal functions. In the first case, the whole generating function continues
as a whole is a segment - end of the half-strip in the whole infinite straight line, biorthogonal
functions not explicitly written out, and the desired expansion coefficients of the Lagrange series
are determined directly from the equation for determining the bi-orthogonal functions. In the
second case biorthogonal functions are written out explicitly. They are defined in the segment -
the half-strip end, have a simple form, but most importantly, they can be used to build not only
the expansion of analytic functions, but actually, all functions for which there is a Fourier integral.
In order to construct a Lagrangian decomposition, defined on the interval - end of the half-strip
- function, you must first this function in any way out of this segment to continue. The way
this is done will depend on the continuation of the expansion coefficients in the Lagrange series.
Thus, the Lagrange decomposition is not unique. Nonuniqueness Lagrange expansions caused by
complex-systems functions Fadl-Papkovich - one of the most important properties of these systems
functions.

Keywords: bending strip; ribs; the Fadle-Papkovich functions; biorthogonal functions.

Semenova Irina Alexandrovna, Postgraduate student, Departament of Mathematical Analysis,
I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia



136 И. А. СЕМЕНОВА

REFERENCES
[1] Timoshenko S. P., Goodier J. Elasticity Theory. M.: Nauka, 1975. 576 p.
[2] Kovalenko, М. D., Shulyakovskaya Т. D. Decomposition on Fadlya – Papkovich’s

functions in a strip. Theory bases // News of the Russian Academy of Sciences. Mechanics
of a solid body. 2011. № 5. P. 78–98.

[3] Kovalenko, М. D., Menshova I. V., Shulyakovskaya Т. D. Decomposition on functions
Fadlya – Papkovich. Examples of decisions in a semi-strip // News of the Russian Academy
of Sciences. Mechanics of a solid body. 2013. № 5. P. 136–158.

[4] Menshova I. V., Semenova I. A., Khramova N. V. Decompose in funktsiyam Fadlan
– Papkovicha in polupolos. Backsimmetrichnoy problems // Vestnik I. Yakovlev Chuvash
State Pedagogical University. Series : Mechanics of a limit state. 2014. № 2 (20). P. 119–130.

[5] Sebryakov G. G., Kovalenko M. D., Menshova I. V., Semenova I. A. An Odd-
Symmetric Boundary Value Problem of Elasticity Theory for a Semi-Strip: Exact Solution
// Doklady Physics. 2015. Vol. 60. № 6. P. 274–277.

[6] Semenova I. A. Examples of analytical solutions is inversely symmetric boundary-
value problem of elasticity theory in polopolo // Vestnik I. Yakovlev Chuvash State
Pedagogical University. Series : Mechanics of a limit state. 2014. № 4 (22). P. 215–224.

[7] Menshov I. V., Semenov I. A. Orthogonal systems of functions and decomposition
of Lagrange Function Fadl-Papkovich problem in a half-strip bending with longitudinal
stiffeners // Mechanics of Composite Materials and Structures. - 2015 Vol. 21. - No 24. -
Pp. 579-598.

[8] Ibragimov I. I. Methods of interpolation functions and some of their applications.
M.: Nauka, 1971. 518 p.

[9] Vlasov V. V. Method of initial functions in theory tasks elasticity and construction
mechanics. М.: Stroyizdat, 1975. 224 p.



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №1 (27). С. 137–140

В. Д. Коробкин, М. Г. Ордян

ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ПОЛЕЙ СКОРОСТЕЙ
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В НЕКОТОРЫХ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ

ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ

Воронежский государственный архитектурно-строительный университет, г. Воронеж,
Россия

Аннотация. Рассмотрен вопрос построения непрерывных полей скоростей перемещений при
пластическом течении материала с гладким профилем. Получены дифференциальные урав-
нения и первые определенные интегралы. Используя граничные условия на входе материала
в пластическую область решена задача Коши и определены скорости перемещений.

В качестве примера определены поля скоростей для матрицы, профиль которой ограничен
дугами окружностей. Проведено сравнение усилий деформирования с точными решениями
при течении материала через сигмоидные матрицы.

Ключевые слова: пластичность, технологические задачи, поле скоростей перемещений,
верхняя оценка усилий деформирования.

УДК: 539.374

Вопрос о непрерывных полях скоростей перемещений возник в связи с тем, что, как
показано в работе [1], в упрочняющихся материалах нет разрыва скоростей перемеще-
ний. При деформировании упрочняющихся материалов, как правило, учитывают вли-
яние факта неразрывности в среднем. Используют решение для жестко-пластического
материала и считают, что кинематика для упрочняющегося материала мало отлича-
ется. Иногда, как, например, в работе [2], вместо поверхности разрыва вводят слой,
устремляя при этом его толщину к нулю и фактически получают фиктивную по-
верхность разрыва скоростей перемещений. Течение жестко-пластического материа-
ла подробно изучено классиками теории пластичности и теории обработки металлов
давлением. Наша задача заключается в следующем: используя метод, предложенный
в работе [3], определить непрерывные поля скоростей перемещений для конкретных
профилей матрицы и сравнить удельные усилия деформирования с известными точ-
ными решениями.

1. Рассмотрим плоский симметричный случай.
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Рис. 1. Схема пластического течения

Пусть уравнение профиля матрицы задано в виде

y = f1(x). (1.1)

Будем считать, что уравнения траекторий движений точек описываются следующим
образом:

y = Cf1(x), (1.2)

где C — постоянная, которая изменяется в пределах от нуля до 1.
Дифференциальные уравнения траекторий движения точек

dy

dx
= Cf ′1(x). (1.3)

Рассмотрим случай установившегося процесса
dy

dx
=
uy
ux
. (1.4)

Запишем условие несжимаемости
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0. (1.5)

Из (1.2) и (1.3) получим
dy

dx
=
yf ′1(x)

f1(x)
. (1.6)

Подставляя в условия несжимаемости, получим
∂ux
∂x

+
yf ′1(x)

f1(x)

∂uy
∂y

= −ux
f ′1(x)

f1(x)
. (1.7)

Интегралы этого уравнения

yux = C2,
y

f1(x)
= C3. (1.8)

Для определения ux необходимо решить задачу Коши.
2. Рассмотрим случай, когда компоненты скорости ux зависят только от координаты

x.
Уравнение для определения ux имеет вид

dux
dx

+
uxf

′
1(x)

f1(x)
= 0. (2.1)

Решая уравнение (2.1), имеем:

uxf1(x) = C4. (2.2)
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Используя граничное условие при x = 0; ux = u1; f1(0) = H, определим

ux =
u1H

f1(x)
. (2.3)

Если предположить: H = 1, то R = 1

ux =
u1
f1(x)

, f1(x) =
√

1− x2. (2.4)

В итоге имеем:
ux =

u1
f1(x)

; uy =
u1f

′
1(x)

f21 (x)
y. (2.5)

Таким образом:

εx = −u1f
′
1(x)

f21 (x)
; εy =

u1f
′
1(x)

f21 (x)
; γxy = −u1

1 + 2x2

f51 (x)
. (2.6)

Аналогичным образом можно определить компоненты скорости деформаций во вто-
рой зоне пластической деформации.

Используя экстремальный принцип определения верхней оценки усилий деформи-
рования, получим

q = k(N1 +N2), (2.7)

где

N1 =

∫ sinα

0

∫ √1−x2
0

√
4ε2x + γ2xydydx;N2 =

∫ (1+r)sinα

sinα

∫ √2−√1−(x−
√
2)2

0

√
4ε2x + γ2xydydx,

где kN1 и kN2 — соответственно удельные усилия деформирования для первой и
второй зон пластической деформации.

Для различных углов α и радиусов r, то есть отношения H
h получены удельные

усилия деформирования
h = (1 + r)cosα− r. (2.8)

Сравнение удельных усилий прессования, полученных в данной работе с аналогич-
ными результатами для сигмоидной матрицы [4], показывает интервал применимости
данного класса полей скоростей перемещений. Оптимальные результаты получены
для углов α = (500 ÷ 700). Максимальная погрешность составила один процент.

Вывод. При определении усилий прессования упрочняющегося материала можно
использовать кинематику течения, полученную при применении непрерывных полей
скоростей перемещений, сравнивая предварительно с результатами удельных усилий
для жестко-пластического материала.
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Abstract. The question of construction of continuous fields of rates of displacements at plastic
flow of material with a smooth profile is considered. Differential equations and the first definite
integrals are obtained. Using the boundary conditions on the input material in plastic region the
Cauchy problem is solved and rates of displacements are determined.

As an example, the velocities field for the matrix, the profile of which is limited by circular arcs,
is defined. A comparison of the efforts the deformation with the exact solutions for the flow of
material through the sigmoid matrices is conducted.
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В. Н. Орлов1,2, Н. В. Кудряшова2

ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ОДНОГО
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА С ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ ТРЕТЬЕЙ

СТЕПЕНИ В ОБЛАСТИ АНАЛИТИЧНОСТИ

1Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского, г. Ялта, Россия
2Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,

г. Чебоксары, Россия

Аннотация. В работе рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение третьего
порядка с полиномиальной правой частью третьей степени. Доказана теорема существова-
ния решения этого уравнения в области аналитичности, а также получено аналитическое
приближенное решение в случае точных начальных условий.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, задача Коши, метод мажо-
рант, область аналитичности, аналитическое приближенное решение.

УДК: 517.928.4

Результаты исследования и их обсуждение. Впервые появление нелинейного
дифференциального уравнения связано с именами Риккати (конец 16 века), Абеля
(1825 год), Пенлеве (1889 год). Как отмечается в работах [1]–[8], нелинейные диф-
ференциальные уравнения указанных авторов имеют широкое применение в раз-
личных областях науки и техники. Большой вклад в разрешимость в квадратурах
этой категории дифференциальных уравнений внесли известные ученые Белоруссии
Н.П.Еругин, Н. А. Лукашевич, А. И. Яблонский, А. А. Самодуров, А. В. Чичурин.
Тем не менее проблема решения данной категории дифференциальных уравнений да-
лека от завершения, причиной тому являются подвижные особые точки, являющиеся
препятствием к разрешимости в квадратурах данной категории дифференциальных
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уравнений [1]–[8]. С 1981 года появились работы одного из соавторов [1]–[8], посвя-
щенные математическому обоснованию аналитического приближенного метода реше-
ния нелинейных дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками. Как
свидетельствуют публикации [9]–[12], этот метод успешно можно применять к данной
категории нелинейных дифференциальных уравнений. Основой аналитического при-
ближенного метода является новая версия метода мажорант в доказательстве теорем
существования решения нелинейных дифференциальных уравнений.

В данной работе используется метод решения нелинейных дифференциальных
уравнений, предложенный в работах [1]–[8]. Идея метода доказательства теорем суще-
ствования, предложенная в этих работах, основана на применении метода мажорант
не к правой части дифференциальных уравнений, как это представлено в классиче-
ской литературе, а к самому решению нелинейного дифференциального уравнения.
Такой подход позволяет определить область действия теоремы, построить само при-
ближенное решение дифференциального уравнения и получить оценки этого решения.

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка

y
′′′

= a1(x)y3 + a2(x)y2 + a3(x)y + a4(x),

где ai(x), i = 1, 2, 3, 4 – аналитические функции в рассматриваемой области. С помо-
щью некоторой замены переменной

y = u(x)w(x) + v(x)

приводится к нормальному виду

y
′′′

= y3 + r(x)

при условиях 

u(x) = C;

v(x) = −C2a2(x)
3 ;

a1(x) = 1
C2 ;

a3(x) = C2

3 a
2
2(x);

r(x) = −C4a2(x)
27 − C2

3 a
′′′
2 (x) + a4(x).

Рассмотрим задачу Коши:
y
′′′

= y3 + r(x), (1)
y(x0) = y0;

y
′
(x0) = y1;

y
′′
(x0) = y2.

(2)

Теорема 1. Пусть
1. r(x) ∈ C∞в области

|x− x0| < ρ1,

где 0<ρ1=const;

1. ∃M1 : |r
(n)(x0)|
n! ≤M1, где M1=const, n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда решение задачи Коши (1)–(2) является аналитической функцией

y(x) =

∞∑
0

Cn(x− x0)n (3)
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в области
|x− x0| < ρ2,

где ρ2 = min
{
ρ1,

1
(M+1)2

}
, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. В силу условия теоремы имеем

r(x) =
∞∑
0

An(x− x0)n. (4)

Подставим (3) и (4) в (1):
∞∑
3

Cn n (n− 1) (n− 2)(x− x0)n−3 =
∞∑
0

(C∗∗n +An) (x− x0)n, (5)

где C∗∗n =
∑n

0 CiC
∗
n−i, C

∗
n =

∑n
0 CiCn−i, n = 0, 1, 2, . . . .

Равенство (5) обратится в тождество при условиях:

n(n− 1)(n− 2)Cn = C∗∗n−3 +An−3, (6)

которые позволяют однозначно определить все коэффициенты Cn, начиная с n ≥ 3:

C3 =
1

3 · 2 · 1
(C3

0 +A0),

C4 =
1

4 · 3 · 2
(3C2

0C1 +A1),

C5 =
1

5 · 4 · 3
(3C0C

2
1 + 3C2

0C2 +A2),

C6 =
1

6 · 5 · 4
(3C2

0C3 + 6C0C1C2 + C3
1 +A3).

Таким образом, получаем формальное представление решения уравнения (5) в виде
(3). В силу однозначности определения коэффициентов Cn из (6) следует единствен-
ность полученного формального решения.

Исходя из структуры коэффициентов C3 − C6, методом математической индукции
докажем справедливость оценок:

|C3n| ≤
1

3n(3n− 1)(3n− 2)
(M + 1)2n+1, (7)

|C3n+1| ≤
1

(3n+ 1) 3n (3n− 1)
(M + 1)2n+1, (8)

|C3n+2| ≤
1

(3n+ 2)(3n+ 1) 3n
(M + 1)2n+1, (9)

где

M = max

|y0|, |y1|, |y2|, sup
n

|r(n)(x0)|
n!

 , n = 0, 1, 2, . . . .

Докажем оценку (7). Из (6) с учетом (7)–(9) имеем

|C3n+3| =
∣∣∣∣ 1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
(C∗∗3n +A3n)

∣∣∣∣ =
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∣∣∣∣∣ 1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
(

3n∑
i=1

CiC
∗
3n−i +A3n)

∣∣∣∣∣ =

=
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
(

∣∣∣∣∣∣
3n∑
i=1

Ci

3n−i∑
j=1

CjC3n−i−j

∣∣∣∣∣∣+ |A3n|) ≤

≤ 1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

(
3n∑
i=3

(M + 1)i+1

i(i− 1)(i− 2)
×

×
3n−i∑
j=3

(M + 1)j+1

j(j − 1)(j − 2)
· (M + 1)2n−i−j−2

(3n− i− j)(3n− i− j − 1)(3n− i− j − 2)
+M =

=
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
×

3n∑
i=3

(M + 1)i+1

i(i− 1)(i− 2)
(M + 1)2n−i−1·

·
3n−i∑
j=3

1

j(j − 1)(j − 2)

1

(3n− i− j)(3n− i− j − 1)(3n− i− j − 2)
+M

 .

Далее

|C3n+3| ≤
(M + 1)2n

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
((3n− 3) +

M

(M + 1)2n
).

Окончательно

|C3n+3| ≤
(M + 1)2n+3

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
.

Аналогичным образом подтверждаются оценки (8) - (9).
Покажем сходимость ряда (3) в области |x− x0| < ρ2.
Рассмотрим ряд
∞∑
0

vn(x− x0)n =

∞∑
0

v3k(x− x0)3k +

∞∑
0

v3k+1(x− x0)3k+1 +

∞∑
0

v3k+2(x− x0)3k+2,

который в силу (7)-(9) является мажорирующим для ряда (3).
Имеем:

∞∑
0

vn(x− x0)n =

∞∑
0

1

3k(3k − 1)(3k − 2)
(M + 1)2k+1(x− x0)3k+

+

∞∑
0

1

3k(3k + 1)(3k − 1)
(M + 1)2k+1(x− x0)3k+1+

+
∞∑
0

1

3k(3k + 2)(3k + 1)
(M + 1)2k+1(x− x0)3k+2.

На основании признака Даламбера для первого ряда, находящегося в правой части
последнего ряда, имеем:

lim
k→∞

∣∣∣∣(M + 1)2k+3(x− x0)k+13k(3k − 1)(3n− 2)

3k(3k − 1)(3k + 1)(M + 1)2k+1(x− x0)k

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣(M + 1)2(x− x0)
3k − 2

3k + 1

∣∣∣∣ =
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lim
k→∞

(M + 1)2 |x− x0| < 1.

Аналогично показываем для остальных двух рядов.
Следовательно, мажорантный ряд сходится в области |x− x0| < 1

(M+1)2
.

Положим ρ2 = min
{
ρ1,

1
(M+1)2

}
, тогда получаем сходимость ряда (3) в области

|x− x0| < ρ2. Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для приближен-

ного решения

yN (x) =
N∑
0

Cn(x− x0)n, (10)

задачи (1)-(2) в области
|x− x0| < ρ3

справедлива оценка погрешности

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| ≤ ∆, (11)

где

∆ ≤ (M + 1)
2N+5

3 · |x− x0|N+1

3n
(

1− (M + 1)2 |x− x0|3
) ( 1

(3n− 1)(3n− 2)
+

|x− x0|
(3n− 1)(3n+ 1)

+
|x− x0|2

(3n+ 1)(3n+ 2)

)
(12)

в случае N + 1 = 3n,

∆ ≤ (M + 1)
2N+3

3 · |x− x0|N+1

(3n+ 1)
(

1− (M + 1)2 |x− x0|3
) ( 1

3n(3n− 1)
+
|x− x0|

3n(3n+ 2)
+

(M + 1)2 |x− x0|2

(3n+ 2)(3n+ 3)

)
(13)

в случае N + 1 = 3n+ 1,

∆ ≤ (M + 1)
2N+1

3 · |x− x0|N+1

(3n+ 2)
(

1− (M + 1)2 |x− x0|3
) ( 1

3n(3n+ 1)
+

(M + 1)2 |x− x0|
(3n+ 1)(3n+ 3)

+
(M + 1)2 |x− x0|2

(3n+ 3)(3n+ 4)

)
(14)

в случае N + 1 = 3n+ 2,

при этом ρ3 = min

{
ρ2,

1
3
√

(M+1)2

}
, ρ2 из теоремы 1, M =

max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Докажем теорему для случая N + 1 = 3n. Имеем:

|y(x)− yN (x)| =
∣∣∣∑∞0 Cn(x− x0)n −

∑N
0 Cn(x− x0)n

∣∣∣ =
∣∣∑∞

N+1Cn(x− x0)n
∣∣ =

=
∣∣CN+1(x− x0)N+1 + CN+2(x− x0)N+2 + ... + CN+k(x− x0)N+k + ...

∣∣ =

=
∣∣C3n(x− x0)3n + C3n+1(x− x0)3n+1 + C3n+2(x− x0)3n+2 + ...

+C3n+k−1(x− x0)3n+k−1 + ...
∣∣∣ ≤
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≤ |C3n| · |x− x0|3n + |C3n+1| · |x− x0|3n+1 + |C3n+2| · |x− x0|3n+2 + ...

+ |C3n+k−1| · |x− x0|3n+k−1 + ... ≤

≤ (M + 1)2n+1 · |x− x0|3n

3n(3n− 1)(3n− 2)
+

(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n+1

3n(3n− 1)(3n+ 1)
+

(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n+2

3n(3n+ 1)(3n+ 2)
+

+
(M + 1)2n+3 · |x− x0|3n+3

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
+

(M + 1)2n+3 · |x− x0|3n+4

(3n+ 4)(3n+ 3)(3n+ 2)
+

(M + 1)2n+3 · |x− x0|3n+5

(3n+ 5)(3n+ 4)(3n+ 3)
+

+
(M + 1)2n+5 · |x− x0|3n+6

(3n+ 6)(3n+ 5)(3n+ 4)
+

(M + 1)2n+5 · |x− x0|3n+7

(3n+ 7)(3n+ 6)(3n+ 5)
+

(M + 1)2n+5 · |x− x0|3n+8

(3n+ 8)(3n+ 7)(3n+ 6)
+ . . . ≤

≤ 1

1− (M + 1)2 |x− x0|3

(
(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n

3n(3n− 1)(3n− 2)
+

(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n+1

3n(3n− 1)(3n+ 1)
+

(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n+2

3n(3n+ 1)(3n+ 2)

)
=

=
(M + 1)2n+1 · |x− x0|3n

3n
(

1− (M + 1)2 |x− x0|3
) ( 1

(3n− 1)(3n− 2)
+

|x− x0|
(3n− 1)(3n+ 1)

+
|x− x0|2

(3n+ 1)(3n+ 2)

)
=

=
(M + 1)

2N+5
3 · |x− x0|N+1

3n
(

1− (M + 1)2 |x− x0|3
) ( 1

(3n− 1)(3n− 2)
+

|x− x0|
(3n− 1)(3n+ 1)

+
|x− x0|2

(3n+ 1)(3n+ 2)

)

Следовательно, получили оценку погрешности (12). Оценка справедлива в области

|x− x0| <
1

3

√
(M + 1)2

.

Для вариантов N + 1 = 3n+ 1, N + 1 = 3n+ 2 получаем (13) и (14) соответственно.
Теорема доказана.
Пример. Найдем приближенное решение задачи Коши (1)-(2) в случае r(x) = 0

для начальных данных y(1) =
√

2, y
′(1) =

√
2
/

5, y
′′(1) = 1.

Выберем значение аргумента x = 1, 1. Используя формулу (10), при N = 3 вычис-
лим приближенное решение. Расчеты приведены в таблице 1.

Таблица 1
x y y3 ∆y ∆y3 ∆1

1,1 1,44400 1,45297 0,00897 0,03 0,01
где y – значение точного решения, y3 – приближенное решение задачи Коши (1)–
(2), ∆y – абсолютная погрешность, ∆y3 – априорная погрешность, полученная по
теореме 2, ∆1 – апостериорная погрешность, которая определяется путем решения
обратной задачи теории погрешности. Для ε = 0, 01 получаем N = 4. Так как добавка
в структуре приближенного решения для N = 4 не превышает требуемой точности.
Следовательно, приближенное решение y3 имеет погрешность ε = 0, 01.
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Вывод. В работе получено решение двух задач из общего набора, необходимо-
го для аналитического приближенного метода решения нелинейного дифференци-
ального уравнения. Приведённый расчет эксперимента иллюстрирует эффективную
возможность оптимизировать априорную погрешность с помощью апостериорной по-
грешности в отсутствие точного решения.
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Аннотация. Рассмотрена причина повышенной погрешности расчета методом сил некото-
рых элементов конструкции в механике. Предложен метод использования уточняющих коэф-
фициентов при решении задач механики на определение линейных и угловых перемещений
методом сил.

Ключевые слова: линейные и угловые перемещения, прогиб в точке, модуль упругости,
момент инерции, метод сил, изгибающий момент, уточненный коэффициент.

УДК: 531.8

Актуальность исследуемой проблемы. При определении линейных и угловых
перемещений некоторых элементов конструкции методом сил погрешность расчетов
превышает 5%. Поэтому выявление причин погрешности некоторых элементов кон-
струкции методом сил является актуальной задачей.
Материал и методика исследований. При решении задач механики на опреде-

ление перемещений в некоторых случаях нельзя применять метод сил, т. к. при этом
необходимо, чтобы касательные, проведенные через вершину параболических эпюр,
были параллельны оси балки [1]. Основным способом устранения указанного недостат-
ка метода сил является использование уточненных коэффициентов при определении
площади эпюр изгибающего момента.
Результаты исследований и их обсуждение. При решении задач механики, в

частности сопротивления материалов на определение линейных и угловых перемеще-
ний методом сил возникают некоторые трудности в виде ошибок расчетов, превыша-
ющих 5 %.

Рассмотрим пример. Определить прогиб в точке К для балки (рис. 1), у которой
модуль упругости Е и момент инерции относительно оси Х IX заданы.
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Рис. 1. Расчетная схема балки

Для решения данной задачи в начале применим метод начальных параметров.
Определим реакции в точке защемления:∑

Y = 0; −RO − q · 3a+ F = 0,

тогда:

RO = 5 · qa− 3 · qa = 2 · qa.

∑
mО = 0; F · a+m− q · 3a · 3

2
a−MO = 0,

тогда:

MO = 5 · qa · a+ qa2 − 9

2
qa2 =

3

2
qa2.

Определим прогиб в точке К методом начальных параметров [1]:

EIx · yk = EIx · y0 + EIx · θ0 · zk +
Mo(zk − 0)2

2
− m(zk − 2a)2

2
− Ro(zk − 0)3

6
+

+
F (zk − a)3

6
− g(zk − 0)4

24
= 0 + 0 +

3
2qa

2(3a− 0)2

2
− qa2(3a− 2a)2

2
−

−2qa(3a− 0)3

6
+

5qa(3a− a)3

6
− q(3a− 0)4

24
=

13

24
qa4,

тогда:

yk =
13 · qa4

24 · EIx
= 0, 54

qa4

EIx
. (1)

Знак «+» перед ук означает, что прогиб направлен вверх.
Решим эту же задачу методом сил [2]. Построим эпюры изгибающих моментов от

действия внешних сил и от действия единичной силы, приложенной в точке К.
Составим функциональную зависимость изгибающего момента от координаты z на

всех участках, построим грузовую и единичную эпюры (рис. 2).
Определим прогиб в точке К методом сил. Для этого перемножим площади грузо-

вой эпюры на ординаты единичной эпюры [1].

EIx · yk =

[
−1

3

qa2

2
a

3

4
a+

2

3

qa2

2
0, 41a

(
a+

3

8
0, 41a

)
− 1

3
qa2 · 0, 59a

(
2a− 1

4
0, 59a

)
−
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−1

3
qa2 · 0, 35a

(
2a+

1

4
0, 35a

)
+

2

3
· 3qa2

2
· 0, 65a

(
3a− 3

8
0, 65a

)]
=

29, 16

24
qa4,

Рис. 2. Расчетная схема, грузовая и единичная эпюры

тогда:

yk =
29, 16 · qa4

24 · EIx
= 1, 22

qa4

EIx
. (2)

Положение усугубляется тем, что на вид данное решение методом сил вполне прав-
доподобно. Но погрешность расчета методом сил выражения (2) по сравнению с вы-
ражением (1) превышает 5%, в нашем случае 126%, что недопустимо.

Одной из причин данной ошибки на наш взгляд является то, что площади эпюр
А1,А2,А3,А4, и А5(рис. 2) определены неточно. Независимо от формы параболы,
ширины и высоты эпюры используются одни и те же коэффициенты. Если парабола
выпуклостью вниз, то коэффициент К = 1

3 . Если парабола выпуклостью вверх, то
коэффициент К = 2

3 .
Так, например, площадь сечения эпюры, ограниченная параболой выпуклостью

вниз и осями Х и Y (рис. 3а), определяется в зависимости от ширины (l), высоты
(h) по следующей формуле [1]:

Аэп =
1

3
h · l. (3)
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Рис. 3. Формы эпюр

а – эпюра, ограниченная параболой выпуклостью вниз и осями Х и Y ;
б – эпюра, ограниченная параболой выпуклостью верх и осями Х и Y .
Формула для определения площади эпюры, ограниченная параболой выпуклостью

верх и осями Х и Y (рис. 3б) имеет следующий вид [1]:

Аэп =
2

3
h · l. (4)

Коэффициенты в формулах (3) и (4) независимо от величины действительных чисел
и переменных уравнения параболы берутся 1

3 и 2
3 . На самом деле данные коэффици-

енты зависят от действительных чисел и переменных уравнения параболы.
Для примера рассмотрим несколько уравнений параболы и уравнение прямой, вы-

раженное формулой у=x . В начале построим прямую, выраженную формулой у=x
(рис. 4).

Рис. 4. Прямая и параболы, заданные разными уравнениями

Далее построим параболу, заданную уравнением у = х2 в интервале от 0 до 1.
Затем построим вторую параболу, заданную уравнением у = −х2 + 2х в том же ин-
тервале. Площадь сечения, ограниченная линиями у=0 , х=1 и параболой, заданной
уравнением у = х2(рис. 4) определяется формулой:

АI =
1

3
· 1 · 1. (5)

Площадь треугольника, ограниченная линиями у=0 , х=1 и у=х (рис. 4) опреде-
ляется формулой:
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АII =
1

2
· 1 · 1. (6)

Площадь сечения, ограниченная линиями у=0 , х=1 и параболой, заданной урав-
нением у = −х2 + 2х(рис. 4), определяется формулой:

АIII =
2

3
· 11. (7)

Построим еще две параболы с другими действительными числами и переменными.
Эти параболы будут находиться между линиями уравнений у = −х2 + 2х, у=x и
у = х2 в интервале от 0 до 1.

Построим параболы, заданные уравнениями у = −0, 5х2 + 1, 5хи у = 0, 5(х2 + х) ,
в том же интервале.

Тогда площадь сечения, ограниченная линиями у=0 , х=1 и параболой, заданной
уравнением у = 0, 5(х2 + х)(рис. 4), определяется формулой:

АIV =
1

3
· 1 · 1. (8)

Площадь сечения, ограниченная линиями у=0 , х=1 и параболой, заданной урав-
нением у = −0, 5х2 + 1, 5х (рис. 4), определяется формулой:

АV =
2

3
· 1 · 1. (9)

Анализируя формулы (5), (8) и (7), (9), можно сделать вывод о том, что площади
сечений АI и АIV равны, также равны площади АIII и АV . На самом деле из рисунка
видно, что это не так. Значит, коэффициенты 1

3 и 2
3 в формулах (8) и (9) должны

иметь другие значения.
Для определения этих уточненных коэффициентов мы предлагаем использовать

уравнение зависимости коэффициента (K ) от ординаты параболы, находящейся на
линии при х=0,5 . Так как коэффициенты 1

3 ,
1
2 и 2

3 находятся на одной прямой,
значит, будущее уравнение – это уравнение прямой. Ордината уравнения у = х2 при
х=0,5 равна 1

4 , т. е. y1 = 1
4 = 0, 25. А ордината уравнения у = −х2 + 2х при х=0,5

равна 3
4 , т. е. y2 = 3

4 = 0, 75. Для них коэффициенты соответственно равны K1 = 1
3 и

K2 = 2
3 .

Используя формулу уравнения прямой [3], проходящей через две точки, получим
следующее уравнение для определения уточненных коэффициентов при других зна-
чениях ординат:

K =
4

6
y +

1

6
. (10)

Для проверки возьмем уравнение у=х и определим коэффициент данного уравне-
ния исходя из уравнения (10). Ордината уравнения у=х при х=0,5 равна 1

2 , т. е.
y = 1

2 . Тогда

K =
4

6
y +

1

6
=

4

6
· 1

2
+

1

6
=

1

2
.

Что соответствует коэффициенту в выражении (6). Значит, наши предположения
верны.
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Решим задачу методом сил с учетом сказанного выше. Определим уточненные ко-
эффициенты площадей эпюр А1, А2, А3, А4 и А5 (рис. 2). Для этого воспользуемся
формулой (10). У эпюры площадью А1 определим ординату y1. Для этого ординату
изгибающего момента в середине эпюры 1 делим на максимальное значение ордина-
ты эпюры 1 . Т. е. y1 =

1
8
qa2

1
2
qa2

= 1
4 . Тогда коэффициент площади эпюры 1 определим

следующим образом:

K1 =
4

6
y1 +

1

6
=

4

6
· 1

4
+

1

6
=

1

3
.

Аналогично определим другие коэффициенты для эпюр площадью А2, А3, А4 и
А_5.

Для эпюры площадью А2 y2 = 0,27qa2
1
2
qa2

= 0, 54. Тогда:

K2 =
4

6
y2 +

1

6
=

4

6
· 0, 54 +

1

6
= 0, 53.

Для эпюры площадью А3 y3 = 0,45·qa2
qa2

= 0, 45. Тогда:

K3 =
4

6
y3 +

1

6
=

4

6
· 0, 45 +

1

6
= 0, 47.

Для эпюры площадью А4 y4 = 0,49·qa2
qa2

= 0, 49. Тогда:

K4 =
4

6
y4 +

1

6
=

4

6
· 0, 49 +

1

6
= 0, 49.

Для эпюры площадью А5 y5 = 0,797·qa2
3
2
qa2

= 0, 53. Тогда:

K5 =
4

6
y5 +

1

6
=

4

6
· 0, 53 +

1

6
= 0, 52.

Определим прогиб в точке К методом сил с учетом уточненных коэффициентов.

EIx · yk =

[
−K1

qa2

2
a

3

4
a+K2

qa2

2
0, 41a

(
a+

3

8
0, 41a

)
−K3 · qa2 · 0, 59a

(
2a− 1

4
0, 59a

)
−

−K4 · qa2 · 0, 35a

(
2a+

1

4
0, 35a

)
+K5

3qa2

2
· 0, 65a

(
3a− 3

8
0, 65a

)]
=

=

[
−1

3

qa2

2
a

3

4
a+ 0, 53

qa2

2
0, 41a

(
a+

3

8
0, 41a

)
− 0, 47 · qa2 · 0, 59a

(
2a− 1

4
0, 59a

)
−

−0, 49 · qa2 · 0, 35a

(
2a+

1

4
0, 35a

)
+ 0, 52

3qa2

2
· 0, 65a

(
3a− 3

8
0, 65a

)]
= 0, 53 · qa4.

тогда:

yk =
0, 53 · qa4

EIx
= 0, 53

qa4

EIx
. (11)

Погрешность расчета, с учетом уточненных коэффициентов выражения (11) по
сравнению с выражением (1) не превышает 5 %, в нашем случае 1,85 %, что вполне
допустимо.
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Резюме. Приведенные выше расчеты позволяют сделать вывод, что при решении
задач механики, в частности сопротивления материалов методом сил, необходимо ис-
пользовать уточненные коэффициенты для разных значений ординат, которые нахо-
дятся с помощью уравнения (10).
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передачу всех прав на распространение работ с помощью печатных и электронных
носителей информации Чувашскому государственному педагогическому университе-
ту им. И. Я. Яковлева.

Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается.
Статьи могут быть написаны на русском или английском языках, при этом авторы

обязаны предъявлять повышенные требования к стилю изложения и языку. Статьи
обзорного характера, рецензии на научные монографии пишутся, как правило, по
просьбе редколлегии журнала. Все представленные работы редакция журнала на-
правляет на рецензирование. Решение об опубликовании принимается редколлегией
журнала на основании рецензии. Авторам рекомендуется ознакомиться с правилами
подготовки статей перед представлением их в редакцию.

Работы, оформленные не по правилам, редколлегией рассматриваться не будут.
Редакция просит авторов при оформлении работ придерживаться следующих правил
и рекомендаций:

1. Статьи представляются в двух форматах: твердая копия, распечатанная с од-
ной стороны листа формата A4, и электронный вариант (на дискете или на адрес
predel21@mail.ru). Электронный вариант должен точно соответствовать печатному.

2. Статья должна содержать: название работы, список авторов, представленный в
алфавитном порядке; краткую аннотацию (объем – до 500 знаков), которая дается пе-
ред основным текстом; список ключевых слов; основной текст, который рекомендуется
разделять на подразделы с целью облегчения чтения работы; заключение с краткой
характеристикой основных полученных результатов; название работы на англий-
ском языке с указанием всех авторов; список ключевых слов на английском
языке; аннотацию на английском языке; сведения о всех авторах на русском
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и английском языках: должность, степень, звание, вуз, его полный почтовый ад-
рес, email. Название работы должно адекватно отражать ее содержание и быть, по
возможности, кратким. Не допускается включение формул в название работы и текст
аннотации.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной десятичной классифи-
кации (УДК).

4. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы Latex
2e с использованием стиля predel.sty. Стиль predel.sty и пример оформления статьи
размещены на сайте издания. Рисунки представляются отдельно в формате wmf, jpg с
разрешением не менее 600 dpi. Изменение стандартных стилевых файлов недопустимо.

5. Библиографические ссылки оформляются в соответствии с ГОСТ Р 7.0.5-2008.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. В случае су-

щественной переработки статьи указывается также дата получения редакцией окон-
чательного текста. Просьба редакции о переработке статьи не означает, что статья
принята к печати; после переработки она вновь рассматривается редколлегией жур-
нала.
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