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Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №3 (29). С. 3–10

Ю. В. Немировский

ДИНАМИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ПОЛИМЕТАЛЛИЧЕСКИХ
КРУГЛЫХ ПЛАСТИН ИЗ УПРОЧНЯЮЩИХСЯ МАТЕРИАЛОВ

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН,
г.Новосибирск, Россия

Аннотация. Для полиметаллических круглых и кольцевых пластин из пластических мате-
риалов с линейным упрочнением разработан метод решения задач о динамическом дефор-
мировании при воздействии интенсивных нагрузках взрывного типа. В качестве физических
законов деформирования использована модель В. Прагера для линейно упрочняющихся мате-
риалов с кусочно-линейным потенциалом Треска. В качестве примеров рассмотрены задачи о
деформировании кольцевой свободной на внутреннем контуре и сплошной пластины в случае
шарнирного опирания на внешнем контуре.

Ключевые слова: круглые и кольцевые пластины, жестко-пластические материалы, нагруз-
ки взрывного типа, модель В. Прагера, линейное упрочнение, полиметаллические конструк-
ции.

УДК: 536.21

1. Введение. В последние десятилетия проводятся интенсивные исследования по
созданию для различных отраслей промышленности и строительной индустрии эф-
фективных полиметаллических и других гибридных слоистых конструкций. Наиболее
простыми и распространенными с технологической точки зрения являются приемы
изготовления плоских полиметаллических пластин любых геометрических форм и
размеров без серьезных ограничений по выбору материалов. Существующие техно-
логические приемы (склеивание, сварка взрывом и диффузионная сварка, холодное
газодинамическое или плазменное напыление, плазменная или механическая резка)
позволяют создавать плоские симметричные (рис. 1) и несимметричные (рис. 2) па-
кетные конструкции из практически любых наборов материалов и сплавов [1]–[3].

В любой такой конструкции сохраняются основные индивидуальные (в частности,
пластические) свойства отдельных слоев, но ее несущая способность и деформаци-
онная податливость могут существенно изменяться в зависимости от выбора коли-
чества материалов, их расположения и относительных параметров толщин слоев. В
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Рис. 1

Рис. 2

рамках модели идеальных жестко-пластических материалов задача рационального
подбора материалов была рассмотрена в работе [4]. Однако, многие металлические
материалы и сплавы обладают свойством существенного упрочнения и предельные
нагрузки полиметаллической конструкции могут оказаться в реальности слишком за-
нижеными. В связи с этим для таких конструкций было предложено ввести второе
предельное состояние [5], [6], при котором в соответствии с концепцией слабейшего
звена какой-либо из материалов достигнет предельной деформации предразрушения.
При квазистатическом нагружении соответствующие решения рассматривались для
полиметаллических балок, круглых и кольцевых пластин. В данной работе предлага-
ется рассмотреть динамическое деформирование круглых и кольцевых пластин при
воздействии динамических нагрузок взрывного типа.
2. Формулировка основных уравнений. Будем рассматривать слоистые

пластины симметричной структуры (рис. 1) и считать все материалы жестко-
пластическими и линейно-упрочняющимися. Тогда в соответствии с концепцией В.
Прагера [7] закон пластического деформирования для круглых и кольцевых пластин
при использовании кусочно-линейного потенциала Треска может быть представлен в
форме [6], [7]:
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Рис. 3

A1 : M1 = M0 +D0χ1 , M2 = M0 +D0χ2,
χ1 ≥ 0 , χ2 ≥ 0,

A1B1 : M2 = M0 +D0χ2 , 0 ≤M1 < M0 +Dχ1,
χ1 = 0 , χ2 ≥ 0,

B1 : M1 = 0 , M2 = M0 +D0χ2 ,
χ1 ≤ 0 , χ2 ≥ 0,

B1C1 : M2 −M1 = M0 +D0χ2 ,
−M0 −D0χ1 ≤M1 ≤ 0,
χ1 + χ2 = 0 , χ1 ≤ 0 , χ2 ≥ 0.

В этих выражениях

M0 =

n∑
i=1

σ0i

(
h2
i − h2

i−1

)
, D0 =

n∑
i=1

di
(
h2
i − h2

i−1

)
M1, M2 , χ1 , χ2 – безразмерные изгибающие моменты, и кривизны пластин в ради-
альном и окружном направлениях, hi – безразмерные координаты раздела слоистого
пакета, σ0i,di – безразмерные пределы текучести и модули упрочнения материалов,
составляющих слоистый пакет.

Безразмерные кривизны χ1 , χ2 связаны с безразмерным прогибом ω выражениями

χ1 = −w′′ , χ2 = −1

x
w′.

Здесь штрих обозначают производную по безразмерной координате x

x =
r

R
; w =

w̄H̄0

R2
; Mi =

M̄i

σ0H̄2
0

,

где w̄ , r , R – прогиб, текущий и внешний радиус пластинки, H̄0 – обезразмеривающий
параметр толщины пластинки.
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Уравнения динамического движения пластины имеют вид:

(xM1)′ −M1 = xQ,
(Qx)′ + x (p−mẅ) = 0

Q = Q̄R
M̄0
, M1 = M̄r

M̄0
, M2 =

M̄ϕ

M̄0
,

M̄0 = σ̄0H̄
2
0 , t = t̄

T , m = m̄
m0

.

m = 2

n∑
i=1

ρi (hi − hi−1), ρi =
ρ̄i
ρ̄0
.

Точка обозначает частную производную по безразмерному времени t, p и m – безраз-
мерные распределенная нагрузка и поверхностная масса, Q – безразмерная перерезы-
вающая сила.

При решении конкретных задач должны быть заданы граничные условия, соответ-
ствующие условиям закрепления пластинки и начальные условия движения

ẇ (x, 0) = w (x, 0) = 0.

3. Кольцевая шарнирно-опертая по наружному контуру пластинка со сво-
бодным внутренним контуром x0. Рассмотрим в качестве примера задачу о рав-
номерно нагруженной по поверхности кольцевой пластинке x0 ≤ x ≤ 1, шарнирно
опертой на наружном контуре x = 1. В этом случае граничные условия будут иметь
вид:

Q (x0, t) = 0, M1 (x0, t) = 0, M1 (1, t) = 0, w (1, t) = 0.

Решение задачи в области x0 ≤ x ≤ 1 будет соответствовать режиму A1B1, для кото-
рого

w′′ (x, t) = 0, M2 (x, t) = M0 +D0χ2, χ2 (x, t) = − 1
xw
′ (x, t).

Тогда, учитывая выражения (5) для пластинки со слоями постоянной толщины, на-
груженной равномерно распределенной нагрузкой

p (t) = p0ψ (t)

получим выражения:

w (x, t) = 1−x
(1−x0)w0 (t) , χ2 (x, t) = w0(t)

(1−x0)x ,

M2 (x, t) = M0 +D0
w0(t)

(1−x0)x ,

Q (x, t) = −p0ψ (t)

2

(
x2 − x2

0

)
+

mẅ0 (t)

6 (1− x0)

[
3
(
x2 − x2

0

)
− 2

(
x3 − x3

0

)]
.

(xM1)′ = M0 + D0w0(t)
(1−x0)x −

p0ψ(t)
2

(
x2 − x2

0

)
+ mẅ0(t)

6(1−x0)

[
3
(
x2 − x2

0

)
− 2

(
x3 − x3

0

)]
,

xM1 (x, t) = M0 (x− 1) + D0w0(t)
(1−x0) lnx− p0ψ(t)

6

[
x3 − 1− 3x2

0 (x− 1)
]

+

+ mẅ0(t)
6(1−x0)

{
x3 − 1− 3x2

0 (x− 1)−
[
x4−1

2 − 2x3
0 (x− 1)

]}
.

Пользуясь условием M1 (x0, t) = 0, получим уравнение для w0 (t):

ẅ0 −
12D0

m
f1 (x0) · w0 =

2p0ψ (t)

m
f2 (x0)− 12M0

m
f3 (x0) , (1)

где

f1 (x0) =
lnx0

(1− x0)
(
3x4

0 − 10x3
0 + 6x2

0 − 1
) ,



ДИНАМИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ... 7

f2 (x0) =

(
1 + 2x3

0 − 3x2
0

)
(1− x0)(

3x4
0 − 10x3

0 + 6x2
0 − 1

) , (2)

f3 (x0) =
(1− x0)2(

3x4
0 − 16x3

0 + 6x2
0 − 1

) .
Начальные условия для этого уравнения имеют вид:

ẇ0 (0) = w0 (0) = 0. (3)

Функция ψ (t) для нагрузок взрывного типа чаще всего используется в форме

ψ (t) = e−αt, (4)

где α – заданный параметр для конкретного взрывного вещества.
Время окончания движения tf определяется из условия

ẇ0 (tf ) = 0 (5)

и остаточный прогиб w∗ будет равен

w∗ = ẇ0 (tf ) . (6)

4. Шарнирно-опертая пластинка без отверстия (x0 = 0). Поскольку для сплош-
ной пластинки без отверстия в центре x = 0 имеем

w′ (0, t) = 0, (7)

то в окрестности центра 0 ≤ x ≤ x1 должно реализоваться состояние, соответству-
ющее вершине A1 на рисунке 3, а в окрестности опоры x1 ≤ x ≤ 1 – состояние,
соответствующее стороне A1B1.

Таким образом в области 0 ≤ x ≤ x1 будем иметь

M1 = M0 +D0χ1 , M2 = M0 +D0χ2

χ1 = −w′′ , χ2 = − 1
xw
′.

(8)

Исключая Q из уравнений (8), (9), получим уравнение

(xM1)′′ −M ′2 = −x (p0ψ (t)−mẅ) . (9)

Подставляя в него значения (8) получим уравнение для прогиба w (x, t) в области
0 ≤ x ≤ x1:

D0

(
wIV + 2

w′′′

x
− w′′

x2
+
w′

x3

)
= p0Ψ (t)−mẅ. (10)

Если все материалы являются идеально пластическими (неупрочняющимися), то
D0 = 0 и уравнение (10) будет иметь вид:

ẅ =
p0

m
ψ (t) . (11)

Если хотя бы один из материалов будет упрочняющимся, то D0 6= 0 и уравнение (10)
в области 0 ≤ x ≤ x1 будет иметь вид:

wIV + 2
w′′′

x
− w′′

x2
+
w′

x3
+
m

D0
ẅ = p0ψ (t) . (12)

Представим решение этого уравнения в форме

w (x, t) = w1 (x, t) + w2 (x, t) , (13)
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где w2 (x, t) удовлетворяет уравнению

mẅ2 = p0ψ (t) . (14)

Тогда для w1 (x, t) получим уравнение

wIV1 + 2
w
′′′
1

x
− w

′′
1

x2
+
w
′
1

x3
+
m

D0
ẅ = 0. (15)

В области x1 ≤ x ≤ 1 реализуется состояние, соответствующее отрезку A1B1 на рис. 3
и должны выполняться условия

M1(x1, t) = M0, M1(1, t) = 0
w(1, t) = 0, w(x1, t) = v1(t).

(16)

В соответствии с этим будем иметь

w =
(1− x)

(1− x1)
v1(t), χ2 =

v1(t)

(1− x1)x
,

M2(x, t) = M0 +D0
ν1(t)

(1− x1)x

M1(x, t) = M0 +Q1
x1(x−x1)

x − p0ψ(t)
12

[2(x3−x3
1)−3x2

1(x−x1)]
x +

+ mν̈1
6(1−x1)x

[
3(x2 − x2

1)− 6(x− x1)− (x3 − x3
1) + 3x2

1(x− x1)
]

+ D0v1
x(1−x1) ln x

x1
.

Из условия M(1, t) получим равенство

M0 +Q1x1(1− x1)− P0ψ(t)
12

[
2(1− x3

1)− 3x2
1(1− x1)

]
+

+ mν̈1
6(1−x1)

[
3(1− x2

1)− 6x1(1− x1)− (1− x3
1) + 3x2

1(1− x1)
]

+ D0v1
2(1−x1) ln 1

x1
= 0.

Граничные условия для уравнения (10) имеют вид:

w (0, t) = w0 (t)1 , w
′ (0, t) = 0,

w′′ (x1, t) = 0, κ1 (0, t) = κ2 (0, t) .
(17)

Кроме того, на границе x = x1 должны выполняться условия

[w (x1, t)] = 0,
[
w′ (x1, t)

]
= 0, [Q (x1, t)] = 0. (18)

Получающаяся в итоге система нелинейных дифференциальных уравнений требует
разработки специальных алгоритмов численного счета, которые здесь обсуждаться
не могут.
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Abstract. For polymetallic circular and annular plates of plastic material with linear hardening
developed a method for solving problems of dynamic deformation when subjected to intensive loads
explosive. As the physical laws of deformation model is used for the linear B. Prager hardening
materials with piecewise linear potential Cod. As examples, the problem of the deformation of
the ring free on the domestic circuit and solid plate in the case of hinged support on the external
circuit.
Keywords: circular and annular plates, rigid-plastic materials, explosive load, W. Prager model,
a linear hardening, metallurgy designs.
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Аннотация. Рассматривается каноническая теоретико-полевая модель нелинейного тер-
моупругого континуума с «тонкой» микроструктурой, определяемой, в частности, тре-
мя векторными полярными директорами. Построение модели осуществляется в терминах
4-ковариантного полевого лагранжева формализма. «Тонкая» микроструктура континуу-
ма задается микроструктурными d-векторами и d-тензорами произвольно высоких ран-
гов. d-тензоры вводятся в теоретико-полевую схему как экстра-полевые переменные (d-
переменные). Микроструктурные векторные и тензорные экстра-полевые переменные могут
быть подчинены уравнениям связей (ограничениям), конечным или дифференциальным. Ука-
зывается плотность вариационного интегрального функционала термоупругого действия и
сформулирован соответствующий вариационный принцип наименьшего действия. При этом
выполнен учет инерционности микроструктурной «составляющей» поля. Ковариантные урав-
нения термоупругого поля в континууме с микроструктурой получаются в канонической фор-
ме Эйлера – Лагранжа. Возможные связи между микроструктурными переменными учтены
с помощью правила множителей Лагранжа. Вариационные симметрии интегрального функ-
ционала термоупругого действия применяются для построения ковариантных канонических
тензоров термомеханики и 4-токов. Даны канонические формы дивергентных законов со-
хранения термоупругого поля в плоском 4-пространстве-времени. Рассматриваются вопросы,
касающиеся инвариантности интегрального функционала действия относительно сдвигов эй-
леровых полевых переменных, времени и температурного смещения, а также трехмерных
вращений эйлеровой координатной системы. Исследуется проблема ротационной инвариант-
ности «естественной» плотности микрополярного термоупругого действия. Сформулированы
дифференциальные и функциональные условия ротационной инвариантности лагранжиана.
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Последние затем используются с целью поиска ротационно-инвариантных функ-
циональных аргументов лагранжиана. Найдена система независимых ротационно-
инвариантных функциональных аргументов лагранжиана. Дается формальное
доказательство ее полноты. Получена удовлетворяющая принципу объективности
форма свободной энергии Гельмгольца. Указанная форма содержит явные вхожде-
ния ротационно-инвариантных векторов и тензоров экстра-деформации. Построены
удовлетворяющие принципу объективности формы определяющих уравнений ги-
перболического микрополярного термоупругого континуума, соответствующие
ротационно-инвариантному лагранжиану. Рассматривается альтернативная воз-
можность построения полной системы независимых ротационно-инвариантных
аргументов.

Ключевые слова: термоупругость, микроструктура, поле, экстра-поле, действие, ко-
вариантность, закон сохранения, d-тензор, 4-ток, тензор энергии-импульса, связь, мно-
житель Лагранжа, ротационная инвариантность, принцип объективности, тензор экстра-
деформации.

Вводные замечания. Последние годы отмечены весьма интенсивным развитием
механики метаматериалов, обладающих весьма необычной микроструктурой и ано-
мальным механическим поведением. Под микроструктурой континуума обычно по-
нимается существование нескольких различных физических масштабов (структур-
ных уровней), определяющих состояние континуума, их самосогласованное взаимо-
действие и возможность передачи энергии с одного структурного уровня на другой.
Теория таких континуумов основывается на необходимости допустить существова-
ние дополнительных (экстра) степеней свободы и возможности исследовать физиче-
ски бесконечно малый объем не как материальную точку, а как существенно более
сложный объект, с присущими ему дополнительными степенями свободы (ротацион-
ными, осцилляционными), как своего рода микроконтинуум, обладающий возможно-
стью дополнительной (экстра) микродеформации. Поиск нелинейных представлений
для лагранжианов, гамильтонианов, экстра-напряжений и экстра-деформаций, спра-
ведливых в самом общем случае конечных деформаций и поворотов, для континуумов
с микроструктурой выступает в настоящее время как одна из важнейших задач тео-
рии и механики сплошных сред.

Вопросы, связанные с изучением континуума с микроструктурой, находятся в рус-
ле тех течений в механике деформируемого твердого тела, которые отдают приоритет
структурному моделированию. При этом необходимо учитывать, что существенной
особенностью современного состояния естественных наук является явно просматри-
ваемая тенденция решения нелинейных проблем (в том числе и проблем механики де-
формируемого твердого тела) вне рамок имеющегося физически надежно обоснован-
ного набора математических моделей. Конечной целью математического моделирова-
ния обычно ставится формулировка замкнутых систем уравнений, без чего в прин-
ципе невозможны постановка и решение прикладных задач. Корректное построение
новых математических моделей континуума, в свою очередь, должно опираться на
проверенные временем принципы и методы. Не последняя роль здесь принадлежит
методам теории поля. Часто эти методы выступают как единственный инструмент
вывода физически приемлемых уравнений.
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Для решения проблем анализа и синтеза материалов с заданными свойствами су-
щественна развитая иерархия математических моделей. Именно в связи с этим об-
стоятельством по-прежнему актуальны методы построения и исследования матема-
тических моделей сред с микроструктурой. Один из них состоит в обобщении конти-
нуальной модели, выражающемся в расширении понятия представительного объема
среды (RVE) и учета дополнительных (экстра) внутренних степеней свободы—микро-
поворотов и аффинных деформаций мезообьема (континуум Коссера, микроморфная
среда).1

Нелинейные термомеханические модели сложных континуумов с микроструктурой,
в частности, микрополярные среды и метаматериалы, в решающей степени определя-
ются термодинамическими параметрами состояния, которые формируются из незави-
симых объективных (т. е. выдерживающих повороты эйлеровой пространственной ко-
ординатной системы в трехмерном пространстве) скалярных, векторных и тензорных
переменных, определяющих термодинамическое состояние микроэлемента. Подобные
системы термодинамических параметров состояния мы будем называть также термо-
динамическими базисами. Термодинамический базис должен обладать необходимыми
свойствами полноты относительно тензорных мер состояния континуума.

Целью настоящей работы является построение нелинейной теоретико-полевой мо-
дели термоупругого континуума с «тонкой» микроструктурой, представляемой ко-
нечным набором тензоров, ранг которых может быть сколь угодно высоким. Зна-
чительный прогресс в этой области связан прежде всего с тем, что в качестве ба-
зисных переменных допускаются не только термодинамические переменные состоя-
ния (так называемые «медленные переменные»), ассоциированные с термическими и
микроструктурными свойствами континуума, но и их референциальные градиенты
(«быстрые переменные»). При этом переменные состояния и их градиенты счита-
ются функционально-независимыми. Именно следуя по этому пути, удается создать
новую термомеханику континуума с гиперболическими уравнениями транспорта теп-
ла. Последнее обстоятельство вполне соответствует новой гиперболической парадигме
развития теории и механики континуума [1], [2].

Современная механика и физика сплошных деформируемых сред в целом ряде
важных прикладных направлений должна развиваться только на основе теоретико-
полевого подхода, только в этом случае обеспечиваются физически приемлемые урав-
нения. Это обстоятельство характерно прежде всего для сложных континуумов с экс-
трастепенями свободы, приписываемыми микроэлементам; в частности, для микро-
полярных сред, когда допустимы дополнительные повороты и аффинные деформа-
ции микроэлементов. Теории поля обладают одним неоспоримым аналитическим пре-
имуществом— возможностью их систематического вывода из одного вариационного
функционала. Указанный вариационный функционал называется действием. Прин-
цип наименьшего действия отделяет действительные процессы и состояния от всех

1Необходимо заметить, что континуум Коссера с «нежестким» репером микрополярных директо-
ров, по существу, предполагает возможной произвольную аффинную деформацию микроэлемента и
поэтому может трактоваться и как микроморфный континуум. Такие среды мы будем также назы-
вать микрополярными.
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других, кинематически и термодинамически допустимых. Преимущества теоретико-
полевой точки зрения в механике микрополярных континуумов убедительно проде-
монстрированы в статье [3]. Важными элементами теоретико-полевого подхода явля-
ются также ковариантность дифференциальных уравнений поля и вариационные сим-
метрии поля. Последние позволяют находить законы сохранения, которые выступают
в роли «первых интегралов» дифференциальных уравнений поля и выполняются в
силу уравнений поля, т. е. на решениях дифференциальных уравнений поля.

Последовательное применение теоретико-полевого подхода в механике континуума
приводит к естественным формулировкам определяющих уравнений. Задание плот-
ности действия позволяет однозначно сформулировать определяющие уравнения кон-
тинуума, причем сразу же в ковариантной форме, без всякого дополнительного кон-
струирования. То же самое касается соотношений совместности сильных разрывов
на волновых поверхностях. Однако дополнительные рассмотрения все же необходи-
мы, если вести речь об объективизации независимых функциональных аргументов
плотности действия. Переход к ротационно-инвариантным функциональным аргумен-
там лагранжиана, наряду с требованием галилеевой трансляционной инвариантности,
окончательно определяет его «общую» форму и соответствующие общие формы объ-
ективных определяющих уравнений.

Теоретико-полевые формулировки всегда подразумевают существенное и интенсив-
ное использование понятий и формализма вариационного исчисления [4]. С формаль-
ной точки зрения принцип наименьшего действия принадлежит к классу основных (и
простейших) задач вариационного исчисления. Однако по существу это не в полной
мере соответствует действительности, поскольку в механике символ вариации тради-
ционно обозначает виртуальную вариацию, т. е. не произвольное сколь угодно малое
изменение, а изменение, совместимое со связями, ограничивающими геометрические
положения, кинематические и термодинамические состояния. Виртуальные вариации
определяющих переменных являются произвольными, только если они независимы
друг от друга. В противном случае принцип наименьшего действия следует отнести
к классу связанных задач вариационного исчисления. Такая постановка вариацион-
ных задач впервые была предложена Лагранжем и называется задачей Лагранжа [4].
Итак, наличие ограничений (связей), накладываемых, в частности, на микрострук-
турные параметры, предполагает формулировку проблемы как связанной задачи ва-
риационного исчисления (calculus of variations with constraints). Ограничения при этом
могут накладываться в форме конечных, либо дифференциальных уравнений и нера-
венств. Решение подобного рода задач обычно выполняется с помощью правила мно-
жителей Лагранжа (см., например, [5, с. 114–129]). Рассмотрение вариационных за-
дач для интегрального функционала с ограничениями типа равенств и неравенств на
уровне необходимых условий сводится к проблеме безусловного экстремума с помо-
щью правила Лагранжа. Оказывается, что этот принцип распространяется на задачи
весьма сложной природы.

Структуру настоящей работы можно охарактеризовать следующим образом. После
данных выше вводных замечаний, во втором разделе, излагаются основы теоретико-
полевого подхода, пригодного, как хорошо известно, для описания механических и
физических полей различной природы. Здесь же формулируется принцип наимень-
шего действия и следующие из него дифференциальные уравнения поля, дается по-
нятие об инвариантности интегрального функционала действия, основы теории вари-
ационных симметрий действия и дивергентных законов сохранения, выполняющихся
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в силу уравнений поля. В третьем разделе обсуждается одна теоретико-полевая мо-
дель термоупругого континуума второго типа с «тонкой» микроструктурой, которая
представляеется конечным набором тензоров, выступающих как экстра-полевые пере-
менные. Указанным экстра-полевым переменным соответствуют экстра-деформации
и экстра-напряжения. В самом простом, но в то же время весьма интересном случае,
микроструктура континуума задается системой трех «нежестких» векторных дирек-
торов. В этом же разделе получены дифференциальные уравнения поля и определя-
ющие уравнения. Четвертый раздел посвящен построению тензора энергии-импульса
термоупругого континуума второго типа с «тонкой» микроструктурой, с помощью ко-
торого получены канонические полевые величины (энергия, канонический импульс,
вектор Умова – Пойнтинга и тензор напряжений Эшелби) и канонические законы со-
хранения. В пятом разделе правило множителей Лагранжа применяется для вывода
уравнений поля при наличии связей между микроструктурными переменными. Связи
могут быть конечными и дифференциальными. В каждом их этих случаев получены
уравнения поля. В качестве примера рассматривается микрополярный континуум с
жестким репером директоров, определяющих его микроструктуру. Шестой раздел
включает вопросы, связанные с построением ротационно-инвариантных лагранжиа-
нов связанного микрополярного термоупругого поля. Здесь получены функциональ-
ные условия ротационной инвариантности действия и плотности действия, незави-
симые ротационно-инвариантные аргументы образующие полную систему (при этом
особое внимание уделяется формальному доказательству ее полноты), и удовлетво-
ряющая принципу объективности наиболее общая функциональная форма свободной
энергии Гельмгольца. Кроме того, рассматривается альтернативная возможность по-
строения полной системы независимых ротационно-инвариантных аргументов, осно-
ванная на полярном разложении градиента деформации. Наконец, заключительный
седьмой раздел работы посвящен выводу объективных форм определяющих уравне-
ний микрополярного термоупругого континуума.

Целью настоящей работы является обобщение результатов полученных в области
связанной микрополярной термоупругости, которые частично также представлены в
публикациях Ковалев В.А., Радаев Ю.Н. Ротационная инвариантность и объектив-
ные формы лагранжианов нелинейного микрополярного термоупругого континуума
второго типа // Изв. Сарат. ун-та. Нов. серия. Сер. Математика. Механика. Информа-
тика. 2013. Т. 13, вып. 4, ч. 1. С. 96–102; и Ковалев В.А., Радаев Ю.Н. Объективные
ротационно-инвариантные формы термоупругих лагранжианов // Вестн. Сам. гос.
техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2015. Т. 10, № 2. С. 325–340.
Теоретико-полевой подход в механике континуума, вариационные сим-

метрии действия и дивергентные законы сохранения. Ключевое положение
классической теории поля (см., например, монографии [6], [7]) заключается в том, что
непрерывное физическое поле математически представляется некоторым интеграль-
ным функционалом =, который по историческим причинам называется действием
(action):

= =

∫
L(ϕk, ∂αϕ

k, ∂γ∂αϕ
k, ... , Xβ)d4X. (1)

Здесь характерная для теории поля символика, развитая в [6], [7], имеет следующий
смысл:
L—«естественная» плотность лагранжиана (плотность действия);
ϕk — упорядоченный массив физических полевых переменных;
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Xβ (β = 1, 2, 3, 4) — четыре пространственно-временные координаты;
d4X —«естественный» элемент объема четырехмерного пространства-времени.

Заметим, что в традиционных текстах, посвященных классической теории поля,
действие и функционал действия обычно обозначаются через S.

Символ d4X в (1) указывает на «естественный» пространственно-временной
элемент объема и представляет собой обычное произведение дифференциалов
пространственно-временных координат:

d4X = dX1dX2dX3dX4. (2)

Через ∂β в математическом оформлении действия, данном (1) и далее, обозначается
оператор полного дифференцирования по пространственно-временной координатеXβ ;
в соответствии с цепным правилом дифференциального исчисления находим:

∂β = ∂expl
β +

∑
s≥0

(
∂α1∂α2 ...∂αs∂βϕ

l
) ∂

∂(∂α1∂α2 ...∂αsϕ
l)
, (3)

где символом ∂expl
β указывается оператор частного дифференцирования по явному

вхождению переменной Xβ .
Четвертую по счету координату в дальнейшем будем ассоциировать со временем,

которое, возможно, будет трансформироваться с помощью размерной постоянной так,
чтобы уравнять физические размерности всех четырех пространственно-временных
координат. Полное дифференцирование по времени будет обозначаться как символом
∂4, так и традиционной точкой.

В теориях поля лагранжиан L всегда приходится рассматривать как функцию сле-
дующего набора переменных:

ϕs, ∂α1ϕ
s, ∂α1∂α2ϕ

s, ... , Xγ . (4)

Обычно лагранжиан подбирают так, чтобы получить известные уравнения поля, или
конструируют, обеспечивая заданную симметрию и выполнение некоторых допол-
нительных требований, например, чтобы получались линейные дифференциальные
уравнения в частных производных второго порядка. Построение принципиально но-
вых лагранжианов, описывающих нелинейные физические процессы, является, в из-
вестном смысле, достаточно сложным видом искусства.

Вариационное описание поля не может быть осуществлено без предварительного
указания пространственно-временного многообразия с возможностью измерения в нем
элементарных длин и объемов. Пространство-время обладает рядом фундаменталь-
ных особенностей: пространство и время однородны (отсутствуют привилегированные
места в пространстве и избранные точки отсчета времени); пространство изотроп-
но (нет избранных преимущественных направлений); четырехмерное пространство-
время изотропно; пространство, возможно, обладает некоторыми скрытыми симмет-
риями; направление хода времени не регламентировано. Перечисленные свойства
пространства-времени могут быть сформулированы на языке групп преобразований
пространственно-временных координат.

Преобразование пространственно-временных координат и физических полевых пе-
ременных

X̃β = X β(ϕs, Xγ , ε), ϕ̃k = Φk(ϕs, Xγ , ε) (5)
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порождает, очевидно, преобразование всего комплекса переменных (4)

Xγ , ϕs, ∂α1ϕ
s, ∂α1∂α2ϕ

s, ...
↓

X̃γ , ϕ̃s, ∂̃α1ϕ̃
s, ∂̃α1 ∂̃α2ϕ̃

s, ... .

(6)

Чаще всего предполагается, что преобразования (5) образуют однопараметриче-
скую группу преобразований (группу Ли преобразований).

Полные вариации полевых переменных и пространственно-временных координат,
отвечающие их преобразованию в соответствии с (5), вычисляются согласно

δXβ = ε

(
∂X β(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)
ε=0

, δϕk = ε

(
∂Φk(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)
ε=0

.

Для теории поля числовая величина действия не столь важна, как его форма, за-
даваемая лагранжианом L, который определяется (помимо всего прочего) выбором
тех или иных координатных систем в пространственно-временном многообразии и
математического представления полевых переменных. В новых переменных, вообще
говоря, изменяется форма лагранжиана L:

L → L̃,

где L̃— ”естественная” плотность лагранжиана, выраженная с помощью новых
пространственно-временных координат X̃β и физических полей ϕ̃k. Однако величина
действия должна оставаться неизменной (так называемая эквивалентность действия
относительно группы преобразований (5)). Таким образом, функционалы

= =

∫
D

L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ)d4X, (7)

=̃ =

∫
D̃

L̃(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β)d4X̃ (8)

называются эквивалентными при их преобразовании группой (5) тогда и только тогда,
когда выполняется равенство

=̃ = =.
Математическое описание поля представляет собой вариационный принцип, кото-

рый по соображениям исторического характера, называется вариационным принци-
пом Гамильтона – Остроградского (или принципом наименьшего действия). Действи-
тельное поле реализуется в пространстве-времени таким образом, что действие ока-
зывается экстремальным, т. е. первая вариация действия обращается в нуль для всех
допустимых вариаций физических полей ϕk при неварьируемых пространственно-
временных координатах и четырехмерной области, выступающей в качестве носителя
поля:

δ= = 0. (9)
В аналитической механике такому способу варьирования отвечают так называемые
изохронные вариации.

Из принципа наименьшего действия получаются ковариантные дифференциальные
уравнения поля в форме уравнений Эйлера – Лагранжа

Ek(L) = 0, (10)
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где

Ek(L) ≡ ∂L
∂ϕk

− ∂β
∂L

∂(∂βϕk)
+ ∂γ∂β

∂L
∂(∂γ∂βϕk)

− · · · (11)

есть один из важнейших дифференциальных операторов математической физики—
оператор Эйлера.

Действительные физические поля (при условии их гладкости) обязаны удовлетво-
рять системе дифференциальных уравнений Эйлера – Лагранжа (10).

Структура дифференцирований в операторе Эйлера становится более понятной и
обозримой, если ввести обозначения (см. [8])

∂

∂ϕl
= ∂

0
l,

∂

∂(∂α1∂α2 ...∂αsϕ
l)

= ∂
s

α1α2...αs
l (12)

и записать его символически в форме

El =
∑
s≥0

(−1)s∂α1∂α2 ...∂αs∂
s

α1α2...αs
l . (13)

Здесь в сумме при s = 0 подразумевается слагаемое ∂
0
l, обозначающее частное диф-

ференцирование по полевой переменной ϕl.
Заметим, что принцип наименьшего действия ограничивает физически допустимые

лагранжианы. Так, недопустимы лагранжианы, для которых соответствующие инте-
гральные функционалы не имеют экстремалей ни при каких вещественных полевых
переменных или для которых дифференциальные уравнения поля (10) противоречи-
вы.

В современной научной литературе часто говорится об инвариантности уравнений
Эйлера – Лагранжа. Однако это противоречит действительному положению дел. Ма-
тематически строгое определение инвариантности системы дифференциальных урав-
нений в частных производных относительно группы преобразований известно из груп-
пового анализа и означает сохранение формы уравнений при их преобразовании к
новым переменным согласно (5). Относительно произвольной однопараметрической
геометрической группы преобразований (5) уравнения Эйлера – Лагранжа, вообще
говоря, не инвариантны, но они ковариантны (при условии, что действие удовлетворя-
ет принципу эквивалентности, гарантирующему при, возможно, изменяющейся «есте-
ственной» плотности лагранжиана постоянство величины действия относительно про-
извольных геометрических преобразований пространственно-временных координат и
полевых переменных), поскольку в новых переменных правило их составления оста-
ется прежним.

Исключительный интерес в теории вариационных симметрий представляют одно-
параметрические геометрические группы преобразований, которые при неизменности
формы функционала действия сохраняют его величину при преобразовании коор-
динат и полей согласно (5) и соответствии пространственно-временных 4-областей
интегрирования в переменных Xβ и X̃β . Указанные группы обычно называют гео-
метрическими группами абсолютной инвариантности функционала действия, а так-
же абсолютными геометрическими симметриями действия по Гамильтону (или просто
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вариационными симметриями действия). Таким образом, в том случае, когда преоб-
разование (5) является вариационной симметрией действия, выполняется равенство∫

D

L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ)d4X =

∫
D̃

L(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β)d4X̃. (14)

Инвариантность интегрального функционала действия (вариационная симметрия
действия) относительно однопараметрической геометрической группы преобразова-
ний (5) порождает, как известно, некоторый дивергентный закон сохранения. Общая
теория законов сохранения для систем дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, которые получаются как уравнения Эйлера – Лагранжа некоторой вари-
ационной задачи, следующих из существования геометрических вариационных сим-
метрий действия, излагается, например, в [8, с. 377–386]. Дивергентный закон сохра-
нения является обобщением известного из теории обыкновенных дифференциальных
уравнений понятия первого интеграла и всегда имеет форму дивергентного диффе-
ренциального уравнения

∂βJ
β = 0, (15)

где
Jβ(ϕk, ∂αϕ

k, ∂γ∂αϕ
k, ... , Xµ)

— 1-контравариантный пространственно-временной 4-вектор, которое должно удо-
влетворяться для любого решения уравнений поля. Вектор Jβ —дифференциальная
функция, зависящая от градиентов полевых переменных, наивысший порядок кото-
рых на единицу меньшего порядка уравнений поля; этот вектор называется вектором
тока (или 4-током).

Классический метод поиска законов сохранения с помощью вариационных симмет-
рий действия кратко может быть описан следующим образом.

Критерий инвариантности интегрального функционала действия (1) относительно
геометрической группы преобразований (5) имеет вид:

δL+ L∂(δXγ)

∂Xγ
= 0, (16)

где вариация лагранжиана δL—линейная по ε часть приращения

L(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β)− L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ). (17)

Если лагранжиан зависит от градиентов поля порядка не выше первого, вариация
лагранжиана, очевидно, равна

δL =

(
∂L
∂Xγ

)
expl

δXγ +
∂L
∂ϕk

δϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
δ(∂βϕ

k).

Учитывая затем формулу для полной вариации первых градиентов поля

δ(∂βϕ
k) = ∂β(δϕk) + (∂γ∂βϕ

k)δXγ ,

где вариации δϕk (полная) и δϕk (частичная) связаны уравнением

δϕk = δϕk + (∂γϕ
k)δXγ ,

получаем

δL = (∂γL)δXγ +
∂L
∂ϕk

δϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δϕk) (18)
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или

δL =

(
∂L
∂ϕk

− ∂β
∂L

∂(∂βϕk)

)
δϕk + (∂γL)δXγ + ∂β

(
∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
. (19)

В результате, когда вариационная симметрия действия известна и лагранжиан за-
висит от градиентов поля порядка не выше первого, уравнение (16) преобразуется
к

Ej(L)δϕj + ∂β

(
LδXβ +

∂L
∂(∂βϕk)

δϕk
)

= 0. (20)

Разделив затем левые и правые части (20) на параметр ε и обозначая

Qj =
δϕj

ε
, Jβ = LδX

β

ε
+

∂L
∂(∂βϕk)

δϕk

ε
,

приходим к равенству
QjEj(L) = ∂β(−Jβ). (21)

Таким образом, при выполнении уравнений поля (10) будет справедлив дивергент-
ный закон сохранения (15).
Физическая полевая теория термоупругого континуума с «тонкой» мик-

роструктурой. Одним из самых распространенных подходов к изучению деформа-
ции континуума является концепция сравнения пространственных положений состав-
ляющих его точек. В этом плане необходимы инструменты, позволяющие однозначно
идентифицировать все точки, совокупность которых образует континуум. В качестве
одного из способов индивидуализации, широко используемых в механике деформируе-
мого твердого тела, обычно выступают метки, частным вариантом которых являются
лагранжевы координаты-метки. Однако в некоторых случаях механизм идентифика-
ции заранее может быть не вполне ясным, как это видно на примере перемещения
тени, отбрасываемой некоторым движущимся от системы источников света телом.

Сделаем одно важное замечание. Индивидуальные точки континуума в механи-
ке континуума представляются специальной переменной ξ, которая, в свою очередь,
идентифицируется с помощью координат ξα (так называемые материальные коорди-
наты). Референциальная координата X всегда взаимно-однозначно связана с матери-
альной переменной ξ, поэтому референциальную переменную X можно рассматривать
как материальную и попросту отождествить переменные X и ξ. То же самое относится
к координатам Xα и ξα.

Ясно, что в наиболее общей форме деформацию континуума можно выразить отоб-
ражением

ξ → x, (22)
которое в каждый данный момент времени t указывает пространственное положение
x индивидуальной точки континуума ξ. В силу сказанного выше, отображение (22)
может быть заменено

X→ x. (23)
В теориях континуума с микроструктурой (см., например, [3]) произвольная «ко-

нечная» деформация континуума, представляемая чисто геометрическим преобразо-
ванием позиционных переменных, т. е. преобразованием

x = x(X, t) (24)

положения X отсчетной (референциальной) конфигурации в соответствующее акту-
альное место x пространства, сопровождается экстра-деформацией, проявляющейся в
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форме нарушений взаимной ориентации и метрических характеристик системы трех
некомпланарных полярных d-векторов d

a
(a = 1, 2, 3), связанных с микроэлементом:

d
a

= d
a
(X, t). (25)

Деформация и экстра-деформация в координатах Xα, xj имеют следующий вид:

xj = xj(Xα, t), (26)

d
a

j = d
a

j(Xα, t). (27)

Система трех пространственных полярных d-векторов, ассоциированных с каждой
точкой континуума, задает микрополярную структуру континуума. Эта система в
самом общем случае предполагается «нежесткой».

Переменные X и x (и позиционные координаты Xα, xj) выступают как соответ-
ственно лагранжева (отсчетная, референциальная) и эйлерова (пространственная) пе-
ременные, если воспользоваться стандартной терминологиней механики континуума
[9], [10]. С этими переменными связаны метрики: отсчетная (лагранжева) метрика
8gαβ и пространственная (эйлерова) метрика gij . Конвективная (сопутствующая) мет-
рика характеризуется метрическим тензором gαβ и, в отличии от метрик 8gαβ и gij ,
определяется деформацией (24).

Как ясно из предложенных обозначений эйлеровы пространственные индексы все-
гда будут обозначаться латинскими буквами, греческие буквы всегда будут указы-
вать на отсчетные или сопутствующие индексы. Индексы, имеющие начертания a, b,
c, ... , применяются для идентификации d-вектора. Обратным штрихом (backprime)
слева от символа будут снабжаться величины, ассоциированные с референциальным
состоянием. Так, например, в силу принятого выше соглашения о референциальном
и актуальном положениях точек континуума должно выполняться равенство

8x = X.

В такого рода равенствах латинский индекс у координаты xj может трансформиро-
ваться в греческий. Кроме того, референциальное положение d-векторов часто удобнее
вместо 8d

a

j указывать компонентами с греческим индексом

8
d
a

α, 8
d
a

j =
∂8xj

∂Xα
8
d
a

α (a = 1, 2, 3; j, α = 1, 2, 3).

Следуя известным схемам построения математических теорий континуумов, вве-
дем градиент «конечной» деформации (градиент места, position gradient) или «дис-
торсию» [5], [11]

∂αx
j (j, α = 1, 2, 3) (28)

и соответствующий якобиан
J = det (∂αx

j). (29)
Дисторсия, как хорошо известно, характеризует аффинную деформацию элемента

континуума. Она никогда не вырождается, поэтому якобиан деформации J сохраняет
свой знак.

Конвективная метрика вычисляется с помощью градиента деформации согласно
следующей формуле:

gαβ = gij(∂αx
i)(∂βx

j) (30)
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и в силу своего определения ротационно-инвариантна при произвольных поворотах
эйлеровой координатной системы xj . Последнее справедливо и для отсчетной метрики
8gαβ , поскольку

8gαβ = gij(∂α
8xi)(∂β

8xj). (31)

Заметим, что лагранжевы переменные Xα (α = 1, 2, 3), дополненные четвертой вре-
менной координатой, выступают в развиваемой ниже теории как пространственно-
временные координаты. Эйлеровы переменные xj (j = 1, 2, 3) представляют собой
физические поля. То же самое относится и к «нежесткой» системе d-векторов d

a

(a = 1, 2, 3). Но они классифицируются нами как экстра-полевые (сверх переменных
xj) переменные и вводятся в формализм теории поля с помощью контравариантных
пространственных компонент d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3). Таким образом, полевыми
переменными в данной модели будут выступать переменные

xj (j = 1, 2, 3); d
a

k (k = 1, 2, 3; a = 1, 2, 3). (32)

Как указывалось выше, cистема трех d-векторов, ассоциированных с каждой точ-
кой континуума, собственно и задает микроструктуру континуума. С теоретико-
полевой точки зрения наличие микроструктуры приводит лишь к увеличению числа
полевых переменных и, возможно, повышению максимального порядка дифференци-
рований в списке функциональных аргументов «естественной» плотности лагранжиа-
на. Более «тонкая» (fine) микроструктура континуума представляется экстра-полями
контравариантных тензоров (d-тензоров) сколь угодно высоких рангов

d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ). (33)

Экстра-деформация, обусловленная наличием «тонкой» микроструктуры, матема-
тически описывается отображениями, подобными (25), т. е.

d
c

= d
c
(X, t) (c = 1, 2, 3, ... ) (34)

или в координатном представлении—

d
c

j1j2··· = d
c

j1j2···(Xα, t) (c = 1, 2, 3, ... ). (35)

Поведение репера d
a
(a = 1, 2, 3) характеризуется как его возможной «чистой» де-

формацией (сдвигами трехгранника и удлинениями его ребер), так и поворотом, по-
этому становится ясно, что каждый элемент континуума с микроструктурой обладает
большим числом степеней свободы, чем классический континуум, деформация кото-
рого сводится лишь к трансформации позиционных координат (24). С дополнитель-
ными степенями свободы, которыми обладает микроэлемент, связаны естественно и
дополнительные (экстра) инерция, импульс, кинетическое и деформационное действие
(кинетическая энергия и свободная энергия). Трансформация репера d

a
(a = 1, 2, 3)

может сводиться только к его «жестким» поворотам в пространстве; в этом случае [12]
помимо трех трансляционных степеней свободы микроэлемент будет обладать лишь
тремя дополнительными ротационными степенями свободы.

Полевые переменные (32) в любой термомеханической модели должны дополнять-
ся термическими переменными. В дальнейшем будет развиваться термомеханика с
единственной термической переменной. В качестве основной термической полевой
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переменной примем температурное смещение ϑ, которое определяется как первооб-
разная по времени (при фиксированных лагранжевых переменных) от абсолютной
температуры θ:

ϑ =

∫
θdt. (36)

Именно такой подход характерен для теоретико-полевых формулировок термомеха-
ники континуума [13]–[20].

Перечислим далее все определяющие переменные термоупругого континуума с
«тонкой» микроструктурой. Помимо переменных xj и ϑ и их скоростей ∂4x

j = ẋj ,
∂4ϑ = ϑ̇, к ним относятся:

градиент деформации ∂αxj (j, α = 1, 2, 3);
d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3);

d-тензоры d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3);

референциальные градиенты d-векторов ∂αd
a

j

(a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3);
референциальные градиенты d-тензоров ∂αd

c

j1j2···

(c = 1, 2, 3, ... ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3);
референциальный градиент температурного смещения ∂αϑ (α = 1, 2, 3).

Для связанного термомеханического поля в терминах отсчетных переменных Xα

(α = 1, 2, 3), эйлеровых переменных xj (j = 1, 2, 3), экстра-полевых d-переменных
и температурного смещения ϑ «естественная» плотность действия (лагранжиан) в
расчете на единицу объема в отсчетном состоянии принимается в следующей форме:

L = L(Xβ, xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ
c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ). (37)

Данная выше форма термомеханического лагранжиана L по необходимости явля-
ется весьма общей. Более специальная форма получается, если рассматривать плот-
ность действия как разность плотности кинетической энергии и плотности свободной
энергии Гельмгольца

L =
1

2
ρRgkj ẋ

kẋj +
1

2
ρRgij

ab
J ḋ
a

i
ḋ
b

j
+

1

2
ρR

∑
κ

gj1k1gj2k2 · · ·
cd
J
κ
ḋ
c

j1j2···
ḋ
d

k1k2··· · · · −

−ψ(Xβ, xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ).

(38)

Здесь точкой в верхней позиции обозначается частное дифференцирование по вре-
мени при постоянных лагранжевых координатах Xα, которое мы будем обозначать

также с помощью оператора ∂4; ρR —референциальная плотность;
ab
J ,

cd
J
κ

– тензоры

инерции микроэлемента. Первые три слагаемых в (38) составыляют кинетическую
часть плотности действия.

Вариационный интеграл термомеханического действия в силу указанной формулой
(37) плотности действия будет иметь следующий вид:

= =

∫
L(Xβ, xj , d

a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ
c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ)d4X.

(a = 1, 2, 3; c = 1, 2, 3, ... ; α, β = 1, 2, 3; j, j1, j2, · · · = 1, 2, 3).

(39)
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Соответствующие вариационному интегралу (39) и принципу наименьшего дей-
ствия связанные уравнения поля получаются в ковариантной форме и распадаются
на следующие четыре группы:

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4

a
Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
c
Mα·· ···
·j1j2··· +

c
Aj1j2··· − ∂4

c
Qj1j2··· = 0,

(c = 1, 2, 3, ... ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3)

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(40)

Лагранжев полевой формализм исключительно удобен тем, что определяющие
уравнения континуума выступают просто как обозначения для полевых частных про-
изводных, которые вводятся для записи дифференциальных уравнений поля (40):

Pj =
∂L
∂ẋj

,
a
Qj =

∂L
∂ḋ
a

j
,

c
Qj1j2··· =

∂L
∂ḋ
c

j1j2··· ,

Sα··j = − ∂L
∂(∂αxj)

,
a
Mα·
·j = − ∂L

∂(∂αd
a

j)
,

c
Mα·· ···
·j1j2··· = −

∂L
∂(∂αd

c

j1j2···)
,

a
Aj =

∂L
∂d
a

j
,

c
Aj1j2··· =

∂L
∂d
c

j1j2··· ,

s =
∂L
∂ϑ̇

, jαR =
∂L

∂(∂αϑ)
.

(41)

В приведенных выше определяющих уравнениях (41) приняты следующие обозна-
чения:

Pj — обобщенный импульс, соответствующий трансляционным степеням свободы;
a
Qj ,

c
Qj1j2··· — обобщенные экстраимпульсы, соответствующие дополнительным

степеням свободы;
Sα··j —первый тензор напряжений Пиола – Кирхгофа;
a
Mα·
·j ,

c
Mα·· ···
·j1j2··· —«первые» тензоры экстранапряжений;

a
Aj ,

c
Aj1j2··· — обобщенные силы, сопряженные экстра-полевым переменным

d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3);

s—плотность энтропии (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии);
jαR —референциальный вектор потока энтропии (в единицу времени через

единицу площади в отсчетном состоянии).
Скалярное полевое уравнение в последней строке системы (40) выражает баланс

энтропии. Если плотность действия L не содержит явных вхождений температурного
смещения ϑ, то производство энтропии будет равно нулю. Таким образом, уравнение
транспорта тепла будет иметь гиперболический аналитический тип так же, как это
имеет место в гиперболической термоупругости [7].
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Рассмотрим важный и сравнительно простой случай, когда параметрами микро-
струкутры являются только d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), не подчиняющие-
ся никаким дополнительным кинематическим ограничениям. В этом случае система
дифференциальных уравнений поля (40) будет иметь следующий вид:

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4

a
Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(42)

Уравнения поля (42) несколько упрощаются, если считать, что лагранжиан L обла-
дает свойством трансляционной инвариантности относительно произвольных сдвигов
эйлеровых переменных xj и температурного смещения ϑ. В этом случае явная зави-
симость лагранжиана от переменных xj и ϑ исключается и вместо (42) приходим к
системе уравнений поля

∂αS
α·
·j − Ṗj = 0 (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4

a
Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ = 0 (α = 1, 2, 3).

(43)

Плоское пространство-время. Трансляции пространственно-временных
координат. Законы сохранения. В дальнейшем будем считать пространство-время
плоским. В этом случае выполняется условие трансляционной инвариантности дей-
ствия. Поэтому можно ввести 4-ковариантный тензор энергии-импульса и сформу-
лировать с его помощью законы сохранения, соответствующие независимым сдви-
гами всех четырех пространственно-временных координат [7]. Следуя [7], опреде-
лим компоненты канонического тензора энергии-импульса термоупругого поля Tµ··λ
(λ, µ = 1, 2, 3, 4) в континнуме с микроструктурой. Всего имеется следующие четыре
группы соотношений:

Tµ··λ = Lδµλ + Sµ··l (∂λx
l) +

a
Mµ·
·l (∂λd

a

l) +
c
Mµ·· ···
·j1j2···(∂λdc

j1j2···)− jµR(∂λϑ);

(λ, µ = 1, 2, 3)
(44)

Tµ··4 = Sµ··l ẋ
l +

a
Mµ·
·l ḋ

a

l
+

c
Mµ·· ···
·j1j2···ḋc

j1j2··· − jµRϑ̇;

(λ = 4; µ = 1, 2, 3)
(45)

T 4·
·λ = −(∂λx

l)Pl − (∂λd
a

l)
a
Ql − (∂λd

c

j1j2···)
c
Qj1j2··· − s(∂λϑ);

(λ = 1, 2, 3; µ = 4)
(46)

T 4·
·4 = L − ẋlPl − ḋ

a

l aQl − ḋ
c

j1j2··· cQj1j2··· − sϑ̇.

(λ = 4; µ = 4)
(47)

Приведенные выше компоненты тензора энергии-импульса термоупругого поля поз-
воляют быстро найти полный гамильтониан поля H, вектор псевдоимпульса поля Pλ,
вектор Умова – Пойнтинга Γµ и тензор напряжений Эшелби Pµ··λ .
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Так, компонента (47) тензора энергии-импульса представляет собой взятую с отри-
цательным знаком плотность гамильтониана:

H = ẋlPl + ḋ
a

l aQl + ḋ
c

j1j2··· cQj1j2··· + ϑ̇s− L. (48)

Компоненты (46) определяют ковариантный вектор псевдоимпульса поля согласно
формуле:

Pλ = −(∂λx
l)Pl − (∂λd

a

l)
a
Ql − (∂λd

c

j1j2···)
c
Qj1j2··· − s(∂λϑ).

(λ = 1, 2, 3)
(49)

Из компонент (45) формируется контравариантный вектор Умова – Пойнтинга:

Γµ = Sµ··l ẋ
l +

a
Mµ·
·l ḋ

a

l
+

c
Mµ·· ···
·j1j2···ḋc

j1j2··· − jµRϑ̇.

(µ = 1, 2, 3)
(50)

Компоненты (44) тензора энергии-импульса, взятые с противоположным знаком,
дают возможность вычислить тензор напряжений Эшелби:

−Pµ··λ = Lδµλ + Sµ··l (∂λx
l) +

a
Mµ·
·l (∂λd

a

l) +
c
Mµ·· ···
·j1j2···(∂λdc

j1j2···)− jµR(∂λϑ).

(λ, µ = 1, 2, 3)
(51)

4-ковариантный закон сохранения, соответствующий вариационным симметриям
действия в форме трансляций пространственно-временных координат

∂µT
µ·
·λ = 0 (λ, µ = 1, 2, 3, 4), (52)

естественным образом распадается на два симметричных канонических уравнения
баланса энергии и псевдоимпульса термоупругого поля:

−Ḣ+ ∂µΓµ = 0, (53)

−Ṗλ + ∂µP
µ·
·λ = 0. (54)

Теоретико-полевой подход (и лагранжев формализм) применим только к тем полям,
в которых сохраняется постоянной полная энергия. Он не отражает того обстоятель-
ства, что в реальном эволюционирующем поле полная энергия убывает, трансформру-
ясь в другие виды энергии, например, в тепловую энергию, т. е. происходит рассеяние
энергии, сопровождающееся возрастанием энтропии. Однако не стоит и сужать воз-
можности такого подхода. Возможность освобождения (стока) энергии может быть
учтена не столько в уравнениях поля, сколько сингулярностями поля.
Уравнения поля при наличии связей между микроструктурными пере-

менными. Как уже упоминалось, с формальной точки зрения принцип наименьшего
действия принадлежит к классу простейших основных задач вариационного исчисле-
ния о поиске безусловного экстремума интегрального функционала. Однако по суще-
ству это не в полной мере соответствует действительности, поскольку в аналитиче-
ской механике и термомеханике символ вариации δ согласно исторически сложившей-
ся традиции обозначает виртуальную вариацию, т. е. не произвольное сколь угодно
малое изменение, а изменение, совместимое со связями, ограничивающими геомет-
рические положения, кинематические и термодинамические состояния механической
или термомеханической системы. Виртуальные вариации определяющих состояние
континуума переменных являются произвольными, только если они независимы друг
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от друга. В противном случае принцип наименьшего действия следует отнести к клас-
су так называемых связанных задач вариационного исчисления (см., например, [4]).
Такая постановка вариационных задач впервые была предложена Лагранжем и на-
зывается задачей Лагранжа. Итак, наличие ограничений (связей), накладываемых,
в частности, на микроструктурные параметры, предполагает формулировку пробле-
мы как связанной задачи вариационного исчисления. Ограничения при этом могут
накладываться в форме конечных, либо дифференциальных уравнений и неравенств.

Связанные задачи вариационного исчисления весьма часто встречаются в механике.
Их решение чаще всего опирается на правило множителей Лагранжа (см., например,
[4], [5]).

Мы будем рассматривать только двусторонние связи, которые могут быть заданы
либо конечными уравнениями (голономные связи), либо уравнениями, которые содер-
жат явные вхождения первых производных от полевых переменных (дифференциаль-
ные, неголономные связи). Ограничимся пока только связями между экстра-полевыми
d-переменными и, возможно, эйлеровыми координатами xj .

В наиболее общей форме голономные связи между микроструктурными d-перемен-
ными d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и переменными

xj задаются конечными уравнениями

F
h

(xj , d
1

j , d
2

j , d
3

j , d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, ... ) = 0. (55)

Число таких уравнений должно быть меньше, чем число независимых контравари-
антных полевых d-переменных и эйлеровых координат xj

xj , d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3).

Далее рассмотрим вывод дифференциальных уравнений поля в том случае, когда
d-векторы подчинены конечным (голономным) ограничениям

F
h

(xj , d
1

j , d
2

j , d
3

j) = 0. (56)

Воспользуемся правилом множителей Лагранжа. С этой целью введем множители

Лагранжа
h

λ и новый лагранжиан L? согласно

L? = L −
h

λF
h
. (57)

Заметим, что множители Лагранжа
h

λ представляют собой функции только
пространственно-временных координат Xα.

В уравнениях поля (42) лагранжиан L подлежит замене на новый лагранжиан L?.
Выполняя замену, в результате приходим к уравнениям поля

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
+

h

λ
∂

∂xj
F
h

(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4

a
Qj =

h

λ
∂

∂d
a

jF
h

(a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(58)
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Дифференциальные связи между микроструктурными d-переменными d
a

j (a =

1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и переменными xj зада-
ются неинтегрируемыми уравнениями следующего вида:

F
n

(xj , d
1

j , d
2

j , d
3

j , d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, ... , ∂αx
j , ∂αd

1

j , ∂βd
2

j , ∂γd
3

j , ∂αd
1

j1j2···, ∂βd
2

j1j2···, ... ) = 0. (59)

Дифференциальные связи также могут быть учтены в уравнениях поля с помощью
правила множителей. Вводя множители Лагранжа

n
λ и новый лагранжиан L? согласно

L?? = L −
n
λF

n
, (60)

заменим в уравнениях поля (42) лагранжиан L на L?; в итоге после ряда преобразо-
ваний можно получить следующие уравнения:

∂αS
α·
·j − Ṗj = −(∂4

n
λ)

∂

∂ẋj
F
n
−

n
λ∂4

∂

∂ẋj
F
n
−

− (∂α
n
λ)

∂

∂(∂αxj)
F
n
−

n
λ∂α

∂

∂(∂αxj)
F
n
− ∂L
∂xj

+
n
λ
∂

∂xj
F
n

(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4

a
Qj = −(∂4

n
λ)

∂

∂(∂4d
a

j)
F
n
−

n
λ∂4

∂

∂(∂4d
a

j)
F
n
−

− (∂α
n
λ)

∂

∂(∂αd
a

j)
F
n
−

n
λ∂α

∂

∂(∂αd
a

j)
F
n

+
n
λ
∂

∂d
a

jFn
(a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(61)
Полученные уравнения принципиально отличаются от (58), поскольку множители

Лагранжа входят в них также в форме частных производных первого порядка.
Оставшуюся часть этого раздела работы посвятим уравнениям поля для жесткого

репера d-векторов. В случае простейшей голономной связи, когда трансформация ре-
пера d

a
(a = 1, 2, 3) сводится только к его «жестким» поворотам в пространстве, имеем

следующие конечные ограничения:

gijd
a

i
d
b

j = δ
ab

(a, b = 1, 2, 3), (62)

где gij —компоненты эйлеровой пространственной метрики, δ
ab
— символ Кронекера.

В том важном и сравнительно простом случае, когда параметрами микроструку-
тры являются только d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), а кинематические связи

задаются уравнениями (62), система дифференциальных уравнений поля (42) подле-
жит некоторой модификации, поскольку согласно правилу множителей лагранжиан
L подлежит замене на новый лагранжиан L?:

L → L? = L − 1

2

cb
λ

(
gkld

c

k
d
b

l − δ
cb

)
(c, b = 1, 2, 3).

Здесь
cb
λ—множители Лагранжа, которые представляют собой функции

пространственно-временных координат. Их можно считать симметричными при
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перестановке индексов:
bc
λ =

cb
λ (c, b = 1, 2, 3).

Вычислим сначала требуемые для модификации уравнений поля (42) полевые про-
изводные.

Прежде всего нас интересует производная лагранжиана L? по полевой переменной
xj :

∂L?

∂xj
=

∂L
∂xj
− 1

2

cb
λ
∂gkl
∂xj

d
c

k
d
b

l.

Полученное выражение преобразуем, принимая во внимание (Γskj — символы Кри-
стоффеля второго рода пространственной метрики)

∂gkl
∂xj

= Γskjgsl + Γsljgks,

а также симметрию множителей
cb
λ. В итоге приходим к следующему выражению:

∂L?

∂xj
=

∂L
∂xj
−

cb
λΓskjd

c

k
d
b
s.

Интерес представляет также производная лагранжиана L? по экстраполевой пере-
менной d

a

j :

∂L?

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
− 1

2

cb
λ(gklδ

k
j d
b

l
δ
ac

+ gklδ
l
jd
c

k
δ
ab

).

Привлекая затем соглашение о симметрии множителей
cb
λ, получаем

∂L?

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
− 1

2

cb
λ(gjld

b

l
δ
ac

+ gjkd
c

k
δ
ab

)

и
∂L?

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
−

ab
λd

b
j .

В результате вместо (42) дифференциальные уравнения поля получаются в виде
следующей системы уравнений:

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
+ Γskj

bc
λd
b
sd
c

k (α = 1, 2, 3; j, s, k = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
A?j − ∂4

a
Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3),

(63)

где
a
A?j =

∂L
∂d
a

j
−

ab
λd

b
j .

Сворачивая обе левую и правую части последнего равенства с вектором d
a

j , на ос-
новании уравнений связей

gkld
c

k
d
b

l − δ
cb

= 0
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находим

(
a
A?j −

a
Aj)d

a

j = −
ab
λ δ
ab
.

Ротационная инвариантность действия и плотности действия относитель-
но поворотов эйлеровой координатной системы. Объективные ротационно-
инвариантные формы лагранжиана. «Естественная» плотность действия в фор-
ме (37) пока еще не позволяет вести речь о ее объективности в том смысле, что в
разных эйлеровых координатных системах эта форма будет сохраняться. Ясно, что
вывод объективных форм лагранжиана представляет собой первый и весьма важный
шаг на пути построения объективных форм определяющих уравнений, первоначально
задаваемых уравнениями (41). Ограничимся случаем, когда параметрами микростру-
кутры являются только d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3). При этом «естественная»
плотность действия микрополярного термоупругого континуума второго типа может
быть представлена в виде следующей функции с явно перечисленными вхождениями
определяющих переменных:

L = L(Xβ, xj , d
a

j , ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ϑ̇, ∂αx

j , ∂αd
a

j , ∂αϑ). (64)

В теориях континуумов лагранжиан имеет несколько более специальную форму,
чем (64), разности плотности кинетической энергии и свободной энергии Гельмгольца:

L =
1

2
ρRgkj ẋ

kẋj +
1

2
ρRgij

ab
I ḋ
a

i
ḋ
b

j−

−ψ(Xβ, xj , d
a

j , ϑ, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αϑ).
(65)

Для изображения состояний и процессов в механике континуума используется трех-
мерное плоское пространство-время и независимое время. Поскольку выбор эйлеро-
вых координат произволен и не должен никак сказываться на физических следстви-
ях дифференциальных уравнений поля, то действие и лагранжиан обязаны обладать
определенными свойствами инвариантности по отношению к выбору эйлеровой коор-
динатной системы и начала отсчета времени, т. е. по отношению к так называемым
«движениям» эйлерова пространства. Существуют два принципиально различных ви-
да «движений»: трансляционные и спинорные. Первые определяются заданием век-
торов положений и описывают перемещения (трансляции) тел в эйлеровом простран-
стве. Спинорные «движения» определяются заданием тензорных функций времени,
значениями которых являются собственно ортогональные тензоры размерности три
(тензоры поворота).

Вводя в пространстве прямоугольные декартовы координаты xj , заметим, что одно
из таких свойств инвариантности проявляется в форме трансляционной инвариантно-
сти интегрального функционала действия относительно произвольных сдвигов пере-
менных xj и времени t. Другое, как хорошо известно, — ротационной инвариантности
относительно произвольных поворотов эйлеровой координатной системы xj .

Инвариантность действия относительно поворотов эйлерова координатного репера
является проявлением изотропии эйлерова координатного пространства, т.е. отсут-
ствия предпочтительных направлений в этом пространстве.

Инвариантность действия относительно преобразований лагранжевых переменных
связана с симметрией физических свойств континуума. Так, трансляционная инвари-
антность действия относительно произвольных сдвигов координат Xα означает, что
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континуум однороден. Ротационная инвариантность относительно произвольных по-
воротов лагранжевой координатной системы указывает на изотропность континуума.

Таким образом, действие, в частности, должно быть инвариантно относительно
преобразований сдвигов и поворотов координатной системы наблюдателя (принцип
объективности) и сдвигов времени:

x̃i = Rijx
j + Ci,

d̃
a

i
= Rijd

a

j ,

t̃ = t+ C.

(66)

В приведенных выше формулах преобразования Ci, C есть произвольные постоянные;
Rij —произвольная постоянная собственно ортогональная матрица.

Действие и плотность действия L инвариантны относительно преобразований (66)
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

∂L
∂xk

= 0,

∂expl
4 L = 0,

K[ij] = 0,

(67)

где тензор Kij определяется согласно

Kij = xi
∂L
∂xj

+ d
a
i
∂L
∂d
a

j
+ ẋi

∂L
∂ẋj

+ ḋ
a
i
∂L
∂ḋ
a

j
+ (∂αxi)

∂L
∂(∂αxj)

+ (∂αd
a
i)

∂L
∂(∂αd

a

j)
(68)

и в (67) по индесам, заключенным в квадратные скобки, выполняется антисимметри-
зация.

Заметим, что в силу (67) и в обозначениях (41) тензор Kij сводится к

Kij = d
a
i

a
Aj + ẋiPj + ḋ

a
i

a
Qj − (∂αxi)S

α·
·j − (∂αd

a
i)

a
Mα·
·j . (69)

Ясно, что в том случае, когда плотность действия не зависит явно от директоров
d
a

j , их производных по времени ḋ
a

j и референциальных градиентов ∂αd
a

j , последнее в

группе условий (67) позволяет сразу же установить симметрию тензора напряжений
Коши

T l··k = −J−1(∂βx
l)

∂L
∂(∂βxk)

(β = 1, 2, 3). (70)

Инвариантность действия относительно трансляций эйлеровых координат, извест-
ная как принцип галилеевой инвариантности действия (принцип относительности Га-
лилея), мы дополним требованием инвариантности действия относительно сдвигов
температурного смещения (C ′ —произвольная постоянная):

ϑ̃ = ϑ+ C ′, (71)

что обеспечивается выполнением следующего условия:

∂L
∂ϑ

= 0. (72)
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Поскольку кинетическая составляющая плотности действия инвариантна относи-
тельно преобразований (66), (71), то плотность свободной энергии Гельмгольца (α,
β=1,2,3)

ψ = ψ(Xβ, d
a

j , ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αϑ),

в свою очередь, обязана выдерживать преобразования вида (66), (71), т. е.

ψ(Xβ, Rijd
a

j , ϑ̇, Rij∂αx
j , Rij∂αd

a

j , ∂αϑ) = ψ(Xβ, d
a

j , ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αϑ). (73)

Последнее обстоятельство означает, что свободная энергия Гельмгольца является
некоторой функцией от переменных

Xβ, ϑ̇, ∂αϑ, (74)

в запись которых не входят эйлеровы индексы, а также следующих независимых ин-
вариантных относительно вращений эйлеровой координатной системы аргументов:

gαβ = gij(∂αx
i)(∂βx

j),

R
a
α = gij(∂αx

i)d
a

j ,

T
a
αβ = gij(∂αx

i)(∂βd
a

j).

(75)

Каждая из величин, перечисленных в (75), действительно инвариантна относитель-
но произвольных вращений эйлеровой координатной системы, поскольку по всем эй-
леровым индексам производится сворачивание с помощью эйлеровых метрических
коэффициентов gij .

Заметим, что в списке инвариантных аргументов (75) отсутствуют тензоры

R
ab

= gijd
a

i
d
b

j ,

R
ab
α = gij(∂αd

a

i)d
b

j ,

T
ab
αβ = gij(∂αd

a

i)(∂βd
b

j).

(76)

Рациональной основой для этого выступает требование того, чтобы экстра-
деформация континуума была невозможна, если отсутствует деформация (gαβ =
8gαβ).

Полноту системы ротационно-инвариантных аргументов (75) с учетом данного вы-
ше замечания (т. е. с исключенными внутренними произведениями (76)) можно дока-
зать, опираясь на известные результаты теории алгебраических инвариантов2 системы
(эйлеровых векторов)

∂αx
i, d

a

j , ∂βd
a

j . (77)

Во-первых, полная система инвариантов векторов (77) включает их попарные внут-
ренние произведения, что приводит к эйлеровым инвариантам (75), (76).

Во-вторых, указанная система инвариантов содержит также всевозможные 3 × 3-
определители, в столбцах которых расположены эйлеровы компоненты всевозмож-
ных троек векторов системы (77). A priori ясно, что интересующие нас определители

2См., например: Гуревич Г.Б. Основы теории алгебраических инвариантов. М., Л.: Гостехтеорет-
издат, 1948. 408 с.
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должны содержать по меньшей мере один столбец из эйлеровыых компонент градиен-
та деформации ∂αxi. Такие определители, размещая эйлеровы компоненты градиента
деформации ∂αxj в первом столбце, можно разбить на следующие шесть групп:

[(∂αx
j) d

a

j d
b

j ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 d
a

1 d
b

1

∂αx
2 d

a

2 d
b

2

∂αx
3 d

a

3 d
b

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (a 6= b), (I)

[(∂αx
j) (∂βd

a

j) d
b

j ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 ∂βd
a

1 d
b

1

∂αx
2 ∂βd

a

2 d
b

2

∂αx
3 ∂βd

a

3 d
b

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (II)

[(∂αx
j) (∂βd

a

j) (∂γd
b

j)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 ∂βd
a

1 ∂γd
b

1

∂αx
2 ∂βd

a

2 ∂γd
b

2

∂αx
3 ∂βd

a

3 ∂γd
b

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (β 6= γ и a 6= b одновременно), (III)

[(∂αx
j) (∂βx

j) d
a

j ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 ∂βx
1 d

a

1

∂αx
2 ∂βx

2 d
a

2

∂αx
3 ∂βx

3 d
a

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (β 6= α), (IV)

[(∂αx
j) (∂βx

j) (∂γd
a

j)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 ∂βx
1 ∂γd

a

1

∂αx
2 ∂βx

2 ∂γd
a

2

∂αx
3 ∂βx

3 ∂γd
a

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (β 6= α), (V)

[(∂αx
j) (∂βx

j) (∂γx
j)] =

∣∣∣∣∣∣
∂αx

1 ∂βx
1 ∂γx

1

∂αx
2 ∂βx

2 ∂γx
2

∂αx
3 ∂βx

3 ∂γx
3

∣∣∣∣∣∣ . (VI)

Вычисление всех шести определителей можно осуществить с помощью правила Гра-
ма – Шмидта, т. е. через определители, элементы которых представляют собой все-
возможные внутренние произведения эйлеровых векторов, расположенных в столбцах
исходных определителей, и метрические коэффициенты 8gαβ . Таким образом, каждый
из приведенных выше определителей вычисляется через внутренние произведения в
соответствии с данной ниже схемой:

(I) gij(∂αx
i)d

e

j , gijd
a

id
b

j ;

(II) gij(∂αx
i)(∂βd

a

j), gij(∂αxi)d
b

j , gij(∂βd
a

i)d
b

j ;

(III) gij(∂αx
i)(∂ωd

e

j), gij(∂βd
a

i)(∂γd
b

j);

(IV) gij(∂αx
i)(∂βx

j), gij(∂αxi)d
a

j ;

(V) gij(∂αx
i)(∂βx

j), gij(∂αxi)(∂γd
a

j);
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(VI) gαβ .
Хорошо видно, что определители (I)–(VI) вычисляются только через тензорные

и векторные величины, перечисленные в (75) и (76), что и доказывает полноту
ротационно-инвариантных аргументов (75) с учетом исключения аргументов (76).

Заметим также, что кинематическое ограничение

R
ab

= δ
ab

устанавливает, что d-векторы составляют «жесткий» репер, поэтому экстра-
деформация континуума сводится лишь к вращениям составляющих его элементов.

В итоге, считая, что континуум однороден, т. е.

∂expl
β L = 0 (β = 1, 2, 3), (78)

и, следовательно, все лагранжевы переменные Xβ являются циклическими (иг-
норируемыми), получаем следующую, удовлетворяющую принципу объективно-
сти, ротационно-инвариантную форму свободной энергии Гельмгольца: (a=1,2,3; α,
β=1,2,3)

ψ = ψ(gαβ,R
a
α, T

a
αβ, ϑ̇, ∂αϑ). (79)

Мы неявно подразумеваем, что приведенная форма (79) должна зависеть также от
отсчетной метрики 8gαβ и референциального положения d-векторов 8d

a

j (a=1,2,3).

В форме (79) ротационно-инвариантный аргумент gαβ без ограничения общности
может быть заменен на

εαβ =
1

2
(gαβ − 8gαβ). (80)

Компоненты εαβ преобразуются по тензорному закону при заменах лагранжевых ко-
ординат. Тензор εαβ называется тензором деформации Грина. Использование тензора
деформации Грина в качестве ротационно-инвариантного аргумента лагранжиана ис-
ключительно удобно, т. к. он в силу своего определения учитывает только ту часть
деформации континуума (24), которая наблюдается относительно некоторой фикси-
рованной референциальной конфигурации.

По аналогичным соображениям вместо векторной меры экстра-деформацииR
a
α сле-

дует использовать относительный вектор экстра-деформации

−γ
a
α = R

a
α − gαβ 8d

a

β. (81)

Здесь векторы 8d
a

β указывают референциальное состояние системы d-векторов. От-
метим следующее равенство:

8
d
a

i =
∂8xi

∂Xα
8
d
a

α.

Вектор γ
a
α оказывается нулевым, только если каждый из d-векторов поворачивается

и удлиняется так, как это в точности предписывается деформацией континуума (24).
Если последнее обстоятельство действительно имеет место, то 8d-векторы и d-векторы
будут связаны зависимостями

d
a

i − (∂αx
i)8d

a

α = 0;
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умножая обе части полученного равенства на компоненты дисторсии ∂βxj и сворачи-
вая с gij , находим

R
a
β − gβα8d

a

α = 0,

т. е. относительный вектор экстра-деформации становится равным нулю:
γ
a
β = 0.

Таким образом, окончательно ротационно-инвариантная форма свободной энергии
Гельмгольца получается в виде

ψ = ψ(εαβ, γ
a
α, T

a
αβ, ϑ̇, ∂αϑ) (a = 1, 2, 3; α, β = 1, 2, 3). (82)

Полученная форма указывает на явную зависимость свободной энергии Гельмголь-
ца от одного скалярного аргумента ϑ̇; четырех отсчетных векторных аргументов ∂αϑ,
γ
a
α (a = 1, 2, 3;α = 1, 2, 3); и четырех отсчетных тензорных аргументов εαβ , T

a
αβ

(a = 1, 2, 3; α, β = 1, 2, 3), три из которых являются несимметричными тензорами
второго ранга.

В принципе, существует еще только один способ построения системы независимых
ротационно-инвариантных аргументов, отличный от изложенного выше. Он связан
с полярным разложением градиента деформации (∂αx

i) (i, α = 1, 2, 3) и градиентов
микрополярных директоров (∂αd

a

i) (a = 1, 2, 3; i, α = 1, 2, 3).
Известно, что градиент деформации всегда может быть представлен как произве-

дение симметричного положительно определенного тензора |x|αβ (|x|αβ > 0) и орто-
гонального тензора λiβ :

∂αx
i = |x|αβλiβ. (83)

Тензор |x|αβ называется модулем градиента деформации, тензор λiβ — тензором по-
ворота. Симметрия модуля градиента деформации и ортогональность тензора λiβ вы-
ражаются следующими соотношениями:

|x|αβ = |x|βα; (84)

gijλ
iβλjγ = 8gβγ , 8gβγλ

iβλjγ = gij . (85)
То же самое относится и к градиентам микрополярных директоров (∂αd

a

i) (a =

1, 2, 3; i, α = 1, 2, 3). Полярные разложения градиентов директоров d
a

i (a = 1, 2, 3)
имеют вид

∂αd
a

i = |d
a
|αβλ

a

iβ, (86)

где тензоры |d
a
|αβ симметричны и положительны, а тензоры λ

a

iβ ортогональны.

Тензоры |x|αβ и |d
a
|αβ , очевидно, ротационно-инвариантны. С тем, чтобы получить

полную систему независимых ротационно-инвариантных аргументов, к ним следует
добавить следующие ротационно-инвариантные внутренние произведения (обязатель-
но содержащие множитель λiβ):

gijd
a

iλjβ, gijλ
iβλjγ = 8gβγ , gijλ

iβ
λ
a

jγ .

Таким образом, еще одна ротационно-инвариантная форма свободной энергии
Гельмгольца получается в виде

ψ = ψ(|x|αβ, |d
a
|αβ, 8gαβ, gijd

a

iλjα, gijλ
iα
λ
a

jβ) (a = 1, 2, 3; α, β = 1, 2, 3). (87)
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Наконец, установим связь между двумя системами ротационно-инвариантных ар-
гументов. Она становится понятной, если принять во внимание следующие соотноше-
ния:

gαβ = gij |x|ασ|x|βκλiσλjκ = 8gσκ|x|ασ|x|βκ,

R
a
α = gij |x|αβλiβd

a

j = |x|αβd
a
jλ
jβ,

T
a
αβ = gij |x|ασλiσ|d

a
|βγλ

a

jγ = |x|ασ|d
a
|βγgijλiσλ

a

jγ .

(88)

Отметим еще одно интересное соотношение. Вычисляя длины векторов d
a
jλ
jβ в от-

счетной метрике 8gβγ , имеем:
8gβγd

a
iλ
iβ
d
a
jλ
jγ = gijd

a
id
a
j ,

где величина справа есть длина d-директора с указателем a.
Определяющие уравнения в терминах объективного термодинамического

базиса. Как показано в предыдущем разделе работы, объективный термодинамиче-
ский базис для микрополярного термоупругого континуума, распространение тепла в
котором не сопровождается производством энтропии, состоит из следующего набора
функционально-независимых переменных

εαβ, γ
a
α, T

a
αβ, ϑ̇, ∂αϑ (a = 1, 2, 3; α, β = 1, 2, 3). (89)

Определяющие уравнения микрополярного термоупругого континуума (41) бы-
ли получены в термодинамическом базисе, который не удовлетворяет принципу ро-
тационной инвариантности. Поэтому естественно поставить задачу о преобразова-
нии определяющих уравнений (41) к объективным формам, диктуемым ротационно-
инвариантными аргументами лагранжиана. Далее рассмотрим вывод объективных
форм определяющих уравнений, исходя из ротационно-инвариантной формы свобод-
ной энергии (82). На основании

∂gβσ
∂(∂αxj)

= gjk(∂βx
kδασ + ∂σx

kδαβ ),

∂εµν
∂(∂αxj)

=
1

2
gjk(∂µx

kδαν + ∂νx
kδαµ),

∂T
a
µν

∂(∂αd
e

j)
= gjk∂µx

kδαν
e
δ
a
,

∂R
a
β

∂(∂αxj)
= gjkδ

α
βd
a

k,

∂T
a
µν

∂(∂αxj)
= gjkδ

α
µ∂νd

a

k,

∂R
a
β

∂d
e

j
= gij∂βx

i
e
δ
a

и
∂L

∂(∂αxj)
=

∂L
∂εµν

∂εµν
∂(∂αxj)

− ∂L
∂γ
a
β

∂R
a
β

∂(∂αxj)
+

∂L
∂γ
a
β

∂gβσ
∂(∂αxj)

8
d
a

σ +
∂L
∂T
a
µν

∂T
a
µν

∂(∂αxj)
,
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∂L
∂(∂αd

e

j)
=

∂L
∂T
a
µν

∂T
a
µν

∂(∂αd
e

j)
,

∂L
∂d
e

j
= − ∂L

∂γ
a
β

∂R
a
β

∂d
e

j

можно получить следующие объективные формы определяющих уравнений (41):

−Sα··j =
∂L

∂(∂αxj)
=

∂L
∂εµα

gjk∂µx
k − ∂L

∂γ
a
β
gjkd

a

kδαβ+

+
∂L
∂γ
a
β
gjk(∂βx

k 8
d
a

α + ∂σx
kδαβ

8
d
a

σ) +
∂L
∂T
a
µν
gjk∂νd

a

k,

(90)

−
e
Mα·
·j =

∂L
∂(∂αd

e

j)
=

∂L
∂T
e
µν
gjk∂µx

kδαν , (91)

e
Aj =

∂L
∂d
a

j
=

∂L
∂γ
e
β
gjk∂βx

k. (92)

Определяющее уравнение (90) после очевидных преобразований представляется в
следующем виде:

−Sα··j =
∂L

∂(∂αxj)
=

∂L
∂εµα

gjk∂µx
k +

∂L
∂γ
a
α
gjk(∂σx

k 8
d
a

σ − d
a

k)+

+
∂L
∂γ
a
β
gjk∂βx

k 8
d
a

α +
∂L
∂T
a
µν
gjk∂νd

a

k.

(93)
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Abstract. A canonical non-linear mathematical model of type-II (GN II) thermoelastic (TE)
continuum with fine microstructure is discussed. The model is presented in terms of the
canonical 4-covariant field theoretical formalism. The fine microstructure of the thermoelastic
continuum is determined by d-vectors and d-tensors thus playing role of extra field variables. By
virtue of proposed action density for type-II TE continuum with fine microstructure the least
action principle is formulated. Virtual microstructural inertia is added to the action density.
Corresponding 4-covariant field equations of type-II thermoelasticity are obtained. Constitutive
equations of type-II microstructural thermoelasticity are discussed. Variational symmetries of
the thermoelastic action are used to formulate covariant conservation laws. Following the usual
procedure for type-II micropolar TE Lagrangians functionally independent rotationally invariant
arguments are obtained. A formal proof of the completness of the system of rotationally invariant
arguments is given. An alternative approach of constructuing a complete system of independent
rotationally invariant arguments is discussed. Objective forms of the Lagrangians satisfying the
frame indifference principle are given. Those are derived by using extra strain vectors and tensors.
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МЕТОД НАЧАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ
ВЗАДАЧЕ ДЛЯ РАЗНОМОДУЛЬНОЙ ПОЛОСЫ

Институт теории прогноза землетрясений и математической геофизики РАН,
г.Москва, Россия

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. В статьях [1], [2] на различных примерах была продемонстрирована эффектив-
ность применения метода начальных функций [3], записанного в пространстве преобразова-
ний Фурье, к решению краевых задач теории упругости в бесконечной полосе. Благодаря
представимости операторов бесконечного дифференцирования метода начальных функций
в свернутом виде, решение краевой задачи для полосы очень просто выписывается в ви-
де несобственных интегралов от компактных выражений – обратных преобразований Фурье
мероморфных функций. Числители и знаменатели этих функций представляют собой ли-
нейные комбинации произведений операторов. Как правило, интегралы хорошо сходятся, а
их численная реализация, например, средствами MATHCAD не представляет труда. Решение
можно представить и в виде рядов по функциям Фадля – Папковича (собственным функциям
рассматриваемой краевой задачи), воспользовавшись теоремой о вычетах.
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В этой работе тот же подход применяется к решению задачи для бесконечной поло-
сы, склеенной из полос с разными модулями упругости. Принципиальных трудностей
при решении этой задачи нет. Однако, даже в случае двух полос с разными модулями
упругости, промежуточные выкладки оказываются очень громоздкими, а для боль-
шего числа полос – практически нереализуемыми. То обстоятельство, что операторы
метода начальных функций представляются в замкнутой форме, дает возможность
воспользоваться символьной математикой MATHCAD, не особенно беспокоясь о числе
склеиваемых полос и не задумываясь о промежуточных преобразованиях. Независи-
мо от числа слоев тип целой функции, стоящей в знаменателе мероморфной функции,
входящей под знак интеграла в обратном преобразовании Фурье, будет всегда выше
типа целой функции в числителе. Поэтому интегралы сходятся. Они могут расходить-
ся только в нуле. В этом случае особенность в нуле нужно выделять так, как это было
показано в статьях [1], [2].
Ключевые слова: составная разномодульная полоса, метод начальных функций, интеграль-
ное преобразование Фурье.

УДК: 539.3+517.95

1. Постановка краевой задачи (основные положения). Рассмотрим симмет-
ричную деформацию бесконечной полосы {Π : |y| ≤ 1, |x| < ∞}, показанной на рис.
1. Параметры внутренней полосы {Πa : |y| ≤ a, |x| < ∞, a < 1} будем обозначать
индексом “a”, а внешней – “1”. Модули упругости полос различны: Ga и G. Полосы
непрерывно склеены так, что вдоль линий склеивания, y = ±a, выполняются равен-
ства:

ua(x) = u(x), υa(x) = υ(x), σay(x) = σy(x), τaxy(x) = τxy(x), (1)
где u, v – соответственно продольное (вдоль полосы) и поперечное перемещения.

Рис 1. Схема задачи

Перейдем к обозначениям, принятым в методе начальных функций [3]:

U (x, y) = Gu (x, y) , V (x, y) = Gυ (x, y) ,

Y (x, y) = σy (x, y) , X (x, y) = τxy (x, y) , (2)
Ua (x, y) = Gaua (x, y) , V a (x, y) = Gaυa (x, y) ,

Y a (x, y) = σay (x, y) , Xa (x, y) = τaxy (x, y) .

Тогда, обозначив K = G/Ga, равенства (1) можно записать так:

Ua (x) = KU (x) , V a (x) = KV (x) , Y a (x) = Y (x) , Xa (x) = X (x) . (3)
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Пусть на сторонах y = ±1 нормальные напряжения представлены показанной на
рисунке ступенчатой функцией, а касательные напряжения равны нулю:

σy(x,±1) = p(x) =

{
1, |x| ≤ d;
0, |x| > d (d > 0),

τxy(x,±1) = 0. (4)

2. Решение краевой задачи. Удовлетворим граничным условиям (4) с помощью
зависимостей метода начальных функций. В силу симметрии задачи начальные функ-
ции

V0(x) = X0(x) = 0,

поэтому

U(x, a) = LUU (α, a)U0(x)+LUY (α, a)Y0(x), V (x, a) = LV U (α, a)U0(x)+LV Y (α, a)Y0(x),
(5)

Y (x, a) = LY U (α, a)U0(x)+LY Y (α, a)Y0(x), X(x, a) = LXU (α, a)U0(x)+LXY (α, a)Y0(x).

Здесь LUU (α, a) и т. д. – дифференциальные операторы метода начальных функций,
в которых α = d/dx – операция дифференцирования. Используя формулы (5) как
начальные для внешней полосы, выполним граничные условия (4). Тогда получим
систему из двух дифференциальных уравнений бесконечного порядка относительно
начальных функций U0 (x) и Y0 (x):

L1
Y U (α)U0(x) + L1

Y Y (α)Y0(x) = p(x), L1
XU (α)U0(x) + L1

XY (α)Y0(x) = 0. (6)

Здесь введены обозначения:

L1
Y U (α) = K [LY U (α, 1− a)LUU (α, a) + LY V (α, 1− a)LV U (α, a)] +

+LY Y (α, 1− a)LY U (α, a) + LY X (α, 1− a)LXU (α, a) ,

L1
Y Y (α) = K [LY U (α, 1− a)LUY (α, a) + LY V (α, 1− a)LV Y (α, a)] +

+LY Y (α, 1− a)LY Y (α, a) + LY X (α, 1− a)LXY (α, a) , (7)
L1
XU (α) = K [LXU (α, 1− a)LUU (α, a) + LXV (α, 1− a)LV U (α, a)] +

+LXY (α, 1− a)LY U (α, a) + LXX (α, 1− a)LXU (α, a) ,

L1
XY (α) = K [LXU (α, 1− a)LUY (α, a) + LXV (α, 1− a)LV Y (α, a)] +

+ (LXY (α, 1− a)LY Y (α, a) + LXX (α, 1− a)LXY (α, a)) .

Дифференциальные уравнения бесконечного порядка (6) в пространстве преобразо-
ваний Фурье будут иметь вид

L1
Y U (λ)Ũ0(λ) + L1

Y Y (λ)Ỹ0(λ) = p̃(λ), L1
XU (λ)Ũ0(λ) + L1

XY (λ)Ỹ0(λ) = 0, (8)

где p̃(λ) – преобразование Фурье функции p(x):

p̃(λ) =
2 sin dλ

λ
, (9)

λ−параметр преобразования Фурье, Ũ0(λ) и Ỹ0(λ) – преобразования Фурье соответ-
ствующих начальных функций. Формулы для операторов L получаются из соответ-
ствующих формул для операторов метода начальных функций заменой α на −iλ.

Решая систему (8), найдем

Ũ0(λ) =
L1
XY (λ) p̃(λ)

L (λ)
, Ỹ0(λ) = −

L1
XU (λ) p̃(λ)

L (λ)
. (10)

Функция
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L (λ) = L1
Y U (λ)L1

XY (λ)− L1
Y Y (λ)L1

XU (λ). (11)
Теперь для преобразований Фурье перемещений и напряжений во внутренней по-

лосе получим:
Ũa(λ, y) = LUU (λ, y)Ũ0(λ) + LUY (λ, y)Ỹ0(λ),

Ṽ a(λ, y) = LV U (λ, y)Ũ0(λ) + LV Y (λ, y)Ỹ0(λ),

σ̃ax(λ, y) = AU (λ, y)Ũ0(λ) +AY (λ, y)Ỹ0(λ),

Ỹ a(λ, y) = LY U (λ, y)Ũ0(λ) + LY Y (λ, y)Ỹ0(λ),
(12)

X̃a(λ, y) = LXU (λ, y)Ũ0(λ) + LXY (λ, y)Ỹ0(λ).

Функции Ũa(λ, a), Ṽ a(λ, a), Ỹ a(λ, a), X̃a(λ, a) в пространстве преобразований Фурье
являются начальными для внешней полосы. Поэтому преобразования Фурье переме-
щений и напряжений для внешней полосы будут иметь вид

Ũ1(λ, y) = LUU (λ, y)Ũa(λ, a) + LUV (λ, y)Ṽ a(λ, a)+

+LUY (λ, y)Ỹ a(λ, a) + LUX(λ, y)X̃a(λ, a),

Ṽ 1(λ, y) = LV U (λ, y)Ũa(λ, a) + LV V (λ, y)Ṽ a(λ, a)+

+LV Y (λ, y)Ỹ a(λ, a) + LV X(λ, y)X̃a(λ, a),

σ̃1
x(λ, y) = AU (λ, y)Ũa(λ, a) +AV (λ, y)Ṽ a(λ, a)+

+AY (λ, y)Ỹ a(λ, a) +AX(λ, y)X̃a(λ, a),
(13)

Ỹ 1(λ, y) = LY U (λ, y)Ũa(λ, a) + LY V (λ, y)Ṽ a(λ, a)+

+LY Y (λ, y)Ỹ a(λ, a) + LY X(λ, y)X̃a(λ, a),

X̃1(λ, y) = LXU (λ, y)Ũa(λ, a) + LXV (λ, y)Ṽ a(λ, a)+

+LXY (λ, y)Ỹ a(λ, a) + LXX(λ, y)X̃a(λ, a).

Вводя новые обозначения, их можно представить в форме (10)

Ũ1(λ, y) = L1
UU (λ, y)Ũ0(λ)+L1

UY (λ, y)Ỹ0(λ), Ṽ 1(λ, y) = L1
V U (λ, y)Ũ0(λ)+L1

V Y (λ, y)Ỹ0(λ),

σ̃1
x(λ, y) = A1

U (λ, y)Ũ0(λ) +A1
Y (λ, y)Ỹ0(λ), Ỹ 1(λ, y) = L1

Y U (λ, y)Ũ0(λ) + L1
Y Y (λ, y)Ỹ0(λ),

X̃1(λ, y) = L1
XU (λ, y)Ũ0(λ) + L1

XY (λ, y)Ỹ0(λ), (14)
где

L1
UU (λ, y) = K[LUU (λ, y)LUU (λ, a) + LUV (λ, y)LV U (λ, a)]+

+LUY (λ, y)LY U (λ, a) + LUX(λ, y)LXU (λ, a),

L1
UY (λ, y) = K[LUU (λ, y)LUY (λ, a) + LUV (λ, y)LV Y (λ, a)]+

+LUY (λ, y)LY Y (λ, a) + LUX(λ, y)LXY (λ, a),

L1
V U (λ, y) = K[LV U (λ, y)LUU (λ, a) + LV V (λ, y)LV U (λ, a)]+

+LV Y (λ, y)LY U (λ, a) + LV X(λ, y)LXU (λ, a),

A1
U (λ, y) = K[AU (λ, y)LUU (λ, a) +AV (λ, y)LV U (λ, a)]+

+AY (λ, y)LY U (λ, a) +AX(λ, y)LXU (λ, a),

A1
Y (λ, y) = K[AU (λ, y)LUY (λ, a) +AV (λ, y)LV Y (λ, a)]+

+AY (λ, y)LY Y (λ, a) +AX(λ, y)LXY (λ, a),



МЕТОД НАЧАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ... 45

L1
Y U (λ, y) = K[LY U (λ, y)LUU (λ, a) + LY V (λ, y)LV U (λ, a)]+

+LY Y (λ, y)LY U (λ, a) + LY X(λ, y)LXU (λ, a),

L1
Y Y (λ, y) = K[LY U (λ, y)LUY (λ, a) + LY V (λ, y)LV Y (λ, a)]+

+LY Y (λ, y)LY Y (λ, a) + LY X(λ, y)LXY (λ, a),

L1
XU (λ, y) = K[LXU (λ, y)LUU (λ, a) + LXV (λ, y)LV U (λ, a)]+

+LXY (λ, y)LY U (λ, a) + LXX(λ, y)LXU (λ, a),

L1
XY (λ, y) = K[LXU (λ, y)LUY (λ, a) + LXV (λ, y)LV Y (λ, a)]+

+LXY (λ, y)LY Y (λ, a) + LXX(λ, y)LXY (λ, a).

Выражениями (10), (12) дается полное решение задачи в пространстве преобразо-
ваний Фурье. Применяя к ним обратное преобразование Фурье [4], найдем искомые
выражения для напряжений и перемещений во внутренней и внешней полосе соответ-
ственно:

Ua(x, y) = − i
π

∞∫
0

Ũa(λ, y) sin (λx) dλ, V a(x, y) =
1

π

∞∫
0

Ṽ a(λ, y) cos (λx) dλ,

σax(x, y) =
1

π

∞∫
0

σ̃ax(λ, y) cos (λx) dλ, σay(x, y) =
1

π

∞∫
0

σ̃ay(λ, y) cos (λx) dλ, (15)

τaxy(x, y) = − i
π

∞∫
0

τ̃axy(λ, y) sin(λx)dλ,

U1(x, y) = − i
π

∞∫
0

Ũ1(λ, y) sin (λx) dλ, V 1(x, y) =
1

π

∞∫
0

Ṽ 1(λ, y) cos (λx) dλ,

σ1
x(x, y) =

1

π

∞∫
0

σ̃1
x(λ, y) cos (λx) dλ, σ1

y(x, y) =
1

π

∞∫
0

σ̃1
y(λ, y) cos (λx) dλ, (16)

τ1
xy(x, y) = − i

π

∞∫
0

τ̃1
xy(λ, y) sin(λx)dλ.

На рис. 2 показаны графики распределения поперечных перемещений V a(x, a)
(сплошная кривая) и V 1(x, 0)/K (пунктир) на линии склеивания полос. Считалось,
что a = 0.6, d = 0.2, ν = 1/3, K = 2. Можно видеть, что кривые практически нераз-
личимы.

Значения продольных нормальных напряжений для внешней и для внутренней по-
лос в месте их стыка сильно отличаются, даже приK = 2 (рис. 3), и эта разница растет
с ростом K, поскольку внешняя полоса воспринимает все большую долю нагрузки.

На рис. 4 показаны (совпадающие для внутренней и внешней полос) распределения
поперечных нормальных и касательных напряжений на линии склеивания.

На рис. 5, 6 показаны распределения поперечных перемещений

V (x, y) =

{
V a(x, y), |y| < a;
V 1(x, y), a < |y| ≤ 1
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и нормальных продольных напряжений поперек полосы при 0 ≤ y ≤ 1

σx(x, y) =

{
σax(x, y), |y| < a;
σ1
x(x, y), a < |y| ≤ 1

в сечениях x = 0 (сплошные кривые) и x = 0.3 (пунктир).

Рис. 2. Распределения поперечных перемещений на стыке полос

Рис. 3. Распределения продольных нормальных напряжений на стыке

Рис. 4. Распределения поперечных нормальных и касательных напряжений на стыке
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Рис. 5. Распределения поперечных перемещений V (x, y) в сечениях x = 0 и x = 0.3

Рис. 6. Распределения напряжений σx(x, y) в сечениях x = 0 и x = 0.3

Выводы. Основываясь на полученных результатах, можно достаточно просто рас-
смотреть задачи с межслойными разрывами, имеющими важные инженерные прило-
жения.
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Abstract. In articles [1], [2] for the various examples the effectiveness of applying the method of
initial functions [3] recorded in the space of Fourier transforms to solve boundary value problems
of the theory of elasticity in an infinite strip was demonstrated. Thanks to the representability
of operators of infinite differentiation of the method of initial functions in minimized form, the
solution of the boundary value problem for strip is very simple written in the form of improper
integrals of compact expressions which is the inverse Fourier transforms of meromorphic functions.
The numerators and denominators of these functions are linear combinations of compositions of
operators. As a rule, the integrals converge well, and their numerical implementation, for example,
by means of MATHCAD is not difficult. The solution can also be represented in the form of series
in the functions of Fadle – Papkovich (eigenfunctions of the considered boundary value problem)
using the theorem of residues.

In this work, the same approach is applied to the solution of the problem for an infinite strip,
glued together from strips with different modulus of elasticity. Fundamental difficulties in solving
this task does not exist. However, even in the case of two strips with different modulus of elasticity,
the intermediate calculations appear to be very cumbersome, and for a larger number of strips is
practically not feasible. The fact that operators of the method of initial functions are represented
in closed form, enables the use of symbolic mathematics of MATHCAD, not particularly worrying
about the number of bonded strips and without worrying about intermediate transformations.
Regardless of the number of plies, type of an entire function, standing in the denominator
meromorphic function included under the sign of the integral in inverse Fourier transformation,
will always be higher the type of an entire function in the numerator. Therefore, the integrals
converge. They can diverge only at zero. In this case, the singularity at zero is necessary to select,
as it was shown in articles [1], [2].
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К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ МЕТОДОМ
МОРА И ВВЕДЕНИИ УТОЧНЯЮЩИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

ПРИПЕРЕМНОЖЕНИИ ЭПЮР

Тверской государственный технический университет, г. Тверь, Россия

Аннотация. Приводится критический анализ результатов, получаемых при вычислении ин-
тегралов Мора по способу Верещагина с использованием «метода уточненных коэффициен-
тов», предложенного в [1]. Показано, что данный метод является ошибочным и не рекомен-
дуется к использованию в инженерной практике.

Ключевые слова: сопротивление материалов, метод Мора, графоаналитический способ Ве-
рещагина, перемножение эпюр, перемещения.

УДК: 539.384.2

Вычисление интегралов в формуле Мора графоаналитическим способом Вереща-
гина является, пожалуй, самым удобным способом определения перемещений точек
стержневых систем, состоящих из прямолинейных стержней постоянной жесткости,
в пределах силовых участков. Этот способ часто называют способом перемножения
эпюр, так как в нем площади одной из эпюр умножаются на ординаты другой под
центрами тяжести первой. Та эпюра, с которой берется ордината, в пределах силово-
го участка должна быть линейной и не иметь излома, что выполняется для эпюр от
единичных факторов. В большинстве случаев при определении перемещений в балках
и плоских рамах учитывают и определяют только перемещения, вызванные изгибаю-
щим моментом.
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Сам метод и рекомендации по его применению приводятся в различных учебни-
ках и справочниках по сопротивлению материалов, например в [2], [3], однако до сих
пор появляются работы [1], предлагающие его «уточнение». Перед тем как перейти
к анализу этого «уточнения», также хочется заметить, что авторы в [1] метод Мо-
ра и способ Верещагина называют «методом сил». Это, мягко говоря, странно, так
как метод сил является одним из методов получения дополнительных уравнений для
раскрытия статической неопределимости стержневых систем и не используется для
определения перемещений. В методе сил способ перемножения эпюр используется для
определения коэффициентов канонических уравнений, он также позволяет находить
перемещения в системах, в которых уже раскрыта статическая неопределимость и
построена эпюра изгибающих моментов. Поэтому такое отождествление метода сил и
способа перемножения эпюр нам кажется некорректным.

Далее в [1] говорится, что при определении «линейных и угловых перемещений ме-
тодом сил возникают некоторые трудности в виде ошибок расчетов, превышающих
5%» и это иллюстрируется при определении прогиба (вертикального перемещения)
в балке постоянной изгибной жесткости (EIx = const) с тремя силовыми участками.
Для определения прогиба используются два метода: метод начальных параметров и
метод Мора по способу Верещагина. Разница в полученных результатах составила
126%, при этом прогиб методом начальных параметров был определен верно, а по
способу Верещагина – ошибочно, и полученное его значение было завышенным. И
тут дело вовсе не в арифметических ошибках, а в непонимании того, что при исполь-
зовании способа Верещагина сложные эпюры нужно разбивать или расслаивать на
элементарные фигуры, для которых известны величина площади и положение центра
тяжести.

В работе [1] рассматриваются фигуры, ограниченные квадратичной зависимостью
(рис. 1).

Рис. 1

Табличные значения [2], [3] для квадратичной параболы (рис. 1а)

A =
1

3
hl, zc =

3

4
hl, (1)

а для половины квадратичной параболы (рис. 1б )

A =
2

3
hl, zc =

5

8
hl. (2)

Авторы в [1] ошибочно используют эти значения площадей и координат центров
тяжестей для элементарных квадратичных парабол, получаемых от действия толь-
ко распределенной нагрузки, применительно к сложным эпюрам, получаемым при
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совместном действии распределенной нагрузки и сосредоточенных сил или моментов.
Такой подход, несомненно, приведет к ошибочным результатам.

Для примера рассмотрим консоль (рис. 2а) длиной a постоянной изгибной жестко-
сти EIx = const под действием равномерно распределенной нагрузки интенсивности
q и сосредоточенной силы F = kqa, где k ≥ 0. Изгибающий момент в поперечных
сечениях

Mx =
1

2
qz2 + kqaz, (3)

тогда площадь эпюры Mx (рис. 2б ) будет равна

A =

∫
A

dA =

a∫
0

Mxdz =

a∫
0

(
1

2
qz2 + kqaz

)
dz =

qa3

6
(3k + 1). (4)

Определив статический момент площади сечения

Sy =

a∫
0

zMxdz =

a∫
0

(
1

2
qz3 + kqaz2

)
dz =

qa4

24
(8k + 3),

найдем координату центра тяжести эпюры

zc =
Sy
A

=
a(8k + 3)

4(3k + 1)
. (5)

Рис. 2

Как видно, площадь по (4) и положение центра тяжести по (5) зависят от коэф-

фициента k. При k = 0 с учетом l = a и максимальной ординаты на эпюре h =
qa2

2имеем

A =
1

6
qa3 =

1

3
hl, zc =

3

4
l,
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что совпадает с табличными значениями (1). При k = 1 с учетом значения ординаты

h =
3

2
qa2 получаем

A =
2

3
qa3 =

4

9
hl, zc =

11

16
l,

что не совпадает с табличными значениями (1), как и при любом другом значении
k > 0.

Для перемножения эпюру Mx можно разбить на простые составные части (эле-
ментарные фигуры), как показано на рис. 2в, либо расслоить, т. е. вместо суммар-
ной эпюры построить эпюры от каждого силового фактора по отдельности (рис. 2г).
Рассмотрим перемножение эпюры Mx на единичную M (рис. 2д), построенную для
определения прогиба свободного торца консоли. В первом варианте перемножения,
разбив эпюру на треугольник и квадратичную параболу – «горбушку», с табличным

значением площади
2

3
hl =

qa3

12
, получим

v =
1

EIx

[
1

2
· qa2

(
k +

1

2

)
· a · 2

3
a− qa3

12
· 1

2
a

]
=

qa4

24EIx
(8k + 3).

Для второго варианта перемножения, пользуясь табличным значением для тре-
угольной квадратичной параболы (1), получаем аналогичный результат

v =
1

EIx

[
1

2
· kqa2 · a · 2

3
a+

1

3
· 1

2
qa2 · a · 3

4
a

]
=

qa4

24EIx
(8k + 3).

При ошибочном перемножении эпюр, отождествляя площади элементарных и слож-
ных фигур, как это сделано в [1], получим

vош =
1

EIx
· 1

3
· qa2

(
k +

1

2

)
· a · 3

4
a =

qa4

4EIx

(
k +

1

2

)
.

В дальнейшем такое перемножение будем рассматривать как приближенное решение.
Абсолютное отношение результатов

v

vош
=

8k + 3

6k + 3
. (6)

При k = 0 имеем v = vош =
qa4

8EIx
, то есть результаты совпадают и отношение (6) равно

1; при k > 0 отношение (6) увеличивается, таким образом, приближенное решение в
данном примере даст завышенные значения перемещений по сравнению с точным.
Относительная погрешность

∆ =

∣∣∣∣v − vош

v

∣∣∣∣ =
1

4
− 3

4(8k + 3)

и при k →∞ она составит 25 %.
Для уточнения приближенного решения при перемножении эпюр от квадратичных

функций в [1] вводится некоторый поправочный коэффициент на основе эвристиче-
ского выражения

K =
4

6

Mmid

Mmax
+

1

6
, (7)



54 А. А. АЛЕКСЕЕВ, Е. Г. АЛЕКСЕЕВА, В. Н. ВЕДЕРНИКОВ, В. И. ГУЛЬТЯЕВ

где Mmid — ордината Mx в середине эпюры при z = l/2; Mmax — максимальная
ордината на эпюре Mx. В нашем примере при z = a/2 из (3) имеем

Mmid =
1

8
qa2 +

1

2
kqa2 =

qa2

8
(4k + 1) ,

тогда
Mmid

Mmax
=
k + 1/4

2k + 1

и поправочный коэффициент из (7)

K =
4

6

(
k + 1/4

2k + 1

)
+

1

6
=
k + 1/3

2k + 1
.

Уточненное значение прогиба составит

vут = Kvош =
qa4

24EIx
(3k + 1) .

Относительная погрешность по сравнению с точным решением будет равна

∆ =

∣∣∣∣v − vут

v

∣∣∣∣ =
1

64k + 24
+

5

8
.

Получается удивительный результат, что при k = 0 правильное значение переме-
щения умножается на коэффициент K = 1/3, в результате уточненное значение пере-

мещения становится еще меньше vут =
qa4

24EIx
и отличается от точного уже на 66,6 %.

При k →∞, K = 0, 5 и ∆ = 62, 5 % графики зависимости прогиба v и относительных
погрешностей ∆ от коэффициента k при малых его значениях представлены на рис.
3.

Рис. 3

Теперь рассмотрим однопролетную балку (рис. 4а) постоянной изгибной жесткости
EIx = const длиной a под действием равномерно распределенной нагрузки интенсив-
ности q и сосредоточенной силы F = kqa в центре.
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Рис. 4

Изгибающий момент в поперечных сечениях

Mx =
1

2
qa(k + 1)z − 1

2
qz2, (8)

при z = a/2 имеем Mmax =
1

8
qa2(2k + 1).

Площадь половины параболы длиной l = a/2 составит (рис. 4 б )

A =

∫
A

dA =

a/2∫
0

Mxdz =

a/2∫
0

(
1

2
qa(k + 1)z − 1

2
qz2

)
dz =

qa3

48
(3k + 2) . (9)

С учетом значения статического момента площади

Sy =

∫
A

zdA =

a/2∫
0

zMxdz =
qa4

384
(8k + 5)

координата центра тяжести половины параболы будет равна

zc =
Sy
A

=
a(8k + 5)

8(3k + 2)
. (10)

При k = 0 с учетом l = a/2 и максимальной ординаты на эпюре h =
qa2

8
из (9), (10)

имеем

A =
qa3

24
=

2

3
hl, zc =

5

16
a =

5

8
l,

что соответствует табличным значениям (2). Очевидно, что при k > 0 площадь и
координата центра тяжести будут иметь другие значения.



56 А. А. АЛЕКСЕЕВ, Е. Г. АЛЕКСЕЕВА, В. Н. ВЕДЕРНИКОВ, В. И. ГУЛЬТЯЕВ

Определим прогиб в середине пролета балки, перемножив эпюру Mx с единичной
эпюрой M (рис. 4в). Для этого разобьем эпюру на элементарные фигуры: срезаем
«горбушку» и выделяем треугольник. Перемножение ввиду симметрии ведем только
для половины балки

v =
2

EIx

[
1

2
· 1

8
qa2(2k + 1) · a

2
· 2

3

a

4
+
q(a/2)3

12
· a

8

]
=

qa4

384EIx
(8k + 5).

Приближенное решение дает результат

vош =
2

EIx

(
2

3
· 1

8
qa2(2k + 1) · a

2
· 5

8

a

4

)
=

5qa4

384EIx
(2k + 1).

Отношение
v

vош
=

8k + 5

10k + 5
, (11)

а относительная погрешность составит∣∣∣∣v − vош

v

∣∣∣∣ =
2k

8k + 5
.

При k = 0 имеем v = vош =
5qa4

384EIx
, что совпадает с известным табличным решени-

ем [2]. С ростом k отношение (10) уменьшается, то есть в данном случае приближенное
решение дает завышенное значение прогиба по сравнению с точным. При k →∞ по-
грешность составляет 25 %.

Уточнение приближенного решения с учетом

Mmid =
qa2

32
(4k + 3),

Mmid

Mmax
=
k + 3/4

2k + 1

дает значение поправочного коэффициента (7)

K =
4

6
·
(
k + 3/4

2k + 1

)
+

1

6
=
k + 2/3

2k + 1
,

тогда уточненное значение прогиба

vут = Kvош =
5qa4

384EIx

(
k +

2

3

)
.

Относительная погрешность

∆ =

∣∣∣∣v − vут

v

∣∣∣∣ =
9k + 5

3(8k + 5)
.

Значение k = 0 дает K = 2/3, при k → ∞ имеем K = 0, 5. В результате коэффи-
циент K понижает завышенное значение приближенного решения настолько, что оно
оказывается меньше точного значения, при этом погрешность, как и в первом приме-
ре, только увеличивается. При k = 0 имеем ∆ = 33, 33 %, а при k → ∞ ∆ = 37, 5 %.
Графики зависимостей v − k и ∆− k представлены на рис. 5.

Как видно из рассмотрения простейших примеров, предложенный в [1] «метод ис-
пользования уточняющих коэффициентов» при определении перемещений не только
не уточняет приближенное решение, а наоборот, увеличивает его погрешность. Хо-
рошее совпадение результатов расчета для рассмотренной расчетной схемы балки [1]
с использованием этого метода с точным решением можно трактовать только лишь
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Рис. 5

как удачное стечение обстоятельств, при котором сумма ошибочно вычисленных сла-
гаемых дала близкий к правильному результат. Применение этого метода к другим
расчетным схемам даст недостоверные результаты, таким образом, мы не рекоменду-
ем использовать этот метод в инженерной практике.

В завершение статьи приведем правильное решение при определении прогиба торца
балки, рассмотренной в [1]. Расчетная схема, грузовая и единичная эпюры изгибаю-
щих моментов представлены на рис. 6.

Рис. 6
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Тогда

v =
1

EIx

[
1

2
· 3

2
qa2 · a ·

(
2

3
3a+

1

3
2a

)
− 1

2
· qa2 · a ·

(
2

3
2a+

1

3
3a

)
+

+
qa3

12
· 2, 5a− 1

2
· qa2 · a ·

(
2

3
2a+

1

3
a

)
+

1

2
· 1

2
qa2 · a ·

(
1

3
2a+

2

3
a

)
+

+
qa3

12
· 1, 5a− 1

2
· 1

2
qa2 · a · 2

3
a+

qa3

12
· 0, 5a

]
=

13qa4

24EIx
,

что совпадает с решением, полученным в [1] методом начальных параметров. Поэтому
можно констатировать, что умозаключения авторов [1] о том, что при определении
перемещений способом перемножения эпюр «необходимо использовать уточненные
коэффициенты», является заблуждением.
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BY MOHR’S METHOD AND INTRODUCTION OF REFINEMENT

COEFFICIENTS AT MULTIPLICATION OF THE DIAGRAMS

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The critical analysis of the results received at calculation of Mohr’s integrals
by Vereshchagin’s grapho-analytical technique with use of the ”method of the refinement
coefficients” offered in [1] is provided. It is shown that this method is incorrect and is not
recommended for use in engineering practice.
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Н. В. Минаева, А. Н. Шевалдин

ИССЛЕДОВАНИЕ СОСТОЯНИЯ УПРУГОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ
ПЛАСТИНЫ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж, Россия

Аннотация. Рассмотрен продольно-поперечный изгиб прямоугольной пластины на упругом
основании. Получено условие, определяющее границу области непрерывной зависимости ре-
шения, описывающего прогиб пластины, от параметров поперечной нагрузки и жесткости
постели.

Ключевые слова: линейная упругость, прямоугольная пластина на упругом основании,
непрерывная зависимость, адекватность линейной модели.

УДК: 539.3

Прямоугольные пластины на упругом основании широко используются в технике и
строительстве в качестве конструкционных элементов покрытий автомобильных до-
рог, мостов, взлетно-посадочных полос [1], [2]. Исследование их прочности и несущей
способности требует знания напряженно-деформированного состояния (НДС). Про-
блема изгиба пластин на упругом основании представляет собой одну из актуальных
задач математической теории упругости. Анализу НДС посвящено множество работ,
например [3]–[5].

В настоящей работе рассмотрено поведение защемленной по одной паре кромок
и шарнирно опертой по другой паре прямоугольной упругой пластины толщиной h.
Она находится под действием поперечной нагрузки интенсивности r̃(x, y), а по краям –
под действием продольных распределенных усилий p̃ и q̃. Пластина лежит на упругом
основании с коэффициентом жесткости λ̃.
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Функция w(x, y), описывающая форму изогнутой пластины, является решением
следующей краевой задачи (по линейной теории) [6]:

∇4w(x, y) + q
∂2w

∂x2
+ p

∂2w

∂y2
= r − λw,

w(0, y) = w(1, y) = w(x, 0) = w(x, α) = 0,
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=1

=
∂w

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂w

∂y

∣∣∣∣
y=α

= 0,

(1)

где q =
q̃h

D
, p =

p̃h

D
, r =

r̃

D
, λ =

λ̃

D
.

Пусть при r(x, y) = r0(x, y) и λ = λ0 задача (1) имеет решение

w(x, y) = w0(x, y). (2)

Как известно, (2) будет физически осуществимо, если решение w задачи (1) непре-
рывно зависит от r(x, y) и λ при r(x, y) = r0(x, y), λ = λ0. Для анализа этой непрерыв-
ности, согласно [7], получена вспомогательная линеаризованная задача относительно
ζ(x, y) (w = w0 + ζ)

∇4ζ(x, y) + q
∂2ζ

∂x2
+ p

∂2ζ

∂y2
= −λζ

ζ(0, y) = ζ(1, y) = ζ(x, 0) = ζ(x, α) = 0
∂2ζ

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2ζ

∂x2

∣∣∣∣
x=1

=
∂ζ

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂ζ

∂y

∣∣∣∣
y=α

= 0.

(3)

Решение задачи (1) будет непрерывно зависеть от r и λ при r = r0, λ = λ0, если (3)
имеет только тривиальное решение.

Удовлетворяя части граничных условий, ищем решение в виде [6]:

ζ = Y (y) sinmπx. (4)

Подставляя (4) в (3), для частного случая области значений параметров внешних
воздействий (p < 2m2π2, λ > (πm)2(q − (πm)2)) найдено:

ζ = (C1e
γ1y + C2e

γ2y + C3e
−γ1y + C4e

−γ2y) sinmπx, (5)

где γ1 =

√
−k2

2
+

√
k2

2

4
− k0, γ2 =

√
−k2

2
−
√
k2

2

4
− k0, k0 = m4π4 − qm2π2 + λ,

k2 = p− 2m2π2.
Константы Ci из (5) определяются из системы:

C1 + C2 + C3 + C4 = 0
C1e

γ1α + C2e
γ2α + C3e

−γ1α + C4e
−γ2α = 0

C1γ1 + C2γ2 − C3γ1 − C4γ2 = 0
C1γ1e

γ1α + C2γ2e
γ2α − C3γ1e

−γ1α − C4γ2e
−γ2α = 0.

В результате было получено условие нетривиальности решения (5) задачи (3):

4γ1γ2 − (γ1 + γ2)2 cosh((γ2 − γ1)α) + (γ1 − γ2)2 cosh((γ2 + γ1)α) = 0. (6)

Если внешние усилия такие, что их соответствующие параметры принадлежат кри-
вой (6), то w не будет непрерывно зависеть от r и λ при r = r0, λ = λ0. Таким образом,
оно определяет границу непрерывной зависимости решения задачи (1) от параметров
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поперечной нагрузки и жесткости постели. На рис. 1 представлен качественный вид
кривой (6) для различных m на плоскости параметров сжимающих воздействий.

Рис. 1

Соотношение (6) задает также одну из верхних границ адекватности математиче-
ской модели (1). Если внешние нагрузки p и q таковы, что точка, соответствующая
им, находится вне области, ограниченной линией (6), то решение w уже не будет адек-
ватно описывать состояние рассматриваемой пластины.
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Abstract. Сonsidered longitudinal-transverse bending of a rectangular plate on an elastic
substructure. Derived a condition that determines the boundary continuous dependence of solutions
describing the deflection of the plate, from the parameters of normal load and stiffness of the
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КОНЕЧНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ УПРУГИХ ТЕЛ
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СЖЕСТКОЙШЕРОХОВАТОЙПЛОСКОСТЬЮ

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Приведена постановка задачи о конечных деформациях гипоупругих тел с ис-
пользованием вариационного условия равновесного протекания процесса деформирования.
Учитывалось контактное трение в форме закона Амонтона – Кулона. Предложен вариант
итерационного алгоритма для учета касательных напряжений в зоне контакта. Приведены
результаты численного решения задач об определении напряженно-деформированного состо-
яния цилиндрических тел при взаимодействии с жесткой плоскостью. Результаты решения
качественно согласуются с известными данными, приведенными в литературе.

Ключевые слова: конечные деформации, плоские задачи, условие равновесности, упру-
гость, обобщенная производная Яуманна, закон Амонтона – Кулона.

УДК: 539.3

Введение. Механическое взаимодействие упругих тел имеет место в различных
областях практической деятельности, начиная от технологических процессов и пре-
цизионного описания работы узлов механизмов до приложений в сфере геологии и
биотехнологии. Как правило, в подобных задачах основной проблемой является учет
граничных условий смешанного типа на неизвестной поверхности контакта. В боль-
шинстве макромоделей ограничения, накладываемые на величины допустимых нор-
мальных и касательных нагрузок, принимают в виде некоторых эмпирических зако-
нов. Вариации этих зависимостей могут учитывать адгезионные свойства поверхно-
стей, взаимный износ, тепловыделение на границе раздела и различные фрикционные
эффекты [3], [4], [17]. Одним из наиболее широко используемых при контакте одно-
родных вблизи границы сред является закон Амонтона – Кулона [17], [18].
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Применение аналитических и численно-аналитических методов решения контакт-
ных задач [3], [9], как правило, ограничено рассмотрением канонических форм рас-
четных областей и сложностями в применении аппарата интегральных уравнений, к
которым приводит общее решение простейшей контактной задачи с использованием
соотношений Папковича – Нейбера. Исчерпывающий обзор по аналитическим мето-
дам приведен в работе [2].

Теория Герца применительно к задаче о контакте без трения широко используется
для отладки вычислительных алгоритмов. Во многих работах [12], [15] обязательным
критерием адекватности модели является ее асимптотическая сходимость к решению
Герца. В работе [20] для задачи о взаимодействии упругого шара и жесткой плоско-
сти определяется предел, когда учет трения является обоснованным с точки зрения
расхождения результатов. Экспериментальные подтверждения достоверности предпо-
ложений о характере контактного взаимодействия могут быть получены путем изме-
рения неких макрохарактеристик деформированного состояния для простой задачи.
Более современная техника исследований заключается в непосредственном фиксиро-
вании всех характеристик напряженно-деформированного состояния с использовани-
ем методов спекл-интерферометрии [14].

Для решения реальных прикладных задач обычно используется сеточная дискрети-
зация расчетной области в рамках методов конечных элементов, граничных элементов
и конечных разностей. Распространены подходы, основанные на концепции «передаю-
щей среды» [11], [15] и использующие особый тип граничных элементов. Это позволяет
избежать некоторых трудностей, связанных с определением пар взаимодействующих
ячеек сеток. В обзорах классических работ [19] показано, что общая вариационная
постановка контактной задачи, относящаяся к классу задач с ограничениями в виде
неравенств, может быть представлена в форме квазивариационных неравенств. В ра-
ботах А.С. Кравчука [5] приведены необходимые выкладки, обосновывающие числен-
ное решение упругих и упругопластических задач в квазивариационной постановке с
использованием модификации итерационного алгоритма Удзавы для поиска седловой
точки соответствующего функционала. Другой подход к учету кинематических огра-
ничений заключается в использовании аппарата методов математического програм-
мирования [19]. Наиболее распространенными методами являются метод штрафных
функций, основной идеей которого является введение дополнительной переменной—
зазора между контактирующими телами, и различные вариации метода множителей
Лагранжа, приводящие к проблеме минимизации функционала. Ни один из приведен-
ных методов не лишен недостатков. Метод штрафных функций [15] требует опреде-
ления подгоночных параметров, которые могут повлиять на устойчивость численного
счета, в то время как метод множителей Лагранжа с добавками [13], [17] может при-
водить к плохо обусловленным системам разрешающих уравнений. В статье [8] задача
теории пластичности решалась с использованием альтернирующего метода Шварца,
основанного на раздельном и поочередном рассмотрении краевой задачи для каж-
дого из контактирующих тел. Широкий обзор по подходам к численному решению
контактных задач приведен в [1].

Во многих случаях вышеперечисленные подходы комбинируются и подвергают-
ся изменениям, обусловленным спецификой конкретных постановок. Необходимость
решения задач, описываемых моделями, не представленными в коммерческом ПО,
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требует включения в существующие постановки моделей контактного взаимодей-
ствия [16]. В связи с этим актуальным является вопрос о выборе метода учета контакт-
ных граничных условий в конкретной краевой задаче. В данной работе он решился в
пользу итерационных алгоритмов, обеспечивающих прозрачность вычислений, адек-
ватность затрат ресурсов и требуемый уровень достоверности.
Постановка задачи. Решение задач конечного упругого деформирования ани-

зотропных тел является актуальным в связи с распространенностью в современном
производстве материалов по типу эластомеров. Для гипоупругих тел определяющие
соотношения могут быть записаны в следующем виде:

S∗ = C · ·W, (1)
где C— тензор упругих постоянных четвертого ранга, W = 1

2 (∇vvv + vvv∇) — тензор де-
формации скоростей, S∗ — скорость изменения тензора истинных напряжений Коши,
∇ = rrri

∂
∂xi

= RRRi ∂
∂Xi , i = 1..3 — оператор Гамильтона в текущей конфигурации.

В процессах конечного деформирования главные оси анизотропии aaa′i, i = 1..3 изме-
няют свою ориентацию относительно неподвижного базиса. Принято считать [7], [10],
что их вращение описывается ортогональным тензором R, входящим в полярное раз-
ложение аффинора деформаций: aaa′i = R · aaai, где aaai, i = 1..3 —начальная ориентация
главных осей анизотропии. Определяющие соотношения удобно записывать в базисе
главных осей таким образом, чтобы компоненты производной тензора напряжений
относились к полярному базису nnni, i = 1..3, изменяющемуся по такому же закону, что
и aaa′i, = 1..3. Исходя из вышесказанного, в качестве объективной производной тензора
напряжений выбрана обобщенная коротационная производная Яуманна:

S∆ = Ṡ + Ω · S− S ·Ω, (2)
где Ω— антисимметричный тензор угловой скорости вращения полярного базиса [6],
[7], определяемый выражением

Ω = R−1 · Ṙ. (3)
В работе [7] приведено вариационное соотношение равновесного протекания про-

цессов конечного деформирования в текущей конфигурации. Для обеспечения квази-
стационарности движения сплошной среды необходимо потребовать равенство нулю
главного вектора сил, действующих на материальный объем, а также нулевой скоро-
сти изменения этого вектора. Исходя из вариационного принципа Журдена, условия
равновесности принимают вид:

∫
V

(∇ · S + ρFFF ) · δvvv dV = 0,∫
V

d

dt
(∇ · S + ρFFF ) · δvvv + θ̇ (∇ · S + ρFFF ) · δvvv

 dV = 0.
(4)

После преобразований [7] условие равновесности (4) примет вид:∫
V

(
Ṡ + Sθ̇ − vvv∇ · S

)
· ·δ (vvv∇) dV =

=
∫
Σ

(
ṖPP

(n)
+PPP (n)

(
θ̇ −nnn ·W ·nnn

))
· δvvv dΣ +

∫
V

(
(ρFFF )• + θ̇ρFFF

)
· δvvv dV0,

(5)
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где PPP (n) и FFF — внешние поля соответственно поверхностных и массовых сил, ρ—плот-
ность, vvv—поле скоростей точек среды, θ̇ = I1(W) — скорость изменения элементар-
ного объема.

Соотношение (5) после подстановки в него (1) и (2) с учетом отсутствия внешних
массовых воздействий принимает следующий вид:∫

V

(
C · ·W −Ω · S + S ·Ω + Sθ̇ − vvv∇ · S

)
· ·δ (vvv∇) dV =

=
∫
Σ

(
ṖPP

(n)
+PPP (n)

(
θ̇ −nnn ·W ·nnn

))
· δvvv dΣ.

(6)

Уравнение (6) дополняется эволюционными соотношениями, определяющими связь
поля перемещений и аффинора деформаций с полем скоростей: vvv =

dxxx

dt
,

Φ̇ = Φ · ∇vvv.
(7)

Начальные условия для системы (6), (8) имеют вид:

uuu|t=t0 = 0, Φ|t=t0 = E, S|t=t0 = S0(xxx), xxx|t=t0 = XXX. (8)
Граничные условия статического типа предусматривают задание в каждой точке

поверхности ΣP закона изменения внешних нагрузок как функции времени и эйлеро-
вых координат

PPP = PPP 0(xxx, t) xxx ∈ ΣP ∀t > t0. (9)
При задании граничных условий кинематического типа в каждой точке поверхно-

сти Σu определяется закон изменения перемещений материальных точек

uuu = uuu0(xxx, t) xxx ∈ Σu ∀t > t0. (10)
Для решения начально-краевой задачи (2), (5), (6)—(10) использовались метод ко-

нечных элементов и метод пошагового нагружения. Для дискретизации поля ско-
ростей точек среды был построен плоский треугольный симплекс-элемент с шестью
степенями свободы. Процесс нагружения разбивался по времени на конечные отрез-
ки, на каждом из которых из решения системы линейных алгебраических уравнений
определяются узловые величины vvv с учетом граничных условий (9) и (10). Затем про-
изводилось интегрирование системы (6), (8) и определялись величины перемещений
точек среды uuu, а также меры деформаций и напряжений.

Опыт решения тестовых задач показал, что на качество получаемого решения в
наибольшей мере влияет точность определения величины компонент тензора спина Ω
для конкретного состояния системы. При построении матрицы жесткости конечного
элемента и при интегрировании поля напряжений использовалось определение (3),
дающее наиболее достоверный с вычислительной точки зрения результат.
Алгоритм учета контактного трения. В рамках данной работы рассмотрен

частный случай взаимодействия упругого тела с плоскостью x2 = 0. Обобщение на
случай штампа произвольной формы может быть получено путем поворота локаль-
ной системы координат каждого из граничных конечных элементов. Использование
линейных функций форм в виде vi(x1, x2) = Nij(x1, x2)Vj , i = 1..3, j = [I II III],
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Nij(x1, x2) ∈ L2 позволяет естественным образом принять равенства напряжений S12,
S22 в граничных элементах соответствующим контактным усилиям στ и σn:

στ = S12

σn = S22

∣∣∣∣ = const, t = [ti, ti+1] ∀i ∈ 1..N. (11)

Закон Амонтона – Кулона в принятых обозначениях имеет следующий вид:{
|σσστ | < µ |σσσn| ⇒ |vvvτ | = 0,
|σσστ | = µ |σσσn| ⇒ vvvτ |σσστ |+ σσστ |vvvτ | = 0,

(12)

где vvvτ — скорость точек тела в направлении общей касательной с жестким штампом.
Для обеспечения выполнения условий закона (12) используется алгоритм, который

в пределах каждого шага нагружения [tk, tk+1] итерационно корректирует абсолют-
ные величины и скорости контактных напряжений. В качестве нулевого приближе-
ния v(0)

(i) , S
(0)
12(i), S

(0)
22(i) берется решение задачи теории упругости с принятым условием

сцепления vvv = 0|x∈Σc
контактирующих точек поверхностей в зоне контакта. Проце-

дура интегрирования напряжений S
(k)
(i+1) = S

(k)
(i) + Ṡ

(k)
(i) ∆t, где k—номер итерации, i—

номер шага нагружения, сопровождается проверкой значений напряжений в контакт-
ных элементах по следующей схеме:

∣∣∣S(k+1)
12(i)

∣∣∣ ≥ µ ∣∣∣S(k+1)
22(i)

∣∣∣ ⇒


σ̇

(k+1)
τ(i) =

α
∣∣∣S(k+1)

12(i)
−S(k)

12(i)

∣∣∣+(1−α)µ
∣∣∣S(k+1)

22(i)
−S(k)

22(i)

∣∣∣
∆t

(
−

S
(k+1)
12(i)∣∣∣S(k+1)
12(i)

∣∣∣
)
,

σ
(k+1)
τ(i) = −

S
(k+1)
12(i)∣∣∣S(k+1)
12(i)

∣∣∣µ
∣∣∣S(k+1)

22(i)

∣∣∣ ,∣∣∣S(k+1)
12(i)

∣∣∣ < µ
∣∣∣S(k+1)

22(i)

∣∣∣ ⇒ v(I)
τ = v(III)

τ = 0. (13)

В зависимости от знака неравенства в каждом граничном элементе на следую-
щей итерации могут приниматься кинематические условия сцепления или статические
условия. Параметр α ∈ [0, 1] влияет на скорость сходимости численного решения и
подбирается опытным путем. При проведенных вычислениях его значение было при-
нято равным 1/2.
Решение задач. В общем случае зона контакта деформируемого тела с жесткой

поверхностью переменна и подлежит определению. Однако существует класс задач,
в которых без существенных ограничений на корректность постановки можно счи-
тать зону контакта априори известной и условно постоянной в смысле проведенной
дискретизации. Предложенный выше алгоритм отработан на задаче, моделирующей
сдвиг упругого бруса по шероховатой плоскости при действии давления на боковую
поверхность бруса.

Покоящийся на шероховатой плоскости изотропный прямоугольный брусок сначала
осаживается равномерно распределенной нагрузкой qqq = q̇qqt, где q̇qq = −q̇eee2, t ∈ [0, tP ],
а затем при постоянной ее величине на боковую поверхность начинает действовать
давление PPP = ṖPP (t− tP ), где ṖPP = ṗeee1, t ∈ [tP , tH ]. Причем при достижении давлением
некоторого критического значения может иметь место скольжение всех контактных
точек бруса по плоскости как жесткого тела. Поэтому численное решение имеет смысл
лишь при ограниченных величинах действующего давления |PPP | < µ |qqq|, определенных
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из классических условий равновесия. На грани AB действуют смешанные граничные
условия в форме (12).

Решение задачи на первом этапе нагружения позволяет продемонстрировать рабо-
ту алгоритма в наиболее наглядной форме. На рисунке 1 пунктиром показаны эпюры
касательных напряжений в зоне контакта, а сплошными линиями— нормальные на-
пряжения, умноженные на коэффициент трения.

Рис. 1. Работа итерационного алгоритма на первом этапе нагружения

Каждой итерации соответствует кривая для напряжений S12 и µS22. Как видно
из графика, эпюры нормальных напряжений практически не изменяются по сравне-
нию с нулевым приближением, в то время как сдвиговые напряжения существенно
перераспределяются, сходясь к некоторой конечной кривой.

Интерес в этой задаче также представляют эпюры давлений в зоне контакта при
нагрузке, близкой к критической, для обеспечения страгивания. На рисунке 2 приве-
дены эпюры касательных и нормальных напряжений в зоне контакта для различных
величин действующего давления.

S12|t=tP +∆t/6, µS22|t=tP +∆t/6 S12|t=tP +∆t/2, µS22|t=tP +∆t/2 S12|t=tP +9∆t/10, µS22|t=tP +9∆t/10

Рис. 2. Результаты численного решения на втором этапе нагружения

По приведенным графикам можно проследить также за изменением относительной
величины ширины полосы сцепления, показанной жирной линией на оси абсцисс.
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Общий случай взаимодействия цилиндрического тела с шероховатой плоскостью
предполагает наличие изменяющейся зоны контакта. Рассматривается задача об оса-
живании половины бесконечно-протяженного цилиндра на абсолютно жесткой плос-
кости.

Верхняя грань тела нагружена равномерно распределенным давлением qqq = −q̇teee2,
t ∈ [0, tH ]. В начальном состоянии в изотропном теле отсутствуют напряжения
S|t=0 = 0. На изменяющейся в процессе деформирования полосе контакта принимают-
ся смешанные граничные условия (12), а также условия взаимного непроникновения
контактирующих тел vvv ·nnnAB|x2=0 = 0, σσσN ·nnnAB|x2=0 ≥ 0, где nnnAB = eee2. Для учета
данного условия на каждом шаге нагружения предусмотрена возможность дробле-
ния отрезка интегрирования. Для этого вводится малый по сравнению с характерным
размером контактирующих конечных элементов допуск ε, определяющий «коридор»,
попав в который, узел сетки может считаться «прилипшим».

Было осуществлено численное решение поставленной задачи для различных значе-
ний упругих констант и коэффициента трения. В отсутствие трения возможно срав-
нить получаемое решение с известным аналитическим решением Герца. На рисунке 3
приведены распределения компоненты S22 тензора напряжений в зоне контакта для
различных значений действующей нагрузки qqq.

Рис. 3. Эпюра S22 в зоне контакта при µ = 0

При малых значениях давления qqq наблюдается удовлетворительное совпадение чис-
ленного и аналитического решений. Дальнейший рост нагрузки неизбежно приводит
к развитию геометрической нелинейности, учитываемой численным решением. При
больших деформациях теория Герца дает существенно заниженные абсолютные зна-
чения напряжений.
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На рисунке 4 приведены результаты расчетов для трех различных значений коэф-
фициента трения.

Решение представлено в виде зависимости радиуса полосы контакта b, отнесенного
к начальному радиусу цилиндра R, от относительной величины действующей нагруз-
ки. Кривая, соответствующая расчету с ненулевым коэффициентом трения, лежит
соответственно между кривыми для условий отсутствия трения (µ = 0) и полного
прилипания (µ = ∞). Вычисления производились до достижения соотношением b/R
величины порядка 0.65, что подразумевает конечность деформаций в зоне контакта.
Тем не менее даже при таком уровне деформаций решение с учетом трения мало
отличается от решений с другими граничными условиями в зоне контакта.

Рис. 4. Величины радиуса полосы контакта для различных значений коэффициента трения

а) б)

Рис. 5. Распределения контактных напряжений
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На рисунке 5а приведены распределения нормальных давлений в зоне контакта,
а на рисунке 5б – эпюры касательных и нормальных напряжений, умноженных на
коэффициент трения.

Рисунок 5б демонстрирует перераспределение сдвиговых напряжений в зоне кон-
такта с ростом нагрузки, а также изменение относительной величины полосы полного
прилипания.
Выводы. Применение предложенного алгоритма для решения задач конечного

упругого деформирования дает хорошие результаты при использовании неоднородной
конечно-элементной дискретизации. В силу использования линейной аппроксимации
поля скоростей необходимо сильно измельчать сетку в предполагаемой зоне контакта.
Приведенные результаты решения задач в виде эпюр распределения компонент тензо-
ра истинных напряжений Коши качественно согласуются с данными, представленны-
ми в периодической литературе и полученными при решении аналогичных задач [12],
[18]. При достижении сходимости итерационного процесса наблюдается выполнение с
заданной точностью требований закона Амонтона – Кулона об ограниченности сдви-
говых напряжений в зоне контакта. Решение задачи о взаимодействии цилиндра с
жесткой плоскостью показало, что учет трения мало сказывается на величине опре-
деляемых радиуса полосы контакта и контактного давления.
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Abstract. The finite deformations problem of hypoelestic bodies has been presented using
variational condition of the equilibrium course of the process of deformation. Contact friction
was considered in a form of the Amontons – Coulomb’s law. The variant of an iterative algorithm
to take into account tangential stresses in contact zone is proposed. Current work contains the
results of numerical solution of a problem about the calculation of the stress-strained state of
the cylindrical bodies under the interaction with the rigid plane. The results of solution are in
qualitatively agreement with the common data from literature.
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Аннотация. Сформулированы и решены задачи оптимального проектирования гибридных
тавровых композитных балок по требованию достижения предельно допустимых упругих
или пластических деформаций. Рассмотрены слоистые композитные конструкции. В качестве
критерия эквивалентности сравнимых проектов используется требование равенства весов. В
качестве предельно допустимых условий эксплуатации упругих конструкций рассматривают-
ся уровни амплитуд нагрузок, при которых впервые достигается предел упругости соответ-
ствующего материала. В качестве предельно допустимых пластических деформаций исполь-
зуются деформации соответствующие пределу прочности данного материала. Для решения
пластической задачи используется модель жестко-пластического тела.

Ключевые слова: гибридные, слоистые, тавровые балки, вес конструкции, предельные на-
грузки, упругие и пластические материалы, предел упругости, предельно допустимые дефор-
мации, оптимальное проектирование.

УДК: 536.21

Однотавровые и двутавровые конструктивные элементы широко используются в
качестве несущих элементов в изделиях авиационной, судостроительной, машиностро-
ительной техники и в строительной индустрии. В последние годы с целью улучшения
эксплуатационных качеств создаются слоистые и слоисто-волокнистые (гибридные)
конструкции при использовании разнообразных технологий склейки, сварки, напыле-
ний [1], [2]. Конечной целью реализации всех этих процессов является создание кон-
струкции с максимально улучшенными эксплуатационными качествами. Для решения
этой задачи будем рассматривать в сравнении традиционные двутавровые (фиг. 1) и
однотавровые (фиг. 2) конструкции из однородных материалов и проектируемые ги-
бридные конструкции (фиг. 3, фиг. 4), составленные из различных материалов.
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Фиг. 1

Фиг. 2

В качестве критерия эквивалентности сравниваемых проектов будем использовать
равенство весов. Тогда для двутавровых проектов будем иметь равенство:

b1·
3∑
i=1

ρi · (hi+1 − hi)+b2·ρ4·h1+ρ5·


(
hα5+1

1 − hα5+1
5

)
α5 + 1

+ (h1 − h5) · hα5
1

 = b01·
(
h0

1 − h0
2

)
+b02·h0

2

(1)
и для однотавровых проектов:

b1 ·
∑

ρi · (hi+1 − hi) + b2 · ρ4 · (h4 − h3) + ρ5 ·


(
hα5+1

5 − hα5+1
3

)
α5 + 1

+ (h5 − h1) · hα5
5

 =

= ρ0 ·
[
b01 · h0

1 + b02 ·
(
h0

2 − h0
1

)]
(2)
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Фиг. 3

Фиг. 4

Здесь ρ0, ρ1, ρ2,. . . , ρ5 – удельные веса материалов, α5 ≥ 0.
В качестве предельно допустимых условий эксплуатации упругих конструкций рас-

сматриваются уровни амплитуд, нагрузок, при которых впервые достигается предел
текучести соответствующего материала. В качестве предельно допустимых пластиче-
ских деформаций используются деформации возникающие при достижении предела
прочности соответствующего материала. Для решения пластической задачи исполь-
зуется модель жестко-пластического тела с двумя аппроксимациями пластической
части диаграммы деформирования [3], [4].
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1. Линейное упрочнение

σ = σ0 · sign(ε) +K · ε, K = σ∗−σ0
ε∗

. (3)
2. Параболическое упрочнение

σ =
(
σ0 +K2 · ε2

)
· sign(ε) +K1 · ε (4)

K1 =
2 (σ∗ − σ0)

ε∗
, K2 = −σ∗ − σ0

ε∗
. (5)

Здесь σ0, σ∗ – предел текучести и предел прочности материала, ε∗ – предельная
пластическая деформация.

Использование аппроксимаций (3), (4) позволят в рамках единого подхода постро-
ить балки оптимальных пластических проектов из различных наборов материалов.

Рассмотрим сначала упругие двутавровые балки. Изгибающий момент эталонной
балки связан с кривизной χ следующей зависимостью:

M0 = A0 · χ, A0 = 2 · E0 ·
[
b1 · (h0

1)2 − (b1 − b2) · (h0
2)2
]

и предельный упругий момент для эталонной балки будет равен:

M0
0 =

A0 · ε0
0

h0
1

, ε0
0 =

σ0
0

E0
,

σ0
0 , E0 – предел текучести и модуль упругости эталонного материала.
Изгибающий момент гибридной упругой двутавровой балки будет равен

M = A · χ

A = 2 ·

{
b1 ·

3∑
i=1

Ei ·
(
h2
i+1 − h2

i

)
+ E4 · b2 · h2

1 + 2 · E5 ·

[(
h
α5+2
1 −hα5+2

5

)
α5+2 − (h2

1−h2
5)·h

α5
1

2

]}
(6)

и предельный упругий момент гибридной двутавровой балки будет равен

M0 =
A · ε0

3

h4
, (7)

при этом выполняются равенства:

h3 =
ε0

2

ε0
3

· h4, h2 =
ε0

1

ε0
3

· h4, h1 =
ε0

4

ε0
3

· h4, h5 = β5 · h1, (β5 < 1) . (8)

В упругом состоянии изгибающие моменты пропорциональны амплитудам действу-
ющих нагрузок. Поэтому отношение предельных упругих нагрузок гибридной и эта-
лонной конструкции при одинаковом характере нагружения будет равно отношению
предельных упругих моментов. Таким образом, задача сводится к отысканию макси-
мума отношения

F1 =
M0

M0
0

=
A · ε0

3 · h0
1

A0 · ε0
0 · h4

(9)



80 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ

при условии, что варьируемые параметры сечения гибридной конструкции подчиня-
ются дополнительным условиям (1) и (3).

При поперечном изгибе изображенной на фиг. 2 эталонной однотавровой упругой
балки связь изгибающего момента с кривизной будет иметь вид:

M = C0 · χ, C0 = a0
22 −

(a0
12)2

a0
11

, (10)

где

a0
11 = 2 · E0 ·

[
b01 · h0

1 + b02 ·
(
h0

2 − h0
1

)]
,

a0
12 = E0 ·

[
b01 · (h0

1)2 + b02 ·
(
(h0

2)2 − (h0
1)2
)]
,

a0
22 = 2·E0

3 ·
[
b01 · (h0

1)3 + b02 ·
(
(h0

2)3 − (h0
1)3
)]
.

А деформация e0 на отсчетной линии z = 0 вследствие отсутствия продольного
усилия (N = 0) будет равна:

e0(x) = −a
0
12

a0
11

· χ(x). (11)

На линии z = h0
2 деформация будет равна:

ε (h2) =

(
h0

2 −
a0

12

a0
11

)
· χ. (12)

Следовательно,

|ε(0)|
ε(h0

2)
=

[
1 +

(
b01
b02
− 1

)
·
(
h0

1

h0
2

)2
]
·

[
2 ·
(
b01
b02
− 1

)
· h

0
1

h0
2

+

(
b01
b02
− 1

)
·
(
h0

1

h0
2

)2

− 1

]−1

.

Из этого выражения видно, что если параметры эталонного сечения удовлетворяют
неравенству (чаще всего реализуемому на практике):

b01
b02
≥ 1 +

h0
2

h0
1

, (13)

то наибольшая в сечении упругая деформация достигается при z = h0
2. В этом случае:

χ = χ0 =
ε0

0 · a0
11(

a0
11h

0
2 − a0

12

) ,
и тогда предельный упругий момент для эталонной балки будет равен

M0
0 = C0 a0

11ε
0
0(

a0
11h

0
2 − a0

12

) . (14)

Для гибридной однотавровой балки (фиг. 4) выражение для продольного усилия N
и изгибающего момента M , при упругом деформировании имеет вид:

N = a11e0 + a12χ, M = a12ε0 + a22χ, (15)
где
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a11 = 2

{
b1

3∑
i=1

Ei (hi − hi−1) + b4E4 (h4 − h3)−

− E5
(b1−b4)

(bα5
5 −h

α5
3 )

[(
h
α5+1
5 −hα5+1

3

)
(α5+1) − hα5

3 (h5 − h3)

]}

a12 =

{
b1

3∑
i=1

(
h2
i − h2

i−1

)
+ b4E4

(
h2

4 − h2
3

)
− E5

(b1−b4)

h
α5
5 −h

α5
3

[(
h
α5+2
5 −hα5+2

3

)
α5+2 − h

α5
3 (h2

5−h2
3)

2

]}
a22 = 2

3

{
3∑
i=1

Ei
(
h2
i − h3

i−1

)
+ b4E4

(
h3

4 − h3
3

)
− E5

(b1−b4)

(hα5
5 −h

α5
3 )

[
hα+3

5 −hα5+3
3

(α5+3) − h
α5
3 (h3

5−h3
3)

3

]}
.

(16)
При поперечном изгибе N = 0 будем иметь:

M = Cχ, C = α22 −
a2

11

a12
(17)

e0 = −a12

a11
χ. (18)

Предельное упругое состояние будет достигнуто при выполнении равенств:

χ0 =
a12

a11
ε01, h1χ0 = ε01 − ε02,

h2χ0 = ε01 − ε03, h3χ0 = ε01 − ε05 (19)

h4χ0 = ε01 + ε01 − ε04.

Предельный упругий изгибающий момент для гибридной однотавровой балки будет
равен:

M0 = C
a11

a12
ε01, (20)

и вследствие равенств (19) будем иметь:

h4 =

(
1 +

ε0 4

ε0 1

)
a12

a11
, h3 =

(ε01 − ε05)

(ε01 + ε04)
h4, h2 =

(ε01 − ε03)

(ε01 − ε04)
h4, h1 =

(ε01 − ε02)

(ε01 − ε04)
h4.

(21)
Таким образом, в этом случае задача сводится к отысканию максимума функции:

F2 =
M0

M0
0

=
Ca11ε01

(
a0

12h
0
2 − a0

12

)
a12C0a0

11ε
0
0

(22)

при условии, что параметры проектируемых сечений связаны дополнительными со-
отношениями (2) и (21).

Если в качестве предельно допустимых условий эксплуатации используются требо-
вания достижения предельных деформаций (возможно с некоторым коэффициентом
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запаса) для соответствующих пластических материалов, то при решении рассматри-
ваемых задач оптимизации упругими деформациями можно пренебречь и воспользо-
ваться модельно жесткопластического материала с единой аппроксимацией пласти-
ческой части пластической диаграммы деформирования материалов в виде зависи-
мостей (4) с различными коэффициентам σ0 i, K1 i, K2 i(i=1.2,..) для разных мате-
риалов. При этом, если m-й материал будет идеально пластическим, то для него в
последующих формулах следует принять K1m = K2m = 0. Если m-й материал будет
линейно-упрочняющимся, то следует принять K1m = Km, K2 = 0 и для Km исполь-
зовать выражение из (3).

В таком случае предельный изгибающий момент M∗ для двутавровой эталонной
балки будет равен:

M∗0 = d0
11 + d0

12χ
∗
0 + d0

13 (χ∗0)2 , χ∗0 =
ε∗0
h0

1

, (23)

где

d0
11 = 2

[
b01

(
h02

1 − h02

2

)
+ b02h

02

2

]
σ0

0,

d0
12 = 2

3

[
b01

(
h03

1 − h03

2

)
+ b02h

03

2

]
K0

1 ,

d0
13 =

[
b01

(
h04

1 − h04

2

)
+ b02h

04

2

]
K0

2

(24)

и для гибридной двутавровой балки

M∗ = d11 + d12χ
∗ + d13 (χ∗)2 , (25)

где

d11 = 2

{
b1

3∑
i=1

σ0 i

(
h2
i+1 − h2

i

)
+ bσ0 4h

2
1 + 2σ0 5

(b1−b2)

(hα5
1 −h

α5
5 )

[
h
α5+2
1 −hα5+2

5
(α5+2) − hα5

5
(h2

1−h2
5)

2

]}
,

d12 = 1
3

{[
b1

3∑
i=1

K1 i

(
h3
i+1 − h3

i

)]
+ b2K1 4h

3
1+

3K1 5
(b1−b2)

(hα5
1 −h

α5
5 )

[(
h
α5+3
1 −hα5+3

5

)
(α5+3) − hα5

5
(h3

1−h3
5)

3

]}
,

d13 = b1

[
3∑
i=1

K2 i

(
h4
i+1 − h4

i

)]
+ b2K2 4h

4
1 + 4K1 5

(b1−b2)

(hα5
1 −h

α5
5 )

[(
h
α5+4
1 −hα5+4

5

)
(α5+4) − hα5

(h4
1−h4

5)
4

]
.

(26)
В предельном по деформациям пластическом состоянии предельный изгибающий

момент M∗ = M (χ∗) и параметры χ∗, h1, h2, h3, h4 связаны с χ∗ зависимостями:

χ∗h4 = ε∗3, χ
∗h3 = ε∗2, χ

∗h2 = ε∗1, χ
∗h1 = ε∗4. (27)

Задача оптимизации сводится в этом случае к поиску максимума параметрической
функции F3 = M∗

M∗0
при условии, что параметры проектируемого сечения подчиняются

соотношениям (1) и (27). Аналогичным образом, вычисляя соответствующие значения
предельных моментов для эталонных и проектируемых однотавровых балок можно
получить для них решение оптимизационной задачи. Мы не станем здесь выписывать
соответствующие выражения для предельных моментов из-за их громоздкости.
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ВЛИЯНИЕ ТРЕНИЯ НА УСИЛИЯ УДАРНОГО СЖАТИЯ
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Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского,

г. НижнийНовгород, Россия

Аннотация. Приводятся обзор состояния проблемы построения динамических диаграмм де-
формирования с учетом трения и радиальной инерции методом прямого удара и резуль-
таты численного исследования влияния трения на напряженно-деформированное состояние
образцов-таблеток и их формоизменения в процессе нагружения при больших деформаци-
ях. Оцениваются погрешности неучета сил трения в зависимости от величины коэффициента
трения, степени деформации, упрочнения и чувствительности к скорости деформации мате-
риалов (сталей 12Х18Н10Т, 09Г2С и свинца С1).
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Введение. Для моделирования динамических процессов в конструкциях необхо-
димо знание динамических диаграмм деформирования, которое можно получить экс-
периментально методом прямого удара или разрезного стержня Гопкинсона [1]. При
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этом необходимо правильно оценивать роль трения на контактных поверхностях, ис-
пытуемый образец – ударник (мерный стержень). Трение играет важную роль в про-
цессах высокоскоростного деформирования. Чтобы достаточно полно охарактеризо-
вать явление трения, необходимо проведение многочисленных экспериментов, в кото-
рых исследовалось бы влияние различных факторов: давления, скорости относитель-
ного движения и шероховатости поверхностей, температуры.

В статических условиях разработано достаточно много эффективных методов опре-
деления характеристик трения. Динамические характеристики трения мало изучены
в силу сложности методик их определения.

В настоящее время экспериментальные методы достаточно развиты, чтобы испы-
тывать материалы при скоростях деформаций до 107 1/с. Поскольку с помощью стан-
дартного разрезного стержня Гопкинсона невозможно достичь скоростей деформаций
выше 104 1/c, был разработан ряд методов испытаний по принципу прямого удара,
где имеется только один стержень Гопкинсона или труба, применяемые для передачи
информации о деформациях с помощью измерения продольных упругих волн, что поз-
воляет расшифровать поведение материала. Концепция прямого удара очень полезна
в различных приложениях, при сжатии, сдвиге и при растяжении [1]. В работах [2],
[3], [4] эффекты инерции были исследованы в испытаниях на ударное сжатие. Анализ
данных для алюминия, представленный в работах [5], [6], показал, что инерционные
поправки являются наиболее важными при высоких скоростях деформации (более
104 с−1). Хорошо известно, что эффекты трения могут внести существенные ошибки
при интерпретации результатов эксперимента. По результатам теоретических и экспе-
риментальных исследований [4] для четырех материалов (свинец, алюминий, сталь и
титан) сделаны выводы, что оптимальное отношение высоты к радиусу таблетки – Sopt
может существенно меняться в зависимости от условий эксперимента и испытанно-
го материала. Рабочий диапазон определяется неравенством 0,3 <Sopt<1,5. Отметим,
что в отмеченных выше работах численно-аналитические методики учета сил трения
и радиальной инерции предполагают однородность напряженно-деформированного
состояния образцов таблеток.

При наличии в образце хорошо смазанных контактных поверхностей коэффици-
ент трения может быть снижен значительно ниже уровня 0,1. Так называемое сухое
трение быстро уменьшается в зависимости от тангенциальной скорости и давления
[7].

При высоких скоростях деформации (более 104 1/сек) тепловое размягчение оказы-
вает существенное влияние на чувствительность к скорости деформации и усиление
вязкостных эффектов [8].

В перечисленных выше работах отсутствуют методики оценки сил трения в каж-
дом конкретном эксперименте на ударное сжатие методом Гопкинсона или прямого
удара, поэтому невозможно учесть вклад сил трения при построении динамических
диаграмм деформирования испытуемых материалов.
Численное моделирование процесса деформирования в системе ударник

− образец − мерный стержень в осесимметричной постановке. Осуществим
численное моделирование процесса деформирования в системе ударник − образец −
мерный стержень в осесимметричной постановке. Поскольку в методике Кольского и
методе прямого удара предполагается однородность процесса деформирования после
стационирования переходного волнового процесса, вызванного ударным нагружением,
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будем рассматривать установившуюся стадию процесса деформирования при задан-
ной скорости сжатия образца-таблетки.

Геометрические размеры таблетки: диаметр – 2 см, высота – 2 см.
Ударник и мерный стержень заменялись круглыми дисками. Вертикальная ско-

рость прикладывалась на верхней границе диска-ударника.
Размеры дисков: диаметр – 3.64 ·10−2м, высота – 0, 125 ·10−2 м. Материал дисков −

сталь 20, механические характеристики: K = 1,7667·105 МПа, G = 8,15385·104 МПа,
ρ = 7,8·103 кг/м3. Диски полагались идеально-упругими. Рассматривалось деформи-
рование двух материалов – 12Х18Н10Т и 09Г2С.

Между контактными границами дисков и образцов-таблеток задавались условия
контактного одностороннего взаимодействия с учетом сухого трения по закону Кулона
с коэффициентами трения 0, 0.1, 0.2, 0.3. На нижней границе опорного диска (мерного
стержня) задавались нулевые граничные условия во времени – жесткая заделка. На
верхней границе диска-ударника задавались нулевые тангенциальные перемещения и
нормальная скорость, которая определяется из экспериментов на ударное сжатие по
методике, описанной в [9], [10]. Эта методика предполагает известную из эксперимента
сжимающую осевую силу в мерном стержне. Для простоты анализа результатов ис-
следований будем предполагать скорость удара постоянной в процессе нагружения и
равной 20 м/с. Заменим физический эксперимент математическим, т. е. будем предпо-
лагать известной динамическую диаграмму деформирования материала. Сначала за-
висимость диаграммы деформирования от скорости деформации не будем учитывать.
Для математического моделирования процесса деформирования образцов-таблеток
при больших деформациях воспользуемся средствами вычислительной системы LS-
DYNA. Как показали вычислительные эксперименты, при осевых деформациях более
0.3 конечно-элементная сетка при учете трения с коэффициентом 0.3 сильно искажает-
ся и аппроксимация нарушается. Поэтому пришлось применить процедуру коррекции
лагранжевой сетки в процессе деформирования, причем многократно. В противном
случае искомые сжимающие силы и напряжения сильно осциллировали, что недопу-
стимо при решении контактных задач. В результате ряда численных экспериментов
была подобрана конечно-элементная сетка: по образцу – 9х10 ячеек, по дискам – 1х128
ячеек. Эта сетка обеспечила приемлемую точность расчетов при всех коэффициентах
трения(0.1–0.3) и степенях деформации до 0.6.

Сначала проводились исследования роли коэффициента трения и степени де-
формации на напряженно-деформированное состояние образцов-таблеток из сталей
12Х18Н10Т и 09Г2С без учета зависимости от скорости деформации, а затем из свин-
ца С1 с учетом зависимости от скорости деформации.

Механические характеристики сталей: E = 2 · 1011Па, ν = 0.3, ρ = 7800кг/м3. Ис-
тинные диаграммы деформирования приведены на рис. 1 для материалов 12Х18Н10Т
(обозначено цифрой 1) и 09Г2С (обозначено цифрой 2). Истинные динамические диа-
граммы деформирования свинца задавались в виде

σ(ε, ε̇) = σT (ε̇) + σ(ε), σT (ε̇) = 4 · 10−6ε̇2 − 0, 0004ε̇, σ(ε) = 5, 5849ε+ 2, 063.

Скорость перемещений на ударяемой поверхности образца-таблетки принималась в
виде
u̇ = H0C0e

−C0t, где C0 = ε̇0 = 1031/сек, H0 = 2 см,
что обеспечивало постоянную скорость деформирования 103 1/сек.
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Рис. 1

На рис. 2 графиками 1, 2 представлены зависимости осевых сил на контактной по-
верхности ударника-образца от времени для сталей 12Х18Н10Т(1а, 2а) и 09Г2С(1б,2б)
при коэффициентах трения 0, 0.3 соответственно.

Рис. 2

На рис. 3 представлены графики 1, 2, 3, характеризующие относительные различия
осевых сил ∆Fz/Fz, рассчитанных с учетом и без учета трения при коэффициентах
трения 0.1, 0.2, 0.3 соответственно.

Пунктиром обозначен материал 12Х18Н10Т, сплошной линией – свинец.
На рис. 4 (а, б, в) представлены распределения интенсивностей истинных пласти-

ческих деформаций при условных деформациях осадки образцов 30 %, 50 %, 70 %
при коэффициенте трения 0.3 для материала 12Х18Н10Т. Для остальных материалов
имеет место подобное распределение пластических деформаций.
Анализ результатов. При учете трения НДС таблеток неоднородно, и неодно-

родность существенно возрастает при увеличении силы трения и степени деформа-
ции. Максимальные пластические деформации и осевые напряжения имеют место в
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Рис. 3

Рис. 4

области, примыкающей к центру таблетки. По мере деформации эти области расширя-
ются. Уровень осевых напряжений здесь в разы больше, чем вблизи границ таблетки.
Максимальные сдвиговые напряжения и деформации возникают в области обрыва
границ контакта “образец – ударник” и “образец – опорный стержень”. Их уровень
значительно меньше максимальных осевых деформаций и напряжений. Максималь-
ные радиальные напряжения развиваются вблизи оси таблетки и достигают значений
одного порядка с осевыми напряжениями. Истинные пластические деформации в таб-
летке при коэффициенте трения 0.3 достигают 100 % при осадке 50 %. Осевые силы
при учете сил трения достигают больших значений, чем без их учета. Относительные
различия увеличиваются при увеличении коэффициента трения, степени деформации,
упрочнения и чувствительности материала к скорости деформации. Формоизменение
образцов зависит от величины коэффициента трения и степени сжатия. Бочкообра-
зование становится заметным при коэффициенте трения и степени осадки более 0.1.
Этот параметр может быть использован для оценки величины коэффициента трения.
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Для вязкопластических материалов, чувствительных к скорости деформации, напри-
мер свинца, с увеличением скорости удара и, соответственно, скорости деформаций
роль трения и радиальных сил инерции существенно возрастает.
Заключение.
1. Изложен обзор состояния проблемы построения динамических диаграмм дефор-

мирования упруговязкопластических материалов с учетом сил трения и радиальной
инерции методом прямого удара.

2. Приведены результаты численного исследования влияния трения на напряженно-
деформированное состояние упруговязкопластических образцов-таблеток и их формо-
изменения в процессе нагружения при больших деформациях.

3. Известные численно-аналитические методики учета сил трения по Кулону и ра-
диальной инерции предполагают однородность напряженно-деформированного состо-
яния образцов таблеток, что обосновано только при деформациях и коэффициентах
трения менее 0.1.

4. Отсутствуют методики оценки сил трения в конкретных экспериментах на удар-
ное сжатие методом прямого удара.
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Аннотация. Построено точное аналитическое решение краевой задачи изгиба полуполосы с
защемленными длинными сторонами, на торце задан изгибающий момент. Решение представ-
ляется в рядах по функциям Фадля – Папковича. Искомые коэффициенты ряда находятся с
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Введение. В работах [1]–[3] изучались свойства систем функций Фадля – Пап-
ковича, возникающих при решении двумерной краевой задачи теории упругости в
прямоугольнике (полуполосе) с однородными граничными условиями по двум проти-
воположным сторонам. Функции Фадля – Папковича комплекснозначны и не образу-
ют базиса на отрезке в обычном смысле [1]. Поэтому разложения по ним невозможно
построить, опираясь на классический аппарат теории базиса функций [4]. Решению
краевой задачи предшествует изучение так называемых разложений Лагранжа [1].
Разложения Лагранжа являются аналогами разложений по тригонометрическим си-
стемам функций и играют такую же роль при решении краевых задач, какую триго-
нометрические ряды играют в решениях Файлона – Рибьера. Аналогичная ситуация
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имеет место и в задаче изгиба тонких прямоугольных пластин, а также ее частного
случая – изгиба полуполосы.
1. Постановка задачи. Рассмотрим пластину, отнесенную к декартовым коорди-

натам x, y. Дифференциальные уравнения равновесия можно записать в виде [5]
∂Qx
∂x +

∂Qy
∂y = −P (x, y),

∂Mx
∂x +

∂Mxy

∂y = Qx(x, y),
∂Mxy

∂x +
∂My

∂y = Qy(x, y),

(1.1)

где P (x, y) – произвольная поперечная нагрузка, Qx, Qy – перерезывающие силы,
Mx, My, Mxy – изгибающие и крутящий моменты.

Моменты и углы поворота Φx, Φy можно выразить через прогиб w = w(x, y):

Mx(x, y) = −D
[
∂2w
∂x2 + ν ∂

2w
∂y2

]
, My(x, y) = −D

[
∂2w
∂y2 + ν ∂

2w
∂x2

]
,

Mxy(x, y) = −Myx(x, y) = −D(1− ν) ∂
2w

∂x∂y , Φx(x, y) = D ∂w
∂x , Φy(x, y) = D ∂w

∂y ,
(1.2)

где ν – коэффициент Пуассона, а

D =
Eρ3

12(1− ν2)

– цилиндрическая жесткость пластины (E – модуль упругости, ρ – толщина пласти-
ны).

Кроме того,

Qx = −D ∂

∂x
∇2w, Qy = −D ∂

∂y
∇2w, (1.3)

где ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 – оператор Лапласа на плоскости.
Подставляя выражения (1.3) в первое из уравнений (1.1), получим основное диф-

ференциальное уравнение теории изгиба пластин

D∇2∇2w = P (x, y). (1.4)

Помимо обычных сил Qx, Qy вводятся также обобщенные в смысле Кирхгоффа пере-
резывающие силы

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y = −D
[
∂3w
∂x3 + (2− ν) ∂3w

∂x∂y2

]
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x = −D
[
∂3w
∂y3 + (2− ν) ∂3w

∂y∂x2

]
.

(1.5)

Будем строить решение, пользуясь методом начальных функций [6], позволяющим
эффективно получать выражения для функций Фадля – Папковича. Основные соот-
ношения метода имеют вид

W (x, y) = LWW (y)W0(x) + LWΦ(y)Φ0(x) + LWM (y)M0(x) + LWQ(y)Q0(x),

Φy(x, y) = LΦW (y)W0(x) + LΦΦ(y)Φ0(x) + LΦM (y)M0(x) + LΦQ(y)Q0(x),
My(x, y) = LMW (y)W0(x) + LMΦ(y)Φ0(x) + LMM (y)M0(x) + LMQ(y)Q0(x),

(1.6)

Ky(x, y) = LQW (y)W0(x) + LQΦ(y)Φ0(x) + LQM (y)M0(x) + LQQ(y)Q0(x),
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где LWW (h), LWM (h) и т. д. – операторы метода начальных функций (см. [6]). Функ-
ции W (x, y), Φy(x, y), My(x, y), Ky(x, y), определенные при y = 0,

W0(x) = Dw(x, 0), Φ0(x) = ∂W (x,0)
∂y ,

M0(x) = My(x, 0), Q0(x) = Ky(x, 0),
(1.7)

называются начальными. Зная начальные функции, по формулам (1.6), (1.7) можно
найти основные факторы.

Рассмотрим полуполосу {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h } шириной 2h с защемленными краями
y = ±h:

W (x,±h) = Φy(x,±h) = 0 (1.8)

и с некоторыми граничными условиями на торце x = 0.
С помощью формул (1.6) удовлетворим граничным условиям (1.8), которые примут

вид:
LΦW (α, h)W0(x) + LΦM (α, h)M0(x) = 0,
LWW (α, h)W0(x) + LWM (α, h)M0(x) = 0.

(1.9)

Здесь W0(x) = Dw(x, 0), M0(x) = My(x, 0) – начальные функции, определенные при
y = 0, α = d/dx – оператор дифференцирования.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

W0(x) = −LΦM (α, h)F (x), M0(x) = LΦW (α, h)F (x). (1.10)

При этом первое из уравнений (1.9) будет тождественно удовлетворено, а второе при-
мет вид

[LWM (α, h)LΦW (α, h)− LWW (α, h)LΦM (α, h)]F (x) = 0. (1.11)

Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим обыкновенное
дифференциальное уравнение бесконечного порядка(

2αh+ sin 2αh

4α

)
F (x) = 0. (1.12)

Будем искать его решение в виде

F (x) = eλx. (1.13)

Подставляя (1.13) в (1.11), получим трансцендентное характеристическое уравнение
L(λ, h)

λ
= 0, (1.14)

L(λ, h) =
1

4
(2λh+ sin 2λh) . (1.15)

Уравнение (1.15) имеет бесконечное множество комплексных корней {±λk,±λ̄k} = Λ,
k = 1, 2... Ниже для иллюстрации приведены значения пяти корней уравнения (1.15)

при h = 1, ν =
1

3
, принадлежащих первой координатной четверти (табл. 1).

Для определения точных значений λk можно воспользоваться асимптотической
формулой

λk ≈
1

h

[
kπ − π

4
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
+ i

1

h

[
ln(4kπ)

2
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
.
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Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 2.10619611524533 1.12536430580093
2 5.356268698639631 1.551574372912625
3 8.536682426575915 1.77554367351104
4 11.69917761282565 1.929404496552787
5 14.85405991263802 2.046852462382667

Итак, решение уравнения (1.11) имеет вид

F (x) =

∞∑
k=1

(
Ake

λkx + Āke
λ̄kx
)

(λk ∈ Λ). (1.16)

Подставляя (1.16) в формулы (1.9), найдем начальные функции, а затем по формулам
(1.6) – прогиб, углы поворота и моменты (Reλk < 0, W (x, y) = Dw(x, y)):

W (x, y) =

∞∑
k=1

Akω(λk, y, h)eλkx + Ākω(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Φx(x, y) =
∞∑
k=1

Akλkω(λk, y, h)eλkx + Ākλ̄kω(λ̄k, y, h) eλ̄kx,

Φy(x, y) =
∞∑
k=1

Akϕy(λk, y, h)eλkx + Ākϕy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mx(x, y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y, h)eλkx + Ākmx(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

(1.17)

My(x, y) =
∞∑
k=1

Akmy(λk, y, h)eλkx + Ākmy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mxy(x, y) =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y, h)eλkx + Ākmxy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

где

ω(λk, y, h) =
1

2
[λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky] ;

ϕx(λk, y, h) =
λk
2
{λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky} ;

ϕy(λk, y, h) = −
λ2
k

2
[h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky] ;

mx(λk, y, h) =
λ2
k

2
{(ν − 1)λk sinλkh sinλky− (1.18)

− [(ν + 1) sinλkh− (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky} ;

my(λk, y, h) = −λ2
k
2 ((ν − 1)λky sinλkh sinλky+

+ [(ν + 1) sinλkh+ (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky) ;

mxy(λk, y, h) = −
λ3
k

2
(ν − 1) {h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky}

– функции Фадля – Папковича.
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Функции (1.18) назовем s-представлением функций Фадля – Папковича. Если же
разрешающую функцию F (x) вводить по формулам:

W0(x) = −LWM (α, h)F (x), M0(x) = LWW (α, h)F (x), (1.19)

то получим другие выражения для функций Фадля – Папковича, которые назовем
с-представлением функций Фадля – Папковича.

На продольных границах y = ±h полуполосы граничные условия (1.8) удовлетво-
ряются автоматически. Удовлетворяя с помощью выражений (1.17) граничным усло-
виям, заданным на торце полуполосы x = 0, приходим к задаче определения коэффи-
циентов Ak, Āk из двух разложений по двум системам функций Фадля-Папковича,
например:

Mx(y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y, h) + Ākmx(λ̄k, y, h) ,

Mxy(y) =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y, h) + Ākmxy(λ̄k, y, h) ,
(1.20)

где Mx(y) = Mx(0, y), Mxy(y) = Mxy(0, y) – заданные при x = 0 изгибающий и крутя-
щий моменты. Коэффициенты Ak находятся из системы (1.20), как и в работах [7]–[9],
с помощью функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича.
2. Биортогональные функции. Построим функции Mxk(y), Mxyk(y), биортого-

нальные к функциям Фадля – Папковича (1.18). Функции, получающиеся из функций
Фадля – Папковича путем замены λk комплексным параметром λ, называются порож-
дающими [7], [10].

Как и в статьях [7], [10], биортогональные функции будем искать как решения
уравнений, полагая в них λ вещественным:

∞∫
−∞

mx(λ, y, h)Mxk(y)dy =
λ2L(λ, h)

λ2 − λ2
k

;

∞∫
−∞

mxy(λ, y, h)Mxyk(y)dy =
λ3L(λ, h)

λ2 − λ2
k

. (2.1)

Для комплексных значений λ, в частности при λ = λk ∈ Λ, прямую интегрирования
в формулах (2.1) надо заменить T -образным контуром T , лежащим в плоскости ком-
плексного переменного z = x + iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−h, h]
и луча x ∈ (−∞, 0] [7], [10].

При λ→ λk, в соответствии с асимптотическим равенством [11]

f(λ)− f(λk) = f ′(λk) (λ− λk) ,

из формул (2.1) получаются следующие соотношения биортогональности:∫
T

mx(λm, y, h)Mxk(y)dy =

{
λ2
kMkпри λm = λk;

0 при λm 6= λk,
(2.2)

∫
T

mxy(λm, y, h)Mxyk(y)dy =

{
λ3
kMkпри λm = λk;

0 при λm 6= λk,

где

Mk =
λkL

′(λk, h)

2
=
λkh cos2(λkh)

2
, (0.1)

а L′(λk, h) – производная функции L(λ, h) при λ = λk.
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Понятие биортогональности включает в себя также равенства вида (k, m – любые)∫
T

mx(λ̄m, y, h)M̄xk(y)dy =

{
λ̄2
kM̄k при λ̄k = λ̄m;

0 при λ̄k 6= λ̄m
(2.4)

и ∫
T

mx(λ̄m, y, h)Mxk(y)dy =

∫
T

mx(λm, y, h)M̄xk(y)dy = 0. (2.5)

Они сразу следуют из формул (2.1), (2.2).
Ниже понадобятся разложения порождающих функций и функции L(λ, h) в ряды

по степеням параметра λ:

L(λ, h) = hλ− h3

3
λ3 + ... ;

mx(λ, y, h) = −hλ3 +
h(2h2 + 3νy2 − νh2)2

6
λ5 + ... (2.6)

mxy(λ, y, h) =
hy(h2 − y2)(ν − 1)

6
λ6 +

hy(h4 − y4)(ν − 1)

60
λ8 + ....

Биортогональные функцииMxk(y),Mxyk(y) можно представить в виде суммы финит-
ных, равных нулю вне отрезка |y| ≤ h, и не финитных частей [7], [10]. Финитные части
имеют вид (|y| ≤ h, k = 1, 2, ...):

mxk(y) = − cos(λky)

2(ν − 1)λk sin(λkh)
, mxyk(y) =

sin(λky)

2(ν − 1) sin(λkh)
. (2.7)

Простой способ их построения указан в статье [10].
3. Решение краевой задачи. Пусть на торце x = 0 полуполосы {Π : |x| ≥

0, |y| ≤ h } задан изгибающий моментMx(y) = Mx(0, y), а крутящий моментMxy(y) =
Mxy(0, y) = 0. Тогда система уравнений (1.20) примет вид

Mx(y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y, h) + Ākmx(λ̄k, y, h) ,

0 =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y, h) + Ākmxy(λ̄k, y, h).
(3.1)

Умножая равенства (3.1) соответственно на Mxk(y) + M̄xk(y) и Mxyk(y) + M̄xyk(y)
и интегрируя обе части полученных равенств по контуру T , с учетом соотношений
(2.2), (2.4), (2.5) для каждого номера k = 1, 2, ..., получим систему алгебраических
уравнений (см. (2.3), (2.7))

w∗k = AkMk + ĀkM̄k ,
0 = λkAkMk + λ̄kĀkM̄k,

(3.2)

где
w∗k = wk + w̄k, (3.3)

wk =

h∫
−h

Mx(y)mxk(y)dy, w̄k =

h∫
−h

Mx(y)m̄xk(y)dy. (3.4)
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Поочередно умножая первое уравнение системы (3.2) на λ̄k и λk и вычитая второе
уравнение, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (3.2)

Ak = −
w∗kλ̄k(

λk − λ̄k
)
Mk

, Āk =
w∗kλk(

λk − λ̄k
)
M̄k

. (3.5)

Дальнейшее построение решений состоит в подстановке выражений (3.5) в равенства
(1.17) и последующем выделении по аналогии с работами [12], [13] нуль-рядов. В ре-
зультате получим выражения для прогиба, углов поворота и моментов в полуполосе
(ak = Reλk, bk = Imλk, ak < 0):

W (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
ω (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; Φx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
ϕx (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
;

Φy (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
ϕy (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
;

Mx (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
mx (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; (3.6)

My (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
my (λk, y, h)

λ2
kMk

wkT (x)

}
;Mxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
,

где

C(x) =

{
cos(bkx)− ak sin(bkx)

bk

}
eakx; S(x) = −(a2

k + b2k)
sin(bkx)

bk
eakx;

T (x) = −(a2
k + b2k)

{
cos(bkx) +

ak sin(bkx)

bk

}
eakx.

На основании зависимостей (1.1) и (1.5) получим:

Qx(x, y) =
∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
, Qy(x, y) =

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
, (3.7)

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
=
∂Mx

∂x
+ 2

∂Mxy

∂y
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
=
∂My

∂y
+ 2

∂Mxy

∂x
.

(3.8)

Подставляя выражения (3.6) в равенства (3.7), (3.8), получим формулы для перере-
зывающих сил Qx(x, y), Qy(x, y) и Kx(x, y),Ky(x, y):

Qx (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
λkmx (λk, y, h) ·dC(x)/dx+ S(x) · dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wk

}
,

Qy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
T (λk, x, l) · dmy (λk, y, h)/dy + λkmxy (λk, y, h) ·dS(x)/dx

λ2
kMk

wk

}
,

Kx (x, y) = Qx (x, y) +

∞∑
k=1

2Re

{
dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wkS(x)

}
,

Ky (x, y) = Qy (x, y) +
∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wk·dS(x)/dx

}
.
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Пример. Пусть h = 1, Mx(y) = y4− 1, 2y2h2 + 0, 2h4. На рис. 1–4 показаны кривые
распределения прогиба, моментов и перерезывающих сил на торце полуполосы.

Рис. 1

Рис. 2
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Рис. 3

Рис. 4

Заключение. Впервые дано точное аналитическое решение краевой задачи изгиба
полуполосы, продольные стороны которой защемлены, а на торце задан изгибающий
момент. Как и в случае плоской задачи теории упругости [7]–[9], решение строится
в виде разложений по функциям Фадля – Папковича (однородным решениям), по
существу, по той же схеме, что и решение в тригонометрических рядах. Искомые
коэффициенты разложений находятся с помощью систем функций, биортогональных
к функциям Фадля – Папковича.
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Abstract. The exact analytical solution of a boundary value problem of a bend of a semi-strip
which long sides are clamped, and at an end-wall the bending moment is set. The solution is
submitted in series on Fadle – Papkovich functions. Required coefficients of series are by means of
systems of functions, biorthogonal to Fadle – Papkovich functions.
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Аннотация. Рассмотрена тонкая пластина из упругой изотропной среды (матрицы) и распре-
деленных в ней одинаковых волокон (включений) из другого упругого материала при изгибе.
Считается, что материал связующей среды ослаблен двоякопериодической системой сквозных
трещин неравной длины коллинеарных осям абсцисс и ординат. Берега трещины свободны от
внешних нагрузок. Принято, что пластина подвергается изгибу средними моментами (изгиб
на бесконечности). Ресурс работы изгибаемой пластины из композитного материала, арми-
рованного однонаправленными волокнами, зависит от распределения напряжений в зонах
взаимодействия ее элементов. Несущую способность композита можно повысить с помощью
изменения геометрии соединения связующего и волокна. Решена обратная задача механики
разрушения по определению оптимальной формы волокна, обеспечивающей минимизацию
коэффициентов интенсивности напряжений (моментов) в окрестности вершин трещин. Пред-
ложены критерий и метод решения задачи по предотвращению разрушения композита при
действии заданной системы внешних изгибающих нагрузок. Построена замкнутая система ал-
гебраических уравнений, позволяющая получить решение задачи оптимального проектирова-
ния композита в зависимости от геометрических и механических характеристик связующего
и волокна. Найденная форма поперечного сечения однонаправленных волокон обеспечивает
повышение несущей способности композита.
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Введение. Как показывает практика, многокомпонентные среды (композиты) бо-
лее надежны и долговечны, чем однородные [1], [2]. Кроме того, известно, что проч-
ность зависит также от ее формы.

Процесс разрушения волокнистых композитных материалов определяется взаимо-
действием волокон с матрицей (связующим). Рассматривается составная упругая пла-
стина, состоящая из упругой среды (матрицы) и распределенных в ней волокон из дру-
гого упругого материала. Подкрепляющие элементы (волокна) сравнительно неболь-
шие по объему, существенно влияют на прочность составной пластины [1]. Ресурс
работы составной пластины зависит от распределения напряжений в зонах взаимо-
действия ее элементов, поэтому оптимальное проектирование (определение оптималь-
ных характеристик) таких материалов имеет важное значение. Оптимальное проек-
тирование материалов и конструкций представляет собой обратную задачу механики
деформируемого твердого тела. Работоспособность составной пластины (композита)
можно повысить с помощью конструкторско-технологических приемов, в частности
путем изменения геометрии соединения ее элементов.

Армированные волокна проектируют в основном круглого поперечного сечения.
Как показывает опыт, от идеальной конструкторской геометрии реальные поверхно-
сти сечений подкрепляющих волокон отличаются наличием неровностей, являющих-
ся неизбежным следствием процесса их изготовления. Несмотря на малые размеры
неровностей, они могут оказывать существенное влияние на несущую способность
композита. Поэтому исследование влияния параметров геометрии соединения связу-
ющего с волокнами на несущую способность крайне актуально.
Постановка задачи. Пусть неограниченная пластина из композитного материа-

ла подвергается изгибу средними моментами (изгиб на бесконечности) Mx = M∞x ,
My = M∞y , Hxy = 0. Рассмотрим составную упругую пластину, состоящую из матри-
цы (области D∗) и распределенных в ней одинаковых волокон с поперечным сечением,
близким к круговому (рис. 1). Считается, что материал связующей среды ослаблен
двоякопериодической системой сквозных прямолинейных трещин коллинеарных осям
абсцисс и ординат неравной длины. Обозначим границу раздела различных упругих
сред через L′m,n (m,n =0,± 1, ...). Полагаем, что неизвестную границу L′m,n соединения
волокна со связующим можно представить в виде

r = ρ (θ) = λ+ εH (θ) , (1)

а центры двоякопериодической системы волокон расположены в точках

Pmn = mω1 + nω2, ω1 = 2, ω2 = 2`∗ exp(iα), `∗>0, Imω2>0,

где ε – малый параметр, равный Rmax/λ; Rmax – наибольшая высота неровности
профиля контура L′m,n от окружности радиусом r = λ.

Считается, что всюду на границе соединения L′m,n имеет место жесткое сцепление
материалов. Берега трещин свободны от внешних нагрузок и в процессе деформации
композита не входят в контакт. Начало системы координат совмещаем с геометри-
ческим центром круга L0,0 (r = λ) в плоскости композита. Для оптимизации несу-
щей способности составной пластины предлагается метод, заключающийся в выборе
формы поверхности поперечного сечения волокна, обеспечивающей повышение несу-
щей способности композита. Таким образом, требуется определить такую геометрию
поверхности соединения волокна и связующего, чтобы созданное им упругое напря-
женное поле препятствовало бы росту трещин в композите. Очевидно, что чем ниже
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Рис. 1. Расчетная схема задачи минимизации

коэффициенты интенсивности напряжений (параметры разрушения) в окрестности
вершин трещин в составной пластине, тем выше ее несущая способность. Решению
подобных задач механики посвящены работы [3]–[9].

Управляющими переменными принимаем параметры границы соединения волокон
и связующего. Представим границу неизвестного контура L′m,n в виде (1), где функ-
ция H(θ) подлежит определению в процессе решения задачи оптимизации. Без потери
общности поставленной задачи оптимизации принимаем, что искомая функция H(θ)
симметрична относительно координатных осей и может быть представлена виде от-
резка тригонометрического ряда Фурье. Таким образом, задача оптимизации сводится
к определению коэффициентов d2k (параметров управления) этого ряда Фурье.

Согласно теории квазихрупкого разрушения Ирвина – Орована параметром, ха-
рактеризующим напряженное состояние в окрестности кончика трещины, является
коэффициент интенсивности напряжений. Следовательно, ответственной за разру-
шение материала композита можно считать величину максимального коэффициента
интенсивности напряжений в окрестности кончика трещины. Для нахождения геомет-
рии соединения материалов введем в рассматриваемую задачу в качестве критерия
определения геометрии соединения (функцииH(θ)) минимизацию коэффициентов ин-
тенсивности напряжений (моментов). Для предотвращения роста трещин достаточно,
чтобы в окрестности вершин трещин все коэффициенты интенсивности напряжений
были равны нулю. Требуется найти такую функцию H(θ), чтобы созданное в процессе
нагружения композита изгибающими моментами напряженно-деформированное поле
препятствовало росту трещин. Это дополнительное условие позволяет определить ис-
комую функцию H(θ) геометрии соединения материалов.

На основании симметрии граничных условий и геометрии области D∗, занятой
упругой средой, напряжения в связующем являются двоякопериодическими функци-
ями ω1 и ω2. Отделим мысленно волокно от связующего. При деформации композита
смежные точки контуров волокон и связующего будут иметь одинаковые перемеще-
ния, а усилия, действующие со стороны связующего на любое волокно, будут равны
по величине и противоположны по знаку усилиям, действующим на связующее со
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стороны волокна. Так как решение задачи для связующего обладает свойством двоя-
копериодичности, достаточно рассмотреть условия сопряжения связующего и волокна
лишь вдоль контура L′0,0.
Метод решения задачи. Введем обозначения: w0 – прогиб (волокна) области S′0.0,

ограниченной контуром L′0,0, а w – прогиб пластины вне областей S′m.n (m,n =0,± 1, ...
) соприкасания волокон поперечного сечения, близкого к круговому. Представим эти
прогибы через бигармонические функции.

Комплексные потенциалы, относящиеся к связующему, обозначим через Φ(z) и
Ψ(z), а относящиеся к волокну – через Φ0(z) и Ψ0(z). Искомые функции (напря-
жения, моменты, прогиб, коэффициенты интенсивности напряжений) ищем в виде
разложений по малому параметру, в которых пренебрегаем членами, содержащими ε
в степени выше первой. Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференци-
альных уравнений технической теории изгиба пластин. Значения компонент тензора
напряжений (моментов) при r = ρ(θ) найдем, разлагая в ряд выражения для моментов
в окрестности r = λ.

Используя процедуру метода возмущений, на основании граничных условий рас-
сматриваемой задачи получим граничные условия задачи на контуре L0,0 (τ =
λ exp(iθ)) для комплексных потенциалов:

для нулевого приближения

Φ(0) (τ) + Φ(0) (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ(0)′ (τ) + Ψ(0) (τ)

]
= (2)

= Φ
(0)
0 (τ) + Φ

(0)
0 (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ Φ
(0)′

0 (τ) + Ψ
(0)
0 (τ)

]
на L0,0,

кΦ(0) (τ) + Φ(0) (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ(0)′ (τ) + Ψ(0) (τ)

]
=

=
D0 (1− v0)

D (1− v)

{
к0Φ

(0)
0 (τ) + Φ

(0)
0 (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ

(0)′

0 (τ) + Ψ
(0)
0 (τ)

]}
,

κΦ(0) (t) + Φ(0) (t) + tΦ(0)′ (t) + Ψ(0) (t) = iC(0), (3)

κΦ(0)(t1) + Φ(0)(t1) + t1Φ(0)′(t1) + Ψ(0)(t1) = iC
(0)
1 ;

для первого приближения

Φ(1) (τ) + Φ(1) (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ(1)′ (τ) + Ψ(1) (τ)

]
= (4)

= Φ
(1)
0 (τ) + Φ

(1)
0 (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ Φ
(1)′

0 (τ) + Ψ
(1)
0 (τ)

]
+ f1 + if2 на L0,0,

кΦ(1) (τ) + Φ(1) (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ(1)′ (τ) + Ψ(1) (τ)

]
=

=
D0 (1− v0)

D (1− v)

{
к0Φ

(1)
0 (τ) + Φ

(1)
0 (τ)− τ2

λ2

[
λ2

τ
Φ

(1)′

0 (τ) + Ψ
(1)
0 (τ)

]}
+ g∗1 + ig∗2,

κΦ(1) (t) + Φ(1) (t) + tΦ(1)′ (t) + Ψ(1) (t) = iC(1), (5)

κΦ(1)(t1) + Φ(1)(t1) + t1Φ(1)′(t1) + Ψ(1)(t1) = iC
(1)
1 .

Здесь τ = λeiθ +mω1 +nω2 (m,n = 0, ±1, ±2, ...); v и v0 – коэффициенты Пуассона
связующего и волокна соответственно; к = − (3 + v)/(1− v); к0 = − (3 + v0)/(1− v0);
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функция f1 + if2 выражается через функцию H (θ) и компоненты перемещений на
контуре L0,0 нулевого приближения; аналогично функция g∗1 + ig∗2 зависит от функ-
ции H (θ) и компонент напряжений при τ = λeiθ нулевого приближения; D и D0 –
цилиндрическая жесткость связующего и волокна; t и t1 – аффиксы берегов трещин,
коллинеарных осям абсцисс и ординат соответственно; C и C1 – действительные по-
стоянные, определяемые в ходе решения задачи из условия равенства нулю скачка
прогиба в вершинах трещин.

Рассматриваемая задача определения напряженно-деформированного состояния
составной пластины сводится в каждом приближении к отысканию двух функций
Φ0(z), Ψ0(z) и Φ(z), Ψ(z) комплексного переменного z = x+iy, аналитических в со-
ответствующих областях и удовлетворяющих соответствующим граничным условиям
(2), (3) и (4), (5).

Комплексные потенциалы Φ
(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z) регулярны в области S0,0, ограниченной

контуром L0,0, и, следовательно, могут быть представлены в виде [10]

Φ
(0)
0 (z) =

∞∑
k=0

a
(0)
2k z

2k, Ψ
(0)
0 (z) =

∞∑
k=0

b
(0)
2k z

2k. (6)

Комплексные потенциалы Φ(0)(z) и Ψ(0)(z) в рассматриваемом случае (изгиб на
бесконечности) ищем в виде

Φ(0)(z) = Φ
(0)
1 (z) + Φ

(0)
2 (z) + Φ

(0)
3 (z),

Ψ(0)(z) = Ψ
(0)
1 (z) + Ψ

(0)
2 (z) + Ψ

(0)
3 (z),

Φ(0)(z) =
∞∑
k=0

α0
2k+2

λ2k+2γ(2k)(z)

(2k + 1)!
−
M∞x +M∞y
4D(1 + v)

, (7)

Ψ(0)(z) =
1

2

M∞y −M∞x
D(1− v)

+

∞∑
k=0

β0
2k+2

λ2k+2γ(2k)(z)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=0

α0
2k+2

λ2k+2Q(2k+1)(z)

(2k + 1)!
,

Φ2(z) =
1

πi(1 + κ∗)

∫
L

g(0)(t)ζ(t− z)dt+A,

Ψ2(z) =
1

πi(1 + κ∗)

∫
L

g(0)(t) [κζ(t− z) +Q(t− z)− tγ(t− z)] dt+B,

Φ3(z) =
1

πi(1 + κ∗)

∫
L1

g
(0)
1 (t1)ζ(t1 − z)dt1,

Ψ3(z) = − 1

π(1 + κ∗)

∫
L1

{
g

(0)
1 (t1)κ∗ζ(it1 − z)− g(0)

1 (t1) [Q(it1 − z) + it1γ(it1 − z)]
}
dt1.

Здесь γ(z) – эллиптическая функция Вейерштрасса, Q(z) – специальная мероморфная
функция [11].

Интегралы в (8) берутся по линии L = (−`, λ1)∪ (λ1, `) и L1 = (−b, a)∪ (a, b), g(0)(x)

и g(0)
1 (y) – искомые функции, характеризующие раскрытие берегов трещин в нулевом

приближении; κ∗ = (3− ν)/(1− ν).
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Из условий равенства нулю главного вектора и главного момента сил, действующих
на дугу, соединяющую две конгруэнтные точки в области D∗, занятой материалом
связующего, следует

(kA− Ā)ωk − B̄ωk = −(δk + δk)a
0
∗ + (γk + δk)a0

∗ + (δk − δk)b0∗+ (8)

+(δk − γk)b0∗ + β0
2λ

2δk − α0
2λ

2(kδk − γk) (k=1,2),

a0
∗ =

κ∗
πi(1 + κ∗)

∫
L

tg(0)(t)dt, b0∗ = − κ∗
πi(1 + κ∗)

∫
L1

t1g
(0)
1 (t1)dt1.

Из условия симметрии относительно координатных осей находим, что

Imα0
2k = 0, Imβ0

2k = 0 (k = 0, 1, 2, ...).

К основным представлениям (6), (8) следует добавить дополнительные условия, вы-
текающие из физического смысла задачи

−λ1∫
−`

g(0)(t)dt = 0,

`∫
λ1

g(0)(t)dt = 0, (9)

−a∫
−b

g
(0)
1 (t1)dt1 = 0,

b∫
a

g
(0)
1 (t1)dt1 = 0.

Обозначим левую часть краевого условия (2) через f0
1 − if0

2 . Считаем, что на контуре
L0,0 (τ = λ exp(iθ)) функция f0

1 − if0
2 разлагается в ряд Фурье, который на основании

симметрии задачи имеет вид

f0
1 − if0

2 =

∞∑
k=−∞

A0
2ke

2ikθ, ImA0
2k = 0.

Для определения потенциалов Φ
(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z) на контуре L0,0 будем иметь граничное

условие

Φ
(0)
0 (τ) + Φ

(0)
0 (τ)−

[
τ̄Φ

(0)′

0 (τ) + Ψ
(0)
0 (τ)

]
e2iθ =

∞∑
k=−∞

A
(0)
2k e

2ikθ. (10)

Подставив комплексные потенциалы (6) в граничное условие (10) и приравнивая ко-
эффициенты рядов Фурье в левой и правой частях, получим

Φ
(0)
0 (z) =

A0
0

2
+
∞∑
k=1

A0
2k

( z
λ

)2k
, (11)

Ψ
(0)
0 (z) = −

∞∑
k=0

[
(2k + 1)A0

−2k−2 +A2k+2

] ( z
λ

)2k
.

С помощью потенциалов (11) после некоторых преобразований запишем краевые усло-
вия на контуре L0,0 для комплексных потенциалов Φ(0)(z) и Ψ(0)(z) в виде

Φ(0)(τ) + Φ(0)(τ)− τ
[
Φ(0)′(τ) + Ψ(0)(τ)

]
e2iθ =

∞∑
k=−∞

A0
2ke

2ikθ,
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κΦ(0)(τ) + Φ(0)(τ)−
[
τΦ(0)′(τ) + Ψ(0)(τ)

]
e2iθ = (12)

=
D0 (1− ν0)

D (1− ν)

{
A0

0

1 + κ0

2
+
∞∑
k=1

A0
2ke

2ikθ + κ0

∞∑
k=1

A0
−2ke

−2ikθ

}
.

Используя методы решения, изложенные в [11], [12] и удовлетворяя (12), получим три
бесконечные системы линейных алгебраических уравнений относительно α0

2k, β
0
2k и

A0
2k. Эти системы имеют громоздкий вид. Однако в большинстве практически важ-

ных случаев их можно урезать до двух-трех уравнений и получить весьма точные
результаты [11] для рабочих диапазонов изменения радиуса λ.

В полученные системы алгебраических уравнений входят посредством интеграль-
ных членов искомые функции g(0)(x) и g(0)

1 (y). Для их определения используем гра-
ничное условие на берегах трещин. Требуя, чтобы комплексные потенциалы (8) удо-
влетворяли граничному условию (3), получим два сингулярных интегральных урав-
нения относительно искомых функций g(0)(x) и g(0)

1 (y) нулевого приближения:

1 + κ

πi(1 + κ)

∫
L

g(0)(t)ζ(t− x)dt+
1

πi(1 + κ∗)∫
L

g(0)(t) [κ∗ζ(t− x) +Q(t− x)− (t− x)γ(t− x)] dt−

−κ∗A+ Ā+ B̄ + (1 + κ)Φ∗(x) + xΦ′∗(x) + Ψ∗(x) = iC(0), (13)

Φ∗(x) = Φ
(0)
1 (x) + Φ

(0)
3 (x), Ψ∗(x) = Ψ

(0)
1 (x) + Ψ

(0)
3 (x),

− 1 + κ

πi(1 + κ∗)

∫
L1

g
(0)
1 (t1)

[
iζ(it− iy)− iζ(it− iy)

]
dt1+

+
1 + κ

πi(1 + κ∗)

∫
L

g
(0)
1 (t1)

[
−iζ(it− iy) + iQ(it− iy) + (it− iy)γ(it− iy)

]
dt1+N(y) = iC

(0)
1 ,

N(y) = κΦs(iy) + Φs(iy) + iyΦ′s(iy) + Ψs(iy),

Φs(x) = Φ
(0)
1 (x) + Φ

(0)
3 (x), Ψs(x) = Ψ

(0)
1 (x) + Ψ

(0)
3 (x).

Для определения постоянной C(0) (в общем случае кусочно-постоянной функции) име-
ем [13] следующие соотношения:

Re

−λ1∫
−`

t̄g(0)(t)dt = 0, Re

`∫
λ1

t̄g(0)(t)dt = 0,

обеспечивающие равенство нулю скачка прогиба в вершинах трещин L. Аналогично
для определения постоянной C(0)

1 имеем соотношения

Re

−a∫
−b

t1g
(0)
1 (t1)dt1 = 0, Re

b∫
a

t1g
(0)
1 (t1)dt1 = 0,

обеспечивающие равенство нулю скачка прогиба в вершинах трещин L1.
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Сингулярные интегральные уравнения (13) и алгебраические системы уравнений
являются основными разрешающими уравнениями задачи, позволяющими опреде-
лить g(0)(x), g(0)

1 (y) и коэффициенты α0
2k, β

0
2k, A

0
2k, a

0
2k и b02k.

Изгибающие и крутящие моменты при λ1>λи a>λ независимо от условий на гра-
нице соединения материалов имеют в окрестности обоих концов трещин корневую
особенность.

Используя процедуру алгебраизации [14], [15] интегральных уравнений, получим
две конечные системы алгебраических уравнений для определения приближенных
значений искомых функций g(0)(x) и g

(0)
1 (y) в узловых точках разбиения интервала

интегрирования. После определения значений g(0)(x) и g
(0)
1 (y) в узловых точках на-

ходятся коэффициенты интенсивности напряжений у вершин трещин x = `, x = λ1,
y = b, y = a в нулевом приближении.

После нахождения решения в нулевом приближении можно перейти к решению
задачи в первом приближении. При формально заданном H(θ) на основании реше-
ния в нулевом приближении находятся функции f1 + if2 и g∗1 + ig∗2. Комплексные
потенциалы Φ

(1)
0 (z), Ψ

(1)
0 (z) и Φ(1)(z), Ψ(1)(z) ищутся в виде, аналогичном (6), (8), с

очевидными изменениями. Дальнейший ход решения краевой задачи (4), (5) такой
же, как в нулевом приближении.

При заданной функции H(θ) полученные алгебраические уравнения являются за-
мкнутыми и позволяют исследовать напряженно-деформированное состояние компо-
зита, найти коэффициенты интенсивности напряжений (моментов) в окрестности кон-
чиков трещин для каждого профиля поперечного сечения волокна.

Для решения обратной задачи используем условие равенства нулю (минимизации)
коэффициентов интенсивности напряжений (моментов) в окрестности кончиков тре-
щин, т. е. коэффициентами d2k искомой функции H(θ) надо так распорядиться, чтобы
обеспечивалось равенство нулю коэффициентов интенсивности напряжений (момен-
тов) в кончиках трещин.

Требуем, чтобы коэффициенты интенсивности напряжений K`
I, K

λ1

I , Kb
I, K

a
I в вер-

шинах трещин были равны нулю
M∑
m=1

(−1)M+m
[
g(0)(tm) + εg(1)(tm)

]
tg

2m− 1

4M
π = 0, (14)

M∑
m=1

(−1)m
[
g(0)(tm) + εg(1)(tm)

]
ctg

2m− 1

4M
π = 0,

M∑
m=1

(−1)M+m
[
g

(0)
1 (tm) + εg

(1)
1 (tm)

]
tg

2m− 1

4M
π = 0, (15)

M∑
m=1

(−1)m
[
g

(0)
1 (tm) + εg

(1)
1 (tm)

]
ctg

2m− 1

4M
π = 0.

Добавляя эти четыре линейных уравнения (14), (15) к объединенной системе, о кото-
рой говорилось выше, получим замкнутую алгебраическую систему для определения
всех неизвестных, в том числе и коэффициентов dk.
Анализ результатов моделирования. Система уравнений (14), (15) совместно с

алгебраическими системами для α0
2k, β

0
2k, A

0
2k, a

0
2k, b

0
2k, g

(0)
k = g(0)(tk), g

(0)
1k = g

(0)
1 (tk) и
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их аналогами в первом приближении позволяет определить оптимальную форму гра-
ницы раздела сред, напряженно-деформированное состояние композита. Бесконечные
алгебраические системы относительно αk, βk, Ak в каждом приближении имеют весь-
ма громоздкий вид. Так как 0<λ<1, а параметр λ входит в высоких степенях в дан-
ные системы, то это упрощает расчеты. В большинстве практически важных задач
каждую из этих систем можно урезать до нескольких уравнений и, несмотря на это,
получить достаточно точные результаты для рабочих диапазонов радиуса λ сечения
волокна.

Для численной реализации изложенного способа решались упомянутые выше ал-
гебраические системы. Использовался метод редукции алгебраических систем. Ис-
следовался односторонний изгиб пластины постоянными моментами M∞y (M∞x = 0),
всесторонний изгиб моментами M∞x = M∞y = M0. Урезанные системы решались ме-
тодом Гаусса с выбором главного элемента в зависимости от радиуса армированного
волокна.

В расчетах было принято для связующего ν = 0, 28; µ = 2, 5 · 105МПа; для волокна
ν0 = 0, 32; µ0 = 4, 5 · 105МПа.

В таблицах 1 и 2 приведены результаты расчетов коэффициентов dk искомой функ-
ции H(θ) для различных значений параметра λ. Коэффициенты разложения даются
в безразмерном виде d∗k = dk/λ. Таблица 1 соответствует различным значениям ра-
диуса отверстий для квадратной сетки отверстий (ω1 = 2, ω2 = 2i), таблица 2 – для
треугольной сетки отверстий (ω1 = 2; ω2 = 2 exp(iπ/3)).

Таблица 1
Результаты расчета коэффициентов d2k для квадратной сетки отверстий

λ d0 d4 d8 d12

ОИ ВИ ОИ ВИ ОИ ВИ ОИ ВИ
0,2 0,098 0,086 0,059 0,052 0,032 0,028 0,012 0,009
0,3 0,125 0,113 0,083 0,076 0,038 0,031 0,016 0,010
0,4 0,154 0,131 0,105 0,093 0,062 0,036 0,019 0,015
0,5 0,172 0,157 0,123 0,097 0,072 0,039 0,022 0,017
0,6 0,196 0,178 0,134 0,102 0,081 0,042 0,027 0,021
0,7 0,209 0,197 0,141 0,116 0,093 0,056 0,031 0,029

Таблица 2
Результаты расчета коэффициентов d2k для треугольной сетки отверстий

λ d0 d6 d12 d18

ОИ ВИ ОИ ВИ ОИ ВИ ОИ ВИ
0,2 0,081 0,067 0,049 0,042 0,031 0,023 0,008 0,005
0,3 0,099 0,086 0,072 0,059 0,036 0,026 0,013 0,007
0,4 0,131 0,118 0,087 0,082 0,042 0,032 0,019 0,013
0,5 0,156 0,132 0,092 0,093 0,049 0,045 0,021 0,016
0,6 0,169 0,147 0,113 0,098 0,057 0,047 0,025 0,021
0,7 0,181 0,165 0,128 0,115 0,079 0,063 0,034 0,028
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Здесь ОИ – односторонний изгиб, ВИ – всесторонний изгиб.
Найденное оптимальное решение способствует повышению несущей способности

композита.
Заключение. Предложено решение задачи по предотвращению разрушения ком-

позита, армированного однонаправленными волокнами при действии заданной систе-
мы внешних изгибающих нагрузок. Построена замкнутая система алгебраических
уравнений, позволяющая получить решение оптимального проектирования компо-
зита в зависимости от геометрических и механических характеристик связующего
и подкрепляющих волокон. Найденная форма соединения материалов обеспечивает
минимизацию параметров разрушения (коэффициентов интенсивности напряжений)
и повышает несущую способность композита.

Результаты рассмотренной теоретической работы дают новые возможности опти-
мального проектирования линейно-армированных композитов за счет выбора формы
соединения связующего и волокна.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Фудзии Т., Дзако М. Механика разрушения композиционных материалов. М.:
Мир, 1982. 232 с.

[2] Решетов Д. Н. Состояние и тенденции развития деталей машин // Вестник ма-
шиностроения. 2000. № 10. С. 11–15.

[3] Mirsalimov V. M., Allahyarov E. A. The breaking crack build-up in perforated planes
by uniform ring switching // Int. J. Fracture. 1996. Vol. 79, № 1. P. 17–21.

[4] Гаджиев Г. Х., Мирсалимов В. М. Обратная задача механики разрушения для
составного цилиндра контактной пары // Проблемы механики: сб. ст. к 90-летию со
дня рождения А. Ю. Ишлинского / под ред. Д. М. Климова. М.: Физматлит, 2003. С.
196–207.

[5] Мирсалимов В. М. Обратная периодическая задача теории изгиба пластины с
упругими включениями // Известия РАН. Механика твердого тела. 2006. № 3. С.
171–179.

[6] Мирсалимов В. М. Оптимальное проектирование составной пластины, ослаблен-
ной периодической системой трещин // Известия РАН. Механика твердого тела. 2007.
№ 2. С. 75–86.

[7] Мирсалимов В. М. Обратная задача механики разрушения для составного ци-
линдра // Известия РАН. Механика твердого тела. 2009. № 1. С. 115–173.

[8] Мирсалимов В. М., Аскаров В. А. Обратная двоякопериодическая задача тео-
рии изгиба пластин для композита, армированного однонаправленными волокнами //
Механика машин, механизмов и материалов. 2014. № 2. C. 51–55.

[9] Мирсалимов В. М., Аскаров В. А. Минимизация параметров разрушения в ком-
позите при изгибе // Меxаника композитныx матеpиалов. 2015. Т. 51, № 6. С. 1049–
1060.

[10] Мусхелишвили Н. И. Некоторые основные задачи математической теории упру-
гости. М.: Наука, 1966. 707 с.

[11] Григолюк Э. И., Фильштинский Л. А. Перфорированные пластины и оболочки.
М.: Наука, 1970. 556 с.

[12] Мирсалимов В. М. Взаимодействие периодической системы упругих включений
и прямолинейных трещин в изотропной среде // Прикладная механика и техническая
физика. 1978. № 1. С. 164–174.



МИНИМИЗАЦИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ... 115

[13] Саврук М. П. Двумерные задачи упругости для тел с трещинами. Киев: Нау-
кова думка, 1981. 324 с.

[14] Панасюк В. В., Саврук М. П., Дацышин А. П. Распределение напряжений около
трещин в пластинах и оболочках. Киев: Наукова думка, 1976. 443 с.

[15] Ladopoulos E. G. Singular integral equations: Linear and non-linear theory and its
Applications in Science and Engineering. Berlin Heidelberg: Springer Verlag, 2000. 436 p.

V. M. Mirsalimov1,2, V. A. Askarov2

MINIMIZATION OF STRESS INTENSITY FACTORS FOR COMPOSITE
REINFORCED BY UNIDIRECTIONAL FIBERS AT BENDING

1Azerbaijan Technical University, Baku, Azerbaijan

2Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan

Abstract. A thin elastic plate of an isotropic elastic medium (matrix) and allocated in it fibers
(inclusions) of another elastic material at bending is considered. It is assumed that the material
of the binder medium is weakened by doubly periodic system of through unequal length cracks
collinear to axis and ordinate axes. The crack faces are free from external loads. Work resource
of bending plate of composite material reinforced by unidirectional fibers depends on the stress
distribution in the zones of interaction of its elements. Serviceability of the composite can be
improved by changing the geometry of binder and fibers joint. The inverse problem of fracture
mechanics to determine the optimal fibers shape providing the minimization of the stress intensity
factors (moments) in the vicinity of crack tips, is solved. The criterion and solving method of
the problem of fracture preventing for the composite under action of the given system of external
bending loads are proposed. A closed system of equations, allowing to obtain the solution of optimal
design problem for the composite depending on the geometrical and mechanical characteristics of
the binder and fibers, is constructed. The obtained cross-section shape of the unidirectional fibers
provides the increase of composite serviceability.
Keywords: binder, fibers, bending, plate of composite material, cracks, stress intensity factors,
minimization of fracture parameters.
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К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО СОСТОЯНИЯ
ИДЕЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОГО СЖИМАЕМОГО МАССИВА,

ОСЛАБЛЕННОГО СФЕРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Методом малого параметра определены нулевые и первые приближения напря-
жений в упругой и пластической областях, а также нулевое приближение границы упруго-
пластической зоны для сжимаемого пространства, ослабленного сферической полостью.

Ключевые слова: напряжения, деформации, сферическая полость.
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В практике горного дела, строительной механике и других смежных областях важ-
ное место имеет определение напряженного и деформированного состояния массива
вокруг полостей и выемок.

В данной работе исследуется напряженное состояние идеальнопластического сжи-
маемого массива вблизи сферической полости. В постановке задачи внутри полости
давление отсутствует, а на бесконечности приложены взаимно-перпендикулярные уси-
лия. Задача решена методом малого параметра, в сферической системе координат, в
безразмерных единицах длины (все величины, имеющие размерность длины, отнесены
к радиусу сферической полости ρ0).

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды определено в виде
[1]:

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)

где σ′ij – компоненты девиатора напряжения, k0 – коэффициент сцепления, a = tgα –
коэффициент внутреннего трения, α – угол внутреннего трения.
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Для решения задачи в сферической системе координат используем уравнения рав-
новесия [2]:

∂σρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τρθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τρϕ
∂ϕ

+
1

ρ
(2σρ − σθ − σϕ + τρθctgθ) = 0,

∂τρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τθϕ
∂ϕ

+
1

ρ
((σθ − σϕ)ctgθ + 3τρθ) = 0, (2)

∂τρϕ
∂ρ

+
1

ρ

∂τθϕ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂σϕ
∂ϕ

+
1

ρ
(3τρϕ + 2τθϕctgθ) = 0.

Условия пластичности Треска – Сен-Венана [3] с учетом (1):(
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σθ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

ρθ = 0,(
σθ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σϕ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

θϕ = 0, (3)(
σϕ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

ρϕ = 0,

а также (
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
· τθϕ = τρθ · τρϕ,(

σϕ − σ +
2

3
(k0 + aσ)

)
· τρθ = τρϕ · τθϕ, (4)(

σθ − σ +
2

3
(k0 + aσ)

)
· τρϕ = τρθ · τθϕ.

Граничные условия:
σρl + τρθm+ τρϕn = Pρ,

τρθl + σθm+ τθϕn = Pθ, (5)
τρϕl + τθϕm+ σϕn = Pϕ,

где σρ, τρθ... – компоненты девиатора напряжения, l, m, n – направляющие косинусы
нормали, Pρ, Pθ, Pϕ – проекции усилий на оси ρ, θ, ϕ, σ = (σρ + σθ + σϕ)/3 – среднее
давление.

Компоненты напряжения представим в виде рядов по малому параметру δ (δ � 1):

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σϕ = σ0
ϕ + δσ′ϕ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρϕ = τ0

ρϕ + δτ ′ρϕ, τθϕ = τ0
θϕ + δτ ′θϕ.

(6)

Условия пластичности (3) и (4) могут быть удовлетворены в трех случаях, один из
которых:

σ0
θ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,
σ0
ϕ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,

σ0
ρ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) 6= 0
(7)

соответствует сферической полости.
Решая совместно (8) и (3), получим:

σ0
θ = σ0

ϕ, τ
0
ρθ = τ0

ρϕ = τ0
θϕ. (8)

Тогда (6) с учетом (8) примет вид:

σ0 = (σ0
ρ + 2σ0

θ)/3. (9)
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Решая совместно (8) и (9), получим:

σ0
θ = σ0

ρ/А +D, (10)

где А = (3 + 4a)/(3− 2a), D = −6k0/(3 + 4a).
Уравнения равновесия (2) с учетом (8) примут вид:

∂σ0
ρ

∂ρ
+

2

ρ
(σ0
ρ − σ0

θ) = 0,
∂σ0

θ

∂θ
=
∂σ0

ϕ

∂ϕ
= 0. (11)

Подставляя (10) в первое уравнение (11) и принимая во внимание, что внутри сфери-
ческой полости давление отсутствует, получим для компонент нормального напряже-
ния в нулевом приближении в пластической области:

σ0р
ρ = k0(ρ−

12a
3+4a − 1)/a, σ0р

θ = σ0р
ϕ = k0(ρ−

12a
3+4a − 1)/a ·А +D. (12)

Для определения компонент напряжения в нулевом приближении в упругой области
используем: уравнения равновесия (11), уравнение несжимаемости:

εoeρ + εoeθ + εoeϕ = 0, (13)

где εoeρ , εoeθ , ε
oe
ϕ – деформации вдоль осей ρ, θ, ϕ в упругой области, геометрические

уравнения:

ε0e
ρ = ∂U/∂ρ, ε0e

θ = ε0e
ϕ = U/ρ, (14)

где U – перемещение вдоль оси ρ, физические уравнения (закон Гука), принимая во
внимание, что коэффициент Пуассона для несжимаемого материала µ = 1/2:

εoeρ = (σoeρ − σoeθ )/E, εoeθ = εoeϕ = (σoeθ − σoeρ )/2E, (15)

где Е – модуль упругости.
Решая совместно (13), (14), (15) и принимая во внимание условие сопряжения на

границе β0 упрогопластической зоны: σ0е
ρ |ρ = β0 = σ0р

ρ |ρ=β0 , σ
0е
θ |ρ=β0 = σ0р

θ |ρ=β0 и
что на бесконечности приложены усилия σ0е

ρ |ρ =∞ = −р0, получим:

β0 =

(
D

2(p0a− k0)

) 3+4a
12a

,

σ0е
ρ = − 2D

3ρ3
β

9
3+4a

0 − p0,

σ0е
θ = σ0е

ϕ =
D

3ρ3
β

9
3+4a

0 − p0.

(16)

Найдем компоненты возмущенных напряжений в пластической области.
Линеаризируя условия пластичности (3), (4) и принимая во внимание (8), (8), по-

лучим:

σ′ρ = Аσ̃′, (17)

где σ̃′ = σ′θ = σ′ϕ .

τ ′θϕ = 0. (18)
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Уравнения равновесия (2) с учетом (17), (18) примут вид:

А∂σ̃′

∂ρ +
1

ρ

∂τ ′ρθ
∂θ +

1

ρ sin θ

∂τ ′ρϕ
∂ϕ

+
1

ρ

(
2σ̃′(A− 1) + τ ′ρθctgθ

)
= 0,

∂τ ′ρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σ̃′

∂θ
+

3

ρ
τ ′ρθ = 0,

∂τ ′ρϕ
∂ρ

+
1

ρ sin θ

∂σ̃′

∂ϕ
+ 3

ρτ
′
ρϕ = 0.

(19)

Для решения (19) вводится функция U(ρ, θ, ϕ) таким образом, чтобы выполнялись
равенства:

σ̃′ = −1

ρ

∂U

∂ρ
, τ ′ρθ =

1

ρ3

∂U

∂θ
, τ ′ρϕ =

1

ρ3 sin θ

∂U

∂ϕ
. (20)

Тогда последние два уравнения (20) тождественно удовлетворяются, а первое примет
вид:

−Aρ2∂
2U

∂ρ2
+ 2ρ

∂U

∂ρ
+
∂2U

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2U

∂ϕ2
+ ctgθ

∂U

∂θ
= 0. (21)

Решение (21) найдено методом разделения переменных:

U =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)(amn cosmϕ+ bmn sinmϕ)Pmn (cos θ), (22)

где первый сомножитель (22) представляет решение уравнения Эйлера, в котором:

χ21 =

(
1

A
+

1

2

)
±

√(
1

A
+

1

2

)2

− λ

A
, (23)

С1, С2 – константы, которые необходимо найти, второй сомножитель представляет
решение уравнения Фурье, в котором amn, bmn – коэффициенты Фурье, определяемые:

amn = 1
Nmn

2π∫
0

π∫
0

ρ1(θ, ϕ) · Pmn (cos θ) · cosmϕ · sin θ · dθ · dϕ,

bmn = 1
Nmn

2π∫
0

π∫
0

ρ1(θ, ϕ) · Pmn (cos θ) · sinmϕ · sin θ · dθ · dϕ,

Nmn = 2πεm(n+m)!
(2n+1)(n−m) , εm = 2(m = 0), 1(m > 0),

(24)

Pmn (cos θ) – присоединенная функция Лежандра; ρ1(θ, ϕ) задает уравнение полости в
первом приближении, n(n+ 1) = λ.

Подставляя (22) в (20), получим для первого приближения компонент напряжения
в пластической области:

σ′θ = σ′ϕ = σ̃′ = −
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1χ1ρ
χ1−3 + C2χ2ρ

χ2−3)(amn cosmϕ+ bmn sinmϕ)Pmn (cos θ),

σ′ρ = −A
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1χ1ρ
χ1−3 + C2χ2ρ

χ2−3)(amn cosmϕ+ bmn sinmϕ)Pmn (cos θ),

τ ′ρθ =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1−3 + C2ρ

χ2−3)(amn cosmϕ+ bmn sinmϕ)∂P
m
n (cos θ)
∂θ ,

τ ′ρϕ =
∞∑
n=0

n∑
m=0

m
sin θ (C1ρ

χ1−3 + C2ρ
χ2−3)(bmn cosmϕ− amn sinmϕ)Pmn (cos θ),

τ ′θϕ = 0.

(25)
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Постоянные С1, С2 найдены при решении совместно (26) и линеаризированных гра-
ничных условий (5):

С1 =
D(Aχ2 − 2)

A(χ2 − χ1)
, С2 =

D(Aχ1 − 2)

A(χ1 − χ2)
. (26)
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Аннотация. Рассмотрим чистый изгиб бруса, выполненного из материала (стали) пористой
структуры с переменной по сечению пористостью. Ограничимся случаем упругого дефор-
мирования, полагая, что максимальные напряжения в брусе σmax не превышают предела
текучести материала σT .

Ключевые слова: изгибающий момент, закон распределения модуля Юнга, приближенный
подход.
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Рассмотрим чистый изгиб бруса, выполненного из материала (стали) пористой
структуры с переменной по сечению пористостью. Интерес к рассмотрению задачи
с постановкой именно такого вопроса обусловливается предположением о теорети-
ческой возможности варьирования механических свойств нагружаемой конструкции,
исходя из возникающих в сечениях напряжений. Известно, что механические харак-
теристики материала (модуль Юнга Е и предел текучести σT ) являются функциями
пористости материала [1], [2]. Практические результаты показывают, что при повыше-
нии уровня пористости р значение модуля Юнга Е снижается, а при снижении уровня
пористости – повышается. Аналогичная зависимость просматривается и при анализе
пары предел текучести σT – пористость р.

Ограничимся случаем упругого деформирования, полагая, что максимальные на-
пряжения в брусе σmax не превышают предела текучести материала σT . На основе
экспериментальных данных для пористой стали, приведенных в таблице 1, зависимо-
сти Е(p) и σT (p) могут быть представлены полиномами (табл. 1).

Сглаживая заданную функцию методом наименьших квадратов (МНК), получим
полиномы:

Е = a1 + a2p+ a3p
2 (1)

σT = b1 + b2p+ b3p
2. (2)
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Конечным результатом МНК будут являться значения соответствия σT , Е пористости
в границах от 0 до 0,4.

Таблица 1

Пористость σT , МПа Пористость Е, МПа
0 200 0 210000
0,12 116 0,1 160000
0,21 95 0,2 110000
0,31 59 0,3 80000
0,37 43 0,4 50000
0,43 32 0,5 20000

На рис. 1 (а, б) приведены графики функций (1) и (2) соответственно, при значениях
коэффициентов (МПа), приведенных в табл. 2 в интервале 0 ≤ p ≤ 0, 4.

Таблица 2

a1 209285,7143 b1 196,0368975
a2 -535000 b2 -645,9644653
a3 321428,5714 b3 627,5555095

Рис. 1а

Положим теперь, что пористость P переменна по высоте бруса.

P = P (у), 0 ≤ у ≤ h/2.
Тогда E = E(y) т. е. модуль Юнга есть функция координаты у (рис. 2).
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Рис. 1б

Задача изгиба, таким образом, сводится к изгибу бруса, выполненного из неодно-
родного материала, с переменной по сечению упругой характеристикой E = E(у) и
переменным пределом текучести σT = σT (у).

Обозначим изгибающий момент на брусе через M , а высоту сечения – h. При чи-
стом изгибе бруса работает гипотеза плоских сечений, т. е. сечения после деформаций
остаются плоскими и нормальными к оси бруса.

Соответственно закону Гука при изгибе определим закон изменения напряжений
по высоте сечения:

σ = Еε. (3)

Величина максимальных деформаций ε постоянна для данного сечения, а значение
Е = Е(уi) зависит от расстояния от оси сечения yj , при этом имеем ограничение:

σ ≤ σT (у). (4)

Величина изгибающего момента в сечении определится по формуле:

M ≈ 2 ·
n∑
j=1

σjbjδyj = 2
n∑
j=1

Ejεjbjδyj . (5)

Целью исследования является подобрать такой закон распределения модуля Юнга
Е и, следовательно, пористости р по сечению бруса, чтобы получить максимально
возможный изгибающий момент при ограничениях на напряжение σ ≤ σT и на пори-
стость

pmin ≤ p ≤ pmax, (6)

задаваемых техническими возможностями производства.
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Данная постановка является сложной задачей линейного программирования, для
решения которой используем приближенный подход. Суть приближенного решения
заключается в следующем.

Разбиваем все сечение бруса по высоте сечения на ′′n′′ элементов с наружными
высотами yj , j-1,2,. . . ,n с шагом δ = h

2n , где h – высота бруса (рис. 2).

Рис. 2

Соответственно получим:
y1 = ∆h, yj = yj−1 + δ, j =2,3,. . . ,n.
Максимальные напряжения в слоях будут равны

σj = Ejεj ≤ σTj , j = 1, 2, . . . , n. (7)
Для решения задачи применим метод последовательных приближений.
Зададимся вначале нулевой пористостью и максимальной деформацией εmax. По

формуле (7) найдем значение нормальных напряжений для каждого элемента попе-
речного сечения. По диаграмме (рис. 1б) находим предельное значение пористости,
соответствующее полученному значению нормальных напряжений, полагая σj = σT .
Найденное значение пористости следует согласовать с условием (6). Примем в нашем
случае pmin = 0, pmax = 0, 4.

Т. е. в случае выхода искомого значения p за пределы наложенных ограничений
следует принять граничное его значение.

Определяем величину изгибающего момента по формуле:

M = 2 ·
n∑
j=1

σjhjbjyj . (8)

По полученному значению пористости на каждом слое сечения по формуле (1) найдем
E = Ej и повторяем расчет.
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Будем циклично продолжать описанные выше действия до тех пор, пока не выпол-
нится условие ∣∣∣∣Mi+1 −Mi

Mi+1

∣∣∣∣ · 100% < 1%.

В качестве примера примем h =20 см, n =20, εmax =0,000952381, b =10 см. Получим
значение пористости для каждого элементарного слоя и определяем момент.

Результаты всех приближений сведем в табл. 3
Таблица 3

№ приближения Значение изгибающего момента,
кНм

Значение
∣∣∣Mi+1−Mi

Mi+1

∣∣∣ · 100,%

5,7205
1 4,6802 18,19
2 4.1285 11,79
3 3,8071 7,79
4 3,5668 6,31
5 3,4283 3,88
6 3,3410 2,54
7 3,2339 3,20
8 3,2201 0,43

При оценке полученных результатов мы видим, что достигли необходимого резуль-
тата на 8-м приближении.

Окончательно функции рационального распределения p(у) и σ(у) отражены на эпю-
рах (рис. 3а и 3б соответственно).

Рис. 3

Таким образом, описанный метод решения является достаточно точным и объек-
тивным методом решения задачи. Варьируя значение –εmax, получим функциональную
зависимость Mизг(εmax, p), из которой найдем расчетное значение –εmax, соответству-
ющее требуемому изгибающему моменту.
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Аннотация. Рассмотрено упругое состояние прямоугольной пластины с отверстиями произ-
вольной формы, находящейся под действием нагрузок, направленных по нормали к сторонам.
На контурах отверстий поддерживаются нулевые значения компонент тензора напряжений.
При таких граничных условиях построено точное решение задачи в виде квадратур по внеш-
ней границе и границам контуров отверстий. Для этой цели найдена и использована бес-
конечная система законов сохранения уравнений теории упругости, линейно зависящая от
компонент тензора напряжений. В статье для простоты подробно рассмотрен случай только
одного отверстия. Для произвольного количества отверстий задача решается аналогично.

Ключевые слова: плоская упругая задача, упругая пластина с отверстиями, законы сохра-
нения, точные решения теории упругости.

УДК: 539.371

Введение. Уравнения классической теории упругости – наиболее исследованные
уравнения механики сплошной среды. В первую очередь это объясняется линейностью
основных уравнений, что позволяет использовать при их решении весь спектр мате-
матических методов. При этом белым пятном остается обширная область – решение
задач теории упругости для тел конечных размеров. Для того чтобы убедиться в этом,
достаточно посмотреть классические руководства по теории упругости, например [1],
[2].

Одним из авторов этой работы, начатой по инициативе академика Б. Д. Аннина,
систематически использованы инструменты теории симметрий и законов сохранения
для решения краевых задач теории идеальной пластичности [3]–[5]. Наработанная
методика показала, что эти методы могут быть успешно применены и к решению
некоторых задач теории упругости. Первые обнадеживающие результаты приводятся
в этой работе.
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Постановка задачи. Рассмотрим конечную пластину размером a× b с отверстия-
ми произвольной формы, ограниченной контурами Γ1, Γ2, ..., Γm с кусочно-гладкими
границами (см. рис. 1). Предположим, что пластина испытывает различные напря-
жения в направлении осей x, y, а отверстия свободны от напряжений. На границе Γ0

получаем следующие условия:

σx|x=a = σx|x=0 = p, σy|y=b = σy|y=0 = q. (1)

Рис. 1. Пластина с отверстиями произвольной формы

Остальные компоненты тензора напряжений на этих границах равны нулю.
Пусть ni =

(
ni1, n

i
2

)
– вектор внешней нормали к i контуру, тогда на Γ1, Γ2, ..., Γm

имеем
σxn

i
1 + τni2 = 0, τni1 + σyn

i
2 = 0. (2)

Одно из возможных решений этой системы

σx|Γi = σy|Γi = τ |Γi = 0. (3)

В дальнейшем будем считать, что на границе контуров выполнено условие (3).
Уравнения теории упругости в стационарном случае имеют вид

∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
= 0,

∂τ

∂x
+
∂σy
∂y

= 0, (4)

∂2 (σx + σy)

∂x2
+
∂2 (σx + σy)

∂y2
= 0. (5)

Из уравнения (5) получаем σy

σy = F (x, y)− σx, (6)

где F (x, y) – некоторое решение уравнения Лапласа (5).
Из (1) и (3) следует, что для нахождения F (x, y) следует решить уравнение Лапласа

со следующими граничными условиями:

F |x=a = F |x=0 = p, F |y=b = F |y=0 = q, F |Γi = 0. (7)
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Решение такой задачи будем считать известным. В этом случае для определения
σx, τ получим систему уравнений

Φ1 =
∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
= 0,Φ2 =

∂τ

∂x
− ∂σx

∂y
+
∂F

∂y
= 0. (8)

Законы сохранения. Напишем для системы (8) законы сохранения.
Определение. Законом сохранения для системы (8) назовем соотношение вида

∂A

∂x
+
∂B

∂y
= Π1Φ1 + Π2Φ2 = 0, (9)

где Πi – некоторые линейные дифференциальные операторы, по крайней мере, один
из которых не тривиален; A, B – сохраняющийся ток.

Ищем сохраняющийся ток в виде:

A = α1 (x, y)σx + β1 (x, y) τ + γ1 (x, y) , (10)

B = α2 (x, y)σx + β2 (x, y) τ + γ2 (x, y) ,

где ai, bi, γi – искомые функции.
Подставляя (10) в (9), получаем

∂α1

∂x
σx + α1

∂σx
∂x

+
∂β1

∂x
τ + β1

∂τ

∂x
+
∂γ1

∂x
+
∂α2

∂y
σx + α2

∂σx
∂y

+
∂β2

∂y
τ+ (11)

+β2
∂τ

∂y
+
∂γ2

∂y
= ω1 (x, y)

(
∂σx
∂x

+
∂τ

∂y

)
+ ω2 (x, y)

(
∂τ

∂x
− ∂σx

∂y
+
∂F

∂y

)
= 0.

Из (11) получаем

∂α1

∂x
+
∂α2

∂y
= 0,

∂β1

∂x
+
∂β2

∂y
= 0, α1 = β2 = ω1,

∂γ1

∂x
+
∂γ2

∂y
= ω2

∂F

∂y
, β1 = −α2 = ω2.

В результате имеем
∂α1

∂x
− ∂β1

∂y
= 0,

∂β1

∂x
+
∂α1

∂y
= 0,

∂γ1

∂x
+
∂γ2

∂y
= β1

∂F

∂y
. (12)

Окончательно сохраняющийся ток принимает вид

A = α1 (x, y)σx + β1 (x, y) τ + γ1 (x, y) , (13)

B = −β1 (x, y)σx + α1 (x, y) τ + γ2 (x, y) ,

коэффициенты которого связаны соотношением (12).
Для простоты дальнейших выкладок будем считать, что у нас есть только одно

отверстие, ограниченное контуром Γ1, тогда из (9) по формуле Грина получаем∮
Γ0

Ady −Bdx+

∮
Γ1

Ady −Bdx = 0. (14)

Решение задачи. Рассмотрим два сингулярных решения первых двух уравнений
(12)

α1
1 =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , β
1
1 = − y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , (15)
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γ1
1 =

∫
∂F

∂y
β1dx, γ

1
2 = 0.

α2
1 =

y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , β
2
1 =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , (16)

γ2
1 =

∫
∂F

∂y
β1dx, γ

2
2 = 0.

Оба эти решения имеют особенность в точке x0, y0, поэтому, чтобы использовать
формулу (13), окружим точку окружностью радиусом ε

Γε : (x− x0)2 + (y − y0)2 = ε2.

Имеем (см. рис. 2):∫
Γ0

+

∫
Γ1

+

∫
Γε

+

∫
Γ2

+

∫
Γ3

+

∫
Γ4

+

∫
Γ5

= 0.

Поскольку ∫
Γ4

+

∫
Γ5

= 0,

∫
Γ2

+

∫
Γ3

= 0,

получаем ∫
Γ0

+

∫
Γ1

= −
∫

Γε

. (17)

Рис. 2. Вычисление напряженного состояния в точке x0, y0

Подставив в (17) решение (15), получаем∫
Γε

=

∫
(x−x0)2+(y−y0)2=ε2

(
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx −
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ + γ1
1

)
dy−

−
(
− y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx +
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ

)
dx.
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В этой формуле сделаем замену переменных x − x0 = εcosϕ, y − y0 = εsinϕ, 0 <
ϕ ≤ 2π, имеем∫

Γε

=

2π∫
0

((
σxcosϕ− τsinϕ)cosϕ+ (σxsinϕ− τcosϕ+ εγ2

1

)
sinϕ

)
dϕ.

В последнем интеграле устремляем ε→ 0 и, используя теорему о среднем, получаем∫
Γε

= 2πσ (x0, y0) .

Аналогично, используя решение (13), получаем∫
Γε

= 2πτ (x0, y0) .

Из (17) и приведенных выше формул окончательно имеем

2πσx(x0, y0) = −
∫

Γ0

(
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx −
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ

)
dy−

−
(

y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx +
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ + γ1
1

)
dx+

∫
Γ1

γ1
1dy,

2πτ(x0, y0) = −
∫

Γ0

(
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx +
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ

)
dy−

−
(
− x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2σx +
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 τ + γ2
1

)
dx−

∫
Γ1
γ2

1dy,

σy(x0, y0) = F (x0, y0)− σx(x0, y0).

Замечание. Если отверстие одно и оно круглое, полученные формулы позволяют
построить решение задачи в виде рядов Фурье.
Заключение. Задача о вычислении напряжений в упругой прямоугольной пластин-
ке сведена к вычислению нескольких квадратур по внешнему контуру и контурам
отверстий. Приведенная методика без труда переносится на случай пластинки, на-
ходящейся в условиях плоского напряженного состояния, а также когда в пластинке
появляются пластические области вокруг отверстий. Эти результаты будут изложены
в следующих работах.
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Abstract. Elastic state of a rectangular plate with free-form holes was studied; the plate was
exposed to loads directed to the sides along the normal lines. On the outlines of the holes zero
values of the stress component are maintained. With such boundary conditions an exact solution of
the problem was built in the form of quadratures on the outer boundary and the boundaries of the
holes’ outlines. For this purpose an infinite system of laws of equation conservation of the theory
of elasticity was found and used that is dependant on the stress component in a linear fashion. For
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holes the problem shall be solved in much the same way.
Keywords: plane elasticity problems, the elastic plate with holes, conservation laws, exact
solutions of the theory of elasticity.

REFERENCES
[1] Timoshenko S. P., Goodier J. Theory of elasticity. М.: Nauka, 1975. 576 с. (in Russian)
[2] Novatsky V. Theory of elasticity. М.: Mir, 1975. 870 с. (in Russian)
[3] Senashov S. I., Cherepanova О. N., Коndrin А. V. Elastoplastic Bending of Beam

//J. Siberian Federal Univ., Math. and Physics., 2014. № 7(2). P. 203-208.
[4] Senashov S. I., Yakhno A. N. Some symmetry group aspects of a perfect plane

plasticity system //J. Phys. A: Math. Theor. 2013. № 46.
[5] Senashov S. I., Yakhno A. N. Conservation Laws, Hodograph Transformation

and Boundary Value Problems of Plane Plasticity SIGMA 8 (2012), 071, 16 pages,
http://dx.doi.org/10.3842//SIGMA.2012.071. Special Issue «Geometrical Methods in
Mathematical Physics».

Senashov Sergei Ivanovich
e-mail: sen@sibsau.ru, Dr. Sci. Phys. & Math., Professor, M. Reshetnev Siberian State Aerospace
University, Krasnoyarsk, Russia.
Savostyanova Irina Leonidovna
e-mail: savostyanova@sibsau.ru, Ph.D. in Pedagogy, M. Reshetnev Siberian State Aerospace
University, Krasnoyarsk, Russia.



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №3 (29). С. 134–158

Ю. В. Немировский1, С. В. Тихонов2

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК

1Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН,
г. Новосибирск, Россия

2Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Начало исследования железобетонных конструкций было положено А. А. Гвоз-
девым [4], который ввел в расчетную практику широко известную модель идеального жест-
копластического материала и провел на ее основе большое количество расчетов несущей спо-
собности разнообразных строительных конструкций [2], [5]. Модель оказалась достаточно
простой и удобной в расчетной инженерной практике и получила широкое развитие как в
нашей стране [9], [6], так и за рубежом [3], [7], [8]. Следует, однако, отметить, что, хотя в
упомянутых работах часто отмечается, что расчеты проведены в том числе для строитель-
ных конструкций из железобетона, при проведении конкретных расчетов в рамках указанной
модели фактически не учитывается важнейшее свойство бетонных и железобетонных кон-
струкций, связанное с их существенной разносопротивляемостью при растяжении и сжатии
[2], [10], [11].
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Расчеты в связи с этим ограничиваются случаем простейших форм сечений стерж-
ней и простейших условий нагружения и закрепления. Не учитываются современные
технологические возможности создания гибких множеств гибридных слоистых ар-
мированных конструкций, в которых в сечении послойно могут быть реализованы
разные марки бетонов, армирующих элементов и структур армирования. В данной
работе на основе идей модели идеально-пластических и упрочняющихся жесткопла-
стических материалов будет рассмотрен подход построения обобщенной модели пла-
стического деформирования и предельного состояния, соответствующего начальному
разрушению произвольных армированных стержней на основе бетонов.
Ключевые слова: пластичность, балки, предельное состояние, статическая определимость,
изгибающий момент, композиты.

УДК: 539.374

1. Предельные состояния железобетонных балок.
При исследовании первого предельного состояния используем классическую мо-

дель идеального жесткопластического тела для всех материалов (бетона, арматуры)
в соответствии с диаграммой на рис. 1.

Рис. 1

При анализе второго предельного состояния [1] для всех материалов будем счи-
тать, что все материалы являются жесткопластическими с линейным упрочнением,
диаграмма которых имеет вид, изображенный на рис. 2.

Рис. 2

Будем рассматривать балки постоянного вдоль оси сечения наподобие изображен-
ного на рис. 3.
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Рис. 3

В общем случае будем считать, что все материалы подчиняются разным законам
деформирования при растяжении и сжатии и что структура армирования в слоях 1 и
3 поперечного сечения балки различна как по интенсивности, так и по свойствам фа-
зовых материалов. Для всех рассматриваемых сечений будем считать справедливыми
классические кинематические гипотезы Кирхгофа – Лява:

1. Отсутствие поперечного сдвига. Откуда
∂u

∂z
+
∂w

∂x
= 0,

тогда получим

u = −
∫
∂w

∂x
dz + ϕ(x).

2. В процессе деформирования балка не испытывает обжатия, то есть ее толщина
не изменяется. Откуда

w = w(x),

тогда

u = −z dw
dx

+ ϕ(x).

Для слоя z = 0 обозначим
z = 0, u = u0(x).

Тогда

u = −z dw
dx

+ u0,

ε =
∂u

∂x
=
du0

dx
− z d

2w

dx2 ,

в соответствии с которыми деформации ε(x, z) будут иметь выражение

ε(x, z) = e0(x) + zκ(x), e0(x) =
du0

dx
, κ(x) = −d

2w

dx2 , (0)

где u0(x) – перемещение вдоль отчетной оси x балки, w(x) – прогиб.
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I. Первое предельное состояние.
Рассмотрим идеально-пластический участок балки, для которого

e0(x) < 0, e0 + h3κ(x) > 0. (1)

Оба неравенства будут выполнены при

e0(x) < 0, κ(x) > 0. (2)

Тогда для рассматриваемого участка балки продольное усилие N определяется ра-
венством

N = −2σ−01

∫ h1

0
b1(z)dz − 2σ−02

∫ z1

h1

b2(z)dz + 2σ+
02

∫ h2

z1

b2(z)dz+

+2σ+
03

∫ h3

h2

b3(z)dz = A1 −
(
σ−02 + σ+

02

)
ϕ2(z1),

(3)

где

A1 = σ−01

(
ϕ1(0)− ϕ1(h1)

)
+ σ−02ϕ2(h1) + σ+

02ϕ2(h2) + σ+
03

(
ϕ3(h3)− ϕ3(h2)

)
,

ϕk(z) = 2

∫
bk(z)dz, (k = 1, 2, 3)

σ−01 = µ1σ
−a
01 + (1− µ1)σ−02, σ+

03 = µ3σ
+a
03 + (1− µ3)σ+

02,

где σ−a01 , σ
+a
03 , σ

±
02 – пределы текучести арматуры и бетона, µ1, µ3 – коэффициенты

армирования.
Выражение для изгибающего момента M(x) будет иметь вид

M = −2σ−01

∫ h1

0
b1(z)zdz − 2σ−02

∫ z1

h1

b2(z)zdz + 2σ+
02

∫ h2

z1

b2(z)zdz+

+2σ+
03

∫ h3

h2

b3(z)zdz = B1 −
(
σ−02 + σ+

02

)
ψ2(z1),

(4)

где

B1 = σ−01

(
ψ1(0)− ψ1(h1)

)
+ σ−02ψ2(h1) + σ+

02ψ2(h2) + σ+
03

(
ψ3(h3)− ψ3(h2)

)
,

ψk(z) = 2

∫
bk(z)zdz, (k = 1, 2, 3).

Исключая из (3), (4) величину z1 при учете, что N = N0 = const, получим кривую
предельных состояний M+ ∼ N0

M
+

= B1 − (σ−02 + σ+
02)ψ2(z1),

z1 = ϕ−1
2

(
A1 −N0

σ−02 + σ+
02

)
,

где ϕ−1
2 – обратная к ϕ2 функция.

В случае поперечного изгибаN0 = 0 и в результате получаем для рассматриваемого
случая значение первого предельного момента M+

0

M
+
0 = B1 − (σ−02 + σ+

02)ψ2(z1), z1 = ϕ−1
2

(
A1

σ−02 + σ+
02

)
.
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Совершенно аналогично для пластических сечений, соответствующих неравенствам

e0 > 0, κ < 0, (5)

для усилия N и изгибающего момента M получим выражения

N = A2 +
(
σ+

02 + σ−02

)
ϕ2(z1), (6)

M = B2 +
(
σ−02 + σ+

02

)
ψ2(z1), (7)

где

A2 = σ+
01

(
ϕ1(h1)− ϕ1(0)

)
− σ−02ϕ2(h1)− σ+

02ϕ2(h2)− σ−03

(
ϕ3(h3)− ϕ3(h2)

)
,

B2 = σ+
01

(
ψ1(h1)− ψ1(0)

)
− σ−02ψ2(h2)− σ+

02ψ2(h1)− σ−03

(
ψ3(h3)− ψ3(h2)

)
.

Таким образом, для первого предельного состояния локализованные предельные
режимы в общем случае разделяют между собой жесткие участки балки, для которых

e0 = 0, κ = 0. (8)

Подставляя найденные из (6) значения z1 в (7), получим для этого случая предель-
ный изгибающий момент

M
−
0 = B2 + (σ−02 + σ+

02)ψ2(z1), z1 = ϕ−1
2

(
−A2

σ−02 + σ+
02

)
. (9)

В выражения (2), (7)

σ±01 = (1− µ1)σ±02 + µ1σ
±
a1, σ±03 = (1− µ3)σ±02 + µ3σ

±
a3, (10)

где σ±02, σ
±
a1, σ

±
a3 – пределы текучести бетона и арматуры в первом и третьих слоях

при растяжении (+) и сжатии (–), µ1, µ3 – коэффициенты армирования в первом и
третьем слоях.
II. Второе предельное состояние.
При наличии упрочнения связь напряжений с деформациями можно аппроксими-

ровать линейной
σ = σ0 +K1ε (11)

или параболической зависимостью

σ = σ0 +K2ε+K3ε
2. (12)

Если σ∗ – предел прочности и ε∗ – предельная деформация упрочнения, то коэф-
фициенты K1, K2 определяются следующим образом при аппроксимации (11):

K1 =
σ∗ − σ0

ε∗
,K2 = 0,

при аппроксимации (12):

K2 =
2 (σ∗ − σ0)

ε∗
,K3 = −σ∗ − σ0

ε2
∗

.

Для разносопротивляющихся материалов будем иметь вместо (11)

σ+ = σ+
0 +K

+
1 ε, ε > 0,

σ− = −σ−0 +K
−
1 ε, ε < 0, (13)

K
±
1 =

σ±∗ − σ±0
ε±∗
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и вместо (12) – зависимости

σ+ = σ+
0 +K

+
2 ε+K

+
3 ε

2, ε > 0,

σ− = σ−0 +K
−
2 ε+K

−
3 ε

2, ε < 0.

Для простоты и определенности ограничимся далее линейными аппроксимациями
(13). Как обычно, будем использовать кинематические гипотезы Кирхгофа – Лява
(0).

Рассмотрим пластически деформируемый участок балки, для которого выполня-
ются неравенства

e0(x) < 0, e0(x) + h3κ(x) > 0. (14)

Оба неравенства будут справедливы при

κ(x) > 0 и e0(x) < 0. (15)

Аналогично может существовать пластический участок, для которого

e0(x) > 0, e0(x) + h4κ(x) < 0 (16)

или
κ(x) < 0, e0(x) > 0, (17)

и, наконец, в соответствии с (0) в балке могут существовать жесткие участки, для
которых

e0(x) = 0, κ(x) = 0. (18)

Рассмотрим пластический участок балки, соответствующий неравенствам (15).
Для него продольное усилие N определяется выражением

N = 2

∫ h1

0

[
−σ−01 +K

−
11 (e0(x) + zκ(x))

]
b1(z)dz+

+2

∫ z1

h1

[
−σ−02 +K

−
12 (e0(x) + zκ(x))

]
b2(z)dz+

+2

∫ h2

z1

[
σ+

02 +K
+
12 (e0(x) + zκ(x))

]
b2(z)dz+

+2

∫ h3

h2

[
σ+

03 +K
+
13 (e0(x) + zκ(x))

]
b3(z)dz,

(19)

здесь z1 – координаты нейтральной линии

z1 = −e0(x)

κ(x)
.

Тогда
N = R1(z1) +R2(z1)κ(x), (20)

где

ϕi(z) = 2

∫
bi(z)dz, ψi(z) = 2

∫
bi(z)zdz, (i = 1, 2, 3),
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R1(z1) = −σ−01

(
ϕ1(h1)− ϕ1(0)

)
− σ−02

(
ϕ2(z1)− ϕ2(h1)

)
+

+σ+
02

(
ϕ2(h2)− ϕ2(z1)

)
+ σ+

03

(
ϕ3(h3)− ϕ3(h2)

)
,

R2(z1) = K
−
11

(
ψ1(h1)− ψ1(0)− z1

(
ϕ1(h1)− ϕ1(0)

))
+

+K
−
12

(
ψ2(z1)− ψ2(h1)− z1

(
ϕ1(z1)− ϕ1(h1)

))
+

+K
+
12

(
ψ2(h2)− ψ2(z1)− z1

(
ϕ2(h2)− ϕ2(z1)

))
+

+K
+
13

(
ψ3(h3)− ψ3(h2)− z1

(
ϕ3(h3)− ϕ3(h2)

))
.

Совершенно аналогично для изгибающего момента M в этой области будем иметь

M = R3(z1) +R4(z1)κ(x),

θi(z) = 2

∫
bi(z)z

2dz,

R3(z1) = −σ−01

(
ψ1(h1)− ψ1(0)

)
− σ−02

(
ψ2(z1)− ψ2(h1)

)
+

+σ+
02

(
ψ2(h2)− ψ2(z1)

)
+ σ+

03

(
ψ3(h3)− ψ3(h2)

)
,

R4(z1) = K−11

[
θ1(h1)− θ1(0)− z1

(
ψ1(h1)− ψ1(0)

)]
+

+K−12

[
θ2(z1)− θ2(h1)− z1

(
ψ2(z1)− ψ2(h1)

)]
+

+K
+
12

[
θ2(h2)− θ2(z1)− z1

(
ψ2(h2)− ψ2(z1)

)]
+

+K
+
13

[
θ3(h3)− θ3(h2)− z1

(
ψ3(h3)− ψ3(h2)

)]
.

(21)

В случае поперечного изгиба имеем N = 0. Тогда

κ(x) = −R1(z1)

R2(z1)
.

Подставляя это выражение в выражение для M, получим выражение

M(x) = R3(z1)− R1(z1)R4(z1)

R2(z1)
.

Для статически определимых балок M(x) – известная функция. И тогда это урав-
нение служит для определения z1(x).

Следует иметь в виду, что корень должен быть действительным, положительным
и находиться в пределах

h1 ≤ z1 ≤ h2.

Определив z1(x), затем находим

κ(x) = −R1(z1)

R2(z1)
, e0 = −zκ.

После чего определяем u0(x) и w(x) путем интегрирования зависимостей (0).
2. Вычисление предельных моментов для балок.
Первый предельный момент реализуется, когда все материалы – идеально-

пластические.
Тогда

σ−i = −σ−0i, σ−k = −σ−0k, σ+
k = σ+

0k, σ
+
j = σ+

0j .
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Рис. 4

В случае кусочно-линейной аппроксимации геометрического сечения поперечной
формы балок имеем

Рис. 5

bi(z) = d1iz + d2i, (22)

где

d1i =
b
0
i+1 − b

0
i

hi − hi−1

, d2i =
b
0
ihi − b

0
i+1hi−1

hi − hi−1

.

bi(z) = b
0
i+1 + ∆bi,

∆bi

b
0
i − b

0
i+1

=
(hi − z)
hi − h

0
i+1

.
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Следовательно,

N = −2σ−0i

k−1∑
i=1

∫ hi

hi−1

(d1iz + d2i) dz − 2σ−0k

∫ z1

hk−1

(d1kz + d2k) dz+

+2σ+
0k

∫ hk

z1

(d1kz + d2k) dz + 2
n∑

j=k+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

(d1jz + d2j) dz =

= A11z
2
1 +A12z1 +A13,

(23)

где

A11 = −d1k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

A12 = −2d2k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

A13 = −2σ−0i

k−1∑
i=1

[
d1i

2

(
h

2
i − h

2
i−1

)
+ d2i

(
hi − hi−1

)]
+
d1k

2

[
σ−0kh

2
k−1 + σ+

0kh
2
k

]
+

+d2k

[
σ−0khk−1 + σ+

0khk
]

+

+2

n∑
j=k+1

σ+
0j

[
d1j

2

(
h

2
j − h

2
j−1

)
+ d2j

(
hj − hj−1

)]
.

M = −2σ−0i

k−1∑
i=1

∫ hi

hi−1

(d1iz + d2i) zdz − 2σ−0k

∫ z1

hk−1

(d1kz + d2k) zdz+

+2σ+
0k

∫ hk

z1

(d1kz + d2k) zdz + 2

n∑
j=k+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

(d1jz + d2j) zdz =

= A21z
3
1 +A22z

2
1 +A23,

(24)

где

A21 = −2

3
d1k

(
σ+

0k + σ−0k
)
, A22 = −d2k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

A23 = −2σ−01

k−1∑
i−1

(
d1i

3

(
h̄3
i − h

3
i−1

)
+
d2i

2

(
h

2
i − h

2
i−1

))
+
d1k

3
h

3
k−1

(
σ−0k + σ+

0k

)
+

+
d2k

2
h

2
k−1

(
σ−0k + σ+

0k

)
+

n∑
j=k+1

σ+
0j

(
d1j

3

(
h

3
j − h

3
j−1

)
+
d2j

2

(
h

2
j − h

2
j−1

))
.

Рассматриваемые соотношения получены при предположении, что

ε(x, 0) < 0, ε(x, hn) > 0.

Тогда в соответствии с кинематической гипотезой Кирхгофа – Лява

ε(x, z) = e0(x) + zκ

для рассматриваемого случая имеем

e0(x) < 0, e0(x) + h̄nκ̄(x) > 0

или
h̄nκ̄(x) > −e0(x) > 0,
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следовательно,
κ̄(x) > 0.

Для простоты рассмотрим сначала класс конструкций, в которых k -й слой будет
иметь прямоугольное поперечное сечение. Тогда d1k = 0, A11 = A21 = 0 и выражения
для N и M примут вид

N = A12z1 +A13, M = A22z
2
1 +A23.

В случае поперечного изгиба (N = 0) будем иметь

z̄1 = −A13

Ā12
,
(
hk−1 ≤ z1 ≤ hk

)
.

M = A22

(
A13

A12

)2

+A23 = M
+
0 ,

где M+
0 – первый предельный изгибающий момент (для случая κ > 0, e0 < 0).

Совершенно аналогично для случая κ < 0, e0 > 0

N = 2

[
σ+

0i

k−1∑
i=1

∫ hi

hi−1

(d1iz + d2i) dz + σ+
0k

∫ z1

hk−1

(d1kz + d2k) dz−

−σ−0k
∫ hk

z1

(d1kz + d2k) dz −
n∑

j=k+1

σ−0j

∫ hj

hj−1

(d1jz + d2j) dz

 =

= B11z
2
1 +B12z1 +B13,

(
hk−1 ≤ z1 ≤ hk

)
,

(25)

где
B11 = d1k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

B12 = 2d2k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

B13 = 2
[
σ+

0i

∑k−1
i=1

[
d1i
2

(
h

2
i − h

2
i−1

)
+ d2i

(
hi − hi−1

)]
+ d1k

2

[
σ−0kh

2
k−1 + σ+

0kh
2
k

]
+

+d2k

[
σ−0khk−1 + σ+

0khk
]
−
∑n

j=k+1 σ
−
0j

[
d1j

2

(
h

2
j − h

2
j−1

)
+ d2j

(
hj − hj−1

)]]
.

Аналогично
M = B21z

3
1 +B22z

2
1 +B23,

где

B21 =
2

3
d1k

(
σ+

0k + σ−0k
)
, B22 = d2k

(
σ−0k + σ+

0k

)
,

B23 = 2σ+
01

k−1∑
i−1

(
d1i

3

(
h̄3
i − h

3
i−1

)
+
d2i

2

(
h

2
i − h

2
i−1

))
+
d1k

3
h

3
k−1

(
σ−0k + σ+

0k

)
+

+
d2k

2
h

2
k−1

(
σ−0k + σ+

0k

)
−

n∑
j=k+1

σ−0j

(
d1j

3

(
h

3
j − h

3
j−1

)
+
d2j

2

(
h

2
j − h

2
j−1

))
.

В случае прямоугольного сечения k -участка будем иметь

B11 = B21 = 0
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и при поперечном изгибе

z1 = −B13

B12

,M = B22

(
B13

B12

)2

+B23 = −M−0 ,

где M−0 – первый предельный момент при κ < 0.
Второе предельное состояние.
Если хотя бы один из материалов будет упрочняющимся, то переходим к анализу

второго предельного состояния.
Будем считать для удобства записи формул и их анализа, что все материалы будут

линейно упрочняющимися.
Тогда в случае κ > 0, e0 < 0 для напряжений в i-слое будем иметь

σ−i = −σ−0i +K
−
i ε, ε < 0, K

−
i =

σ−∗ + σ−0
ε−∗

,

σ+
i = σ+

0i +K
+
i ε, ε > 0, K

+
i =

σ+
∗ − σ+

0

ε−∗
,

ε(x, z) = e0(x) + zκ(x).

В этом случае для усилия N имеем

N = 2

m−1∑
i=1

∫ hi

hi−1

σ−i bi(z)dz + 2

∫ z1

hm−1

σ−mbm(z)dz + 2

∫ hm

z1

σ+
mbm(z)dz+

+2

n∑
j=m+1

∫ hj

hj−1

σ+
j bj(z)dz = 2

{
−
m−1∑
i=1

σ−0i

∫ hi

hi−1

bi(z̄)dz̄ +

+e0(x)
m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)dz + κ(x)
m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz−

−σ−0m
∫ z1

hm−1

bm(z)dz + e0(x)K
−
m

∫ z1

hm−1

bm(z)dz + κ(x)K
−
m

∫ z1

hm−1

bm(z)zdz+

+σ+
0m

∫ hm

z1

bm(z)dz + e0(x)K
+
m

∫ hm

z1

bm(z)dz + κ(x)K
+
m

∫ hm

z1

bm(z)zdz+

+
n∑

j=m+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz + e0(x)
n∑

j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz+

+κ(x)
n∑

j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz

 .

(26)

Т. к. bm(z) = b
0
m = const, данное выражение примет вид

N = D11 +D12z1 +D13z
2
1,



ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК 145

где

D11 = 2

{
−
m−1∑
i=1

σ−0i

∫ hi

hi−1

bi(z) dz + κ(x)

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz + σ−0mb
0
mhm−1−

−κ(x)K
−
mb

0
m

h
2
m−1

2
+ σ+

0mb
0
mhm + κ(x)K

+
mb

0
m

h
2
m

2
+

n∑
j=m+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz+

+κ(x)
n∑

j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz

 ,

D12 = 2

−κ(x)

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)dz +

n∑
j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz

 −
−b0m

(
σ−0m + σ+

0m

)
+ κ(x)b

0
m

(
K
−
mhm−1 −K

+
mhm

)}
,

D13 = κ(x)b
0
m

(
K

+
m −K

−
m

)
.

M = 2

{
−
m−1∑
i=1

σ−0i

∫ hi

hi−1

bi(z̄)zdz + e0(x)

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz+

+κ(x)

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)z
2dz−

−σ−0m
∫ z1

hm−1

bm(z)zdz + e0(x)K
−
m

∫ z1

hm−1

bm(z)zdz + κ(x)K
−
m

∫ z1

hm−1

bm(z)z2dz+

+σ+
0m

∫ hm

z1

bm(z)zdz + e0(x)K
+
m

∫ hm

z1

bm(z)zdz + κ(x)K
+
m

∫ hm

z1

bm(z)z2dz+

+

n∑
j=m+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz + e0(x)

n∑
j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+κ(x)

n∑
j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)z
2dz

 =

= E11 + z1E12 + z2
1E13 + z3

1E14,

(27)
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где

E11 = −2
m−1∑
i=1

σ−oi

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz + 2
n∑

j=m+1

σ+
0j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+κ(x)

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

bi(z)z
2dz +

n∑
j=k+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)z
2dz

+

+b
0
m

(
σ−0mh

2
m−1 + σ+

0mh
2
m

)
+

2

3
b
0
mκ(x)

(
K

+
mh

3
m −K

−
mh

3
m−1

)
,

E12 = κ(x) (−2

m−1∑
i=1

K
−
i

∫ hi

hi−1

zbi(z)dz − 2

n∑
j=m+1

K
+
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+b
0
m

(
K
−
mh

2
m−1 −K

+
mh

2
m

)
,

E13 = −b0m
(
σ−0m + σ+

0m

)
, E14 =

2

3
κ(x)b

0
m

(
K
−
m −K

+
m

)
.

В случае κ < 0, e0 > 0 усилия N имеют вид

N = 2

m−1∑
i=1

∫ hi

hi−1

σ+
i bi(z)dz + 2

∫ z1

hm−1

σ+
mbm(z)dz + 2

∫ hm

z1

σ−mbm(z)dz+

+2
n∑

j=m+1

∫ hj

hj−1

σ−j bj(z)dz = 2

{
m−1∑
i=1

σ+
0i

∫ hi

hi−1

bi(z̄)dz̄ +

+e0(x)
m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)dz + κ(x)
m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz+

+σ+
0m

∫ z1

hm−1

bm(z)dz + e0(x)K
+
m

∫ z1

hm−1

bm(z)dz + κ(x)K
+
m

∫ z1

hm−1

bm(z)zdz−

−σ−0m
∫ hm

z1

bm(z)dz + e0(x)K
−
m

∫ hm

z1

bm(z)dz + κ(x)K
−
m

∫ hm

z1

bm(z)zdz−

−
n∑

j=m+1

σ−0j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz + e0(x)
n∑

j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz+

+κ(x)
n∑

j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz

 .

(28)

Т. к. bm(z) = b
0
m = const, данное выражение примет вид

N = F 11 + F 12z1 + F 13z
2
1,
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где

F 11 = 2

{
m−1∑
i=1

σ+
0i

∫ hi

hi−1

bi(z) dz + κ(x)
m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz − σ+
0mb

0
mhm−1−

−κ(x)K
+
mb

0
m

h
2
m−1

2
− σ−0mb

0
mhm + κ(x)K

−
mb

0
m

h
2
m

2
−

n∑
j=m+1

σ−0j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz+

+κ(x)

n∑
j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz

 ,

F 12 = 2

−κ(x)

m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)dz +
n∑

j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)dz

 +

+b
0
m

(
σ+

0m + σ−0m
)

+ κ(x)b
0
m

(
K

+
mhm−1 −K

−
mhm

)}
,

F 13 = κ(x)b
0
m

(
K
−
m −K

+
m

)
.

M = 2

{
m−1∑
i=1

σ+
0i

∫ hi

hi−1

bi(z̄)zdz + e0(x)
m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz+

+κ(x)
m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)z
2dz+

(29)

+σ+
0m

∫ z1

hm−1

bm(z)zdz + e0(x)K
+
m

∫ z1

hm−1

bm(z)zdz + κ(x)K
+
m

∫ z1

hm−1

bm(z)z2dz−

−σ−0m
∫ hm

z1

bm(z)zdz + e0(x)K
−
m

∫ hm

z1

bm(z)zdz + κ(x)K
−
m

∫ hm

z1

bm(z)z2dz−

−
n∑

j=m+1

σ−0j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz + e0(x)

n∑
j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+κ(x)

n∑
j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)z
2dz

 =

= G11 + z1G12 + z2
1G13 + z3

1G14,
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где

G11 = 2
m−1∑
i=1

σ+
oi

∫ hi

hi−1

bi(z)zdz − 2
n∑

j=m+1

σ−0j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+κ(x)

m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

bi(z)z
2dz +

n∑
j=k+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)z
2dz

−
−b0m

(
σ+

0mh
2
m−1 + σ+

0mh
2
m

)
+

2

3
b
0
mκ(x)

(
K
−
mh

3
m −K

+
mh

3
m−1

)
,

G12 = κ(x) (−2

m−1∑
i=1

K
+
i

∫ hi

hi−1

zbi(z)dz − 2

n∑
j=m+1

K
−
j

∫ hj

hj−1

bj(z)zdz+

+b
0
m

(
K

+
mh

2
m−1 −K

−
mh

2
m

)
,

G13 = b
0
m

(
σ−0m + σ+

0m

)
, G14 =

2

3
κ(x)b

0
m

(
K

+
m −K

−
m

)
.

Уравнения равновесия изгибаемых балок.

Рис. 6

Рассматриваются конструкции с сечениями, симметричными относительно плоско-
сти xz.

dN

dx
= 0,

dQ

dx
= q(x) = q0ϕ(x),

dM

dx
= Q.

N – продольная сила, Q – перерезывающая сила, M – изгибающий момент, x –
продольная координата, y, z – координаты в осевом сечении.

Усилия N и момент M связаны с размерным продольным напряжением σ – зави-
симостями

N = 2

∫∫
F
σ(x, z)dydz = 2

∫ zn+1

z1

σb(z)dz,

M = 2

∫∫
F
σ(x, z)zdydz = 2

∫ zn+1

z1

σb(z)zdz.

Если в сечении балка состоит из n-слоев, то

N = 2
n∑
i=1

∫ hi+1

hi

σibi(z)dz,M = 2
n∑
i=1

∫ hi+1

hi

σibi(z)zdz.
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Введем безразмерные величины

σi =
σi
σ0
, bi =

bi

b0
, N =

N

2σ0b0H0

, M =
M

2σ0b0H
2
0

, z =
z

H0

,

zi =
zi

H0

, x =
x

l0
, Q =

Q

2σ0b0H0

,

где σ0, b0, H0, l0 – обезразмеривающие параметры.
Тогда

N = 2

n∑
i=1

∫ hi+1

hi

σibi(z)dz, M = 2

n∑
i=1

∫ hi+1

hi

σibi(z)zdz.

Уравнения равновесия примут вид

dN

dx
= 0,

dQ

dx
= q0ϕ(x), Q = α

dM

dx
,

(
α =

H0

l0

)
(30)

или, исключая, Q, получим

dN

dx
= 0,

d2M

dx2
= q0

ϕ(x)

α
= q0ϕ1(x). (31)

Проинтегрируем уравнения (30), (31):

N(x) = N0
1 = const.

Для задачи поперечного изгиба N0
1 = 0.

Тогда
N(x) = 0.

Рассмотрим однопролетную шарнирно-опертую балку.

Рис. 7

Интегрируя уравнение (31), получим
1) в области 0 ≤ x ≤ x1

M(x) =
Q1

α
x+ q0

∫ x

0

[∫ x

0
ϕ1(x)dx

]
dx,

Q1
3 = α

dM

dx

∣∣∣∣
x=x1

= Q1 + q0α

∫ x1

0
ϕ1(x)dx;
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2) в области x1 ≤ x ≤ l

M(x) =
Q2

α
(x− l) + q0

∫ x

l

[∫ x

l
ϕ1(x)dx

]
dx,

Q2
3 = α

dM

dx

∣∣∣∣
x=x1

= Q2 + q0α

∫ x1

l
ϕ1(x)dx.

Для нахождения Q1 и Q2 имеем два условия

[Q]x=x1 = P

и условие непрерывности изгибающего момента
Q1

α
x1 + q0

∫ x1

0

[∫ x1

0
ϕ1(x)dx

]
dx =

Q2

α
(x1 − l) + q0

∫ x1

l

[∫ x

l
ϕ1(x)dx

]
dx.

Определив из этих уравнений Q1, Q2 и подставив их в выражения для M(x), по-
лучим амплитуду распределения момента M(x) в областях 0 ≤ x ≤ x1 и x1 ≤ x ≤ l.

Определив далее max
0≤x≤l

|M(x)| и приравняв его значению предельного момента M+
0 ,

получим амплитуду первой предельной нагрузки q0
0.

Рассмотрим задачу о консольной балке.

Рис. 8

Граничные условия в этом случае имеют вид

Q(l) = 0, M(l) = 0.

Интегрируя (31), получим

dM

dx
=
dM

dx

∣∣∣∣
x=l

+ q0

∫ x

l
ϕ1(x)dx =

Q

α

∣∣∣∣
x=l

+ q0

∫ x

l
ϕ1(x)dx = q0

∫ x

l
ϕ1(x)dx,

M(x) = q0

∫ x

l

[∫ x

l
ϕ1(x)dx

]
dx.

Пусть функция ϕ1(x) имеет вид

ϕ1(x) = (α2 − α1)
(x
l

)β
+ α1 (β ≥ 0).

В этом случае dM
dx < 0, т. е. момент убывает, оставаясь положительным (M > 0).

Значит, наибольшее (по модулю) значение момента достигается в опоре и условие
достижения первого предельного состояния отвечает требованию

M(0) = q0

∫ 0

l

[∫ 0

l
ϕ1(x)dx

]
dx−M+

0 .
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Если балка нагружена на конце сосредоточенной нагрузкой P , то граничные усло-
вия имеют вид

Q(l) = −P, M(l) = 0

и амплитуда q0 = 0. Тогда, интегрируя (31), получим

dM

dx
= −P

α
и M(x) = −P

α
(x− l),

где 0 ≤ x ≤ l.
Таким образом,

P

α
l = M+

0 ,

это уравнение для определения первой предельной нагрузки.
Если P и q(x) направлены в разные стороны, то при интегрировании (31) будем

иметь

M =
P

α
(x− l) + q0

∫ x

l

[∫ x

l
ϕ1(x)dx

]
dx.

Рис. 9

В этом случае эпюра моментов будет иметь вид

Рис. 10

Здесь будут две экстремальные точки, и в зависимости от длины балки предель-
ные моменты могут реализоваться в сечениях x = 0 (M+

0 ) или x = x1 (−M−0 ) либо
одновременно в сечениях x = 0 (M+

0 ) и x = x1 (−M−0 ). Сечение x = x1 определяется
из уравнения

dM

dx

∣∣∣∣
x=x1

= 0.

Таким образом, эпюры моментов могут быть получены путем прямого интегриро-
вания и выполнения граничных условий. Эпюры перерезывающих сил нам, вообще
говоря, не нужны.

Таким образом, для конкретных сечений ж/б балок нам нужно вычислить пре-
дельные моментыM+

0 иM−0 , которые зависят от формы сечения, свойств материалов
бетона и арматуры.
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При этом следует иметь в виду, что сечение пластической части балки рассматри-
вается как слоистое. Слои выделяются по характеру изменения структуры и свойств
материалов, изменения боковой поверхности (функции bi(z)), окрестности нейтраль-
ного слоя.
Распределение изгибающих моментов.
Шарнирно-опертые балки:
а) нагрузка-треугольник:

Рис. 11

q(x) = q02
x

l
= q0

x

l
.

Граничные условия
M(0) = 0, M(l) = 0. (32)

Интегрируем (31) при условиях (32), получим

Q(x) = α
dM

dx
=
αq0

6l
(3x2 − l2), M(x) =

αq0x

6l
(x2 − l2).

Из условия Q(x1) = 0 находим точку x1 = l√
3
, в которой реализуется максимум

момента;
б) равномерно распределенная нагрузка q0 = const.

Рис. 12

Интегрируем (31) при граничных граничных условиях (32):

Q =
q0α

2
(2x− l), M =

q0x

2
(x− l).

Точка максимума момента x1 = l
2 ;

в) нагрузка распределена по закону трапеции

q(x) = q0 (α1 + α2x) .

Интегрируем (31) при граничных условиях (32), получим

Q =
αq0

6

(
−3lα1 − α2l

2 + 6α1x+ 3α2x
2
)
, M = q0x

(
α1(x− l)

2
+
α2(x2 − l2)

6

)
.
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Рис. 13

Из условия Q(x1) = 0 находим точку x1 =

√
α2

1

α2
2

+ l2

3 + lα1
α2
− α1

α2
, в которой реализу-

ется максимум момента;
г) нагрузка распределена равномерно на части пролета

q(x) =

{
q0, где 0 ≤ x ≤ a
0, где a ≤ x ≤ l , l = a+ b.

Область интегрирования разбивается на две части: 0 ≤ x ≤ a и a < x ≤ l. Выполня-
ются граничные условия

M(0) = 0, M(l) = 0, [Q]x=a = 0, [M ]x=a = 0,

где [. . . ] – скачок соответствующей величины.

Рис. 14

В результате, после интегрирования (31) и использования граничных условий, по-
лучим в области 0 ≤ x ≤ a

M(x) = −q0a(l + b)x

2l
+ q0

x2

2
, Q(x) = −αq0a(l + b)

2l
+ αq0x,

в области a ≤ x ≤ l

M(x) =
q0a

2(x− l)
2l

, Q(x) =
αq0a

2

2l
,

максимум |M(x)|

Mmax =
q0a

2(l + b)2

8l2
реализуется при

x1 =
a(l + b)

2l
;

д) если балка нагружена сосредоточенной нагрузкой P,
где

a+ b = l,
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тогда область интегрирования разбивается на две части:

0 ≤ x ≤ a, q0 = 0,

a < x ≤ l, q0 = 0.

Рис. 15

Граничные условия и условия сопряжения имеют вид

[Q]x=a = P, [M ]x=a = 0.

Интегрируем (31) при указанных граничных условиях, получаем при 0 ≤ x ≤ a

Q(x) = −Pb
l
, M(x) = −Pbx

αl
,

при a < x ≤ l

Q(x) =
Pa

l
, M(x) =

Pa

αl
(x− l) .

Максимум Mmax = Pba
αl реализуется при x1 = a;

е) если балка нагружена двумя сосредоточенными нагрузками P, то граничные
условия и условия сопряжения имеют вид

[Q]x=a = P, [Q]x=l−a = P, [M ]x=a = 0, [M ]x=l−a = 0.

Рис. 16

Интегрируем (31) при указанных граничных условиях, на участке 0 ≤ x < a балки
имеем

Q = −P, M = −Px
α
,

на участке a ≤ x ≤ l − a балки имеем

Q = 0, M = −Pa
α
,
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на участке l − a < x ≤ l балки имеем

Q = P, M = −P (l − x)

α
.

Точка максимума моментаMmax = Pa
P α реализуется на участке a ≤ x ≤ l−a балки;

ж) консольная балка, нагруженная распределенной нагрузкой q0ϕ(x) и сосредото-
ченной на конце.

Рис. 17

Граничные условия
Q(l) = −P, M(l) = 0.

Тогда

Q = −P + αq0

∫ x

l
ϕ(x)dx, M(x) = −P

α
(x− l) + αq0

∫ x

l

(∫ x

l
ϕ(x)dx

)
dx.

В случае равномерно распределенной нагрузки будем иметь

M(x) = −P
α

(x− l) +
αq0(l − x)2

2
.

з) если сосредоточенная сила направлена на конце в противоположную сторону, то

M(x) =
P

α
(x− l) +

αq0(l − x)2

2
;

Рис. 18

и) граничные условия

M(0) = 0, M(l + c) = 0, Q(l + c) = −P, [M ]|x=l = 0.

Откуда из уравнений равновесия (31) на участке 0 ≤ x < l балки имеем

Q =
Pc

l
, M =

Pc

lα
x,

на участке l ≤ x ≤ l + c балки имеем

Q = −P, M = −P
α

(x− l − c);
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Рис. 19

к) граничные условия и условия сопряжения имеют вид

M(0) = 0, M(4l) = 0, Q(4l) = 0 [M ]|x=3l = 0.

Откуда на участке 0 ≤ x < 3l балки получим

Q =
4αl2q0

3
+ αq0x, M =

4l2q0x

3
,

на участке 3l ≤ x < 4l балки имеем

Q = αq0(x− 4l), M =
q0(x− 4l)2

2
.
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Y. V. Nemirovsky1, S. V. Tikhonov2

LIMIT CONDITIONS OF REINFORCED CONCRETE BEAMS
1Institute of Theoretical and Applied Mechanics S. A. Christianovich Siberian Branch of the

Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

2I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The beginning of the study of reinforced concrete structures was initiated by A.
A. Gvozdev [4], who introduced widely known model of ideal rigid plastic material in design
practices, and on its basis held a large number of calculations of the load capacity of various building
structures [2], [5]. The model was quite simple and comfortable in design engineering practice and
has been widely developed in our country [9], [6] and abroad [3], [7], [8]. However, we should note
that although in the above-mentioned papers it is often pointed out that the calculations have
been carried out for construction structures of reinforced concrete, the most important property
of concrete and reinforced concrete structures, associated with their significant varying resilience
in tension and compression [2], [10], [11] is not actually considered while carrying out specific
calculations for this model. In this case, the calculations are limited to the simplest forms of the rod
cross section and the simplest loading and fastening conditions. Modern technological capabilities
to create a flexible set of hybrid laminated reinforced structures in which the cross section of
the layers can be implemented in various grade concrete, reinforcing elements and reinforcement
structures, are not taken into account.

In this paper, on the basis of the ideas of the model of ideal plastic and hardening rigid-plastic
materials we will consider an approach of constructing a generalized model of plastic deformation
and limit state corresponding to the initial destruction of arbitrary reinforced rods based on
concrete.

Keywords: beams, a limiting condition, static definability, bending moment, composites.
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