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Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2017. №2 (32). С. 3–17

Ю. В. Немировский, Н. А. Федорова

РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ МЕТАЛЛОКОМПОЗИТА,
АРМИРОВАННОГО ОДНИМ СЕМЕЙСТВОМ КРИВОЛИНЕЙНЫХ

ВОЛОКОН

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН,
Россия г. Новосибирск

Сибирский федеральный университет, г. Красноярск, Россия

Аннотация. В рамках плоской задачи неоднородной анизотропной теории упругости на
основе структурной модели рассмотрено армирование одним семейством прямолинейных и
криволинейных волокон. Механические свойства семейства волокон удовлетворяют условиям
нерастяжимости или равнонапряженности. Построены разрешающие системы уравнений по-
ставленных задач, исследован их тип. Получены численно-аналитические решения частных
задач для металлокомпозита.

Ключевые слова: армирование, структурная модель, одно семейство криволинейных воло-
кон

УДК: 539.3+539.4+539.5

Введение. В машиностроении, авиастроении, судостроении в последние десятиле-
тия активно внедряются армированные металлокомпозитные плоские конструкции.
До последнего времени армирование таких конструкций осуществлялось прямоли-
нейными волокнами. Однако такая структура армирования может быть эффективной
лишь в частных случаях нагружения, при которых внутренние силовые потоки пре-
имущественно направлены вдоль траекторий армирования. Реальные конструктив-
ные элементы работают в более сложных условиях нагружения, что требует поиска
других типов армирования. В работах [1], [2], [3] и в данной работе исследуется более
общий случай армирования по криволинейным траекториям.
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Постановка задачи. Пусть армирование выполнено одним семейством волокон
постоянного поперечного сечения. Для описания композита использована структур-
ная модель [4]. Введены следующие обозначения интенсивности армирования семей-
ства волокон как функции ω1(x, y): компонент тензора деформаций — εij(x, y), дефор-
мации в волокнах семейства — ε1(x, y), напряжение в волокнах семейства — σ1(x, y).
Осредненные напряжения обозначены через σij(x, y), где x, y — декартовы коорди-
наты, ϕ(x, y) – угол армирования, индексы i, j = 1, 2. В дальнейшем при обращении
к перечисленным функциям для краткости аргументы опускаются. Плоская задача
армированной среды с одним семейством армирующих волокон запишется в виде:

(ω1l11),1 + (ω1l12),2 = 0, (1)

ε11l
2
11 + ε22l

2
12 + 2ε12l11l12 = ε0

1, (2)

ε11,22 + ε22,11 = 2ε12,12. (3)

В (1)–(3) использованы обозначения: εT1 = αa1T, ε
0
1 = ε1 + εT1 , l11 = cosϕ, l12 = sinϕ,

где αa1− коэффициент линейного расширения материала семейства волокон, T = const
(T− температура). Символы ,1,,2 означают частное дифференцирование по координа-
там x, y соответственно. Соотношение (1) – условие постоянства сечений семейства
волокон [5], соотношение (3) – условие совместности деформаций. При формулировке
(2) согласно [4] использован закон термоупругого деформирования и принцип совмест-
ного деформирования матрицы и семейства волокон (нет проскальзывания и отрыва).
Правая часть в (2) учитывает как случай равнодеформированного семейства волокон
(ε1 = const, ε0

1 = const+εT1 ), так и случай нерастяжимого семейства (ε1 = 0, ε0
1 = εT1 ).

Осредненные напряжения σij(x, y) запишем в виде

σij = (1− ω1)σcij + σ1ω1l1il1j . (4)

Соотношения (4) – это определение силы, действующей на слой композитов как суммы
сил, создаваемых связующим материалом и суммы сил, создаваемых армирующими
слоями. В (4) напряжения в связующем σcij определены по формулам [6]

σcii =
E

(1− ν2)
(εii + νεjj − αc(1 + ν)T ), σcij =

E

(1 + ν)
εij , (5)

(j = 3− i, i = 1, 2).

Здесь E, ν, αc – модуль Юнга, коэффициент Пуассона и коэффициент температурного
расширения связующего материала соответственно. Напряжения σij должны удовле-
творять уравнениям равновесия:

σ1i,1 + σi2,2 = bi, (i = 1, 2). (6)

Правые части в (6)
bi = −((1− ω1)ρc + ω1ρ1)Fi

являются компонентами массовой распределенной нагрузки по направлениям прямо-
угольной декартовой системы координат; ρc, ρ1 – массовые плотности материалов
связующего и волокон; Fi – компоненты удельной распределенной нагрузки, действу-
ющей на единицу массы.

К системе (1) – (6) присоединены граничные условия на контуре. Уравнение конту-
ра Γ задано в параметрическом виде: x = ψ1(s), y = ψ2(s), s – некоторый параметр.
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Пусть на контуре Γp заданы статические условия с нормальными и касательными
усилиями pn(s), pτ (s) соответственно:

σ11n
2
1 + σ22n

2
2 + 2σ12n1n2 = pn(s), (σ22 − σ11)n1n2 + σ12(n2

1 − n2
2) = pτ (s). (7)

На другой части контура Γu заданы кинематические условия для перемещений u1, u2:

u1(Γu) = u0
1(s), u2(Γu) = u0

2(s). (8)

В (7) pn(s), pτ (s) – известные функции, n1 = cosβ, n2 = sinβ, β – угол, задающий
направление внешней нормали к Γp. С учетом (4) граничные условия (7) принимают
вид

ω1σ1 cos2(ϕ− β) + (1− ω1)[m3(ε11 + νε22 − LT ) cos2 β +

+m3(ε22 + νε11 − LT ) sin2 β +m4ε12 sinβ cosβ] = pn(s), (9)
ω1σ1 sin 2(ϕ1 − β) + (1− ω1)m3(ε22 − ε11 + ν(ε11 − ε22)) sin 2β +

+2(1− ω1)m4ε12 cos 2β = 2pτ (s).

В (9) использованы обозначения для констант

m1 =
1

1− ν2
,m2 =

1

1 + ν
,m3 = Em1,m4 = Em2, L

T = αc(1 + ν)T.

Интенсивность ω1 задается на той части Γω контура, где волокно входит в конструк-
цию

ω1(Γω) = ω∗1(s). (10)

Ограничение для интенсивности армирования имеет вид

0 < ω1 ≤ 0, 7. (11)

Уравнения модели (1), (2), (3), (6) запишем в виде общей разрешающей системы
относительно неизвестных ε11, ε22, σ1, ω1, ϕ. Входит или нет σ1 в список неизвестных,
зависит от механического содержания задачи: если волокно нерастяжимо, то σ1 –
искомая функция. В случае равнонапряженного волокна σ1 = Const. Предварительно
введем вспомогательную переменную z = tgϕ, выразим из (2) одну из компонент
деформаций, например ε12, через остальные компоненты, а именно ε11, ε22. Обозначив

r1 = − 1

2z
, r2 = −z

2
, r3 =

ε0
1(1 + z2)

2z
, получим

ε12 = r1ε11 + r2ε22 + r3. (12)
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После сделанных замечаний перейдем к формулировке системы

ω1,1 + zω1,2 + ω1(−z z,1
1 + z2

+
z,2

1 + z2
) = 0, (13)

ε11,22 − 2(r1ε11),12 + ε22,11 − 2(r2ε22),12 − 2r3,12 = 0, (14)
ωm3(ε11,1 + νε22,1) + ωm4((r1ε11),2 + (r2ε22),2 + r3,2) +

+σ1,1
ω1

1 + z2
+ σ1,2

ω1z

1 + z2
+m3(−ω1,1)(ε11 + νε22 − LT ) +

+m4(−ω1,2)(r1ε11 + r2ε22 + r3)−

−σ1ω1(
zz,1

(1 + z2)2
+

z2z,2
(1 + z2)2

) = b1, (15)

ωm3(ε22,2 + νε11,2) + ωm4((r1ε11),1 + (r2ε22),1 + r3,1) +

+σ1,1
ω1z

1 + z2
+ σ1,2

ω1z
2

1 + z2
+m3(−ω1,2)(ε11 + νε22 − LT ) +

+m4(−ω1,1)(r1ε11 + r2ε22 + r3) +

+σ1ω1(
z,1

(1 + z2)2
+

zz,2
(1 + z2)2

) = b2.

Здесь и в дальнейшем используется обозначение ω = 1−ω1. Первое уравнение системы
– следствие условия постоянства сечений волокон, второе – уравнение совместности
деформаций, два последних – уравнения равновесия. Во всех случаях в дальнейшем
при расчетах для удобства работы в системе производится ее обезразмеривание: де-
картовы координаты x, y относятся к некоторому характерному линейному размеру,
напряжения относятся к характерной величине модуля Юнга используемых матери-
алов.
Конфигурации армирования одним семейством волокон. Рассмотрены сле-

дующие варианты армирования одним семейством волокон: семейство прямых, семей-
ства парабол, эллипсов, гипербол, семейства кривых специального вида. Угол армиро-
вания определен как угол между касательной к кривой семейства и положительным
направлением осиOX. Значение тангенса угла армирования ϕ находится из уравнения

z = tgϕ =
dy

dx
. По заданному уравнению семейства кривых, выписано дифференци-

альное уравнение (1), связывающее угол армирования и интенсивность армирования.
Из этого уравнения получим аналитическое решение для интенсивности армирования.
Для всех случаев уравнение (1) удобно записать в виде

ω1,1 + zω1,2 + ω1(−z z,1
1 + z2

+
z,2

1 + z2
) = 0. (16)

Решения уравнения представлены в виде таблицы 1.

Таблица 1. Решения для интенсивностей армирования

Уравнения се-
мейств

z = tgϕ Уравнение для ω1 Точное решение ω1

Семейство пря-
мых y = kx

z = k ω1,1 + kω1,2 = 0 ω1 = F (y − kx)
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Таблица 1.. Продолжение

Семейство пара-
бол y = ax2

z = 2
y

x
ω1,1 + 2

y

x
ω1,2 +

2

x
ω1 = 0.

ω1 =
F (

y

x2
)

x2

Семейство пара-
бол y = x2/2 + C

z = x ω1,1 + xω1,2 +
−x

1 + x2
ω1 = 0.

ω1 = F (y − x2/2)
√

1 + x2

Семейство
окружностей
y2 + x2 = C

z =
−x
y

ω1,1 −
x

y
ω1,2 = 0. ω1 = F (y2 + x2)

Семейство кри-
вых y = Cex

z = y ω1,1 + yω1,2 +
1

1 + y2
ω1 = 0.

ω1 = F (ye−x)e−x
√

1 + y2

Семейство
эллипсов
y2/2 + x2 = C

z =
−2x

y
ω1,1 − 2x

y
ω1,2 +

2x

y2 + 4x2
ω1 = 0.

ω1 =
F (y2 + 2x2)√

4x2 + y2

Семейство
гипербол
y2 − x2 = C

z =
x

y
ω1,1 +

x

y
ω1,2 −

2x

y2 + x2
ω1 = 0.

ω1 = F (y2 − x2)
√
x2 + y2

В решениях, представленных в таблице 1, F – произвольная функция, определяе-
мая из граничных условий (10), соответствующих технологическим условиям выхода
арматуры.
Семейство нерастяжимых волокон. Пусть семейство волокон нерастяжимо.

Тогда в (2) правая часть имеет вид ε0
1 = εT1 . В силу идеализации модели волокон

(абсолютно твердое тело) σ1 – неизвестная функция координат x, y. Пусть задан угол
армирования как известная функция ϕ(x, y). Тогда интенсивность армирования опре-
делим из уравнения (1). Получим разрешающую систему уравнений. Для этого в
уравнения равновесия (6) подставим выражения для осредненных напряжений (4).
Из уравнения (2) компоненту деформаций ε12 выражаем через ε11, ε22, получим

ε12 = r1ε11 + r2ε22 + r3, (17)

где коэффициенты r1, r2, r3 в случае заданного угла армирования ϕ, вычисляем по
формулам:

r1 = −0, 5ctgϕ, r2 = −0, 5tgϕ, r3 =
αaT

sin 2ϕ
.

Уравнение совместности деформаций (3) после исключения ε12 примет вид:

ε11,22 − 2(r1ε11),12 + ε22,11 − 2(r2ε22),12 + r3,12 = 0. (18)
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Уравнения равновесия в рассматриваемом случае имеют вид

ωm3(ε11,1 + νε22,1) + σ1,1(ω1 cos2 ϕ) + σ1,2(ω1 cosϕ sinϕ) +

+ω1m4((r1ε11),2 + (r2ε22),2 + r3,2) +m3(−ω1,1)(ε11 + νε22 − LT ) +

+m4(−ω1,2)(r1ε11 + r2ε22 + r3) +

+σ1(ω1,2 sinϕ cosϕ+ ω1,1 cos2 ϕ) = b1, (19)

ωm3(ε22,2 + νε11,2) + σ1,1(ω1 cosϕ sinϕ) + σ1,2(ω1 sin2 ϕ) +

+ωm4((r1ε11),1 + (r2ε22),1 + r3,1) +m4(−ω1,1)(r1ε11 + r2ε22 + r3) +

+m3(−ω1,2)(ε22 + νε11 − LT ) + σ1(ω1,1 sinϕ cosϕ+ ω1,2 sin2 ϕ) = b2.

В результате сформулирована замкнутая система уравнений (18), (19) относительно
σ1, ε11, ε22. Поскольку уравнение (18) второго порядка, а остальные уравнения пер-
вого порядка, для определения типа системы дифференциальных уравнений продиф-
ференцируем уравнения (19) по одной из переменной. Построим характеристический
полином P (λ) системы (18), (19) и найдем его корни [7]:

P (λ) = det(A11λ2 + 2A12λ+A22) = 0. (20)

Матрицы A11, A12, A22 в (20) имеют вид

A11 =

 0 1 0
ωm3 ωm3ν ω1 cos2 ϕ

r1ωm4 r2ωm4 ω1 cosϕ sinϕ

 ,

A12 =

 −2r1 −2r2 0
r1ωm4 r2ωm4ν ω1 cosϕ sinϕ
νωm3 r2ωm3 ω1 sin2 ϕ

 , A22 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

В металлокомпозите в качестве связующего выбран алюминий. Пусть армирование
выполнено стальными волокнами. Введем механические характеристики названных
материалов cвязующего и арматуры согласно [8].

Случай 1.Пусть армирование выполнено семейством прямолинейных волокон. Угол
армирования при этом постоянный, что дает некоторые упрощения в системе, и пусть
он равен

π

4
.

Интенсивность ω1(x, y) определим из уравнения (1) и граничных условий (10). Об-
щее решение для данного случая соответствует первой строке таблицы 1. После пре-
образований получим следующее выражение для характеристического многочлена от-
носительно λ:

P (λ) = 52, 82ω1ωλ
4 + 108, 39ω1ωλ

3 + 88, 17ω1ωλ
2 + 270, 99ω1ωλ+ 211, 29ω1ω = 0.

Независимо от вида функции ω1 корни λ будут действительными и комплексно со-
пряженными λ1 = 2, λ2 = −0, 875, λ3 = 0, 416 − 1, 454I, λ4 = 0, 416 + 1, 454I, где I
здесь и далее – мнимая единица. Это означает, что система имеет действительные и
комплексные характеристики и является системой составного типа [7]. Анализ диф-
ференциальных уравнений составного типа рассмотрен в монографиях [9], [10]. По-
строение численного решения для таких систем вызывает определенные трудности.
Поэтому в работе выбран подход построения численно-аналитического решения.
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Заметим, что уравнение (18) для рассматриваемого случая прямолинейного ар-
мирования распадается на два независимых друг от друга уравнения относительно
ε11, ε22

ε11,22 − 2r1ε11,12 = 0, (21)
ε22,11 − 2r2ε22,12 = 0. (22)

Уравнения (21), (22) – линейные уравнения гиперболического или эллиптического
типа в зависимости от знаков r1, r2.

Найдем аналитические решения (21), (22), которые являются их общими решения-
ми и частными решениями уравнения (18). Они имеют вид

ε11 = F1(y) + F2(−y − 2r1x), ε22 = F3(y) + F4(y + 2r1x) (23)

и содержат произвольные функции F1, F2, F3, F4.
Уравнения (19) представим в виде, разрешенном относительно частных производ-

ных от σ1:

σ1,1(ω1 cos2 ϕ) + σ1,2(ω1 cosϕ sinϕ) = b1 − (σ1(ω1,2 sinϕ cosϕ+

+ω1,1 cos2 ϕ) + ωm4(r1ε11,2 + r2ε22,2) + (24)

+ωm3(ε11,1 + ε22,1) +m3(−ω1,1)(ε11 + νε22 − LT ) +

+m4(−ω1,2)(r1ε11 + r2ε22 + r3)),

σ1,1(ω1 cosϕ sinϕ) + σ1,2(ω1 sin2 ϕ) = b2 − (σ1(ω1,1 sinϕ cosϕ+

+ω1,2 sin2 ϕ) + ωm4(r1ε11,1 + r2ε22,1) + (25)

+ωm3(ε22,2 + νε11,2) +m3(−ω1,2)(ε22 + νε11 − LT ) +

+m4(−ω1,1)(r1ε11 + r2ε22 + r3)).

Напряжение в волокне σ1 должно удовлетворять полученным выше уравнениям
(24), (25). Чтобы определить частное решение задачи, сложим эти уравнения, подста-
вим найденные аналитические решения для ω1, ε11, ε22. Получим дифференциальное
уравнение в частных производных первого порядка, выпишем формулу его аналитиче-
ского решения. Произвольные функции полученных решений определим с помощью
граничных условий (9), точно или приближенно решая алгебраические уравнения,
связывающие значения решений на граничном контуре. Чтобы определить значение
σ1 на граничном контуре, подставим найденные аналитические решения в гранич-
ные условия (7). Пусть на граничном контуре (прямоугольная пластинка размером
[1, 2]×[3, 4]) заданы нормальное и касательное напряжение (9). Распределенные массо-
вые нагрузки не учитываются b1 = b2 = 0. На границе пластины, где волокна входят в
конструкцию, x = 1 значение интенсивности зададим равным 0, 2 cos y, воспользуемся
полученным решением, результат показан на рис. 1.

Найденная интенсивность армирования удовлетворяет сформулированным выше
ограничениям (11).

Пусть pn = 0, 2, pτ = −0, 02, тогда графики решений для σ11, σ22, σ1 изображены
на рисунках 2–4.
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Рис. 1. Интенсивность армирования ω1

Рис. 2. Напряжение σ11 Рис. 3. Напряжение σ22

Случай 2. Предложенный выше способ решения задачи позволяет обобщить ее на
случай криволинейной укладки волокон. Пусть в металлокомпозите укладка волокон
произведена по параболам. Тогда угол армирования ϕ зависит от координат и задается
в виде ϕ = arctg x либо ϕ = arctg y. Выпишем точное решение (1) для интенсивности,
когда ϕ = arctg x:

ω1(x, y) =
F2(y + ln(cos(x))

cos(x)
,
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Рис. 4. Напряжение в волокне σ1 Рис. 5. Интенсивность армирования при
укладке семейств армирующих волокон по
параболам

где F2 – функция граничных условий. Задавшись конкретной функцией граничных
условий на отрезке x ∈ [1, 2] (где волокна входят в конструкцию), находим решение
для ω1 и в символьной форме вычисляем ее производные. Это позволяет выписать
переменные коэффициенты в (19). Коэффициенты в (18) r1, r2, r3 при укладке по
параболам также будут зависеть от координат, их вычисляем по формулам

r1 = −0, 5/x, r2 = −0, 5x, r3 = αa1T
(1 + x2)

2x
.

Интенсивность армирования в этом случае представлена на рис. 5.
Семейство равнонапряженных волокон. Для равнонапряженного семейства

волокон правая часть в (2) примет вид ε0
1 = ε1+εT1 , напряжение в волокне σ1 = Const.

Соотношения (1), (2), (3), (4), (6) – образуют замкнутую систему восьми уравнений
относительно восьми неизвестных

ω1, ϕ, σ11, σ22, σ12, ε11, ε22, ε12.

Переформулируем названную систему в перемещениях, выразив напряжения через
деформации, а деформации через перемещения, используя соотношения Коши. К си-
стеме присоединим граничные условия на контуре Γu : u(Γu) = u(s), либо граничные
условия (9), где деформации выражены через перемещения.

При подстановке напряжений через перемещения в уравнения равновесия нужно
вычислить следующие выражения

(σ1ω1 cos2 ϕ),1 + (σ1ω1 cosϕ sinϕ),2, (σ1ω1 cosϕ sinϕ),1 + (σ1ω1 sin2 ϕ),2. (26)

При их вычислении выделяем слагаемые вида

(ω1 cosϕ),1 + (ω1 sinϕ),2,
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которые в силу условия постоянства сечений волокон (1) равны нулю, что упрощает
выражения (26) и они становятся соответственно равными:

σ1ω1(cosϕ(cosϕ),1 + sinϕ(cosϕ),2)

σ1ω1(cosϕ(sinϕ),1 + sinϕ(sinϕ),2).

Для формулировки системы удобно ввести z = tgϕ(x, y). Тогда производные от
функции, задающей угол армирования, вычисляем по формулам

ϕ,1 =
z,1

1 + z2
; ϕ,2 =

z,2
1 + z2

.

В итоге система для равнонапряженного семейства волокон относительно искомых
переменных ω1, ϕ, u1, u2 записывается в виде:

ω1,1 + zω1,2 + ω1(−z z,1
1+z2

+
z,2

1+z2
) = 0, (27)

u1,2 + 1
zu1,1 + u2,1 + u2,2 − ε0

1(1
z + z) = 0, (28)

ωm3(u1,11 + νu2,21) + 1
2ωm4(u1,22 + u2,12) +m3(−ω1,1)(u1,1 + νu2,2 − LT ) +

+1
2m4(−ω1,2)(u1,2 + u2,1) + σ1ω1(− z

(1+z2)2
(z,1)− z2

(1+z2)2
(z,2)) = b1, (29)

ωm3(u2,22 + νu1,12) + 1
2ωm4(u1,21 + u2,11) +m3(−ω1,2)(u2,2 + νu1,1 − LT ) +

+1
2m4(−ω1,1)(u1,2 + u2,1) + σ1ω1( 1

(1+z2)2
(z,1) + z

(1+z2)2
(z,2)) = b2. (30)

Первые два уравнения системы содержат производные первого порядка, чтобы ис-
следовать тип системы, продифференцируем эти уравнения по одной из координат.
Затем построим характеристический многочлен для полученной системы (27) – (30)

P (λ) = det(A11λ2 + 2A12λ+A22),

где

A11 =


1 − zω1

1 + z2
0 0

0 0
1

z
1

0 0 ωm3 0

0 0 0
ωm4

2

 ,

A12 =


z

ω1

1 + z2
0 0

0 0 1 −z
0 0 0 ω(νm3 +

m4

2
)

0 0 ω(νm3 +
m4

2
) 0

 ,

A22 =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
ωm4

2
0

0 0 0 ωm3

 .

Характеристический многочлен имеет вид
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ2 + 2zλ
ω1

1 + z2
(−zλ2 + 2λ) 0 0

0 0
λ2

z
+ 2λ λ2 − 2zλ

0 0 ω(m3λ
2 +

m4

2
) 2λω(m3ν +

m4

2
)

0 0 2λω(m3ν +
m4

2
) ω(

m4λ
2

2
+m3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Очевидно, он тождественно равен нулю, что означает вырождение типа системы
[7]. Решение системы представляет определенные трудности и требует специального
подхода. В данной работе предлагается следующий способ решения: находим частные
решения после введения угла армирования как заданной функции координат. Это
позволяет определить интенсивность армирования из уравнения (27). Уравнение (28)
рассматриваем после вычисления u1, u2 как ограничение на условие равнонапряжен-
ности. Решаем (29),(30) совместно как систему относительно u1, u2. Ее характеристи-
ческий полином имеет вид

P (λ) = det(A11λ2 + 2A12λ+A22),

где

A11 =

(
ωm3 0

0 0, 5ωm4

)
,

A12 =

(
0 ω(νm3 + 0, 5m4)

ω(νm3 + 0, 5m4) 0

)
, A22 =

(
0, 5ωm4 0

0 ωm3

)
.

Уравнение P (λ) = 0 после подстановки m3,m4 через модуль Юнга E и коэффици-
ент Пуассона ν запишется как биквадратное уравнение

λ4 +
3ν2 − 1 + 10ν

2(ν − 1)
λ2 + 1 = 0.

Находим четыре корня биквадратного уравнения:

λk = ±

√
−(ν − 1)(3ν2 − 1 + 10ν)±

√
9ν4 + 78ν2 + 60ν3 − 15 + 12ν)

2(ν − 1)
, (k = 1, 4).

Исследование выражения под радикалом (9ν4 +78ν2 +60ν3−15+12ν) как функции
от ν показало, что оно имеет отрицательный знак на интервале [0; 0, 38]. Это означает,
что корни λk комплексно сопряженные на этом интервале. Рассматриваемая система
(29), (30) имеет эллиптический тип. Заметим, что для многих материалов коэффици-
ент Пуассона принимает значения от 0, 25 до 0, 3. Следовательно, возможные значения
коэффициентов Пуассона попадают в указанный интервал, где корни λk− комплексно
сопряженные.

Для построения численной схемы запишем оба уравнения в дивергентном виде.
Предварительно введем следующие обозначения:

y1 = ω1(x, y), y2 = z(x, y), z1 = (1− y1)m3, z2 = (1− y1)m4/2.
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Здесь y1, y2 – известные функции координат, u1, u2 – неизвестные функции. Заметим
выполнение следующих соотношений для слагаемых, входящих в первое уравнение

(1− y1)m3u1,11 +m3(−y1,1)u1,1 = (z1u1,1)
,1
,

(1− y1)m3νu2,11 +m3(−y1,1)νu2,1 = (νz1u2,2)
,1
,

(1− y1)

2
m4u1,22 +

1

2
m4(−y1,2)u1,2 = (z2u1,2)

,2
,

(1− y1)

2
m4u2,12 +

1

2
m4(−y1,2)u2,1 = (z2u2,1)

,2
.

В итоге оно запишется

(z1u1,1)
,1

+ (νz1u2,2)
,1

+ (z2u1,2)
,2

+ (z2u2,1)
,2

+ F1 = 0,

F1 = −b1 +m3y1,1L
T + σ1y1(− y2

(1 + y2
2)2

y2,1 −
y2

2

(1 + y2
2)2

y2,2).

Используем соотношения для второго уравнения

(1− y1)m3u2,22 +m3(−y1,1)u2,2 = (z1u2,2)
,2
,

(1− y1)m3νu1,12 +m3(−y1,2)νu1,1 = (νz1u1,1)
,2
,

(1− y1)

2
m4u1,12 +

1

2
m4(−y1,2)u1,2 = (z2u1,2)

,1
,

(1− y1)

2
m4u2,11 +

1

2
m4(−y1,2)u2,1 = (z2u2,1)

,1
.

В итоге второе уравнение запишется

(z1u2,2)
,2

+ (νz1u1,1)
,2

+ (z2u1,2)
,1

+ (z2u2,1)
,1

+ F2 = 0,

F2 = −b2 +m3y1,2L
T + σ1y1

( 1

(1 + y2
2)2

y2,1 +
y2

(1 + y2
2)2

y2,2

)
.

Таким образом получили дивергентную форму записи уравнений (29), (30), рассмат-
риваемых как система относительно u1, u2.
Заключение. В работе получены разрешающие системы уравнений плоской за-

дачи для одного семейства равнонапряженных и нерастяжимых, прямолинейных и
криволинейных волокон в прямоугольной декартовой системе координат. Задача рас-
смотрена в рамках линейной неоднородной анизотропной теории упругости. Установ-
лено, что разрешающие системы являются системами составного типа для семейства
нерастяжимых волокон. Введение условия равнонапряженности семейства волокон
приводит к вырождению типа системы. Получены численно-аналитические решения
частных задач. Для иллюстрации расчетов выбран металлокомпозит (алюминиевая
пластинка армируется стальными волокнами). Знание типа системы позволяет как
корректно строить численные схемы, так и применять широко используемые в на-
стоящее время программные продукты, например ANSYS и COSMOS. При этом при-
веденные решения могут служить тестовыми примерами при решении более общих
задач.
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SOLUTION OF PLANAR PROBLEM FOR METAL COMPOSITE
REINFORCED WITH SINGLE FAMILY OF CURVILINEAR FIBERS

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk, Russia

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russia

Abstract. One-family straight and curved fibers reinforcement is considered by reference to
the structural model within the inhomogeneous anisotropic theory planar problem. We consider
inextensible and equally stressed families of fibers. The resolving systems of equations for these
problems are constructed and its type is studied. The numerical-analytical solutions of the
particular problems for a metal composite were obtained.

Keywords: curvelinear reinforcement, structural model, single family of curvilinear fibers
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К ВОПРОСУ О КРУЧЕНИИ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ С
ВКЛЮЧЕНИЕМ

Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана, г. Москва

Аннотация. В работе рассмотрено кручение идеальнопластического прямоугольного приз-
матического стержня с включением. Определено напряженное состояние стержня, найдены
линии разрыва напряжений, построено поле характеристик.

Ключевые слова: кручение, напряжение, пластичность, предел текучести.

УДК: 539.735

Кручение изотропных цилиндрических и призматических идеальнопластических
стержней рассмотрено в работах [1], [2]. Кручение анизотропных и неоднородных иде-
альнопластических стержней исследовано в [1]–[5].

Рассмотрим призматический идеальнопластический стержень, ориентированный в
прямоугольной системе координат xyz.

Ось z направлена параллельно образующим стержня. Сечение стержня плоскостью
z = const есть прямоугольник ABCD со сторонами равными 2a и 2b.

Предположим, что стержень состоит из двух изотропных частей, разделенных ле-
вой половиной эллипса (рис. 1), тогда

x2

a2
0

+
y2

b2
= 1, a0 < a− b.

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями:

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)
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Рис. 1.

условиями пластичности

τ2
xz + τ2

yz = k2
1 (2)

в области I,

τ2
xz + τ2

yz = k2
2 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где k1 < k2.
Согласно [2] характеристики соотношения (4) есть прямые, ортогональные вектору

касательного напряжения

τ = τxzi+ τyzj, (5)
где i, j – орты осей x и y соответственно, который направлен по касательной к контуру
поперечного сечения стержня и не меняется вдоль характеристики.

На линии неоднородности LMN неизбежен скачок касательных напряжений. По-
этому при переходе через кривую LMN вектор касательного напряжения τ , а соответ-
ственно и характеристики соотношения (4) меняют свое направление. Это приводит
к дополнительным линиям разрыва напряжений ME, LE и NE, выходящим из точек
M , L и N области II (рис. 2).

В области MNE характеристики соотношения (4) задаются уравнением

y = b

√
1− x2

0

a2
0

− (x− x0) ctg(α− β), (6)

а вектор касательного напряжения имеет вид

τMNE = −k2

(
i cos(α− β) + j sin(α− β)

)
; (7)
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Рис. 2.

в области MLE характеристики соотношения (4) определяются уравнением

y = −b

√
1− x2

0

a2
0

+ (x− x0) ctg (α− β) , (8)

а вектор касательного напряжения имеет вид

τMLE = k2

(
i cos(α− β)− j sin(α− β)

)
, (9)

где

x0 ∈ (−a0; 0) , sinα = − b2x0√
b4x2

0 + a4
0y

2
0

, cosα =
a2

0y0√
b4x2

0 + a4
0y

2
0

,
x2

0

a2
0

+
y2

0

b2
= 1,

sinβ = k1 sinα/k2, cosβ =
√
k2

2 − k2
1 sin2 α/k2.

Согласно (6) и (8) уравнения линий разрыва напряжений LE и NE имеют вид

NE :
dy

dx
= − ctg

α− β
2

, (10)

где y = b при x = 0;

LE :
dy

dx
= ctg

α− β
2

, (11)

где y = −b при x = 0.
Рассмотрим призматический стержень с прямоугольным сечением, в случае, когда

сечение содержит включение в виде эллипса (рис. 3).
Пусть условие пластичности в эллипсе имеет вид (3), а вне ее – (2). В этом слу-

чае, в эллипсе появятся две дополнительные линии разрыва напряжений, которые
совпадают с его диаметрами.

Характеристики соотношения (4) определяются уравнениями (6), (8) и соотноше-
ниями

y = b

√
1− x2

0

a2
0

+ (x− x0) ctg (α− β) , (12)
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Рис. 3.

y = −b

√
1− x2

0

a2
0

− (x− x0) ctg (α− β) , (13)

где x0 ∈ (0; a0).
На рисунках 2 и 3 жирными линиями нарисованы линии разрыва напряжений, а

тонкими линиями – характеристики.
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ABOUT TORSION OF PIECEWISE ISOTROPIC PRISMATIC CORES WITH
INCLUSION

N. Bauman Moscow State Technical University, Moscow

Abstract. In work torsion of a ideal plastic prismatic core with inclusion in the form of a rectangle
is considered. Tension of a core is defined, lines of a rupture of tension are found, the field of
characteristics is built.
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Аннотация. Тепловые потери являются одним из основных показателей энергетической
эффективности эксплуатации тепловых сетей и включаются в тарифы на тепловую энер-
гию. Определение фактических тепловых потерь является важной практической задачей.
Транспортные потери тепла вызывают падение температуры теплоносителя, вследствие это-
го удельные теплопотери по длине трубопровода изменяются [1]. В статье рассмотрен метод
определения уровня тепловых потерь на участке трубопровода тепловых сетей.

Ключевые слова: теплопроводность, тепловая сеть, тепловая изоляция, потери тепла, теп-
лоноситель.

УДК: 539.374

1. Введение.
В системах централизованного теплоснабжения транспортировка тепла от тепло-

источника до потребителей связана с потерями тепловой энергии, в том числе через
тепловую изоляцию трубопроводов тепловых сетей. По опыту проведения энергетиче-
ских обследований [2] величина тепловых потерь при транспортировке теплоносителя
в существующих тепловых сетях составляет 15-30 % в зависимости от времени года.

Уровень тепловых потерь тепловыми сетями через теплоизоляционные конструк-
ции в общем виде зависят от [3]:

- вида теплоизоляционной конструкции и примененных теплоизоляционных мате-
риалов;

c© НемировскийЮ.В., МозговаА. С., 2017
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- типов прокладки (надземная, подземная канальная, бесканальная и т. п.) и их
соотношений для данной тепловой сети;

- температурного режима и продолжительности работы тепловой сети в течение
года;

- параметров окружающей среды;
- материальной характеристики тепловой сети и ее структуры по диаметрам и про-

тяженности трубопроводов, по типам прокладки и видам теплоизоляционных кон-
струкций;

- срока и условий эксплуатации тепловых сетей.
Под тепловыми потерями понимается количество теплоты, переданной от теплоно-

сителя через теплоизоляционные конструкции в окружающую среду.
В статье трубопровод с тепловой изоляцией будем рассматривать как слоистую

конструкцию трубопровода тепловых сетей.
Предположим, что трубопровод тепловых сетей, в котором протекает теплоноси-

тель, полностью изолирован теплоизоляционным материалом, у которого коэффици-
ент теплопроводности равен нулю. Следовательно, в этом случае температрура теп-
лоносителя, проходящая через участок трубопровода, будет постоянной и будет иметь
начальную температуру. Данный случай рассматривается как идеальные условия про-
текания теплоносителя в трубопроводе без падения температуры теплоносителя.

Согласно закону Фурье, общее количество теплоты, протекающее за время t через
конечную площадь поверхности, определяется по формуле [4]:

Q = −
m∑
j=1

∫ t

0

∫ Rj+1

Rj

∫ l

0
λjk

∂Tj
∂n

dtdrdz, (j = 1,m; k = r, z), (1)

здесь Tj = Tj(r, z, t) – температурное поле в j-ом слое;
∂Tj
∂n

– частная производная
от функции Tj по направлению нормали n; λjk – коэффициенты теплопроводности
вдоль осей Or и Oz соответственно; r, z – координаты; t – время; m – число слоев.

Ось слоистого трубопровода обозначим за ось Oz, тогда изотермическими поверх-
ностями для теплопроводности будут сечения слоистого трубопровода, перпендику-

лярные оси Oz, нормаль к ним совпадает с осью Oz и
∂Tj
∂n

=
∂Tj
∂z

(j = 1,m).
В реальных условиях потери тепла в трубопроводах тепловых сетей через тепло-

изоляцию технически неизбежны. За счет теплопроводности стенки трубопровода и
теплоизоляционных материалов происходят тепловые потери, соответственно темпе-
ратура теплоносителя при протекании в трубопроводе падает. В этом случае коли-
чество теплоты dQ (рис.1), переданной от теплоносителя через слои трубопровода в
окружающую среду, определим следующим образом [4]:

dQ = Qz −Qz+dz. (2)

Здесь dQ – количество теплоты, переданной от теплоносителя через слои трубопро-
вода в окружающую среду за единицу времени; Qz – количество теплоты, входящее в
трубопровод тепловой сети за единицу времени; Qz+dz – количество теплоты, которое
выходит из трубопровода тепловой сети за то же время.

Qz = −
m∑
j=1

∫ t

0

∫ Rj+1

Rj

∫ l

0
λjk

∂Tj
∂z

dtdrdz, (j = 1,m; k = r, z), (3)
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Рис. 1.

Qz+dz = −
m∑
j=1

∫ t

0

∫ Rj+1

Rj

∫ l

0
λjk

∂Tj
∂z

dtdrdz +
m∑
j=1

∫ t

0

∫ Rj+1

Rj

∫ l

0
λjk

∂2Tj
∂z2

dtdrdz2, (4)

(j = 1,m; k = r, z)

.
Подставив (3) и (4) в (2), получим:

Q =
m∑
j=1

∫ t

0

∫ Rj+1

Rj

∫ l

0
λjk

∂2Tj
∂z2

dtdrdz2, (j = 1,m; k = r, z). (5)

Таким образом, уровень тепловых потерь на участке слоистого трубопровода теп-
ловых сетей можно определить как разность между количеством теплоты при иде-
альных условиях и количеством теплоты с учетом тепловых потерь через слои тру-
бопровода.

Для нахождения количества теплоты необходимо определить температурное поле
в каждом слое трубопровода.
2. Постановка краевой задачи. Рассмотрим задачу по определению темпера-

турного поля в слоистом трубопроводе тепловых сетей с протекающей жидкостью.
Решение задачи нестационарной теплопроводности слоистого трубопровода, приме-
нительно к осесимметричному случаю, состоящего из m слоев, разнородных по теп-
ловым свойствам, при совершенном контакте на поверхности раздела слоев, сводится
к решению системы уравнений [4]:

∂Tj(r,z,t)
∂t =

= ajr

(
∂2Tj(r,z,t)

∂r2
+ 1

r
∂Tj(r,z,t)

∂r

)
+ ajz

(
∂2Tj(r,z,t)

∂z2

)
− βjυj

(
∂Tj(r,z,t)

∂z

)
;

(6)

(t > 0; Rj−1 ≤ r < Rj ; j = 1,m; 0 ≤ z < l)
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βj =

{
0 твердое тело;
1 жидкость.

Здесь r и z – координаты; t – время; Rj и Rj+1 - радиусы слоев трубопровода,
(j = 1,m); l – длина трубопровода; m- число слоев; ajr и ajz – коэффициенты тем-
пературопроводности вдоль осей Or и Oz соответственно, (j = 1,m); υj – скорость
теплоносителя в трубопроводе, (j = 1,m).

В случае, когда количество теплоты протекает через боковые поверхности трубо-
провода, а торцевые стороны трубопровода непроницаемы для тепла, для первого
и последнего слоя задаем температуры окружающей среды и закон конвективного
теплообмена между поверхностью тела и окружающей средой. Для описания процес-
са теплообмена используем закон Ньютона–Рихмана [4]. На границе раздела j-го и
(j + 1)-го слоев задаем условия идеального теплового контакта. Для решения систе-
мы (6) зададим следующие начальные и граничные условия [4]:

Tj(r, z, 0) = T0; (7)

∂T1(R1, z, t)

∂r
−H1r[T1(R1, z, t)− Tср(t)] = 0; (8)

Tj(Rj , z, t) = Tj+1(Rj , z, t); (9)

λjr
∂Tj(Rj , z, t)

∂r
= λjr+1

∂Tj+1(Rj , z, t)

∂r
; (10)

∂Tm(Rm, z, t)

∂r
+Hmr[Tm(Rm, z, t)− Tокр.в.(t)] = 0, (11)

∂T1(r, 0, t)

∂z
= T0 (12)

∂T1(r, l, t)

∂z
−H1z[T1(r, l, t)− Tср(t)] = 0; (13)

здесь H1r =
α1

λ1r
; Hmr =

αm
λmr

; H1z =
α1

λ1z
; α1 и αm – коэффициенты теплоотдачи

соответственно теплоносителя и m-го слоя трубопровода; λ1r, λmr и λ1z – коэффи-
циенты теплопроводности, соответственно, теплоносителя и m-го слоя трубопровода
вдоль осей Or и Oz; T0 – начальная температура теплосителя; Tср(t) – температура
теплоносителя; Tокр.в.(t) – температура окружающего воздуха.

Если количество теплоты протекает через торцевые стороны трубопровода, а боко-
вые поверхности непроницаемы для тепла, для решения системы (6) зададим следу-
ющие начальные и граничные условия [4]:
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Tj(r, z, 0) = T0; (14)

∂Tj(r, 0, t)

∂z
−Hjz[Tj(r, 0, t)− Tокр.в.(t)] = 0; (15)

∂Tj(r, l, t)

∂z
+Hjz[Tj(r, l, t)− Tокр.в.(t)] = 0, (16)

∂T1(R1, z, t)

∂r
= Tср.(t); (17)

∂Tm(Rm, z, t)

∂r
= Tокр.в.(t), (18)

Tj(Rj , z, t) = Tj+1(Rj , z, t); (19)

λjr
∂Tj(Rj , z, t)

∂r
= λjr+1

∂Tj+1(Rj , z, t)

∂r
; (20)

здесь Hjz =
αj
λjz

; αj – коэффициент теплоотдачи j-го слоя; λjz – коэффициенты тепло-

проводности j-го слоя вдоль оси Oz; T0 – начальная температура теплосителя; Tср(t)
– температура теплоносителя; Tокр.в.(t) – температура окружающего воздуха.

При идельных условиях, когда стенка трубопровода тепловых сетей непроницаема
для тепла, зададим следующие начальные и граничные условия [4]:

Tj(r, z, 0) = T0; (21)

∂T1(R1, z, t)

∂r
= Tср.(t); (22)

∂T2(R2, z, t)

∂r
= Tокр.в.(t); (23)

T1(R1, z, t) = T2(R2, z, t) (24)

λ1r
∂T1(R1, z, t)

∂r
= λ2r

∂T2(R2, z, t)

∂r
; (25)

∂T1(r, 0, t)

∂z
= T0; (26)

∂T1(r, l, t)

∂z
−H1z[T1(r, l, t)− Tср(t)] = 0, (27)

Задача теплопроводности для многослойного цилиндра без протекающей жидкости
рассмотрена в статье [5].
3. Решение задачи. Приближенное решение задачи, следуя методу Л. В. Канто-

ровича, определим среди функций вида [6]:

Tj(r, z, t) = Tср(t) +
m∑
j=1

fj(t)ψj(r, z), (j = 1,m) (28)
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здесь fj(t) - неизвестные функции времени; ψj(r, z) - координатные функции.

В качестве простейшего примера рассмотрим участок слоистого трубопровода теп-
ловых сетей c протекающей жидкостью, в случае, когда торцевые стороны трубопро-
вода непроницаемы для тепла, а количество теплоты теряется через боковые поверх-
ности трубопровода (рис. 2).

Координатные функции ψj(r, z) представим в виде:

ψj(r, z) = E1j(z) + E2j(z)r
2, (j = 1,m), (29)

где E1j(z) и E2j(z) – неизвестные коэффициенты, определяемые из граничных условий
(8)–(11).

Рис. 2.

Здесь с1, с2 и с3 – удельная теплоемскость, соответственно, теплоносителя, тру-
бопровода и теплоизоляционного материала; ρ1, ρ2 и ρ3 – плотность теплоносителя,
соответственно,теплоносителя, трубопровода и теплоизоляционного материала; υ1 –
скорость теплоносителя в трубопроводе.

Выделим подобласти:
0 ≤ r ≤ R1, 0 ≤ z ≤ l – теплоноситель;
R1 ≤ r ≤ R2; 0 ≤ z ≤ l – стенка трубопровода;
R2 ≤ r ≤ R3; 0 ≤ z ≤ l – теплоизоляционный материал.
Исходя из (29), координатные функции для каждого слоя трубопровода будут иметь

вид:
для теплоносителя – ψ1(r, z) = E11(z) + E21(z)r2;

для стенки трубопровода – ψ2(r, z) = E12(z) + E22(z)r2;

для теплоизоляционного материала – ψ13(r, z) = E13(z) + E23(z)r2,
здесь E11(z), E21(z), E12(z), E22(z), E13(z), E23(z) – неизвестные коэффициенты,

определяемые из граничных условий (8)–(11) .
Используя условия сопряжения (19) и (20), получим:

E11(z) + E21(z)R2
1 = E12(z) + E22(z)R2

1 (30)
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λ1[2E21(z)R1] = λ2[2E22(z)R1] (31)

E12(z) + E22(z)R2
2 = E13(z) + E23(z)R2

2 (32)

λ2[2E22(z)R2] = λ3[2E23(z)R2]. (33)
Используя условия конвективного теплообмена между поверхностью тела и окру-

жающей средой (8) и (11), получим:

2E21(z)R1 −H1[E11(z) + E21(z)R2
1 − Tcp(t)] = 0 (34)

2E23(z)R3 +H3[E13(z) + E23(z)R2
3 − Tокр.в.(t)] = 0. (35)

Неизвестные коэффициенты из уравнений (30)–(35) выразим через E21(z):

E22(z) =
λ1

λ2
E21(z);

E23(z) =
λ1

λ3
E21(z);

E11(z) =
E21(z)[2R1 −H1R

2
1]

H1
− Tcp(t);

E13(z) =
E21(z)[−2

λ1

λ3
R3 −H3

λ1

λ3
R2

3]

H3
+ Tокр.в.(t);

E12(z) =
E21(z)[2R1 −H1R

2
1]

H1
+ E2

21(z)R2
1 −

λ1

λ2
E21(z)R2

1 − Tcp(t).

Таким образом, получим координатные функции для каждого слоя трубопровода:
для теплоносителя

ψ1(r, z) =
E21(z)[2R1 −H1R

2
1]

H1
− Tcp(t) + E21(z)r2; (36)

для трубопровода

ψ2(r, z) =
E21(z)[2R1 −H1R

2
1]

H1
+ E2

21(z)R2
1 −

λ1

λ2
E21(z)R2

1 − Tcp(t) +
λ1

λ2
E21(z)r2; (37)

для теплоизоляционного материала

ψ3(r, z) =
E21(z)[−2

λ1

λ3
R3 −H3

λ1

λ3
R2

3]

H3
+ Tокр.в.(t) +

λ1

λ3
E21(z)r2. (38)

Неизвестный коэффициент E21(z) определим из граничных условий (12)–(13).
Распределение температуры по длине трубопровода примем в виде полинома вто-

рой степени:

E2(z) = z2 +Bz + C. (39)
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Значения неизвестных коэффициентов B и C найдем из граничных условий (12)–
(13):

B = Tcp(t)

C =
H1Tcp(t)− 2l − Tcp(t)−H1l

2 + Tcp(t)lH1

H1

Таким образом, получим:

E2(z) = z2 + Tcp(t)z +
H1Tcp(t)− 2l − Tcp(t)−H1l

2 + Tcp(t)lH1

H1
. (40)

Подставив E21(z) в (36)–(38), получим окончательные координатные функции для
каждого слоя трубопровода.

Для нахождения неизвестных функций времени составим интеграл взвешенной
невязки уравнения (6) [6]:

3
j=1

∫ rj
rj−1

∫ l
0

(
∂fj(t)
∂t ψj(r, z)− fj(t)[

aj

(
∂2ψj(r)
∂r2

+ 1
r
∂ψj(r)
∂r

)
+ a1j

(
∂2ψj(r,z)
∂z2

)
− βjυj

(
∂ψj(r,z)
∂z

)])
drdz = 0.

(41)

(j = 1,m)

Определяя интегралы в (41), относительно неизвестной функции времени, получим
дифференциальное уравнение первого порядка.

Введем обозначение:

Aj =

∫ rj

rj−1

∫ l

0
ψj(r, z)drdz; (j = 1,m)

Dj =

∫ rj

rj−1

∫ l

0

[
aj

(
∂2ψj(r)

∂r2
+

1

r

∂ψj(r)

∂r

)
+a1j

(
∂2ψj(r, z)

∂z2

)
−βjυj

(
∂ψj(r, z)

∂z

)]
drdz; (j = 1,m)

С учетом введенных обозначений получаем следующее уравнение:

Ajf
′
(t)−Djf(t) = 0 (42)

Решая уравнение (42), получим:

fj(t) = Cjexp

(
Dj

Aj
t

)
, (43)

здесь Cj – постоянная интегрирования, определяемая из начального условия (7).
Тогда соотношение (28) примет вид:

Tj(r, z, t) =
3∑
j=1

Cjexp

(
Dj

Aj
t

)
ψj(r, z). (44)

Для определения постоянной интегрирования найдем интеграл взвешенной невязки
начального условия∫ rj

rj−1

∫ l

0

(
Cjψj(r, z)exp

(
B

A
· 0
)
− T0

)
drdz = 0. (45)
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После нахождения постоянных интегрирования температурное поле определим из
уравнения (44). Таким же образом определяется температурное поле в слоях идеаль-
ного трубопровода при граничных условиях (22)–(27).

Количество теплоты, переданной от теплоносителя через слои трубопровода в окру-
жающую среду определим по формуле (5), количество теплоты в трубопроводе при
идеальных – определим по формуле (1).

Уровень тепловых потерь на участке слоистого трубопровода тепловых сетей опре-
делим как разность между количеством теплоты при идеальных условиях и количе-
ством теплоты с учетом тепловых потерь через слои трубопровода.
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Abstract. Thermal losses are one of the main rates of energy efficiency of heat networks and
included in the tariffs for thermal energy. The determination of the actual thermal loss is an
important practical task. Transport thermal loss as cause the temperature drop of the heat carrier,
therefore the specific heat losses along the length of the pipeline change [1]. The article describes
the method of determining the level of thermal losses in the pipeline section of heat networks.
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ПОСТРОЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОГО ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ДЛЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ

ПЛАСТИЧНОСТИ

Воронежский государственный технический университет, г. Воронеж, Россия

Аннотация. Рассмотрен вопрос построения непрерывного поля скоростей перемещений при
вдавливании пластического материала через матрицу с гладким профилем. Составлено диф-
ференциальное уравнение и определены первые интегралы. Используя граничные условия
на входе материала в пластическую область, решена задача Коши и определены скорости
перемещений и компоненты скорости деформаций для осесимметричной задачи.

Ключевые слова: пластичность, технологические задачи, поле скоростей перемещений,
верхняя оценка усилий деформирования.

УДК: 539.374

Вопрос о непрерывных полях скоростей перемещений возник в связи с тем, что, как
показано в работе [1], в упрочняющихся материалах нет разрыва скоростей перемеще-
ний. При деформировании упрочняющихся материалов, как правило, учитывают вли-
яние факта неразрывности в среднем. Используют решение для жестко-пластического
материала и считают, что кинематика для упрочняющегося материала мало отлича-
ется. Иногда, как например в работе [2], вместо поверхности разрыва вводят слой,
устремляя при этом его толщину к нулю и фактически получают фиктивную по-
верхность разрыва скоростей перемещений. Течение жестко-пластического материа-
ла подробно изучено классиками теории пластичности и теории обработки металлов
давлением. Наша задача заключается в следующем: используя метод, предложенный
в работе [3], определить непрерывные поля скоростей перемещений для осесиммет-
ричных профилей.

1. Рассматривается пространственный осесиметричный профиль (рис. 1). Задача
решается в цилиндрических координатах z, θ, r.

Пусть уравнение профиля матрицы задано в виде
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Рис. 1. Схема пластического течения

r = f(z). (1.1)

Будем считать, что уравнения траекторий движений точек описываются следующим
образом:

r = Cf(z), (1.2)

где C — постоянная, которая изменяется в пределах от нуля до 1.
Дифференциальные уравнения траекторий движения точек

dr

dz
= Cf ′(z). (1.3)

Рассмотрим случай установившегося процесса

dr

dz
=
ur
uz
. (1.4)

Используя выражения (1.2), (1.3) и подставляя в уравнение (1.4), получим следую-
щее соотношение

rf ′(z)

f(z)
=
ur
uz
. (1.5)

Условие несжимаемости в цилиндрических координатах имеет вид

∂ur
∂r

+
ur
r

+
∂uz
∂z

= 0. (1.6)

Подставляя в условия несжимаемости, получим

zf ′(z)
∂uz
∂r

+
2f ′(z)

f(z)
uz +

∂uz
∂z

= 0. (1.7)

2. Рассмотрим случай, когда угол α > 450, а скорость uz зависит только от коор-
динаты z.

Уравнение для определения uz имеет вид

duz
dz

+ uz
2f ′(z)

f(z)
= 0. (2.1)

Решая уравнение (2.1), имеем:

uzf
2(z) = C1. (2.2)
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Используя граничное условие для uz, при z = 0, uz = u1, f(0) = H, и учитывая,
что H = 1, получим

uz =
u1

1− z2
. (2.3)

Из условия несжимаемости находим ur:

ur = − rz

(1− z2)2
. (2.4)

Таким образом, учитывая, что для первой пластической области f1(z) =
√

1− z2,
получим выражения для компонент скоростей деформации и сдвига

εz =
2z

(1− z2)2
; εr = εθ =

−z
(1− z2)2

; γrz =
−1 + 3z2

(1− z2)3
r. (2.5)

Для первой области мощность определяется по формуле

N1 = 2πk

∫ sinα

0

∫ √1−z2

0

√
12ε2

r + γ2
rzdrdz. (2.6)

Для второй области по формуле

N2 = 2πk

∫ 1+r∗sinα

sinα

∫ f2(z)

cosα

√
12ε2

r + γ2
rzdrdz, (2.7)

где f2(z) = r0−
√
r2
∗ − (z − z2

0)2, r∗ — радиус малой окружности, r0 и z0 — координаты
центра малой окружности. Если задать h и угол α , то h и r∗ связаны зависимостью

h = (1 + r∗)cosα− r∗. (2.8)

Используя граничные условия для во второй области, получим

uz =
u1tg

2α

f2
2 (z)

. (2.9)

Из условия несжимаемости

ur = −rduz
dz

. (2.10)

Аналогично определяются εr, εθ, εz.
Выводы.
1. При определении верхней оценки усилия деформирования упрочняющегося мате-

риала через осесимметричные матрицы использование непрерывного поля скоростей
позволит уточнить значение верхней оценки.

2. Используя линии тока можно для каждого сечения z = const получить распре-
деление интенсивности деформации в зависимости от координат r.
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Аннотация. В рамках теории малых деформаций приводится решение краевой задачи о де-
формировании материала с упругими, вязкими и пластическими свойствами в сферическом
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Изменение формы некоторых конструкционных материалов осуществляется спосо-
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задачи о пластическом течении в материале, который на предварительной стадии уже
приобретает необратимые деформации за счет его ползучести. Смена механизма на-
копления необратимых деформаций на упругопластических границах требует новых
постановок задач. Рассмотренная задача является одним из таких примеров.
1. Основные модельные соотношения. Для решения задачи будем использо-

вать математическую модель малых деформаций, в которой полные деформации dij
складываются из обратимой eij и необратимой pij составляющих [2]

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

. (1)

В соотношениях (1) ui — компоненты вектора перемещений, xi — пространственные
координаты точки деформируемой среды.

Напряжения в среде связаны с обратимыми деформациями законом Гука

σij = λekkδij + 2µeij , (2)

в котором λ, µ — параметры Ламе.
Полагаем, что необратимые деформации накапливаются в материале непосред-

ственно с начала процесса деформирования. При этом необратимые деформации pij
могут быть и деформациями ползучести, и пластическими деформациями.

Диссипативный механизм деформирования свяжем только с вязкими и пластиче-
скими свойствами материалов. В областях, где напряженное состояние еще не до-
стигло поверхности текучести, диссипативный механизм деформирования зададим в
форме закона ползучести Нортона [3]

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ =

√
3

2

(
(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2

)1/2
,

σ =
1

3
σii =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3) , γij = εvij =

∂V

∂σij
.

(3)

Здесь σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, εvij — скорости деформаций
ползучести, B, n — заданные параметры ползучести материала.

При достижении напряженным состоянием поверхности текучести диссипативный
механизм меняется: начинается пластическое течение. В качестве такой поверхности
будем использовать условие пластичности Мизеса [4]

f (σij) = sijsji −
8

3
k2, sij = σij − σδij , γij = εpij = ξ

∂f

∂σij
, ξ > 0, (4)

где εpij — тензор скоростей пластических деформаций, k — предел текучести.
2. Постановка и решение задачи до пластического течения. Пусть слой

материала, ограниченный сферическими поверхностями r = r0 и r = R (r0 < R),
находится в условиях следующего воздействия

σrr|r=R = −p(t), σrr|r=r0 = 0. (5)

В соотношениях (5) p(t) — известная возрастающая со временем функция, σrr —
радиальная компонента тензора напряжений в сферической системе координат r, θ, ϕ.

Для отличных от нуля компонент тензора деформаций в рассматриваемом случае
согласно соотношениям (1) имеем

drr = err + prr =
∂u

∂r
, dθθ = dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

r
. (6)
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В зависимостях (6) u = ur — единственная не равная нулю компонента вектора
перемещений.

Из закона Гука (2) найдем напряжения в сферическом слое:

σrr = (λ+ 2µ) err + 2λeϕϕ, σθθ = σϕϕ = λerr + 2 (λ+ µ) eϕϕ. (7)

В рамках квазистатического подхода запишем уравнение равновесия для рассмат-
риваемого случая

∂σrr
∂r

+ 2
σrr − σϕϕ

r
= 0. (8)

Формула (3) в сферической системе координат принимает форму

V (σij) = 2−n/2B
(

(σrr − σϕϕ)2 + (σrr − σθθ)2 + (σϕϕ − σθθ)2
)n/2

. (9)

Учитывая, что в рассматриваемом случае сферической симметрии σϕϕ = σθθ, из
(3) и (9) получим

εvrr =
∂prr
∂t

= −2εvϕϕ = −2
∂pϕϕ
∂t

= Bn (σrr − σϕϕ)n−1 ,

εvrr + 2εvϕϕ = 0, prr + 2pϕϕ = 0.
(10)

Из зависимостей (6) следуют два уравнения

∂u

∂r
− u

r
= err − eϕϕ +

3

2
prr,

∂u

∂r
+ 2

u

r
= err + 2eϕϕ. (11)

Обратимые деформации вычисляются через напряжения согласно соотношениям
(7)

err =
(λ+ µ)σrr − λσϕϕ

µ (3λ+ 2µ)
, eϕϕ =

(λ+ 2µ)σϕϕ − λσrr
2µ (3λ+ 2µ)

. (12)

Исключая обратимые деформации с помощью соотношений (12) из уравнений (11)
и затем интегрируя их, получим

u = −rσrr
4µ

+
3r

2

∫
prr
r
dr, u =

1

r2(3λ+ 2µ)

∫
r2 (σrr + 2σϕϕ) dr. (13)

Вычисляя неопределенные интегралы в выражениях (13), получим окончательные
зависимости

u =− rσrr
4µ

+
3r

2

∫
prr
r
dr, u =

rσrr
3λ+ 2µ

+
c(t)

r2(3λ+ 2µ)
,

prr = − λ+ 2µ

µ(3λ+ 2µ)
(σrr − σϕϕ)− 2c(t)

r3(3λ+ 2µ)
.

(14)

Используя закон ползучести (10), получим интегро-дифференциальное уравнение
для компоненты необратимых деформаций prr(r, t) = −2pϕϕ

∂prr
∂t

= Bn

(
− µ

λ+ 2µ

(
(3λ+ 2µ) prr +

2c(t)

r3

))n−1

, (15)
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а также выражения для компонент тензора напряжений σrr(r, t) и σϕϕ(r, t)

σrr =
2µ (3λ+ 2µ)

λ+ 2µ

r∫
r0

prr
r
dr +

4µc(t)

3 (λ+ 2µ)

(
1

r3
0

− 1

r3

)
,

σϕϕ = σrr +
µ

λ+ 2µ

(
(3λ+ 2µ) prr +

2c(t)

r3

)
, (16)

c(t) = − 3r3
0R

3

2
(
R3 − r3

0

)
λ+ 2µ

2µ
p(t) + (3λ+ 2µ)

R∫
r0

prr
r
dr

 .

Решение интегро-дифференциального уравнения (15) при начальном условии
prr(r, 0) = 0 было получено методом конечных разностей с использованием состав-
ной формулы трапеций [5] для приближенного вычисления входящего в уравнение
интеграла.

По известным значениям напряжений (16) из соотношений (12) можно найти ком-
поненты упругих деформаций.

Из второй зависимости (6) получим распределение перемещений по сферическому
слою

u = r (eϕϕ + pϕϕ) . (17)

3. Пластическое течение. При дальнейшем возрастании функции p(t) в момент
времени t = t0 на внутренней сферической поверхности r = r0 выполнится условие
пластичности (4). С этого момента времени от поверхности r = r0 развивается область
пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t), а область m(t) ≤ r ≤ R остается вязкоупругой
областью, в которой присутствуют упругие деформации и деформации ползучести.
Таким образом, граница r = m(t) является движущейся границей области пластиче-
ского течения.

Условие пластичности Мизеса (4) в нашем случае принимает вид

σrr − σϕϕ = 2k (18)

и выполняется во всей области r0 ≤ r ≤ m(t).
Согласно соотношениям (5)–(8), (10) и (18) в области m(t) ≤ r ≤ R продолжает

выполняться интегро-дифференциальное уравнение (15), в котором

c(t) = − 3m3R3

2 (R3 −m3)

λ+ 2µ

2µ
p(t)− 2k (λ+ 2µ)

µ
ln
m

r0
+ (3λ+ 2µ)

R∫
m

prr
r
dr

 . (19)

Из зависимостей (10) и (18), а также условия непрерывности напряжений на упру-
гопластической границе r = m(t) следует уравнение(

1

Bn

∂prr
∂t

) 1
n−1

∣∣∣∣∣
r=m(t)

= 2k. (20)

Уравнения (15) и (20) образуют систему относительно неизвестных функций
prr(r, t) в области m(t) ≤ r ≤ R и m(t). Данная система также была решена при
помощи конечно-разностного метода.
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Выражение для напряжения σrr в области m(t) ≤ r ≤ R следует из зависимостей
(5)–(8)

σrr = −2µ (3λ+ 2µ)

λ+ 2µ

R∫
r

prr
r
dr − 4µc(t)

3 (λ+ 2µ)

(
1

r3
− 1

R3

)
− p(t). (21)

В области пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t), интегрируя уравнение равновесия
(8) с учетом (18), найдем

σrr = −4k ln
r

r0
.

Соотношение для prr в области r0 ≤ r ≤ m(t) следует из (6)–(8) и (18)

prr = − 2

3λ+ 2µ

(
c(t)

r3
+
k (λ+ 2µ)

µ

)
. (22)

В формулах (21) и (22) функция c(t) имеет вид (19). Для компоненты напряжений
σϕϕ продолжает выполняться второе соотношение (16) в обеих областях. Компоненты
упругих деформаций и перемещений вычисляются из зависимостей (12) и (17).

При проведении расчетов использовалась линейная функция давления p(t) = αt
и следующие значения постоянных: n = 3, Bnµ3/α = 3.5, λ/µ = 3.9, r0/R = 0.03,
k/µ = 0.0026. На рис. 1 показан график зависимости упругопластической границы
m/R от безразмерного времени τ = αt/µ. Распределение необратимых prr и pϕϕ и
обратимых err и eϕϕ деформаций по слою в момент времени τ = 0.03 показано на рис.
2. Рис. 3 иллюстрирует распределение напряжений σrr/µ и σϕϕ/µ и перемещений u/R
в момент времени τ = 0.03.

Рис. 1. График упругопластической границы в зависимости от времени
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Рис. 2. Распределение необратимых и обратимых деформаций по слою

Рис. 3. Распределение напряжений и перемещений по слою

Заключение. В работе получено решение краевой задачи о пластическом тече-
нии материала сферического слоя, который предварительно накапливает необрати-
мые деформации за счет ползучести. Расчитаны основные параметры напряженно-
деформированного состояния.
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action of uniform pressure changing with the times. Rheological effects are taken into account at
the stage of deformation, which precedes the plastic flow. Reversible and irreversible deformations,
stresses, and displacements are calculated. The regularity of motion of the elastoplastic boundary
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ДИНАМИКА ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК НА ВЯЗКО-УПРУГОМ
ОСНОВАНИИ
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г. Новосибирск, Россия

2Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Первоначально основы теории предельного равновесия и динамического дефор-
мирования строительных конструкций из металлов и железобетона были разработаны А. А.
Гвоздевым [1]–[3] и развиты его последователями [4]–[7]. Положенная в основу расчета мо-
дель идеального жестко-пластического материала позволила достаточно простыми методами
определять во многих случаях предельные нагрузки несущей способности, а также верхние
(кинематически возможные) или нижние (статически допустимые) значения для широкого
класса разнообразных конструкций. При этом применительно к железобетонным конструк-
циям не учитывалось важнейшее свойство бетона существенно по разному сопротивляться
растяжению и сжатию. Это обстоятельство было учтено в работе [8] для железобетонных
балок в условиях квазистатического нагружения. В строительной практике часто возника-
ют ситуации, когда деформирование сопровождается отпором окружающей среды [9]–[10], и
возникает вопрос об оценке несущей способности конструкции и снижении уровня ее повре-
жденности при наличии такого отпора при воздействии динамических нагрузок. В рамках
классической теории предельного равновесия А. А. Гвоздева этот вопрос не был рассмотрен,
и в данной работе он будет исследован для железобетонных балок на упругом и вязкоупругом
основании.

Ключевые слова: пластичность, многослойная железобетонная балка, предельное состоя-
ние, разносопротивляемость, прогиб, изгибающий момент, упругое основание, вязкое основа-
ние, нагрузки взрывного типа.
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При исследовании предельного состояния используем классическую модель иде-
ального жесткопластического тела для всех материалов (бетона, арматуры) в соот-
ветствии с диаграммой (рис. 1).

Рис. 1.

Предполагается, что все фазовые материалы будут разносопротивляющимися при
растяжении и сжатии; примем для них диаграммы деформирования в виде изобра-
женного на рис. 1, где σ±0 – пределы текучести соответствующих фазовых материалов
на растяжение + и сжатие −.

Будем считать, что структура армирования в слоях 1 и 3 поперечного сечения бал-
ки различна как по интенсивности, так и по свойствам фазовых материалов. Для
всех рассматриваемых сечений будем считать справедливыми классические кинема-
тические гипотезы Кирхгофа–Лява, в соответствии с которыми деформации ε(x, z)
будет иметь выражения

ε(x, z) = e0(x) + zκ(x), e0(x) =
du0

dx
, κ(x) = −d

2w

dx2 , (1)

где u0(x) – перемещение вдоль отчетной оси x балки, w(x) – прогиб.
Рассмотрим идеально-пластический участок балки, для которого

e0(x) < 0, e0 + h3κ(x) > 0. (2)
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Оба неравенства будут выполнены при

e0(x) < 0, κ(x) > 0. (3)

Напряженное состояние будет соответствовать рис. 2.

Рис. 2.

Тогда для рассматриваемого участка балки продольное усилие N определяется ра-
венством

N = −2σ−01

∫ h1

0
b1(z)dz − 2σ−02

∫ z1

h1

b
0
2dz + 2σ+

02

∫ h2

z1

b
0
2dz+

+2σ+
03

∫ h3

h2

b3(z)dz = −2b
0
2

(
σ−02 + σ+

02

)
z1 + 2b

0
2

(
σ−02h2 + σ+

02h1

)
−

−2σ−01

∫ h1

0
b1(z)dz + 2σ+

03

∫ h3

h2

b3(z)dz.

(4)

Выражение для изгибающего момента M(x) будет иметь вид

M = −2σ−01

∫ h1

0
b1(z)zdz − 2σ−02

∫ z1

h1

b
0
2zdz + 2σ+

02

∫ h2

z1

b
0
2zdz+

+2σ+
03

∫ h3

h2

b3(z)zdz = −b02
(
σ−02 + σ+

02

)
z2

1 + b
0
2

(
σ−02h

2
1 + σ+

02h
2
2

)
−

−2σ−01

∫ h1

0
b1(z)zdz + 2σ+

03

∫ h3

h2

b3(z)zdz.

(5)

В случае поперечного изгиба (N = 0) имеем

z1 =
b
0
2

(
σ−02h2 + σ+

02h1

)
− σ−01

∫ h1
0 b1(z)dz + σ+

03

∫ h3
h2
b3(z)dz

b
0
2(σ−02 + σ+

02)
, (6)



48 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ, С. В. ТИХОНОВ

причем для z1 должно выполняться неравенство h1 ≤ z1 ≤ h2.
Подставляя в (5), получим предельный изгибающий момент

M
+
0 =

(
b
0
2

(
σ−02h2 + σ+

02h1

)
− σ−01

∫ h1
0 b1(z)dz + σ+

03

∫ h3
h2
b3(z)dz

)2

b
0
2(σ−02 + σ+

02)
+

+b
0
2

(
σ−02h

2
1 + σ+

02h
2
2

)
− 2σ−01

∫ h1

0
b1(z)zdz + 2σ+

03

∫ h3

h2

b3(z)zdz.

(7)

Для идеально-пластического участка балки с деформированным состоянием

e0(x) > 0, e0 + h3 κ(x) < 0, e0(x) > 0, κ(x) < 0, (8)

напряженное состояние будет соответствовать рис. 3.

Рис. 3.

В этом случае продольное усилие N будет равно

N = 2b
0
2

(
σ+

02 + σ−02

)
z1 − 2b

0
2

(
σ+

02h1 + σ−02h2

)
+

+2σ+
01

∫ h1

0
b1(z)dz − 2σ−03

∫ h3

h2

b3(z)dz,
(9)

изгибающий момент M равен

M = b
0
2

(
σ+

02 + σ−02

)
z2

1 − b
0
2

(
σ+

02h
2
1 + σ−02h

2
2

)
+

+2σ+
01

∫ h1

0
b1(z)zdz − 2σ−03

∫ h3

h2

b3(z)zdz.
(10)

Исключая с помощью условия N = 0 величину z1, аналогично получим выражение
предельного изгибающего момента M−0
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M
−
0 =

(
b
0
2

(
σ+

02h1 + σ−02h2

)
− σ+

01

∫ h1
0 b1(z)dz − σ−03

∫ h3
h2
b3(z)dz

)2

b
0
2(σ+

02 + σ−02)
−

−b02
(
σ+

02h
2
1 + σ−02h

2
2

)
+ 2σ+

01

∫ h1

0
b1(z)zdz − 2σ−03

∫ h3

h2

b3(z)zdz.

(11)

Таким образом, в общем случае балка разделяется на участки, соответствующие
деформированным состояниям e0 < 0, κ < 0 или e0 > 0, κ > 0 и e0 = κ = 0. Послед-
ние соответствуют жесткому недеформированному состоянию. Количество жестких
участков и разделяющих их пластических шарниров будет зависеть от условий за-
крепления балок, типа распределенных и сосредоточенных нагрузок и закона сопро-
тивления опорной среды.

Рассмотрим железобетонную балку длины l, лежащую на вязко-упругом основании
и консольно закрепленную на левом краю x = 0 (рис. 4).

Рис. 4.

Балка нагружена распределенной поперечной нагрузкой q(x, t), собственным весом
qs = mg, сосредоточенной нагрузкой Q(t) и моментом M2(t) на конце x = l. Здесь m
– масса единицы длины балки. Для балки с поперечным сечением, изображенной на
рис. 2, 3 масса будет определяться

m =

∫ h1

0
(ρa1µ1 + ρc1(1− µ1)) b1(z)dz + 2b

0
2ρ
c
2(h2 − h1)+

+

∫ h3

h2

(ρa3µ3 + ρc3(1− µ3)) b3(z)dz,

(12)

где ρa1, ρa3, ρc1, ρc2, ρc3 – плотность материалов арматуры и связующих бетонов, µ1, µ3 –
коэффициенты армирования.

Представим действующие внешние нагрузки в виде

q(x, t) = q1ϕ(x)ψ1(t), Q(t) = Q1ψ2(t), M2(t) = M12ψ3(t). (13)

Будем использовать для всех фазовых материалов железобетонной балки модель
идеального разносопротивляющегося жестко-пластического материала. Тогда будем
иметь
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σ±01 = µ1

(
σ±01

)a
+ (1− µ1)

(
σ±01

)c
,

σ±03 = µ3

(
σ±03

)a
+ (1− µ3)

(
σ±03

)c
.

(14)

Для балок постоянного сечения, нагруженных равномерно-распределенной нагруз-
кой (ϕ(x) = 1) при условии M2(t) ≥ −M−0 , движение будет происходить как жесткого
стержня e0 = 0, κ = 0 с образованием в опорном сечении x = 0 пластического шарнира
M1 = M

+
0 при M2(t) ≥ −M−0 . Тогда для прогиба w будем иметь выражение

w(x, t) = w0(t)
x

l
, 0 ≤ x ≤ l (15)

и, учитывая, что по условиям динамического равновесия главный момент относитель-
но опоры x = 0 всех действующих сил, включая силы инерции, должен быть равен
нулю, получим уравнение

M
+
0 = −M2(t) + lQ(t) +

∫ l

0

[
q(x, t) + qs − qr −mxθ̈

]
xdx, (16)

где θ = ∂w
∂x = w0(t)

l
, qr = b0k1w+ b0k2ẇ, k1, k2 – коэффициенты упругого и вязкого

сопротивления основания, причем далее всюду предполагаем, что k1 > 0, k2 > 0,
b0 = b3(h3) – длина основания поперечного сечения балки. Точка означает частную
производную по времени t.

Из (16) получим уравнение для определения прогиба

ẅ0(t) +
b0k2

m
ẇ0(t) +

b0k1

m
w0(t) = γ(t), (17)

где

γ(t) =
3

2m
q1ψ1(t) +

3g

2
+

3

ml
2 (−M+

0 + lQ1ψ2(t)−M12ψ3(t)). (18)

Принимая значения

ẅ0(τ0) = ẇ0(τ0) = w0(τ0) = 0,

получим уравнение для первых предельных амплитуд рассматриваемой балки

3

2m
q1ψ1(t) +

3g

2
+

3

ml
2 (−M+

0 + lQ1ψ2(t)−M12ψ3(t)) = 0. (19)

Из уравнения (19) можно определить момент времени τ0, когда нагрузки начнут
превышать уровень первых предельных нагрузок. Соответственно до достижения это-
го момента времени t < τ0 балка будет жесткой. В момент времени t = τ0 для прогиба
и скорости прогиба справедливо

w0(τ0) = 0, ẇ0(τ0) = 0. (20)

В момент времени t ≥ τ0 в месте защемления балки образуется пластический шар-
нир, который будет сохраняться, пока нагрузки превышают предельные значения.

Тогда для t ≥ τ0 будет справедливо уравнение (17), интегрируя его при начальных
условиях (20), можем получить три решения. Вид будет зависеть от таких параметров,
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как площадь основания балки, масса балки, коэффициенты вязкости и упругости
основания, коэффиценты армирования, пределы текучести арматуры и бетона.

I. В случае, когда d = b
2
0k

2
2 − 4mk1b0 > 0,

w0(t) =
m√
d

(
e
−b0k2+

√
d

2m
t

∫ t

τ0

γ(z)e
b0k2−

√
d

2m
zdz − e

−b0k2−
√
d

2m
t

∫ t

τ0

γ(z)e
b0k2+

√
d

2m
zdz,

)
, (21)

ẇ0(t) =
1

2
√
d

(
(−b0k2 +

√
d)e

−b0k2+
√
d

2m
t

∫ t

τ0

γ(z)e−
b0k2+

√
d

2m
zdz+

+(b0k2 +
√
d)e−

b0k2+
√
d

2m
t

∫ t

τ0

γ(z)e
b0k2+

√
d

2m
zdz,

)
,

(22)

II. В случае, когда d = b
2
0k

2
2 − 4mk1b0 < 0,

w0(t) =
2m√
d
e−

b0k2
2m

t

(
sin

(√
d

2m
t

)∫ t

τ0

e
b0k2
2m

z cos

(√
d

2m
z

)
γ(z)dz −

− cos

(√
d

2m
t

)∫ t

τ0

e
b0k2
2m

z sin

(√
d

2m
z

)
γ(z)dz ) ,

(23)

ẇ0(t) =
2m√
d
e−

b0k2
2m

t·

·

((
−b0k2

2m
sin

(√
d

2m
t

)
+

√
d

2m
cos

(√
d

2m
t

))∫ t

τ0

e
b0k2
2m

z cos

(√
d

2m
z

)
γ(z)dz −

−

(
b0k2

2m
cos

(√
d

2m
t

)
+

√
d

2m
sin

(√
d

2m
t

))∫ t

τ0

e
b0k2
2m

z sin

(√
d

2m
z

)
γ(z)dz

)
.

(24)

III. В случае, когда d = b
2
0k

2
2 − 4mk1b0 = 0,

w0(t) = e
−b0k2t

2m

(
t

∫ t

τ0

γ(z)e
b0k2z
2m dz −

∫ t

τ0

γ(z)ze
b0k2z
2m dz

)
, (25)

ẇ0(t) = − 1

2m
e
−b0k2t

2m

(
(b0k2t− 2m)

∫ t

τ0

γ(z)e
b0k2z
2m dz − b0k2

∫ t

τ0

γ(z)ze
b0k2z
2m dz

)
. (26)

В каждом случае остановка движения будет происходить в момент времени t
∗
1ф,

определяемым из уравнения

ẇ0(t
∗
1ф) = 0, (27)

и максимальный остаточный прогиб определяется равенством

w∗0 = w0(t
∗
1ф). (28)

Если принять, что закон изменения давления на балку q(x, t) = q1ψ1(t) меняется
по закону (рис. 5),
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Рис. 5.

ψ1(t) =


t

τ1
, если τ0 ≤ t ≤ τ1,

1− t− τ1

τ2 − τ1
, если τ1 < t ≤ τ2,

(29)

действующий внешний момент и сосредоточенная сила при x = l отсутствуют

M2(t) = 0, Q(t) = 0,

тогда до достижения первой предельной нагрузки q0 в момент времени 0 ≤ t < τ0 бал-
ка будет жесткой, причем для момента времени образования пластического шарнира
и величины первой предельной нагрузки справедливо

τ0 =
2m

3q1

(
3M

+
0

ml
2 −

3g

2

)
τ1, q0 =

2m

3

(
3M

+
0

ml
2 −

3g

2

)
. (30)

Из соотношений (30) и предположений 0 < τ0 < τ1 следует необходимость выпол-
нения неравенств

0 <
3M

+
0

ml
2 −

3g

2
< 1. (31)

В случае возрастания нагрузки по закону (29) после достижения первой предельной
нагрузки для отрезка времени τ0 ≤ t ≤ τ1 соотношения (17), (18) примут вид

ẅ0(t) + f1ẇ0(t) + f2w0(t) = γ(t),

γ(t) = f4t+ f3,
(32)

где

f1 =
b0k2

m
, f2 =

b0k1

m
, f3 =

3g

2
− 3

ml
2M

+
0 , f4 =

3

2m

q1

τ1
.

Тогда для случая I, интегрируя уравнение (32) при начальных условиях (20), по-
лучим для прогиба выражение
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w0(t) = g3e
g1t + g4e

g2t + g5t+ g6, (33)
где

g1 =
−f1 +

√
f2

1 − 4f2

2
, g2 =

−f1 −
√
f2

1 − 4f2

2
,

g3 =
−f4f2 − (f4f2τ0 + f3f2 − f4f1) g1

(g2eg2τ0 − eg2τ0g1)f2
2

, g4 =
−f4f2 + (f4f2τ0 + f3f2 − f4f1) g1

(g2eg2τ0 − eg2τ0g1)f2
2

,

g5 =
f4

f2
, g6 =

f3f2 − f4f1

f2
2

.

Для скорости прогиба справедливо

ẇ0(t) = g3g1e
g1t + g4g2e

g2t + g5. (34)
Обозначим через w0τ и w1τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент

времени t = τ1

w0(τ1) = g3e
g1τ1 + g4e

g2τ1 + g5τ1 + g6 = w0τ ,

ẇ0(τ1) = g3g1e
g1τ1 + g4g2e

g2τ1 + g5 = w1τ .
(35)

В диапазоне времени τ1 ≤ t ≤ τ2 выражения (17), (18) примут вид

ẅ0(t) + f1ẇ0(t) + f2w0(t) = γ(t),

γ(t) = j4t+ j3,
(36)

где

j3 =
3g

2
− 3

ml
2M

+
0 +

3

2m
q1 +

3

2m
q1

τ1

τ2 − τ1
, j4 = − 3

2m

q1

τ2 − τ1
.

Решение (36) с учетом условий

w0(τ1) = w0τ , ẇ0(τ1) = w1τ , (37)
имеет вид

w0(t) = v3e
v1t + v4e

v2t + v5t+ v6, (38)
где

v1 =
−f1 +

√
f2

1 − 4f2

2
, v2 =

−f1 −
√
f2

1 − 4f2

2
, v5 =

j4
f2
, v6 =

j3f2 − j4f1

f2
2

,

v3 =
(w0τ − v5τ1 − v6)v2 − w1τ + v5

ev1τ1(v2 − v1)
, v4 =

−(w0τ − v5τ1 − v6)v1 + w1τ − v5

ev2τ1(v2 − v1)
.

Обозначим через w2τ и w3τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент
времени t = τ2

w0(τ2) = v3e
v1τ2 + v4e

v2τ2 + v5τ2 + v6 = w2τ ,

ẇ0(τ2) = v3v1e
v1τ2 + v4v2e

v2τ2 + v5 = w3τ .
(39)
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После прекращения действия нагрузки при t > τ2 балка продолжит движение по
инерции, прогиб определяется из уравнения

ẅ0(t) + f1ẇ0(t) + f2w0(t) = y1, (40)
где

y1 =
3g

2
− 3

ml
2M

+
0 .

Решение (40) с учетом условий

w0(τ2) = w2τ , ẇ0(τ2) = w3τ (41)
имеет вид

w0(t) = u3e
u1t + u4e

u2t + u5,

ẇ0(t) = u3u1e
u1t + u4u2e

u2t,
(42)

где

u1 =
−f1 +

√
f2

1 − 4f2

2
, u2 =

−f1 −
√
f2

1 − 4f2

2
, u5 =

y1f2

f2
2

,

u3 =
(w2τ − u5)u2 − w3τ

eu1τ3(u2 − u1)
, u4 =

−(w2τ − u5)u1 + w3τ

eu2τ3(u2 − u1)
.

Время остановки движения τ1ф определяется из уравнения

ẇ0(t1ф) = 0, (43)
откуда

t1ф =
ln
(
−u4u2
u1u3

)
u1 − u2

, (44)

максимальный остаточный прогиб тогда будет равен

w0(t1ф) = u3e
u1t1ф + u4e

u2t1ф + u5. (45)

Данное решение будет справедливо на всей длине балки 0 ≤ x ≤ l, если изгибающий
момент M(x, t) будет находится в пределах

−M−0 ≤M(x, t) ≤M+
0 . (46)

При 0 ≤ t < τ0 балка остается жесткой, тогда уравнение для определения момента
имеет вид

∂2M

∂x2 = q(x, t) + qs, (47)

проинтегрировав которое при граничных условиях

M(l, t) = 0 и
∂M(l, t)

∂x
= 0, (48)

получим уравнение для момента, справедливое для 0 ≤ t < τ0
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M(x) =
q1t+mgτ1

2τ1
x2 − q1tl +mglτ1

τ1
x− 3(q1t+mgτ1)l

2

2τ1
. (49)

Уравнение изгиба балки в случае появления пластического шарнира в месте защем-
ления балки имеет вид

∂2M

∂x2 = q(x, t) + qs −
mxẅ0(t)

l
− k1b0xw0(t)

l
− k2b0xẇ0(t)

l
, (50)

подставив в (50) выражение для прогиба (33) получим

∂2M

∂x2 = x
(
g7e

g1t + g8e
g2t + g9t+ g10

)
+ g11t+ g12, (51)

где

g7 = −mg3g
2
1 + k1g3b0 + k2g1g3b0

l
, g8 = −mg4g

2
2 + k1g4b0 + k2g2g4b0

l
,

g9 = −k1g5b0

l
, g10 = −k1g6b0

l
− k2g5b0

l
, g11 =

q1

τ1
, g12 = mg.

Интегрируя его по x при условиях (33) получим выражение для момента, справед-
ливого при τ0 ≤ t ≤ τ1:

M = x3
(g7

6
eg1t +

g8

6
eg2t +

g9

6
t+

g10

6

)
+

+x2
(g11

2
t+

g12

2

)
+ x

(
− l

2
g7

2
eg1t − l

2
g8

2
eg2t −

(
l
2

2
g9 + lg11

)
t− l

2

2
g10 − lg12

)
+

+
l
3

3
g7e

g1t +
l
3

3
g8e

g2t + (
l
3

3
g9 +

l
2

2
g11)t+ l

2
(
lg10

3
+
g12

2
).

(52)

Для отрезка времени τ1 ≤ t ≤ τ2, приняв что прогиб определяется соотношениями
(38), получим выражение для момента

∂2M

∂x2 = x
(
v7e

v1t + v8e
v2t + v9t+ v10

)
+ v11t+ v12, (53)

где

v7 = −mv3v
2
1 + k1v3b0 + k2v1v3b0

l
, v8 = −mv4v

2
2 + k1v4b0 + k2v2v4b0

l
,

v9 = −k1v5b0

l
, v10 = −k1v6b0

l
− k2v5b0

l
, v11 = − q1

τ2 − τ1
, v12 = mg + q1 +

q1τ1

τ2 − τ1
.

Интегрируя (53) получим выражение для момента, справедливого при τ1 ≤ t ≤ τ2:
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M = x3
(v7

6
ev1t +

v8

6
ev2t +

v9

6
t+

v10

6

)
+

+x2
(v11

2
t+

v12

2

)
+ x

(
− l

2
v7

2
ev1t − l

2
v8

2
ev2t −

(
l
2

2
v9 + lv11

)
t− l

2

2
v10 − lv12

)
+

+
l
3

3
v7e

v1t +
l
3

3
v8e

v2t + (
l
3

3
v9 +

l
2

2
v11)t+ l

2
(
lv10

3
+
v12

2
).

(54)

С момента прекращения действия нагрузки и до остановки движения при
τ2 ≤ t ≤ τ1ф дифференциальное уравнение для определения момента имеет вид

∂2M

∂x2 = u6 + x(u7e
u1t + u8e

u2t + u9), (55)

где

u6 = mg, u7 = −m
l
u3u

2
1 −

k1b0

l
u3 −

k2b0

l
u3u1, u8 = −m

l
u4u

2
2 −

k1b0

l
u4 −

k2b0

l
u4u2,

u9 = −k1b0

l
u5.

Откуда получим выражение для момента

M =
x3

6
(u7e

u1t + u8e
u2t + u9u5) +

x2

2
u6+

+
x

2

(
−l2u7e

u1t − l2u8e
u2t − l2u9u5 − 2u6l

)
+

+
2

3
u7l

3
eu1t +

2

3
u8l

3
eu2t +

2

3
l
3
u9u5 +

1

2
l
2
u6.

(56)

Для случая II, интегрируя уравнение (32) при начальных условиях (20), получим
для прогиба выражение, справедливого при τ0 ≤ t ≤ τ1:

w0(t) = eg1t(g5 cos(g2t) + g6 sin(g2t)) + g3t+ g4, (57)
где

g1 =
−f1

2
, g2 =

√
4f2 − f2

1

2
, g3 =

f4

f2
, g4 =

f3f2 − f4f1

f2
2

.

g5 =
(−g3g2τ0 − g4g2) cos(g2τ0) + (−g3g1τ0 − g4g1 + g3) sin(g2τ0)

cos(2g2τ0)
e−g1τ0 ,

g6 =
(−g3 + g3g1τ0 + g4g1) cos(g2τ0) + (−g2g3τ0 − g2g4) sin(g2τ0)

cos(2g2τ0)
e−g1τ0 .

Для скорости прогиба справедливо

ẇ0(t) = ((g5g1 + g6g2) cos(g2t) + (g6g1 − g5g2) sin(g2t))e
g1t + g3. (58)

Обозначим через w0τ и w1τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент
времени t = τ1
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w0(τ1) = eg1τ1(g5 cos(g2τ1) + g6 sin(g2τ1)) + g3τ1 + g4 = w0τ ,

ẇ0(τ1) = ((g5g1 + g6g2) cos(g2τ1) + (g6g1 − g5g2) sin(g2τ1))eg1τ1 + g3 = w1τ .
(59)

Решение (36) с учетом условий (37), справедливое при τ1 < t ≤ τ2, имеет вид

w0(t) = ev1t(v5 cos(v2t) + v6 sin(v2t)) + v3t+ v4, (60)
где

v1 =
−f1

2
, v2 =

√
4f2 − f2

1

2
, v3 =

j4
f2
, v4 =

j3f2 − j4f1

f2
2

,

v5 =
(−v3v2τ1 − v4v2 + v2w0τ ) cos(v2τ1) + (−v3v1τ1 − v4v1 + v3 − w1τ + v1w0τ ) sin(v2τ1)

cos(2v2τ1)ev1τ1
,

v6 =
(w1τ − v1w0τ − v3 + v3v1τ1 + v4v1) cos(v2τ1) + (−v2v3τ1 − v2v4 + v2w0τ ) sin(v2τ1)

cos(2v2τ1)ev1τ1 .

Для скорости прогиба справедливо

ẇ0(t) = ((v5v1 + v6v2) cos(v2t) + (v6v1 − v5v2) sin(v2t))e
v1t + v3. (61)

Обозначим через w2τ и w3τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент
времени t = τ2

w0(τ2) = ev1τ2(v5 cos(v2τ2) + v6 sin(v2τ2)) + v3τ2 + v4 = w2τ ,

ẇ0(τ2) = ((v5v1 + v6v2) cos(v2τ2) + (v6v1 − v5v2) sin(v2τ2))ev1τ2 + v3 = w3τ .
(62)

Решение (40) с учетом условий (41), справедливое при τ2 < t ≤ τф, имеет вид

w0(t) = eu1t(u4 cos(u2t) + u5 sin(u2t)) + u3, (63)
где

u1 =
−f1

2
, u2 =

√
4f2 − f2

1

2
, u3 =

y1

f2
,

u4 =
(−u3u2 + u2w0τ ) cos(u2τ2) + (−u3u1 − w1τ + u1w0τ ) sin(u2τ2)

cos(2u2τ2)
e−u1τ2 ,

u5 =
(w1τ − u1w0τ + u3u1) cos(u2τ2) + (−u2u3 + u2w0τ ) sin(u2τ2)

cos(2u2τ2)
e−u1τ2 .

Время остановки движения τ1ф будет равно

t1ф =
1

u2
arctan

(
u1u4 + u5u2

u4u2 − u5u1

)
, (64)

максимальный остаточный прогиб будет равен

w0(t1ф) = eu1t1ф(u4 cos(u2t1ф) + u5 sin(u2t1ф)) + u3. (65)

Изгибающий момент для отрезка времени τ0 < t ≤ τ1 определим из уравнения
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∂2M

∂x2 = x
(
eg1t

(
g7 cos(g2t) + g8 sin(g2t)

)
+ g9t+ g10

)
+ g11t+ g12, (66)

где

g7 =
−m(g5g

2
1 + 2g1g2g6 − g5g

2
2)− k1b0g5 − k2b0(g5g1 + g6g2)

l
,

g8 =
−m(g6g

2
1 − 2g5g1g2 − g6g

2
2)− k1b0g6 − k2b0(g6g1 − g5g2)

l
,

g9 = −k1g3b0

l
, g10 = −k1g4b0

l
− k2g3b0

l
, g11 =

q1

τ1
, g12 = mg.

Интегрируя его по x, получим выражение для момента, справедливого при τ0 ≤
t ≤ τ1:

M =
x3

6

(
eg1t(g7 cos(g2t) + g8 sin(g2t)) + g9t+ g10

)
+
x2

2
(g11t+ g12)−

−x
2

(
eg1t(g7l

2
cos(g2t) + g8l

2
sin(g2t)) + (g9l

2
+ 2g11l)t+ g10l

2
+ 2g12l

)
+

+
l
3

3

(
eg1t(g7 cos(g2t) + g8 sin(g2t)) + g9t+ g10

)
+
l
2

2
(g11t+ g12).

(67)

Изгибающий момент для отрезка времени τ1 < t ≤ τ2 определим из уравнения

∂2M

∂x2 = x
(
ev1t

(
v7 cos(v2t) + v8 sin(v2t)

)
+ v9t+ v10

)
+ v11t+ v12, (68)

где

v7 =
−m(v5v

2
1 + 2v1v2v6 − v5v

2
2)− k1b0v5 − k2b0(v5v1 + v6v2)

l
,

v8 =
−m(v6v

2
1 − 2v5v1v2 − v6v

2
2)− k1b0v6 − k2b0(v6v1 − v5v2)

l
,

v9 = −k1v3b0

l
, v10 = −k1v4b0

l
− k2v3b0

l
, v11 = − q1

τ2 − τ1
, v12 = mg + q1 +

q1τ1

τ2 − τ1
.

Интегрируя его по x получим выражение для момента, справедливого при
τ1 ≤ t ≤ τ2:

M =
x3

6

(
ev1t(v7 cos(v2t) + v8 sin(v2t)) + v9t+ v10

)
+
x2

2
(v11t+ v12)−

−x
2

(
ev1t(v7l

2
cos(v2t) + v8l

2
sin(v2t)) + (v9l

2
+ 2v11l)t+ v10l

2
+ 2v12l

)
+

+
l
3

3

(
ev1t(v7 cos(v2t) + v8 sin(v2t)) + v9t+ v10

)
+
l
2

2
(v11t+ v12).

(69)

С момента прекращения действия нагрузки и до остановки движения при
τ2 ≤ t ≤ τ1ф дифференциальное уравнение для определения момента имеет вид
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∂2M

∂x2 = x
(
eu1t

(
u7 cos(u2t) + u8 sin(u2t)

)
+ u9

)
+ u10, (70)

где

u7 = −m
l
u3u

2
1 −

k1b0

l
u3 −

k2b0

l
u3u1, u8 = −m

l
u4u

2
2 −

k1b0

l
u4 −

k2b0

l
u4u2,

u9 = −k1b0

l
u5, u10 = mg.

Откуда получим выражение для момента

M =
x3

6

(
eu1t(u7 cos(u2t) + u8 sin(u2t)) + u9

)
+
x2

2
u10−

−x
2

(
eu1t(u7l

2
cos(g2t) + u8l

2
sin(g2t)) + u9l

2
+ 2u10l

)
+

+
l
3

3

(
eu1t(u7 cos(u2t) + u8 sin(u2t)) + u9

)
+
l
2

2
u10.

(71)

Для случая III, интегрируя уравнение (32) при начальных условиях (20), получим
для прогиба выражение, справедливого при τ0 ≤ t ≤ τ1:

w0(t) = g1e
− f1

2
t + g2te

− f1
2
t + g3t+ g4, (72)

где

g1 = e
f1
2
τ0

(
−f3f2 − f4f1

f2
2

+
f4f1

2f2
τ2

0 +
f3f2f1 − f4f

2
1

2f2
2

τ0

)
,

g2 = e
f1
2
τ0

(
−f4

f2
− f1

2

(
f4

f2
τ0 +

f3f2 − f4f1

f2
2

))
,

g3 =
f4

f2
, g4 =

f3f2 − f4f1

f2
2

.

Для скорости прогиба справедливо

ẇ0(t) =

(
−f1

2
g1 + g2

)
e−

f1
2
t − f1

2
g2te

− f1
2
t + g3. (73)

Обозначим через w0τ и w1τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент
времени t = τ1

w0(τ1) = g1e
− f1

2
τ1 + g2τ1e

− f1
2
τ1 + g3τ1 + g4 = w0τ ,

ẇ0(τ1) =

(
−f1

2
g1 + g2

)
e−

f1
2
τ1 − f1

2
g2τ1e

− f1
2
τ1 + g3 = w1τ .

(74)

Решение (36) с учетом условий (37), справедливое при τ1 < t ≤ τ2, имеет вид

w0(t) = v1e
− f1

2
t + v2te

− f1
2
t + v3t+ v4, (75)

где
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v1 = e
f1
2
τ0

(
w0τ −

f1

2
τ0w0τ −

j3f2 − j4f1

f2
2

+
j4f1

2f2
τ2

0 − τ0w1τ +
j3f2f1 − j4f2

1

2f2
2

τ0

)
,

v2 = e
f1
2
τ0

(
w1τ −

j4
f2
− f1

2

(
j4
f2
τ0 +

j3f2 − j4f1

f2
2

− w0τ

))
,

v3 =
j4
f2
, v4 =

j3f2 − j4f1

f2
2

.

Для скорости прогиба справедливо

ẇ0(t) =

(
−f1

2
v1 + v2

)
e−

f1
2
t − v2

f1

2
te−

f1
2
t + v3. (76)

Обозначим через w2τ и w3τ прогиб и скорость прогиба соответственно в момент
времени t = τ2

w0(τ2) = v1e
− f1

2
τ2 + v2τ2e

− f1
2
τ2 + v3τ2 + v4 = w2τ ,

ẇ0(τ2) =

(
−f1

2
v1 + v2

)
e−

f1
2
τ2 − v2

f1

2
τ2e
− f1

2
τ2 + v3 = w3τ .

(77)

Решение (40) с учетом условий (41), справедливое при τ2 < t ≤ τф, имеет вид

w0(t) = u1e
− f1

2
t + u2te

− f1
2
t + u3, (78)

где

u1 = e
f1
2
τ0

(
w2τ −

f1

2
τ0w2τ −

−j3f1

f2
2

+
j3f1

2f2
τ2

0 − τ0w3τ +
j3f2f1 − j4f2

1

2f2
2

τ0

)
,

u2 = e
f1
2
τ0

(
w3τ −

j3
f2
− f1

2

(
j3
f2
τ0 +

−j3f1

f2
2

− w2τ

))
, u3 =

y1

f2
.

Время остановки движения τ1ф будет равно

t1ф =
2u2 − f1u1

f1u2
, (79)

максимальный остаточный прогиб будет равен

w0(t1ф) = u1e
− f1

2
t1ф + u2t1фe

− f1
2
t1ф + u3. (80)

Изгибающий момент для отрезка времени τ0 < t ≤ τ1 определим из уравнения

∂2M

∂x2 = x
(
e−

f1
2
t
(
g5 + g6t

)
+ g7t+ g8

)
+ g9t+ g10, (81)

где
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g5 =
−mf2

1 g1 + 4mf1g2 − 4k1b0g1 + 2k2b0f1g1 − 4k2b0g2

4l
,

g6 =
−mf2

1 g2 − 4k1b0g2 + 4k2b0f1g2

4l
,

g7 = −k1b0g3

l
, g8 = −k1b0g4 + k2b0g3

l
, g9 =

q1

τ0
, g10 = mg.

Интегрируя его по x, получим выражение для момента, справедливого при
τ0 ≤ t ≤ τ1:

M =
x3

6

(
e−

f1
2
t
(
g5 + g6t

)
+ g7t+ g8

)
+

+
x2

2
(g9t+ g10)− x

2
(e−

f1
2
t
(
g5l

2
+ g6l

2
t
)

+ (g7l
2

+ 2g9l)t+ g8l
2

+ 2g10l)+

+e−
f1
2
t

(
1

3
l
3
g5 +

1

3
l
3
g6t

)
+

(
1

3
l
3
g7 +

1

2
l
2
g9

)
t+

1

3
l
3
g8 +

1

2
l
2
g10.

(82)

Изгибающий момент для отрезка времени τ1 < t ≤ τ2 определим из уравнения

∂2M

∂v2 = x
(
e−

f1
2
t
(
v5 + v6t

)
+ v7t+ v8

)
+ v9t+ v10, (83)

где

v5 =
−mf2

1 v1 + 4mf1v2 − 4k1b0v1 + 2k2b0f1v1 − 4k2b0v2

4l
,

v6 =
−mf2

1 v2 − 4k1b0v2 + 4k2b0f1v2

4l
,

v7 = −k1b0v3

l
, v8 = −k1b0v4 + k2b0v3

l
, v9 = − q1

τ2 − τ1
, v10 = mg + q1 +

q1τ1

τ2 − τ1
.

Интегрируя его по x, получим выражение для момента, справедливого при
τ1 ≤ t ≤ τ2:

M =
x3

6

(
e−

f1
2
t
(
v5 + v6t

)
+ v7t+ v8

)
+

+
x2

2
(v9t+ v10)− x

2
(e−

f1
2
t
(
v5l

2
+ v6l

2
t
)

+ (v7l
2

+ 2v9l)t+ v8l
2

+ 2v10l)+

+e−
f1
2
t

(
1

3
l
3
v5 +

1

3
l
3
v6t

)
+

(
1

3
l
3
v7 +

1

2
l
2
v9

)
t+

1

3
l
3
v8 +

1

2
l
2
v10.

(84)

С момента прекращения действия нагрузки и до остановки движения при
τ2 ≤ t ≤ τ1ф дифференциальное уравнение для определения момента имеет вид

∂2M

∂v2 = x
(
e−

f1
2
tu5 + u6

)
+ u7, (85)

где
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u5 =
−mf2

1 v1 + 4mf1v2 − 4k1b0v1 + 2k2b0f1v1 − 4k2b0v2

4l
, u6 = −k1b0

l
u3, u7 = mg.

Откуда получим выражение для момента

M =
x3

6

(
e−

f1
2
tu5 + u6

)
+
x2

2
u7 −

x

2
(e−

f1
2
tu5l

2
+ u6l

2
+ 2u7l) +

1

3
l
3
u5e
− f1

2
t+

+
1

3
l
3
u6 +

1

2
l
2
u7.

(86)
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DYNAMICS OF REINFORCED CONCRETE BEAMS ON THE VISCO-ELASTIC
FOUNDATION
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Abstract. Originally, fundamentals of the theory of limit equilibrium and dynamic deformation of
building structures of metal and concrete were developed by A. A. Gvozdev [1]–[3] and evolved by
his followers [4]–[7]. Forming the basis for the calculation model of an ideal rigid-plastic material
made it possible to determine in many cases the ultimate load of bearing capacity and upper
(kinematically possible) or lower (statically valid) values for a wide class of different structures
by simple methods. Thus, with reference to concrete structures the most important property
of concrete to resist significantly different tension and compression was not considered. This
circumstance was taken into account in work [8] for reinforced concrete beams under conditions
of quasi-static loading. In building practice there are often situations when the deformation is
accompanied by the resistance of the environment [9]–[10], and the problem is about the assessment
of the bearing capacity of the structure and reducing the level of its damage in the presence of such
resistance when exposed to dynamic loads. In the framework of classical limit equilibrium theory
by A. A. Gvozdev this issue was not considered, and in this paper it is investigated for reinforced
concrete beams on elastic and visco-elastic foundation.
Keywords: plasticity, multi-layered reinforced concrete beam, limit state, multimodulus behavior,
deflection, bending moment, elastic foundation, viscous base, loads of explosive type.
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Е. А. Микишанина

ИССЛЕДОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ФИЛЬТРАЦИИ
УПРУГО-ПОРИСТОЙ ПЛИТЫ ПРИ НАГРУЖЕНИИ

Чувашский государственный университет имени И. Н. Ульянова, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Рассматривается деформация тонкой упруго-пористой плиты, лежащей на
упругом основании. Устанавливается связь коэффициента фильтрации среды с первым инва-
риантом тензора напряжений. Исследуется изменение коэффициента фильтрации плиты при
чистом цилиндрическом изгибе в зависимости от закрепления продольных кромок.

Ключевые слова: упруго-пористая плита, изгиб, коэффициент фильтрации, напряжения.

УДК: 532.685

Введение. Задачи фильтрации жидкости через упруго-пористую среду рассматри-
вались неоднократно в самых различных постановках [1], [2], в том числе через изгиба-
ющуюся под внешней нагрузкой плиту [1]. В приведенных выше работах коэффициент
фильтрации среды было принято считать постоянным ввиду высоких упругих харак-
теристик среды и при этом малых деформаций. Однако коэффициент фильтрации
среды ввиду возникающих в среде упругих возмущений требует корректировки.

Известно [3], что напряженное состояние твердого тела определяется тензором на-
пряжений σi,k, который связан с тензором деформации εi,k обобщенным законом Гука

σik =
E

1 + ν

(
εik +

ν

1− 2ν
J1 (ε) δik

)
, (1)

где E – модульЮнга, ν – коэффициент Пуассона, J1 (ε) = εi i = ε1 1+ε2 2+ε3 3 – первый
инвариант тензора деформаций, δik – символ Кронекера. Первый инвариант тензора
деформаций связан с тензором напряжения J1 (σ) = σ11 + σ22 + σ33 соотношением [3]

J1(ε) =
1− 2ν

E
J1(σ).

Далее будет рассматриваться упруго-пористая среда. При фильтрации жидкости
в упруго-пористой среде поры в зависимости от возникающих напряжений деформи-
руются, одновременно изменяется коэффициент фильтрации. В представлении поро-
вого пространства в виде совокупности прямолинейных капиллярных трубок малого

c© МикишанинаЕ.А., 2017
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радиуса [4], связь коэффициента фильтрации среды с возникающими в среде напря-
жениями может быть записана в виде

k′ = k

(
1 +

1− 2ν

E
J1(σ)

)
. (2)

где k, k′ – коэффициенты недеформированной и деформированной сред соответствен-
но.

Рассмотрим цилиндрический изгиб жесткой упруго-пористой плиты в форме поло-
сы −∞ < x < +∞, 0 ≤ y ≤ 1 толщиной h на упругом основании с коэффициентом
жесткости C, распределенной по верхней поверхности силой q0(y) (рис. 1).

Рис. 1. Плита

Уравнение изгиба такой плиты имеет вид [1]:

∆2w +
C

D
w =

q0

D
, (3)

где D = Eh3

12(1−ν2)
– цилиндрическая жесткость плиты. Для упрощения введем обозна-

чения K2 = C/D, q = q0/D , тогда уравнение (3) перепишется в виде

∆2w +K2w = q. (4)

В зависимости от условий моделируемого сценария и формы плиты возможны разные
условия на контуре.

Решение уравнения (4) имеет вид

w(y) = a0(y) + d1e
ny cosny + d2e

ny sinny + d3e
−ny cosny + d4e

−ny sinny,

где a0(y) – частное решение неоднородного уравнения (4).
Исследуем изменение коэффициента фильтрации при возникновении упругих воз-

мущений в плите от распределенной по верхней поверхности плиты нагрузки q(y) =
q = const в зависимости от способа закрепления кромок:
1. Продольные края плиты жестко защемлены. В случае жесткого защемле-

ния продольных кромок функция прогиба имеет вид [1]
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w(y) =
q

K2
+ d1e

ny cosny + d2e
ny sinny + d3e

−ny cosny + d4e
−ny sinny, (5)

где
d1 = −C1 · (en sinn− 1 + en cosn) , d2 = C1 · (−en sinn− 1 + en cosn) ,
d3 = −C1 · en (sinn+ en − cosn) , d4 = C1 · en (sinn− en + cosn) ,

C1 = q/K2
(
2en sinn+ e2n − 1

)
, n =

√
K/2.

(6)

Рассмотрим сечение плиты в плоскости Oxy. Ось сечения направлена параллельно
оси y. В некоторых местах сечения происходит растяжение, в некоторых – сжатие.
Вдоль длины сечения проходит так называемая «нейтральная» плоскость (z = 0),
в точках которой не происходит ни сжатия, ни растяжения, то есть первый инва-
риант тензора деформаций, а, следовательно, и тензора напряжений будет равен в
этих точках нулю. Пренебрегая напряжением σzz в силу его малости по сравнению
с напряжениями σxx, σyy , первый инвариант тензора напряжений в соответствии с
известными выражениями [3] примет вид

J1 (σ) = − Ez

1− ν
∂2w

∂y2
.

На рис. 2 изображена функция прогиба бетонной плиты ( E = 1.7 · 104 МПа,
ν = 0.18 ) толщиной h = 0.1 м на песчаном грунте с коэффициентом постели C = 36
МПа/м, нагрузкой на верхней поверхности q = 2 и жестко защемленными продоль-
ными кромками.

Рис. 2. Функция прогиба плиты,жестко защемленной по продольным кромкам

На рис. 3 изображены графики относительного изменения коэффициента фильтра-
ции

δ =
k′ − k
k

= −1− 2ν

1− ν
· ∂

2w

∂y2
· z (7)

вдоль сечения при z = −0.05 (1), z = −0.025 (2), z = 0 (3), z = 0.025 (4), z = 0.05 (5).
2. Продольные края пластины шарнирно оперты. В случае шарнирно опер-

тых продольных кромок функция прогиба примет вид (5), где константы определятся
следующим образом:
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Рис. 3. Изменение коэффициента фильтрации

d1 = −C2 · (en cosn+ 1) , d2 = −C2 · en sinn,
d3 = −C2 · en (en + cosn) , d4 = −C2 · en sinn,

C2 = q/K2
(
e2n + 2en cosn+ 1

)
.

(8)

На рис. 4 изображена функция прогиба бетонной плиты (E = 1.7 · 104 МПа, ν =
0.18) толщиной h = 0.1 м на песчаном грунте с коэффициентом постели C = 36
МПа/м, нагрузкой на верхней поверхности q = 2 и шарнирно опертыми кромками.

Рис. 4. Функция прогиба плиты, шарнирно опертой по продольным кромкам

На рис. 5 изображены графики относительного изменения коэффициента фильтра-
ции (8) вдоль сечения плиты при z = −0.05 (1), z = −0.025 (2), z = 0 (3), z = 0.025
(4), z = 0.05 (5).
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Рис. 5. Изменение коэффициента фильтрации

Учитывая скорректированный коэффициент фильтрации при чистом цилиндриче-
ском изгибе

k′ = k (1 + δ(y, z)) ,

где функция δ(y, z) линейна относительно переменной z, определение давления жид-
кости при фильтрации через изогнутую плиту сводится к решению уравнения

∇ · ((1 + δ(y, z)) · ∇P (y, z)) = 0. (9)

Граничные условия будут формулироваться в зависимости от моделируемого сцена-
рия.
Заключение. В работе было исследовано изменение коэффициента фильтрации

плиты в виде полосы постоянной толщины терпящей чистый цилиндрический изгиб
под действием распределенной по верхней поверхности силы для случая жесткого
защемления и шарнирного опирания продольных кромок. Изменение коэффициента
фильтрации связано с возникающими в среде напряжениями.
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ СЛОИСТЫХ ОРТОТРОПНЫХ КРУГЛЫХ И
КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН
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г.Новосибирск, Россия

2Новосибирский государственный технический университет, г. Новосибирск, Россия

Аннотация. В статье представлена математическая модель теплопроводности многослой-
ных круглых и кольцевых пластин, слои которых имеют различную толщину и структуру.
Слои могут быть набраны как из изотропных, так и ортотропных материалов, таких как
армированные волокнами либо частицами композиционные материалы, сотовые структуры с
различными параметрами армирования. Предложена методика решения нестационарной за-
дачи теплопроводности для многослойных пластин. Методика решения основана на сведении
нестационарной задачи к стационарной с помощью преобразования Лапласа и построении
решения получившейся стационарной задачи в виде ряда методом Бубнова - Галеркина.

Ключевые слова: теплопроводность, кольцевые пластинки, круглые пластинки, сотовые
конструкции, слоистые конструкции, аналитические решения.

УДК: 536.21

Введение. Исследование различных проблем теплопередачи играет важную роль
при проектировании газотурбинных двигателей и установок, авиационной и ракетной
техники [1], [2]. При этом помимо эффективного увеличения термического сопротив-
ления по толщине стенок несущих и теплоотводящих конструкций требуется обеспе-
чение достаточной прочности и жесткости при ограничении веса. Одновременное вы-
полнение таких требований может быть реализовано в подкрепленных конструкциях
коробчатого типа или в трехслойных панелях с легкими алюминиевыми или стекло-
пластиковыми сотовыми наполнителями. Теплопроводность таких конструкций была
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исследована в работах [3], [4]. В настоящее время существуют технологии производ-
ства многослойных сотопластовых и металлосотопластовых конструкций, разделяю-
щих жидкости или газы с различными температурами. Все составляющие конструк-
цию подслои могут состоять из различных материалов, иметь различные структуры
армирования, различную форму, плотность и взаимное расположение сот, и в связи с
этим могут позволять в широких пределах управлять температурным полем в направ-
лении нормали к поверхности многослойной конструкции. Решение такой задачи нам
неизвестно и должно быть основано на относительно разумных и простых гипотезах,
позволяющих построить сравнительно простую расчетную модель, обеспечивающую
возможность решения соответствующих задач управления тепловым полем и опти-
мизационных задач.

Рассматривая слоистую в направлении оси Oz конструкцию (рисунок 1), будем
считать все составляющие слои ортотропными и имеющими размеченную структу-
ру в направлении оси Oz. Структура в каждом слое является регулярно-сотовой или
однородной с “тонкими слоями армирования”, позволяет использовать модель тепло-
проводности из [5], [6].
Математическая модель. Пусть дана кольцевая пластина толщиной l, состоящая

из N слоев постоянной толщиной δi (i = 1, 2, ..., N) в направлении оси Oz̃, внутренний
радиус равен R̃1, внешний – R̃2 (рисунок 1). Граница между i-м и (i + 1)-м слоями
имеет координату li (i = 1, 2, ..., N − 1). Тогда выполняются условия:

0 = l0 < l1 < l2 < ... < l(N−1) < lN = l.

Материал каждого слоя неоднороден и ортотропен по типу [5],[6]. На границе раз-
дела i-го и (i + 1)-го слоев задаются условия идеального теплового контакта [7]:

T i = T i+1; λi
∂T i

∂n
= λi+1

∂T i+1

∂n
. (1)

Здесь n – вектор единичной нормали к поверхности раздела слоев, λi, λi+1 – ко-
эффициенты теплопроводности i-го и (i +1)-го слоев соответственно в направлении
нормали n.

Будем считать, что распределение температуры не зависит от угловой координаты
(осесимметричный случай).

В случае неидеального теплового контакта (контактные поверхности разделены
тонкой прослойкой) обычно вводится понятие контактного сопротивления R. Равен-
ство тепловых потоков здесь имеет место, но появляется пропорциональная им раз-
ность между двумя поверхностными температурами [8]:

λi
∂T i

∂n

∣∣∣∣
Si

=
1

R

(
T i+1 (x, y, z, t)

∣∣
Si+1
− T i (x, y, z, t)

∣∣
Si

)
, λi

∂T i

∂n

∣∣∣∣
Si

= λi+1
∂T i+1

∂n

∣∣∣∣
Si+1

.

(2)
Здесь n – вектор внешней нормали к поверхности Si относительно i-го слоя.
Решение задачи нестационарной теплопроводности многослойных круговых пла-

стин, состоящих из N слоев, разнородных по геометрии и тепловым свойствам мате-
риалов, при различных вариантах теплообмена с окружающей средой, совершенном
или несовершенном контакте на поверхности раздела слоев сводится к решению си-
стемы уравнений:
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Рис. 1. Многослойная кольцевая пластина

ρiCi
∂T i

∂t −
[

1
r̃
∂
∂r̃

(
λir (r̃) r̃ ∂T

i

∂r̃

)
+ ∂

∂z̃

(
λiz (z̃) ∂T∂z̃

)]
= f̃i(˜̃r, z̃, t),

t > 0, R̃1 < r̃ < R̃2, lz(i−1) < z̃ < lzi (i = 1, 2, ..., N).
(3)

Здесь ρi, Ci – приведенная плотность и объемная теплоемкость i-го слоя, λir, λiz –
коэффициенты теплопроводности вдоль осей Or̃ и Oz̃ соответственно, в общем случае
зависящие от координат [6].

Дополним систему (2) следующими начальными и граничными условиями [8]:

T i(r̃, z̃, t)
∣∣
t=0

= Φoi (r̃, z̃) (i = 1, 2, ..., N), (4)

βr11

∂T i

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=R̃1

− βr21T
i
∣∣
r̃=R̃1

= −φr1 (t) , βr12

∂T i

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=R̃2

− βx22T
i
∣∣
r̃=R̃2

= −φr2 (t) ,

(i = 1, 2, ..., N),

βz11

∂T 1

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=0

− βz21T
1
∣∣
z̃=0

= −φz1 (t) , βz12

∂TN

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=l

− βz22T
N
∣∣
z̃=l

= −φz2 (t) . (5)

При βk1j = 0 βk2j = 1 получим первую краевую задачу.
При βk1j = λ βk2j = 0 получим вторую краевую задачу.
При βk1j = −λ, βk2j = α, φkj (t) = αT jср получим третью краевую задачу. Здесь α –

коэффициент теплопередачи, T jср – температура окружающей среды при конвектив-
ном теплообмене, j = 1, 2, k = “r” или “z”.

Условия сопряжения (предполагается идеальный тепловой контакт) (1) записыва-
ются в виде:

T i
∣∣
z̃=li

= T i+1
∣∣
z̃=li

,
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λiz (li)
∂T i

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=li

= λi+1
z (li)

∂T i+i

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=li

(i = 1, 2, ..., N − 1). (6)

Введем безразмерные переменные [8]:

r =
r̃

R̃2

, z =
z̃

l
, wi =

li
l
, ωi =

δi
l
, R1 =

R̃1

R̃2

, R2 =
R̃2

R̃2

= 1. (7)

Обозначим

ki (r) =
λir (r)

ρiCi
, ai (z) =

λiz (z)

ρiCi
, fi(r, z, t) =

1

ρiCi
f̃ (r, z, t) . (8)

Тогда соотношения (2) – (6) придут к виду:

∂T i

∂t −
[

1
r
∂
∂r

(
ki (r) r ∂T

i

∂r

)
+ ∂

∂z

(
ai (z) ∂T∂z

)]
= fi(r, z, t),

t > 0, R1 < r < 1, wi−1 < z < wi (i = 1, 2, ..., N).
(9)

T i(r, z, t)
∣∣
t=0

= Φoi (r, z) (i = 1, 2, ..., N), (10)

βr11

∂T i

∂r

∣∣∣∣
r=R1

− βr21T
i
∣∣
r=R1

= −φr1 (t) , βr12

∂T i

∂x

∣∣∣∣
r=1

− βr22T
i
∣∣
r=1

= −φr2 (t) ,

(i = 1, 2, ..., N),

βz11

∂T 1

∂z

∣∣∣∣
z=0

− βz21T
1
∣∣
z=0

= −φz1 (t) , βz12

∂TN

∂z

∣∣∣∣
z=1

− βz22T
N
∣∣
z=1

= −φz2 (t) . (11)

T i
∣∣
z=wi

= T i+1
∣∣
z=wi

,

λiz (wi)
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=wi

= λi+1
z (wi)

∂T i+i

∂z

∣∣∣∣
z=wi

(i = 1, 2, ..., N − 1). (12)

Рассмотрим теперь случай сплошной круглой пластинки.
Пусть дана круглая пластина толщиной l, состоящая из N слоев постоянной толщи-

ной δi (i = 1, 2, ..., N) в направлении оси Oz̃, радиусом R̃ (рисунок 2). Граница между
i-м и (i + 1)-м слоями имеет координату li (i = 1, 2, ..., N − 1). Тогда выполняются
соотношения:

0 = l0 < l1 < l2 < ... < l(N−1) < lN = l.

Материал каждого слоя неоднороден и ортотропен по типу [5], [6]. На границе раз-
дела i-го и (i + 1)-го слоев задаются условия идеального теплового контакта (1).

Так же, как в случае кольцевой пластинки, будем считать, что распределение тем-
пературы не зависит от угловой координаты.

Решение задачи нестационарной теплопроводности многослойных круглых пла-
стин, состоящих из N слоев, разнородных по геометрии и тепловым свойствам ма-
териалов, при различных вариантах теплообмена с окружающей средой, совершен-
ном или несовершенном контакте на поверхности раздела слоев сводится к решению
системы уравнений:
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ρiCi
∂T i

∂t −
[

1
r̃
∂
∂r̃

(
λir (r̃) r̃ ∂T

i

∂r̃

)
+ ∂

∂z̃

(
λiz (z̃) ∂T∂z̃

)]
= f̃i(r̃, z̃, t),

t > 0, 0 < r̃ < R̃, lz(i−1) < z̃ < lzi (i = 1, 2, ..., N).
(13)

Здесь ρi, Ci – приведенная плотность и объемная теплоемкость i-го слоя, λir, λiz –
коэффициенты теплопроводности вдоль осей Or̃ и Oz̃ соответственно, в общем слу-
чае зависящие от координат [6]. Уравнение (8) отличается от (2) лишь граничными
условиями.

Рис. 2. Многослойная круглая пластина

В случае, когда материал i-го слоя имеет радиальное или круговое армирование, в
центр круговой пластинки вставляется шайба из изотропного материала (рисунок 3).
Это делается для того, чтобы исключить особенность в виде бесконечной плотности
армирования при r → 0. Таким образом, уравнение (8) распадается на два:

ρ̃C̃
∂T̃ i

∂t
−

[
λ̃r

(
∂2T̃

∂r̃2
+

1

r

∂T̃

∂r̃

)
+ λ̃z

∂2T̃

∂z̃2

]
= f̃i(r̃, z̃, t),

t > 0, 0 < r̃ < R̃1, 0 < z̃ < lz,

ρiCi
∂T i

∂t
−
[

1

r̃

∂

∂r̃

(
λir (r̃) r̃

∂T i

∂r̃

)
+

∂

∂z̃

(
λiz (z̃)

∂T i

∂z̃

)]
= f̃i(r̃, z̃, t),

t > 0, R̃1 < r̃ < R̃, li−1 < z̃ < li (i = 1, 2, ..., N). (14)
На границе r̃ = R̃1 ставится условие идеального контакта по температуре (1):

T i
∣∣
r̃=R̃1

= T̃
∣∣∣
r̃=R̃1

,

λir

(
R̃1

) ∂T i
∂r̃

∣∣∣∣
r̃=R̃1

= λ̃ir
∂T̃

∂r̃

∣∣∣∣∣
r̃=R̃1

. (15)
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Здесь ρ̃, C̃ – приведенная плотность и объемная теплоемкость материала шайбы,
λ̃ir, λ̃iz – коэффициенты теплопроводности вдоль осей Or̃ и Oz̃ соответственно.

Рис. 3. Многослойная круглая составная пластина

Дополним систему (14) – (15) следующими начальными и граничными условиями,
аналогичными (3) – (5) [8]:

T i(r̃, z̃, t)
∣∣
t=0

= Φoi (r̃, z̃) , T̃ (r̃, z̃, t)
∣∣∣
t=0

= Φoi (r̃, z̃) (16)

∣∣∣T̃ (r̃, z̃, t)
∣∣∣∣∣∣
r̃=0

<∞, βr11

∂T i

∂r̃

∣∣∣∣
r̃=R̃

− βr21T
i
∣∣
r̃=R̃

= −φr1 (t) ,

(i = 1, 2, ..., N),

βz11

∂T 1

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=0

− βz21T
1
∣∣
z̃=0

= −φz1 (t) , βz12

∂TN

∂z̃

∣∣∣∣
z̃=l

− βz22T
N
∣∣
z̃=l

= −φz2 (t) ,

β̃z11

∂T̃

∂z̃

∣∣∣∣∣
z̃=0

− β̃z21T̃
∣∣∣
z̃=0

= −φz1 (t) , β̃z12

∂T̃

∂z̃

∣∣∣∣∣
z̃=l

− β̃z22T̃
∣∣∣
z̃=l

= −φz2 (t) . (17)

Условия сопряжения между слоями в направлении оси Oz̃ (1) записываются в виде
(6).
Методика решения. Рассмотрим случай кольцевой пластинки. Положим [8]:

T̄ (r, z, p) =

∞∫
0

e−ptT (r, z, t) dt. (18)

Применив преобразование Лапласа (10) к задаче (6) – (11), получим:
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1
r
∂
∂r

(
ki (r) r ∂T̄

i

∂r

)
+ ∂

∂z

(
ai (z) ∂T̄

i

∂z

)
− pT̄ i (r, z, p) = Φ̄1i (r, z, p) ,

t > 0, R1 < r < 1, wi−1 < z < wi (i = 1, 2, ..., N),
(19)

где

Φ̄1i (r, z, p) = −
(
Φ0i (r, z) + f̄i(r, z, p)

)
.

Начальные и граничные условия (7) – (11) принимают вид:

βr11

∂T̄ i

∂r

∣∣∣∣
r=R1

− βr21T̄
i
∣∣
r=R1

= −φ̄r1 (p) , βr12

∂T̄ i

∂x

∣∣∣∣
r=1

− βr22T̄
i
∣∣
r=1

= −φ̄r2 (p) ,

(i = 1, 2, ..., N),

βz11

∂T̄ 1

∂z

∣∣∣∣
z=0

− βz21T̄
1
∣∣
z=0

= −φ̄z1 (p) , βz12

∂T̄N

∂z

∣∣∣∣
z=1

− βz22T̄
N
∣∣
z=1

= −φ̄z2 (p) . (20)

Здесь fi (x, y, z, t)→ f̄ (x, y, z, p) , φkj (t)→ φ̄kj (p) (k = “r” или “z”).
Условия сопряжения (12) приходят к виду:

T̄ i
∣∣
z=wi

= T̄ i+1
∣∣
z=wi

,

λiz (wi)
∂T̄ i

∂z

∣∣∣∣
z=wi

= λi+1
z (wi)

∂T̄ i+i

∂z

∣∣∣∣
z=wi

(i = 1, 2, ..., N − 1). (21)

Обозначим

L
[
T̄ i (r, z, p)

]
=

1

r

∂

∂r

(
ki (r) r

∂T̄ i

∂r

)
+

∂

∂z

(
ai (z)

∂T̄ i

∂z

)
− pT̄ i (r, z, p) . (22)

Тогда выражение (11) можно записать в виде:

L
[
T̄ i (r, z, p)

]
− Φ̄1i (r, z, p) = 0. (23)

Решение задачи (11)–(21) будем искать с помощью метода Бубнова – Галеркина в
виде ряда [9], [10], [11]:

T̄ i (r, z, p) = φ0 (r, z) +

∞∑
m=1

Am (p)φm (r, z). (24)

Здесь φm (r, z), – какая-то полная система линейно независимых функций, дважды
непрерывно дифференцируемая в

S = {R1 ≤ r ≤ 1; 0 ≤ z ≤ 1} ,
удовлетворяющая однородным краевым условиям, φ0 (r, z) – какая-то функция, удо-
влетворяющая неоднородным краевым условиям (20)–(21), Am (p) – произвольные ко-
эффициенты. Тогда в общем случае ряд (14) не удовлетворяет дифференциальному
уравнению (13):
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L
[
T̄ i (r, z, p)

]
− Φ1i (r, z, p) =

= L

[
φ0 (r, z) +

∞∑
m=1

Am (p)φm (r, z)

]
− Φ1i (r, z, p) =

= L [φ0 (r, z)] +
∞∑
m=1

Am (p)L [φm (r, z)]− Φ1i (r, z, p) = F (r, z, p) 6= 0.

(25)

Очевидно, что невязка полученного решения существенно зависит от значений
неопределенных коэффициентов Am (p). Потребуем выполнения условий ортогональ-
ности функции F (r, z, p) полной системе линейно независимых функций φk (r, z):∫ ∫

(Si)

F (r, z, p)φik (r, z) drdz =

=
∫ ∫
(Si)

[
L [φ0 (r, z)] +

∞∑
m=1

Aim (p)L
[
φim (r, z)

]
− Φ1i (r, z, p)

]
× φik (r, z) drdz =

=
∞∑
m=1

Bi
mkA

i
m − Cik = 0 (i = 1, 2, 3, ..., N ; k = 1, 2, 3...) .

(26)

Здесь

Bi
mk =

∫ ∫
(Si)

L
[
φim (r, z)

]
φik (r, z) drdz,

Cik =

∫ ∫
(Si)

[Φ1i (r, z, p)− φ0 (r, z)]φik (r, z) drdz.

Таким образом получена система алгебраических уравнений

∞∑
m=1

Bi
mkA

i
m = Cik (i = 1, 2, ..., N ; k = 1, 2, 3...)

для определения коэффициентов Aim, таких что функции F i (r, z, p) ортогональны
системе функций φik (r, z) и, следовательно, функции F i (r, z, p) тождественно равны
нулю:

F (x, y, z, p) = L
[
T i (x, y, z, p)

]
− Φ1i (x, y, z, p) ≡ 0.

Так как система алгебраических уравнений в общем случае является полной беско-
нечной системой, решение которой в общем виде возможно лишь при определенных
соотношениях между коэффициентами системы, то на практике обычно ограничива-
ются конечным числом членов ряда, получая таким образом приближенное решение.

Более простое решение получается, если системы функций L
[
φim (x, y, z)

]
и

φik (x, y, z) взаимно ортогональны в области интегрирования. Тогда метод Бубнова –
Галеркина приводит к системе независимых алгебраических уравнений для каждого
неизвестного коэффициента Aim:

Aim =
Cim
Bi
mm

. (27)

Таким образом, ряд (14) задает решение задачи (2) – (5) в изображениях.
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В случае, когда толщина стенки мала по сравнению с ее размерами, задачу мож-
но свести к одномерной, аппроксимировав распределение температуры вдоль оси Oz
какой-либо функцией заданного вида (например, квадратичным полиномом).

Положим,

T̄ i (r, z, p) = F̄ i1(r, p)F i2(z),

где

F i2(z) = z2 + biz + ci. (28)
Коэффициенты bi, ci найдем из второго из соотношений (20) и условий сопряже-

ния (21). Таким образом, с этого момента функции F i2(z) будем считать известными.
Задача (11) – (21) сводится к следующему виду:

F i2 (z) 1
r
d
dr

(
ki (r) r

dF̄ i1
dr

)
+ F̄ i1

d
dz

(
ai (z)

dF i2
dz

)
− pF̄ i1 (r, p)F i2 (z) = Φ̄1i (r, z, p) ,

t > 0, R1 < r < 1, wi−1 < z < wi (i = 1, 2, ..., N).
(29)

βr11

∂T̄ i

∂r

∣∣∣∣
r=R1

− βr21T̄
i
∣∣
r=R1

= −φ̄r1 (p) , βr12

∂T̄ i

∂r

∣∣∣∣
r=1

− βr22T̄
i
∣∣
r=1

= −φ̄r2 (p) ,

(i = 1, 2, ..., N). (30)
Повторяя рассуждения (12)–(17), получим решение в виде ряда вида (14) для за-

дачи (19) – (30). Отметим, что если

ki (r) = const, (i = 1, 2, ..., N),

то уравнения (19) сводятся к виду

∂F̄ i1
∂r2

+
1

r

∂F̄ i1
∂r

+
1

kiF i2

[
d

dz

(
ai (z)

dF i2
dz

)
− pF i2

]
F̄ i1 =

1

kiF i2
Φ̄1i (31)

и представляют собой в зависимости от знака выражения

Qi =
1

kiF i2

[
d

dz

(
ai (z)

dF i2
dz

)
− pF i2

]
либо неоднородное уравнение Бесселя нулевого порядка (Q > 0), либо неоднородное
модифицированное уравнение Бесселя нулевого порядка (Q < 0) [12]. Тогда решение
задачи (20) можно записать в виде

F̄ i1 (r, z, p) = Ai (z, p) J0

(
r
√
Qi

)
+Bi (z, p)Y0

(
r
√
Qi

)
+ Ψ̄1i (r, z, p) , (32)

когда Q > 0, или

F̄ i1 (r, z, p) = Ai (z, p) I0

(
r
√
|Qi|

)
+Bi (z, p)K0

(
r
√
|Qi|

)
+ Ψ̄2i (r, z, p) , (33)

когда Q < 0. Здесь J0, Y0 – функции Бесселя первого и второго рода, I0, K0 – моди-
фицированные функции Бесселя первого и второго рода нулевого порядка. Ai (z, p),
Bi (z, p) – произвольные коэффициенты, определяемые из граничных условий (30).
Ψ̄1i (r, z, p), Ψ̄2i (r, z, p) – некоторые частные решения обыкновенного и модифициро-
ванного уравнения Бесселя, в общем случае имеющие вид
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Ψ̄1i (r, z, p) =
√
QiJ0

(
r
√
Qi
) ∫ [

rY0

(
r
√
Qi
)

Φ̄1i (r, z, p)
]
dr−

−
√
QiY0

(
r
√
Qi
) ∫ [

rJ0

(
r
√
Qi
)

Φ̄1i (r, z, p)
]
dr,

(34)

Ψ̄2i (r, z, p) =
√
|Qi|I0

(
r
√
−Qi

) ∫ [
rK0

(
r
√
|Qi|

)
Φ̄1i (r, z, p)

]
dr−

−
√
−QiK0

(
r
√
|Qi|

) ∫ [
rI0

(
r
√
|Qi|

)
Φ̄1i (r, z, p)

]
dr.

(35)

Задача (8)–(15) решается аналогичным образом.
Таким образом, ряды вида (14) представляют собой решение задачи (6)–(12) в изоб-

ражениях. Для обратного перехода к оригиналам можно воспользоваться одним из
справочников по преобразованию Лапласа, например [13], [14], [15].
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Abstract. The paper presents mathematical model of heat conduction of multilayer annular
circular and circular plates. Each layer of plate which is under consideration is either isotropic
material or fiber composite or dispersion-strengthened composite or honeycomb composite
structure. Method for solving unsteady-state heat conduction equation for multilayer annular
circular or circular plate is proposed in the article. Proposed method is based on reduction of
unsteady-state problem to steady-state heat conduction problem using Laplace transformation.
Then steady-state heat conduction problem is solved using Galerkin – Bubnov method.
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ПРОИЗВОДСТВЕ
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Аннотация. В настоящее время актуальна выработка технологии обращения с техноген-
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В настоящее время наиболее актуальна выработка системных технологий обраще-
ния с техногенными отходами, т.к. сложившаяся в Российской федерации ситуация
в области экологической безопасности и обращения с отходами ведет к опасному за-
грязнению окружающей природной среды и создает реальную экономическую про-
блему. В то же время наша страна обладает значительными ресурсами вторичного
сырья, которые можно характеризовать как возобновляемые сырьевые, материаль-
ные и топливно-энергетические ресурсы. По экспертным оценкам объемы накопления
отходов в промышленности составляют около 80 млрд. тонн, объемы образования от-
ходов - около 3 млрд. тонн в год (при годовом объеме потребления вторичных сырье-
вых ресурсов промышленностью менее 1 млрд. тонн). Средний уровень использования
отходов в качестве вторичных ресурсов составляет около одной трети. Массовое на-
копление на промышленных предприятиях и в других сферах отходов производства
и потребления говорит о несовершенстве технологий производства и о нерациональ-
ном использовании отходов в качестве вторичных ресурсов, но и создает экологи-
ческие проблемы [ 1 ]. Основные пути решения проблем экологизации экономики и
формирования устойчивого типа экономического развития следующие: структурная
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перестройка экономики, изменение сырьевой ориентации экспорта; разработка и при-
менение природоохраняющих или безотходных технологий, замкнутых циклов произ-
водства, глубоко продуманное, наиболее рациональное размещение “грязных” произ-
водств; прямые природоохранные мероприятия. Наиболее рациональным направлени-
ем утилизации промышленных отходов является их использование как техногенного
сырья при получении различного вида продукции и прежде всего строительного и ме-
таллургического назначения. В проблеме рациональной утилизации промышленных
отходов в единый узел сплелись вопросы охраны окружающей среды и ресурсосбере-
жения. Решение проблемы ресурсосбережения в различных отраслях возможно при
комплексном использовании технических, организационных, экономических факто-
ров и применении современных технологических процессов. Использование промыш-
ленных отходов обеспечивает производство богатым источником дешёвого и часто
уже подготовленного сырья; приводит к экономии капитальных вложений, предна-
значенных для строительства предприятий, добывающих и перерабатывающих сы-
рьё, повышению уровня их рентабельности; высвобождению значительных площадей
земельных угодий и снижению степени загрязнения окружающей среды. Повыше-
ние уровня использования промышленных отходов является важнейшей производ-
ственной задачей. На основе применения отходов промышленности возможно разви-
тие производства не только традиционных, но и новых эффективных строительных
и других материалов. Новые материалы обладают комплексом улучшенных техниче-
ских и технологических свойств и в то же время характеризуются наименьшей ре-
сурсоёмкостью как в процессе производства, так и при применении [ 2,3 ] Масштабы
применения промышленных отходов в производстве строительных материалов в РФ
неуклонно увеличиваются. Некоторые виды отходов, как, например, доменные грану-
лированные шлаки, пользуются достаточным спросом в настоящее время и использу-
ются полностью. Передовые металлургические предприятия переходят практически
на безотвальную работу. В промышленности накоплен положительный опыт создания
комбинированных производств. Это производство глинозёма, содопродуктов и порт-
ландцемента на основе нефелиновых шламов и известняков, легированного чугуна и
глинозёмистого цемента и др. Значительно меньше, чем доменные, используются пока
сталеплавильные шлаки. Объём их использования составляет около 65%. Незначите-
лен уровень применения шлаков цветной металлургии. Утилизируется лишь около 15
% объёма золошлаковых отходов энергетической промышленности, которые наряду
с металлургическими шлаками можно отнести к наиболее значительным сырьевым
ресурсам для промышленности строительных материалов. Неудовлетворителен пока
уровень использования отходов деревообрабатывающей, химической, нерудной и ря-
да других отраслей промышленности. Развитие и совершенствование производства
современных материалов и продукции, повышение их экономической эффективности
на данном этапе в значительной степени будут определяться рациональностью исполь-
зования сырьевых ресурсов, полнотой вовлечения в производство отходов различных
отраслей промышленности. При этом в основе безотходных производств лежит идея
комплексного использования сырья. В зависимости от физико – химических свойств
отходов, а также от их количества применяют различные методы обезвреживания и
переработки: механические, биологические, химические, сорбционные, термические,
а также комбинированные. На ряде металлургических предприятий освоена техноло-
гия регенерации металлов путём переработки шлаков, шламов и др. Каждая тонна
алюминия, извлечённого из отходов, обходится в 10 раз, меди – в 6, цинка – в 3,5
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и свинца – в 2,5 раза дешевле, чем те же металлы, выплавленные обычным спосо-
бом – из рудного сырья.[3,4] Эффективное решение проблемы промышленных отхо-
дов – это внедрение безотходной технологии. Безотходные производства основаны на
принципиальном изменении технологических процессов, разработке систем с замкну-
тым циклом, обеспечивающих многократное использование продуктов и комплексном
использовании сырья. При комплексном использовании сырьевых материалов про-
мышленные отходы или побочные продукты одних производств являются исходными
материалами других. Важность комплексного использования сырьевых материалов
можно рассматривать в нескольких аспектах. Во-первых, утидизация отходов позво-
ляет решать задачи по охране окружающей среды, освобождать ценные земельные
угодья, отчуждаемые под отвалы и шламохранилища, устранять вредные выбросы
в окружающую среду. Во-вторых, отходы промышленности в значительной степени
покрывают потребность ряда перерабатывающих отраслей в сырье, причём во многих
случаях высококачественном, подвергнутом в процессе производства первичной тех-
нологической обработке (измельчению, обжигу и т.д.). В-третьих, при комплексном
использовании сырья снижаются удельные капитальные затраты на единицу продук-
ции и уменьшается срок их окупаемости, снижаются также непроизводительные рас-
ходы основного производства, связанные со складированием отходов, строительством
и эксплуатацией хранилищ для них; уменьшаются затраты, расход теплоты и элек-
троэнергии на новую продукцию за счёт технологической подготовленности отходов;
увеличивается производительность оборудования. К настоящему времени, учитывая
эффективность применения многих минеральных и органических отходов в качестве
сырьевых ресурсов, отходами их можно считать лишь по отношению к целевой про-
дукции предприятий [ 2 ].

В различных отраслях промышленности образуется значительное количество по-
бочных продуктов производственныx процессов - материалов техногенного происхож-
дения - отходов, содержащих химические соединения или их комплексы, введение
которых в различные смеси (формовочные, стержневые, теплоизоляционные) литей-
ного производства на этапе производства формы, стержней или теплоизоляционных
оболочек позволяют достичь результатов, по качеству сопоставимых со стандартны-
ми требованиями, а иногда и превышающими их. Например, некоторые техногенные
отходы, такие как шламы гальванических производств, золы и шлаки теплоэлектро-
станций (ТЭС), шлаки цветной и черной металлургии, отходы мукомольного и крах-
мального производств, в частности экструзионный крахмальный реагент являются
ценным сырьем для получения различной продукции. Кроме того, такие отходы по
опытным данным, могут быть использованы в литейном производстве в составах для
приготовления различных смесей [ 4 ].

Авторами [6] предлагается использовать состав для изготовления литейных форм,
включающий гипс, кварцевый песок, отличающийся тем, что он дополнительно со-
держит осадок после нейтрализации гальванического производства, при следующем
соотношении компонентов, мас. %:

Гипс 30-40
Осадок после нейтрализации

гальванического производства 20-40
Кварцевый песок остальное
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Введение осадка после нейтрализации гальванического производства в указанных
количествах позволяет получать формовочные смеси с оптимальными свойствами,
обеспечивающими изготовление качественных литейных форм [ 5 ].

Предлагается также использовать смесь для изготовления литейным форм и стерж-
ней, отверждаемых тепловой сушкой, содержащую формовочную глину, огнеупорный
наполнитель, связующее и воду, отличающуюся тем, что в качестве связующего смесь
содержит экструзионный крахмальный реагент при следующем соотношении ингре-
диентов, мас. %:

Формовочная глина 4-5
Экструзионный крахмальный реагент 1-5
Вода 2-4
Огнеупорный наполнитель остальное
Таким образом, введение реагента в указанных количествах позволяет получать

формовочные смеси с оптимальными свойствами, обеспечивающими изготовление ка-
чественных литейных форм. При этом уменьшается стоимость формовочных смесей
за счет низкой стоимости реагента, являющегося отходом мукомольного и крахмаль-
ного производств. Экструзионный крахмальный реагент является готовым материа-
лом, включающим в себя отходы производства. Дальнейшей дополнительной обработ-
ке (помолу и просеиванию) данный реагент перед употреблением в формовочной сме-
си не подвергается. Введение в состав экструзионного крахмального реагента, кото-
рый представляет собой тонкодисперсное вещество с весьма малым размером частиц,
позволяет увеличить прочностные характеристики смеси. Оптимальное содержание
реагента в смеси находится в пределах 1 – 5 % [ 6 ].

В настоящее время основным потребителем доменных шлаков является цементная
промышленность. Для цементной промышленности также перспективными являют-
ся некоторые другие виды металлургических шлаков: феррохромовый, позволяющий
получать цветной портландцементный клинкер; никелевые и медные, применяемые в
качестве железистого компонента сырьевой цементной смеси и активной минеральной
добавки: шлаки алюмотермического производства ферросплавов и вторичной пере-
плавки алюминия и его сплавов – как сырьё для производства глинозёмистого цемента
и сверхбыстротвердеющего портландцемента: сталерафинировочные шлаки, пригод-
ные для получения расширяющихся цементов. Для получения шлаковых вяжущих
автоклавного твердения возможно применение как гранулированных, так и медленно
охлаждённых сталеплавильных шлаков и шлаков цветной металлургии. На металлур-
гических заводах образуется значительное количество различных железосодержащих
пылей и шламов. Они с успехом могут применяться в качестве железистой корректи-
рующей добавки в производстве портландцементного клинкера. Железосодержащие
добавки используются также при получении керамзита для улучшения вспучивания
и спекания глинистого сырья. Кроме того, предлагается использовать теплоизоля-
ционную смесь для утепления прибылей отливок, содержащую металлофосфатное
связующее и отход ваграночного производства чугуна, отличающуюся тем, что смесь
дополнительно содержит трепел, а в качестве фосфатного связующего - алюмохром-
фосфатное связующее при следующем соотношений компонентов, мас. %:

Алюмохромфосфатное связующее 8-12
Трепел 5-10
Отход ваграночного производства чугуна остальное



О ПРИМЕНЕНИИ... 87

Полученная смесь для утепления прибылей отливок обладает повышенной формуе-
мостью и улучшенными физико-механическими свойствами, в результате улучшается
охрана окружающей среды за счёт утилизации отхода ваграночного производства и
снижается себестоимость за счёт использования промышленных отходов и природно-
го трепела, утилизируются отходы производства, решается экологическая проблема [
7 ].

Подобранная совокупность компонентов и их количественное соотношение обес-
печивает увеличение теплоизолирующего эффекта смеси при достаточных физико-
механических свойствах, необходимых для изготовления теплоизоляционных оболо-
чек и вставок.

К отходам топливно – энергетической промышленности относятся продукты, полу-
чаемые в виде отходов при добыче, обогащении и сжигании твёрдого топлива. Эту
группу отходов разделяют по источнику образования, виду топлива, числу пластич-
ности минеральной части отходов, Содержанию горючей части, зерновому составу,
химико – минералогическому составу, степени плавкости, интервалу размягчения, сте-
пени вспучиваемости. При сжигании твёрдых видов топлива в топках тепловых элек-
тростанций (ТЭС) образуются зола в виде пылевидных остатков и кусковый шлак,
а также золошлаковые смеси. Они являются продуктами высокотемпературной обра-
ботки минеральной частицы топлива. Зола – унос представляет собой тонкодисперс-
ный материал, состоящий в основном из частиц размером 5 – 100 мкм. Её химико –
минералогический состав соответствует составу минералогической части сжигаемого
топлива. Авторами [ 8 ] предлагается использовать золу – унос ТЭС в составе смесей
для изготовления литейных форм и стержней, отверждаемых тепловой сушкой. Смесь
содержит, мас.%: формововочную глину 2,5 – 3,5; алюмохромфосфатную связку 3,0 –
4,0; воду до 1,0 %; золу – унос ТЭС 0,5 – 1,5 %; огнеупорный наполнитель остальное.
Смесь готовят путём сухого перемешивания огнеупорного наполнителя (кварцевого
песка), формовочной глины и золы – уноса ТЭС в течение 2 – 3 мин. Далее вводят
волу и перемешивают 5 – 6 мин., после чего вводят алюмохромфосфатное связующее
(АХФС) и перемешивают ещё 3 – 4 мин. Итого общее время перемешивания не более
13 мин. Образцы сушат при 180 – 200 градусов Цельсия в течение 20 – 30 мин. Вода
в количестве 0,4 – 0,6 % необходима для повышения адгезии глины к огнеупорному
наполнителю. При содержании воды менее 0,4 % увеличивается осыпаемость смеси,
а при содержании более 0,6 % снижается прочность в сыром состоянии. Добавка зо-
лы – уноса ТЭС в количестве 0,5 - 1,5 % снижает прилипаемость смеси к оснастке,
повышает прочность в высушенном состоянии, снижает осыпоемость. При более низ-
ком содержании золы – уноса не достигается необходимого значения прилипаемости,
а при более высоком не наблюдается дальнейшего улучшения свойств смеси. Зола –
унос ТЭС представляет собой тонкодисперсное вещество с весьма малым размером
частиц, что позволяет использовать её без помола. Таким образом, использование
данного изобретения позволит улучшить условия труда, повысить прочность стерж-
ней и форм, газопроницаемость, снизить газотворность, а также расширить арсенал
средств данного назначения.

Предлагается также использовать смесь, содержащую в составе керамзитовую пыль
для изготовления литейных форм и стержней, отверждаемых тепловой сушкой. Смесь
содержит, масс. %: формовочную глину 3,0 – 3,5; крахмалит 0,3 – 0,5: воду 0,8 – 1,0:
алюмохромфосфатное связующее (АХФС) 3,0 – 4,0; керамзитовую пыль 0,5 – 1,0;
огнеупорный наполнитель остальное [ 9 ].
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Изобретение относится к литейному производству, а именно к составам смесей для
изготовления литейных форм и стержней, отверждаемых тепловой сушкой. Крахма-
лит представляет собой продукт на основе кукурузного крахмала, получаемый при
термообработке крахмалобелковой суспензии на вальцовой сушке. Цель изобретения
– улучшение качества форм и стержней за счёт повышения их прочности в сухом
состоянии, увеличения газопроницаемости. Предлагаемую смесь готовят путём сухо-
го перемешивания огнеупорного наполнителя, формовочной глины и керамзитовой
пыли в течение 2 – 3 мин. Одновременно готовится суспензия воды и крахмалита.
Далее вводят суспензию в сухую смесь и перемешивают 5 – 6 мин., после чего вво-
дят АХФС и перемешивают ещё 3 – 4 мин. Общее время перемешивания не более
13 мин. Образцы сушат при 180 – 200 градусов Цельсия в течение 10 – 20 мин. Ке-
рамзитовая пыль – пылевидный отход керамзитового производства, имеет следующий
химический состав, мас. %: оксид кремния 48 – 80; оксид алюминия 7 – 27; оксиды
железа 0,5 – 13,5; оксид кальция 0,5 – 20,0; оксид магния 0,3 – 12,0;оксиды калия и
натрия 0,5 – 7,5. Керамзитовая пыль в пределах 0,5 – 1,0 обеспечивает интенсивное
объёмное твердение, ускоряет сушку, препятствует прилипаемости смеси к оснастке.
При более низком содержании керамзитовой пыли не достигается значения интен-
сификации твердения, прилипаемости и прочности в высушенном состоянии, а при
более высоком увеличивается осыпаемость. Формовочная глина в количестве 3,0 – 3,5
мас.% обеспечивает сырую прочность смеси. При содержании глины ниже 3 мас.% не
обеспечивается требуемой прочности на сжатие в сыром состоянии, а при содержании
свыше 3,5 мас.% возрастает осыпаемость смеси. Вода в количестве 0,8 – 1,0 мас.%
необходима для повышения адгезии глины к огнеупорному наполнителю. При содер-
жании воды менее 0,8 мас.% увеличивается осыпаемость смеси, а при содержании
свыше 1 мас.% снижается прочность в сыром состоянии. Использование предлагае-
мого изобретения позволит улучшить условия труда, повысить прочность стержней и
форм, газопроницаемость, снизить осыпаемость, а также расширить арсенал средств
данного назначения и утилизировать отходы керамзитового производства.

Перед современным литейным производством ставятся задачи по снижению себе-
стоимости, повышению качества и товарного вида отливок, а также по повышению
экологической безопасности производства. Решение этих задач во многом связано с
разработкой новых, более технологичных составов формовочных и других смесей, а
также с оптимизацией существующих способов их приготовления и упрочнения.

Комплексное использование сырья и техногенных отходов производства даёт воз-
можность увеличить выпуск многих видов продукции на 25-30%, снизить ее себесто-
имость в несколько раз.

Проблемы утилизации отходов промышленных производств становится всё более
актуальными. Практика показывает, что основная масса всех образующихся техноло-
гических отходов не может быть переработана (утилизирована) на тех предприятиях,
где данные отходы образуются. Распространение получает практика использования
отходов в смежных отраслях. При этом особая роль при решении данной проблемы
отводится литейно-металлургическому производству – основной заготовительной базе
машиностроения [10]–[15].
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Abstract. Currently, the elaboration of technologies of handling of technogenic wastes, it is also
important in the foundry. It is proposed to use the developed formulations for the manufacture of
molds, cores and insulating sheaths.
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molding compounds.
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СООТНОШЕНИЯ ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ ДЛЯ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ТЕЛ ИЗ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО

МАТЕРИАЛА

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Одним из основных свойств металлов является упрочнение, характеризующее
влияние пластического деформирования на механическое поведение среды. Исследованию
методом возмущений осесимметрической задачи деформирования тел из упрочняющегося
материала и посвящена данная работа. В ней приведен алгоритм определения первого при-
ближения в задаче пластического деформирования прута из упрочняющегося материала.

Ключевые слова: пластичность, деформация, линеаризация, упрочнение.

УДК: 539.375

1. Рассмотрим вязкопластическое течение жесткого пространственного тела, изго-
товленного из однородного изотропного материала.

По аналогии с работами [1,2] введем тензор Sij = σij−µεij , где σij , εij - компоненты
тензоров напряжения и скорости деформаций соответственно, µ - коэффициент вяз-
кости. Для изотропного материала главные направления тензоров σij и εij совпадают.
В главных направлениях условие пластичности представимо в виде

S1 = S2, S3 = S1 + 2k .

Условие не сжимаемости материала запишется в виде

ε = (εx + εy + εz)/3 = 0.

Так как

ε = 0, σ = (σx + σy + σz)/3, 3σ − 3µε = 3S1 + 2k,

то получим следующее выражение

S1 = σ − 2k/3.

Представим тензор Sij в виде суммы двух тензоров S1 · δij и Sij − S1 · δij , где δij -
символ Кронекера. В главных направлениях ранг матрицы тензора Sij −S1 · δij равен
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единице. Преобразование тензора при переходе от одной декартовой системы коор-
динат к другой можно представить в матричной форме как произведение матрицы
тензора и двух невырожденных матриц

S∗ = A−1S A, где A = (αij), xi∗ = αijxj , |A| = 1.

Из линейной алгебры [3] известно, что при умножении некоторой матрицы слева
или справа на невырожденную матрицу ранг исходной матрицы не меняется. Отсюда
получим равенство ранга матрицы тензора Sij − S1 · δij единице в любой декартовой
системе координат. Следовательно, все миноры второго порядка матрицы тензора
Sij − S1 · δij будут равны нулю. С учетом симметрии тензора получим шесть соотно-
шений

(σx − σ − µεx + 2k/3)(σy − σ − µεy + 2k/3) = (τxy − µεxy)2,
(σy − σ − µεy + 2k/3)(σz − σ − µεz + 2k/3) = (τyz − µεyz)2,
(σz − σ − µεz + 2k/3)(σx − σ − µεx + 2k/3) = (τxz − µεxz)2,
(σx − σ − µεx + 2k/3)(τyz − µεyz) = (τxy − µεxy)(τxz − µεxz),
(σy − σ − µεy + 2k/3)(τxz − µεxz) = (τxy − µεxy)(τyz − µεyz),
(σz − σ − µεz + 2k/3)(τxy − µεxy) = (τxz − µεxz)(τyz − µεyz),

(1)

где

ε = (εx + εy + εz)/3 = 0, σ = (σx + σy + σz)/3.

С другой стороны, из равенства ранга симметричной матрицы единице следует,
что строки и столбцы рассматриваемой матрицы отличаются друг от друга только
коэффициентом.

Без ограничения общности предположим T11 6= 0 T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

 =

 T11 T12 T13

αT11 αT12 αT13

βT11 βT12 βT13

 =

 T11 αT11 βT11

αT11 α2T11 αβT11

βT11 βαT11 β2T11

 , (Tij = Tji) .

Коэффициенты α, β определим через элементы первого столбца

α =
T21

T11
, β =

T31

T11
.

Из условий

T22 = α2T11, T33 = β2T11, T23 = αβT11,

получим

T22 =

(
T21

T11

)2

T11, T33 =

(
T31

T11

)2

T11, T23 =
T21

T11

T31

T11
T11.

В результате условие равенства ранга симметричной матрицы T единице эквива-
лентно трем условиям

T11T22 = T 2
21, T11T33 = T 2

13, T23T11 = T12T13 T11 6= 0.

Следовательно, из шести условий (1) линейно независимыми являются только три
соотношения
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(σy − µ εy − σ + 2k/3)(σz − µ εz − σ + 2k/3) = (τyz − µ εeyz)2,
(σx − µ εx − σ + 2k/3)(σz − µ εz − σ + 2k/3) = (τxz − µ εxz)2,
(σz − µ εz − σ + 2k/3)(τxy − µ εxy) = (τxz − µ εxz)(τyz − µ εyz),

σz − µ εz − σ + 2k/3 6= 0, (xyz).

2. Приведем решение задачи о вязкопластическом течении жесткого изотропного
бруса переменного прямоугольного поперечного сечения под действием растягиваю-
щих сил вдоль оси бруса.

Уравнения боковых граней бруса имеют вид

x = ± [h1 + f1(y, z)], y = ± [h2 + f2(x, z)], где f1(y, z) 〈〈h1, f2(x, z) 〈〈h2.

Решение задачи ищется в виде

σij = σ0
ij + σij∗, εij = ε0

ij + εij∗,
u = u0 + u∗, v = v0 + v∗, w = w0 + w ∗ .

В качестве исходного состояния принято однородное напряженно-деформированное
состояние

σ0
x = 0, σ0

y = 0, σ0
z = k + 3

2µε
0
3, τ0

xy = τ0
yz = τ0

xz = 0,

ε0
z = ε0

3, ε0
x = ε0

y = −1
2ε

0
3, ε0

xy = ε0
yz = ε0

xz = 0.

Компоненты возмущения получат следующий вид

σ∗x − σ∗ − µε∗x = 0, σ∗y − σ∗ − µε∗y = 0, ε∗x + ε∗y + ε∗z = 0,

τ∗xy − µε∗xy = 0, σ∗x − σ∗y − 2
3(σ∗x + σ∗y + σ∗z)− µ(ε∗x + ε∗y) = 0,

(2)

1
3(σ∗x + σ∗y)− 2

3σ
∗
x + µε∗z = 0, 1

3(σ∗x + σ∗y + σ∗z)− σ∗z + µε∗z = 0,
σ∗z − σ∗ − µε∗z = 0.

Для компонент τ∗xy, ε∗xy, τ∗yz, ε∗yz, τ∗xz, ε∗xz из условия изотропии выполняются
следующие соотношения

τ∗xy = µε∗xy, τ∗yz = 2a ε∗yz, τ∗xz = 2a ε∗xz,

a = µ
2 +

S0
1−S0

3

2(ε01−ε03)
= µ

2 + k
3ε03
,

(3)

где а зависит только от одного “0” приближения и, следовательно, принимает посто-
янное значение.

Переходя к компонентам перемещений и подставляя (2), (3) в линеаризованные
уравнения равновесия, получим

∂σ∗
∂x

+ µ
∂2u∗

∂x2
+
µ

2

∂

∂y

(
∂u∗

∂y
+
∂v∗

∂x

)
+ a

∂

∂z

(
∂u∗

∂z
+
∂w∗

∂x

)
= 0,

µ

2

∂

∂x

(
∂u∗

∂y
+
∂v∗

∂x

)
+
∂σ∗
∂y

+ µ
∂2v∗

∂y2
+ a

∂

∂z

(
∂v∗

∂z
+
∂w∗

∂y

)
= 0,

a
∂

∂x

(
∂u∗

∂z
+
∂w∗

∂x

)
+ a

∂

∂y

(
∂v∗

∂z
+
∂w∗

∂y

)
+
∂σ∗
∂z

+ µ
∂2w∗

∂z2
= 0, (4)

∂u∗

∂x
+
∂v∗

∂y
+
∂w∗

∂z
= 0.
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Будем искать σ∗, u∗, v∗, w∗ в виде

σ∗ = H cosmx cosny cosλz,
u∗ = A sinmx cosny cosλz,
v∗ = B cosmx sinny cosλz,
w∗ = C cosmx cosny sinλz.

(5)

Подставляя (5) в (4) получим
(µm2 + µ

2n
2 + aλ2)A+mnµ2B + amλC +Hm = 0,

mnµ2A+ (µ2m
2 + µn2 + aλ2)B + anλC +Hn = 0,

amλA+ anλB + (mλ2 + an2 + am2)C +Hλ = 0,
mA+ nB + λC = 0.

(6)

Система (6) является однородной системой линейных алгебраических уравнений
относительно A, B, C, H. Она имеет нетривиальное решение только в том случае,
когда её определитель равен нулю [3], т.е.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
µm2 + µ

2n
2 + aλ2 mnµ2 amλ m

mnµ2
µ
2m

2 + µn2 + aλ2 anλ n
amλ anλ µλ2 + an2 + am2 λ
m n λ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

После серии элементарных преобразований приходим к
уравнению

(
µ(m2 + n2) + 2aλ2

) {
aλ4 + 2(m2 + n2)(µ− a)λ2 + a(m2 + n2)2

}
= 0,

которое выражает зависимость λ = λ(m,n). Если m, nпредположить действительны-
ми числами, то из приведенного выше уравнения следует, что величина λ принимает
комплексные значения.

Разрешая систему (6) для коэффициентов A,B,C получим следующие выражения

A = Hm(2(µ−a)λ2+am2+an2)

((µ−2a)λ2+am2+an2)(µ2m2+µ
2
n2+aλ2)

,

B = −H (µm2+µ
2
n2+aλ2)λ2+m2((µ−2a)λ2+am2+an2)

((µ−2a)λ2+am2+an2)(µ2m2+µ
2
n2+aλ2)

,

C = λH
((µ−2a)λ2+am2+an2)

.

(7)

Граничные условия на боковых гранях, свободных от напряжения, запишутся в
виде

σxα+ τxyβ + τxzγ = 0, τxyα+ σyβ + τyzγ = 0, τxzα+ τyzβ + σzγ = 0,

где α, β, γ - направляющие косинусы нормали к боковой поверхности бруса.
На боковой грани x = ± [h1 + f1(y, z)] компоненты нормали примут значения

α = ±1, β = −∂f1(y, z)

∂y
, γ = −∂f1(y, z)

∂z
.

Соответствующие граничные условия, преобразуются к виду

σ∗x = 0, τ∗xz ∓ σ0
z

∂f1

∂z
= 0 x = ±h1. (8)

Аналогично на грани y = ±[h2 + f2(x, z)] получим
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σ∗y = 0, τ∗yz ∓ σ0
z

∂f2

∂z
= 0 y = ±h2. (9)

Из (5), (8), (9) получим

mh1 = π
2 + πk1, nh2 = π

2 + πk2, k1, k2 = 0, ±1, ±2, ...
m = π(2k1 + 1)/2h1, n = π(2k2 + 1)/2h2, k1, k2 = 0, ±1, ±2, ...

∂f1

∂z
=

(−1)k1

3ε0
3

(−Aλ− Cm) cosny sinλz, (10)

∂f2

∂z
=

(−1)k2

3ε0
3

(−Bλ− Cn) cosmx sinλz. (11)

Функции f1, f2 при которых имеет место решение, определяются из (10), (11), при-
чем задание уравнения одной боковой грани определяет уравнение другой. В случае
µ = 0 полученные результаты совпадают с результатами работы [4].
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ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ,
ПОДЧИНЯЮЩЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАКОНОМЕРНОСТИ КУЛОНА

– МОРА

Альметьевский государственный нефтяной институт, г. Альметьевск, Россия

Аннотация. Рассматривается предельное равновесие анизотропной разносопротивляющейся
среды типа грунты и горные породы, которая имеет упорядоченную анизотропию прочност-
ных свойств. Выводится условие предельного равновесия в виде обобщения условия Кулона -
Мора, представленное в нелинейной форме. Получено условие в компонентах напряжения и
выражения для напряжений, удовлетворяющих этому условию. Рассмотрена плоская дефор-
мация среды с учетом сил тяжести. Получены обобщенные уравнения Кеттера и основные
уравнения характеристик.

Ключевые слова: анизотропная разносопротивляющаяся среда, условие предельного рав-
новесия, закономерность Кулона - Мора, уравнение характеристик.

УДК: 539.37

Введение. Анизотропные грунты и горные породы являются разносопротивляю-
щимися природными материалами, так как имеют различные механические харак-
теристики при испытаниях напряжениями положительного и отрицательного знака.
Кроме того, условия залегания таких природных материалов часто обуславливают
изменчивость их свойств по направлениям.

Если прочностные или другие характеристики грунтов и горных пород могут быть
сформулированы некоторыми непрерывными функциями координат, то такая анизо-
тропия принимается как упорядоченная. Можно встретить также неупорядоченную
анизотропию в материалах с дискретными свойствами, математическое выражение
которой, для описания этих свойств, требует принятия более сложных моделей, а их
практическая реализация порой становится невозможной.
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Предельное равновесие анизотропной сыпучей среды было исследовано в ранних
работах Д.Д. Ивлева и Т.Н. Мартыновой [1] и представителей Тульской школы меха-
ников под руководством Л.А. Толоконникова (работы В.В. Глаголева и Н.М. Матченко
[2], [3], С.Д. Фейгина и Н.М. Матченко [4] и др.).

Предельное равновесие анизотропных грунтов и горных пород рассмотрено также
в работах [5], [6], [7].
Линейная зависимость Кулона - Мора
Принимая упорядоченность механических характеристик, воспользуемся подходом,

предложенным в [6] Г.А. Гениевым для вывода критерия прочности или условия пре-
дельного равновесия, а также для получения основных разрешающих уравнений пре-
дельного напряженного состояния анизотропных грунтов и горных пород.

Сущность подхода заключается в том, что из двух зависимостей

τn = f(σn)и
d

dψ
[τn − f(σn)] = 0 (1)

определяются компоненты напряжения по координатам x, у, включающие прочност-
ные характеристики среды и угол ψ, который выбран как угол между нормалью к
площадке скольжения и осью x. В уравнение предельного напряженного состояния
входит угол ψ, который, в отличие от изотропной сыпучей среды, совместным реше-
нием двух зависимостей из (1) исключить не удается. В (1) τn и σn - касательное и
нормальное напряжения на площадке скольжения.

Изложим последовательность вывода условий предельного равновесия анизотроп-
ных грунтов и горных пород, полученных в [5] и в [7].

В обеих работах принимается, что на площадке скольжения между τn и σn суще-
ствует линейная зависимость в виде

τn = σnk + с, (2)
где в [1] τn = 0, 5(σ1 − σ3) sin 2µ; (3)

σn = 0, 5(σ1 + σ3) + 0, 5(σ1 − σ3) cos 2µ; (3)
в [2] τn = 0, 5(σx − σy) sin 2ψ + τxy cos 2ψ; (5)

σn = 0, 5(σx + σy) + 0, 5(σx − σy) cos 2ψ − τxy sin 2ψ; (4)
µ – угол между нормалью к площадке скольжения и максимальным нормальным на-
пряжением σ1; ψ – также как в (1); k и с – соответственно тангенс угла внутреннего
трения и сцепления среды на площадке скольжения, являющиеся функциями угла µ
в [5] и угла ψ в [7].

Условие предельного равновесия выполняется согласно [5], если

d

dµ
[τn − σnk − с] = 0, (5)

согласно [6] d
dψ [τn − σnk − с] = 0. (8)

Как видно, направление площадки скольжения в [5] связано с направлением глав-
ного нормального напряжения, а в [7] с направлением анизотропии (слоистости).

В [5] совместным решением (2) и (5) исключается одно из главных напряжений и
выводится уравнение для угла µ как функция σ3.



ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ... 101

В [7], учитывая инвариантность суммы σx + σy = 2σ относительно поворота осей
(угла ψ), из (2) и (8) выводятся зависимости для τxy и σx−σy как функции параметров
прочности угла ψ и σ, т.е.

τ=
xyf1(σ, ψ, с, k); (6)

σx − σy = f2(σ, ψ, с, k). (7)
Возведением в квадрат (6) и (7) получено условие предельного равновесия в виде

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4f2

1 (σ, ψ, с, k) + f2
2 (σ, ψ, с, k). (8)

Компоненты напряжения, удовлетворяющие (8) определяются в виде

τxy = f1 (σ, ψ, c, k) ;
σx = σ + 0, 5f2(σ, ψ, с, k);
σy = σ − 0, 5f2(σ, ψ, с, k).

(9)

Подставляя (9) в дифференциальные уравнения равновесия в условиях плоской
деформации, получим обобщенные уравнения Кеттера для анизотропной среды [7] в
переменных σи ψ.

В работах [7,8,9] разрешающие уравнения были решены в численном виде методом
характеристик, а также решен ряд задач теории предельного равновесия.
Нелинейная зависимость Кулона - Мора. Иногда линейная зависимость меж-

ду τn и σn нарушается, особенно при высоких гидростатических давлениях, в которых
находятся горные породы в глубоких горизонтах. В таких случаях рассмотрение нели-
нейных связей между касательным и нормальным напряжением лучше согласуется с
экспериментами.

В работе [10] доказано, что для изотропной горной породы квадратичную зависи-
мость между τn и σn, принятую в виде

τ2
n = σnk + с, (10)

после определения постоянных k и с из двух видов испытаний можно привести к виду

τ2
n =

1

2
(σс − σр)σn −

(
σc + σр

4

)2

, (11)

где σс, σр - соответственно пределы прочности изотропной горной породы на одноос-
ное сжатие и растяжение.

Проверка для различных горных пород подтверждает удовлетворительное совпа-
дение (11) с данными экспериментов и её почти идеальное совпадение с критерием
прочности Г.Н. Кузнецова [11], который также исходит из квадратичной зависимости
(10), но имеет другой окончательный вид.

Изложенный в [6] подход допускает определение прочностных характеристик грун-
тов на приборе прямого среза, располагая слои параллельно или перпендикулярно
сдвигающей силе. Такие испытания проводились в работе Л. Бьеррума [12].

Рассмотрим модель анизотропной разносопротивляющейся среды в случае нели-
нейной связи между τn и σn на площадках скольжения в виде

τ2
n = σnk + с, (12)
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где k = k(ψ); с = с(ψ).
Согласно (11) примем, что

k = k(ψ) =
1

2
[σс (ψ)− σр (ψ)] ;

c = c(ψ) =

[
σc (ψ) + σр (ψ)

4

]2

,

где σс (ψ) = σс (0) cos2 ψ + σс (90) sin2 ψ;

σр (ψ) = σр (0) cos2 ψ + σр (90) sin2 ψ;

σс (0) , σс (90) – пределы прочности среды (горной породы) при принудительном
сжатии поперек и вдоль слоев (рисунок 1);
σр (0) , σр (90) – то же самое при принудительном растяжении (рисунок 2, а);
σр (0) , σр (90) можно также определить методом «бразильская проба» (рисунок

2, б).
Образцы должны быть испытаны так, чтобы имело место смятие (при сжатии) или

отрыв (при растяжении). Форма образцов позволяет разрушить их вдоль или поперек
слоев.

Рисунок 1
1 – обойма; 2 – испытываемый образец

а) б)
Рисунок 2

1 – обойма; 2 – испытываемый образец
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Запишем условие минимума функции (12) в виде

d

dψ
[τ2
n − σnk − с] = 0, (13)

или

2τnτn,ψ − σn,ψk − с− σnk,ψ −с,ψ = 0, (14)

где k,ψ = dk(ψ)
dψ ; с,ψ = dс(ψ)

dψ .

В (12) τn и σn определяются по формулам (5) и (4).
Для простоты обозначим τn = Т1, σn = σ + Т2. Тогда

τn,ψ =
dτn
dψ

= (σx − σy) cos 2ψ − 2τxy sin 2ψ = −2T2;

σn,ψ =
dσn
dψ

= −0, 5 (σx − σy) sin 2ψ − 2τxy cos 2ψ = −2T1.

Подставляя τn и σn в (12), находим

Т2
1 = (σ + Т2) k + с. (15)

Из (13) будем иметь

4Т1Т2 − 2Т1k + (σ + Т2) k,ψ +с,ψ = 0. (16)
Исключив из (15) и (16) Т1, получим выражение

[(σ + Т2) k,ψ +с,ψ]2

4 [k − 2Т2]2
= (σ + Т2) k + с, (17)

которое приводится к кубическому уравнению вида

а1Т3
2 + а2Т2

2 + а3Т2 + а4 = 0, (18)
где а1 = 16k;

а2 = 16 (σk + с)− 16k2 − k,2ψ ;

а3 = 4k3 − 16k(σk + с)− 2σk,2ψ −2k,ψ с,ψ ;

а4 = 4k2(σk + с)− σ2k,2ψ −2σk,ψ с,ψ −с,2ψ .
Уравнение (6) запишем в традиционном виде

Т3
2 + аТ2

2 + bТ2 + d = 0, (19)
где а = а2

а1 ; b = а3
а1 ; d = а4

а1 .

Решение уравнения (19) осуществим исходя из формулы Кардано

Т2 =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
− а

3
, (20)

где p = b− а3
3 ; q = d+ 2а3

27 −
ab
3 .
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Так как

Т1 = 0, 5 (σx − σy) sin 2ψ + τxy cos 2ψ; (21)

Т2 = 0, 5 (σx − σy) cos 2ψ − τxy sin 2ψ

получим условие предельного равновесия анизотропной разносопротивляющейся сре-
ды в следующем виде

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4

(
T 2

1 + T 2
2

)
, (22)

где Т1 определяется из (15), а Т2 из (20).
Совместное решение (21) определяет компоненты напряжения, удовлетворяющие

условию предельного равновесия (22)

σx,y = σ ± (T1 sin 2ψ + T2 cos 2ψ) ; (23)

τxy = T1 cos 2ψ − T2 sin 2ψ.

Основные разрешающие уравнения. Уравнения равновесия с учетом собствен-
ного веса имеют вид

∂σх

∂х
+
∂τху

∂у
= 0; (24)

∂τху

∂х
+
∂σу

∂у
= γ,

где γ - объемный вес среды.
Подставляя (23) в (24), получим

F1
∂σ
∂х + F2

∂ψ
∂x + Н1

∂σ
∂у + Н2

∂ψ
∂у = 0;

Н1
∂σ
∂x +H2

∂ψ
∂x + F3

∂σ
∂y − F2

∂ψ
∂y = γ,

(25)

где F1 = 1 +R1 sin 2ψ +M2 cos 2ψ;

F2 = R2 sin 2ψ + 2T1 cos 2ψ +M1 cos 2ψ − 2T2 sin 2ψ;

F3 = 1−R1 sin 2ψ +M2 cos 2ψ;

H1 = R1 cos 2ψ −M2 sin 2ψ;

H2 = R2 cos 2ψ − 2T1 sin 2ψ −M1 sin 2ψ − 2T2 cos 2ψ;

R1 =
k

2
√

(σ + T2)k + c
+M2k;

R2 =
1

2
√

(σ + T2)k + c
(z1σ +M1k + z1T2 + z3);
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M1 =
[( q

12N −
1
6

) (
− q

2 +N
)− 2

3 −
( q

12N + 1
6

) (
− q

2 −N
)− 2

3

]
(m1z1 +m3z3−

−m4z2 −m5z4) +
[
p2

54N

((
− q

2 +N
)− 2

3 −
(
− q

2 −N
)− 2

3

)]
(n1z1 − n3z3 − n4z2−

− 2
a1
z1z4

)
− 2

3a1
(8σz1 + 8z3 − 16kz1 − z1z2 − 8a2z1

)
;

M2 =
[( q

12N −
1
6

) (
− q

2 +N
)− 2

3 −
( q

12N + 1
6

) (
− q

2 −N
)− 2

3

]
m2−

−
[
p2

54N

((
− q

2 +N
)− 2

3 −
(
− q

2 −N
)− 2

3

)]
n2 − 16k

3a1
;

N =

√
q2

4
+
p3

27
.

Здесь значения переменных m1,m2, ..., n1, n2, ..., z1, z2, ... и др. для простоты не при-
водятся. Эти переменные также являются функциями ψ и σ.

Дифференциальные уравнения характеристик системы (25) получены в виде

dy

dx
= −M0

2L0
+

√(
M0

2L0

)2

− G0

L0
; (Iсемейство) (26)

dy

dx
= −M0

2L0
−

√(
M0

2L0

)2

− G0

L0
, (IIсемейство) (27)

где M0 = −F1F2 −H1H2 + F2F3 −H1H2 = (F3 − F1)F2 − 2H1H2;

L0 = H2
1 − F1F3;

G0 = H2
2 + F 2

2 .

Соотношения на характеристиках системы (25) имеют вид

dσW1 − dψP1 = γH2dx− γH1dy; (Iсемейство) (28)

dσW2 − dψP2 = γH2dx− γH1dy, (IIсемейство) (29)
где W1 = (F2F3 −H1H2) +

(
H2

2 + F 2
2

)
П1;

W2 = (F2F3 −H1H2) +
(
H2

2 + F 2
2

)
П2;

P1 = P2 = −H1F2 −H2F3;

П1 =
dx

dy
определяется по (29);

П2 =
dx

dy
определяется по (30).

Представляя (29), (30), (31) и (32) в конечноразностной форме можно численно
решить ряд задач плоской деформации анизотропных грунтов и горных пород. Алго-
ритм и программа решения подобных задач приведены в работах [7], [8], [9].
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Abstract. There investigated limit equilibrium of anisotropic multimodulus medium

in terms of ground or rock, which are ordered anisotropic strength properties. There
developed limit equilibrium equation in the form of generalizations of Coulomb - Mohr’s
conditions which is presented in a nonlinear manner. There obtained the condition in
the voltage components and expressions for the stresses that satisfy this condition. There
investigated an environment plane deformation taking into account the forces of gravity.
There developed Kettera’s equation and the main characteristics of the equation.

Keywords: anisotropic multimodulus medium, limit equilibrium conditions, law of
Coulomb - Mohr, equation of the characteristics.
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Серия: Механика предельного состояния. 2017. №2 (32). С. 108–118

Ю. В. Астапов

ВНЕДРЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОГО ИНДЕНТОРА В ОСНОВАНИЕ
УПРУГОГО И ГИПОУПРУГОГО КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРОВ ПРИ

КОНЕЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ

Тульский государственный университет, Тула

Аннотация. В работе приведены результаты решения задачи о вдавливании в цилиндриче-
ский образец жесткого штампа сферической формы. Использовались три типа определяющих
соотношений. Исследовалось влияние выбора коротационной производной на характеристики
напряженно-деформированного состояния, а также выявлялись отличия в поведении упругих
и гипоупругих моделей материалов в таких процессах. Предложен метод построения опреде-
ляющих соотношений упругого материала, записанных с использованием логарифмического
тензора деформаций Генки. Получены разложения тензора Генки и его производной по мо-
нотонному параметру в ряды по степеням тензора деформаций Коши без ограничений на ве-
личины допустимых деформаций. Построен численный алгоритм учета изменяющейся зоны
контакта. Вычислительные процедуры, осуществляющие дискретизацию поставленной зада-
чи методами конечных элементов и пошагового нагружения, были реализованы в виде пакета
прикладных программ. Проведен анализ полученных решений и их сравнение с известными
аналитическими зависимостями.

Ключевые слова: конечные упругие деформации, осесимметричные задачи, гипоупругость,
логарифмическая мера деформаций, жесткий индентор

УДК: 539.3

Введение. Элементы конструкций, испытывающие в процессе эксплуатации ко-
нечные упругие деформации, играют значительную роль при рассмотрении таких во-
просов, как, например, проблемы гидроизоляции и вибробезопасности. Для изготов-
ления таких узлов используют резиноподобные материалы, характеризуемые с точки
зрения механики деформируемого твердого тела как слабосжимаемые изотропные
упругие среды. Точное описание отклика таких материалов при взаимодействии с
жесткими матрицами является актуальной задачей, оказывающей влияние на каче-
ство изготовления узлов и их эксплуатацию. Для верификации численных моделей
многие исследователи используют в качестве тестовых примеров задачи о вдавлива-
нии жестких штампов с вершинами различной формы в образец простой формы. Для
данного класса контактных задач проведено множество теоретических исследований
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[2, 3, 4], получены ряд аналитических прикладных решений для моделей упругих и
гиперупругих тел, для случаев конечных вязкоупругих и упругопластических дефор-
маций [13, 14, 17, 19]. Обширная экспериментальная база, накопленная в последние
десятилетия, объясняется относительной простотой постановки эксперимента, кото-
рый в различных вариациях может быть использован как для определения твердости
материалов, так и для определения упругих констант материала. Оправданным такой
подход становится, когда представленный объем образца недостаточен для проведе-
ния экспериментов другого типа, как, например, опыта на одноосное растяжение.
Достоверность предположения о характере контактного взаимодействия может быть
обоснована путем измерения макрохарактеристик деформированного состояния для
относительно простой задачи [16] и сравнения полученных результатов.

В рамках данной работы предложен алгоритм учета смешанных граничных условий
контактного типа с изменяющейся поверхностью взаимодействия. Результаты работы
данного алгоритма сравнивались с известными решениями для задачи о внедрении
жесткого штампа в основание деформируемого цилиндра.

Открытым является вопрос выбора варианта определяющих соотношений, адекват-
но описывающих упругое поведение образцов в подобных процессах. Общепринятым
подходом для описания конечных деформаций является использование постановок,
записанных в терминах скоростей деформаций. В этом случае необходимо специаль-
ным образом определить абсолютную производную по времени от тензорной меры
так, чтобы исключить изменение тензора напряжений при совершении телом жестко-
го движения. В работе [20] приведен анализ известных объективных (коротационных)
производных тензоров и определяющих эти производные спин-тензоров. В работе [1]
обращается внимание на возможность выбора такой производной тензора из несчет-
ного множества. Другим подходом для описания кинематики конечных деформаций
упругих изотропных тел является использование логарифмической меры деформаций
Генки [6, 7], использование которой может быть особенно удобно при описании мате-
риалов с существенно различными откликами на изменение объема и формы, так как
первый инвариант тензора Генки связан только с изменением элементарного объема,
а его девиатор – с изменением формы. В данной статье приведены результаты рас-
четов для гипоупругих определяющих соотношений с использованием Яуманновской
и обобщенной Яуманновской производных, а также для упругой модели с логариф-
мической мерой Генки в качестве меры деформаций. На примере процесса жесткого
внедрения исследуется влияние выбора определяющих соотношений на результаты
решения.

Необходимо также отметить, что при рассмотрении моделей эластомеров многие
исследователи [15, 19] переходят к рассмотрению несжимаемых материалов, что в
общем случае увеличивает количество разрешающих уравнений системы для сеточ-
ных методов и требует специальных методов решения систем уравнений с малыми
числами обусловленности. В данной работе мы рассматриваем слабосжимаемый изо-
тропный материал с коэффициентом Пуассона, приближающимся к 0.5. Сходимость
решения достигается измельчением сетки вблизи области с предполагаемой большой
интенсивностью деформаций.
Постановка задачи и варианты определяющих соотношений. Для моде-

лирования квазистатического отклика материала на внешнее силовое воздействие
возможно использовать условие равновесного протекания процесса деформирования.
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Требование равенства нулю не только главного вектора приложенных к телу нагру-
зок, но и скорости его изменения после применения вариационного принципаЖурдена
приводит системе уравнений следующего вида [7]:

∫
V

(∇ · S + ρF) · δv dV = 0,∫
V

d
dt (∇ · S + ρF) · δv + θ̇ (∇ · S + ρF) · δvdV = 0,

(1)

где S – тензор истинных напряжений Коши; P(n) и F – внешние поля соответственно
поверхностных и массовых сил; ρ – плотность; v – поле скоростей точек среды, V –
объем, занимаемый телом.

После преобразований [7] и исключения из рассмотрения массовых сил получим
условие равновесного протекания процесса деформирования (1) в вариационной фор-
ме: ∫

V

(
Ṡ + Sθ̇ − v∇ · S

)
· ·δ (v∇) dV =

∫
Σ

(
Ṗ(n) +P(n)

(
θ̇ − n ·W · n

))
· δv dΣ, (2)

которое должно быть дополнено соотношениями, связывающими скорость изменения
напряжений со скоростью деформаций, а также начальными и граничными условия-
ми.

Считаем, что в начальный момент деформирования напряжения в теле отсутству-
ют. Граничные условия статического типа предусматривают задание в каждой точке
поверхности ΣP закона изменения внешних нагрузок как функции времени и эйлеро-
вых координат

P = P0(x, t) x ∈ ΣP ∀t > t0. (3)
Граничные условия кинематического типа в каждой точке поверхности ΣU опреде-

ляют закон изменения перемещений материальных точек

u = u0(x, t) x ∈ Σu ∀t > t0. (4)
При записи определяющих соотношений конечного упругого поведения эластоме-

ров обычно используют пары энергетически сопряженных тензоров напряжений и
деформаций, входящих в выражение для удельной мощности напряжений [6, 7, 10].
Если в качестве меры напряжений использовать тензор истинных напряжений Коши
S, удельную мощность напряжений можно записать в виде N (i) = −1

ρS · ·W, где ρ –
плотность материала, W = 1

2 (∇v + v∇) – тензор деформации скорости. В общем слу-
чае тензор W не является абсолютной производной по времени ни одной из известных
мер конечных деформаций [6, 7].

В работах [9, 11, 12, 18] через тензоры S и W строятся определяющие соотношения
гипоупругости, линейно связывающие скорости напряжений со скоростями деформа-
ций:

S∗ = N · ·W, (5)
где N – тензор упругих постоянных четвертого ранга, S∗ – производная тензорной
меры напряжений по параметру процесса. Соотношения (5) должны удовлетворять
принципу материальной объективности, то есть компоненты этой меры не должны
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изменяться при жестких поворотах деформируемой среды [6, 7], для этого в них ис-
пользуют объективную (коротационную) производную тензора напряжений. Пробле-
ма состоит в выборе типа такой производной, что определяется выбором вращающе-
гося ортогонального базиса, относительно которого вычисляется изменение тензора
напряжений. Производная Яуманна [9] определяет производную тензора относитель-
но вихревого базиса ik, k = 1..3, вращающегося со скоростью ω = 1

2 (∇v − v∇):

S∇ = Ṡ + ω · S− S · ω. (6)

Одним из альтернативных подходов является использование обобщенной произ-
водной Яуманна [9], позволяющей вычислить скорость изменения тензора относи-
тельно полярного базиса nk, k = 1..3, вращающегося со скоростью Ω = R−1 · Ṙ (R
– ортогональный тензор, входящий в полярное разложение аффинора деформаций
Φ = U ·R, U = UT, R = R−1):

S∆ = Ṡ + Ω · S− S ·Ω. (7)
В работе рассматриваются два варианта определяющих соотношений гипоупруго-

сти, когда S∗ = S∇ или S∗ = S∆. Для изотропных материалов соотношение (5) при
S∗ = S∇ принимает вид:

S∇ = Kθ̇E + 2G

(
W − 1

3
θ̇E

)
, (8)

а при S∗ = S∆:

S∆ = Kθ̇E + 2G

(
W − 1

3
θ̇E

)
. (9)

Инвариант θ̇ = I1(W) – скорость изменения элементарного объема. Для слабосжи-
маемых материалов выполняется условие K � G, где K и G – объемный и сдвиговой
модули упругости.

В работах [5, 6, 8] показано, что в изотропном материале энергетически сопряжен-
ными являются обобщенный «повернутый» тензор напряжений ΣR = dV

dV0
R · S ·R−1

и тензор логарифмических деформаций Генки Γ = ln U, где U – левая мера искаже-
ний, входящая в полярное разложение аффинора деформаций. N (i) = − 1

ρ0
ΣR · · Γ̇.

Тогда для изотропных упругих материалов простейший вариант тензорно-линейных
определяющих соотношений может быть записан в виде:

ΣR = N · ·Γ (10)
или с учетом выражения для компонент тензора N через константы K и G в виде:

ΣR = KI1(Γ)E + 2G

(
Γ− 1

3
I1(Γ)E

)
, (11)

где I1(Γ) – первый инвариант тензора Генки, связанный с изменением объема соотно-
шением I1(Γ) = ln dV

dV0
.

С целью использования соотношений (11) в вариационных соотношениях (2) тре-
буется продифференцировать соотношения (11) по времени в предположении, что
константы материала не изменяются. Из (11) следует вариант этих соотношений в
скоростях:
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Σ̇R = Kθ̇E + 2G

(
Γ̇− 1

3
θ̇E

)
. (12)

После подстановки этих выражений в определяющие соотношения (8), (9) и (12),
придем к трем вариантам разрешающих уравнений:

∫
V

(
Kθ̇E + 2G

(
W − 1

3 θ̇E
)
− ω · S + S · ω + Sθ̇ − v∇ · S

)
· ·δ (v∇) dV =

=
∫
Σ

(
Ṗ(n) +P(n)

(
θ̇ − n ·W · n

))
· δv dΣ,

(13)

∫
V

(
Kθ̇E + 2G

(
W − 1

3 θ̇E
)
−Ω · S + S ·Ω + Sθ̇ − v∇ · S

)
· ·δ (v∇) dV =

=
∫
Σ

(
Ṗ(n) +P(n)

(
θ̇ − n ·W · n

))
· δv dΣ,

(14)

∫
V

(
dV0
dV R−1 ·

(
Kθ̇E + 2G

(
Γ̇− 1

3 θ̇E
))
·R−Ω · S + S ·Ω− v∇ · S

)
· ·δ (v∇) dV =

=
∫
Σ

(
Ṗ(n) +P(n)

(
θ̇ − n ·W · n

))
· δv dΣ,

(15)
где соотношения (13) соответствуют модели гипоупругого материала с определяющи-
ми соотношениями (8), соотношения (14) – модели гипоупругого материала с опре-
деляющими соотношениями (9), соотношения (15) соответствуют модели упругого
материала (13).
Разложение логарифмической меры деформаций в ряд по степеням тен-

зора деформаций Коши. Вычисление компонент тензора Генки в общем виде тре-
бует перехода к главным осям меры деформаций U. Однако даже для относительно
простых процессов имеет место неоднозначность выбора направлений главных осей
тензора, что может приводить к неопределенностям и даже ошибкам, преодоление
которых требует наложения дополнительных условий. Связь меры Генки с другими
мерами деформаций имеет следующий вид: Γ = ln U = 1

2 ln G = 1
2 ln(EEE + 2εεε), где

εεε = 1
2(G− g) – тензор деформаций Коши, G = Φ ·ΦT – мера деформаций Коши, а g

– метрический тензор отсчетной конфигурации. Используя ряд Маклорена для лога-
рифмической функции, можно получить представление функции Γ(ε) = 1

2 ln(E + 2εεε)

в виде тензорного ряда, сходящегося при ‖εεε‖ < 1
2 . Данное условие, однако, суще-

ственно ограничивает класс рассматриваемых задач. Известен прием, позволяющий
расширить область сходимости ряда для логарифмической функции. В частности
∀ > 0, z > 0 имеет место сходящийся ряд:

ln (a+ z) = ln a+ 2

(
z

2a+ z
+

1

3

(
z

2a+ z

)3

+
1

5

(
z

2a+ z

)5

+ ...

)
. (16)

Разложение тензора Генки в ряд (16) получается формальной подстановкой:

Γ =
1

2
ln (E + 2εεε) =

n∑
k=1

1

2k − 1
H2k−1, (17)
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где H = εεε · (E + εεε)−1 = (E + εεε)−1 · εεε. Определим производную H по t: Ḣ =
(E + εεε)−1 ·ε̇̇ε̇ε·(E−(E + εεε)−1 ·εεε). Используя формулу дифференцирования произведения

тензорных функций d(Hn)
dt =

n∑
i=1

Hi−1 · Ḣ ·Hn−i, получим, что производная логариф-

мической меры имеет разложение:

Γ̇ =

n∑
k=1

1

2k − 1

(
2k−1∑
m=1

εεεm−1 · (E + εεε)−m · ε̇̇ε̇ε · (E− (E + εεε)−1 · εεε) ·
(

(E + εεε)−1 · εεε
)2k−m−1

)
(18)

Ряд (18) сходится к значениям производной от логарифмической меры деформаций
по параметру без ограничений на величины деформаций.
Процедура численного решения. Для дискретизации краевых задач

(3),(4),(13)-(15) используется метод конечных элементов, позволяющий, разбив рас-
четную область на конечное число подобластей с линейной аппроксимацией поля
скоростей, перейти от вариационной проблемы (3),(4),(13)-(15) к решению системы
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных узловых скоростей:
([K1] + [K2]) V = Ḟ. Часть глобальной матрицы жесткости [K1] соответствует опре-
деляющим соотношениям (8), (9) или (12), а [K2] – геометрически нелинейным сла-
гаемым в (13)-(15). Следует отметить, что соотношения (6) и (7) не эквивалентны по
ресурсам, требуемым для построения [K2]. Развитие процесса во времени аппроксими-
руется с помощью метода пошагового нагружения, разбивающего параметр процесса
на конечные отрезки.

В данной работе рассматривается внедрение в цилиндрическое тело, покоящееся
на жесткой плоскости, штампа сферической формы. Расчетная схема представлена
на рисунке 1.

Рис. 1. Расчетная схема задачи

В начальный момент времени напряжения отсутствуют. Затем образец подверга-
ется осесимметричному воздействию со стороны абсолютно жесткого штампа, форма
которого определяется кусочно-гладкой кривой f(ξ), где ξ – монотонный параметр.
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Учет изменения зоны контакта отслеживается на каждом шаге нагружения вместе
с выполнением неравенства f(x) > 0 – условия взаимного непроникновения упруго-
го образца и жесткого штампа, где x ∈ V . Вводится полоса скольжения достаточно
малой ширины, попав в которую, точка границы считается скользящей по образую-
щей штампа при условии неотрицательности действующей со стороны штампа реак-
ции связи. Перемещения контактных узловых точек находятся путем интегрирования
скоростей вдоль образующей в предположении достаточной малости изменения кри-
визны функции f(ξ) за один шаг.

Статические граничные условия сводятся в данной задаче к условию στ = 0 –
трение отсутствует. Вопрос о сходимости численного решения исследовался с исполь-
зованием метода сгущающихся сеток.
Результаты численного моделирования. Схема нагружения соответствует вза-

имодействию тела со штампом, вершиной которого является шар. Отношение радиуса
шара R к толщине тела h – R/h = 0.15. Производятся вычисления для слабосжима-
емого изотропного образца (E = 7.5 · 106,ν = 0.485). Расчеты производились до до-
стижения глубины внедрения, соответствующей уменьшению толщины образца под
штампом на 3%.

На рисунке 2 представлены зависимости величины действующей силы P , прило-
женной к штампу, от глубины внедрения D для различных вариантов определяющих
соотношений.

Рис. 2. Зависимость действующей нагрузки от величины осадки
На рисунке 2 черная пунктирная кривая соответствуют аналитическому решению

для линейно-упругого материала, когда α/R � 1 [15]. Синей кривой соответствует
решение с использованием определяющих соотношений (8), а красной пунктирной
кривой – (9). Черная сплошная кривая соответствует модели упругого материала
(12). Из графиков видно, что зависимости, полученные в статье с использованием
геометрически-нелинейных постановок (13)-(15) мало отличаются, но вносят, однако,
существенные поправки к линейному решению для больших деформаций. Для процес-
са простого сдвига различия при использовании производных (6) и (7) значительны
уже при деформациях порядка 10%. В рассматриваемых процессах жесткого инден-
тирования при величинах сдвиговых деформаций, превышающих 20%, наблюдается
различие порядка 2.9%. Решение с использованием упругих определяющих соотноше-
ний (12) проходит близко к гипоупругому решению (9) с использованием обобщенной
Яуманновской производной.



ВНЕДРЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОГО ИНДЕНТОРА 115

На рисунке 3а приведены распределения величин интенсивности деформаций, вы-
численные для тензора конечных деформаций Коши.

а б

Рис. 3. Распределения интенсивности деформаций и сдвиговых напряжений

Максимальные интенсивности деформаций достигаются на границе зоны контакта
α, где со штампом начинают взаимодействовать новые точки. Компоненты касатель-
ных напряжений непропорциональны сдвиговым деформациям в данных процессах.
На рисунке 3б показано распределение касательных напряжений S13, отнесенное к
модулю сдвига µ, в зоне, близкой к области контакта.

Как видно из графиков, очаг сдвиговых напряжений находится внутри области, а
не на ее границе, что соответствует ожидаемым результатам.
Выводы. Несмотря на конечные величины сдвиговых деформаций в зоне, близкой

к границе контакта, тип используемой коротационной производной в малой степени
влияет на интегральные характеристики процесса. Используемые в настоящей работе
двухконстантные упругие (12) и гипоупругие определяющие соотношения (8) и (9)
качественно верно описывают конечные деформации материала при индентировании.
Для рассматриваемого процесса различие между решениями с определяющими соот-
ношениями (9) и с соотношениями (12) не превышает 1%. В дальнейшем предлагается
использовать определяющие соотношения, учитывающие не только геометрическую,
но и физическую нелинейность поведения эластомеров.
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THE RIGID SPHERICAL INDENTATION INTO THE BOTTOM OF ELASTIC
AND HYPOELASTIC CIRCULAR CYLINDERS UNDER FINITE

DEFORMATIONS
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Abstract. The results of solving of the problem about rigid spherical stamp indentation into the
cylindrical body are presented in current investigation. The constitutive relations of three types
were used within this paper. The influence of the corotational derivative type on stress-strain
state characteristics was examined as well as the differences between the behavior of the elastic
and the hypoelastic models in such processes were identifying. The formation of the constitutive
relation for an elastic material using Hencky’s logarithmic tensor of deformation is proposed. The
decomposition of the Hencky’s tensor and its monotone parameter derivative into the series in terms
of powers of the Cauchy strain tensor is obtained without strain rate limitations. The numerical
algorithm to take into account changes in a contact zone is built up. The computational procedures
to discretize considered problem using finite element method and step-by- step loading method were
realized into the software package. The obtained solutions were compared with commonly known
analytical relations.

Keywords: finite elastic deformations, axisymmetrical problems, hypoelasticity, logarithmic strain
measure, rigid indentor
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ УДАРНЫХ ВОЛН В
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ НЕСЖИМАЕМЫХ ТЕЛАХ С
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Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, г. Владивосток, Россия

Аннотация. На примере одномерной задачи о нагружении упруговязкопластического ци-
линдрического слоя с предварительными деформациями скручивающего типа демонстри-
руется применение метода лучевых рядов для получения приближённого решения с двумя
близко расположенными поверхностями разрывов деформаций. Такое решение оказывается
применимым при численных расчётах, которые проводятся в целях верификации соотно-
шений метода а также распространения области его определения на времена существенно
большие, чем предполагает использование только лучевого метода. Предположения малости
обратимых или необратимых деформаций не делается, поэтому используется теория больших
упругопластических деформаций, за счёт чего снимаются соответствующие вопросы выбора
объективной производной и самого разделения полных деформаций на составляющие.

Ключевые слова: динамика твёрдого тела, численные методы, ударные волны, несжимае-
мость, лучевые ряды, необратимое деформирование
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Введение. С точки зрения вискозиметрии важные и интересные опыты состоят
в употреблении соосно-цилиндрических вискозиметров для определения параметров
вязкоупругих сред [23]. Исследуемый материал помещается в пространство между
двумя жёсткими цилиндрами, один из которых приводится во вращение, а другой
при этом испытывает закручивающее воздействие. При обработке эксперименталь-
ных данных, полученных с помощью таких приборов, необходимо знать точное ре-
шение краевой задачи, что в отношении вязких и вязкопластических жидкостей не

c© КовтанюкЛ. В., ШтукаВ. И., 2017
Ковтанюк Лариса Валентиновна
e-mail: lk@iacp.dvo.ru, доктор физико-математических наук, зав. лабораторией необратимо-
го деформирования, Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, г. Владиво-
сток, Россия.
Штука Виктор Игоревич
e-mail: onslice@mail.ru, аспирант, инженер-математик, Институт автоматики и процессов
управления ДВО РАН, г. Владивосток, Россия.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках научного про-
екта № 17-301-50007 "мол_нр".

Поступила 05.06.2017
119



120 Л. В. КОВТАНЮК, В. И. ШТУКА

является проблемой [21]. Учёт не только вязкопластических, но и упругих свойств ма-
териалов продиктован потребностями технологической практики, поскольку обрати-
мые составляющие деформаций оказывают существенное влияние на окончательную
картину распределения остаточных напряжений [11], а моделирование динамического
нагружения в силу определённых причин лучше производить с учётом вязкости, чем
без неё [15].

Процесс деформирования является сложным и нередки случаи, когда после оконча-
ния активного воздействия на твёрдое тело оно претерпевает значительные изменения
и состояние его качественно отличается от первоначального. Чтобы моделировать и
характеризовать подобные явления, необходимо иметь некоторый критерий разделе-
ния деформаций на обратимые (которые не определяют окончательной картины) и
необратимые (которые вызывают изменения). Удовлетворительного критерия разде-
ления полных деформаций не существует, поскольку его вид обусловлен произволом
конструктора математической модели упуговязкопластической среды [8], [20]. Сами
эти величины могут быть измерены лишь опосредованно при обращении к некото-
рым гипотезам, в то время как прямому измерению поддаются лишь полные дефор-
мации. Так, например, теория упругости изучает механику деформируемых твёрдых
тел, которые после окончания действия внешних сил восстанавливают свою исход-
ную форму. При значительных деформациях снятие нагрузки не приводит к полному
её восстановлению. Деформации, которые сыграли при этом решающую роль, назы-
ваются пластическими. Моделирование такого рода процессов учитывает различные
подходы к определению необратимых деформаций, явлений нагрузки и разгрузки [8],
[12].

Несмотря на сложность описания отклика упруговязкопластической среды на су-
щественно нестационарные воздействия, при наличии свойства несжимаемости в ней
будут распространяться поперечные ударные волны, причём скорости их в случае
малых деформаций не будут отличными от скоростей ударных волн в несжимаемой
упругой среде [4]. Иначе, полученные лучевым методом прифронтовые асимптотики
используются в разностных схемах с целью выделения разрывов и расчёта их интен-
сивностей в процессе распространения ударных волн. Качественный обзор [27] отра-
жает отличительные характеристики метода лучевых рядов и всевозможные аспекты
его применения к различным задачам нестационарного деформирования сплошных
сред, обладающих разнообразными свойствами.

Для описания данных явлений поэтому была избрана теория больших необратимых
деформаций, в которой разделение деформаций на составляющие является следстви-
ем дифференциальных определений, а в уравнениях переноса за счёт этого скоро-
сти пластических деформаций выступают в качестве источников. При этом выбирать
объективную производную не приходится, поскольку её вид обусловлен термодина-
мическими соотношениями модели [8].

Применение метода С. К. Годунова [1], [2], [14] в задачах механики деформируемого
твёрдого тела с целью выделения движущихся поверхностей разрывов невозможно,
поскольку процессы распространения объёмных и сдвиговых явлений в твёрдых те-
лах взаимосвязаны и взаимозависимы. Это обстоятельство делает затруднительным
расчёт распада разрыва, потому непосредственное приложение метода выделения раз-
рыва С.К. Годунова становится невозможным. Выход из такого положения находится
в использовании схем сквозного счета и их различных модификаций. Однако такой
подход не является универсальным, тем более что немонотонность схем в этом случае
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заставляет прибегать к специальным приемам, в частности к введению искусственной
вязкости, что вызывает неоправданное сглаживание разрывов. По-видимому первыми
предложили конструктивную возможность реализации схемы, свободной от исполь-
зования таких приёмов Новосибирские авторы [16].

Свойство вязкости естественным образом сказывается на решении ввиду формиро-
вания диссипативных явлений за ударными волнами, что приводит в конечном ито-
ге к размытию разрыва, как раз за счёт появления необратимых деформаций. При
численном моделировании была задействован апробированная на упругой задаче мо-
нотонная схема сквозного счёта с выделением и сохранением самого понятия разры-
ва [22]. К аналогичным работам [7], [13], где также описаны все моменты построения
расчётных схем, сохраняющим сам разрыв, также можно обратиться поскольку в них
были показаны особенности конструирования таких схем, специальные ограничения,
положенные на величины шагов расчётной сетки, применительно к задачам с движу-
щимися поверхностями сильных разрывов.
Модельные соотношения. Движение точек несжимаемой вязкоупругопластиче-

ской среды при адиабатическом приближении в эйлеровых переменных x1, x2, x3 опре-
делено системой

σij,j = ρ(v̇i + vi,jvj), σij =
∂W

∂eik
(δkj − ekj)− pδij , vi = u̇i + ui,jvj ,

αij =
1

2
(ui,j + uj,i − uk,iuk,j) = eij + pij −

1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpklelj ,

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) ,

Dpij
Dt

= εpij + rikε
p
kj + εpikrkj , rij =

1

2
(vi,j − vj,i) + zij ,

zij = A−1
(
B2 (εikekj − eikεkj) +B (εikeklelj − eikeklεlj) + eikεklelnenj − eikeklεlnenj

)
,

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3, B = 2− E1,

E1 = ekk, E2 = eijeji, E3 = eijejkeki,

u̇i =
∂ui
∂t

, ui,j =
∂ui
∂xj

,
Dpij
Dt

=
dpij
dt

+ rikpkj + pikrkj .

(1)
где: ui, vi – компоненты векторов перемещений и скоростей; σij , αij – компоненты тен-
зоров напряжений Коши-Эйлера и полных деформаций; eij , pij – компоненты тензо-
ров обратимых и необратимых деформаций; εij , ε

p
ij – компоненты тензоров скоростей

полных и необратимых деформаций; D/Dt – оператор объективной производной (по
типу Коттера-Ривлина); p – функция добавочного давления; ρ = const – плотность
среды. Индекс после запятой обозначает частную производную по соответствующей
координате, точка над символом – по времени.

Потенциал изотропной несжимаемой упругой среды W определён своим разложе-
нием по инвариантам тензора полных деформаций A1, A2 в ряд Тейлора относительно
свободного состояния

W (A1, A2) = −2µA1 − µA2 + bA2
1 − (µ− b)A1A2 − aA3

1 + . . . ,

A1 = αkk, A2 = αijαji.
(2)

где: µ – модуль сдвига; a и b – модули упругости третьего порядка. Сокращение числа
упругих постоянных связано с особенностями антиплоского деформирования [19].



122 Л. В. КОВТАНЮК, В. И. ШТУКА

В качестве условия пластичности был избран расширенный (с учётом вязкости)
критерий Губера-Мизеса(

τij − ηεpij
)(

τji − ηεpji
)

= K2, τij = σij −
1

3
σkk,

где: η - коэффициент вязкости; K - предел текучести; ввиду чего зависимость скоро-
стей пластических деформаций от напряжений получается следующей

εpij =

(
1− K
√
τlkτkl

)
τij
η
. (3)

Важно иметь явное выражение ассоциированного закона течения (3), чтобы исполь-
зовать его в соотношениях метода и последующих расчётах с привлечением численных
схем, поскольку εpij являются источниками необратимых деформаций (1), образую-
щихся в теле, которое изначально их не имело (pij = 0, εpij = 0 – такое предположение
делается именно в данной постановке).

Компоненты тензора напряжений Коши-Эйлера согласно (1) и (2) имеют вид

σrr = −2µ− p− θ1m− θ2m
2 + . . . , σϕϕ = σrr + µe2

rϕ − θ3e
2
rzm+ . . . ,

σzz = σrr + µe2
rz − θ3e

2
rϕm+ . . . , σϕz = 4 (µ+ θ3m+ . . . ) erzerϕ,

σrϕ = 2µ
(
1 + χm2 + . . .

)
erϕ = 2ρherϕ, σrz = 2µ

(
1 + χm2 + . . .

)
erz = 2ρherz,

θ1 =
µ+ b

2
, θ2 =

3 (a− b+ µ)

4
, θ3 = −µ− b

2
, χ =

θ2

µ
, m = e2

rϕ + e2
rz.

(4)

Уравнение движения (1) в развёрнутом виде выглядит следующим образом (C =√
µ/ρ)

p, r + r−1
(
µe2

rϕ − θ3e
2
rz

)
+ 2 (θ1 + 2θ2m) (erz,rerz + erϕ,rerϕ) = r−1ρv2

ϕ,(
erϕ,r + 2r−1erϕ

) (
1 + χm2

)
+ 4χ (erz,rerz + erϕ,rerϕ) erϕm = C−2vz,t,(

erz,r + r−1erz
) (

1 + χm2
)

+ 4χ (erz,rerz + erϕ,rerϕ) erzm = C−2vz,t.

(5)

Первая компонента системы (3) используется только для определения функции
добавочного всестороннего давления (является производной величиной) уже по из-
вестным erϕ(r, t) и erz(r, t).

В принципе, достаточно иметь представление системы (1) в деформациях. Одна-
ко, чтобы организовать пересчёт результатов на компоненты вектора перемещений,
необходимо воспользоваться представлением

ur = r(1− cosψ(r, t)), uϕ = r sinψ(r, t), uz = u(r, t). (6)

где функциями, определяющими поле деформаций, являются тангенциальная ψ(r, t)
и аксиальная u(r, t) составляющие перемещения.
Ударные волны. Поскольку нестационарность воздействия предполагает суще-

ствование механизмов переноса возмущений от границы вглубь среды, то естественны-
ми переносчиками таких явлений будут поверхности разрывов деформаций (ударные
волны), характеристики которых определяются динамическим условием совместности

[σij ]nj = ρ+(v+
j nj −G)[vi], (7)
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где: [f ] = f+−f− – разрыв функции; ni - компоненты вектора внешней к поверхности
разрывов нормали. В дальнейшем индекс "плюс"для обозначения состояния перед
поверхностью разрывов опускается.

В рассматриваемом случае (7) сводится к системе трёх уравнений (nr = 1, nϕ =
0, nz = 0)

[σrr] = 0, [σrϕ] = −ρG[vϕ], [σrz] = −ρG[vz], (8)
первое из которых позволяет выразить [p], а следующие два дают условие, опреде-
ляющие существование ударных волн. Для его получения в явном виде необходимо
умножить второе уравнение системы (8) на [vz], третье - на [vϕ], а затем вычесть одно
из другого

[h] (erϕ[vz]− erz [vϕ]) + h ([erϕ][vz]− [erz][vϕ]) = 0. (9)
Так как пластические деформации являются непрерывными ([pij ] = 0) [3], имеем

[erϕ][vz]− [erz][vϕ] = 0. (10)

Поэтому условие (10) является полностью аналогичным условию существования
поверхностей сильных разрывов в упругой среде, рассмотренному в работе [22]. Там
разделения деформаций на обратимые и необратимые не происходило. Следовательно
распространяться будут также ударные волны двух типов, скорости которых вычис-
ляются из выражения

G2 = h− [h] +
erϕ
[erϕ]

[h] = h− [h] +
erz

[erz]
[h]. (11)

В результате выводы относительно соотношений на поверхностях разрывов оказы-
ваются согласными с [22]. Представим их:

1. Выражение (9) выполняется при erϕ[vz]− erz[vϕ] = 0, т.е.
erϕ

[erϕ]
=

erz
[erz]

.

Скорость распространения такой поверхности разрывов определяется из уравне-
ния (11)

G1 =

(
h− [h] +

erϕ
[erϕ]

[h]

) 1
2

. (12)

Такая ударная волна является плоскополяризованной по определению и называет-
ся волной нагрузки. Она не изменяет направление предварительного сдвига, однако
увеличивает его. При отсутствии предварительной деформации антиплоского типа
erz = 0 за поверхностью волны её значение останется прежним e−rz = 0, а предва-
рительная деформация скручивающего типа (erϕ 6= 0) возрастёт, поскольку ударные
волны на которых происходило бы уменьшение предварительного сдвига невозмож-
ны. За подтверждением данного факта следует обратиться к термодинамическому
условию совместности разрывов для несжимаемых сред (аналогу теоремы Цемпелена
в газовой динамике).

σij [vi]nj − (vini −G)
(

[W ] +
ρ

2
[vj ][vj ]

)
≥ 0.

2. Выражение (9) выполняется при [m] = 0. Этот случай соответствует нейтральной
волне или волне круговой поляризации [5], скорость которой определена выражением

G2 = h
1
2 . (13)
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Такая волна не оказывает никакого влияния на интенсивность сдвига, а изменяет
только его направленность. Скорость её распространения зависит от предваритель-
ного состояния среды, то есть от состояния за фронтом волны нагрузки. Для несжи-
маемой среды порядок следования поверхностей сильных разрывов чётко определён:
G1 > G2. Данное обстоятельство было показано ещё в работе [6]. Это также несложно
заметить, обратившись к явному виду выражений для скоростей ударных волн.
Лучевой метод. Изначально лучевой метод был применён именно к упругопла-

стическим средам [25], [3]. Авторы упомянутых подходов, однако, даже не рассмат-
ривали вариант применения подобных разложений к задачам с ударными волнами.
Предложенный в начале 90-х годов приём [10] позволил разрешить этот вопрос посред-
ством введения дополнительного разложения на ударных волнах [28]. Полагаем, что:
несжимаемая упругая среда, движение которой определено соотношениями (1), (2)
заполняет собой цилиндрический слой, расположенный между двумя коаксиальными
цилиндрическими поверхностями r = r0 и r = R (R > r0). На внешней границе r = R
выполняется условие жёсткого закрепления. На внутренней границе r = r0 задана
тангенциальная составляющая перемещений ψ(r0, t) = ψ0, определяющая предвари-
тельные (t ≤ 0) деформации в слое (6). Для времени t > 0 краевые условия имеют
вид

ψ(r0, t) = ψ0, ψ(R, t) = 0,

u(r0, t) = u1t+ u2t
2/2, u(R, t) = 0,

(14)

чем инициируют развитие аксиального воздействия и распространение ударных
волн.

Расходящихся поверхностей сильных разрывов: Σ1 и следом за ней Σ2. В работах [9],
[17] описываются альтернативные подходы к решению задач о нагружении предвари-
тельно недеформированных несжимаемых сред, за счёт чего в них распространяется
лишь одна поверхность сильных разрывов. На рисунке 1 римской цифрой I обозначе-
на область перед волной нагрузки Σ1 (присутствуют скручивающие деформации), II
- между Σ1 и волной поляризации Σ2, III - за Σ1.

Приближённое решение в области II представляется в форме лучевого ряда

u(r, t) = −
∞∑
j=1

κj
(t− t1)j

j!
, ψ(r, t) = ψ(r)−

∞∑
j=1

λj
(t− t1)j

j!
,

κj = [
∂ju

∂tj
]|t=t1 , λj = [

∂jψ

∂tj
]|t=t1 , t1 =

r∫
0

G−1
1 (ξ)dξ.

(15)

Волна нагрузки движется согласно (12) со скоростью

G1 = C

(
1 + χe4

rϕ

(
5− 10

rλ1

Cerϕ
+ 10

(
rλ1

Cerϕ

)2

− 5

(
rλ1

Cerϕ

)3

+

(
rλ1

Cerϕ

)4
)

+ . . .

)
.

(16)
Уравнения лучевого метода на волне нагрузки

δλ1

δt
= λ1

(
−C
r

+
5

8
χ
e3
rϕ

C

(
λ2 − C2erϕ,r

))
+ . . . , κ2 = 0. (17)
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Рис. 1. Схема распространения цилиндрических ударных волн

За второй поверхностью разрывов запишем лучевые ряды

u−(r, t) = u(r, t)−
∞∑
j=1

ηj
(t− t2)j

j!
, ψ−(r, t) = ψ(r, t)−

∞∑
j=1

ωj
(t− t2)j

j!
,

ηj = [
∂ju

∂tj
]|t=t2 , ωj = [

∂jψ

∂tj
]|t=t2 , t2 =

r∫
0

G−1
2 (ξ)dξ.

(18)

Скорость распространения волны круговой поляризации получается из (13) и имеет
вид

G2 = C

(
1 + χe4

rϕ

(
1− 4

rλ1

Cerϕ
+ 6

(
rλ1

Cerϕ

)2

− 4

(
rλ1

Cerϕ

)3

+

(
rλ1

Cerϕ

)4
)

+ . . .

)
. (19)

Уравнения лучевого ряда на волне круговой поляризации

δω1

δt
= ω1

(
−1

2

C

r
+ 2χ

e3
rϕ

C

(
λ2 − C2erϕ,r

))
+

+χe2
rϕλ1

(
3ω1

(
erϕ
r

+ 2

(
λ2

C2
− erϕ,r

))
+ 2

ω2erϕ
C

)
+ . . . ,

η2 = −r
2ω1ω2

Cerϕ

(
1− 4

5

λ1

Cerϕ

(
1− χe4

rϕ

))
− 2

µ

η
rω1 + . . . .

(20)

Как видно из уравнений (17), (20) коэффициент затухания интенсивности волны
нагрузки определяется множителем −C

r при λ1, аналогичный параметр для волны
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поляризации множителем −1
2
C
r при ω1. Поэтому существенная доля в явлении затуха-

ния ударных волн приходится на геометрические эффекты, однако доля нелинейных
эффектов может быть с ней сравнимой при существенном граничном воздействии.

Разрывы скоростей и ускорений представлены рядами уже относительно эйконалов
согласно модификации лучевого метода, предложенной в [10]

λj =

∞∑
k=0

λjk
tk1
k!
, λjk = [

δkλj
δtk

]|t1=0, ωj =

∞∑
k=0

ωjk
tk2
k!
, ωjk = [

δkωj
δtk

]|t2=0, (21)

благодаря которой были получены аналитические выражения при решении упругой
задачи, как за волной нагрузки, так и за волной круговой поляризации.

λ10 =
1

2

u2
1

Cerϕ(r0)
+ . . . , λ20 = C2rerϕ,r(r0) + 2

u1

C

(
u2

erϕ
+ C

µ

η

)
+ . . . ,

ω10 = −u1, ω20 = −u2.

(22)

Помимо коэффициентов лучевых рядов, а следовательно и разложений искомых
функций за поверхностями разрывов, получены значения эйконалов

t1 =
r − r0

C
(
1 + 5χe2

rϕ(r0)
(
e2
rϕ(r0) + 2C−1λ10 (C−1λ10 − erϕ(r0))

))−
−

5χλ11e
2
rϕ(r0)

(
2C−1λ10 − erϕ(r0)

)
(r − r0)2

C3
(
1 + 5χe2

rϕ(r0)
(
e2
rϕ(r0) + 2C−1λ10 (C−1λ10 − erϕ(r0))

))3 + . . . ,

t2 =
r − r0

C
(
1 + χe2

rϕ(r0)
(
e2
rϕ(r0) + 2C−1λ10 (3C−1λ10 − 2erϕ(r0))

))−
−

2χλ11e
2
rϕ(r0)

(
3C−1λ10 − erϕ(r0)

)
(r − r0)2

C3
(
1 + χe2

rϕ(r0)
(
e2
rϕ(r0) + 2C−1λ10 (3C−1λ10 − 2erϕ(r0))

))3 + . . . .

(23)

Лучевой метод позволяет получить и следующие коэффициенты в разложениях (15)
и (18), для чего следует разрешить второй и последующие шаги метода записью в
разрывах продифференцированного по времени уравнения движения. Однако, огра-
ничившись заданием краевых условий в форме рядов их квадратичным представле-
нием по времени (14), первого шага лучевого метода оказывается достаточно, чтобы
полностью замкнуть систему.

Существенной особенностью рассматриваемой задачи является моментальный вы-
ход на активное нагружение, который обусловлен соответствующим предварительным
состоянием среды (pij = 0, εpij = 0), а также граничным воздействием, которое сразу
приводит к проявлению необратимых деформаций (τijτji ≥ K2). Следовательно удар-
ная волна нагрузки является локомотивом, который тянет за собой все диссипативные
явления, а волна поляризации, как и полагается, идёт следом уже в зоне вязкопласти-
ческого ядра. Пластические деформации в соответствующих областях определяются
посредством соотношения

p−ij = p+
ij − [ṗij ] (t− tΣ)− [p̈ij ] (t− tΣ)2 − . . . . (24)

В случае необходимости определения остаточных деформаций, необходимо восполь-
зоваться данным разложением и проделать те же действия, которые описаны в рабо-
те [4].
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Определение добавочного давления по уже известным erϕ(rt) и erz(rt) не пред-
ставляет особенных сложностей, за исключением производства аналитических и чис-
ленных расчётов, но является важным с точки зрения получения полного решения
поставленной задачи.
Численное моделирование. Полученное в предыдущем разделе с помощью мо-

дифицированного лучевого метода решение (22) может считаться справедливым толь-
ко для малых послеударных времён. Обусловлено это тем, что в выражениях (21),
описывающих эволюцию интенсивности разрывов и (15), (18), представляющих непо-
средственно движение точек сплошной среды после прохождения через них ударной
волны, содержится ограниченное число слагаемых, которые не в состоянии обеспечить
асимптотический характер интенсивностям ударных волн. Поэтому при расчётах, ос-
нованных на чисто приближённом решении необходимо ограничиваться некоторым
значением времени tq, величина которого обусловлена несколькими факторами.

Поскольку расчётная область t > tq и r ∈ [r0; r2) разбивается равномерной сеткой
с шагом ∆t по времени и ∆r по пространственной координате, а уравнение движение
записывается в дискретизированном виде, то сама возможность записи второй произ-
водной функций для шаблона с центральными разностями будет определяться вели-
чиной шага. То есть желание как можно раньше производить учёт состояния среды
по уравнению движения за волной поляризации вызывает необходимость уменьшения
шага, что в свою очередь приводит у увеличению расчётного времени. Эти явления
уже относятся к области оптимизации и определения некоторого оптимального кри-
терия, который бы определял взаимосвязь всех этих параметров.

При t > tq в расчётную схему включается процедура удовлетворения уравнениям
динамики (5) в той части области, где уже прошла ударная волна поляризации и
где возможно записать в разностном виде вторые производные по времени функций
ψ(r, t) и u(r, t).

Также близ фронта волны происходит обращение к лучевым разложениям (15)
и (18), только с неизвестными коэффициентами в рядах (21), вычислять которые
придётся посредством решения сложной системы нелинейных алгебраических уравне-
ний. Для реализации означенного подхода применяется специальная неявная конечно-
разностная схема. Функции в узлах с координатами ri и tj записываются посредством
индексов

ψi,j = ψ(ri, tj), ui,j = u(ri, tj).

Положения фронтов поверхностей разрывов деформаций r1(t) и r2(t) в момент вре-
мени t = tj обозначены xj и yj соответственно. Для неявной конечно-разностной схе-
мы с центральными разностями аппроксимация производных функций, входящих в
уравнение движения, записывается так

∂ψ

∂r
≈ ψi+1,j − ψi−1,j

2∆r
,

∂2ψ

∂r2
≈ ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

∆r2
,

∂2ψ

∂t2
≈ ψi,j − 2ψi,j−1 + ψi,j−2

∆t2
.

Таким образом, в текущий момент времени tj для точек r ∈ [r0; yj−2] (именно в
этой области возможна разностная запись ψ̈ и ü) исходному уравнению движения
ставится в соответствие его дискретный аналог в виде системы нелинейных алгебра-
ических уравнений. В качестве краевых условий используются значения функций на
нагружаемой границе (14) и их значения, вычисленные посредством лучевых рядов в
ближайшем к r = yj−2 узле. Таким образом определяется поле перемещений за второй
ударной волной за исключением прифронтовой зоны, где записать дискретизирванное
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уравнение движения невозможно. Предполагается, что в этой зоне функции и также
описываются лучевыми рядами в форме (15), (18) с той лишь разницей, что значения
дельта-производных аппроксимируются выражениями

δω1

δt
≈ ω1,j − ω1,j−1

∆t
, ω1,j ≈ ω1,j−1 +

δω1

δt
∆t, ω2,j ≈ ω2,j−1.

После при помощи метода наименьших квадратов решается задача минимизации
невязки лучевого разложения решения, полученных интегрированием уравнения ди-
намики на нескольких соседних точках близ границы r = yj−2. Этим завершается
текущий шаг алгоритма по времени: во всей области за ударной волной круговой
поляризации определены перемещений точек среды и получены значения величин
разрывов.

Таким образом, численная схема получается замкнутой и реализуется методом про-
стых итераций. Естественным образом, необходимо пересчитывать значений функций
в ближайших к поверхности разрывов точках. Однако только так возможно достичь
хорошего качества исполнения алгоритма и повысить его точность. Для наглядности
на рисунке 2 представлена маркировка узлов расчётной сетки, где: ’о’ – записаны
лучевые ряды, ’+’ – где решается дискретный аналог уравнения движения.

Рис. 2. Маркировка узлов расчётной сетки

Ввиду линейной аппроксимации интенсивностей разрывов на волнах нагрузки и
круговой поляризации (21) время tq, начиная с которого производится учёт уравне-
ния движения (5) в области за второй ударной волной, не должно быть слишком
большим, поскольку для него существует ещё ограничение. Приближённое решение
для интенсивности ω1 представляет собой линейную функцию и не следует допускать
ситуации, когда она обратится в нуль. Поэтому tq < 2r0/C. При учёте следующих
слагаемых в (21) можно показать, что ω1 стремится к нулю асимптотически.
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Схема с центральными разностями даёт хорошее приближение к решению и имеет
порядок O(∆t2) за счёт чего при уменьшении шага сетки в 2 и 4 раза относительное
отклонение полученного решения от предыдущего (менее точного) составило 5 и 3
% соответственно, а расчётное время увеличилось примерно в 4 и 16 раз. Подобные
особенности численного моделирования свидетельствуют о сходимости и устойчиво-
сти неявной конечно-разностной схемы (был смоделирован отклик при различных
параметрах нагрузки и свойствах среды), благодаря которой удалось отойти от есте-
ственных для метода лучевых рядов ограничений (малости послеударных времён),
определить поля напряжений, деформаций (полных, обратимых и необратимых) и
расширить область их определения.
Результаты экспериментов. Для верификации полученного приближённого ре-

шения и применения разработанного алгоритма расчёта был проведён ряд числен-
ных экспериментов, чтобы рассмотреть влияние различных граничных воздействий и
параметров материала на распределение полей напряжений и деформаций. При раз-
личных параметрах материала а также размерах ячейки сеточной области отклонения
решений находились в рамках допустимой погрешности, что является свидетельством
устойчивости расчётной схемы. Представленные ниже графики приведены для мате-
риала с параметрами: c = 55 м/с, χ = 200, µ = 2, 6 · 106 Па, K = 1.01µ, η = 2, 6 · 106

Па/с. Геометрию слоя определяют внешний и внутренний радиусы: r0 = 10−2 м,
R = 2 · 10−2 м. Условия на внутренней границе следующие: ψ0 = 10−2, u1 = 10 м/с,
u2 = 200 м/с2. На рисунках 3 и 4 представлены эпюры (всего 10 штук, с указанием
моментов времени, для которых они показаны) осевого смещения u, нормированной
касательной компоненты тензора напряжений Коши-Эйлера σϕz/µ, компоненты тен-
зора необратимых деформаций prz, рассчитанная по данным (4) и (24), эволюция
интенсивности ω1, где момент включения в расчётную схему уравнения движения (5)
и определения состояния за поверхностями разрывов соответствует стыку линейного
и нелинейного участков (tq ≈ 10−5).

Рис. 3. Аксиальное смещение точек слоя и компонента тензора напряжений

Заключение. На основании приближённого метода лучевых рядов и специаль-
но устроенной конечно-разностной расчётной схемы был смоделирован отклик вяз-
коупругопластической среды на ударное граничное воздействие, которое вызывало
распространение в предварительно продеформированном несжимаемом цилиндриче-
ском слое двух поверхностей сильных разрывов. Было показано существенное влияние
предварительного сдвига на скорости ударных волн, и, главным образом, их число. В
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Рис. 4. Компонента тензора необратимых деформаций и изменение интенсивности

средах, пребывающих в свободном состоянии до момента начала нагружения возмож-
но распространение лишь одной поперечной волны нагрузки [9], [17]. За счёт исполь-
зования в конечно-разностной схеме расчётов прифронтовых разложений решения за
поверхностями сильных разрывов (ударных волн) удалось на каждом временном шаге
расчётов указать положение как ударной волны нагрузки, так и ударной волны круго-
вой поляризации и вычислить величины возможных разрывов (интенсивностей удар-
ных волн). Это позволило получить решение задачи для времён существенно больших
по сравнению с тем временем, когда справедливо приближённое решение при непо-
средственном вычислении коэффициентов лучевого ряда согласно задаваемым гра-
ничным условиям на нагружаемой поверхности. Модель больших упругопластических
деформаций послужила хорошим подспорьем при учёте диссипативных явлений. За
счёт уравнения переноса пластических деформаций, где скорости таких деформаций
выступают в роли источника удалось построить решение для областей за ударными
волнами. Результаты расчётов показывают зависимость напряжённого состояния от
необратимых деформаций, которые обязательно сказываются на всём процессе при
активном нагружении. Ввиду зависимости скорости пластических деформаций от на-
пряжённого состояния, влияние одних явлений на другие здесь чрезвычайно сильно.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Алалыкин Г. Б., Годунов С. К., Киреева И. Л., Плинер Л. А. Решение одномер-

ных задач газовой динамики в подвижных сетках. М.: Наука, 1976. 112 с.
[2] Афанасьев С. Б., Баженов В. Г. О численном решении одномерных нестационар-

ных задач упругопластического деформирования сплошных сред методом Годунова
// Прикл. проблемы прочн. и пласт. Горький: Из-во ГГУ, 1986. Вып. 33. С. 21–29.

[3] Бабичева Л. А., Быковцев Г. И., Вервейко Н. Д. Лучевой метод решения задач в
упруго-вязкопластических средах // Прикладная математика и механика, 1973. Т. 37,
№ 1. С. 145–155.

[4] Безгласный П. А., Вервейко Н. Д. О распространении ударных волн в
упруговязко-пластической среде // Механика твёрдого тела, 1971. № 5, С. 71–76.

[5] Буренин А. А. Об ударном деформировании несжимаемого упругого полупро-
странства // Прикладная механика, 1985. № 25 (5). С. 3–8.

[6] Буренин А. А., Дудко О. В., Лаптева А. А. К закономерностям распространения
деформаций изменения формы // Сибирский журнал индустриальной математики,
2011. Т. 14, № 4. С. 14–23.



ИССЛЕДОВАНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ УДАРНЫХ ВОЛН... 131

[7] Буренин А. А., Зиновьев П. В. К проблеме выделения поверхностей разрывов в
численных методах динамики деформируемых сред // Проблемы механики. Сборник
статей к 90-летию А. Ю. Ишлинского. М. : Физматлит, 2003. С. 146–155.

[8] Буренин А. А., Ковтанюк Л. В. Большие необратимые деформации и упругое
последействие. Владивосток: Дальнаука, 2013. 312 с. ISBN 978-5-8044-1423-9.

[9] Буренин А. А., Рагозина В. Е. К построению приближенных решений краевых
задач ударного деформирования // Механика твёрдого тела, 2008. № 2. С. 106–113.

[10] Буренин А. А., Россихин Ю. А. О влиянии вязкости на характер распростра-
нения плоской продольной волны // ПМТФ, 1990. № 6. С. 13–17.

[11] Буренин А. А., Устинова А. С. Развитие и торможение винтового вязкопласти-
ческого течения с расчётом упругого отклика после остановки течения и разгрузки
// В сб. Успехи механики сплошных сред. К 70-летию В. А. Левина. Владивосток:
Дальнаука, 2009. С. 91–102.

[12] Быковцев Г. И., Ивлев Д. Д. Теория пластичности. Владивосток: Дальнаука,
1998. 528 с.

[13] Герасименко Е. А., Завертан А. В. Расчеты динамики несжимаемой упругой
среды при антиплоском и скручивающем ударе // Вычислительная механика сплош-
ных сред, 2008. Т. 1, № 3. С. 46–56.

[14] Годунов С. К., Забродин А. В., Иванов М. Я., Прокопов Г. П. Численное решение
многомерных задач газовой динамики. М.: Наука, 1976. 400 с.

[15] Зволинский Н. В., Рейтман М. И., Шапиро Г. С. Динамика деформируемых
твёрдых тел // В кн. : Механика в СССР за 50лет. T. 3. Механика деформируемого
твердого тела. М.: Наука, 1972. С. 291–323.

[16] Иванов Г. В., Волчков Ю. М., Богульский И. О., Анисимов С. А., Кургузов
В. Д. Численное решение динамических задач упругопластического деформирования
твёрдых тел. Новосибирск: Сибирское универс. Из-во, 2002. 352 с.

[17] ИвановаЮ. Е. Эволюционные уравнения в описании ударных движений несжи-
маемой упругой среды // Вестник ДВО РАН, 2006. № 4. С. 118–122.

[18] Локшин А. А., Сагомонян Е. А. Нелинейные волны в механике твёрдого тела:
Метод факторизации. М.: Московский Университет, 1989. 144 с. ISBN 5-211-00326-8.

[19] Лурье А. И. Нелинейная теория упругости. М.: Наука, 1980. 512 с.
[20] Маркин А. А., Соколова М. Ю. Термомеханика упругопластического деформи-

рования. М.: Физматлит, 2013. 319 с. ISBN 978-5-9221-1409-7.
[21] Рейнер М. Реология. М.: Наука, 1965. 224 с.
[22] Севастьянов Г. М., Штука В. И., Буренин А. А. Лучевой метод в приближён-

ном решении задачи об ударном нагружении несжимаемого цилиндрического слоя //
Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яко-
влева. Серия: Механика пре-дельного состояния, 2015. № 4 (26). С. 50–62.

[23] Шрамм Г. Основы практической реологии и реометрии / Пер. с англ. И. А.
Лавыгина. М.: КолосС, 2003. 321 с.

[24] Энгельбрехт Ю. К. О нелинейных волнах деформации в релаксирующей и
неоднородной средах // Материалы симпозиума "Нелинейные волны деформации".
Таллин, 31 января – 3 февраля 1978 г. Часть 1. С. 169–184.

[25] Achenbach J. D., Reddy D. R. Note on wave propagation in lineary viscoelastic
media // Zeitschr. fur angew. Match. und Phus., 1967. Vol. 18, № 1. P. 141–144.

[26] Boa-The Chu. Transverse shock waves in incompressible elastic solids. J. Mech.
Phys. Solids, 1967. Vol. 15. P. 1–14.



132 Л. В. КОВТАНЮК, В. И. ШТУКА

[27] Rossikhin Yu. A., Shitikova M. V. Ray method for solving dynamic problems
connected with propagation of wave surfaces of strong and weak discontinuities // Appl.
Mech. Rev., 1995. Vol. 48. № 1. P. 1–39.

[28] Tomas T. Y. Plastic Flow and fracture in solids. New York, London: Academic
Press, 1961. 271 p.



ИССЛЕДОВАНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ УДАРНЫХ ВОЛН... 133

L. V. Kovtaniuk, V. I. Shtuka

INVESTIGATION OF CYLINDRICAL SHOCK WAVES IN
ELASTOVISCOPLASTIC INCOMPRESSIBLE BODIES USING THE METHOD

OF RAY SERIES

Institute of Automation and Control Processes FEB RAS, Vladivostok, Russia

Abstract. The one-dimensional problem of loading elastoviscoplastic cylindrical layer with
preliminary deformations of a twisting type demonstrates the application of the method of ray series
to obtain an approximate solution with two closely spaced discontinuity surfaces for example. This
solution proves to be applicable in numerical calculations, which are conducted for the purpose of
verification of the method relations and for the extension of the scope of its definition at times that
are substantially longer than the use of only the ray method. Assumptions of smallness of reversible
or irreversible deformation are not done, therefore the theory of large elastoplastic deformations
is used, due to which the questions of the choice of the objective derivative and the separation of
finite deformations into components.

Keywords: solid dynamics, elastoviscoplasticity, shock waves, incompressibility, numerical
methods, ray series
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