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О ПЛОСКИХ ОДНОМЕРНЫХ ДВИЖЕНИЯХ УПРУГОЙ
СЛАБОПОРИСТОЙ СРЕДЫ
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Аннотация. В работе исследуются особенности нелинейной динамики деформирования сла-
бопористого материала в рамках упругой кусочно-линейной модели с одной ненулевой син-
гулярной точкой в области сжатия. На примере решения нестационарной краевой задачи о
возникновении плоского одномерного сильного разрыва деформаций и его движении с по-
стоянной скоростью в пористом полупространстве показаны некоторые сходства и отличия в
нелинейной динамике пористых и разномодульных материалов.

Ключевые слова: слабопористая среда, упругость, кусочно-линейная модель, нестационар-
ное нагружение, сильный разрыв.

УДК: 539.3

Введение. Твердые среды, которые механика деформирования относит к классу
пористых, равным образом можно найти как в естественной природной форме (на-
пример, вулканические и осадочные породы), так и среди современных искусственных
материалов. К последним относятся пенометаллы — различные вспененные (газона-
полненные) сплавы алюминия, никеля, магния, меди и др. Пенометаллы обладают
широким спектром полезных свойств [1, 2], среди которых наиболее привлекатель-
ными для современной промышленности являются их малая плотность по сравнению
с основным материалом и способность поглощать ударную энергию. В зависимости
от степени пористости и уровня прилагаемой нагрузки такие материалы могут вести
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себя и как упругопластические, и как упругие среды с переменными модулями упру-
гости в свободном и компактированном состояниях [3]–[5]. В работе рассматривают-
ся особенности нестационарного процесса ударного деформирования слабопористого
материала, который с учетом предположений о малости деформаций и обратимости
закрытия и раскрытия пор можно считать упругой кусочно-линейной разнопрочной
средой с сингулярностью в области сжатия [5]. Применяемые здесь подходы к ана-
лизу динамики деформирования пористой среды во многом основаны на результатах
[6]–[8], полученных для изотропноупругой среды с различным сопротивлением растя-
жению и сжатию. На примере решения нестационарной краевой задачи о возникнове-
нии плоской одномерной поверхности сильного разрыва и ее движении с постоянной
скоростью покажем некоторые сходства и отличия в нелинейной динамике деформи-
рования пористых и разномодульных сред.
1. Модельные соотношения динамики упругого деформирования слабо-

пористой среды. Слабопористыми средами принято считать материалы с пористо-
стью 0.1–5.0% [3, 4]. Диаграмма одноосного деформирования упругой слабопористой
среды [5] в случае малости деформации e имеет вид кусочно-линейной функции σ(e)
с одной сингулярной точкой σ∗ = σ(e∗) в области сжатия (e∗ < 0, σ∗ < 0) (рис. 1).
При динамическом изменении напряжения σ(e) в момент его перехода через значение

Рис. 1. Диаграмма одноосного деформирования упругой слабопористой среды

σ∗ (критический уровень, при котором происходит упругое закрытие или раскрытие
пор) скачком изменяются значения механических параметров материала — плотности
ρ и упругих модулей λ, µ (параметров Ламе):

σ(e) =

{
(λ0 + 2µ0)e, e∗ 6 e < +∞,
(λ1 + 2µ1)e+ ∆σ, −∞ < e 6 e∗,

∆σ = (λ0 − λ1 + 2(µ0 − µ1))e∗ > 0, e∗ < 0.

(1)

В зависимости (1) параметры с индексом 0 соответствуют состоянию среды с раскры-
тыми порами, с индексом 1 — компактированному состоянию с закрытыми порами.
В случае плоских одномерных движений точек такой среды ее уравнение движения
в прямоугольной декартовой системе координат при малых деформациях принимает
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простую форму:

∂2u

∂x2
=

1

C2

∂2u

∂t2
, C =

a =
√

λ1+2µ1

ρ1
, e 6 e∗,

b =
√

λ0+2µ0

ρ0
, e > e∗,

e =
∂u

∂x
, ρ1 =

ρ0

1− θ
, a > b,

(2)

где u — единственная ненулевая компонента вектора перемещений точек среды
(u1(x1, t) = u(x, t), u2 = u3 = 0), зависящая от пространственной координаты x и
времени t; плотность среды ρ1 при закрытых порах вычисляется через плотность
некомпактированного материала ρ0 и его заданную пористость θ [3]. Очевидно, что
ρ1 = ρ0 при θ = 0 для сплошного материала без пор, поэтому для рассматриваемой
здесь слабопористой среды будем считать, что θ � 1 и плотность при раскрытых
и закрытых порах неизменна (ρ1 = ρ0 = ρ). Такое предположение не оказывает су-
щественного влияния на результаты, но позволяет несколько упростить дальнейший
анализ. Характеристическая скорость C в уравнении (2) принимает различные значе-
ния в зависимости от уровня деформации e (а точнее, от состояния пор — закрытого
или раскрытого). В [6]–[8] для нестационарных краевых задач динамики разномо-
дульных кусочно-линейных упругих сред показано, что подобное свойство модель-
ных соотношений может приводить к появлению в обобщенных решениях различных
нелинейных эффектов — ударных волн, волн ускорений, движущихся слоев недефор-
мированной среды и др. Модель (1)–(2) отличается от используемых в [6]–[8] соотно-
шений расположением особой точки диаграммы σ(e). Если у разномодульной упругой
среды особенность находится в точке σ(0) = 0 и изменение значения C происходит
при переходе от растяжения к сжатию (или наоборот), то в пористой среде подобные
нелинейные эффекты динамики деформирования можно получить без смены типа
напряженно-деформированного состояния, не выходя на протяжении всего динами-
ческого процесса из области e 6 0, σ(e) 6 0. Покажем это на примере решения простой
краевой задачи о нестационарном одномерном сжатии пористой среды.
2. Нестационарное одномерное сжатие пористого полупространства. Воз-

никновение плоского одномерного сильного разрыва с постоянной скоро-
стью. Считаем, что до момента времени t = 0 полупространство x > 0, заполненное
упругой слабопористой средой (1), находилось в недеформированном состоянии. По-
ложим, что с момента t = 0 полупространство подвергается нестационарному сжатию
под действием граничной нагрузки σ0(e) = σ(e)|x=0 < 0, монотонно убывающей с ро-
стом t от начального значения σ0 = σ0(e)

∣∣
t=0
∈ (σ∗; 0) и в некоторый момент времени

t = t∗ > 0 переходящей через особую точку σ∗. Разобьем решение краевой задачи на
две последовательные временные стадии: 0 6 t < t∗ и t > t∗.

1) 0 6 t < t∗. Пусть с момента t = 0 приложение сжимающей нагрузки σ0(e)
на границе полупространства приводит к одномерному движению точек граничной
плоскости x = 0 по известному закону u(0, t) = ϕ(t) > 0, где ϕ(t) — монотонно возрас-
тающая на интервале t ∈ [0; t∗) нелинейная функция такая, что ϕ(0) = 0, ϕ′(0) 6= 0,
ϕ′′(t) > 0 (рис. 2, а).
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Рис. 2. Постановка задачи при 0 6 t < t∗: (а) функция граничного перемещения
u(0, t) = ϕ(t); (б) волновая картина с первичным фронтом сжатия Σ0(t) (|b| = b)
Дополнительное ограничение, наложенное в условии задачи на начальное значение

граничного напряжения σ0, обеспечивает отсутствие эффекта мгновенного закрытия
пор при t = 0. Вследствие такого воздействия от границы x = 0 в момент времени
t = 0 отделяется плоский одномерный фронт сжатия Σ0(t) (рис. 2, б) — первичный
скачок деформаций с координатой xΣ0

(t) = bt, который распространяется в недефор-
мированное полупространство со скоростью b = const, соответствующей некомпакти-
рованному состоянию среды. Движение точек среды за фронтом Σ0(t) подчиняется
уравнению (2), решение которого для области x ∈ [0; bt] при t ∈ [0; t∗) (область I на
рис. 2, б) можно записать в форме Д’Аламбера:

uI(x, t) = f1

(
t− x

b

)
+ g1

(
t+

x

b

)
, (3)

где f1, g1 — неизвестные функции. Вычисляем их из уравнения (2) с учетом усло-
вия непрерывности перемещений uI

∣∣
x=bt

=0 на поверхности Σ0(t) и краевого условия
uI(0, t)=ϕ(t):

f1

(
t− x

b

)
= ϕ

(
t− x

b

)
, g1(x, t) = 0,

откуда согласно (3) получаем решение задачи на интервале времени t ∈ [0; t∗):

uI(x, t) = ϕ
(
t− x

b

)
. (4)

Из (1), (2) записываем функцию для динамического поля напряжения в области I,
соответствующего перемещению (4):

σI(x, t) = −ρbϕ′
(
t− x

b

)
. (5)

2) t > t∗. В момент времени t = t∗ перемещение на границе полупространства
достигает значения

uI(0, t∗) = ϕ(t∗) = ϕ∗ = const, (6)

при котором соответствующее ему граничное напряжение σ0(e)= σI(e)
∣∣
x=0

=−ϕ′(t)/b,
вычисляемое из (1), (2) и (4), становится равным σ∗. Это приводит к закрытию пор
в малой окрестности границы полупространства и соответственно к изменению в
этой области механических параметров материала с множества {λ0, µ0} на множе-
ство {λ1, µ1}. Первичный фронт сжатия Σ0(t) достигает в этот момент положения
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x = bt∗, а мгновенное распределение поля перемещения в области x ∈ [0; bt∗] согласно
решению (4) становится равным

uI(x, t∗) = ϕ
(
t∗ − x

b

)
.

Дальнейшее нарастание модуля сжимающей граничной нагрузки σ0(e) после ее пе-
рехода через сингулярную точку σ∗ приводит к тому, что слой материала с закрытыми
порами с течением времени расширяется от границы полупространства в направлении
увеличения координаты x (область II на рис. 3, а). На переднем фронте этого слоя —
поверхности Σ1(τ) (τ = t− t∗) – вследствие смены механических параметров среды в
уравнении движения (2) скачком происходит изменение характеристической скорости
C со значения b на значение a > b. В упругой разномодульной среде такое разрывное
увеличение характеристической скорости возможно только на ударной волне [7]–[9],
движущейся со скоростью G(τ) (b < G(τ) < a) в область предварительно растяну-
той среды и скачком изменяющей тип деформированного состояния с растяжения на
сжатие. Однако в упругом пористом материале, в отличие от разномодульной среды,
сильный разрыв деформаций может возникнуть в области, предварительно сжатой
до некоторого уровня e0 > e∗ (т. е. предварительно растягивать среду не требуется,
что и демонстрирует приведенное далее решение).

Рис. 3. Постановка задачи при t > t∗: (а) волновая картина с сильным разрывом
Σ1(τ) (|G| = G(τ)); (б) функция граничного перемещения u(0, t) (сплошная линия —

заданная на интервале t ∈ [0; t∗) функция

Решение задачи в области II за фронтом Σ1(τ) (рис. 3, а), как и на предыдущей
стадии, можно представить в форме Д’Аламбера

uII(x, τ) = f2

(
τ − x

a

)
+ g2

(
τ +

x

a

)
, τ = t− t∗ (7)

с неизвестными функциями f2, g2. Для их вычисления на границе области II — движу-
щейся поверхности сильных разрывов Σ1(τ) — необходимо поставить дополнительные
краевые условия, связывающие скачкообразные изменения параметров напряженно-
деформированного состояния и кинематики среды. Такими дополнительными соот-
ношениями на Σ1(τ) являются следствия законов сохранения для сплошной среды
(условия совместности разрывов первого порядка [10], [11]) и условие непрерывности
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перемещений, записанные для плоского одномерного движения точек среды в пред-
положении малости деформаций:

σ+ − σ− = −ρG(v+ − v−), v+ − v− = −G

{(
∂u

∂x

)+

−
(
∂u

∂x

)−}
, u+ = u−. (8)

В (8) G = G(τ) — скорость распространения поверхности Σ1(τ) с координатой
xΣ1

(τ) =
∫ τ

0 G(ξ)dξ; верхние индексы ”+” и ”−” обозначают значения величины в
малой окрестности перед Σ1(τ) и сразу за ней соответственно. В общем случае G(τ) —
еще одна неизвестная функция, в аргументы которой помимо времени и параметров
предварительного деформированного состояния входят неизвестные характеристики
динамического процесса за фронтом Σ1(τ).

В отношении краевых условий на границе x = 0 предположим, что функция пере-
мещения граничных точек ϕ(t) при t > t∗ имеет вид:

ϕ(t) = ϕ(τ + t∗) = ϕ̃(τ) + ϕ∗, ϕ̃(0) = 0, τ > 0, (9)

где ϕ∗ — постоянное значение (6), достигнутое первоначальной функцией ϕ(t) к мо-
менту t = t∗, а ϕ̃(τ) — функция, описывающая изменение граничного перемещения с
момента t = t∗ (рис. 3, б).

Вычисление скорости G(τ) — достаточно трудоемкая процедура даже в простейших
случаях одноосного или центральносимметричного деформирования. Поэтому вос-
пользуемся подходом, предложенным в [8] для сходящихся сферических волн в разно-
модульной упругой среде: положим, что скорость фронта Σ1(τ) известна, а функцию
граничного перемещения ϕ̃(τ), приводящего с момента τ = 0 к возникновению та-
кой поверхности разрывов, наоборот, сочтем неизвестной и требующей определения.
Таким образом, решение задачи на этапе t > t∗ связано, во-первых, с построением
поля перемещения uII(x, τ) в динамической области x ∈ [0;xΣ1

(τ)] и, во-вторых, с
изменением первоначально заданной функции граничных перемещений ϕ(t) согласно
полученному uII при x = 0. Записывая соотношения (8) с учетом представлений (7),
(9) и вычисленных для области I решений (4), (5), получаем систему для определения
неизвестных функций f2, g2 и ϕ̃:

f2(τ) + g2(τ) = ϕ̃(τ) + ϕ∗,

f2

(
τ −

xΣ1

a

)
+ g2

(
τ +

xΣ1

a

)
= ϕ̃

(
τ −

xΣ1

b

)
+ ϕ∗,1−

(
x′

Σ1

a

)2

{
f ′2

(
τ−

xΣ1

a

)
−g′2

(
τ+

xΣ1

a

)}
=
b

a

1−

(
x′

Σ1

b

)2
 ϕ̃

(
τ−

xΣ1

b

)
+

∆σ

a
.

(10)

Выделяя из второго и третьего уравнений f2(ξ), g2(η), систему (10) можно переписать
в форме

f2(τ) + g2(τ) = ϕ̃(τ) + ϕ∗,

f2(ξ) =
a+ b

2a
ϕ̃

(
ξ + xΣ1

(ψ(ξ))
b− a
ab

)
+

∆σ

2aρ
ψ(ξ) + f0,

g2(η) =
a− b

2a
ϕ̃

(
η − xΣ1

(ω(η))
b+ a

ab

)
− ∆σ

2aρ
ω(η) + g0,

(11)
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где f0, g0 — константы интегрирования, для которых выполняется соотношение f0 +
g0 = ϕ∗; ψ(ξ), ω(η) — известные функции своих аргументов (ψ(ξ) = ω(η) = τ), если
задано xΣ1

(τ).
Cогласно (7) и (11), решение в области x ∈ [0;xΣ1

(τ)] при τ > 0 будет иметь вид

uII(x, τ) =
a+ b

2a
ϕ̃

(
τ − x

a
+ xΣ1

(
ψ
(
τ − x

a

))
· b− a
ab

)
+

+
a− b

2a
ϕ̃

(
τ +

x

a
− xΣ1

(
ω
(
τ +

x

a

))
· b+ a

ab

)
+

+
∆σ

2aρ

{
ψ
(
τ − x

a

)
− ω

(
τ +

x

a

)}
+ ϕ∗.

(12)

Теперь, постулируя динамику поверхности Σ1 (т. е. задавая G(τ)), из (11), (12)
вычисляем соответствующую такой динамике функцию ϕ̃(τ). Положим, что G(τ) =
G = const и xΣ1

(τ) = Gτ (b < G < a, τ > 0). В этом случае введенные в (11) функции
ψ(ξ), ω(η) примут вид:

ψ(ξ) =
a

a−G
ξ, ω(η) =

a

a+G
η,

а решение (12) запишется в более компактной форме

uII(x, τ) =
a+ b

2a
ϕ̃
(
α
(
τ−x

a

))
+
a− b

2a
ϕ̃
(
β
(
τ+

x

a

))
+

∆σ(Gτ−x)

ρ(a2−G2)
+ ϕ∗,

α = 1− G

b
· a− b
b−G

, β = 1− G

b
· a+ b

a+G
.

(13)

Возвращаясь к представлению (9), откуда ϕ̃(ξ) = ϕ(ξ+t∗)−ϕ∗, из (13) окончательно
получаем решение в области II за фронтом волны Σ1(τ):

uII(x, τ) =
a+ b

2a
ϕ
(
α
(
τ−x

a

)
+ t∗

)
+
a− b

2a
ϕ
(
β
(
τ+

x

a

)
+ t∗

)
+

∆σ(Gτ−x)

ρ(a2−G2)
. (14)

Напряжение при x ∈ [0;xΣ1
(τ)] (τ > 0), соответствующее такому перемещению, с

учетом (1), (2) примет вид:

σII(x, τ) = −ραa+b

2
ϕ′
(
α
(
τ−x

a

)
+t∗
)

+ ρβ
a−b

2
ϕ′
(
β
(
τ+

x

a

)
+t∗
)
− G2

a2−G2
∆σ. (15)

Теперь из первого уравнения системы (11) и записанного при x = 0 решения (14)
получаем выражение для функции ϕ̃(τ):

ϕ̃(τ) =
a+ b

2a
ϕ(ατ + t∗) +

a− b
2a

ϕ(βτ + t∗) +
∆σ

ρ(a2 −G2)
Gτ, τ > 0. (16)

Таким образом, (16) определяет функцию uII(0, τ) = ϕ̃(τ)+ϕ∗ — перемещение точек
граничной плоскости, при котором возникший в момент времени t = t∗ вторичный
сильный разрыв Σ1(τ) будет двигаться с заданной постоянной скоростью G.

Вопрос о моменте времени t∗, когда напряжение σI(e) достигает на границе x = 0
значения σ∗, решается заданием конкретной функции ϕ(t). Учитывая, что из (1), (4)
можно записать:

σI(e∗) = (λ0 + 2µ0)
∂uI

∂x

∣∣∣∣
x=0
t=t∗

= σ∗,
∂uI

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −1

b
ϕ′(t),
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уравнение для вычисления t∗ будет иметь вид:

ϕ′(t)
∣∣
t=t∗

= − b

λ0 + 2µ0
σ∗. (17)

Если перемещение точек границы полупространства при t ∈ [0; t∗) задано в ви-
де квадратичной функции ϕ(t) = v0t + At2/2 (v0 = const > 0, A = const > 0), то
согласно (17) получаем t∗ = −A−1(bσ∗/(λ0+2µ0) + v0).

Далее графически представлено решение описанной задачи, полученное для пори-
стого материала с механическими параметрами ρ = 2697 кг/м3, λ0 = 57.793 ГПа,
µ0 = 25.690 ГПа, λ1 = 58.501 ГПа, µ1 = 26.004 ГПа, соответствующими пеноалюми-
нию с пористостью θ = 0.1% [3]. Характеристическая скорость C в уравнении движе-
ния (2) для такого материала принимает значения a = 6401.16 м/с, b = 6362.35 м/с.
В качестве постоянного значения скорости поверхности сильного разрыва Σ1(τ) вы-
брано G = (a + b)/2 = 6381.75 м/с. Деформация закрытия пор e∗ принята рав-
ной −θ = −0.001 [3], а соответствующее ей напряжение σ∗ = −0.1092 ГПа вычис-
лено из (1). Для параметров начальной квадратичной функции граничного пере-
мещения ϕ(t) заданы значения v0 = 0.1 м/с, A = 10000 м/с2, согласно которым
σ0 = −1.7159 MПа > σ∗, t∗ = 0.626 ∗ 10−3 с.

На рисунке 4 показана функция перемещения граничных точек полупространства
u(0, t) за весь временной период деформирования. Из графика следует, что для воз-
никновения сильного разрыва деформаций Σ1(τ) с заданной постоянной скоростью G
(b < G < a) требуется увеличить интенсивность сжимающего воздействия на границу
полупространства (а именно увеличить скорость перемещения граничных точек) по
сравнению с первоначально заданным.

Рис. 4. Перемещение граничных точек полупространства: u(0, t) = ϕ(t) при
t ∈ [0; t∗); u(0, t) = ϕ̃(τ) + ϕ∗ при t > t∗ (пунктирная линия — продолжение функции

ϕ(t) на интервал t ∈ [t∗; +∞)

Мгновенное распределение поля перемещения u(x, t) во всей области деформиро-
вания в момент времени t1 = 2t∗ представлено на рисунке 5 (а). График u(x, t1)
имеет изломы в точках x = bt1 и x = G(t1 − t∗) — мгновенных координатах
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фронтов сильных разрывов деформаций Σ0(t) и Σ1(t − t∗) (первичной и вторич-
ной волн сжатия). На рисунке 5 (б) показана соответствующая такому полю пере-
мещения диаграмма напряжения σ(x, t1), из которой следует, что волна Σ1(τ) скач-
ком увеличивает уровень предварительных ненулевых деформаций сжатия. В [9] та-
кая поверхность, не изменяющая тип деформированного состояния ((∂u/∂x)+ < 0,
(∂u/∂x)− < 0), названа простой ударной волной. Наклон графика σII(x, t1 − t∗) в
области x ∈ [0;xΣ1 ] превосходит наклон σI(x, t1) в области x ∈ [xΣ1 ;xΣ0 ]. Выбирая
различные моменты времени t > t∗, можно показать, что интенсивность разрыва
[σ(x, τ)]|Σ1(τ) = σI(xΣ1(τ), τ + t∗) − σII(xΣ1(τ), τ) на поверхности Σ1(τ), нулевая при
τ = 0, возрастает с течением времени.

Рис. 5. Мгновенные распределения полей во всей области деформирования в момент
времени t1=1.5t∗: (а) перемещение точек среды u(x, t1); (б) напряжение σ(x, t1)
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Заключение. В работе для упругой слабопористой среды показана возможность
описания ее нелинейной динамики деформирования в рамках кусочно-линейной мо-
дели с ненулевой сингулярной точкой в области сжатия. Так же, как и в разномодуль-
ной среде [6]–[8], характеристическая скорость уравнения движения пористой среды
может при определенных условиях изменять свое значение, что приводит к возникно-
вению различных нелинейных эффектов — сильных и слабых разрывов деформаций.
Такое свойство модели пористой среды позволяет при решении нестационарных крае-
вых задач использовать подходы, аналогичные разработанным для кусочно-линейных
разномодульных материалов [8]. Однако условия возникновения нелинейных волн де-
формаций в пористой среде отличны от условий для разномодульной модели [6]–[8].
Так, показано, что в предварительно сжатом до некоторого уровня слабопористом
упругом полупространстве вторичный сильный разрыв деформаций — простая удар-
ная волна [9] — может возникнуть вследствие продолжающегося сжатия на границе,
в отличие от разномодульной среды, где для появления ударной волны требуется
воздействие в режиме «предварительное растяжение с последующим сжатием». Сле-
дует заметить, что приведенные в работе результаты демонстрируют качественные
особенности динамического деформирования упругой слабопористой среды без рас-
смотрения эффектов взаимодействия первичного и вторичного волновых фронтов.
Дальнейшее решение требует привлечения подходов приближенного анализа, осно-
ванных на различных модификациях метода возмущений [12].
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Abstract. The paper investigates the features of the nonlinear deformation dynamics of a low-
porosity material in the framework of an elastic piecewise linear model with one nonzero singular
point in the compression region. Some similarities and differences in nonlinear dynamics of porous
and multimodulus materials are shown by an example of the nonstationary boundary value problem
on the occurrence of the flat one-dimensional strong strain rupture and its moving with constant
velocity in the porous half-space.
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Аннотация. На примере задачи об ударном нагружении сферической полости в нелинейно-
упругой среде рассматривается применение метода сращиваемых асимптотических разложе-
ний к описанию распространения одномерных ударных волн ненулевой кривизны. Показано,
что в прифронтовой области сингулярная задача метода возмущений определяется решением
эволюционного уравнения, отличного от уравнения плоской продольной волны. Рассмотрены
различные варианты уравнений, возникающих во внешней краевой задаче, и их приближен-
ные решения.

Ключевые слова: нелинейно-упругая среда, ударная деформация, метод возмущений, эво-
люционное уравнение, сферическая ударная волна.

УДК: 539.3

Введение. Изучению особенностей формирования и распространения ударных
волн в твердых телах посвящено большое число научных исследований [1]—[3]. При
этом здесь нет полной аналогии с гидродинамикой, так как возникающие продольные
и поперечные волны в общем случае взаимосвязаны. Помимо этого, положение и гео-
метрия ударных волн зависят от предварительных деформаций и строящегося реше-
ния за ударными волнами. Все эти факторы приводят к тому, что построение точных
решений динамических задач в твердых телах практически невозможно. Приходится
обращаться к приближенным аналитическим или численым методам. Среди анали-
тических методов высокую эффективность при решении задач с ударными волнами
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показали метод возмущений [4] и лучевой метод [5]. Ранее в [6, 7] было продемонстри-
ровано, что применение метода сращиваемых асимптотических разложений в задачах
динамики в упругих средах приводит к анализу одиночного эволюционного уравне-
ния или системы эволюционных уравнений. Для продольных одномерных плоских
волн— это уравнение Хопфа [8], поперечные одномерные плоские волны описывают-
ся уравнением Хопфа для квадрата интенсивности волнового процесса [6]. Ударные
волны с ненулевой кривизной волнового фронта сводятся к эволюционным уравне-
ниям, отличным от уравнений плоских волн [9]. В перечисленных работах основное
внимание уделялось внутренней краевой задаче с получением эволюционного уравне-
ния, его решению, сращиванию разложений. При этом внешнее разложение строилось
последовательным решением ряда по сути квазистатических задач. В предлагаемой
статье на примере задачи об ударном нагружении на границе сферической полости
в среде рассматривается волновой процесс с ненулевой кривизной волнового фронта.
Предлагаются два варианта внешней краевой задачи, приводящие на каждом ша-
ге метода к ряду квазистатических или динамических задач. Проводится подробный
анализ варианта решения, включающего динамическую внешнюю задачу, показано,
что при его построении возникает необходимость решения дополнительной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений, вытекающей из процедуры сращива-
ния разложений и выполнения граничных условий.
1. Общие модельные соотношения и постановка краевой задачи. Систе-

ма уравнений, задающая движение нелинейноупругой изотропной среды в простран-
ственной криволинейной системе координат Эйлера xi (i = 1, 2, 3), имеет вид:

vj = u̇i
(
δij − ui,j

)−1
, 2αij = ui,j + uj,i − uk,iuk,j , ρ = ρ0det

(
δij − ui,j

)
,

σij,j = ρ(v̇i + vi,jv
j), σij =

ρ

ρ0

(
δik − 2αik

) ∂W
∂αjk

,

W (I1, I2, I3) =
λ

2
I2

1 + µI2 + lI1I2 +mI3
1 + nI3 + . . . ,

I1 = αii, I2 = αijα
j
i , I3 = αijα

j
kα

k
i ,

ui,j =
∂ui

∂xj
+ Γijku

k, ui,j =
∂ui
∂xj
− Γkijuk, u̇i =

∂ui

∂t
, δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
,

(1.1)

где ui и vi — контравариантные компоненты векторов перемещений и скорости точек
среды, αij — ковариантные компоненты тензора деформаций Альманси, σij — кон-
травариантные компоненты тензора напряжений Эйлера—Коши, ρ и ρ0 — плотность
среды в текущем и свободном состоянии, W — упругий потенциал, λ, µ, l, m, n—
упругие модули среды, Γijk — символы Кристоффеля второго рода, δij — дельта Кро-
некера. Формула для W в (1.1) записана при адиабатическом приближении описания
движения среды. В (1.1) и далее принято соглашение о суммировании по повторяю-
щемуся индексу, многоточием обозначены невыписанные слагаемые с более высоким
порядком малости.

Пусть в пространстве, занятом нелинейно-упругой средой, есть сферическая по-
лость радиуса r0. Решение задачи удобно строить в сферической системе координат:
x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ. До момента времени t = 0 деформации в среде отсутству-
ют. С момента t = 0 к внутренней границе полости приложено ударное нагружение,
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вызывающее известные перемещения на границе:

ur
∣∣
r=r0+f(t), t≥0

= f(t), f ′(0) > 0,

uθ
∣∣
r=r0+f(t), t≥0

= 0, uϕ
∣∣
r=r0+f(t), t≥0

= 0,
(1.2)

где f(t) — заданная функция времени. Полагаем, что результатом удара будет поле
перемещений u = ur(r, t), uθ = uϕ = 0. В соответствии с условием f ′(0) > 0 мгновенно
образуется расходящаяся сферическая ударная волна. Следствием выполнения гео-
метрических, кинематических [10] и динамических [11] условий совместности на этой
поверхности разрывов будут краевые условия:

u
∣∣∣
r=r0+

t∫
0

G(ξ)dξ
= 0, τ = [u,r]

∣∣∣
r=r0+

t∫
0

G(ξ)dξ
= −u−,r

∣∣∣
r=r0+

t∫
0

G(ξ)dξ
,

G = C
(
1 + θ1τ + θ2τ

2 + . . .
)
,

θ1 =
9

4
− 3

2

l +m+ n

λ+ 2µ
, θ2 =

7

4
− 3

2

l +m+ n

λ+ 2µ
− 1

2

(
9

4
− 3

2

l +m+ n

λ+ 2µ

)2

,

C =

√
λ+ 2µ

ρ0
,

(1.3)

где квадратными скобками обозначен скачок величины заключенной в них, G— ско-
рость движения ударной волны в направлении единичной внешней нормали, τ — ин-
тенсивность ударной волны.

Переписывая систему уравнений (1.1) в сферических координатах для поставленной
краевой задачи, приходим к единственному уравнению движения:

u,rr

(
1 + α1u,r + α2

u

r

)
+ 2

u,r
r
− 2

u

r2
+ α3

u2

r3
+
u2
,r

r
+

+α5
uu,r
r2

=
1

C2

{
ü
(

1− u,r − 2
u

r

)
+ 2u̇u̇,r

}
+ . . . ,

α1 = −9 + 6
l +m+ n

λ+ 2µ
, α2 =

−8λ− 4µ+ 4l + 12m

λ+ 2µ
,

α3 =
18(λ+ µ)− 6(2l + 4m+ n)

λ+ 2µ
, α4 =

−16λ− 26µ+ 8l + 12m+ 6n

λ+ 2µ
,

α5 =
−2λ+ 8µ+ 4l + 12m

λ+ 2µ
.

(1.4)

Получить точное решение нелинейного дифференциального уравнения в частных
производных второго порядка (1.4) представляется невозможным. Поэтому далее бу-
дем искать решение краевой задачи (1.2)—(1.4), используя метод сращиваемых асимп-
тотических разложений.
2. Внешнее разложение решения задачи об одномерной сферической про-

дольной ударной волне. Рассмотрим два варианта выбора безразмерных перемен-
ных, приводящих к различным уравнениям внешней краевой задачи метода возмуще-
ний и их решение. Сначала зададим безразмерные переменные в виде:

s =
r − r0

r0
ε−3, m =

r − r0 − Ct
r0

ε−2, w(s,m) =
u(r, t)

r0
ε−4, ε� 1, (2.1)
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где ε— малый параметр задачи, вид которого определяется выбором функции нагру-
жения на границе r = r0. В новых переменных внешняя краевая задача запишется
как: (

w,ss + 2εw,sm + ε2w,mm
){

1 + α1ε (w,s + εw,m) + α2
wε4

1 + ε3s

}
+

+2
ε3 (w,s + εw,m)

1 + ε3s
− 2

wε6

(1 + ε3s)2 + α3
w2ε10

(1 + ε3s)3 + α4
ε4 (w,s + εw,m)2

1 + ε3s
+

+α5
wε7 (w,s + εw,m)

(1 + ε3s)2 = ε2w,mm {1− 2ε (w,s + εw,m)}−

−2
ε6ww,mm
1 + ε3s

+ 2ε3w,m (w,ms + εw,mm) + . . . ,

w
∣∣
s=εg(sε−m), sε−m≥0

= g (sε−m) , w
∣∣
sε−m≤0

= 0,

(2.2)

где функция g (sε−m) соответствует функции нагружения на границе f(t). Пред-
ставляя искомую функцию безразмерных перемещений асимптотическим рядом по
степеням малого параметра

w(s,m) = w0(s,m) + εw1(s,m) + ε2w2(s,m) + . . . (2.3)

и подставляя в систему уравнений (2.2), на i-ом шаге метода получим уравнение:

wi,ss = Bi(s,m), B0(s,m) = 0,

где функции Bi(s,m) определяются предыдущими приближениями. В итоге методом
последовательных приближений найдем внешнее разложение решения до требуемого
порядка точности:

w(s,m) = f0(m)s+ g(−m) + ε
{
−f ′0(m)s2 + f1(m)s− f0(m)g(−m)

}
+

+ε2

{
2

3
f ′′0 (m)s3 − f ′1(m)s2 + f2(m)s− f1(m)g(−m)+

+g(−m)g′(−m)
}

+ . . . ,

(2.4)

где fi(m) — неизвестные функции, которые определяются сопоставлением с допол-
нительным внутренним разложением, построенным в области, где полученное разло-
жение (2.4) становится неравномерно пригодным. Выбранный вариант безразмерных
переменных (2.1) на каждом шаге метода приводит к решению квазистатической зада-
чи, хотя исходная внешняя краевая задача является нестационарной. Ранее подобное
внешнее решение было получено для антиплоской деформации в [9], где подробно
описана процедура дальнейшего решения. Перечислим его основные этапы, не оста-
навливаясь детально на их описании. Заметим, что неравномерность ряда (2.4) по
пространственной координате наиболее полно проявляется при переходе к масштабам
s ∼ ε−3, при этом внутренняя задача метода на нулевом шаге построения асимптотики
основана на интегрировании нелинейного эволюционного уравнения для продольных
сферических волн [12]. Сопоставление внешнего и внутреннего решений проводится
стандартным образом с определением неизвестных констант решения эволюционного
уравнения и неизвестных функций fi(m) в (2.4).

В настоящей статье авторы описывают еще одно решение краевой задачи (1.2)—
(1.4), включающее внешнее решение асимптотической схемы, учитывающее в полном
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объеме динамические свойства исходной краевой задачи. С этой целью определим
следующие безразмерные переменные:

y =
r − r0

r0
, z =

Ct

r0
, v(y, z) =

u(r, t)

r0
φ−1, (2.5)

где φ— малый параметр задачи. В этом случае уравнение движения (1.4) запишется
в виде:

v,yy

(
1 + α1φv,y + α2

φv

1 + y

)
+ 2

v,y
1 + y

− 2
v

(1 + y)2 + α3
φv2

(1 + y)3 +

+α4

φv2
,y

1 + y
+ α5

φvv,y

(1 + y)2 = v,zz

{
1− 2φv,y − 2

φv

1 + y

}
+ 2φv,zv,yz + . . . .

(2.6)

В качестве примера, одновременно позволяющего продемонстрировать особенно-
сти построения решения внешней краевой задачи и получить обозримые результаты
вычислений, выберем частный случай квадратичной функции вида

v
∣∣
y=−φ(2az+az2)

= −2az − az2, a = const. (2.7)

Как и ранее в (2.3), предствавим неизвестную функцию v(y, z) рядом по степеням
малого параметра φ. Последовательная подстановка ряда (2.3) в уравнение движения
(2.6) приводит на i-ом шаге метода к решению уравнения гиперболического типа:

Φi,ξη = Hi(ξ, η), vi =

(
Φi

1 + y

)
,y

, ξ = z − y, η = z + y, (2.8)

где функции Hi(ξ, η) определяются предыдущими шагами метода, причем H0 = 0. В
результате получим внешнее решение в виде:

v(y, z) = −a
(

2ξ

1 + y
+

ξ2

(1 + y)2

)
+ φ

[
N ′(η)−X ′(ξ)

1 + y
− N(η) +X(ξ)

(1 + y)2
−

−a2

{
2
(
α1 +

ϕ

4

) 1

1 + y
+

(
2α2 − 4α1 −

3

2
ϕ

)
ξ

(1 + y)2
− 2 (3α1 − 2α2−

−α3

4
+

5

4
ϕ+ 1

)
ξ2

(1 + y)3
+

1

3

(
−α1 + α2 +

α3

4
− ϕ

2
− 1
)( 8ξ3

(1 + y)4
+

+
2ξ4

(1 + y)5

)}]
+ . . . , ϕ = α2 − α4 − 2,

(2.9)

где X(ξ), N(η) – пока неизвестные функции. Подстановка (2.9) в граничное условие
(2.7), позволяет получить одно из двух уравнений, связывающих эти неизвестные
функции:

X(z) +X ′(z) = N ′(z)−N(z)− a2
{

2
(
α1 +

ϕ

4

)
+ (2α2 − 4α1−

−3

2
ϕ+ 4

)
z − 2

(
3α1 − 2α2 −

α3

4
+

5

4
ϕ− 4

)
z2+

+
(
−α1 + α2 +

α3

4
− ϕ

2
+ 2
)(8

3
z3 +

2

3
z4

)}
.

(2.10)

Внешнее решение (2.9) не может быть применено для описания деформаций и пе-
ремещений в окрестности переднего фронта ударной волны (1.3). Одновременно оно
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остается неопределенным до конца, поскольку неизвестные функции X(ξ) и N(η) свя-
заны только (2.10). Дополнительным краевым условием для них следует считать соот-
ношение, следующее из сопоставления внешнего решения (2.9) с внутренним, которое
необходимо построить в окрестности ударной волны. Решение (2.9) теряет равномер-
ный характер, если ξ ∼ φ или же y ∼ φ−1. Рассмотрим возникающую при этом внут-
реннюю задачу асимптотической процедуры.
3. Асимптотическое представление решения в прифронтовой области

ударной волны. Пусть для начала равномерность ряда (2.9) нарушается при малых
значениях переменной ξ ∼ φ. Тогда для перехода в область, удаленную от нагружае-
мой границы, изменим масштабы полухарактеристической переменной и неизвестной
функции:

p = φ−1ξ, n = y, f(p, n) = v(y, z)φ−1, (3.1)

где функция f(p, n) – новая неизвестная функция. В новых переменных уравнение
движения (2.6) запишется в виде:

(φf,nn − 2f,pn)

{
1 + α1φ(φf,n − f,p) + α2φ

2 f

1 + n

}
+

+f,pp

{
α1(φf,n − f,p) + (α2 + 2)φ

f

1 + n
+ 2φf,n

}
+

+2
(φf,n − f,p)

1 + n
− 2φ

f

(1 + n)2
+ α3φ

3 f2

(1 + n)3
+ α4φ

(φf,n − f,p)2

1 + n
+

+α5φ
2 f(φf,n − f,p)

(1 + n)2
− 2f,p(φf,pn − f,pp) + . . . = 0.

(3.2)

Подстановка искомых перемещений в виде ряда по степеням малого параметра φ

f(p, n) = f0(p, n) + φf1(p, n) + . . .

в уравнение движения (3.2) дает в нулевом приближении эволюционное уравнение
вида:

v0,n +
α1

2
v0v0,p +

v0

1 + n
= 0, v0 = f0,p. (3.3)

Уравнение (3.3) описывает поведение решения в прифронтовой области ударной
волны. Последнее слагаемое уравнения (3.3) отличает его от известного уравнения
Хопфа для плоских продольных ударных волн. Оно отвечает за сферический характер
затухания ударной волны. Общее решение (3.3) вдоль характеристик можно записать
в виде:

v0(1 + n) = F
(
p− α1

2
v0(1 + n) ln(1 + n)

)
, (3.4)

где F — произвольная функция своего аргумента, ее конкретный вид определяется
краевыми условиями задачи и внешним решением (2.9). Из (3.4) следует, что характе-
ристики в плоскости (p, n) будут логарифмическими кривыми, вдоль которых будет
сохранять постоянное значение функция v0(1 + n), а интенсивность v0(p, n) с уве-
личением радиуса n будет затухать. Внешнее решение (2.9) позволяет выбрать вид
частного решения внутренней области:

v0(p, n) =
A

1 + n
,
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где A— неизвестная константа, и получить для перемещений

f0(p, n) =
Ap

1 + n
+ ϕ0(n),

где ϕ0(n) — неизвестная функция. Вид функции ϕ0(n) определяется из условия (1.3),
записанного в безразмерных переменных внутренней области:

f0(p, n)
∣∣
p=p0(n)

= 0,

где функция p = p0(n)+φp1(n)+φ2p2(n)+ . . . задает связь переменных p, n на фронте
ударной волны. Для ее определения получим уравнение

dp0

dn
= θ1f0,p(n, p0(n)), p0

∣∣
n=0

= 0, θ1 = −α1

4
,

из которого следует, что p0(n) = Aθ1 ln(1 + n), ϕ0(n) = −A
2θ1 ln(1 + n)

1 + n
. В результате

находим внутреннее решение в виде:

f0(p, n) =
Ap

1 + n
− A2θ1 ln(1 + n)

1 + n
. (3.5)

Неизвестную константу A определяем при сращивании внешнего и внутреннего раз-
ложений. Сопоставляя два шага внешнего и один внутреннего разложений:

v0(y, ξ) + φv1(y, ξ)
∣∣
y=n, ξ=φp

= φf0(p, n), (3.6)

получаем, что A = −2a. Помимо этого, условие (3.6) позволяет определить недоста-
ющее уравнение для нахождения неизвестных функций внешнего решения:

N ′(2n)−X ′(0)− X(0) +N(2n)

1 + n
− 2a2

(
α1 +

ϕ

4

)
+ 4a2θ1 ln(1 + n) = 0, (3.7)

в которое входят неизвестные константы X ′(0), X(0). Система уравнений (3.7), (2.10)
решается последовательно, т. к. уравнение (3.7) не содержит неизвестной функции
X(z). Проинтегрировав систему обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка, получим:

N(η) = 8a2θ1

(
1 +

η

2

)(
ln
(

1 +
η

2

)
+ 1
)

+N0

(
1 +

η

2

)2
−

−2
{
X ′(0) + 2a2(α1 +

ϕ

4
)
}(

1 +
η

2

)
−X(0),

X(ξ) = (−12 + 6α1 − 6α2 − α3 + 3ϕ)a2 + (12 + 6α2 − 8α1+

+α3 −
7

2
ϕ

)
a2ξ −

(
8 + 4α2 − 6α1 +

α3

2
− 5

2
ϕ

)
a2ξ2 − 2

3
(2 + α2 − α1+

+
α3

4
− 1

4
ϕ

)
a2ξ4 +X0 exp(−ξ)− 4a2θ1 exp(−ξ)

ξ∫
0

exp(t)

1 + t/2
dt−

−8a2θ1
ξ

2
ln

(
1 +

ξ

2

)
−N0

(
1 +

ξ

2

)2

−
{

8a2θ1 − 2N0 − 2X ′(0)−

−4a2
(
α1 +

ϕ

4

)}(
1 +

ξ

2

)
+ 16a2θ1 −N0 − 2X ′(0)+

+X(0)− 4a2
(
α1 +

ϕ

4

)
, ξ = z − y, η = z + y,

(3.8)
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где N0, X0 — неизвестные постоянные интегрирования. Константу X0 определим из
соотношения X(z)

∣∣
z=0

= X0. Оставшиеся неизвестные константы X(0), X ′(0), N0 свя-
заны с внешним решением (2.9) так, что все слагаемые в (2.9), содержащие эти кон-
станты, вне зависимости от значения самих констант обращаются в нуль. Поэтому
далее считаем X(0) = X ′(0) = N0 = 0, тогда из (3.7) получим N ′(0) = 2a2

(
α1 +

ϕ

4

)
.

Таким образом были определены все неизвестные константы и функции внешнего и
внутреннего разложений. В результате внешнее разложение запишется в виде:

v(y, ξ) = − 2aξ

1 + y
− aξ2

(1 + y)2
+ φa2 {(6α1 − 8θ1 − 12− 6α2 − α3+

+
13

4
ϕ

)
1

1 + y
− 4θ1

(
1 +

ξ

(1 + y)2

)
ln

(
1 + y +

ξ

2

)
+ (8θ1 − 12+

+6α1 − 6α2 − α3 + 3ϕ)

(
1

(1 + y)2
− 1

1 + y

)
exp(−ξ)+

+(−8θ1 + 12− 6α1 + 6α2 + α3 − 3ϕ)
1

(1 + y)2
+

+(−12 + 12α1 − 8α2 − α3 − 5ϕ)
ξ

(1 + y)2
+

+2

(
1 + 3α1 − 2α2 −

α3

4
− 5ϕ

4

)
ξ2

(1 + y)3
−

−1

3

(
−1− α1 + α2 +

α3

4
− ϕ

2

)( 8ξ3

(1 + y)4
+

2ξ4

(1 + y)5

)
+

+4θ1

(
1

1 + y
+

ξ

(1 + y)2

)
ln

(
1 +

ξ

2

)
+

(3.9)

+

(
8− 6α1 + 4α2 +

α3

2
− 5ϕ

2

)(
2ξ

1 + y
+

ξ2

(1 + y)2

)
+

2

3
(2− α1+

+α2 +
α3

4
− ϕ

2

)( 4ξ3

1 + y
+

ξ4

(1 + y)2

)
+ 4θ1

exp(−ξ)
(1 + y)2

ξ∫
0

exp(t)

1 + t/2
dt

+ . . . .

Выше был рассмотрен случай, когда равномерность внешнего решения (2.9) нару-
шалась в области, где ξ ∼ φ. Но возможен и случай, когда нарушение равномерности
происходит за счет пространственной переменной, а именно при y ∼ φ−1. Тогда новые
безразмерные переменные внутренней задачи

p = z − y, n = φy, f(p, n) = v(y, z)φ−1

приводят в нулевом приближении к уравнению:

v0,n +
v0

n
= 0, f0,p = v0, f(p, n) = f0(p, n) + φf1(p, n) + . . . , (3.10)

общее решение которого вдоль характеристик v0(n, p)n = F (p), где F (p) — произволь-
ная функция, дает частное внутреннее решение, согласованное с внешним разложе-
нием, вида

f0(p, n) =
Bp

n
, (3.11)



24 В. Е. РАГОЗИНА, Ю. Е. ИВАНОВА

где B —неизвестная константа. Для ее определения при сращивании был выбран про-
межуточный масштаб пространственной переменной l = φ1/2y = φ−1/2n. При этом
выполнялось

v0(y, ξ)
∣∣
ξ=p, y=lφ−1/2 = φf0(p, n)

∣∣
y=lφ1/2 , (3.12)

позволило получить A = −2a и завершить решение для нулевого приближения. Полу-
ченное решение определяет поле перемещений при переходе к большим расстояниям,
где перемещения и деформации вследствие затухания исходного импульса асимпто-
тически стремятся к нулю.
4. Заключение. В работе на основе метода сращиваемых асимптотических разло-

жений изучается распространение одномерных расходящихся одиночных сферических
волн в нелинейно-упругих средах. Особое внимание уделяется описанию взаимовлия-
ния внешнего и внутреннего решений. Показаны два варианта выбора безразмерных
переменных, приводящих во внешней краевой задаче к решению ряда последователь-
ных квазистатических или динамических задач. В последнем случае для определения
неизвестных констант и функций при сращивании разложений, помимо сопоставле-
ния, что использовалось ранее [6, 7, 9], возникает необходимость решения дополни-
тельной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Показано, что в от-
личие от поведения решения за фронтом плоской ударной волны [6, 7], в сферически
симметричной задаче, начиная с первого порядка малости, асимптотика внешнего ре-
шения содержит отраженные от переднего фронта волны.
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Abstract. On the example of the problem of shock loading of a spherical cavity in a nonlinearly
elastic medium, the application of the matched asymptotic expansions method to the description of
the propagation of one-dimensional shock waves of nonzero curvature is considered. It is shown that
the singular problem of the perturbation method in the front region is determined by the solution
of the evolution equation, which differs from the equation of a plane longitudinal wave. Various
versions of the equations arising in the exterior boundary value problem and their approximate
solutions are considered.
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ВАРИАНТ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ-ОРТОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Проанализирована структура тензора упругости цилиндрически-ортотропного
материала. Для такого материала записаны нелинейные определяющие соотношения, удовле-
творяющие обобщению частного постулата изотропии и учитывающие конечные деформации.
Указана программа экспериментов, позволяющая идентифицировать предложенные опреде-
ляющие соотношения.

Ключевые слова: определяющие соотношения, анизотропные материалы, конечные дефор-
мации, эксперимент.

УДК: 539.3

Тензорно-линейная связь между напряжениями и конечными дефор-
мациями в цилиндрически-ортотропном материале. Представим тензорно-
линейные определяющие соотношения как обобщение закона Гука на случай конечных
деформаций, используя энергетически сопряженную пару тензоров напряжений и де-
формаций: энергетический тензор напряжений T и тензор деформаций Коши-Грина
εεε:

T = N · ·εεε, (1)

где N — постоянный тензор четвертого ранга, называемый тензором упругости.
Структура тензора N для анизотропных материалов с различными типами сим-

метрии свойств хорошо известна из работ [1, 2, 3 и др.].
Рассматриваемый в данной работе цилиндрически-ортотропный материал обладает

криволинейной анизотропией и в каждой точке среды имеет в качестве главных осей
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анизотропии оси цилиндрической системы координат. Известно, что в главных осях
анизотропии ортотропный материал имеет структуру, определяемую матрицей

(N) =


Nrrrr Nrrϕϕ Nrrzz 0 0 0
Nϕϕrr Nϕϕϕϕ Nϕϕzz 0 0 0
Nzzrr Nzzϕϕ Nzzzz 0 0 0

0 0 0 Nrϕrϕ 0 0
0 0 0 0 Nϕzϕz 0
0 0 0 0 0 Nzrzr

 ,

причем в силу симметричности тензора N имеют место соотношения:

Nrrϕϕ = Nϕϕrr, Nrrzz = Nzzrr, Nϕϕzz = Nzzϕϕ,

Nrϕrϕ = Nϕrϕr, Nϕzϕz = Nzϕzϕ, Nzrzr = Nrzrz.

Как отмечается в работе [1], если главная ось анизотропии проходит внутри тела, то
на этой оси неразличимы радиальное и тангенциальное направления. В связи с этим
между ненулевыми константами упругости цилиндрически-ортотропного материала
должна быть установлена связь:

Nrrrr = Nϕϕϕϕ, Nrrzz = Nϕϕzz, Nrzrz = Nϕzϕz.

Таким образом, цилиндрически-ортотропный материал имеет тензор упругости, ко-
торый в главных осях анизотропии имеет не девять независимых компонентов, а толь-
ко шесть. Окончательно, тензор линейной упругости цилиндрически-ортотропного ма-
териала в главных осях анизотропии имеет вид

(N) =


Nrrrr Nrrϕϕ Nrrzz 0 0 0
Nrrϕϕ Nrrrr Nrrzz 0 0 0
Nrrzz Nrrzz Nzzzz 0 0 0

0 0 0 Nrϕrϕ 0 0
0 0 0 0 Nzrzr 0
0 0 0 0 0 Nzrzr

 . (2)

Сравнивая (2) с представлениями тензоров упругости для различных типов анизо-
тропных материалов [2], можно сделать вывод о том, что цилиндрически-ортотропный
материал имеет структуру тензора упругости такую же, как и тетрагональный мате-
риал.
Представление процессов деформирования анизотропных материалов в

шестимерном пространстве. Различными авторами для представления тензоров
напряжений и деформаций вводится в рассмотрение шестимерный тензорный базис.
В частности, в работе [2] введен канонический тензорный базис, образованный тензо-
рами

I0 =
1√
3

(a1a1 + a2a2 + a3a3) , I1 =
1√
6

(2a3a3 − a1a1 − a2a2) , I2 =
1√
2

(a2a2 − a1a1) ,

I3 =
1√
2

(a1a2 + a2a1) , I4 =
1√
2

(a2a3 + a3a2) , I5 =
1√
2

(a3a1 + a1a3) . (3)
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Тензоры (3) нормируются соотношениями Iα · ·Iβ = δαβ , α, β = 0, 1, . . . , 5. Базисные
векторы ai полагаются направленными вдоль главных осей анизотропии материала:
вектор a3 направлен вдоль главной поворотной оси, вектор a2 — вдоль побочной оси,
вектор a1 перпендикулярен им. Полагаем, что в начальный момент векторы a1, a2,
a3 совпадают с векторами неподвижного базиса e1, e2, e3.

Любой симметричный тензор второго ранга в пространстве E3 можно разложить
по базисным тензорам (3), например тензор деформаций εεε и энергетический тензор
напряжений можно представить в виде:

εεε = eαI
α, T = tαI

α, (4)
где греческий индекс α принимает значения от 0 до 5. Коэффициенты разложений
eα, tα связаны с компонентами тензоров εεε = εijeiej , T = teiej в неподвижном базисе
соотношениями

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33) , e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22) , e2 =
1√
2

(ε11 − ε22) ,

e3 =
1√
2

(ε12 + ε21) , e4 =
1√
2

(ε23 + ε32) , e5 =
1√
2

(ε31 + ε13) . (5)

Обратные соотношения имеют вид:

ε11 =
1√
3
e0 −

1√
6
e1 +

1√
2
e2, ε22 =

1√
3
e0 −

1√
6
e1 −

1√
2
e2, ε33 =

1√
3
e0 +

√
2

3
e1,

ε12 =
e3√

2
, ε23 =

e4√
2
, ε31 =

e5√
2
. (6)

Для тензора T соотношения аналогичны.
Соотношения (5), (6) могут иметь место только в том случае, когда предполагается,

что при деформации положение главных осей анизотропии не изменяется, то есть
векторы a1, a2, a3 совпадают с векторами неподвижного базиса e1, e2, e3 не только в
начальный момент, но и в процессе деформирования.

В теории процессов А. А. Ильюшина [4] процесс деформирования рассматривают
в шестимерном пространстве и характеризуют образом процесса, под которым пони-
мают траекторию деформирования (годограф вектора деформаций) с приписанными
каждой ее точке вектором напряжений и другими термомеханическими параметра-
ми, например, температурой. Будем рассматривать далее образы процессов, постро-
енные в пространстве тензора деформаций εεε. В этом пространстве рассматриваются
шестимерные векторы деформаций e = eαiα и напряжений t = tαiα. Отметим, что
координаты шестимерных векторов e, t совпадают с коэффициентами разложений
соответствующих тензоров (4).

По тензорам канонического базиса (3) в работах [2, 3] построены тензоры чет-
вертого ранга, которые используют в качестве базиса для представления тензоров,
характеризующих упругие свойства материала. Базисные тензоры четвертого ранга
представляются в виде:

Iαβ =
1

2

(
IαIβ + IβIα

)
(7)
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и нормируются соотношением [3]

Iij · · · ·Ikl =
1

2

(
δikδjl + δjkδil

)
, i, j, k, l = 0, 1, . . . , 5.

Тензоры (7) симметричны по парам индексов, их компоненты приведены в моно-
графии [2].

Любой полусимметричный тензор четвертого ранга N, имеющий диадное представ-
ление в базисе a1, a2, a3 в виде

N = Nijklaiajakal (i, j, k, l = 1, 2, 3), Nijkl = Njikl = Nijlk = Nklij , (8)
может быть разложен по базисным тензорам (7):

N =

5∑
α,β=0

nαβI
αβ, nαβ = nβα. (9)

Связь между компонентами nαβ и Nijkl установлена в монографии [2] и имеет вид:

nαβ = βijαNijklβ
β
kl, Nijkl = βαijnαββ

kl
β , (10)

где матрицы βijα и ββkl определяются одной и той же таблицей

(β) =



1√
3
− 1√

6
1√
2

0 0 0

1√
3
− 1√

6
− 1√

2
0 0 0

1√
3

2√
6

0 0 0 0

0 0 0 1√
2

0 0

0 0 0 0 1√
2

0

0 0 0 0 0 1√
2



. (11)

Матрица (β) может быть использована и для записи соотношений (5), (6):

εij = βαijeα, eα = βijα εij . (12)
В шестимерном пространстве с базисными векторами iα тензору N ставится в соот-

ветствие симметричный тензор второго ранга n = nαβiαβ , где iαβ = 1
2 (iαiβ + iβiα) —

базисные тензоры второго ранга шестимерного пространства, которые являются об-
разами тензоров (7).

Запишем представление тензора упругости цилиндрически-ортотропного матери-
ала (2) в шестимерном пространстве. Воспользовавшись соотношениями (10), (11),
получим ненулевые компоненты тензора n:

n00 =
1

3
(2Nrrrr + 2Nrrϕϕ + 4Nrrzz +Nzzzz) ,

n11 =
1

3
(Nrrrr +Nrrϕϕ − 4Nrrzz + 2Nzzzz) , (13)
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n10 = n01 = −
√

2

3
(Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz) ,

n22 = Nrrrr −Nrrϕϕ, n33 = Nrϕrϕ, n44 = n55 = Nzrzr.

Отметим, что структура тензора n для цилиндрически-ортотропного материала
совпадает со структурой этого тензора для тетрагонального материала [2].

Если рассматривать тензор n как образ тензора упругости материала в шести-
мерном пространстве, то тензорно-линейные соотношения между напряжениями и
деформациями (1) можно записать в пространстве тензора деформаций εεε:

t = n · e, (14)
причем тензор n в формуле (14) имеет компоненты, связанные с компонентами тен-
зора упругости соотношениями (13).
Нелинейные соотношения для цилиндрически-ортотропного материа-

ла. При рассмотрении нелинейных определяющих соотношений для цилиндрически-
ортотропного материала будем использовать в качестве основной гипотезы сформу-
лированный А. А. Ильюшиным [4] частный постулат изотропии, который в работах [2,
5, 6] был обобщен на случай анизотропных материалов.

Первоначально частный постулат изотропии был сформулирован А. А. Ильюши-
ным для случая малых деформаций начально изотропного материала. Согласно част-
ному постулату, образ процесса деформирования начально-изотропного тела инва-
риантен относительно не только ортогональных преобразований, связанных с выбо-
ром начальной системы координат, но и произвольных преобразований вращения и
отражения в пятимерном девиаторном подпространстве. Так как при таких преоб-
разованиях изменяются третьи инварианты тензоров напряжений и деформаций, то
частный постулат требует, чтобы инварианты такого типа явно не входили в функ-
ционалы, определяющие свойства материала. В соответствии с частным постулатом
вектор напряжений в каждой точке траектории деформирования определяется толь-
ко параметрами, характеризующими внутреннюю геометрию проекции траектории в
пятимерное девиаторное подпространство. В работе [7] предложено обобщение част-
ного постулата на случай конечных деформаций, частично обоснованное в опытах с
тонкостенными трубками [8].

Для того чтобы сформулировать обобщение частного постулата на случай анизо-
тропных материалов, рассмотрим понятие собственных упругих состояний материала.
По определению Я. Рыхлевского [9] собственным тензором оператора N (собственным
упругим состоянием) называется тензор деформаций εεεα, для которого

N · ·ωωωα = λαωωωα, ωωωα = (εεεα · ·εεεα)−
1
2 εεεα.

В шестимерном пространстве это определение принимает вид:

n ·ωωωα = λαωωωα, (15)
причем вектор ωωωα является шестимерным образом тензора ωωωα.

Если для некоторого материала все шесть собственных значений λα различны, то
разложение тензора n по собственному базису имеет вид:

n =

6∑
α=1

λαωωωαωωωα.
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При наличии корня характеристического уравнения λα кратности k соответствующая
ему часть разложения тензора n имеет вид:

n(α) = λα (ωωωαωωωα +ωωωα+1ωωωα+1 + . . .+ωωωα+k−1ωωωα+k−1) .

В общем случае разложение тензора n по собственному базису представляется в
виде:

n =
n∑

α=1

λαΩΩΩα, (16)

где n — число различных корней характеристического уравнения, базисные тензоры
ΩΩΩα, соответствующие однократному корню λα, имеют вид ΩΩΩα = ωωωαωωωα, а соответству-
ющие корню кратности k — ΩΩΩα = ωωωαωωωα +ωωωα+1ωωωα+1 + . . .+ωωωα+k−1ωωωα+k−1.

Для изотропного и анизотропных материалов различных типов собственные значе-
ния и собственные векторы определены в работе [2]. Полученные результаты хорошо
согласуются с результатами других авторов [9, 10].

В работе [2] показано, что триклинные, моноклинные и ромбические материалы
имеют по шесть различных собственных значений и по шесть собственных подпро-
странств, причем все они одномерные. Тетрагональные материалы имеют четыре од-
нократных собственных значения и одно двукратное, которым соответствуют четы-
ре одномерных собственных подпространства и одно двумерное. У гексагональных
и тригональных материалов по два однократных и по два двукратных собственных
значений. У этих материалов по два одномерных и по два двумерных собственных
подпространства. Кубические материалы имеют три различных собственных значе-
ния: однократное, двукратное и трехкратное — и три собственных подпространства:
одномерное, двумерное и трехмерное. Изотропный материал имеет два различных
собственных значения: однократное и пятикратное — и два собственных подпростран-
ства: одномерное и пятимерное (девиаторное).

В работах [2], [11] сформулированы две формы обобщения частного постулата для
начально анизотропных материалов: общая и предельная. В соответствии с общей
формой обобщения частного постулата на случай анизотропных материалов образ про-
цесса с траекторией деформирования, расположенной в собственном подпростран-
стве материала, инвариантен относительно группы собственных ортогональных
преобразований.

Из этого обобщения следует, что в каждом неодномерном собственном подпростран-
стве процесс определяется только внутренней геометрией траектории и не зависит от
ориентации относительно базисных векторов этого подпространства. Если траектория
деформирования материала полностью расположена в собственном подпространстве,
то приведенная формулировка обобщения частного постулата допускает наличие со-
ставляющей вектора напряжений ∆t, ортогональной собственному подпространству.
Отметим, что отклонение ∆t является величиной второго порядка малости и не за-
висит от ориентации траектории деформирования относительно базисных векторов
собственного подпространства.

В соответствии с предельной формой обобщения частного постулата образ процес-
са с траекторией деформирования, расположенной в собственном подпространстве,
также расположен в этом подпространстве. В этом случае связь между напряже-
ниями и деформациями может быть представлена в виде:
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t(α) =
m∑
i=1

Ai(α)r
(α)
i , (17)

где Ai(α)

[
s(α)(t), κ

1
(α), κ

2
(α), . . . , κ

m−1
(α)

]
— функционал процесса деформирования e(α)(t),

m и r
(α)
i — размерность и базис собственного подпространства.

В соответствии с ограничениями, накладываемыми на определяющие соотношения
предельной формой частного постулата изотропии в виде (17), связь между напря-
жениями и деформациями должна содержать только линейные и квадратичные ин-
варианты, характеризующие материалы различных типов [2], [11].

Конкретизируем соотношения (17) для цилиндрически-ортотропного материала.
Для этого определим его собственные упругие состояния. Как указано выше, тензор
упругости для цилиндрически-ортотропного материала в трехмерном пространстве
имеет вид (2). В соответствии с соотношениями (13) в шестимерном пространстве с
базисными векторами iα матрица компонент этого тензора имеет представление:

(n) =


n00 n01 0 0 0 0
n01 n11 0 0 0 0
0 0 n22 0 0 0
0 0 0 n33 0 0
0 0 0 0 n44 0
0 0 0 0 0 n44

 . (18)

Составим характеристическое уравнение для тензора n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n00 − λ n01 0 0 0 0
n01 n11 − λ 0 0 0 0
0 0 n22 − λ 0 0 0
0 0 0 n33 − λ 0 0
0 0 0 0 n44 − λ 0
0 0 0 0 0 n44 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Собственные значения тензора n в этом случае равны

λ1,2 =
1

2

(
n00 + n11 ±

√
(n00 − n11)2 + 4n2

01

)
,

λ3 = n22, λ4 = n33, λ5 = λ6 = n44, (19)
а собственные векторы определяются соотношениями

ωωω1 = i0 cosϕ+ i1 sinϕ, ωωω2 = −i0 sinϕ+ i1 cosϕ, (20)

ωωω3 = i2, ωωω4 = i3, ωωω5 = i4, ωωω6 = i5,

где угол ϕ выражается через компоненты nαβ :

tgϕ =
2n01

n00 − n11 +
√

(n00 − n11)2 + 4n2
01

. (21)

С учетом (13) выражения для собственных значений тензора упругости через кон-
станты упругости цилиндрически-ортотропного материала имеют вид:
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λ1,2 =
1

2

(
Nrrrr +Nzzzz +Nrrϕϕ ±

√
(Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ)2 + 8N2

rrzz

)
,

λ3 = Nrrrr −Nrrϕϕ, λ4 = Nrϕrϕ, λ5 = λ6 = Nzrzr. (22)
Соответственно соотношение (21) преобразуется к виду

tgϕ =
−2
√

2 (Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz)

(Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ + 8Nrrzz) +
√
D
, (23)

где D = (Nrrrr −Nzzzz +Nrrϕϕ + 8Nrrzz)
2 + 8 (Nrrrr +Nrrϕϕ −Nrrzz −Nzzzz)

2.
Закон Гука (14), в соответствии с полученными результатами, может быть записан

в виде:

t = λ1 (e ·ωωω1)ωωω1 + λ2 (e ·ωωω2)ωωω2 + λ3e2i2 + λ4e3i3 + λ5e · (i4i4 + i5i5) .

Таким образом, цилиндрически-ортотропные материалы так же, как и тетраго-
нальные, имеют пять собственных подпространств: четыре одномерных с базисами
ΩΩΩ1 = ωωω1ωωω1, ΩΩΩ2 = ωωω2ωωω2, ΩΩΩ3 = i2i2, ΩΩΩ4 = i3i3 и единственное двумерное собственное под-
пространство с базисом ΩΩΩ5 = i4i4 + i5i5. В соответствии с этим могут быть определены
два линейных и три квадратичных инварианта деформаций.

Линейные инварианты относительно группы симметрии материала тензоров дефор-
маций и напряжений определяются [2], [11] как скалярные произведения их шести-
мерных образов e и t и единичного собственного вектора ωωωα:

eα = e ·ωωωα, tα = t ·ωωωα, α = 1, 2, . . . ,m, (24)
гдеm — количество инвариантных базисных векторов для рассматриваемого типа ма-
териала, определяющее размерность линейного инвариантного пространства, — или
как скалярные произведения векторов e и t и базисных векторов линейного инвари-
антного подпространства:

eα = e · iα, tα = t · iα, α = 0, 1, . . . ,m− 1.

Для цилиндрически-ортотропного материала m = 2 поэтому существуют два линей-
ных инварианта:

e0 = e · i0 и e1 = e · i1 (25)
или

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33) и e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22) . (26)

Из выражений для e0 и e1 следует, что линейными инвариантами являются также
величины ε11 + ε22 и ε33.

Квадратичные инварианты тензоров деформаций и напряжений определяются че-
рез базисные тензоры квадратичных инвариантных подпространств ΩΩΩ выражения-
ми [2]

s2
(γ) = e ·ΩΩΩ · e, t2(γ) = t ·ΩΩΩ · t.

Квадратичными инвариантами деформаций для цилиндрически-ортотропного ма-
териала являются длины векторов — проекций вектора деформаций в квадратичные
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инвариантные подпространства с базисными тензорами ΩΩΩ: e(γ) = e · ΩΩΩ, γ = 3, 4, 5,
которые определяются по формулам

s2
(3) = e · i2i2 · e = e2

2, s2
(4) = e · i3i3 · e = e2

3, s2
(5) = e · (i4i4 + i5i5) · e = e2

4 + e2
5 (27)

или
s2

(3) = (ε11 − ε22)2 , s2
(4) = ε2

12, s2
(5) = ε2

23 + ε2
31. (28)

В работах [11], [12] предложен вариант нелинейных определяющих соотношений,
связывающих напряжения и деформации в анизотропных материалах и удовлетво-
ряющих предельной форме обобщения частного постулата А. А. Ильюшина. Для
цилиндрически-ортотропного материала, в соответствии с найденными линейными
(25) и квадратичными (27) инвариантами, нелинейные определяющие соотношения
могут быть записаны в виде:

t =

α,β=1∑
α,β=0

(
nαβ +

∂nαβ

∂eα
eα

)
eβiα +

γ=5∑
γ=3

2

(
Gγ +

∂Gγ

∂s2
(γ)

s2
(γ)

)
e(γ). (29)

Если в соотношениях (29) nαβ , 2Gγ — постоянные, то при бесконечно малых де-
формациях эти соотношения совпадают с законом Гука. Будем считать, что функции
nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1 зависят только от линейных инвариантов тензора деформаций,
а функции 2Gγ

(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5 — только от квадратичных инвариантов в соответ-

ствующих подпространствах, то есть процессы в различных инвариантных подпро-
странствах протекают независимо. С учетом этого предположения соотношения (29)
удовлетворяют предельной форме обобщения частного постулата А. А. Ильюшина.

Конкретизируем вид функций nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1, 2Gγ
(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5. Наи-

меньшее число констант эти функции содержат, если они зависят от своих аргументов
линейным образом:

nαβ (eα, eβ) = nαβ0 + n̄αβ (eα + eβ) , α, β = 0, 1,

Gγ
(
s(γ)

)
= Gγ0 + Ḡγs(γ), γ = 3, 4, 5. (30)

В соотношениях (30) nαβ0 , n̄αβ , Gγ0 , Ḡ
γ — постоянные.

Подставляя (30) в (29), получим выражения для компонент вектора напряжений в
шестимерном пространстве в виде:

t0 =
(
n00

0 + 3n̄00e0 + n̄01e1

)
e0 +

(
n01

0 + n̄01 (e0 + e1)
)
e1,

t1 =
(
n01

0 + n̄01 (e0 + e1)
)
e0 +

(
n11

0 + n̄01e0 + 3n̄11e1

)
e1,

t2 =
(
2G3

0 + 3Ḡ3 |e2|
)
e2, t3 =

(
2G4

0 + 3Ḡ4 |e3|
)
e3, (31)

t4 =

(
2G5

0 + 3Ḡ5
√
e2

4 + e2
5

)
e4, t5 =

(
2G5

0 + 3Ḡ5
√
e2

4 + e2
5

)
e5.

Соотношения (31) записаны в пространстве меры деформаций Коши–Грина, при-
чем векторы e и t являются шестимерными образами тензоров εεε и T (4).

Задача об идентификации предложенного варианта определяющих соотношений
(31) состоит в экспериментальном определении пяти функций nαβ (eα, eβ), α, β = 0, 1,
2Gγ

(
s(γ)

)
, γ = 3, 4, 5, которые с учетом принятых представлений (30) содержат 12 кон-

стант. Шесть из этих констант связаны с константами упругости, входящими в закон



36 М. Ю. СОКОЛОВА, Д. В. ХРИСТИЧ, В. С. ЧИКОВ

Гука для цилиндрически-ортотропного материала соотношениями (13). Предлагает-
ся для определения констант, входящих в нелинейные соотношения (31), провести
четыре эксперимента с цилиндрическими образцами, ось которых совпадает с осью
цилиндрической анизотропии. К этим экспериментам отнесем растяжение сплошного
цилиндра, раздачу полого цилиндра внутренним давлением, цилиндрический и про-
дольный сдвиги.

Свойства материалов обычно определяют из одноосных экспериментов со стержне-
выми образцами или из двухосных экспериментов с тонкостенными трубками, кото-
рые позволяют реализовывать сложное нагружение: растяжение с действием внутрен-
него (внешнего) давления, растяжение с кручением. Основным преимуществом таких
экспериментальных образцов является однородность напряженно-деформированного
состояния, реализуемого в них. Главным недостатком таких экспериментов является
невозможность достижения больших деформаций из-за потери устойчивости тонко-
стенных трубок. Альтернативным подходом к проведению экспериментов по конеч-
ному деформированию является использование образцов, в которых создается неод-
нородное напряженно-деформированное состояние. В частности, можно использовать
сплошные и полые цилиндрические образцы. Обработка экспериментов с такими об-
разцами связана с необходимостью разработки математических моделей конечного
деформирования цилиндрических образцов с целью определения связи между функ-
циями, описывающими распределение напряжений и деформаций во внутренних точ-
ках образцов, и измеряемыми в опытах силовыми и геометрическими параметрами.

Функции (30) могут быть идентифицированы в четырех опытах с цилиндрическими
образцами: 1) опыте на растяжение сплошного цилиндрического образца (измеряемые
величины: осевая сила, удлинение и изменение наружного радиуса цилиндра); 2) опы-
те на раздачу полого толстостенного цилиндра внутренним давлением при зажатых
торцах (измеряемые величины: внутреннее давление, изменение наружного и внутрен-
него радиусов цилиндра); 3) опыте на цилиндрический сдвиг (измеряемые величины:
момент на подвижной наружной обойме, угол закручивания наружной поверхности
цилиндра); 4) опыте на продольный сдвиг (измеряемые величины: усилие на подвиж-
ной наружной обойме, величина сдвига наружной поверхности цилиндра). Второй
опыт можно заменить экспериментом на кручение цилиндра с зажатыми торцами
(измеряемые величины: крутящий момент, угол закручивания на наружной поверх-
ности и изменение наружного радиуса цилиндра) либо провести такой эксперимент
для верификации определенных материальных функций. Схемы используемых экс-
периментов приведены на рисунках 1–5.

Рис. 1. Схема эксперимента на одноосное растяжение цилиндра
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Рис. 2. Схема эксперимента по нагружению цилиндра внутренним давлением

Рис. 3. Схема эксперимента по кручению цилиндра

Рис. 4. Схема эксперимента по продольному сдвигу цилиндра

Рис. 5. Схема эксперимента по цилиндрическому сдвигу цилиндра

Отметим, что экспериментальные методики, которые предлагается использовать
для идентификации определяющих соотношений, известны и подробно рассмотрены
в работах [13]–[16] и др.
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A VARIANT OF NONLINEAR CONSTITUTIVE RELATIONS FOR A
CYLINDRICALLY ORTHOTROPIC MATERIAL

Tula State University, Tula, Russian

Abstract. The structure of the elasticity tensor for cylindrically orthotropic material is analyzed.
For such material nonlinear constitutive relations, which satisfy a generalization of the partial
postulate of isotropy and take into account finite deformations, are written. An experimental
program allowing to identify the proposed constitutive relations is specified.

Keywords: constitutive relations, anisotropic materials, finite deformations, experiment.
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ПРОЧНОСТНЫЕ ИСПЫТАНИЯ МОДИФИЦИРОВАНЫХ В СВЧ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ КОМПОЗИЦИОННЫХ

МАТЕРИАЛОВ

Саратовский государственный технический университет имени Гагарина Ю. А., г.
Саратов, Россия

Аннотация. Выполнены исследования прочностных характеристик композиционных мате-
риалов, армированных углеродными волокнами, после их модифицирования в СВЧ электро-
магнитном поле различной подведенной мощности. На примере пултрузионного карбона уста-
новлено, что, по сравнению с контрольными образцами СВЧ, воздействие средней мощности
в течение 2 минут на окончательно сформированный объект позволяет повысить предельные
напряжения изгиба на 10–12%, среза – на 36–38%, растяжения – на 34%, смятия – на 81%. При
этом продолжительность процесса разрушения при изгибе образца увеличивается на 50–60%,
при срезе – до 5 раз, а остаточная деформация снижается с 10–15 мм до 1 мм и менее.

Ключевые слова: композиционные материалы, углеродные волокна, пултрузионный кар-
бон, микроструктура, контактная зона, СВЧ электромагнитное поле.

УДК: 621.9.047/048

Введение. В конструкции современных и перспективных летательных аппаратов
все шире применяются композиционные материалы на основе углепластиков.

В настоящее время на долю углепластиков приходится до половины веса современ-
ного самолета как боевого, так и гражданского, до 70 % их поверхности. Внедрение
композиционных материалов позволяет снижать вес летательных аппаратов на тон-
ны [1]. Анализ научно-технической литературы, материалов конференций и выставок
свидетельствует об интенсивном развитии производства композиционных материалов
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на основе углеродных волокон и стеклотканей и их широком применении в авиаци-
онной, автомобильной, судостроительной промышленности, ракетостроении и косми-
ческой технике. По данным исследовательской компании Grand View Research, объем
мирового рынка углепластиков достигнет к 2022 г. $23,55 млрд. По данным другой ис-
следовательской компании, MarketsandMarkets, глобальный рынок углепластиков уже
к 2020 г. поднимется до уровня $35,74 млрд. При этом изменится структура применя-
емых углепластиков и композитов на их основе: если в 2014 г. доля термореактивных
композитов составляла порядка 75%, то в перспективе наиболее высокие темпы ро-
ста будут характерны для термопластичных композитов на основе углепластиков, что
повлечет за собой также реорганизацию технологического обеспечения производства
изделий [2]–[4]. Одними из основных потребителей композитов на основе углеродных
волокон в промышленно развитых странах были и остаются аэрокосмическая и обо-
ронная промышленность, а также автомобилестроение (особенно производство гоноч-
ных болидов и суперкаров). В частности на аэрокосмическую отрасль приходилось в
2014 г. более 30% потребления данных материалов [2].
Постановка задачи. Изложенное свидетельствует о существовании и сохранении

в близкой и отдаленной перспективе потребности высокотехнологичных производств
c применением композиционных материалов высокого качества. Однако композици-
онные материалы характеризуются выраженной анизотропией физико-механических
характеристик, определяемой видом и ориентацией армирующих компонентов. В тоже
время перспективные авиационные и ракетные комплексы будут высокоманевренны-
ми, будут использованы в условиях гиперзвуковых скоростей в атмосфере и ближнем
космосе, что выдвигает повышенные требования к механической и термической проч-
ности их конструкционных элементов, имеющих сложные формы, сильно влияющие
на распределение опасных механических и температурных напряжений. В этой свя-
зи с целью снижения габаритно-массовых характеристик конструктивных элементов,
особенно из полимерных материалов, целесообразно их армирование содержащими уг-
леродные волокна композиционными материалами. Перспективно использование ар-
мированных микро- и наночастицами композитов с полимерной матрицей, обладаю-
щих малым весом, значительной прочностью и высоким температурным потенциалом.
Весьма актуальными являются исследование и разработка методов определения эф-
фективных термомеханических свойств армированных композитов и их оптимизация
с учетом свойств межфазного слоя, конструктивных особенностей изделия и харак-
тера действующих нагрузок.

Путем моделирования полей напряжений в сложных по конструкции изделиях [5, 6]
выявлена потенциальная возможность повышения их эксплуатационной прочности за
счет размещения в составе материала изделия упрочненных областей, ориентация и
форма которых коррелируют с формой полей напряжений, возникающих при функ-
ционировании изделия. Одним из новых путей реализации данной возможности по
сравнению с предыдущими исследованиями является оптимизация микроструктуры
посредством распределения включений, их ориентации, варьирования объемной доли
и формы включений по отношению к заданной целевой функции. Путем внесения
армирующих компонентов возможно создание элементарных ячеек, которые будут
являться наименьшей структурой, периодически повторяющейся в композицинном
материале. При изменении объемной доли или формы включений, топологии элемен-
тарной ячейки материал будет приобретать различные свойства. На основе анализа
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априорной информации можно считать, что данная оптимизация может быть про-
ведена не только путем внесения компонентов, но и их модифицированием электро-
физическими воздействиями, что значительно проще реализовать, поскольку процесс
является управляемым благодаря регулированию технологических режимов без вме-
шательства в синтез материала.

Однако наряду с известными преимуществами, композиционные армированные
волокнами материалы имеют существенный недостаток – высокую анизотропию
свойств. Например, обладая высокой прочностью на разрыв в направлении армиру-
ющих волокон, такие материалы имеют существенно меньшую изгибную прочность и
прочность по межслоевому сдвигу [3, 4], что предопределяет сочетание двух описан-
ных выше путей оптимизации конструкции изделий из неметаллических материалов,
однако в этом направлении в настоящее время объем исследований еще невелик.

Применение СВЧ электромагнитного поля для тепловой и нетепловой обработки
диэлектрических, в том числе композиционных, материалов позволяет интенсифици-
ровать процесс и повысить степень равномерности обработки вследствие объемного
характера воздействия [7]–[11]. В настоящее время благодаря работам отечественных
и зарубежных ученых в основном создана теория СВЧ-нагрева диэлектрических ма-
териалов и разработаны научные основы расчета СВЧ-камер различного типа и тех-
нологических магнетронов, реализованные в установках промышленного и бытового
назначения.
Методика исследований и аппаратура.Нами исследовано влияние воздействия

СВЧ электромагнитного поля на прочностные характеристики пултрузионного кар-
бона, наиболее распространенного композиционного материала в конструкциях уль-
тралегких летательных аппаратов и возможного упрочняющего компонента в неме-
таллических изделиях, формируемых из термопластов путем экструзии, прессования
или аддитивных технологий.

В экспериментах использовали СВЧ-установку с магнетроном OM75S(31) с часто-
той 2450 МГц. Применяли три режима СВЧ-мощности: низкий PI, средний PII и высо-
кий PIII. По результатам постановочных опытов и на основе априорной информации
время СВЧ–воздействия выбрано равным 2 минуты. Одновременно обрабатывали по
3 образца длиной 80 мм и диаметром 5 мм. Образцы помещали на расстоянии 15
мм от нижней поверхности камеры установки. Для обеспечения нормальной работы
магнетрона и недопущения перегрева в камере устанавливали балластную емкость с
водой.

Испытания образцов до и после обработки проводили на установке, оснащенной
тензометрическими датчиками усилий и червячным механизмом нагружения с посто-
янной скоростью (рис. 1). Сигналы датчиков передавались через аналогово-цифровой
преобразователь (АЦП) в компьютер. Обработка результатов измерения нарастания
приложенной к образцу нагрузки производилась по специальной заложенной в уста-
новке программе (LabVIEW, г. Орел) и позволила получить графики нагрузки (мо-
мента на приводе) в динамике от момента приложения до разрушения. Специальное
разработанное нами оснащение позволяло выполнять испытания образцов на срез,
изгибную прочность, смятие и продольную устойчивость. Прочность образцов оцени-
вали как среднюю величину измерений нагружающего момента по максимальным и
минимальным точкам графика кинетики нагружения в пределах участка, соединяю-
щего восходящую и нисходящую ветви. Затем по известным зависимостям механики
материалов вычисляли напряжения среза и изгиба, а также модуль упругости.
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Рис. 1. Компьютерная установка для испытаний на изгиб, срез, смятие и
продольную устойчивость: общий вид (а); рабочая зона (б);

момент испытаний (в); момент разрушения образца (г)

При испытаниях на изгибную прочность образцы устанавливали на опоры оснаст-
ки, закрепленной на тензометрическом датчике, через АЦП связанным с компьюте-
ром, в котором обработка сигналов производилась и выдавалась на экран монитора в
виде графика текущих величин нагружающего момента М. Расстояние между опора-
ми – 60 мм. Нагружение осуществляли при помощи червячного редуктора с электро-
приводом, входящего в состав установки. С пуансоном контактировал индикатор, по
которому фиксировали каждые 0,1 мм деформации. Соответственно с экрана мони-
тора считывали значения нагружающего момента. Измерения останавливали после
потери образцом целостности или после прекращения устойчивого падения нагруз-
ки на датчике. Предельную нагрузку определяли как среднее по нескольким точкам
значение нагружающего момента, согласно полученному графику от момента прекра-
щения стабильного нарастания его величины до момента спада не менее, чем на 15%.
Прочность оценивали по максимальному напряжению изгиба, определяемому расчет-
ным путем на основе полученных значений нагрузок. Модуль упругости определяли
также расчетным путем с учетом нарастания деформации и деформирующей силы
по известным зависимостям сопротивления материалов.

При испытаниях на срез образцы длиной 30 мм (контрольные и после СВЧ обра-
ботки) устанавливали цилиндрической поверхностью в продольный паз в шейке вала
экспериментальной установки. При этом глубина паза равнялась радиусу образца. На
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вал надевали рычаг с внутренним пазом, в который попадала наружная часть цилин-
дрической поверхности образца. При вращении вала момент рычагу передавался че-
рез испытуемый образец. При этом рычаг воздействовал на тензометрический датчик,
через АЦП связанный с компьютером, в котором производилась обработка сигналов
и выдавалась на экран монитора в виде графика текущих величин нагружающего
момента М. При нагружении в диаметральной плоскости образца действовали пе-
ререзывающие силы, при превышении предела прочности вызывающие деформацию
сдвига и затем срез части образца. Измерения останавливали после потери образцом
целостности. Прочность оценивали по максимальному касательному напряжению сре-
за, определяемому расчетным путем на основе полученных значений нагрузок.

При испытаниях на смятие образцы длиной 15 мм (контрольные и после обра-
ботки) устанавливали цилиндрической поверхностью на подпятник (опору) оснастки,
закрепленной на тензометрическом датчике, через АЦП связанным с компьютером, в
котором производилась обработка сигналов и выдавалась на экран монитора в виде
графика текущих величин нагружающего момента М. С пуансоном контактировал
индикатор, по которому фиксировали каждые 0,05 мм деформации. Соответственно с
экрана монитора считывали значения нагружающего момента. Измерения останавли-
вали после потери образцом целостности или после прекращения устойчивого падения
нагрузки на датчик. Прочность оценивали по максимальному напряжению сжатия,
определяемому расчетным путем на основе полученных значений нагрузок.

При испытаниях на растяжение образцы (контрольные и после СВЧ обработки)
закрепляли в захватах машины испытательной универсальной ИР 5082-100 (рис. 2).

Рис. 2. Рабочая зона установки ИР 5082-100 (а) и испытываемый образец в
захватах (б)

Нагрузка воспринималась тензометрическими датчиками и через АЦП передава-
лась на компьютер, в котором производилась обработка сигналов и выдавалась на
экран монитора в виде графика текущих величин нагружающей силы и соответ-
ствующей деформации. Нагружение осуществляли при помощи привода установки с
программируемым выбором величины нагружающей силы и скорости ее нарастания.
Измерения останавливались автоматически после потери образцом целостности. Пре-
дельная нагрузка выдавалась на экран монитора. Прочность оценивали по среднему
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растягивающему напряжению, приводящему к разрушению образца и определяемому
расчетным путем на основе полученных значений нагрузок.

Схемы испытаний представлены на рисунках 3–6.

Рис. 3. Схема испытаний на изгибную прочность: 1 – шпонка; 2 – рычаг; 3 – пуансон;
4 – индикатор часового типа с ценой деления 0,01 мм; 5 – образец;

6 – тензометрический датчик; 7 - аналогово-цифровой преобразователь;
8 – компьютер

Результаты и обсуждение. Результаты испытаний в виде текущих графиков
нагружения образцов, взятых с монитора лабораторной установки, представлены на
рисунках 7 и 8, получены на основе их данных после пересчета зависимости величин
напряжений при соответствующей схеме нагружения (рис. 9). Результаты испытания
образцов на машине ИР 5082-100 представлены на рисунке 10.

Анализ графиков, описывающих кинетику нагружения, позволяет сделать вывод,
что воздействие СВЧ электромагнитного поля не только приводит к увеличению пре-
дельных напряжений, но и способствует растянутому во времени процессу разруше-
ния. На графиках в ряде случаев выделяются явные параллельные оси абсцисс участ-
ки от момента окончания нагружения до момента начала разрушения, определяюще-
гося по началу спада графика. Это может быть проявлением пластической деформа-
ции образца, сопровождающейся накоплением внутренней энергии, т. е., возможно,
СВЧ электромагнитное поле, воздействуя на компоненты матрицы, вызывает пере-
ориентацию больших молекул и увеличение точек их взаимодействия с армирующими
волокнами.

Анализ графиков (рис. 9, 10) позволяет сделать следующие выводы.
Напряжения изгиба образцов в процессе испытаний после СВЧ воздействия возрас-

тают относительно необработанных образцов на 5 % при малой мощности, что можно
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Рис. 4. Схема испытаний на срез: 1 – образец; 2 – рычаг; 3 – пуансон;
4 – тензометрический датчик; 5 – аналогово-цифровой преобразователь;

6 – компьютер

считать малозначимым, лежащим в пределах погрешности, и на 10–12 % – при сред-
ней и большой мощности. Модуль упругости материала увеличивается (3–6 %). Ука-
занные результаты можно считать лежащими в пределах погрешности измерения, то
есть в исследованном диапазоне СВЧ мощности воздействие электромагнитного поля
незначительно влияет на изгибную прочность стержней из карбона и практически не
влияет на продольную устойчивость. Напряжения среза образцов изменяются более
явно: при малой и средней СВЧ мощности увеличение составляет от 36 до 38 %. При
растяжении образцов после СВЧ обработки предельные напряжения в них возраста-
ют по сравнению с контрольными на 34%. Также существенно увеличивается модуль
упругости (на 23–24 %). Наибольшие изменения касаются предельных напряжений
смятия, которые увеличиваются практически на 81 %.

Как уже отмечалось выше, СВЧ воздействие на карбоновые образцы способству-
ет увеличению периода разрушения. Обобщенные диаграммы по данным графиков
(рис. 7 и 8) представлены на рисунке 11.

По-видимому, при электрофизическом воздействии происходит дополнительное
взаимодействие углеродных волокон со связующим и внешней полимерной оболоч-
кой, приводящее к образованию местных сшивок и продольных связей. В результате
эти дополнительные связи продолжают обеспечивать целостность образца после раз-
рыва основной массы волокон и препятствуют полному разрушению. Часть волокон
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Рис. 5. Схема испытания на смятие: 1 – шпонка; 2 – рычаг; 3 – пуансон;
4 – индикатор часового типа с ценой деления 0,01 мм; 5 – образец; 6 – подпятник;

7 – тензометрический датчик; 8 – аналогово-цифровой преобразователь;
9 – компьютер

сохраняет целостность по причине возникновения дополнительных мостиков, воспри-
нимающих нагрузку. При средней мощности происходит увеличение точек контакта
связующего с волокнами и ускорение диффузионных процессов, образец становится
более монолитным. Вследствие этого повышается упругость образца, он деформиру-
ется в большей степени под действием нагрузки без разрушения. Разрушение происхо-
дит уже не только в виде разрыва волокон, но и связующего. В результате разрушение
происходит хаотически: по волокнам, по участкам с менее прочным связующим, по
участкам с менее выраженной адгезией связующего и волокон. Это проявляется в
«осколочном» характере зоны разрушения, на микрофотографии видны микрофраг-
менты, разнонаправленно заполняющие разлом. При воздействии большой (для дан-
ного материала) мощности описанный механизм можно считать сохраняющимся, од-
нако возможно значительное повышение твердости и хрупкости связующего и разру-
шение углеродных волокон на уровне предположительно наноструктурных фрагмен-
тов. Образец разрушается вследствие роста количества и протяженности микротре-
щин в структуре, но спустя большее время, чем после электрофизического воздей-
ствия средней мощности. Это является причиной некоторого снижения прочностных
характеристик по сравнению с образцами после воздействия СВЧ электромагнитного
поля средней мощности.
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Рис. 6. Схема испытания на растяжение: 1 и 3 – захваты; 2 – образец;
4 – тензометрический датчик; 5 – аналогово-цифровой преобразователь; 6 – компьютер

Рис. 7. Изменение воспринимаемой образцом нагрузки после модифицирования при
малой (а), средней (б) и максимальной (в) СВЧ-мощности; г – контрольный образец

при испытании на изгиб (по оси абсцисс указано время в мс)
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Рис. 8. Изменение воспринимаемой образцом нагрузки после модифицирования при
малой (а), средней (б) и максимальной (в) СВЧ мощности; г – контрольный

образец при испытании на срез (по оси абсцисс указано время в мс)

Рис. 9. Влияние мощности СВЧ электромагнитного поля на предельные напряжения
изгиба (а) и среза (б) в сравнении с контрольным образцом (точка Р0)

Изложенные предположения о механизме повышения прочности и времени сохра-
нения целостности образца под нагрузкой после воздействия СВЧ электромагнитного
поля подтверждаются фотографиями внешнего вида образцов. Во всех случаях раз-
рушение начиналось после деформации образца с образованием стрелы прогиба в
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Рис. 10. Типичные графики нагружения образцов при растяжении: контрольного (а),
после СВЧ воздействия средней мощности (б)

Рис. 11. Изменение периода времени от стабилизации нагрузки до разрушения
образцов по сравнению с контрольным после СВЧ воздействия в относительных

единицах: а – испытания на изгиб; б – испытания на срез

10–15 мм. Однако, если контрольный образец после снятия нагрузки сохранял ука-
занную деформацию (рис. 12 а), то образец, испытанный после СВЧ воздействия ма-
лой мощности, имел после снятия нагрузки остаточную деформацию не более 2–3 мм
(рис. 12 б). СВЧ воздействие средней мощности практически исключает остаточную
деформацию (рис. 12 в). После воздействия СВЧ электромагнитного поля большой
мощности сохраняется остаточная деформация около 1–2 мм (рис. 12 г).
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Рис. 12. Остаточная деформация после испытаний на изгибную прочность
контрольного образца (а) и образцов, обработанных в СВЧ электромагнитном

поле: при малой (б), средней (в) и большой (г) мощности

Данный эффект может быть связан с описанным выше фактом разрушения мень-
шего количества углеродных волокон у образцов, подвергнутых воздействию СВЧ
электромагнитного поля, а также с образованием дополнительных связей между ни-
ми.
Заключение. Обобщая приведенные результаты экспериментов, можно сделать

вывод, что в исследованном диапазоне входных параметров воздействие на образцы
из карбона СВЧ электромагнитного поля средней мощности целесообразно использо-
вать для увеличения прочностных характеристик изделий, поскольку при этом обес-
печивается наибольшее увеличение времени воздействия нагрузок всех исследованных
схем при достаточном увеличении абсолютных значений прочностных характеристик
по напряжениям среза и смятия, а также некотором их увеличении по напряжениям
изгиба.

Полученные результаты могут быть использованы для модифицирования путем
СВЧ воздействия дополнительных упрочняющих структур в виде армированных уг-
леродными волокнами композитов изделий из прессованных или литых термопластов,
а также изделий сложной формы, сформированных при помощи аддитивных техно-
логий.
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I. V. Zlobina, N. V. Bekrenev, S. P. Pavlov

STRENGTH TESTS OF THE COMPOSITE MATERIALS MODIFIED IN THE
ELECTROMAGNETIC FIELD THE MICROWAVE OVEN

Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov

Abstract. Researches of strength characteristics of the composite materials reinforced by carbon
fibers after their modifying in the microwave oven the electromagnetic field of various brought
power are executed. On the example of carbon fabrics it is established that, in comparison with
control samples of the microwave oven, influence of average power within 2 minutes on finally
created object allows to increase the extreme tension of a bend on 10–12 %, a cut – on 36-38 %,
stretchings – on 34 %, a smashing – on 81%. At the same time duration of process of destruction
at a bend of a sample increases on 50–60 % , at a cut – up to 5 times, and residual deformation
decreases from 10 – 15 mm to 1 mm and less.
Keywords: composite materials, carbon fibers, pultruzionny carbon fabrics, microstructure,
contact zone, microwave oven electromagnetic field.
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К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО СОСТОЯНИЯ
МАССИВА, ОСЛАБЛЕННОГО ПОЛОСТЯМИ

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. В работе определены нулевые значения компонент напряжений в упругой и
пластической областях, а также первые приближения компонент напряжений в пластической
области для случая, удовлетворяющего условию полной пластичности.

Ключевые слова: механика, напряжения, деформации, пластичность, упругость.

УДК: 539.3+624.073

В работе исследуется напряженное состояние идеальнопластического сжимаемого
массива, ослабленного полостью. Для определения напряженного состояния в пласти-
ческой области используются соотношения теории предельного равновесия, берущие
начало от работ Кулона.

Впервые задача о трехосном растяжении несжимаемого упругопластического про-
странства со сферической полостью рассмотрена Т. Д. Семыкиной [1]. В [2] и [3]
рассмотрено пространство со сферической и эллипсоидальной полостями в случае
несжимаемого упругопластического материала.

В настоящей работе в линеаризированной постановке рассматривается упруго-
пластическое состояние пространства с полостью из сжимаемого идеальнопластиче-
ского материала при трехосном сдавливании на бесконечности. Рассмотрен один из
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случаев, при котором могут быть удовлетворены условия полной пластичности. Слу-
чай, соответствующий сферической полости, рассмотрен в [4], в [5], [6] – задача, со-
ответствующая одному из случаев, удовлетворяющих условию полной пластичности,
развернутое решение которой приведено в [7].

Задача решена методом малого параметра в сферической системе координат, в без-
размерных единицах длины. Все величины, имеющие размерность длины, отнесены
к радиусу сферической полости ρ0.

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды определено в ви-
де [8]:

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)
где σ′ij – компоненты девиатора напряжения, k0 – коэффициент сцепления, a = tgα –
коэффициент внутреннего трения, α – угол внутреннего трения.

Для решения задачи в сферической системе координат используем уравнения рав-
новесия [9]

∂σρ
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+
1

ρ
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+
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Условия пластичности Треска–Сен-Венана [10] с учетом (1) примут вид:(
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· τρφ = τρθ · τθφ.

Граничные условия

σρl + τρθm+ τρφn = Pρ,

τρθl + σθm+ τθφn = Pθ, (5)
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τρφl + τθφm+ σφn = Pφ,

где σρ, τρθ.... – компоненты девиатора напряжения, l, m, n – направляющие косинусы
нормали, Pρ,Pθ,Pφ – проекции усилий на оси ρ, θ, φ, σ = (σρ + σθ + σφ)/3 – среднее
давление.

Компоненты напряжения представим в виде рядов по малому параметру δ(δ � 1):

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σφ = σ0
φ + δσ′φ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρφ = τ0

ρφ + δτ ′ρφ, τθφ = τ0
θφ + δτ ′θφ.

(6)

Условия пластичности (3) и (4) могут быть удовлетворены в трех случаях. Случай,
соответствующий сферической полости, был рассмотрен в [4] и [6].

Рассматривается один из случаев, удовлетворяющих условию полной пластичности
(3) и (4)

σ0
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2

3
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σ0
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2

3
(k0 + aσ0) = 0, (7)

σ0
θ − σ0 +

2

3
(k0 + aσ0) 6= 0.

Решая совместно (7) и (3), получим

σ0
ρ = σ0

φ, τ
0
ρθ = τ0

ρφ = τ0
θφ. (8)

Тогда (6) с учетом (8) примет вид:

σ0 = (2σ0
ρ + σ0

θ)/3. (9)
Решая совместно (7) и (9), получим

σ0
ρ = σ0

θ/А +D, (10)
где A и D – определенные константы [4].

Уравнения равновесия (2) с учетом (8) примут вид:

∂σ0
ρ

∂ρ
+

1

ρ
(σ0
ρ − σ0

θ) = 0,
∂σ0

ρ

∂φ
= 0,

∂σ0
θ

∂θ
+ (σ0

ρ − σ0
θ)ctgθ = 0. (11)

Решая совместно (10) и (11), получим для компонент нормального напряжения в
нулевом приближении в пластической области

σ0
ρ = σ0

φ =
с
а

ρ
6а

3−2а

(sin θ)
6a

3+4a

− k0

a
, (12)

σ0
θ =

[
с
а

ρ
6а

3−2а

(sin θ)
6a

3+4a

− k0

a

]
А−DA.

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (3), получим



К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ... 59

σ′ρ − σ′
(

1− 2

3
а
)

= 0, σ′φ − σ′
(

1− 2

3
а
)

= 0. (13)

Тогда

σ′ρ = σ′φ, (14)

σ′ = (2σ′ρ + σ′θ)/3. (15)
Решая совместно (13) и (15), получим

σ′θ = Аσ̃′, (16)
где σ̃′=σ′ρ = σ′φ.

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (4), получим

τ ′ρφ = 0. (17)
Уравнения равновесия (2) с учетом (12), (17) примут вид:

∂σ̃′

∂ρ
+

1

ρ

∂τ ′ρθ
∂θ

+
1

ρ

(
(1−A)σ̃′ + τ ′ρθctgθ

)
= 0,

∂τ ′ρθ
∂ρ

+
A

ρ

∂σ̃′

∂θ
+

1

ρ sin θ

∂τ ′θφ
∂φ

+
1

ρ

(
(A− 1)ctgθσ̃′ + 3τ ′ρθ

)
= 0, (18)

∂τ ′θφ
∂θ

+
1

sin θ

∂σ̃′

∂φ
+ 2τ ′θφctgθ = 0.

Для решения (13) водится функция U(ρ, θ, φ) таким образом, чтобы выполнялись
равенства

σ̃′ =
1

ρ sin θ

∂U

∂θ
, τ ′θφ = − 1

ρ sin2 θ

∂U

∂φ
, τ ′ρθ = − 1

sin θ

∂U

∂ρ
+

A

ρ sin θ
U. (19)

Тогда первое и третье уравнения (15) тождественно удовлетворяются, а второе
уравнение примет вид:

ρ2∂
2U

∂ρ2
− (A− 3)ρ

∂U

∂ρ
−A∂

2U

∂θ2
+ ctgθ

∂U

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2U

∂φ2
− 2AU = 0. (20)

Решение (17) найдено методом разделения переменных

U =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2) (amn cosmφ+ bmn sinmφ) (sin θ)
A+1

2A
+αP (α,α)

n (cos θ), (21)

где первый сомножитель (18) представляет решение уравнения Эйлера, в котором

χ1,2 =
A

2
− 1±

√(
A

2
+ 1

)2

−A(2α+ 1)(n+ 0, 5) +An2 −m2 + 1/2, (22)

С1,С2 – константы, которые могут быть определены из граничных условий и условий
сопряжения,
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α =

√(
A+ 1

2A

)2

− m2

A
, (23)

второй сомножитель представляет решение уравнения Фурье, в котором amn, bmn –
коэффициенты Фурье [4], P (α,α)

n (cos θ) – полином Якоби.
Подставляя (18) в (15) и принимая во внимание (12), получим для первого прибли-

жения компонент напряжения в пластической области:

σ′ρ = σ′φ =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1−1 + C2ρ

χ2−1)(amn cosmφ− bmn sinmφ) · (sin θ)
A+1

2A
+α×

×
[(

A+1
2A + α

)
cos θ · P (α,α)

n (cos θ) + sin θ ∂P
(α,α)
n (cos θ)

∂θ

]
,

σ′θ = Aσ′ρ, τ
′
ρφ = 0,

τ ′θφ = −
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1−1 + C2ρ

χ2−1)(bmn cosmφ− amn sinmφ)(sin θ)
1−3A

2A
+α×

×m · P (α,α)
n (cos θ),

τ ′θρ = −
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1−1(A− χ1) + C2ρ

χ2−1(A− χ2))(amn cosmφ+ bmn sinmφ)×

×(sin θ)
1−A
2A

+αP
(α,α)
n (cos θ).

(24)
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К ВОПРОСУ О ПРЕДЕЛЬНОМ СОСТОЯНИИ НЕОДНОРОДНОЙ
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г. Чебоксары

Аннотация. Рассматривается предельное состояние неоднородной трубы, находящейся под
действием внутреннего давления. Материал предполагается неоднородным и обладающим
свойствами анизотропии в пластической области. Неоднородность материала заключается в
том, что предел текучести зависит от координат, причем он постоянен вдоль концентрических
окружностей. Определено предельное состояние трубы в первом приближении.

Ключевые слова: пластичность, неоднородность, труба, анизотропия.

УДК: 539.3+624.073

Рассмотрим толстостенную трубу радиусов a, b; a < b, которая находится под
действием внутреннего давления p (рис. 1). Условие пластичности примем в виде [2]:

Рис. 1. Толстостенная труба радиусов a, b; a < b
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A

(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+B (τxy − k3)2 = k2
xy, k1, k2, k3 −−const, (1)

где σx, σy, τxy −− компоненты напряжения в декартовой системе координат.
Положим

kxy = k0 + δc(x2 + y2), k0, c−−сonst, (2)
где δ – малый безразмерный параметр.

Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями
в полярной системе координат ρ, θ имеет следующий вид:

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ
2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(3)

Перейдем к полярным координатам:

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. (4)
Из (1) – (4) получим пластичности в полярных координатах:

(σρ − σθ)2 [A cos2 (2θ) +B sin2 (2θ)
]

+ 4τ2
ρθ

[
A sin2 (2θ) +B cos2 (2θ)

]
+
[
A (k1 − k2)2 + 4Bk2

3

]
+ 2 (σρ − σθ) τρθ (A−B) sin (4θ)−

−4τρθ [sin (2θ) (k1 − k2) + 2 cos (2θ) k3]−
−2 (σρ − σθ) [cos (2θ) (k1 − k2)− 2k3 sin (2θ)] =

= 4
(
1 + cδρ2

(
cos2 (θ) + sin2 (θ)

))2
.

(5)

Положим, что

a

ρ
(0)
s

= α,
b

ρ
(0)
s

= β,

k1 = δ1k
′
1, k2 = δ1k

′
2, k3 = δ1k

′
3.

Уравнения равновесия в полярной системе координат имеют следующий вид:{
∂σρ
∂ρ + 1

ρ
∂τρθ
∂θ +

σρ−σθ
ρ = 0,

∂τρθ
∂ρ + 1

ρ
∂σθ
∂θ +

2τρθ
ρ = 0.

(6)

Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать
решение в виде:

σij = σ
(0)
ij + σ

(I)
ij δ + σ

(II)
ij δ2 + ... . (7)

Согласно (2) предел текучести k сохраняет постоянное значение вдоль концентри-
ческих окружностей

c
(
x2 + y2

)
= d, d− const (8)

и изменяется в зависимости от изменения величины d.
Будем считать, что на внутренней поверхности трубы действует постоянное давле-

ние p, а внешняя поверхность свободна от усилий.
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Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать
решение в виде (7).

В исходном нулевом приближении имеет место осесимметричное состояние трубы:

τ
(0)
ρθ = 0. (9)

Из (1), (7), (9) имеет место

σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ = −2. (10)

Решая совместно (6), (9), (10), получим

σ(0)p
ρ = 2 ln ρ+ C, σ

(0)p
θ = 2 + 2 ln ρ+ C, (11)

где С – const.
Предположим, что на внутренней границе действует постоянное давление p, внеш-

няя граница трубы свободна от усилий:

σ(0)p
ρ

∣∣∣
ρ=α

= −p. (12)

Из (11), (12) имеют место

σ(0)p
ρ = −p+ 2 ln

ρ

α
, σ

(0)p
θ = −p+ 2 + 2 ln

ρ

α
. (13)

Из (5), (7), (10) получим:

σ
(I)
θn − σ

(I)
ρn = 2cρ2 +

[
a+b

2 + a−b
2 cos (4θ)

]
− k1 cos (2θ) +

+k2 cos (2θ) + 2k3 sin (2θ) .
(14)

Уравнения равновесия (6) удовлетворим, полагая, что

σ′ρ
p

=
1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂θ2
, σ′θ

p
=
∂2Φ

∂ρ2
, τ ′ρθ

p
= − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (15)

Из (14, (15) получим:

ρ2 ∂2Ф
∂ρ2 − ρ∂Ф

∂ρ −
∂2Ф
∂θ2 = 2сρ4 + ρ2 (G+H cos (4θ)) +

+ρ2 cos (2θ) (k2 − k1) + 2k3ρ
2 sin (2θ) ,

(16)

где

G =

(
a+ b

2

)
, H =

(
a− b

2

)
.

В первом приближении граничные условия согласно [1] имеют следующий вид:

σ′ρ
p|ρ=α = 0,

τ ′ρθ
p|ρ=α = 0.

(17)

Решение в пластической зоне будет определяться из (16), (17):
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σ′p
p = sin(2θ)

8ρ

[
8k3α

(√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)
−

−
(
8k3α

(√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
))
− 8k3ρ

]
+

+ cos(2θ)
8ρ

[(
−4 (k1 − k2)α

√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)

+

+
(
4 (k1 − k2)α

√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)

+ 4 (k1 − k2) ρ
]

+

+ cos(4θ)
8ρ

[(
Hα

(√
15
)

sin
(√

15 ln ρ
)

+ 7 cos
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−
(
Hα

(√
15
)

cos
(√

15 ln ρ
)
− 7 sin

(√
15 ln ρ

))
sin
(√

15 lnα
)
− 7Hρ

]
+

+с ρ
2

α2 +G ln
( ρ
α

)
,

σ′θ
p = sin(2θ)

8ρ

[
8k3α

(√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)
−

−
(
8k3α

(√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
))

+ 8k3ρ
]

+

+ cos(2θ)
8ρ

[(
−4 (k1 − k2)α

√
3 sin

(√
3 ln ρ

)
+ cos

(√
3 ln ρ

))
cos
(√

3 lnα
)

+

+
(
4 (k1 − k2)α

√
3 cos

(√
3 ln ρ

)
− sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)
− 4 (k1 − k2) ρ

]
+

+ cos(4θ)
8ρ

[(
Hα

(√
15
)

sin
(√

15 ln ρ
)

+ 7 cos
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−
(
Hα

(√
15
)

cos
(√

15 ln ρ
)
− 7 sin

(√
15 ln ρ

))
sin
(√

15 lnα
)

+Hρ
]

+

+с3ρ2

α2 +G ln (ρ+ 1)

(18)

τ ′ρθ
p = sin(2θ)

240ρ

[
−240α

(
k2−k1

2

) (
cos
(√

3 ln ρ
)
− 1

2 sin
(√

3 ln ρ
))

cos
(√

3 lnα
)
−

−240α
√

3 sin
(√

3 lnα
) (

k2−k1
2

) (
cos
(√

3 ln ρ
)

+

+ 1
6 sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)

+ 60ρ (2k2 − 2k1)
]

+

+ cos(2θ)
240ρ

[
−240αk3

(
cos
(√

3 ln ρ
)
− 1

2 sin
(√

3 ln ρ
))

cos
(√

3 lnα
)
−

−240αk3 sin
(
cos
(√

3 ln ρ
)

+ 1
6 sin

(√
3 ln ρ

))
sin
(√

3 lnα
)
− 240ρk3

]
+

+ sin(4θ)
240ρ

[
−60αH

(
cos
(√

15 ln ρ
)
− 1

4 sin
(√

15 ln ρ
))

cos
(√

15 lnα
)
−

−60Hα
√

15 sin
(√

15 lnα
) [

cos
(√

15 ln ρ
)

+ 1
60α sin

(√
15 ln ρ

)]
+ 60ρH

]
.

Таким образом (18) полностью описывают напряженное состояние неоднородно-
анизотропной трубы в первом приближении.
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Abstract. Considered is limit state of the inhomogeneous pipe under internal pressure. The
material is assumed heterogeneous and posses the properties of anisotropy in the plastic region.
The heterogenity of the material is that pre-turnover depends on the coordinates, and it is constant
along concentric circles. Defined is limit state of the pipe in the first approximation.
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К ИССЛЕДОВАНИЮ УСТОЙЧИВОСТИ
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СМЕСЕЙ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж, Россия

Аннотация. Вопросам устойчивости пластически деформирующихся сред посвящены мно-
гие работы. Состояние этих исследований, проведенных на основании трехмерных линеари-
зированных уравнений устойчивости, отражено в обзорных статьях и монографиях [1] – [4]
и др. При этом значительная часть конкретных результатов получена в основном для задач
устойчивости в геомеханике [5] – [7] и др. Для описания поведения и исследования устойчи-
вости в строгой линеаризированной трехмерной постановке целого ряда реальных структур,
состоящих из n – компонент, необходимо для лучшего приближения к действительности при-
влекать более общие модели тел. Очевидно, что в рамках простейших структурных моделей
тел [8] – [9], в том числе и модели [10], невозможно адекватно описать поведение много-
компонентных смесей. Ниже для предложенной модели многокомпонентного тела рассмат-
ривается один из возможных приближенных подходов к исследованию устойчивости много-
компонентных упруговязкопластических (EVP) смесей. Устанавливается, что исследование
устойчивости основного (докритического) состояния смеси может быть сведено к изучению
устойчивости континуума с комплексными физико-механическими параметрами.

Ключевые слова: смеси, устойчивость, напряжение, деформация, пластичность, вязкость.

УДК: 539.375

1. Рассмотрим EVP многокомпонентное тело, механическая модель которого изоб-
ражена на рисунке 1. Индексы e, e1, p, v обозначают соответственно упругий, пласти-
ческий и вязкий механизмы. Модель представляет собой последовательное соединение
α (α = 1, 2, 3...) моделей тела S1

p = H ∼ StV ∼ K )1, состоящего из последовательно
соединенных тел: H – тела Гука, StV – тела Сен-Венана и K – тела Кельвина–Фойхта.
При этом у каждой из этих моделей Sαp свои собственные константы. Число α опре-
деляет порядок обобщенной модели тела Sαp .

c© СпорыхинА.Н., 2017
Спорыхин Анатолий Николаевич
e-mail: anspor@mail.ru, доктор физико-математических наук, профессор кафедры механики
и компьютерного моделирования, Воронежский государственный университет, г. Воронеж,
Россия.

Поступила 10.08.2017
1Модель этого тела была предложена А. Н. Спорыхиным [10].
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Рис. 1. Обобщенная модель тела Sαp

1.1. На основе теоретических соображений, следуя [8] – [10], запишем соотношения,
которые полностью определяют свойства обобщенной модели Sαp , состоящей из двух
элементов.

Тело остается упругим пока

SijS
ij < k2

1;Sij = σij −
1

3
σkkδij ; k1 ≥ k2, (1)

где Sij – компоненты девиатора тензора напряжений. При этом для последовательно
соединенных моделей

σαij = λα
e

εαnn δij + 2µα
e

εαij , 6Σα = 1, 2, (2)

где λα, µα – параметры Ламе.
Если SijSij ≥ k2

1, то полная деформация слагается из упругой и пластической

εij = ε1
ij + ε2

ij =
e

ε1
ij +

p

ε1
ij +

e

ε2
ij +

p

ε2
ij . (3)

Здесь ε1
ij , ε

2
ij – деформации первой и второй модели соответственно. Пластическая

составляющая объемной деформации моделей удовлетворяет условию несжимаемости
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p

εαnn = 0, α = 1, 2. (4)

Следовательно, компоненты девиатора тензора деформации
p

eαij тождественно рав-

ны компонентам тензора деформаций
p

εαij .
Напряжения, приложенные к моделям, одинаковы, тогда

Sij
1 = S2

ij = Sij
(
σij

1 = σij
2 = σij

)
. (5)

Тензоры скоростей пластической деформации
p

eαij связаны с тензором напряжений
соотношениями ассоциированного закона течения

p

eαij = ψα

(
Sij − cα

p

εαij −ηα
p

eαij

)
, α = 1, 2, (6)

если выполняется условие пластичности(
Sij − cα

p

εαij −ηα
p

eαij

)(
Sij − cα

p

εαij −ηα
p

eαij

)
= kα, α = 1, 2. (7)

Здесь ηα – коэффициент вязкости, cα – коэффициент упрочнения, kα – предел те-
кучести, ψα – скалярные положительные множители, соответственно, первой (α = 1)
и второй (α = 2) модели.

Полные деформации связаны с перемещениями формулами Коши

2εij = ∇iuj +∇jui. (8)

Уравнения (1)–(8) с уравнениями равновесия

∇iσij +Xj = 0 (9)

представляют собой систему уравнений, описывающих деформированное состояние
EVP среды второго порядка.

2. Системы Sαp , испытывающие EVP деформации, обладают свойством внутренней
неконсервативности вследствие необратимости вязких и пластических деформаций.
Поэтому согласно [3, 4] исследование устойчивости состояния такой системы долж-
но основываться на анализе движения такой системы вблизи основного состояния
равновесия при сообщении системе некоторых малых возмущений, то есть на основе
динамического подхода.

При исследовании устойчивости систем Sαp , для которых наблюдается явление раз-
грузки, для упрощения задач ввиду их сложности применяем обобщенную концепцию
продолжающегося нагружения [2, 3] и будем исследовать соответствующую линеари-
зированную задачу с известными зонами разгрузки, возникшими в докритическом
состоянии.

Рассмотрим сплошную среду объема V . Предположим, что на части поверхности
ΣP EVP тела заданы поверхностные усилия pi, а на части поверхности ΣU – пере-
мещения ui, причем величины pi и ui с ростом времени t стремятся или принимают
значения p0

i и u0
i , не зависящие от времени.

Пусть решение системы уравнений (1) – (8) при этих граничных условиях есть
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0
σ
ij

(xk, t) ,
0
ε
ij

(xk, t) ,
0

eeαij (xk, t) ,
0

epαij (xk, t) ,
0
u
i

(xk, t) . (10)

Будем предполагать, что с ростом времени эти решения стремятся к

0
σ
ij

(xk) ,
0
ε
ij

(xk) ,
0

eeαij (xk) ,
0

epαij (xk) ,
0
u
i

(xk) . (11)

В дальнейшем исследуется устойчивость этого состояния по отношению к малым
возмущениям при предположении, что об устойчивости движения можно судить по
линеаризированной системе уравнений (1) – (9).

В случае второго варианта теории малых докритических деформаций [5] трехмер-
ные линеаризированные уравнения равновесия имеют вид

∇s
(

+

σsj +
0

σsk∇k
+
uj

)
+

+
Xj −ρ

∂2 +
uj

∂t2
= 0. (12)

Здесь и далее верхние индексы «+» и «0» приписаны соответственно компонентам
невозмущенного состояния и возмущениям.

Граничные условия на внешней поверхности ΣP обобщенного EVP тела следующие:

Ns

(
+

σsj +
0

σsk∇k
+
uj

)
=

+
Pj , (13)

при этом в случае «следящей» нагрузки

+
Pj =

0
Pk∇k

+
uj ,

+
Xj =

0
Xk∇k

+
uj , (14)

а в случае «мертвой» нагрузки

+
Pj =

+
Xj = 0. (15)

Если на части поверхности тела ΣU заданы перемещения, то граничные условия
принимают вид:

+
uj = 0. (16)

Для компонент тензора деформаций имеют место формулы Коши

+
2εjk = ∇k

+
uj +∇j

+
uk,

0
2εjk = ∇k

0
uj +∇j

0
uk . (17)

Соотношение (2) в этом случае запишется

+

σαij = λα
+

εeαij +2µα
+

εeαij , α = 1, 2. (18)

Для полных деформаций из (3) следует:

+
εij =

2∑
α=1

+

εαij =

2∑
α=1

(
+

εeαij +
+

εpαij

)
. (19)

Условие пластической несжимаемости таково:

+

εpαnn = 0, (α = 1, 2) . (20)
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Для несжимаемого упрочняющегося, EVP обобщенного Sαp тела линеаризирован-
ные условия пластичности (7) и ассоциированный закон течения (6) принимают соот-
ветственно вид:

(
0

Skj −cα
0

εpαkj −ηα
0

epαkj

)(
+

Skj −cα
+
εj −ηα

+

epαkj

)
= 0

+

epαkj =
0
ψ
α

(
+

Skj −cα
+

εpαkj −ηα
+

epαkj

)
+

+
ψ
α

(
0

Skj −cα
0

εpαkj −ηα
0

epαkj

)
, α = 1, 2

. (21)

Исключая из соотношений (19) вариации упругих
e+
εαk , а также пластических

p+

εαk

деформаций и величины
+
ψ
α
получим[

2µα
+

σij −2
3µα (3λα + 2µα)

+

εαkk gij− cα

(
λα

+

εαkk gij+ 2µαg
ikgjl

+
εαkl−

+

σij

)
−

−ηα

(
λα

+

ε̇αkk gij +2µαg
ikgjl

+
ε̇αkl−

+

σ̇ij

)](
0
Sij −cα

0

εpαij −ηα
0

epαij

)
= 0,

(22)

(
1 + 2ηα

0
ψ
α

)(
λα ε̇

αk
k +gij+ 2µαg

ikgjl
+
ε̇αkl−

+

σ̇ij

)
+

+2cα
0
ψ
α

(
λα

+

εαkk gij+ 2µαg
ikgjl

+
εαkl−

+

σij

)
=

= k−2
α

(
λα ε̇

αn
n +gkl +2µαg

nkgml
+
ε̇αnm−

+

σ̇kl

)(
0
Skl−cα

0

εpαkl −ηα
0

epαkl

)
·

·

(
0

Sij −cα
0

εpαij −ηα
0

epαkl

)
+ 2

0
ψ
α

[
2µα

+

σij −2
3µα (3λα + 2µα) εαkk +gij

]
, α = 1, 2.

(23)

Таким образом, линеаризированные уравнения состояния (22), (23) для обобщен-
ного Sαp тела совместно с соотношениями (17)–(19) и линеаризированными уравнени-
ями второго варианта трехмерной теории устойчивости при малых деформациях (12)
с краевыми условиями (13), (16) представляют собой замкнутую связную краевую
задачу. Уравнения (12), (17), (19), (22), (23), описывающие возмущенное состояние
обобщенной модели Sαp второго порядка, представляют собой сложную систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных с нестационарными коэффициен-
тами. Поэтому практическое значение в решении проблем устойчивости неупругих
сред получил приближенный подход [4], позволяющий исследование устойчивости ос-
новного состояния производить по предельной системе уравнений.

Устремляя время t к бесконечности и учитывая, что при этом
0

ε̇pijα −→
t→∞

0,
0
ψα −→

t→∞
0, (α = 1, 2), получаем предельную систему уравнений.

Уравнения равновесия таковы:

∇s
(

+

σsj +
0

σsk∇k
+
uj

)
+

+
Xj −ρ

+
üj = 0. (24)
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Уравнения состояния принимают вид:



( 2µα
+

σij −2
3µα (3λα + 2µα)

+

εαkk gij − cα

(
λα

+

εαkk gij+ 2µαg
ikgjl

+
εαkl−

+

σij

)
−

−ηα

(
λα

+

ε̇αkk gij+ 2µαg
ikgjl

+
ε̇αkl−

+

σ̇ij

))(
0
Sij −cα

0

εpαij

)
= 0

λα ε
αk
k +gij + 2µαg

ikgjl
+
εαkl−

+

σij = k−2
(
λα ε

αn
n +gkl+

+ 2µαg
nkgml

+
εαnm−

+

σkl

)(
0

Sij −cα
0

εpαij

)(
0
Skl−cα

0

εpαkl

)
+
εij =

+

ε1
ij +

+

ε2
ij , 6 Σα = 1, 2

. (25)

При этом вариации компонент тензора деформации связаны с вариациями компо-
нент вектора перемещений формулами Коши (17).

Краевые условия на загруженной поверхности тела ΣP таковы:

Ns

(
+

σsj +
0

σsk∇k
+
uj

)
=

+
Pj . (26)

3. Рассмотрим краевую задачу (24)–(26), (17). Выкладки проведем в декартовых
координатах. Решение этих уравнений будем искать в виде:

0
uj (xk, t) = uj (xk) e

st,
0

εαij (xk, t) = εαij (xk) e
st,

0
σij (xk, t) = σij (xk) e

st, (27)

то есть в компонентах векторов и тензоров, характеризующих возмущения, выделим
временной множитель est (s = iω – комплексная величина) и для амплитудных вели-
чин оставим прежние обозначения, опустив значок плюса.

Подставляя решения (27) в уравнение (24) получим(
σij +

0
σjk ui,k

)
,j

+Xj + ρω2ui = 0. (28)

Из соотношений (23) получаем

σij = A1A2εkkδij + µ−1
0 εij − µ−1

0 [ B1

K0
1K

0
2

(
f01
ij −

B2F
K0

2
f02
ij

)
·

·
(
B2Ff

01
kl −K0

2f
02
kl

)
+B2K

−1
2 f02

ij f
02
kl ] εkl,

(29)

где обозначено

A1 = λ1
2µ1µ0(3λ1+2µ1) + λ2

2µ2µ0(3λ2+2µ2) ;A2 = 1
µ0(1−3A1) ;

0
fαij =

0
Sij −cα

0

εpαij ;F = f01
ij f

02
ij ;Bα = aα

2µαµ0(aαk2
α−2µα)

;αa = 4µ2
α

k2
α(2µα+cα+Sηα)

;

µ0 = 1
2
µ1+µ2

µ1µ2
;

0
K
α

= 1 + k2
αBα, 6 Σα = 1, 2.

(30)

Соотношения (29), (30) можно трактовать как зависимость между напряженным и
деформируемым состоянием в упругой анизотропной среде с комплексными модуля-
ми.



74 А. Н. СПОРЫХИН

Связь между амплитудными величинами деформаций и перемещений, а также гра-
ничные условия на поверхности ΣP среды согласно уравнениям (17), (26) и (27) имеют
вид:

2εij = ui,j + uj,i, (31)(
σij +

0
σ
jk
ui,k

)
Nj = Pi. (32)

Таким образом, в рамках принятой механической модели EVP смеси (к таким сре-
дам можно отнести суспензии одной EVP среды в другой, полимерные растворы и
многие другие) исследование устойчивости докритического состояния смеси сведено
к исследованию устойчивости анизотропного континуума с комплексными физико-
механическими параметрами.

Заметим, как и для случая обобщенной модели Sαp (α = 1, 2) второго порядка, с оче-
видной вероятностью в рамках предложенного подхода можно вывести соотношения
вида (29) для обобщенной модели Sαp произвольного порядка (α = 1, 2...).

Таким образом, статические задачи устойчивости в случае геометрически линейной
теории сводятся к задачам на собственные значения относительно параметра ω. Для
принятого критерия устойчивости основное состояние тела будет устойчивым, если
для собственных значений ωβ выполняются следующие условия [1, 2]:

Imωβ ≥ 0, (β = 1, 2, ...∞) . (33)

Условия (33) определяют область устойчивости в пространстве параметров нагру-
жения, характеризующих исследуемую конкретную задачу, так как собственные зна-
чения ωβ зависят не только от геометрии тела и вида соотношений (29), но также и
от параметров нагружения – величин, характеризующих внешние нагрузки.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Гузь А. Н., Спорыхин А. Н. Трехмерная теория неупругой устойчивости. Общие

вопросы // Прикладная механика. 1982. Т. 18, № 7. С. 3–22.
[2] Гузь А. Н., Спорыхин А. Н. Трехмерная теория неупругой устойчивости. Кон-

кретные результаты // Прикладная механика. 1982. Т. 18, № 8. С. 3–27.
[3] Гузь А. Н. Основы трехмерной теории устойчивости деформируемых тел. Киев:

Вища школа, 1986. 512 с.
[4] Спорыхин А. Н. Метод возмущений в задачах устойчивости сложных сред. Во-

ронеж: Воронеж. гос. ун-т, 1997. 361 с.
[5] Гузь А. Н. Основы теории устойчивости горных выработок. Киев: Наукова Дум-

ка, 1977. 204 с.
[6] Спорыхин А. Н., Шашкин А. И. Устойчивость равновесия пространственных тел

и задачи механики горных пород. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004. 232 с.
[7] Спорыхин А. Н. Неконсервативные задачи трехмерной теории неупругой устой-

чивости в геомеханике. Воронеж: Издательский дом ВГУ, 2015. 372 с.
[8] Рейнер М. Реология. М.: Наука, 1965. 223 с.
[9] Ивлев Д. Д., Быковцев Г. И. Теория упрочняющегося пластического тела. М.:

Наука, 1971. 231 с.



К ИССЛЕДОВАНИЮ... 75

[10] Спорыхин А. Н. Об устойчивости деформирования упруговязкопластических
тел // ПМТФ. 1967. № 4. С. 52–58.

A. N. Sporykhin

TO THE RESEARCH OF STABILITY OF ELASTOVISCOUSPLASTIC
MIXTURES
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Abstract. There are many researches relating to problems of stability of plastically deforming
solids. Survey of articles and monographs [1]–[4] reflects the state of researches based on three-
dimensional linearized equations of stability. As that, considerable part of practical results were
found for stability problems in geomechanics [5]–[7]. For description of the behavior and for
stability analysis in a strict three-dimensional linearized formulation for a number of real structures
consisting of n – components it is necessary to involve more general models of solids for better
approximation. Obviously, it is impossible to describe adequately the behavior of multi-component
mixtures using simple structural models of solids [8]–[9], including [10]. In the article it is considered
one of the possible approximate approaches to the research of stability of multi-component
elastoviscousplastic (EVP) mixtures. It is shown, that the research of stability of the ground state
of mixture can be reduced to the research of stability of continuum with complex physical and
mathematical parameters.
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К ПОСТАНОВКЕ И РЕШЕНИЮ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

Московский государственный гуманитарно-экономический университет,
г. Москва, Россия

Аннотация. В работе обсуждаются общие вопросы математического моделирования кон-
тактных задач пластического течения с возможным наличием объемов промежуточных «сма-
зок», анализируются характерные особенности рассматриваемых процессов, дается их физи-
ческая интерпретация, указаны подходы для их включения в математическую модель. Во
второй части рассматривается специальный класс контактных задач пластического течения в
сравнительно тонком пластическом слое между двумя сближающимися поверхностями внеш-
них тел. Развивается известная теория А. А.Ильюшина на следующие случаи: а) учета анизо-
тропии свойств контактной поверхности; б) удержания физических объемов промежуточных
«смазок» вдоль контакта в процессах объемной штамповки. Обе особенности продемонстри-
рованы автором на решении конкретных практических задач, также представлены качествен-
ные выводы.

Ключевые слова: механика, напряжения, деформации, пластичность, упругость.

УДК: 539.3+624.073

1. Рассмотрим один из общих подходов в описании физических процессов кон-
тактного взаимодействия системы, включающей «инструмент–обрабатываемое тело–
промежуточная мягкая среда». Это сложные пространственные начально-краевые за-
дачи математической физики с неизвестными границами и неклассическими услови-
ями на них. В зависимости от исследуемого процесса главную роль в их описании
могут играть такие факторы как

– вязкое и деформационное упрочнение деформируемого объема Ωp;
– объемная сжимаемость подвергаемого обработке объема Ωp;
– упругие деформации инструментов Ωe, в частности нормальные упругие переме-

щения W e инструмента на поверхности контакта;
– наличие и удержание промежуточных «смазочных» объемов Ω∗ на контакте;
– состояние контактной поверхности, наличие на ней рельефных конфигураций;

c© КадымовВ.А., 2017
Кадымов Вагид Ахмедович
e-mail: vkadymov@yandex.ru, доктор физико-математических наук, профессор кафед-
ры математики Московского государственного гуманитарно-экономического университета,
г. Москва, Россия.

Поступила 10.08.2017
76



К ПОСТАНОВКЕ И РЕШЕНИЮ... 77

– интенсивность теплообмена между контактирующими телами и средами, возмож-
ность образования приконтактных зон затвердевания или размягчения;

– влияние сложности реализации процесса на распределение физических парамет-
ров в исследуемом процессе;

– эффект сверхпластичности;
– влияние электрических свойств контактирующих тел, и т. д.
Ниже мы представим физическое обоснование приведенных характерных особен-

ностей и одновременно укажем один из возможных способов их включения в матема-
тическую модель исследуемого процесса.

1.1. Если все размеры области Ωp являются величинами одного порядка, то допус-
кается рассмотреть Ωe как недеформируемый объем. Однако если размеры области
Ωp имеют разный порядок (как, например, в процессах течения в тонком пластиче-
ском слое), то нормальные упругие перемещения ~we тел инструмента могут оказаться
соизмеримыми с толщиной h текущего слоя Ωp (~we ∼ h). В связи с этим появляет-
ся необходимость в рассмотрении модели контактного взаимодействия упругих Ωe и
пластических Ωp тел.

1.2. Как правило, в практике расчета технологических процессов обработки матери-
алов давлением находят применение физические уравнения для траекторий процессов
с малой кривизной (типа уравнений Сен-Венана) [1–3]:

σ̃ − σ Ẽ =
2 σu
3 vu

( Ṽ − V Ẽ ), x̄ ∈ Ωp (1)

σu = Φ1(e, vu,T, ...), (2)

V ≡ div ~v = 0, (3)

т. е. предполагается, что объемные деформации малы по сравнению с деформация-
ми сдвига так, что принимаем условие несжимаемости (3). Однако в технологической
практике встречаются примеры, когда невозможно пренебречь объемными деформа-
циями (например, в порошковой металлургии); вместо (3) в таком случае принимаем
функциональную зависимость

σ = Φ2(θ, e, vu,T, ...) (3′)

либо условие линейной связи

σ = Kθ. (3′′)

Здесь θ – относительное изменение объема, определяемое из следующей дифферен-
циальной задачи:

dθ

dt
= div~v, θ |t=0 = 0; (4)

e – степень деформации (характеристика деформации по А. А. Ильюшину, пропорци-
онально изменяющаяся со временем: de/dt ≥ 0), определяемая из другой дифферен-
циальной задачи:

de

dt
= vu ≡

√
(2/3)vijvij , e |t=0 = 0; (5)
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T – температура в области Ωp ∪ Ωe, определяемая из следующей задачи:

dT

dt
= a2

0∆T + k0σuvu, ~x ∈ Ωp (6)

dT1

dt
= a2

1 ∆T1; ~x ∈ Ωe (7)

с соответствующими начальными и граничными условиями (на которых не будем
останавливать внимание); a2

0 = λ0/ρc0
; a2

1 = λ1/ρ1c1
;λ0, λ1, c0, c1 – коэффициенты теп-

лопроводности и теплоемкости пластического тела и контактирующего инструмента
соответственно.

1.3. В практике машиностроения находят применение инструменты, имеющие кон-
тактные поверхности со сложной рельефной конфигурацией. Последнее способствует
образованию направленных потоков пластического течения в объеме Ωp. В частности,
благодаря рельефной конфигурации контактной поверхности инструмента происхо-
дит лучшее заполнение труднодоступных мест под штампами. Для описания свойств
контактных поверхностей вводится тензор φ̃ коэффициентов анизотропии [4–6] так,
что вектор сил контактного трения и вектор относительной скорости скольжения
∆~v/|∆~v| перестают быть коллинеарными:

~T = φ̃ • ∆~v

|∆~v|
. (8)

В случае классического (изотропного) трения на контактной поверхности тензор φ̃
оказывается шаровым (φij = fδij) так, что векторы ~T и ∆~v оказываются параллель-
ными

(
~T//∆~v

)
. Тензор φ̃ зависит от свойств двух контактирующих тел, он может

быть определен экспериментальным путем.
Использование уравнения (8) в краевых условиях, на контактных поверхностях

скольжения делает исходную краевую задачу более сложной. В частности, меняется
тип дифференциальных уравнений исследуемой задачи.

1.4. Проблема использования и удержания промежуточных смазочных объемов
вдоль поверхности контакта известна в технологической практике обработки метал-
лов давлением как пластогидродинамический эффект. Понятно, что наличие объема
смазки улучшает состояние контактной поверхности, уменьшает неоднородность де-
формаций в приконтактной области объема Ωp, а значит, снижает возможность его
разрушения. С другой стороны, использование объемов смазки на контакте приводит
к экономии энергозатрат.

Однако сложность реализации пластогидродинамического эффекта заключается в
удержании объема смазки в течение прохождения всего этапа процесса обработки. И
если мы при этом не будем принимать какие-то специальные меры, то промежуточная
(«мягкая») среда еще до начала процесса пластической обработки может быть вытес-
нена из контакта. Отметим, что пластогидродинамический эффект успешно применя-
ется в некоторых процессах обработки металлов давлением [7]. Эта проблема открыта
для процессов объемной штамповки.

Таким образом, если физический процесс происходит при наличии промежуточного
объема смазки Ω∗(она, как правило, ведет себя как нелинейно вязкая среда), то для
этого необходимо ставить и решать контактную задачу в объеме Ωp ∪ Ωe ∪ Ω∗.
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1.5. Учет и корректное включение температуры и температурных факторов при
выборе математической модели также могут оказаться затруднительными. Несмотря
на то, что нам известна температурная зависимость от множества механических и
физических параметров, тем не менее отсутствует общая постановка связанной кон-
тактной задачи со сложным термосиловыми воздействиями. Для горячих процессов,
протекающих при высоких температурах, вязкие свойства материала в объеме Ωp ста-
новятся более чувствительными и доминирующими. Здесь следует выделить процес-
сы, происходящие с интенсивным теплообменом с внешними телами. В таком случае, в
результате резкого охлаждения в начальной стадии протекания процесса образуются
приконтактные слои затвердевания. С другой стороны, нельзя исключить образова-
ние проскальзывания на контакте, которое в динамических процессах сопровождается
интенсивным трением. В результате вблизи поверхности контакта могут образоваться
слои размягчения (сравните с рассмотренным выше случаем).

Если внешние нагрузки отклоняются от пропорционального изменения, то появля-
ется необходимость в рассмотрении двучленных уравнений теории пластичности.

Таким образом, для того, чтобы физический процесс был более строго описан с
помощью исходной модели, можно ввести в нее дополнительные характерные особен-
ности (в частности, те из них, что мы отметили выше). Последнее приводит к более
сложной математической модели, что соответственно потребует проведения сложного
ее анализа. Необходимо, чтобы построенная таким путем модель оказалась пригодной
для расчетов.

Отметим еще одно обстоятельство. Для того, чтобы поставить краевую задачу,
необходимо:

1) знать границы пластических и жестких областей;
2) определить истинную границу контакта и сформулировать на ней соответству-

ющие условия.
Ясно, что граница контакта изменяется в течение физического процесса. С другой

стороны, меняются одновременно и условия на ней. Например, контактная граница
скольжения (это смешанные условия относительно скоростей и напряжений) в резуль-
тате пластической деформации может переходить в границу контакта с условиями
адгезии (это совершенно другие условия). Выбранные граничные условия не должны
противоречить результатам эксперимента.

Проблема построения математических моделей в механике континуума хорошо опи-
сана в [8].

Как следует из вышеизложенного, не представляется возможным исследовать кон-
тактную проблему в общем виде. Потому переходят к разного рода упрощениям или
же выдвигают гипотезы. Однако можно поступить иначе: выделить ограниченный
класс контактных задач пластического течения.

2. Рассмотрим пластические течения в сравнительно тонком слое Ωp(h << L), за-
ключенном между двумя сближающимися поверхностями внешних тел Ωe, где h, L
– характерные толщина и линейный размер текущего слоя Ωp. Такие процессы ши-
роко распространены в технологии машиностроения: штамповка и прессование тон-
костенных элементов конструкций, тонколистовая прокатка и др. Указанный класс
физических процессов обладает рядом характерных особенностей. Практически вдоль
всей поверхности контакта наблюдается проскальзывание между Ωp и Ωe [1], [2]. В та-
ких процессах контактное давление достигает значений P , превышающих величину
предела текучести пластического материала σs(P ≥ σs), так что свойства материала
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в начальном приближении оказываются близкими к свойствам гидродинамической
жидкости. С другой стороны, большие давления вызывают нормальные упругие пе-
ремещения we = ŵP контактных поверхностей, которые в свою очередь оказываются
соизмеримыми с толщиной текущего слоя Ωp. В горячих процессах, протекающих при
интенсивном теплообмене, формируются приконтактные слои затвердевания так, что
истинная граница пластического течения отличается от границы контакта.

Для описания указанных процессов А. А. Ильюшин построил математическую тео-
рию пластического течения в тонком слое [1], которая позволяет с удовлетворительной
точностью провести расчеты и получить качественные оценки физико-механических
параметров. В работе [2] эта теория развивается на случай течения пластического
слоя по упругодеформируемым поверхностям.

Указанная теория развита на случай течения пластического слоя между поверх-
ностями с анизотропными свойствами относительно сил трения на контакте [4]–[6].
Кроме того, в [6] поставлена начально-краевая задача и предложен метод ее решения.
Для частного случая ортотропного трения на контакте

~T = −
(
φ1 0
0 φ2

)
~v

|~v|
, φi = µiτs (9)

выведено нелинейное параболическое уравнение для определения контура
Гt : y = φ̄(x, t) свободно растекающегося пластического слоя на плоскости

∂φ̄

∂τ
= φ̄+ νφ̄(

∂φ̄

∂x
)2 +

1

2
νφ̄2∂

2φ̄

∂x2
, (10)

где τ (t) = ln (h0/h (t)) – характеристика деформации (dτ/dt > 0); для определенности
мы положим µ1 = 1, µ2 ≡ ν < 1.

Уравнение (10) имеет специальный класс автомодельных решений. Так, область,
ограниченная замкнутой выпуклой кривой, стремится к эллипсу, когда τ (t) возрас-
тает (рис. 1):

Гt : y2 ≡ φ̄2(x, t) = Ā(τ)x2 + B̄(τ), (Ā < 0, B̄ > 0),

Ā (τ) = c1e2τ

1−νc1e2τ , B̄ (τ) = c2e2τ√
1−νc1e2τ

, c2 = B̄0√
1−νĀ0

, c1 = Ā0

1+νĀ0
, (11)

с отношением полуосей a =
√
B̄
/(
−Ā
)
и b =

√
B̄ : lim

τ→∞

∣∣∣b/a∣∣∣ = lim
τ→∞

√∣∣Ā∣∣ = 1√
ν
, (ν 6= 1) ,

так что в известном изотропном случае кривая (11) переходит в уравнение окружно-
сти:

lim
τ→∞

∣∣∣b/a∣∣∣ = lim
τ→∞

√∣∣Ā∣∣ = 1, (ν = 1) .

Как мы отмечали ранее, необходимо обоснование способа осуществления процесса
пластической осадки, который обеспечит удержание объема промежуточной («мяг-
кой») среды на контакте. Поясним, что такое сохранение объема смазки в процессе
штамповки тонкостенных деталей может быть обеспечено с помощью правильного
учета нормальных упругих перемещений контактных поверхностей тел инструмента
[2].

Ниже мы приводим эпюры распределения контактного давления P(r) и упругих
перемещений we (r) = ŵP в двух следующих случаях, которые получены на основе
теории А. А. Ильюшина (рис. 2) :
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Рис. 1 (a, b). Свободное растекание пластического слоя
на плоскости между сближающимися поверхностями тел инструмент
а) с ортотропными свойствами относительно сил контактного трения;
b) с изотропными свойствами относительно сил контактного трения

Рис. 2. Эпюра распределения контактного давления и нормальных упругих
перемещений контактных поверхностей тел инструмента в случае:

а) «чистой» осесимметричной осадки пластического слоя;
b) осадки пластического слоя вращающимися телами.
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Рис. 3. Осесимметричная пластическая осадка тонкого слоя
вращающимися телами с удержанием промежуточного объема смазки

a / «чистая» пластическая осадка кругового диска;
b / прессование кругового диска с помощью вращающихся тел.
Как реализовать процесс прессования диска с сохранением объема смазки, начиная

с вышеуказанного распределения механических параметров по двум случаям ?
Сперва мы реализуем «чистую» осадку до тех пор, пока осаживаемый диск не пе-

решел в состояние пластического течения (нетрудно провести расчет потребного для
этого общего усилия осадки). При этом промежуточная среда (смола, полимерные рас-
творы) из-за ее вязких свойств не успевает вытесняться из области контакта. Поэтому
в силу наличия упругих нормальных перемещений инструмента в области контакта

(ввиду того, что we(r) → 0 при χ ≡
((

dτ/dt

)/
φ̇(t)

)
→ 0, см. рис. 2) промежуточная

среда концентрируется в центральной части контакта (рис. 3).
Далее мы реализуем осадку с вращением так, что промежуточная среда начинает

вытекать из центральной части контакта. В конечном итоге, это ведет к уменьшению
контактного давления, а также элементарной работы внешних сил.

В заключение укажем несколько работ [9]–[12], в которых развиваются другие под-
ходы в исследовании контактных задач пластического течения в тонком слое.
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ON FORMULATION AND SOLVING THE NONSTATIONARY CONTACT
PROBLEMS OF PLASTIC FLOW
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Abstract. The general approach in mathematical modeling of contact problems with the
possible presence of the volumes of intermediate ‘lubricants’ has been discussed in the paper. The
characterized peculiarities for considered processes are analyzed; the physical explanations for each
case are given. The ways of their inclusion into mathematical model are indicated. In the second
part it is considered the individual class of contact problems in which the plastic flows take place in
a comparatively thin plastic layer between two converging surfaces of external bodies. The known
Ilyushin’s theory of plastic flow in a thin layer is developed in the following cases of: a) taking
account of anisotropic properties of contact surfaces; b) preservation of the physical volumes of
‘lubricants’ along the contact in the process of stamping. The both peculiarities are demonstrated
by the author on the solutions of the specific practical problems, the qualitative conclusions of the
solutions are also given.
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИЧЕСКИХ ПЛИТ
ПРИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНЫХ ПОТЕНЦИАЛАХ

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН,
г.Новосибирск, Россия

Аннотация. Использование кусочно-линейных условий пластичности позволило получить
целый ряд глубоких и впечатляющих аналитических решений плоских и пространственных
задач теории пластического деформирования [1], [2]. Можно надеяться, что применение ку-
сочно линейных потенциалов будет полезно также и при решении обратных задач теории
пластичности. Одной из важнейших в теории пластичности является задача оптимального
проектирования конструкций, общая постановка которой была сформулирована свыше пяти-
десяти лет назад [3]–[5]. Системы уравнений, описывающие оптимальные проекты при усло-
виях пластичности Мизеса и Треска, были исследованы в работах [4]–[8]. Было установлено,
что системы разрешающих уравнений задачи оптимального проектирования для гладкого
условия пластичности (типа Мизеса–Хилла) являются нелинейными системами смешанно-
составного типа.

Ключевые слова: теплопроводность, кольцевые пластинки, круглые пластинки, сотовые
конструкции, слоистые конструкции, аналитические решения.

УДК: 536.21

В [6], [7] было показано, что для каждого отрезка условия Треска система разре-
шающих уравнений оказывается существенно более простой. Однако полный анализ
не был завершен: вопрос сопряжения решений, отвечающих различным режимам,
был лишь схематически намечен, а вопрос о существовании непротиворечивых по-
лей напряжений в общем случае не был рассмотрен. Поэтому авторы ограничились
рассмотрением лишь простейших осесимметричных задач. Возникающие трудности в
поиске конкретных решений привели к тому, что один из основоположников теории
оптимального проектирования конструкций в заключении своей работы [5] указывал:
«... следует считать, что конструкции, удовлетворяющие условию абсолютно мини-
мального веса, вообще говоря, не существуют». Это замечание на некоторое время
привело к охлаждению интереса исследователей к этой проблеме.
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Некоторое дальнейшее продвижение было достигнуто в работах [9]–[14], в кото-
рых были получены отдельные решения для гладких поверхностей текучести, оцен-
ки оптимальных проектов для вложенных поверхностей текучести, показано что для
произвольных кусочно-линейных условий пластичности в главных напряжениях раз-
решающая система уравнений распадается на две подсистемы из двух нелинейных
уравнений гиперболического типа каждая. Это позволило получить широкий спектр
аналитических решений, согласованных с полями скоростей. Были построены реше-
ния для сингулярных режимов и оптимальные проекты, отвечающие сопряжению
различных режимов, в том числе и оптимальные проекты для условия пластичности
А. Ю. Ишлинского [1], [2].

Дальнейшим логическим развитием этих идей является рассмотрение кусочно-
гладкого условия пластичности в пространстве σ11, σ12, σ22. Этот подход позволяет
исследовать задачу оптимизации для пластин из произвольных анизотропных мате-
риалов [15] и дает возможность рассчитывать на получение новых решений. Посколь-
ку любая поверхность текучести в пространстве σ11, σ12, σ22 может быть изнутри и
снаружи аппроксимирована многогранниками, то решения для кусочно-линейных по-
верхностей, в соответствии с указанной в [9] теоремой, могут быть использованы для
получения верхней и нижней оценки веса конструкции.

Рассмотрим пластины, нагруженные и закрепленные в своей плоскости, и введем
безразмерные координаты xi, напряжения σij , перемещения ui, деформации εij и тол-
щину пластины h, усилия Tij , Tn, Tτ по формулам

xi = x∗ix
−1
0 , ui = u∗ix

−1
0 t0, σij = σ∗ijσ

−1
0 , εij = ε∗ijt0, h = h∗h−1

0 ,

Tij = σijh, Tn = T ∗n(σ0h0)−1, Tτ = T ∗τ (σ0h0)−1,

где i, j = 1, 2;x0, t0, σ0, h0 – характерные длина, время, напряжение, толщина; T ∗n ,
T ∗τ – нормальная и касательная составляющие контурной нагрузки. Тогда в рамках
постановки задач оптимального проектирования пластических конструкций функции
σij , h, ui, εij должны удовлетворять уравнениям равновесия

(σijh),j = 0, (. . .),j = ∂(. . .)/∂xj (i, j = 1, 2), (1)
условию пластичности в параметрической форме

σ11 = σ11(α, β), σ22 = σ22(α, β), σ12 = σ12(α, β),
α1 ≤ α ≤ α2, β1 ≤ β ≤ β2,

(2)

условию оптимальности Друккера–Шилда [3]

σ11ε11 + σ22ε22 + 2σ12ε12 = D∗ = const > 0, (3)
соотношениям Коши

2εij = ui,j + uj,i,ω =
u1,2 − u2,1

2D∗
, (4)

граничным условиям на Γf (f(x1, x2) = 0)

Tn |∇f |2 = h
[
σ11(f,1)2 + σ22(f,2)2 + 2σ12(f,1)(f,2)

]
,

Tτ |∇f |2 = h
[
(σ22 − σ11)(f,1)(f,2) + σ12

{
(f,1)2 − (f,2)2

}]
,

|∇f |2 =
[
(f,1)2 + (f,2)2

] (5)

и на Γn (ϕ(x1, x2) = 0)
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un |∇ϕ|2 = u1ϕ,1 + u2ϕ,2,

uτ |∇ϕ|2 = u2ϕ,2 − u1ϕ,1 = 0, |∇ϕ|2 = (ϕ,1)2 + (ϕ,2)2.
(6)

Кроме того, должен быть выполнен закон пластического течения, который утвер-
ждает, что для регулярных точек поверхности текучести вектор скоростей деформа-
ций направлен по нормали к поверхности текучести, что математически выражается
соотношениями

ε11σ11,α + ε22σ22,α + 2ε12σ12,α = 0, ε11σ11,β + ε22σ22,β + 2ε12σ12,β = 0. (7)
Поскольку начало координат должно располагаться внутри поверхности текуче-

сти, а нормаль к ней должна быть направлена наружу, также должно выполняться
неравенство

J = σ11(σ22,ασ12,β − σ12,ασ22,β) + σ22(σ12,ασ11,β − σ11,ασ12,β)+
+σ12(σ11,ασ22,β − σ22,ασ11,β) > 0.

(8)

Соотношения (3), (7) позволяют выразить компоненты деформаций через парамет-
ры α, β в форме

ε11 = D∗J
−1 (σ22,ασ12,β − σ12,ασ22,β) ,

ε22 = D∗J
−1 (σ12,ασ11,β − σ11,ασ12,β) ,

2ε12 = D∗J
−1 (σ11,ασ22,β − σ22,ασ11,β) .

(9)

С другой стороны, исключая u1, u2 из (4), получим соотношения (уравнения сов-
местности деформаций):

D∗ω,1 = ε11,2 − ε12,1, D∗ω,2 = ε12,2 − ε22,1. (10)
Таким образом, четыре дифференциальных уравнения (1), (10) с учетом зависимо-

стей (2), (9) вместе с граничными условиями (5), (6) позволяют найти решение задачи
оптимального проектирования – определить функции α(x1, x2), β(x1, x2), ω(x1, x2),
h(x1, x2). Тип системы уравнений и соответственно метод ее решения зависят от фор-
мы условия пластичности, т. е. от конкретного вида параметрических зависимостей.

Для плоского участка поверхности параметрические зависимости (2) можно запи-
сать в форме

σij = aijα+ bijβ + cij , σij = σji; aij , bij , cij = const; i, j = 1, 2, (11)
или после соответствующей нормировки в виде:

σ11(a22b12 − b22a12) + σ22(a12b11 − b12a11) + σ12(a11b22 − b11a22) = 1, (12)

с11(a22b12 − b22a12) + с22(a12b11 − b12a11) + с12(a11b22 − b11a22) = 1. (13)
Тогда для деформаций будем иметь выражения

ε11 = D∗(a22b12 − b22a12), ε22 = D∗(a12b11 − b12a11),
2ε12 = D∗(a11b22 − b11a22).

(14)

Учитывая это, из (10) получаем ω(x1, x2) = ω0 следующие выражения для перемеще-
ний:
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u1(x1, x2) = u0
1 +D∗

[
ω0x2 + (a22b12 − a12b22)x1 + 1

2(a11b22 − a22b11)x2

]
,

u2(x1, x2) = u0
2 +D∗

[
ω0x1 + 1

2(a22b11 − a11b22)x1 + 1
2(a11b12 − a12b11)x2

]
,

u0
1, u

0
2 = const.

(15)

Таким образом, плоскому участку условия пластичности соответствует континуум
параллельных друг другу векторов скоростей деформаций. Каждому вектору скоро-
сти деформации соответствует свой проект. И тогда в соответствии с теоремой, дока-
занной в [9], при одинаковых силовых граничных условиях объемы всех этих проектов
совпадают.

Для определения объема необходимо найти h(x1, x2). Из (1) с учетом (11) для рас-
сматриваемого плоского участка получим следующие уравнения:

(a11α+ b11β + c11)H,1 + (a12α+ b12β + c12)H,2+
+a11α,1 + a12α,2 + b11β,1 + b12β,2 = 0,

(a12α+ b12β + c12)H,1 + (a22α+ b22β + c22)H,2+
+a12α,1 + a22α,2 + b12β,1 + b22β,2 = 0, H = lnh.

(16)

Так как система (16) относительно трех неизвестных функций недоопределена, то
следует ожидать, что в этом случае решение задачи оптимального проектирования
будет не единственным. Для доопределения одну из функций будем считать извест-
ной. Пусть, например β = β0 = const. В этом случае для нахождения функций
H(x1, x2), α(x1, x2) получим систему

(a11α+ b11β0 + c11)H,1 + (a12α+ b12β0 + c12)H,2 + a11α,1 + a12α,2 = 0,
(a12α+ b12β0 + c12)H,1 + (a22α+ b22β0 + c22)H,2 + a12α,1 + a22α,2 = 0.

(17)

Характеристики этой системы определяются из уравнения

dx2
2[(a12b11 − a11b12)β0 + a12c11 − a11c12]+

+dx1dx2[(a11b12 − a22b11)β0 + a11c22 − a22c11]+
dx2

1[(a22b12 − a12b22)β0 + a22c12 − a12c22].
(18)

Рассматривая случай силового нагружения на контуре пластины, следует иметь
в виду, что контурные нагрузки должны удовлетворять требованию равенства нулю
главного вектора и главного момента, которые определяются равенствами

N1 = −
∫

Γ[Tndx2 + Tτdx1] = 0, N2 = −
∫

Γ[Tndx1 − Tτdx2] = 0,
M =

∫
Γ[(Tnx1 + Tτx2)dx1 + (Tnx2 − Tτx1)dx2] = 0.

(19)

Метод решения системы уравнений (17) зависит от вида апроксимирующих функций.
Например, в частном случае

a11 = a22 = b12 = 0, b11 = b22 > 0, a12 < 0, β0 = −c22/b22

из (18) имеем dx2
2 = 0. Следовательно, система (17) имеет параболический тип. Если

же принять

a11 = a22 = b12 = 0, b11 = b22 > 0, a12 < 0, β0 = −(c11 + c22)/b22,

то из (18) находим (dx2/dx1)2 = −1, т. е. в этом случае система (17) имеет эллип-
тический тип. Можно в обоих случаях построить решение одинаково нагруженных
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прямоугольных пластин и проверить в соответствии с общим результатом [9], что, хо-
тя профили толщины в этих решениях будут различны, общий объем пластины будет
одинаковым. Однако мы продемонстрируем это обстоятельство другим путем. Запи-
шем уравнения равновесия (1) и условие пластичности для некоторой k-й плоскости
в виде:

(T11),1 + (T12),2 = 0, (T12),1 + (T22),2 = 0, Tij = σijh (20)

AkT11 +BkT22 + CkT12 = h (21)
Эта система уравнений недоопределена, имеет одну свободную функцию, которую

далее будем считать известной: T11 = ψ1(x1, x2). В этом случае из системы (20) полу-
чаем

T12 = −ψ2(x1, x2) + φ2(x1), T22 = −ψ3(x1, x2) + φ
′
2(x1) + ψ3(x1)

ψ2(x1, x2) =

∫
∂ψ1

∂x1
, ψ3(x1, x2) =

∫
∂ψ2

∂x1
dx2.

Функции φ2(x1), φ3(x1) определяются из граничных условий (5), согласованных с
требованиями (9). После определения усилий Tij распределение толщины вычисляется
по формуле (21).

В качестве примера рассмотрим прямоугольную пластину со сторонами ОА = СВ =
a, ОС = АВ = b. Оси координат x1 и x2 направим, соответственно, вдоль сторон ОА
и ОС. Пусть на сторонах прямоугольника заданы усилия

на OA, CB : Tn = T22 = P0 + P1x1, Tτ = −T12 = −K,

на AB, OC : Tn = T11 = R0 +R1x2, Tτ = T12 = K,

где P0, P1, R0, R1,K = const.

T11 = R0 +R1x2 +R3x
2
1

(x1

a
− 1
)2(b2

6
− bx2 + x2

2

)
, R3 = const.

Принимая далее Аk = 0 для функций Т12, T22, h получаем выражения

T12 = K − R3

3a2
(2x3

1 − 3x2
1a+ x1a

2)(b2 − 3bx2 + 2x3
2)x2,

T22 = P0 + P1x1 +
R3

6

x2
2

a2
(6x2

1 − 6x1a+ a2)(b− x2)2,

h = Bk(Po + P1x1) + CkK +R3

(
Bkx

2
2

6a2
(6x2

1 − 6x1a+ 1)(b− x2)2−

−Ckx1x2

3a2
(x1 − a)(2x1 − a)(2x2

2 − 3bx2 + b2)

)
.

Как видим, при различных значениях R3 профили пластины будут различными.
Тем не менее ее объем

V = 2

∫ a

0

∫ b

0
hdx1dx2 = (BkP0 +KCk)ab+

a2

2
BkP1 > 0
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одинаков для всех этих проектов, поскольку не зависит отR3. Для кольцевых пластин,
нагружаемых по контурам равномерно распределенными нагрузками P1 и Р2, условие
пластичности для плоского участка с номером m и уравнение равновесия имеют вид:

amT1 + bmT2 = h, T2 = (rT1)
′
, (· · ·)′ = d(· · ·)/dr, (22)

из которых можно выразить h в виде:

h = bm(rT1)
′
+ amT1. (23)

Умножая это равенство на 2πr и интегрируя в пределах от r1 до r2, для объема
пластины будем иметь выражение

V = 2π

∫ r2

r1

[bm(rT1)
′
+ amT1]rdr.

Дляm-го линейного участка напряжение σ1 удовлетворяет неравенствам cm ≤ σ1 ≤
dm или cmh ≤ T1 ≤ dmh , которое с учетом выражения (23) может быть переписано в
виде:

cm ≤
T1

bm(rN1)′ + amT1
≤ dm. (24)

Таким образом, выбирая множество функций T1(r), удовлетворяющих граничным
условиям T1(r1) = P1, T1(r2) = P2 и неравенствам (24), будем иметь множество опти-
мальных проектов, соответствующих m-му участку кусочно линейного условия пла-
стичности для рассматриваемой кольцевой пластинки. Однако еще необходимо со-
гласовать статические и кинематические поля. Для рассматриваемого отрезка мно-
гоугольника текучести условия оптимальности и закон пластического течения дают
для деформаций следующие выражения: ε1 = D∗am, ε2 = D∗bm, и поскольку долж-
ны быть выполнены условия совместности деформаций (rε2)

′
= ε1, то должно быть

am = bm. Это требование соответствует двум параллельным сторонам шестиуголь-
ника пластичности А. Ю. Ишлинского [1], [2], и в этом случае объем всех проектов
будет одинаковым и равным V = 2πam(r2

2P2−r2
1P1) > 0. Подробнее решение для круг-

лых кольцевых и эллиптических пластин при условии пластичности А. Ю. Ишлин-
ского описано в работах [13], [14] и для изгибаемых трехслойных пластин с легким
заполнителем — в работе [9]. В [10] показано, что для однородных осесимметричных
оболочек оптимальный проект существует лишь для прямолинейного участка, соот-
ветствующего требованию am = bm, при этом в оптимальной оболочке реализуется
строго безмоментное состояние. При использовании кусочно-линейных условий пла-
стичности возможны пластические состояния, соответствующие ребрам многоуголь-
ника, поскольку любое ребро соответствует линейным зависимостям величин Tij от
одной функции (например, α), то соответствующие уравнения для α(x1, x2) и h(x1, x2)
получим из (16), полагая β ≡ 0 и заменяя aij , cij на коэффициенты параметрического
ребра aij , cij : σij = aijα+ cij , i, j = 1, 2. Таким образом, для ребра задача становится
статически определимой.

Для решения кинематических задач на ребре, являющемся пересечением плоско-
стей,

Фk = Akσ11 + Bkσ22 + Ckσ12 = 1, Фm = Amσ11 + Bmσ22 + Cmσ12 = 1; пользуясь
условиями оптимальности и пластического течения, будем иметь выражения
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ε11 = AmD∗ + λ(Ak −Am), ε22 = BmD∗ + λ(Bk −Bm),

2ε12 = CmD∗ + λ(Cm − Ck).
Подставляя эти выражения в (10) после исключения функции ω для λ получим

уравнение

(Bk −Bm)λ,11 + (Ak −Am)λ,22 + (Cm − Ck)λ,12 = 0.

Таким образом, в случае ребер статическая и кинематическая задачи разделяют-
ся. При реализации вершины, образующейся пересечением трех плоскостей Фk = 1,
Фm = 1, Фn = 1, оптимальным будет проект постоянной толщины h = h0. В общем
случае при использовании в качестве условия пластичности некоторого многогранни-
ка в пространстве напряжений σ11, σ22, σ12 в пределах пластины могут реализоваться
состояния, соответствующие напряженным состояниям плоскости, ребра или верши-
ны. Границы Γsr этих состояний заранее неизвестны и должны быть определены из
условий непрерывности векторов усилий и перемещений на этих границах, а предель-
ные размеры соответствующих областей и ограничения на параметры действующих
нагрузок определяются из неравенств, характеризующих размеры соответствующих
плоских участков и ребер. Дать формальное описание процедуры в общем случае за-
труднительно. Однако при выборе конкретных пар плоскостей и ребер такие решения
могут быть получены и проанализированы по схеме, подробно описанной в [11], [12]
для случаев кусочно-линейных многоугольников в главных напряжениях.
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POTENTIALS
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Abstract. Use of piecewise-linear conditions of plasticity has allowed to receive whole number of
deep and impressive analytical decisions flat and spatial tasks of the theory of plastic deformation
[1], [2]. It is possible to hope that use kusochno of linear potentials will be useful as well at
the decision and return tasks of the theory of plasticity. One of the most important in the
theory plasticity the problem of optimum design of structures, the general is which statement
has been formulated [3]–[5] over fifty years ago. The systems of the equations describing optimum
projects under plasticity conditions Mises and Treske, have been investigated in works [4]–[8]. It has
been established that the systems of the resolving equations tasks of optimum design for smooth
condition of plasticity (like Mises–Hill) are nonlinear systems of mixed-compound type.
Keywords: heat conduction, circular plates, honeycomb structures, fiber composites, analytical
solutions.
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Аннотация. В работе рассмотрено кручение идеальнопластического цилиндрического
стержня с круговым сечением, содержащим включение в виде квадрата, определено напря-
женное состояние стержня, найдены линии разрыва напряжений, построено поле характери-
стик.

Ключевые слова: кручение, напряжение, пластичность, предел текучести.

УДК: 539.735

Кручение изотропных цилиндрических и призматических идеальнопластических
стержней рассмотрено в работах [1], [2].

Кручение анизотропных и неоднородных идеальнопластических стержней исследо-
вано в [1]–[6].

Рассмотрим круговой цилиндрический идеальнопластический стержень, ориенти-
рованный в прямоугольной системе координат xyz.

Ось z направлена параллельно образующим стержня. Сечение стержня плоскостью
z = const есть круг радиуса R.

Предположим, что стержень состоит из двух изотропных частей, разделенных хор-
дой AB: y = b (рис. 1).

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями:

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)

условиями пластичности

τ2
xz + τ2

yz = k2
1 (2)
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Рис. 1

в области I,

τ2
xz + τ2

yz = k2
2 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где k1 < k2.
Согласно [2] характеристики соотношения (4) есть прямые, ортогональные вектору

касательного напряжения

τ̄ = τxz ī+ τyz j̄, (5)

где ī, j̄ – орты осей x и y соответственно, которые не меняются вдоль характеристики
и направлены по касательной к контуру поперечного сечения стержня.

На линии неоднородности AB неизбежен скачок касательных напряжений, поэтому
при переходе через кривую AB вектор касательного напряжения τ̄ , а соответственно
и характеристики соотношения (4), меняют свое направление. Это приводит к допол-
нительной линии разрыва напряжений ACB области II (рис. 2).

В области, ограниченной кривой ACB, характеристики соотношения (4) задаются
уравнением

y = b− (x+ b tgα) ctg β, (6)

а вектор касательного напряжения имеет вид:
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τ̄ACB = k2(̄i cosβ + j̄ sinβ); (7)

где x0 ∈
(
−
√
R2 − b2,

√
R2 − b2

)
, sinα = x0/R, cosα = −

√
R2 − x2

0/R, sinβ =

k1/k2 sinα, cosβ = −
√
k2

2 − k2
1 sin2 α/k2.

Рис. 2

Уравнение линии разрыва напряжений ACB имеет вид:

dy

dx
= −x−

√
x2 + y2 cosβ

y +
√
x2 + y2 sinβ

. (8)

Рассмотрим цилиндрический стержень с круговым сечением, в случае, когда стер-
жень содержит включение, поперечное сечение которого есть квадрат ABB1A1 со
стороной

√
2R (рис. 3).

Пусть условие пластичности в квадрате имеет вид (3), а вне ее – (2). В этом слу-
чае в квадрате появятся две дополнительные линии разрыва напряжений, которые
совпадают с его диагоналями.

Характеристики соотношения (4) определяются уравнениями

y =
R√
2
−
(
x+

R√
2

tgα

)
ctg β1 (9)

в треугольнике AOB,

y = − R√
2
−
(
x− R√

2
tgα

)
ctg β1 (10)
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Рис. 3

в треугольнике A1OB1,

y = − R√
2

ctgα−
(
x− R√

2

)
ctg β2 (11)

в треугольнике BOB1,

y = − R√
2

ctgα−
(
x− R√

2

)
ctg β2 (12)

в треугольнике AOA1,
где sinβ1 = k1/k2 sinα, cosβ1 = −

√
k2

2 − k2
1 sin2 α/k2, cosβ2 = k1/k2 cosα, sinβ2 =

−
√
k2

2 − k2
1 cos2 α/k2, sinα = x0/R, cosα = −y0/R, x2

0 + y2
0 = R2.

На рисунках 2 и 3 жирными линиями нарисованы линии разрыва напряжений, а
тонкими линиями – характеристики.
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ABOUT TORSION OF HETEROGENEOUS CYLINDRICAL CORES WITH

CIRCULAR CUT
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Abstract. In the work torsion of an ideal plastic cylindrical core with circular cut and with square
inclusion is considered. Tension of a core is defined, lines of a rupture of tension are found, the
field of characteristics is built.

Keywords: torsion, tension, plasticity, fluidity limit.
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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
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университет, г. Москва, Россия

Аннотация. Первое из простейших нелинейных дифференциальных уравнений Риккати,
разновидность скалярного и матричного вида, широко применяется в теории оптимальных
фильтров Калмана–Бьюси для скалярного вида. Матричное дифференциальное уравнение
играет важную роль в теории гамильтоновых систем, в задачах оптимального управления,
экономики. Следующее из этой категории – уравнение Абеля – находит приложение в нели-
нейной оптике, нелинейной диффузии, нелинейной волновой теории. К ним следует добавить
уравнения Пенлеве, которые имеют прямое отношение к теории эволюционных процессов. Об-
щим свойством, объединяющим эти виды уравнений, является наличие подвижных особых
точек, которые относят эти уравнения к классу, в общем случае не разрешимых в квадра-
турах. Это обстоятельство и актуализирует развитие аналитического приближенного метода
решений этой категории уравнений. Рассматриваемый в работе класс уравнений также отно-
сится к этой категории; представлено доказательство теоремы существования решения рас-
сматриваемого класса уравнений в области аналитичности, основанного на методе мажорант,
применяемого к решению искомого уравнения, позволяющего построить аналитическое при-
ближенное решение и получить априорную оценку погрешности. Теоретические результаты
протестированы численным экспериментом.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, задача Коши, метод мажо-
рант, окрестность подвижной особой точки, аналитическое приближенное решение, априор-
ная оценка погрешности.

УДК: 517.95:515.172.22

Результаты исследования и их обсуждение. Обоснованием приложений нели-
нейных дифференциальных уравнений при решении задач являются публикации:
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1) в теории оптимальных фильтров Калмана–Бьюси [1] и [2], в экономике [3], для
уравнений Риккати;

2) в нелинейной волновой теории [4]–[6], в задачах упругости [7], нелинейной диф-
фузии [8], уравнении Абеля;

3) интерес к уравнению Пенлеве связан с возможностью решения эволюционных
уравнений методом обратной задачи рассеяния. В этом случае вспомогательное урав-
нение, полученное редукцией эволюционного уравнения, относится к уравнениям без
подвижных критических особых точек, к уравнениям Пенлеве [9]–[11].

Решение поставленной задачи для рассматриваемого класса дифференциальных
уравнений основано на подходе, предложенном в работах [12]–[18].

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

y′′′ = a0(x)y5 + a1(x)y4 + a2(x)y3 + a3(x)y2 + a4(x)y + a5(x), (1)

которое с помощью замены переменной

y = G(x)u(x) + C(x) (2)

приводится к нормальной форме

y′′′ = y5 + r(x) (3)

при условиях
G(x) = A = const, C(x) = −A

5

5
a4(x), a0(x) =

A20

3125
a5

4(x) + C ′′′(x),

a1(x) =
A15

125
a4

4(x), a2(x) =
2A10

25
a3

4(x), a3(x) =
2A5

5
a2

4(x), a5(x) =
1

A5
.

(4)

Рассмотрим задачу Коши
y′′′ = y5 + r(x), (5)

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, y′′(x0) = y2. (6)

Теорема 1. Пусть
1) r(x) ∈ C∞ в области

|x− x0| < ρ1, 0 < ρ1 = const; (7)

2) ∃Mn:
|rn(x0)|
n!

6Mn, Mn = const, n = 0, 1, 2, ... .
Тогда существует единственное решение задачи Коши (5)–(6) в виде:

y(x) =

∞∑
0

Cn(x− x0)n (8)

в области |x− x0| < ρ2, где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|rn(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. На основании условий теоремы следует

r(x) =

∞∑
0

An(x− x0)n.



ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ДИФУРАВНЕНИЯ... 103

Тогда с учетом (8) из уравнения (5) получаем
∞∑
0

Cn(x− x0)n−3n(n− 1)(n− 2) =
∞∑
0

C∗∗∗n (x− x0)n +
∞∑
0

An(x− x0)n,

где

C∗∗∗n =
n∑
0

CiC
∗∗
n−i, C∗∗n =

n∑
0

CiC
∗
n−i, C∗n =

n∑
0

CiCn−i, n = 0, 1, 2, ... .

Из последнего соотношения следует рекуррентное выражение для однозначного опре-
деления коэффициентов Cn:

n(n− 1)(n− 2)Cn = C∗∗∗n−3 +An−3, (9)

где коэффициенты Cn:

C3 =
1

6
(C5

0 +A0), C4 =
1

24
(5C1C

4
0 +A1), C5 =

1

60
(5C2C

4
0 + 10C2

1C
3
0 +A2), ... .

Аналитические выражения получены с помощью программируемых средств Maple.
На основе полученных выражений строим гипотезу для оценок коэффициентов Cn:

|C3k| 6
M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k − 2)
= ϑ3k, |C3k+1| 6

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k + 1)
= ϑ3k+1,

|C3k+2| 6
M(M + 1)4k

3k(3k + 1)(3k + 2)
= ϑ3k+2.

Справедливость оценок основана на методе математической индукции. Проиллюстри-
руем случай n = 3k:

|C3k+3| 6
M(M + 1)4k+4

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
.

Из рекуррентного соотношения (9) следует

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)C3k+3 = C∗∗∗3k +A3k

или
(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)C3k+3 =

=
3k+3∑
i=0

Ci

3k+3−i∑
j=0

CiC3k+3−i−j

3k+3−i−j∑
l=0

CiC3k+3−i−j−l +A3k,

тогда

|C3k+3| 6
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

(
k∑
i=0

M(M + 1)4i

3i∗(3i+ 1)(3i+ 2)
×

×
k−i∑
j=0

M(M + 1)4j

3(k − i− j)∗(3(k − i− j) + 1)(3(k − i− j) + 2)
×

× M(M + 1)4(k−i−j)

(3(k − i− j) + 3)(3(k − i− j) + 2)(3(k − i− j) + 1)
×

×
k−i−j∑
l=0

M(M + 1)4l

3(k − i− j − l)∗(3(k − i− j − l) + 1)(3(k − i− j − l) + 2)
×
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× M(M + 1)4(k−i−j−l)

(3(k − i− j − l) + 3)(3(k − i− j − l) + 2)(3(k − i− j − l) + 1)
+M

)
6

6
M(M + 1)4k

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

(
k∑
i=0

1

3i∗(3i+ 1)(3i+ 2)
×

×
k−i∑
j=0

1

3(k − i− j)∗(3(k − i− j) + 1)(3(k − i− j) + 2)
×

× 1

(3(k − i− j) + 3)(3(k − i− j) + 2)(3(k − i− j) + 1)
×

×
k−i−j∑
l=0

1

3(k − i− j − l)∗(3(k − i− j − l) + 1)(3(k − i− j − l) + 2)
×

× 1

(3(k − i− j − l) + 3)(3(k − i− j − l) + 2)(3(k − i− j − l) + 1)
+M

)
6

6
M(M + 1)4k+4

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
.

Аналогичным образом убеждаемся в справедливости оценок для вариантов n = 3k+1,
n = 3k + 2. Рассмотрим мажорирующий ряд для ряда (9):
∞∑
0

ϑn(x−x0)n =
∞∑
k=1

ϑ3k(x−x0)3k+
∞∑
k=1

ϑ3k+1(x−x0)3k+1 +
∞∑
k=1

ϑ3k+2(x−x0)3k+2. (10)

На основании признака Даламбера получаем область сходимости ряда (10):

|x− x0| <
1

3
√

(M + 1)4
.

Следовательно, с учетом пункта 1 теоремы получаем область

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
для представления решения уравнения (5) в виде (8).

Доказанная теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение

yN (x) =
N∑
0

Cn(x− x0)n. (11)

Теорема 2. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для аналитиче-
ского приближенного решения (11) задачи (5)–(6) в области |x−x0| < ρ2 справедлива
оценка погрешности

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| 6 ∆,

которая в случае N + 1 = 3k имеет вид:

∆ 6
M(M + 1)

4(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×
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×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
,

для случая N + 1 = 3k + 1 получаем

∆ 6
M(M + 1)

4N
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)(N − 2)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N + 1)

+
|x− x0|2

N(N + 1)(N + 2)

)
и для N + 1 = 3k + 2 будем иметь

∆ 6
M(M + 1)

4(N−1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

(N − 1)(N − 2)(N − 3)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N − 2)

+
|x− x0|2

N(N − 1)(N + 1)

)
,

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
, 0 < ρ2 = const,

M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. По определению

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

Cn(x− x0)n

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑn(x− x0)n

∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k(x− x0)3k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k+1(x− x0)3k+1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

ϑ3k+2(x− x0)3k+2

∣∣∣∣∣ 6
6
∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|x− x0|3k +

∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|x− x0|3k+1 +

+

∞∑
N+1

M(M + 1)4k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|x− x0|3k+2 6

6
M(M + 1)4k|x− x0|3k

3k(3k − 1)(3k − 2)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) +

+
M(M + 1)4k|x− x0|3k+1

3k(3k − 1)(3k + 1)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) +

+
M(M + 1)4k|x− x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)4k|x− x0|3k) =

=
M(M + 1)4k|x− x0|3k

1−M(M + 1)|x− x0|3

(
1

3k(3k − 1)(3k − 2)
+

|x− x0|
3k(3k − 1)(3k + 1)

+

+
|x− x0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

)
=
M(M + 1)

4(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×
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×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
.

Аналогичным образом получаем структуры оценок для вариантов N + 1 = 3k + 1,
N + 1 = 3k + 2 в области

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)4

}
,

где

0 < ρ1 = const, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Пример. y′′′ = y5(x) + x, y(0) = 1, y′(0) =
1

4
, y′′(0) =

1

2
. Приближенное решение в

области аналитичности:
x1 y4(x1) ∆1 ∆2

0, 35 1, 157 0, 011 0, 0002

где y4(x1) — приближенное решение (11); ∆1 — априорная оценка, теорема 2; ∆2 —
апостериорная оценка. Для ∆2 = 0, 0002 по теореме 2 определяем N = 12. Слагае-
мые с N = 5 по 12 в общей сумме не превышают требуемой точности ε = 2 · 10−4,
следовательно, приближенное решение y4(x) имеет погрешность ε = 0, 0002.

Заключение. Предложенный метод мажорант в доказательстве теоремы суще-
ствования позволяет построить аналитическое приближенное решение, оценить его
погрешность и оптимизировать с помощью апостериорной оценки погрешности.
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V. N. Orlov, Yu. G. Zheglova

AN EXISTENCE THEOREM FOR THE SOLUTION OF A CLASS
OF A THIRD-ORDER NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION WITH

POLYNOMIAL RIGHT-HAND SIDE OF THE FIFTH DEGREE
IN THE DOMAIN OF ANALYTICITY

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow

Abstract. The first of Riccati’s simplest nonlinear differential equations, is a kind of scalar and
matrix form, is widely used in the theory of optimal Kalman–Bucy filters for the scalar form.
The matrix differential equation plays an important role in the theory of Hamiltonian systems,
in problems of optimal control, of economics. The following Abel equation from this category
finds application in nonlinear optics, nonlinear diffusion, nonlinear wave theory. They should be
supplemented by the Painleve equations, which are directly related to the theory of evolutionary
processes. A common property that unites these types of equations is the presence of movable
singular points that classify these equations in a general case that are not solvable in quadratures.
This circumstance also actualizes the development of an analytic approximate method of solutions
of this category of equations. The class of equations considered in this paper also belongs to this
category. In this paper we prove the existence theorem for the solution of the class of equations
under consideration in the analyticity region based on the majorant method applied to the solution
of the desired equation, which allows us to construct an analytical approximate solution and obtain
an a priori estimate of the error. Theoretical results are tested by the numerical experiment.
Keywords: nonlinear differential equation, Cauchy problem, majorant method, neighborhood of
a movable singular point, analytic approximate solution, priori error estimate.
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