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МОДЕЛИРОВАНИЕ И РАСЧЕТ ДЕФОРМИРОВАНИЯ
ГЕОВЕББЕТОННЫХ МОСТОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ И ВОЗДУШНЫХ

ЭСТАКАДНЫХ ДОРОГ
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2Новосибирский государственный технический университет, г. Новосибирск, Россия

Аннотация. Применительно к мостовым и эстакадным сооружениям коробчатых
и широкополых тавровых сечений разработана математическая модель напряженно-
деформированного состояния бетонных конструкций армированных геовебом. Структура ар-
мирования геовебом в различных частях конструкции может быть различной.

Ключевые слова: бетонные балки, армирование геовебом, коробчатые, тавровые сечения,
напряжения, деформации, перемещения, сложный продольно-поперечных изгиб.

УДК: 539.3

Опыт успешного применения геосинтетических материалов в строительной практи-
ке насчитывает уже более чем полувековой срок [1]-[5]. Такие материалы используют-
ся для армирования дорожных конструкций, усиления грунтов земляного полотна и
оснований дорожных одежд, при устройстве подпорных стенок, для предотвращения
оползней, обеспечения дренажа и укрепления откосов. Применение геосинтетики при
проектировании, строительстве, реконструкции, ремонте и эксплуатации автомобиль-
ных дорог и других транспортных коммуникаций позволяет компенсировать недостат-
ки грунтов и дорожно-строительных материалов, повысить их физико-механические
свойства и в ряде случаев привести к созданию совершенно новых материалов и несу-
щих конструктивных элементов. В последние годы в связи с намечающимися планами
освоение Северо-Восточной и Приполярных регионов нашей страны обсуждаются се-
рьезные проблемы оперативного создания надежных и долговечных транспортных
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магистралей для этих районов. Вследствие массивной заболоченности рассматрива-
емых регионов и слабости грунтовых оснований традиционные методы строитель-
ства протяженных транспортных магистралей оказывается экономически и практи-
чески мало пригодными. Одним из возможных способов решения проблемы могло бы
выступить создание протяженных воздушных из геовеббетонных сооружений на ко-
лоннадных геовеббетонных основаниях. В поперечном направлении трассы сечения
сооружений могут иметь вид коробчатых (фиг. 1) или широкополых тавровых ба-
лок (фиг. 2а и 2б) с различными структурами геоармирования полок и стенок (фиг.
3,4), опирающихся на колоннадную геовеббетонную трассу. При создании элементов
геовеббетонных конструкций целесообразно использовать специальные марки само-
расширяющихся климатически устойчивых кау- и полимербетонов. При разработке
методики расчёта рассматриваемых конструкций следует учитывать особенности де-
формирования фазовых материалов (полимеров и бетонов). Как известно [1]-[3],[8],
[9] как бетоны, так и полимеры обладает существенным свойством разносопротивля-
емости при растяжении или сжатии. Причём, при растяжении они деформируются
практически, как линейно упругие материалы, а при сжатии диаграммы их деформи-
рования имеют ярко выраженный нелинейный характер. В связи с этим в диапазоне
деформаций между предельно допустимыми деформациями (−ε−∗ ) и (ε+

∗ ) фазовых
материалов, связь напряжений σ с деформациями и температурой T для бетонов и
полимеров может быть представлена в единообразной форме

Фигура 1

Фигура 2а
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Фигура 2б

a б
Фигура 3 Сотовые структуры для армирования а: geoweb, б: armater

a б в
Фигура 4 Характерные ячейки армирующей структуры а: гексогональная; б:

ромбическая; в: прямоугольная

σ = A1 (ε− αT ) +A2 (ε− αT )2 (1)

σ = B1 (ε− βT ) +B2 (ε− βT )2 (2)
где A1, A2, B1, B2 - характеристики механического деформирования бетонов и поли-
меров, α, β - коэффициенты температурного расширения бетонов и полимеров. Тогда,
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используя модели геовебматериалов, разработанные в [5]-[8] в случае закономерностей
деформирования фазовых материалов в форме (1), (2) для i-го геовеббетонного эле-
мента получим зависимость

σi = C1iε
2 + C2iε+ C3iεT + C4iT

2 + C5iT (3)
где в коэффициентах С1i, ..., C5i отражены параметры удельного содержания армиру-
ющего материала, геометрической формы армирующей ячейки, физико-механические
характеристики (A1i, B1i, A2i, B2i, αi, βi) бетона и армирующего материала. В об-
щем случае рассматриваемые конструкции деформируются в условиях сложного
продольно-поперечного изгиба. Для упрощения получающихся в дальнейшем формул
будем считать, что структуры рассматриваемых гибридных стержней и распределен-
ных нагрузок согласованы так, что они в процессе нагружения вовсе не вызывают
эффектов закручивания, либо они столь незначительные, что ими можно пренебречь.
Деформации и перемещения будем считать малыми. Введем системы декартовых ко-
ординат x, y, z с осью x, совпадающей с осью стержня. Тогда уравнения равновесия
будут иметь вид

d2Mz

dx2
= qy −

dmz

dx
,
d2My

dx2
= qz −

dmy

dx
,
dN

dx
= −qx (4)

Здесь N - проекция вектора внутреннего усилия на ось x, Mz, My - проекции век-
тора внутреннего момента на оси z, y. Величины qx, qy, qz - проекции вектора рас-
пределенной нагрузки, приложенной к оси стержня, mz, my - проекции вектора рас-
пределенной нагрузки на оси z, y. Интегрируя уравнение (4), получим выражения
для внутренних усилий

N (x) = N (0) +

x∫
0

qx (x) dx

Mz (x) = Mz (0)−Qy (0)x−
x∫

0

mz (x) dx+

x∫
0

 x∫
0

qy (x) dx

 dx (5)

My (x) = My (0)−Qz (0)−
x∫

0

my (x) dx+

x∫
0

 x∫
0

qz (x) dx

 dx
В случае статически определимых задач значения начальных усилий определяется

из условий равновесия узловых сечений. В противном случае необходимо привлекать
дополнительные стандартные кинематические условия. Принимая справедливой тра-
диционную теорию плоских сечений Кирхгофа, для выражения связи деформаций
ε (x, y, z) с компонентами вектора перемещения u0 (x), v0 (x), w0 (x) будем иметь вы-
ражения

ε (x, y, z) = ε0 (x)− yκz (x)− zκy (x) (6)

ε0 (x) =
du0

dx
, κy (x) =

d2v0

dx2
, κz (x) =

d2w0

dx2
(7)

Интегрируя соотношения (7), получим
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u0 (x) = u0 (0) +

x∫
0

ε0 (x) dx,

v0 (x) = v0 (0) + ϕy (0)x+

x∫
0

 x∫
0

κy (x) dx

 dx,
ϕy (x) = ϕy (0) +

x∫
0

κy (x) dx, (8)

w0 (x) = w0 (0) + ϕz (0)x+

x∫
0

 x∫
0

κz (x) dx

 dx,
ϕz (x) = ϕz (0) +

x∫
0

κz (x) dx

Величины u0 (0), v0 (0), w0 (0), ϕy (0), ϕz (0) находим из условий закрепления стерж-
ня. Связь напряжений с деформацией и температурой в i-ь геобетонном элементе
определяется выражением (3), а связь между обобщенными усилиями N, Mz, My и
напряжениями σi

N =
n∑
i=1

∫
Fi

σidF , My =
n∑
i=1

∫
Fi

σizdF , Mz =
n∑
i=1

∫
Fi

σiydF (9)

После подстановки выражений (3) и интегрирования получим значения
N, My, Mz в виде полиномов второго порядка от трех неизвестных ε0, κz, κy. В
случае статически определимых задач решение получающейся системы нелинейных
алгебраических уравнений можно определить численно с помощью известных ите-
рационных процедур [10]. После чего необходимо использовать формулы (8). Более
сложные процедуры решения будут возникать в случае статически неопределимых за-
дач. Тогда подставляя вышеупомянутые полиномиальные зависимости N, My, Mz

от ε0, κz, κy в уравнения (4) будем получать систему трех нелинейных диффе-
ренциальных уравнений для функций u0 (x) , v0 (x) , w0 (x). Приближенные решения
этой системы можно получать с помощью некоторых модификаций метода Бубнова-
Галеркина [11].
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MODELING AND CALCULATION OF DEFORMATION OF GEOWEB
CONCRETE BRIDGE STRUCTURES, ELEVATED ROADS AND AIR

Institute of Theoretical and Applied Mechanics S.A.Christianovich Siberian Branch of the
Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. In the case of bridge and trestle structures of box and wide-section T-sections, a
mathematical model of the stress-strain state of concrete structures reinforced by the geoweb. The
structure of the reinforcement by the geoweb in different areas of the structure may be different.
Keywords: concrete beams, geoweb reinforcement, box-shaped, T-sections, stresses, deformations,
displacements, complex longitudinal-transverse bending.
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К ПРОБЛЕМЕ УЧЕТА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ И
ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССА

ИСТИРАНИЯ ЗЕРНИСТЫХ КОМПОЗИТОВ

Институт автоматики и процессов управления Дальневосточного отделения РАН,
г. Владивосток

Дальневосточный федеральный университет, г. Владивосток

Аннотация. На основе полученных экспериментальных данных и численного анализа изуча-
ются прочностные свойства композитных материалов в процессе их истирания. Особое внима-
ние уделено стадиям, предшествующим разрушению материала. Численные моделирование
проведено в программном комплексе ANSYS.

Ключевые слова: трибология, механика контактного взаимодействия, композитные мате-
риалы, истирание, бетон, разрушение, численное моделирование.

УДК: 539.421:691.327

Введение. В транспортных, гидротехнических сооружениях, поверхности кото-
рых подвергаются абразивному изнашиванию, широкое применение в качестве как
конструкционных, так и защитных материалов, получили зернистые композиты на
полимерных либо цементных вяжущих.

В процессе эксплуатации таких материалов их более мягкая структура разруша-
ется, а более твердая – обнажается. Это приводит к потере эффективной толщины
и изменению конструктивной схемы элементов. Эти особенности процессов истира-
ния и разрушения необходимо учитывать при прогнозировании ресурсов зернистых
композитов.

В данной статье особое внимание будет уделено строительным композитам, а имен-
но бетону, на цементном вяжущем. По сравнению с конструкциями из металла, кера-
мики и других материалов, для оценки прочности и долговечности конструкций из
бетонов применение теоретических и экспериментальных методов механики контакта
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затруднено из-за особенностей структуры бетонов. Поэтому в течение длительного
времени изучение стойкости к истиранию бетонов осуществляется экспериментально.
Составы бетонных смесей также выбираются по результатам экспериментов [1-3].

При математическом моделировании процесса истирания бетонной поверхности
возникают проблемы, в первую очередь связанные с существенной неоднородностью
данного материала. Модели изнашивания бетона с учетом его неоднородной структу-
ры отражены в работах [1, 3-4]. В этих работах износ поверхности представлен как
результат выпадения зерен заполнителя из цементно-песчаной матрицы. Выпадение
зерен происходит при их оголении на определенную величину, сопоставимую с раз-
мером крупного заполнителя. В то же время на протяжении достаточно длительного
эксплуатационного периода конструкций истирание поверхности происходит только
за счет износа тонких приповерхностных слоев. В связи с этим достаточно сложно
выбрать критерии применения математических моделей изнашивания бетонной по-
верхности на различных структурных уровнях.

В настоящей работе на основе полученных экспериментальных данных и числен-
ных расчетов изучаются прочностные свойства композитных материалов в процессе
их истирания. Особое внимание уделено стадиям предшествующим разрушению ма-
териала. Численные расчеты осуществлялись на основе построенной имитационной
модели в программном комплексе ANSYS.
Обоснование выбора структурных уровней на основе полученных экспе-

риментальных данных Процесс изнашивания, согласно [1-3, 5], может быть разде-
лен на следующие возможные стадии:

cтадия I – начальная, в которой происходит процесс изнашивания цементного кам-
ня, сольватных оболочек и обнажение зерен крупного и мелкого заполнителей;

cтадия II – нормальная эксплуатационная, в которой происходит процесс исти-
рания зерен крупного заполнителя и цементно-песчаной матрицы, причем с разной
скоростью, зависящей от их физических свойств; после обнажения поверхности зерен
крупного заполнителя поверхность представлена совокупностью областей с различ-
ными трибологическими характеристиками;

cтадия III – разрушения поверхности бетона. Здесь возможны два случая: случай
1 – происходит усталостное разрушение матрицы (объемное микрорастрескивание)
между зернами крупного заполнителя, приводящее к их выпадению, что характерно
для бетона с малопрочной цементно-песчаной матрицей; случай 2 – прорастание уста-
лостной макротрещины на границе между зернами крупного заполнителя и цементно-
песчаной матрицей, что характерно для высокопрочных бетонов.

В работе [2] выбор структурных уровней обоснован экспериментально. С целью
уточнения границ применения математических моделей был проведен ряд опытов с
использованием истирающего круга ЛКИ-3 по стандартной методике (ГОСТ 13087)
[6]. В результате было установлено, что в определенный, достаточно продолжитель-
ный период времени горизонтальные деформации материала незначительны и ста-
бильны (стадии I и II). Далее происходило скачкообразное увеличение величины и
амплитуды деформаций (переход в стадию III). Наибольшие горизонтальные дефор-
мации наблюдались на высоте 0.7-1.5 максимального размера крупного заполнителя,
а не в непосредственной близости от истираемой грани. Это объясняется работой
сил трения. С помощью датчиков была зафиксирована максимальная концентрация
деформаций на жестких включениях, что объясняется концентрацией напряжений
вокруг жестких включений. В [2] также были проведены испытания для развития
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усталостной трещины. Результаты эксперимента показали, что причиной прорастания
трещины на контакте является достижение относительными деформациями предель-
ных для бетона значений. Трещина прорастает постепенно с определенной скоростью.
Скорость прорастания зависит от пути.

Экспериментальные исследования показали, что процесс износа поверхности бето-
на на начальных этапах (стадия I, II) происходит в достаточно тонких (< 1 мм) слоях
и не приводит к изменению структуры материала в приповерхностной зоне. Скорость
истирания зависит от трибологических характеристик поверхности бетона. В даль-
нейшем это позволило более гибко использовать математический аппарат механики
контактного взаимодействия.
Математическое моделирование начальной и эксплуатационной стадий

Математическое моделирование процесса истирания в начальной (I) стадии, исходя
из полученных экспериментальных данных, сводится к моделированию истирания од-
нородного тела [5, 7-9]. Степень изнашивания задается – ∂w∗/∂t и зависит от скорости
ν, давления p на контакте поверхности, твердости материала H, а также от парамет-
ров, имеющих определенное значение для каждого механизма процесса изнашивания
и используемых для его моделирования.

Математическое моделирование в стадия II сводится к моделированию неравно-
мерного изнашивания материала с неоднородной структурой. Более мягкая структу-
ра мелкого заполнителя цементной матрицы разрушается, в результате чего доста-
точно ровная поверхность становится волнообразной – зерна крупного заполнителя
обнажаются на поверхности. Применение математической модели, используемой для
I стадии, здесь невозможно. Процесс изнашивания необходимо рассматривать одно-
временно на микроуровне – истирание поверхности заполнителя; и мезоуровне – раз-
рушение цементной матрицы. Последнее приводит к изменению формы поверхности
[1-2, 4]. Поэтому здесь приемлемо использование математических инструментов ме-
ханики фрикционного взаимодействия [10-11]. При этом давление p и скорость ν –
постоянные, а процесс установившийся. Поверхность бетона представлена как упру-
гое полупространство с областью, усиленной в круговых областях. Расстояние между
центрами усиленных зон вдоль на одной оси равны l. Применение данной математиче-
ской модели для включений различных геометрических форм (окружность, квадрат,
шестиугольник), подробно описано в [5, 7-9, 12-13]. Представленные в интегральной
форме решения учитывают как геометрические параметры упрочненных областей и
их количество, так и трибологические характеристики материала (параметры, харак-
теризующие степень упрочнения, и относительный размер упрочненной зоны). Полу-
ченные численные результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными
[2, 5, 14, 15] и позволяют сформулировать рекомендации для подбора состава и тех-
нологических параметров строительных композитов с высокой прочностью и износо-
стойкостью.
Численное моделирование стадии истирания предшествующей разруше-

нию Следует заметить, что, прежде чем рассмотреть III стадию (стадию разруше-
ния), построим имитационную модель и сравним ее с экспериментальными данными.
Все построения и расчеты будем производить с использованием одного из известных
специальных программных пакетов для инженерных расчетов механики (ANSYS). На
рис. 1 представлен бетонный кубик, который неоднократно подвергался истиранию по
верхней поверхности, как это было описано ранее в экспериментальной части статьи.
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Рис. 1. Экспериментальный образец

Построенная в Ansys область выбранного объекта (рис. 1) включает в себя не толь-
ко упрочненные области (А) и матрицу мелкого заполнителя (В), но и микропоры (С)
(рис. 2). При имитационном моделировании рассмотрим возможные варианты, пред-
шествующие стадии разрушения III при приложенной нагрузке, как указано на рис. 2.
Расчеты проводились для заданных параметров материала (таб. 1), и приложенных
нагружающих усилий Px = 6.9 МПа, Px = 1.1 МПа.

Материал Модуль Юнга, E,
ГПа

Коэффициент
Пуассона, ν

Цементно-песчаная матрица
(В)

20 0,16

Песчаник кварцевый (жест-
кие включения) (А)

46 0,21

Таблица 1. Параметры материала

Максимальные сжимающие и растягивающие усилия σx достигаются на поверхно-
стях материала в окрестности жестких включений, что подтверждено эксперимен-
тально рис. 3.

На рис. 4 представлены максимальные напряжения σy: в окрестностях между жест-
кими включениями; в окрестностях микропор; в окрестностях микропор и жестких
включений. Таким образом, чем больше микропор в матрице мелкого заполнителя
(рис. 4), тем материал менее прочный. Дальнейшая эксплуатация такого материала
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Рис. 2. Графическая реализация экспериментального образца

Рис. 3. Распределение в истираемой среде деформаций dx и напряжений σx соответственно

приведет к 1 случаю усталостного разрушения – к микро-растрескиванию. Как пока-
зывает эксперимент, это как раз и характерно для бетонов с малопрочной цементно-
песчаной матрицей.

Для жестких включений, близких к поверхности истирания (рис. 4), произойдет
прорастание усталостной макротрещины на границе между зернами крупного запол-
нителя и цементно-песчаной матрицей (случай 2) и выпадение зерна. Как показывает
эксперимент, это характерно для высокопрочных бетонов.

С помощью имитационной модели (рис. 3 – рис. 5), как и при эксперименте, была
зафиксирована максимальная концентрация деформаций на жестких включениях, и
максимальная концентрация напряжений в окрестности жестких включений.
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Рис. 4. Распределение в истираемой среде деформаций dy и напряжений σy соответственно

Рис. 5. Распределение в истираемой среде деформаций dxy и напряжений σxy соответственно

Выводы. Таким образом, и экспериментальные, и численные расчеты показывают
возможность разрушения неоднородного материала по двум возможным направлени-
ям: микро-растрескивание или выпадение зерен крупного заполнителя у поверхности.
Однако, какое из направлений реализуется, предсказать заранее невозможно. Это за-
висит не только от трибологических характеристик исследуемого материала, но и от
наличия в нем неизвестного количества микропор и жестких включений. Поэтому мо-
делирование таких случайных процессов необходимо осуществлять либо с помощью
специальных вероятностных методов (например, методом Монте-Карло), либо с ис-
пользованием имитационного моделирования в программных пакетах типа ANSYS.
Построенная в ANSYS имитационная модель хорошо согласуется с эксперименталь-
ными данными. Эта модель позволяет оценить максимальные и минимальные уровни
напряжений и деформаций в представленном образце и прогнозировать зарождение
трещин.
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Аннотация. В статье перечислены методы, реализованные в программе ANSYS Mechanical,
для решения контактных задач механики: метод множителей Лагранжа, метод штрафа, ком-
бинация методов множителей Лагранжа и штрафа, метод ограничений во внутренних точках.
Приводятся результаты примера анализа напряжённо-деформированного состояния контакта
колеса и рельсы железнодорожного транспорта с максимально приближенной к реальности
геометрией в статической постановке по программе ANSYS Mechanical.
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УДК: 539.3

При проектировании надежных и энергосберегающих технических устройств одной
из важнейших задач является определение контактной прочности элементов соедине-
ний. Большие значения напряжений в области контакта железнодорожного колеса
и рельса приводят к износу контактирующих поверхностей [1]. Решение задач кон-
тактного взаимодействия с учётом нелинейностей материала, как правило, возможно,
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лишь при использовании численных методов [2]. В настоящее время широко исполь-
зуется метод конечных элементов, реализованный в ряде известных комплексов про-
грамм для персональных компьютеров [3, 4]. Данная статья иллюстрирует исполь-
зование программы ANSYS Mechanical для анализа напряжённо-деформированное
состояния в области контакта колеса и рельсы железнодорожного транспорта.

В контактных задачах неизвестна зона контакта до решения задачи. В зависимости
от нагрузок, свойств материала, граничных условий и других факторов поверхности
могут входить в контакт друг с другом и выходить из него внезапно и непредсказуемо.
С другой стороны, в зоне контакта необходимо учитывать трение взаимодействующих
контактирующих поверхностей, что может сказаться на процессе сходимости при ком-
пьютерном моделировании.

Влияние шероховатости поверхностей на трение в контактирующих телах впервые
было исследовано Боуденом и Тейбором в середине ХХ-го столетия, что привело к
расширению направлений исследований в трибологии и возрождению идей Кулона
об адгезии как о возможном механизме трения. К новаторским работам в этой обла-
сти относятся труды Арчарда (1957), Гринвуда и Вильямсона (1966), Буша (1975) и
Перссона (2002). Одним из важнейших толчков к точным расчетам условий нагруз-
ки в контакте стало развитие железнодорожного транспорта, поскольку напряжения
в области взаимодействия колесо-рельс могут достигать предельной допустимой на-
грузки для стали. Исследования взаимодействующих контактирующих поверхностей
в последующие годы отражены [5-11], что позволило сформулировать соответствую-
щие математические модели. Компьютерное моделирование расчетных схем решения
контактных задач описывается в [12].

В ANSYS Mechanical [13] реализованы следующие алгоритмы:
- метод множителей Лагранжа (Augmented Lagrangian, KEYOPT(2)=0);
- метод штрафа (Penalty method , KEYOPT(2)=1);
- метод множителей Лагранжа в направлении нормали к поверхности контакта и

метод штрафа в направлении касательной (KEYOPT(2)=3);
- метод множителей Лагранжа в направлении нормали к поверхности контакта и

касательной (KEYOPT(2)=4);
- метод ограничений во внутренних точках (internal multipoint constraint (MPC),

KEYOPT(2) = 2).
Для моделирования контакта используются следующие модели: “поверхность–

поверхность”, “узел–поверхность”, “узел–линия”, “узел–узел”.
Каждый тип модели использует разные наборы контактных элементов и применя-

ется для решения разных задач.
Рассмотрим тип контакта “узел-поверхность”.
Для представления контакта и скольжения между двумя поверхностями (или меж-

ду узлом и поверхностью или между линией и поверхностью) в двумерном (2D)
или трехмерном (3D) пространствах может использоваться элемент CONTA175. Кон-
такт происходит при внедрении контактного узла в элемент ответной поверхности
TARGE169 или TARGE170 (рис. 1).

Методы контроля совместности гарантируют, что одна поверхность не будет внед-
ряться в другую более чем на приемлемую величину. Это может быть выполнено при
помощи вышеперечисленных алгоритмов.
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Рис. 1. Тип контакта «узел-поверхность»

Рис. 2. Конструкция и размеры колеса типа A1

Рис. 3. Конструкция и размеры профиля обода колеса

Рассматривается расчёт контакта колеса и рельса с максимально приближенной к
реальности геометрией в статической постановке. В качестве примера возьмём наибо-
лее распространённые железнодорожное колесо А1 – цельнокатаные с плоскокониче-
ским диском [14] и рельс типа Р65 [15].

Конечноэлементная модель представлена на рис. 5 и 6.
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Рис. 4. Конструкция и размеры рельса типа P65

Рис. 5. Конечно-элементная модель системы колесо-рельса
(количество конечных элементов 118002)

Рис. 6. Конечно-элементная модель системы колесо-рельса (в масштабе)
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Рис. 7. Изополя перемещений

Рис. 8. Изополя напряжении по Мизесу

Для колеса и рельса использовались материалы со следующими механическими
свойствами:

Колесо: E =2.1·105 МПа,v =0.3, σт =820 МПа, модуль упрочненияEупр = 2.1·102

МПа.
Рельса: E =2.1·105 МПа,v =0.3, σт =1080 МПа, модуль упрочненияEупр = 2.1·102

МПа.
Коэффициент трения µ = 0.15.
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Рис. 9. Изополя контактного давления в тестовом расчёте

Рис. 10. Зависимость глубины вдавливания d от величины
нагрузки F для численного решения (max=1.83 мм).

Рис. 11. Зависимость максимальных нормальных напряжений σmax
от величины нагрузки F для численного решения (max = 5208 МПа)

Модуль упрочнения используется в постановке, учитывающей нелинейные свойства
материала, трение и геометрическую нелинейность.

Конструкция и размеры колеса и рельса представлены на рис. 2, 3 и 4.



МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ... 25

Рис. 12. Зависимость глубины вдавливания d от величины нагрузки F для
численных решений с учётом (max = 0,31 мм) и без учёта (max = 0,30 мм)

трения, геометрической нелинейности и нелинейных механических свойств материала.

Рис. 13. Зависимость максимальных нормальных напряжений σmax величины нагрузки F
для численных решении с учётом (max = 1782 МПа) и без учёта (max = 2340 МПа) трения,

геометрической нелинейности и нелинейных механических свойств материала

Рис. 14. Различные положения колеса на рельсе а) центральное положение,
б) смещение на 2 см. в) смещение на 3 см

Для иллюстрации вида изополей перемещений, напряжений по Мизесу и контакт-
ного давления в области колеса проводился дополнительных расчёт на действие ки-
нематической нагрузки: перемещение, равное 0, 25мм, приложенное к ступице колеса
и направленное к рельсу. Результаты расчёта показаны на рис. 7, 8, 9.
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Рис. 15. Зависимость глубины вдавливания d от величины нагрузки F
для различных положений колеса на рельсе с учётом трения,

геометрической нелинейности и нелинейных механических свойств материала

Рис. 16. Зависимость максимальных нормальных напряжений σmax от
величины нагрузки F для различных положений колеса на рельсе с учетом трения,

геометрической нелинейности и нелинейных механических свойств материала

Первоначально расчёты проводились по схеме, использованной в предыдущих за-
дачах (линейный материал). Результаты расчета приведены на рис. 10 и 11.

На рис. 12 и 13 сравниваются результаты расчётов с учётом и без учета трения,
геометрической нелинейности и нелинейных свойств материала.

Результаты расчетов для различных положений колеса на рельсе (рисунок 14) с
учётом трения, геометрический нелинейности и упругопластических свойств матери-
ала приведены на рис. 15 и 16.

Результаты проведённых расчётов показывают, что учёт геометрической нелиней-
ности, трения и упругопластических свойств материала приводит к существенному
уменьшению напряжения в области контакта при незначительном изменении глуби-
ны вдавливания. Различные положения колеса на рельсе слабо влияют на напряжения
в области контакта и глубину заглубления (до 5%).
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Abstract. This article lists the methods implemented in ANSYS Mechanical, the solution of
contact problems in mechanics: Augmented Lagrangian, Penalty method, Lagrange multiplier on
contact normal and penalty on tangent, Pure Lagrange multiplier on contact normal and tangent,
Internal multipoint constraint. Results over of example of analysis of the tensely-deformed state of
contact of wheel and rail of railway transport are brought with maximally close to reality geometry
in the static raising on the program ANSYS Mechanical.
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Аннотация. В статье показывается возможность расчета каменной кладки по полученным
экспериментальным путем частным характеристикам прочности с учетом пластической рабо-
ты. Приведены результаты испытаний каменной кладки из нетрадиционного для нормативной
базы материала – пустотного керамического кирпича.
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УДК: 539.3

Несмотря на использование каменной кладки в качестве несущих конструкций в
течение многих столетий, она остается малоизученной как в теоретическом, так и в
экспериментальном аспектах.

С современной точки зрения каменную кладку характеризуют как композитный
материал с кусочно-однородной структурой, с позиций механики сплошных сред как
квазиоднородный [1],[2],[3],[5].

Для расчета и моделирование каменных конструкций применяется феноменологи-
ческий подход, основанный на изучении обобщенных механических характеристик,
прежде всего, предела прочности, модуля деформаций при сжатии вдоль элемента,
коэффициента Пуассона (поперечных деформаций). По работе [1], модели в рамках
феноменологической концепции формируются на базе эмпирических зависимостей о
поведении объекта под нагрузкой, что определяет невозможность исследований дета-
лей, зачастую важнейших, процесса деформирования.

Такой подход долгие годы был оправдан относительно небольшим набором состав-
ляющих каменной кладки: керамический или силикатный кирпич, цементно-песчаный
раствор, стальная арматура. С последней компонентой связаны проблемы оценки
прочности при максимальных процентах армирования и моделирования методом ко-
нечных элементов (при структурном подходе). Особенно эти проблемы проявляются
при моделировании работы конструкций с новыми материалами, композитной арма-
турой, пустотными керамическими камнями [3],[7].
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Традиционная методика расчета каменных конструкций, заложенная в СП
15.13330.2012, построена на эмпирических зависимостях Л.И. Онищика [4].

Для элементов с минимальным влиянием продольного изгиба (гибкости λ< 14)
прочность кладки определяется как N = RA, т.е. произведение сопротивления сжа-
тию на площадь сечения. Здесь R – расчетное сопротивление кладки, однако, для
оценки предельного сопротивления и для сопоставления с экспериментальными дан-
ными используется величина временного сопротивления Ru.

В нормативной и научной литературе нет однозначной трактовки величины времен-
ного сопротивления. По ГОСТ Р 57290-2016 “Кладка каменная. Метод определения
прочности на сжатие” этой величине соответствует максимально достигнутая нагруз-
ка. Так как для испытания кладки используют практически только гидравлические
прессы, максимальной нагрузкой является та, при которой давление масла в гидрав-
лической системе перестает расти, т.е. конструкция перестает сопротивляться.

Вместе с тем, устоявшейся концепцией сопротивления кладки является разделе-
ние процесса нагружения на четыре этапа, когда первые трещины, пересекающие не
более двух рядов, образуются при нагрузке более 0,5Ru [1],[2],[3]. По этой величине
назначается расчетное сопротивление.

При названном уровне нагрузки каменная кладка перестает быть сплошным те-
лом, даже квазиоднородным, неупругие деформации вдоль оси приложенной силы
начинают резко возрастать.

Исходя из состояния конструкции при образовании первых трещин как в погранич-
ном состоянии теории сплошных сред, можно рассмотреть кладку как тело, находя-
щееся в объемном напряженном состоянии. При этом логично было бы считать, что
напряжения в направлениях, перпендикулярных оси действия нагрузки, одинаковы
по всей высоте элемента. Но многочисленные испытания показывают, что трещины
развиваются первоначально в одном ряду кладки. На соседних участках напряжения
еще не достигают 0,5Ru. Процесс продолжается до Ru.

На рис. 1 показано развитие процесса трещинообразования: 1 – трещины на первой
стадии работы кладки под нагрузкой, 2 – на завершающих этапах.

Напряженное состояние элемента каменной кладки с точки зрения механики сплош-
ных сред можно представить в виде обобщенного закона Гука [5]:

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)] (1)

Расчет каменной кладки в основном заключается в сравнении нормального напря-
жения вдоль оси Z (рис. 1) с эмпирически определенной прочностью вдоль этой же
оси.

В последнее время возникают ситуации, когда композиция кладки усложняется
компонентами с новыми свойствами, например, керамические пористые материалы,
пористые растворы, композитная арматура и др. Возникает необходимость в моде-
лировании внутренней структуры кладки. Для этого представляется целесообразным
обратиться к аппарату механики сплошных сред. Выражение (1) можно преобразо-
вать, выразив напряжение по оси Z через предельные деформации и напряжения
слоев в поперечном направлении.

После преобразования выражения (1):
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Рис. 1. Элемент каменной кладки с расположением осей

σz = −1

ν
(εxE − σx)− σy (2)

Обобщение работ, посвященных деформированию кладки под нагрузкой, выполнен-
ные Кабанцевым О.В. [1,2,3] определяет необходимость определения набора характе-
ристик прочности, соответствующих реализуемым механизмам разрушения – частных
характеристик прочности. Все частные характеристики прочности должны учитывать
действительные размеры элемента из кирпича или раствора, а также специфические
условия работы такого элемента в составе кладки.

В.В. Пангаевым [3] проведены важные исследования, позволившие получить значе-
ния кирпича на растяжение и предельные величины раствора кладки при поперечных
деформациях. При напряжениях в кладке, составляющих 80% от разрушающих, отно-
сительная деформация кладки вдоль действия нагрузки составляет εz = 18.72 ∗ 10−4.
При этом кладка переходит в пластическое состояние, идет интенсивный процесс об-
разования продольных трещин внутри кладки. Началу образования трещин соответ-
ствует преодоление кирпичом прочности на растяжение, для полнотелого керамиче-
ского эта прочность оценивается в 2 – 2,8 МПа.

На данном этапе накопления частных характеристик прочности и деформативности
можно принять εz = εred , σx = σy = Rbrt , где εred - приведенная деформация кладки,
Rbrt - прочность кирпича на растяжение.

Для обычной кладки из глиняного полнотелого кирпича М100 и раствора М100 по
СП 15.13330.2012 расчетное сопротивление кладки R=2 МПа, предел сопротивления
Ru = 2R = 4 МПа. E = αRu = 1000 ∗ 4 = 4000МПа. Тогда для сечения 38х38 см
получаем Nz = RuA = 577, 6кН.

Если в (2) подставить определенные компоненты частных характеристик без учета
пластических деформаций, предельное сопротивление определится как σz = 3797кН,
что невероятно. Однако учитывая пластику, т.е., коэффициент Пуассона принимая не
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по первоначальному значению, а по предельному, что уже применяется, например, для
бетона, непосредственно перед разрушением ν = 0, 45, модуль упругости заменяя на
модуль деформаций E′ = 0, 5E, что рекомендуется СП 15.13330.2012, при Rbrt = 2МПа
получаем Nz = 587кН.

В этом случае Nz практически совпадает с решением, полученным по традицион-
ным нормам проектирования.

Оценка методики расчета по частным характеристикам была проведена по
испытаниям до разрушения образца кладки из пустотного кирпича КР-л-пу
250*120*88/1,4НФ/175/1,4/100/ГОСТ 530-2012. Испытание проводилось по ГОСТ
32047-2012. В качестве силового устройства применялся гидравлический пресс П-125.
Размеры плит пресса превышали размеры основания кладки. Размеры образцов со-
ставляли в основании 380 х 380 мм, высота в 7 рядов обыкновенного кирпича - 700 мм,
что допускается ГОСТ 32047-2012. Для выравнивания торцов кладки использовались
металлические пластины 6 мм и слои войлока 10 мм.

Для определения модуля упругости образец кладки оснащался приборами для из-
мерения деформаций, как показано на рис 2. В качестве приборов, измеряющих де-
формации, применялись тензометры ДПЛ-10, подключенные к измерительному мо-
дулю “Терем- 4” с ценой деления 0,001 мм. Для определения модуля упругости фик-
сировались показания приборов на 4 гранях образца, на каждом этапе после завер-
шения выдержки до достижения значения нагрузки около 50% максимальной. Гори-
зонтально расположенные приборы для измерения деформаций использовались для
облегчения фиксации момента возникновения первой трещины и определения модуля
поперечных деформаций.

Рис. 2. Испытание образца каменной кладки

Предел прочности составил Ru=6,58 МПа. Начальный модуль упругости E=8200
МПа, относительные поперечные деформации до образования трещин εx = 0, 001.
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Коэффициент Пуассона для пластического состояния кладки принят теоретически
ν = 0, 45. Прочность кирпича на растяжение была определена из испытания на изгиб
и составила Rbrt = 2, 2МПа.

При использовании зависимости (2) с полученными экспериментально частными
характеристиками кладки значение прочности Nz = 927кН, что отличается незначи-
тельно от экспериментальной величины 950 кН. При накоплении экспериментальных
данных по частным характеристикам можно будет говорить о возможности более
детального расчета каменной кладки как квазиоднородного сплошного тела с пласти-
ческими деформациями при различных исходных параметрах материалов, не пред-
ставленных в нормативных источниках.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Кабанцев О. В. Научные основы структурной теории каменной кладки для

оценки предельных состояний каменных конструкций сейсмостойких зданий: дис.
. . . докт.техн.наук: 05.23.01. Москва, 2016. 358 с.

[2] Наумов А. Е. Прочность центрально-сжатой кладки с учетом технологических
факторов: дис. . . . канд.техн.наук: 05.23.01. Белгород, 2010. 165 с.

[3] Пангаев В. В. Развитие расчетно-экспериментальных методов исследования
прочности кладки каменных конструкций: дис. . . . докт.техн.наук: 05.23.01. Новоси-
бирск, 2009. 267 с.

[4] Онищик Л. И. Прочность и устойчивость каменных конструкций. Ч.1.Работа
элементов каменных конструкций. М.: Главная редакция строительной литературы,
1937. 291 с.

[5] Филин А. П. Прикладная механика твердого деформируемого тела. Т. 1. М.:
Наука, 1975. 832 с.

[6] Бедов А. И. Несущая способность элементов из каменной кладки, усиленных ста-
лефибробетонными обоймами // Промышленное и гражданское строительство. 2016.
№ 7. С. 45–50.

[7] Антаков А. Б., Плотников А. Н., Поздеев В. М. Несущая способность камен-
ной кладки, армированной сетками из базальтопластиковой арматуры. Современные
проблемы расчета железобетонных конструкций, зданий и сооружений на аварийные
воздействия. Сборник Международной научной конференции, посвященной 85-летию
кафедры железобетонных и каменных конструкций и 100-летию со дня рождения
Н.Н. Попова. 19-20 апреля 2016 г. Москва, Издательство: Нац. исследоват. Моск. гос.
строит. ун-т. С. 15 – 21.



РАСЧЕТ КАМЕННОЙ КЛАДКИ ... 35

A. N. Plotnikov
THE CALCULATION OF THE STONEWORK ON THE CENTRAL GRIP AS A

QUASI-HOMOGENEOUS SOLID ELASTIC PLASTIC BODY
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Abstract. The article shows the possibility of calculating the masonry from the experimental
strengths obtained by the partial strength characteristics taking into account the plastic work.
The results of tests of masonry from an unconventional material for a standard base - hollow
ceramic bricks are given.
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ГРАНИЦ В ТОНКОЙ
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ КОНСТРУКЦИИ С ВКЛЮЧЕНИЕМ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж

Аннотация. Настоящая работа посвящена определению напряженно-деформированного со-
стояния механической конструкции, которая состоит из тонкой бесконечной упругопластиче-
ской пластины с отверстием и включения цилиндрической формы. В качестве метода решения
использован метод малого параметра, при этом малый параметр характеризует возмущение
внешних статических граничных условий. В работе получены приближенно аналитически вы-
ражения для упругопластических границ в тонкой пластине с круговым отверстием, в кото-
рую с напрягом запрессовывается несколько большее по размеру включение цилиндрической
формы.

Ключевые слова: малый параметр, пластичность, упругость, плоское напряженное состоя-
ние, условие пластичности Треска-Сен-Венана.

УДК: 539.3

1. Введение
Определению напряженно-деформированного состояния в плоских упругопласти-

ческих задачах посвящены исследования ряда различных авторов [1, 3, 5, 6, 7, 10]. В
данной работе в рамках плоского напряженного состояния методом малого параметра
[4] определяются величины пластических зон в тонкой пластине с круглым отверсти-
ем, в которую с натягом запрессовывается несколько большее по размеру включение
цилиндрической формы. Материал как пластины, так и включения предполагается
упругопластическим. Решение в пластических областях конструкции строилось со-
гласно условию пластичности Треска - Сен-Венана [4].
2. Постановка задачи
На бесконечности пластина растягивается взаимно перпендикулярными усилиями

интенсивностями P1 и P2, по контуру внутреннего отверстия во включении прило-
жено распределенное давление интенсивностью P0. Особенностью данной работы яв-
ляется наличие пластических зон в обоих элементах рассматриваемой механической
конструкции. Задача решалась с учетом того, что пластическая зона в пластине це-
ликом охватывает контур кругового отверстия в пластине, а пластическая зона во
включении аналогично охватывает целиком внутренний контур включения.
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Решение находится в цилиндрических координатах (ρ, θ, z), при этом ось 0z на-
правим перпендикулярно плоскости пластины. Начало координат выбираем в центре
кругового отверстия в пластине.
3. Метод решения
Задача решается методом малого параметра [4], при этом определено два прибли-

жения: нулевое и первое.
За нулевое приближение выбирается осесимметричное состояние тонкой пластины с

круговым отверстием радиуса α с тонким упругопластическим включением с внешним
радиусом α1 (α1 > α) и внутренним β. На бесконечности данная конструкция растя-
гивается взаимно перпендикулярными усилиями с интенсивностями P = (P1 + P2)/2.
Внутренний контур включения нагружен усилиями интенсивностью P0.

Здесь и далее расчет производится с величинами, которые были записаны в без-
размерном виде. Так величины, имеющие размерность напряжений, отнесены 2k1 –
удвоенному значению предела текучести на сдвиг материала пластины. Перемещения
и геометрические характеристики отнесем к радиусу упругопластической границы в
пластине r(0)

s1 в нулевом приближении. Для обозначения безразмерных величин ис-
пользуем их прежние обозначения.

Введем малый параметр, характеризующий, в данном случае, возмущение стати-
ческих граничных условий δd3 = (P1 − P2)/2. Тогда решение задачи будет иметь вид

rs1 = 1 + δr
(1)
s1 , rs2 = r1 + δr

(1)
s2 , (1)

где верхний индекс указывает на номер приближения, δ – малый параметр, rs1 –
радиус упругопластической границы в пластине, rs2 – радиус упругопластической
границы во включении, r1 – радиус упругопластической границы во включении в
нулевом приближении.

Ввиду малости величины ε, примем за линию контакта пластины и включения
внешнюю границу включения [8, 10], которая при разложении представляется в форме

ρkon = α1. (2)

3.1. Нулевое приближение в пластине
Следуя [4], для нулевого приближения имеем в упругой области пластины

σe(0)
ρ = P − (q + 1)α

2ρ2
, σe(0)

θ = P +
(q + 1)α

2ρ2
, τ e(0)

ρθ = 0, (3)

ue(0)
ρ =

1

E1

(
(2− (q + 1)α)ρ+

3(q + 1)α

ρ

)
, ue(0)

θ = 0.

В пластической зоне пластины

σp(0)
ρ = 1− (q + 1)α

ρ
, σp(0)

θ = 1, τp(0)
ρθ = 0, (4)

up(0)
ρ =

1

2E1
(ρ+ (q + 1)α(1− 2 ln ρ )) , up(0)

θ = 0,

где σρ, σθ, σz, τρθ – компоненты тензора напряжений, uρ, uθ – компоненты вектора
перемещений, E1 – модуль Юнга материала пластины, q – нормальное давление на
границе контакта пластины и включения. Здесь и далее индексы ”e” и ”p” обозначают
принадлежность к упругой или пластической зоне соответственно.



38 Е. Ю. РУСИНА

3.2. Нулевое приближение во включении
В упругой зоне включения, распределение поля напряжений и перемещений имеет

вид [10]

σ
e(0)
Bρ =

(
ρ2 − α2

1

)
r1 (r1k

∗ + r1q − (P0 + k∗)β)

ρ2
(
r2

1 − α2
1

) − q,

σ
e(0)
Bθ =

(
ρ2 + α2

1

)
r1 (r1k

∗ + r1q − (P0 + k∗)β)

ρ2
(
r2

1 − α2
1

) − q, τ e(0)
Bρθ = 0, (5)

u
e(0)
Bρ = − 1

2E2

(
3
(
ρ2 − α2

1

)
r1 (r1k

∗ + r1q − (P0 + k∗)β)

ρ
(
r2

1 − α2
1

) + qρ

)
, ue(0)

Bθ = 0,

где E2 – модуль Юнга материала включения, k∗ – величина предела текучести на
сдвиг материала включения.

В пластической зоне включения, распределение поля напряжений и перемещений
имеет вид

σ
p(0)
Bρ = k∗ − (P0 + k∗)β

ρ
, σp(0)

Bθ = k∗, τp(0)
Bρθ = 0,

u
p(0)
Bρ =

1

E2

(
1

2
k∗ρ+ β (P0 + k∗) (2 ln r1 − ln ρ+ 3)− 4r1 (k∗ + q)

)
, up(0)

Bθ = 0, (6)

где σρ, σθ, σz, τρθ – компоненты тензора напряжений, uρ, uθ – компоненты вектора
перемещений.
3.3. Определение контактного давления и радиуса упругопластических

границ в пластине и включении в нулевом приближении
Из условия совместности деформаций пластины и включения вдоль линии контакта

следует

up(0)
ρ=α = u

e(0)
Bρ=α1

+ ε, (7)

из условия сопряжения на упругопластической границе в пластине

σ
p(0)
θ = σ

e(0)
θ , при ρ = 1 (8)

из условий сопряжения на упругопластической границе во включении

σ
p(0)
Bθ = σ

e(0)
Bθ , при ρ = r1 (9)

имеем следующую систему уравнений для определения контактного давления q и ра-
диусов упругопластических границ в пластине и включении в нулевом приближении
r

(0)
s1 и r(0)

s2 .

(1− P ) r
(0)
s1 ln r

(0)
s1

E1
+ r

(0)
s1 (1− P )

(
α1

αE2
− 1

E1
− lnα

E1

)
+ (α− α1)

(
1

2E1
− 1

2E2
+ 1

)
= 0,

q =
2 (1− P )

α
− 1, (10)
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4 (1− P )α2
1r

(0)
s1 r

(0)
s2

α
− (P0 + k∗)β

(
r

(0)2
s2 + α2

1

)
+ 2α2

1r
(0)
s2 (k∗ − 1) = 0.

4. Первое приближение
Рассмотрим первое приближение.
Граничные условия на внутреннем контуре отверстия во включении для первого

приближения запишем согласно [4]

σ
(1)
Bρ = 0, τ (1)

ρθ = 0, при ρ = β (11)

Вдоль линии контакта пластины и включения, согласно [4, 9] запишем
1) если включение вложено с натягом в пластину

σp(1)
ρ = σ

e(1)
Bρ , τ e(1)

Bρθ = 0, τp(1)
ρθ = 0, up(1)

ρ = u
e(1)
Bρ , при ρ = α1, (12)

2) если включение впаяно в пластину

σp(1)
ρ = σ

e(1)
Bρ , τ e(1)

ρBθ = τ
p(1)
ρθ , up(1)

ρ = u
e(1)
Bρ , up(1)

θ = u
e(1)
Bθ , при ρ = α1. (13)

5. Результаты решения
В результате решения задачи следуя [2] и [4] были получены компоненты тензора

напряжений и вектора перемещений во включении и в пластине для обеих зон де-
формирования. Определяющие соотношения для форм упругопластических границ в
пластине и во включении имеет вид:

r
(1)
s1 = −

[
σ

(1)
θ

][
∂σ

(0)
θ

∂ρ

]−1
∣∣∣∣∣
ρ=1

, (14)

r
(1)
s2 = −

[
σ

(1)
θ

][
∂σ

(0)
θ

∂ρ

]−1
∣∣∣∣∣
ρ=r1

, (15)

где [ ] обозначают разность компонент в упругой и пластической области.
Подстановка полученных выражений для напряжений в (14), (15) дает для радиусов

упругопластических границ (16) и (17)

r
(1)
s1 =

4d3 − a1 + 2a2

(q + 1)α
cos 2θ, (16)

r
(1)
s2 =

r2
1

(
r2

1 − α2
1

)
2Nα2

1 (r1k∗ + r1q − (P0 + k∗)β)

(((
−1 + 2β−2 − β4

)
−
(
3− 2β−2 − β−4

)(r1

β

)−4

+

+2
(
−3 + 2β2 + β4

)(r1

β

)2)(
−bB1

(
C12

C11

(
C13C21 − C23

C22C11 − C12C21

)
+
C13

C11

)
−

−bB2

(
C12

C11

(
C14C21 − C24

C22C11 − C12C21

)
+
C14

C11

)
− C12

C11

(
4d3αC21 − 2d3α(3α1 − 4)

C22C11 − C12C21

)
−

−4d3α

C11

)
+

((
−1 + 2β2 − β−4

)
+
(
−1 + 2β2 + β4

)
r−4

1 +

+2
(
−3 + 2β−2 + β−4

)
r2

1

)(
bB1

(
C13C21 − C23

C22C11 − C12C21

)
+ bB2

C14C21 − C24

C22C11 − C12C21
+
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+
4d3αC21 − 2d3α(3α1 − 4)

C22C11 − C12C21

)
+

((
2− 2β−2

)
+
(
2β−1 − 2β−4

)(r1

β

)−4

+

+
(
6− 8β2 + 2β4

)(r1

β

)2

+ β−4

(
r1

β

)−2)
bB1 +

+
((

2− 2β2
)

+
(
−2β4 + 2β2

)
r−4

1 +
(
6− 8β−2 + 2β−4

)
r2

1

)
bB2

)
cos 2θ, (17)

где a1, a2, bB1, bB2 – константы, определяемые из условий сопряжения (12) и (13) на
границе контакта пластины и включения

N = 6− 4
(
β−2 + β2

)
+
(
β−4 + β4

)
,

Cij =

(
Ai+1,1B1j

NA11
− A12Ai+2,1B2j

NA11A22
+
Ai+2,2B2j

NA22
− β2Bi+2,1

E

)
, где i = 1, 2; j = 1, .., 4,

A11 =
1

α1
, A12 = 2

(
1

α2
1

− 1

α1

)
, A21 = 0, A22 =

2

α2
1

, A21 =

(
lnα1 + 1

E
− 3

2
α− 1

)
,

A32 =

(
α+ 4− 2(lnα1 + 1)

E
− 2

α1E

)
, A41 = (3α+ 2− 2α1(α+ 1)) ,

A42 =

(
2 lnα1

E
+

5

2E
− 2(α+ 4) + α1(2α+ 7)

)
,

B11 =

((
1− 4

β2
+ β4

)
+

(
3− 2

β2
− β−4

)(
α1

β

)−4

+ 2
(
1− 2β2 + β−4

)(α1

β

)−2
)
,

B12 =
((

1− 2β2 + β−4
)

+
(
1− 2β2 − β4

)
α−4

1 + 2
(
1− 2β−2 + β4

)
α−2

1

)
,

B13 =

((
−2 + 2β−2

)
+
(
−2β−2 + 2β−4

)(α1

β

)−4

+
(
2− 2β−4

)(α1

β

)−2
)
,

B14 =
((
−2 + 2β2

)
+
(
2β4 − 2β2

)
α−4

1 +
(
2− 2β4

)
α−2

1

)
,

B21 =

((
−2 + 2β−2 − β4

)
+
(
3− 2β−2 − β−4

)(α1

β

)−4

+

+
(
−3 + 2β2 + β4

)(α1

β

)2

+
(
1− 2β2 + β−4

)(α1

β

)−2)
,

B22 =

((
−1 + 2β2 − β−4

)
+
(
3− 2β2 − β4

)
α−4

1 +

+
(
−3 + 2β−2 + β−4

)
α2

1 +
(
1− 2β−2 + β4

)
α−2

1

)
,

B23 =

((
2− 2β−2

)
+
(
−2β−2 + 2β−4

)(α1

β

)−4

+

+
(
3− 4β2 + β4

)(α1

β

)2

+
(
1− β−4

)(α1

β

)−2)
,
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B24 =
((

2− 2β2
)

+
(
2β4 − 2β2

)
α−4

1 +
(
3− 4β−2 + β−4

)
α2

1 +
(
1− β4

)
α−2

1

)
,

B31 =

(
−3

2N

(
−1 + 2β−2 − β4

)(α1

β

)
+

1

2N

(
−3 + 2β−2 + β−4

)(α1

β

)−3

−

− 1

3N

(
−3 + 2β−2 + β4

)(α1

β

)3

+
2

N

(
−1 + 2β2 − β−4

)(α1

β

)−1)
,

B32 =

(
− 3

2N

(
−1 + 2β2 − β−4

)(α1

β

)
+

3

2N

(
−3β−4 + 2β−2 + 1

)(α1

β

)−3

−

− 1

3N

(
−3β2 + 2 + β−2

)(α1

β

)3

+
2

N

(
−β−2 + 2β−4 − β2

)(α1

β

)−1)
,

B33 =

(
− 3

N

(
1− β−2

)(α1

β

)
+

1

N

(
β−2 − β−4

)(α1

β

)−3

−

− 1

3N

(
3− 4β2 + β4

)(α1

β

)3

+
2

N

(
−1 + β−4

)(α1

β

)−1)
,

B34 =

(
− 3

N

(
1− β−2

)(α1

β

)
+

1

N

(
β−2 − 1

)(α1

β

)−3

−

− 1

6N

(
3β2 − 4 + β−2

)(α1

β

)3

+
2

N

(
−β−2 + β2

)(α1

β

)−1)
,

B41 =

(
3

2N

(
−1 + 2β−2 − β4

)(α1

β

)
+

1

2N

(
−3 + 2β−2 + β−4

)(α1

β

)−3

+

+
7

6N

(
−3 + 2β−2 + β4

)(α1

β

)3

− 1

2N

(
−1 + 2β2 − β−4

)(α1

β

)−1)
,

B42 =

(
3

2N

(
−1 + 2β2 − β4

)(α1

β

)
+

3

2N

(
−3β−4 + 2β−2 + 1

)(α1

β

)−3

+

+
7

6N

(
−3β−2 + 2 + β−2

)(α1

β

)3

+
1

2N

(
β−2 − 2β−4 + β2

)(α1

β

)−1)
,

B43 =

(
3

N

(
1− β−2

)(α1

β

)
+

1

N

(
β−2 − β−4

)(α1

β

)−3

+

+
7

6N

(
3− 4β2 + β4

)(α1

β

)3

− 1

2N

(
−1 + β−4

)(α1

β

)−1)
,

B44 =

(
3

N

(
1− β2

)(α1

β

)
+

1

N

(
β−2 − 1

)(α1

β

)−3

+

+
7

12N

(
3β2 − 4 + β−2

)(α1

β

)3

− 1

2N

(
−β−2 + β2

)(α1

β

)−1)
.

Из (16) и (17) следует, что радиус упруголастических границ в пластине и включе-
нии имеют форму эллипсов, которые при δ = 0 переходят в окружности.
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E. Y. Rusina
ON THE DETERMINATION OF ELASTOPLASTIC BOUNDARIES IN A THIN

ELASTOPLASTIC STRUCTURE WITH INCLUSION

Voronezh State University, Voronezh

Abstract. The paper is devoted to the determination of the stress-strain state of a mechanical
structure, which consists of a thin infinite elastoplastic plate with a hole and inclusion of a
cylindrical shape. The small parameter method is used as the solution method, while the small
parameter characterizes the perturbation of external static boundary conditions. In the paper we
obtain approximate analytical expression for elastoplastic boundaries in a thin plate with a circular
aperture, into which a cylindrical shape incomparably larger in size is pressed in with stress.

Keywords: small parameter, plasticity, elasticity, plainly stresses a conditions, condition of
plasticity of Tresca-Saint-Venant.
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Л.В.Левина,О.С.Новикова, В.Б.Пеньков,М.В.Поликарпов

ОПТИМИЗАЦИЯ ОБЛЕГЧЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ КРЕПЛЕНИЯ ПРИ
ВАРЬИРОВАНИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ

Липецкий государственный технический университет, г.Липецк, Россия

Аннотация. Выполнена оптимизация облегченного элемента крепления с границей в фор-
ме гиперболоида в зависимости от нагрузки и радиуса конструкции, обладающего неодно-
родными жесткостными свойствами. Для анализа напряженно-деформированного состояния
использован метод граничных состояний в сочетании с методом возмущений. Полнопара-
метрическое аналитическое решение, включающее параметры геометрии тела, построено с
использованием интерполяционного многочлена Лагранжа.

Ключевые слова: метод граничных состояний, метод граничных состояний с возмущения-
ми, базис состояний; неоднородное тело, дюралюминий, коэффициенты Фурье, интерполяци-
онный многочлен Лагранжа.

УДК: 539.3

Метод граничных состояний [1] (МГС) основан на понятии состояния среды, под ко-
торым понимается частное решение определяющих уравнений среды безотносительно
к условиям, поставленным на границе тела. Определяющие соотношения в матема-
тической модели неоднородного эластостатического тела представлены в тензорно-
индексной форме записи:

εi j =
1

2
(ui,j + uj,i), σi j = λ εtt δi j + 2µ εi j , σi j, j +X0

i = 0, (1)
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где ui,X0
i – компоненты векторов перемещения и объемных сил, σi j ,εi j – компоненты

тензоров напряжений и деформаций, δi j – символ Кронекера, λ, µ – неоднородные
параметры Ламе. При фиксированных значениях λ, µсовокупность соотношений (1)
сводится к системе уравнений Ламе

µ u+
i,j j(λ+ µ)u+

j,j iX
0
i = 0.

Их общее решение построено Папковичем и Нейбером и для ограниченного одно-
связного тела представляется в форме Аржаных – Слободянского:

u=
i

4(1− ν)Bi + xjBi,j − xiBj,i, (2)
где Bi – компонента произвольного гармонического вектора. Общие решения (2) слу-
жит эффективным средством формирования базиса пространства состояний для тела
[1].

Понятие состояния среды трансформируется в понятия внутреннего ξ и граничного
γ состояний, если речь заходит о конкретном теле V , имеющем границу ∂V :

ξ = {ui, εi j , σi j}, γ = {ui|∂V , pi} .
Совокупность всех возможных состояний ξ ↔ γ образует изоморфные гильбертовы

пространства внутренних Ξ и граничных Γ состояний со скалярными произведениями(
ξ(k), ξ(m)

)
Ξ

=

∫
V

σ
(k)
i j ε

(m)
i j dV,

(
γ(k), γ(m)

)
Γ

=

∫
∂V

p
(k)
i u

(m)
i dS,

которые равны между собой в силу принципа возможных перемещений(
ξ(k), ξ(m)

)
Ξ

=
(
γ(k), γ(m)

)
Γ
.

После ортогонализации атрибуты результирующих внутреннего и граничного со-
стояний представляются рядами Фурье по элементам ортонормированных базисов:

ui =
∑
k

ck u
(k)
i ,σi j =

∑
k

ck σ
(k)
i j , εi j =

∑
k

ck ε
(k)
i j , ui|∂V =

∑
k

ck u
(k)
i

∣∣∣
∂V
, pi =

∑
k

ck p
(k)
i .

Проведем декомпозицию определяющих соотношений среды методом возмущений
и представим искомые состояния в виде асимптотических рядов по малому параметру
β[2] (ниже верхние индексы в круглых скобках указывают на номер итерации):

σi j = σ
(0)
i j +β σ

(1)
i j +...; εi j = ε

(0)
i j +β ε

(1)
i j +...; ui = u

(0)
i +β u

(1)
i +...; Xi = X0

i +β X
(1)
i +....

Тогда исходные соотношения эквивалентны бесконечной последовательности ли-
нейных систем уравнений

ε
(k)
i j = 1

2

(
u

(k)
i, j + u

(k)
j,i

)
, s

(k)
i j = λ0 ε

(k)
t t δi j + 2µ0 ε

(k)
i j , s

(k)
i j,j +X

(k)
i = 0,

X
(k)
i =

(
λ1ε

(k−1)
t t δi j + 2µ1 ε

(k−1)
i j

)
,j ,

(3)

где s(k)
i j выполняет роль компоненты тензора напряжений и находится по решении за-

дачи итерации k. При однородном коэффициенте ν и слабой неоднородности модуля
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сдвига µ = µ0 + βµ1 модуль объемного расширения получает аналогичное представ-
ление λ = λ0 + βλ1, поскольку λm = 2νµm/(1 − 2ν), m = 1, 2. Для задачи каж-
дого приближения справедливо общее решение (2), которое обеспечивает способ по-
строения базиса пространства внутренних состояний. Совокупность соотношений (1)
определяет последовательность задач, решением которых должны явиться поля, со-
ответствующие итерациям. По решении задачи итерации k восстанавливается тензор
напряжений:

σ
(k)
i j = s

(k)
i j + λ1ε

(k−1)
t t δi j + 2µ1 ε

(k−1)
i j .

Методом граничных состояний с возмущениями [3] в безразмерной постановке ре-
шена первая основная задача теории упругости для внутренности пяти неоднородных
упругих гиперболоидов, выполненных из поверхностно упрочненного дюралюминия
с параметрами

µk = µ0 + βµ1, ν = 0.34, µ0 = 1, µ1 =
x2 + y2

R2
n + z2

, Rn =

{
19

20
,
17

20
,
3

4
,
13

20
,
11

20

}
,

где Rn– радиус торца гиперболоида в варианте n. Заложенная в µ1 неоднородность
достигается средствами приповерхностного упрочнения материала. Во всех вариантах
безразмерная высота тела равна 2. Граничные условия на боковой поверхности S1 и
торцах S2, S3таковы:

p|S1
= {0, 0, 0} , p|S2

= {0, 0, 0.01} , p|S3
= {0, 0, −0.01} .

В задаче требовалось восстановить напряженно-деформированное состояние (НДС)
тел (рис. 1).

Рис. 1. Гиперболоид: а)R = 19
20 , б)R = 15

20 , в)R = 11
20

Выполнены расчеты при β = 0.2 (20-процентное упрочнение на боковой поверхно-
сти) для трех итераций. Характеристики, отвечающие за напряженно-деформирован-
ное состояние, имеют форму аналитических выражений, но из-за их визуальной необо-
зримости здесь не приведены. Для краткости в табл.1 представлены изолинии напря-
жений (обладают 2-ной симметрией), построенные в сечении y = 0.

Чтобы построить полнопараметрическое аналитическое решение [4], зависящее от
радиуса торца гиперболоида, использовался интерполяционный многочлен Лагранжа
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R
σxx σyy σzz

19
20

17
20

3
4

13
20

11
20

Таблица 1. Результаты решения задач

ξ(R) =
N∑
n=0

ξnln(R), ln(R) =
N∏

j=0,j 6=n

R−Rj
Rn −Rj

(4)
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График на рис. 2 отображает невязку τ(R). сопоставляющую тензоры напряже-
ний, построенные двумя способами: 1) непосредственная аппроксимация пяти полей
тензоров напряжений; 2) построение тензоров напряжений через соотношения (1) по
результатам аппроксимации полей перемещений. Вертикальная шкала свидетельству-
ет о допустимости отклонения.

Рис. 2. Невязка лагранжевой аппроксимации

Рис. 3. Распределение σmax в плоскости параметров

Проведена процедура обезразмеривания типового значения предела текучести дю-
ралюминия, которое составляет величину порядка 250 Мпа, а справочное значение
модуля сдвига равно 27 ГПа: σT = σ0

T /µ0. Согласно теории предельного упругого
состояния Губера – Мизеса интенсивность напряжений

σi =
p√
2

√
(σxx − σyy)2 + (σyy − σzz)2 + (σzz − σxx)2 + 6(σ2

xy + σ2
yz + σ2

xz)

не может превышать предела текучести:
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σi ≤ σT . (5)
В этой связи интерес представляет именно максимальное по области V значение

интенсивности напряжений

σmax(R, p) = max
x∈V

σi(x,R, p).

Зависимость σmax от варьируемых безразмерных параметров p,R приведена на
рис. 3 изолиниями. Жирной линией отмечена кривая, отвечающая предельно до-
пустимому значению σT . Наличие аналитического полнопараметрического решения
позволяет проводить параметрическую оптимизацию без промежуточных громоздких
численных операций и занимает по времени считанные секунды.

Любая пара значений усилий и радиуса торца гиперболоида, лежащая ниже кри-
вой отмеченной на графике, сохранит конструкцию в рабочем состоянии. Значения,
находящиеся выше, приведут к разрушению элементов крепления. Эта информация
позволяет инженерам-конструкторам назначать геометрические параметры элемен-
тов, обеспечивая устраивающий их запас прочности.
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OPTIMIZATION OF LIGHTWEIGHT FASTENING ELEMENTS AT A
VARIATION OF GEOMETRICAL PARAMETERS

Lipetsk state technical university, Lipetsk, Russia

Abstract. Optimization of a lightweight fastening element with a hyperboloid-shaped boundary,
depending on the load and the radius of the structure, having heterogeneous stiffness properties,
is performed. Method of boundary states in combination with the method of perturbation is used
to analyze of the stress-strain state of a heterogeneous element of construction. A full parametrical
analytic solution, including parameters of body geometry is built on the Lagrange interpolation
polynomial.
Keywords: method of boundary states, method of boundary states with perturbation; basis
of states, heterogeneous body, duraluminium, coefficients of Fourie, Lagrange interpolation
polynomial.
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УСТОЙЧИВОСТЬ ПРИ ИЗГИБЕ ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧЕК,
ЗАПОЛНЕННЫХ РАЗЛИЧНЫМИ СЫПУЧИМИ МАТЕРИАЛАМИ

Чувашский государственный университет им. И.Н. Ульянова, г.Чебоксары, Россия

Аннотация. Выполнены эксперименты по исследованию потери устойчивости пустых и за-
полненных сыпучими материалами цилиндрических образцов при изгибе. Образцы были из-
готовлены по физическому и геометрическому подобию [10], [11] с большегабаритными ав-
тоцистернами для перевозки сыпучих материалов [12]. Образец одним концом жестко за-
креплялся на испытательном стенде, а на другой, свободный конец образца, прикладывалась
поперечная сила. Ее увеличивали до момента, когда происходила потеря устойчивости об-
разца. Испытываемый образец заполнялся железным порошком ПЖ-5, речным песком, мед-
ным порошком на 30%, 60% и 90% по объему. Полученные результаты экспериментальных
исследований были проанализированы и по этим данным построены графики зависимости
критической нагрузки от степени заполнения образцов для испытываемых материалов Об-
разцы теряют устойчивость в упругой стадии работы. При потере устойчивости образуются
ромбовидные вмятины около жесткой заделки в сжатой зоне выпуклостью внутрь.

Ключевые слова: железный порошок ПЖ-5, индикатор часового типа, критическая сила,
образец, оболочка, устойчивость
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Применение тонкостенных металлических конструкций в настоящее время в техни-
ке и строительстве весьма целесообразно. В цилиндрических емкостях хранят и пе-
ревозят жидкие, сыпучие и газообразные вещества. Сыпучие вещества перевозят ци-
стернами, имеющими вид замкнутой цилиндрической оболочки. Обеспечение ее устой-
чивости является одной из ключевых задач при эксплуатации. В работах [1],[2],[8],[9]
исследованы устойчивость пустых тонкостенных оболочек. Потеря устойчивости и
закритическое поведение тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материалом,
исследовано в работах [3]-[7]. Устойчивость при изгибе тонкостенных оболочек, запол-
ненных различными сыпучими материалами, недостаточно исследовано.

Поэтому целью выполнения данного исследования является экспериментальное ис-
следование влияния различных сыпучих материалов на потерю устойчивости тонко-
стенных цилиндрических оболочек при поперечном изгибе.

В качестве сыпучих материалов были взяты: речной песок, железный порошок ПЖ-
5, медный порошок. Насыпная плотность речного песка ρ=1,52г/см3, железного по-
рошка ПЖ-5 ρ=2,62г/см3, медного порошка ρ=3,54 г/см3.

Для выполнения испытаний была собрана специально разработанная установка,
показанная на рисунке 1.

Рис.1. Фотография установки

Экспериментальная установка состояла из: металлического стенда -1, индикатора
часового типа -2, штатива -3, модельного образца -4, нагружающего устройства -5.

Жесткий стенд был выполнен из стали. Образцы закреплялись консольно к стенду.
Жесткая заделка для испытания образцов выполнялась следующим образом. Метал-
лическая оправка, выточенная по внутреннему диаметру образца, жестко закрепля-
лась на стенде. На оправку насаживался один конец испытываемого образца и на
наружную поверхность этого конца образца надевались полукольца, которые стяги-
вались между собой болтами и крепились к металлическому стенду.

С помощью подвески и грузов 5 создавалась нагрузка на образец. Нагрузка воз-
растала с шагом 1Н и доводилась до критической, при которой происходила полная
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потеря устойчивости образца 4. Вертикальное перемещение конца оболочки замеря-
лась с помощью индикатора часового типа 2, установленного на штативе 3.

Образцы были изготовлены из условия геометрического и физического подобия
с большегабаритными автоцистернами. Материалом образцов был выбран алюмини-
евый сплав. Размеры цилиндрических образцов: наружный диаметр 65,5мм, длина
135мм, толщина 0,1мм.

Испытание образцов на устойчивость выполнялось следующим образом. Вначале
были испытаны пустые образцы, а затем заполненные с одним видом упругого запол-
нителя на 30%, 60% и 90% по объему. К свободному концу оболочки прикладывалась
нагрузка, и она возрастала с шагом 1Н, пока образец не потеряет устойчивость. При
каждом шаге увеличения вертикальной нагрузки, замерялось показания индикатора.
Нагрузка доводилась до критической, при которой происходила потеря устойчивости
оболочки. Испытав оболочку с одним видом засыпки, вид сыпучего вещества менял-
ся на другой. В процессе данных экспериментов определялась критическая сила и
величина перемещения свободного конца.

По завершению экспериментов полученные результаты были проанализированы и
статистически обработаны. Была установлена зависимость критической силы от про-
цента загружения образцов, заполненных речным песком, медным и железным по-
рошками. Результаты представлены в таблице 1,2 и на рисунках 2,3.

Значение критических нагрузок в кН для образцов, заполненных различными
сыпучими материалами представлены в таблице1.

Табл.1

Вид сыпучего материала для пустых
для заполненных на:
30% 60% 90%

Речной песок
0,153

0,156 0,158 0,173
Железный порошок
ПЖ-5

0,159 0,165 0,215

Медный порошок 0,165 0,18 0,219

Возрастание критических нагрузок образцов заполненных сыпучими материалами
относительно пустых образцов в процентах, представлены в таблице 2.

Табл.2

Вид сыпучего материала
% заполнения
на 30% на 60% на 90%

Речной песок 2 3,27 13,1
Железный порошок
ПЖ-5

4 7,84 40,5

Медный порошок 7,84 17,65 43,1
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Рис.2. График зависимости критической силы от процента загрузки
1 - для речного песка; 2 - для железного порошка ПЖ-5;3 - для медного порошка

Рис.3. График зависимости прогиба от критической силы

Рис.4. Фотография деформированного образца
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На рисунке 3 показана зависимость перемещения свободного конца образца от на-
грузки для случая заполнения медным порошком на 90%.

Фотография деформированного образца представлена на рисунке 4. Гофры обра-
зовались в сжатой зоне. Они имели ромбовидную форму.

При нагружении поперечной нагрузкой образцов, заполненных сыпучим материа-
лом, устойчивость увеличивается по сравнению с пустыми образцами. Нет опасности
потери устойчивости.
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FLEXURAL BUCKLING OF THIN SHELLS FILLED WITH DIFFERENT BULK
MATERIALS

Chuvash state University. I. N. Ulyanov, Cheboksary, Russia

Abstract. Experiments were carried out to investigate the loss of stability of empty and filled
with bulk materials cylindrical samples during bending. The samples were made in physical and
geometric similarity[10,11] with large-sized tankers for transportation of bulk materials[12]. The
sample was rigidly fixed at one end on the test bench, and on the other, the free end of the
sample, a transverse force was applied. It was increased until the moment when the loss of stability
of the sample occurred. The test sample was filled with iron powder PZH-5, river sand, copper
powder by 30%, 60% and 90% by volume. The obtained results of experimental studies have been
analyzed and the graphs of the dependence of the critical load on the degree of filling of samples
for the tested materials lose stability in the elastic stage of operation. When buckling is formed,
the diamond-shaped indentations around a rigid fixing in the compressed area bulge inside

Keywords: Iron powder PZH-5, indicator of hour type, critical force, sample, shell, stability.
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РАВНОМЕРНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ ТОНКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ
ПЛАСТИНЫ, ОСЛАБЛЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ,

ПРИ УСЛОВИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ ОТРЫВУ

Чувашский государственный университет им. И.Н. Ульянова, г. Чебоксары

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я. Яковлева, г. Чебоксары

Аннотация. В работе рассматривается равномерное растяжение тонкой пластины, ослаблен-
ной эллиптическим отверстием, из анизотропного упругопластического материала при усло-
вии сопротивления отрыву. При решении задачи используются соотношения, полученные в
работах [1], [2]. Свойства анизотропии вводятся согласно идеям Хилла [3]. Методом мало-
го параметра определены компоненты напряжения и граница, разделяющая пластическую и
упругую зоны.

Ключевые слова: пластичность, упругость, линеаризация, напряжение, отрыв, анизотро-
пия.

УДК: 539.374

Рассмотрим тонкую пластину из анизотропного идеальнопластического материала,
ослабленную отверстием эллиптической формы. Уравнение контура эллиптического
отверстия запишем в виде

x2

a2(1 + ε)2 +
y2

a2(1− ε)2 = 1. (1)

При ε = 0 согласно (1) имеет место круговое отверстие радиуса a. Условие пластич-
ности для изотропного материала можно записать в виде

(σx − p0)(σy − p0)− τ2
xy = 0, p0 = const, (2)
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где σx, σy, τxy — компоненты напряжения в декартовой системе координат. Следуя
идеям Хилла [3], условие пластичности для анизотропного материала примем в виде

(Ãσx − p0)(B̃σy − p0)− C̃τ2
xy = 0, Ã, B̃, C̃, p0 = const. (3)

Константы анизотропии Ã, B̃, C̃ могут быть определены экспериментальным путем

σx = p0
Ã
, σy = τxy = 0,

σy = p0
B̃
, σx = τxy = 0,

τxy =
p20
C̃
, σx = σy = 0.

(4)

Перейдем к полярной системе координат. Связь между напряжениями в декартовой
системе координат xy и напряжениями в полярной системе координат ρθ имеет вид

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(5)

Из (3) и (5) получим

ÃB̃(σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2

(
fracÃB̃ + C̃2 + ÃB̃−C̃

2 cos 4θ
)
−

−2τ2
ρθ(ÃB̃ + C̃ + (C̃ − ÃB̃) cos 4θ)− 2τρθ(σρ − σθ)×

×(ÃB̃ − C̃) sin 4θ − 2(σρ − σθ)(Ã− B̃)p0 cos 2θ−
−4τρθ(Ã− B̃)p0 sin 2θ − 2(σρ + σθ)(Ã+ B̃)p0 = −4p2

0.

(6)

Все величины, имеющие размерность напряжения, будем считать безразмерными,
отнесенными к величине предела текучести k, а величины, имеющие размерность
длины, — к радиусу пластической зоны ρ0

s. В дальнейшем положим

Ã = 1 + δã, B̃ = 1 + δb̃, C̃ = 1 + δc̃, ε = δd1, 0 6 d1 6 1, (7)

где ã, b̃, c̃ — константы анизотропии, d1 = const, δ — малый безразмерный параметр.
В исходном нулевом приближении при δ = 0, Ã = B̃ = C̃ = 1 соотношение (6) имеет
вид

(σ(0)
x − p0)(σ(0)

y − p0)− τ (0)2
xy = 0, p0 = const, (8)

Аналогично работам [4], [5], решение будем искать в виде

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (9)

Положим

τ
(0)
ρθ = 0. (10)

Припишем компонентам напряжения в пластической зоне индекс p наверху, а упру-
гой – индекс е наверху. В исходном нулевом приближении из (7) – (10) получим

σ
(0)p
θ = p0. (11)

Уравнения равновесия в первом приближении имеют вид
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dσ
(0)
ρ

dρ
+
σ

(0)
ρ − σ(0)

θ

ρ
= 0. (12)

Из (11), (12) следует

σ(0)p
ρ = p0 −

C1

ρ
. (13)

Контур отверстия свободен от усилий, т. е. σρ = 0 при ρ > α. Найдем константу из
условия σρ = 0 при ρ = α. Тогда соотношение (13) можно переписать в виде

σ(0)p
ρ = p0

(
1− α

ρ

)
. (14)

Таким образом, компоненты напряжения в пластической области в исходном нуле-
вом состоянии имеют вид

σ(0)p
ρ = p0

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ = p0, τ

(0)p
ρθ = 0. (15)

В полярной системе координат, уравнение (1) запишется в виде

ρ =
α(1−δ2d21)√

1−2δd1 cos 2θ+δ2d21
= α

[
−1 + δd1 cos 2θ − 3

4δ
2d2

1(1− cos 4θ)+

+5
8δ

3d3
1(cos 2θ + cos 6θ)

]
+ ..., ρ = 1

ρ0s
, α = a

ρ0s
.

(16)

В первом приближении граничные условия на контуре согласно [6] имеют вид

σ(I)p
ρ = −p0d1 cos 2θ, τ

(I)p
ρθ = −2p0d1 sin 2θ при ρ = α. (17)

В первом приближении компоненты напряжения в пластической зоне имеют вид
[6]

σ
(I)p
ρ =

[
15αp0

8 (ã+ b̃+ c̃) ln ρ
ρ −

2αp0(ã+b̃+c̃)+15C1

ρ −

−16C2
( p2)

]
cos 4θ −

[
p0
2 (ã− b̃) + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ+

+αp0
8 (ã+ b̃− c̃) ln ρ

ρ −
p0
2 (ã+ b̃) + C5

ρ ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (ã+ b̃− c̃) cos 4θ + p0
2 (ã− b̃) cos 2θ+

+αp0
8ρ (ã+ b̃− c̃) cos 4θ + p0

2 (ã− b̃),
τ

(I)p
ρθ = −

[
αp0
2ρ (ã+ b̃− c̃) + 4C2

ρ

]
sin 4θ +

[
p0
2 (ã− b̃)− 2C4

ρ2

]
sin 2θ.

(18)

Из (17), (18) получим

C1 = p0α lnα
8

(
ã+ b̃− c̃

)
, C2 = −p0α2

8

(
ã+ b̃− c̃

)
,

C3 = −p0α
2

(
ã− b̃

)
+ p0d1

3 (1− 4α) , C4 = α2p0
4

(
ã− b̃

)
+ α2p0d1.

C5 = p0α
2

(
ã− b̃

)
− p0α lnα

8

(
ã+ b̃− c̃

)
.

(19)

Выражения для напряжения в пластической зоне в первом приближении согласно
(18), (19) примут вид
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σ
(I)p
ρ = αp0

(
ã+ b̃− c̃

) [
15 ln ρ

8ρ −
16+15 lnα

8ρ + 2α
ρ2

]
cos 4θ−

−
[
p0(ã−b̃)

2

(
1− 3α

ρ + 2α2

ρ2

)
+ p0d1

(
1−4α
ρ + 4α2

ρ2

)]
cos 2θ+

+p0α lnα
8ρ c̃− p0

(
ã+ b̃

) [
1
2 −

α
2ρ

]
+ αp0

8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
ln ρ

α ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
cos 4θ +

p0(ã−b̃)
2 cos 2θ −−p0(ã+b̃)

2 + αp0
8ρ

(
ã+ b̃− c̃

)
,

τ
(I)p
ρθ = −αp0

2ρ

(
ã+ b̃− c̃

) (
1− α2

)
sin 4θ +

[
p0(ã−b̃)

2 ×
(

1− α2

ρ2

)
− 2p0d1α2

ρ2

]
sin 2θ.

(20)

Условия сопряжения на упругопластической границе имеют вид

σpρ
∣∣
ρ=1

= σeρ
∣∣
ρ=1

; σpθ
∣∣
ρ=1

= σeθ|ρ=1. (21)

Компоненты напряжения в упругой области в первом приближении с учетом усло-
вия сопряжения (21) имеют вид

σ
(I)e
ρ = K1 +N1 cos 2θ +M1 cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ = N̄1 sin 2θ + M̄1 sin 4θ,

(22)

где

M1 = −αp0

(
ã+ b̃− c̃

) [
2 (1− α) + 15 lnα

8

]
,

N1 = −p0

(
α− 1

2

) [(
ã− b̃

)
(α− 1) + 4d1

(
α− 1

2

)]
,

K1 =
p0(ã+b̃)

2

(
α− 1− α lnα

4

)
+ p0α lnα

8 c,

M̄1 = −αp0
2

(
ã+ b̃− c̃

) (
1− α2

)
,

N̄1 =
p0(ã−b̃)

2

(
1− α2

)
− 2p0d1α

2.

Справедливы формулы раздела (I), (VI), (VIII), приведенные в монографии [6].
Получим

σ
(I)e
ρ =

p0(ã+b̃)
2ρ2

(
α− 1− α lnα

4

)
+ p0α lnα

8ρ2
c̃+

[
p0(ã−b̃)

2 (1− α)
(

3
ρ4

+ 2(α−2)
ρ2

)
−

−p0d1

(
4α−1
ρ4

+ 4α2−8α+2
ρ2

)]
cos 2θ +

αp0(ã+b̃+c̃)
2 ×

×
[
(1− α)

(
3(α−3)
ρ4
− 4(α−1)

ρ6

)
− 15 lnα

4

(
3
ρ4
− 2

ρ6

)]
cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −p0(ã+b̃)

2ρ2

(
α− 1− α lnα

4

)
− p0α lnα

8ρ2
c̃+

+

[
3p0(ã−b̃)

2ρ4
(α− 1)− p0d1

4α−1
ρ4

]
cos 2θ +

αp0(ã+b̃+c̃)
2 ×

×
[
(1− α)

(
−α−3

ρ4
+ 4(α−1)

ρ6

)
+ 15 lnα

4

(
1
ρ4
− 2

ρ6

)]
cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ =

[
p0(ã−b̃)

2 (1− α)
(

3
2ρ4

+ α−2
ρ2

)
+ p0d1×

×
(

1−4α
ρ4
− 2α2−4α+1

ρ2

)]
sin 2θ + αp0

(
ã+ b̃+ c̃

)
×

×
[
(1− α)

(
1−α
ρ6

+ α−3
ρ4

)
− 15 lnα

4

(
1
ρ4
− 1

ρ6

)]
sin 4θ.

(23)
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Граница упругопластической зоны ρ
(I)
s определим из соотношения

ρ(I)
s =

1

4

(
σ

(I)e
θ − σ(I)p

θ

)
при ρ = 1. (24)

Получим

ρ
(I)
s = 1

4

[
αp0

(
ã+ b̃− c̃

) (
lnα

8 − 1
)

+
p0(ã+b̃)

2 (2− α) +

+

(
p0(ã−b̃)

2 (3α− 4) + p0d1 (4α− 1)

)
cos 2θ−

−αp0
8

(
ã+ b̃− c̃

) (
12α2 − 16α+ 3 + 15 lnα

)
cos 4θ

]
.

(25)

Рис. 1.

Методом малого параметра получено приближенное, аналитическое решение за-
дачи для тонкой пластины ослабленной эллиптическим отверстием при условии со-
противления отрыву. Определены компоненты напряжения в пластической и упругой
областях и радиус упругопластической зоны в первом приближении.
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UNIFORM STRETCHING OF A THIN ANISOTROPIC PLATE, WEAKENED
BY AN ELLIPTICAL HOLE, UNDER THE CONDITION OF RESISTANCE TO

SEPARATION

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary

Abstract. The paper considers the uniform stretching of a thin plate weakened by an elliptical
hole from an anisotropic elastoplastic material under the condition of tear resistance. When solving
the problem, the relations obtained in [1], [2] are used. The anisotropy properties are introduced
according to Hill’s ideas [3]. By the method of a small parameter, the stress components and the
boundary separating the plastic and elastic zones are determined.

Keywords: plasticity, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy.
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В.А.Кадымов

ПЛАСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ В ТОНКОМ СЛОЕ С
НЕОДНОРОДНЫМИ СВОЙСТВАМИ ПО ТОЛЩИНЕ

Московский государственный гуманитарно-экономический университет, г.Москва, Россия

Аннотация. В работе исследуются задачи течения тонкого пластического слоя с неоднород-
ными свойствами по толщине. Обсуждается условие, при выполнении которого пластическое
течение происходит во всем кусочно-однородном слое. Решена осесимметричная задача об
осадке биметаллического слоя в кольцевой области , для которой выписаны поля скоростей
и контактного давления , найдено общее усилие, потребное для осуществления процесса пла-
стической осадки.

Ключевые слова: растекание тонкого пластического слоя, пластическая осадка, осесиммет-
ричная задача.

УДК: 539.3

Теория течения в тонком пластическом слое (ТТТПС) получила развитие на горя-
чие процессы [1,2]. Исследована плоская задача о сжатии предварительно нагретой
полосы холодными внешними телами. В результате интенсивного теплообмена обра-
зуются приконтактные слои затвердевания. Для определения истинной границы те-
чения используется принцип минимума мощности внешних сил. В работе [3] получено
решение плоской задачи об осадке пластического слоя с неоднородными свойствами
по толщине(τs = τs(z))в изотермической постановке. В [4] решена плоская задача о
пластическом сжатии трехслойной полосы с кусочно-однородными и симметричными
свойствами по толщине. В [5] решена задача Прандтля для слабо неоднородного по
пределу текучести пластического слоя.
1. Ниже ставится и решается плоская задача о сжатии двухслойной биметалличе-

ской полосы в рамках модели жесткопластического тела (рис.1). Предположим, что
пластическое течение происходит только в “мягком” слое, а второй слой при этом
остается жестким.

Выпишем замкнутую систему уравнений краевой задачи:

∂σxx
∂x

+
∂σxz
∂z

= 0;
∂σzx
∂x

+
∂σzz
∂z

= 0 (1)
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(σxx − σzz)2 + 4σ2
xz = 4τ2

s1, (2)

2σxz
σxx − σzz

(
∂u

∂x
− ∂v

∂z

)
− ∂u

∂z
− ∂v

∂x
= 0, (3)

∂u

∂x
+
∂v

∂z
= 0. (4)

Краевые условия задачи:

z = 0 : σxz = τs1; v = 0 (5)

z = h1 (t) : σxz = −τs1; v = −v0 =
dh1

dt
(6)

Кроме того, необходимо поставить краевые условия на неизвестной свободной гра-
нице F (x, z, t) = 0, которая в начальный момент задана уравнением F (x, z, t0) ≡
l0 − x = 0.

В рассматриваемом случае, при котором течение наблюдается в одном слое, оста-
ется в силе решение плоской задачи об осадке пластического слоя с неоднородными
свойствами по толщине (τs = τs(z)) в изотермической постановке [3]:

σxz = az + b, σzz = −ax− c0, σxx = −ax− c0 + 2
√
τ2
s (z)− (az + b)2 ,

v = −v0
z
h , u = v0

x
h

+
2

h

z∫
0

az + b√
τ2
s (z)− (az + b)2

dz + c1

 ,

в котором надо положить τs(z) ≡ τs1 = const.

Рис. 1. Пластическая осадка биметаллической полосы

Постоянные a, bопределяются из следующих краевых условий:

z = 0 : τs1 = σxz = a · 0 + b,
z = h1 : −τs1 = σxz = a · h1 + b,

из которых получаем:

b = τs1, a = −2τs1
h1
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Постоянная c0 находится из интегрального условия на свободной границе x = l̄,
(l̄ = l0h0

h(t) – условная средняя граница):

h1∫
0

σxxdz = 0,

откуда нетрудно убедиться, что:

c0 =
2τs1 l̄

h1

(
1 +

π

4

h1

l̄

)
≈ τs1

(
2l̄

h1

)
,

при этом мы учли условие тонкости слоя ( h
/
l̄ << 1).

Следовательно, поле напряжений имеет вид:

σxz = τs1(− 2z
h1

+ 1), σzz = 2τs1
h1
x− c0,

σxx = 2τs1
h1
x− c0 + 2τs1

√
1− (− 2z

h1
+ 1)2

(7)

Теперь можем найти общее потребное усилие для осуществления процесса пласти-
ческой осадки:

Q(1) =

∣∣∣∣∣∣∣
l̄∫
−l̄

σzzdx

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
l̄∫
−l̄

(
2τs1
h1

x− c0

)
dx

∣∣∣∣∣∣∣ = c02l̄ = =
2τs1 l̄

h1
(2l̄)(1+

π

4

h1

l̄
) ∼ 2τs1 l̄

h1
(2l̄) (8)

Итак, в рассматриваемом случае, при котором течет только “мягкий” слой, опре-
делили напряжения (7), а также величину потребного усилия Q. Кроме того, как
нетрудно заметить, имеет место условие (9),при котором прямая II располагается ни-
же прямой I (рис. 2):

Рис. 2. Пластическое течение в двухслойной полосе
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2τs1
h1

<
τs1+τs2
h1 + h2

, (9)

которое подтверждает выполнимость условия [1], при выполнении которого течение
происходит только в “мягком” слое. Таким образом, в результате осадки пластического
слоя уменьшается h1 до некоторого значения h10 такого, что:

2τs1
h10

=
τs1+τs2
h10 + h2

, (10)

и в дальнейшем пластическое течение распространяется на весь объем двухслойной
полосы.

Предположим теперь, что течет вся полоса. Для этого случая можем принять ре-
шение (7), в котором надо положить:

τs(z) =

{
τs1, 0 < z < h1,

τs2, h1 < z < h1 + h2 ≡ h,
; τs1 ≤ τs2. (11)

Аналогично тому, что мы проделали в предыдущем случае, найдем постоянные a, b
из соответствующих условий на контакте:

z = 0 : τs1 = σxz = a · 0 + b,
z = h1 + h2 : −τs1 = σxz = a · (h1 + h2) + b,

(12)

из которых следует, что:

b = τs1, a = − τs1+τs2
h1+h2

(13)
Напряжения в области течения принимают вид:

σxz = −
(
τs1+τs2
h1+h2

)
z + τs1, σzz = τs1+τs2

h1+h2
x− c0,

σxx = τs1+τs2
h1+h2

x− c0 + 2
√
τ2
s (z)− (− τs1+τs2

h1+h2
z + τs1)2

(14)

В рассматриваемом случае прямая II располагается выше прямой I (рис.3), то есть:

τs1+τs2
h1 + h2

<
2τs1
h1

(15)

Утверждение 1. Условия (9), (12) в точности совпадают с условием, выведенным
в [1] из принципа минимума мощности внешних сил:
истинному положению границы течения (неоднородного по толщине пластического
слоя) в данном состоянии соответствует минимум мощности, потребной для протека-
ния процесса. При заданном законе сближения плит минимуму мощности отвечает
условие минимума внешних усилий.

Для подтверждения приведенного выше утверждения достаточно вычислить по-
требное усилие сжатия полосы относительно второго случая, при котором течет вся
биметаллическая полоса:

Q(2) =

∣∣∣∣∣∣∣
l̄∫
−l̄

σzzdx

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
l̄∫
−l̄

(
τs1 + τs2
h1 + h2

x− c0

)
dx

∣∣∣∣∣∣∣ = c02l̄. (16)

Найдем постоянную интегрирования c0, входящую в (13):
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Рис. 3. Пластическое течение в двухслойной полосе

h1+h2∫
0

σxx(x = l̄, z)dz = 0, (17)

h1∫
0

(
τs1 + τs2
h1 + h2

l̄ − c0 + 2

√
τ2
s (z)− (−τs1 + τs2

h1 + h2
z + τs1)2)dz = 0, (18)

c0 =
τs1 + τs2
h1 + h2

l̄(1 +O(h
/̄
l)) ∼

τs1 + τs2
h1 + h2

l̄,

где O(h
/̄
l)- бесконечно-малая одного порядка с h

/̄
l.

Подставим последнее выражение в (13):

Q(2) = 2l̄(
τs1 + τs2
h1 + h2

l̄)(1 +O(h
/̄
l)) ∼ 2l̄(

τs1 + τs2
h1 + h2

l̄) (19)

Из (8) и (14) видно, что случаю пластического течения всей биметаллической по-
лосы отвечает условие (12), которое, в свою очередь, совпадает с условием минимума
внешних сил.

Преобразуем условие (12):

(τs1+τs2)h1 < 2τs1 (h1 + h2) ,

или разделив последнее наτs1h2, получим:

(h1/h2) <
2

(τs2/τs1)− 1
(20)

Из соотношения (15) можем сделать следующий вывод. Примем, что
τs1, τs2, h1заданы. Тогда (15) налагает ограничения на h2: чем разнороднее ма-
териалы слоев, тем большим следует принять относительную толщину слоя,
имеющего больший предел текучести.
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2. В предыдущем разделе мы представили метод определения истинного положе-
ния границы течения неоднородного по толщине тонкого пластического слоя. А те-
перь, зная границу области течения, можем приложить сказанное к решению задач о
пластическом сжатии многослойных пластин. В качестве примера рассмотрим осесим-
метричную задачу о пластическом сжатии биметаллической пластины (рис.4) в плане
формы кольца (a ≤ r ≤ b), у которого внутренний конец остается неизменным (зате-
кание в пазы в одном из тел инструмента), а внешний контур свободно растекается
(b = b(t)).

Рис. 4. Пластическая осадка тонкой пластины в плане формы кольца

Предположим, что пластическое течение происходит во всем объеме так, что вы-
полняется условие:

τs1+τs2
h1 + h2

<
2τs1
h1

(21)

Отметим, что граница раздела двух пластических сред h1(t) ≡ z(t) = h10
h10+h20

h(t)
определяется как решение следующей задачи Коши:

dz
dt = 1

h
dh
dt z; z(t = t0) = h10; 0 ≤ z ≤. h1 + h2. (22)

Воспользуемся упрощенной постановкой задач ТТТПС. Выпишем основные соот-
ношения задачи в полярной системе координат:

∂p

∂r
= ∓ τs1+τs2

h1 + h2
;

∂w

∂r
+
w

r
=
dλ

dt
, (23)

r = a0 : p =
σs1h1 + σs2h2

h1 + h2
; r = b(t) : p = 2(

σs1h1 + σs2h2

h1 + h2
) (24)
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Интегрируя уравнение равновесия (17) со стороны внутренней, а затем внешней
границы области, и, приравнивая найденные значения контактного давления, опре-
делим из условия непрерывности неизвестную линию ребра поверхности давлений
(линию ветвления течения) r = r0:(

τs1+τs2
h1+h2

)
(r0 − a0)− 2

√
3
(
τs1h1+τs2h2

h1+h2

)
=

=
(
τs1+τs2
h1+h2

)
(b− r0)−

√
3
(
τs1h1+τs2h2

h1+h2

)
,

(25)

откуда с точностью до h/Lполучаем:

r0 =
1

2
(b(t) + a0) (26)

Интегрируя уравнение несжимаемости (17) с учетом условия на ребре w (r = r0) =
0, находим:

w(r) =
1

2

dλ

dt

(
r − r2

0

r

)
. (27)

Теперь с учетом условия (20) можем найти закон изменения свободной границы из
решения задачи Коши:

w (b) =
db

dt
=

1

2

dλ

dt

(
b− r2

0

b

)
=

(3b+ a0) (b− a0)

8b
; b (t = t0) = b0. (28)

В результате получаем в неявном виде зависимость b = b (t):

8

∫
db

3b+ a0
+ 8a0

∫
db

(3b+ a0) (b− a0)
=

∫
dλ, (29)(

3b+ a0

3b0 + a0

)2/3( b− a0

b0 − a0

)2

= eλ(t) =
h0

h(t)
(30)

Выпишем теперь значение максимального контактного давления в точках ребра:

pmax =
τs1 + τs2
h1 + h2

(r0 − a0)− 2
√

3

(
τs1h1 + τs2h2

h1 + h2

)
≈ τs1 + τs2

h(t)

(
b(t)− a0

2

)
. (31)
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compression of the layer are obtained.

Keywords: spreading of a thin plastic layer, plastic sediment, axisymmetric problem.

REFERENCES
[1] Ilyushin A. A. Trudy (1946-1966). T.2 Plastichnost’. M.:Fizmatlit, 2004. 480 s. (in

Russian)
[2] Kiyko I. A. Teoriya plasticheskogo techeniya. M.: MGU, 1978. 75 s. (in Russian)
[3] Kuznetsov A. I.//Archiwum Mech.Stos. 1960. 2. P. 163–171.
[4] Kadymov V., Wille R. // ZAMM. 1995. V.75. № 1. P. 293–294. (in Russian)
[5] Georgiyevskiy D. V. Zadacha Prandtlya dlya slaboneodnorodnogo po predelu

tekuchesti plasticheskogo sloya // Izv. RAN. MTT. 2006. №1. S. 47–59. (in Russian)

Kadimov Vagid Ahmedovich,
e-mail: vkadymov@yandex.ru, Dr. Sci. Phys. & Math., Professor, Moscow State University of
Humanities and Economics, Moscow, Russia.



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2017. №4 (34). С. 74–81

Л. М. Абрамов, С. Н. Маклакова, М. А. Галкина, В. И. Гультяев

О НАЗНАЧЕНИИ ДОПУСКОВ НА ЛИНЕЙНЫЕ РАЗМЕРЫ И ФОРМУ
КУБИЧЕСКИХ И ПРИЗМАТИЧЕСКИХ БЕТОННЫХ ОБРАЗЦОВ

ПРИ ИСПЫТАНИЯХ НА СЖАТИЕ

Костромская государственная сельскохозяйственная академия, Костромской район, п.
Караваево

Тверской государственный технический университет, г. Тверь

Аннотация. Произведен анализ существующих нормативов на допуски размеров и форм
бетонных образцов. Выявлены негативные факторы, влияющие на результаты испытаний.
Анализ геометрических параметров образцов показал, что при согласованности допусков и
отклонений на основные размеры образцов возможно реально повысить объективность вели-
чин характеристик прочности.

Ключевые слова: кубические образцы, допуски, механические характеристики, прочность,
предельная линейная деформация, предельные отклонения, испытания.

УДК: 620.173.21

Как известно, номинальные размеры и форма образцов для испытаний на сжатие
приведены в нормативных документах [1-2]. В частности, стандартами регламенти-
рована номенклатура образцов, которая содержит 5 типов кубических (и столько же
цилиндрических) типов образцов с длиной ребра (или образующей) от 70 до 300 мм.
При этом за базовый тип принят образец с размером ребра (или диаметра) равным
150 мм.
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Так как стандартом предусмотрены только номинальные размеры образцов без ука-
зания допусков на линейные размеры, форму и взаимное расположение поверхностей,
то фактически это означает принятие в качестве основных величин допусков их зна-
чения по нормам [3].

Следует отметить, что ГОСТ10180- 2012 рекомендует измерять линейные размеры
ребер с точностью до 0,001 от номинального размера, что для куба со стороной 150
мм в абсолютном выражении составляет 0,15 мм. Такая точность измерений практи-
чески нереальна при размере зерна заполнителя более указанной величины. В то же
время размер квадратных ячеек сит для просеивания песка, согласно [4], в частно-
сти, сита нормальной прочности №010, равен 0,16мм с положительным допуском 0,091
мм. Это означает, что максимальный размер ячейки может достигать величины 0,251
мм. Но эта величина примерно в 1,67 раза больше, чем допуск на измерения. Ана-
логичный подсчет несложно провести также для размеров ячеек 0,63; 1,25 и 2,5 мм.
Иначе говоря, для соответствия проходного размера квадратных ячеек сит и размеров
зерен просеиваемого заполнителя необходимо учитывать вышеуказанные размеры и
допуски на них, поскольку изготовить тканую или иную сетку с приведенными от-
клонениями, соответствующими ГОСТ 6613-86, возможным не представляется. Тем
более, что усадку бетонной смеси принимают в среднем равной 1%, хотя она также
колеблется в пределах 10-15%. Согласно средней величине усадки отклонения для
образца с размером ребра 150 мм составляют 1,5 мм, а измерять этот размер, в соот-
ветствие с нормативными требованиями следует с точностью 0,001 от номинального
размера.

Таким образом, краткий анализ показал, что при размере зерен заполнителя, на-
чиная с 0,63 мм и более возможные отклонения длин ребер кубического образца бу-
дут превышать величины предельных линейных деформаций как при растяжении
(εbt0 = 0, 0001), так и при сжатии (εb0 = 0, 002). Несложно подсчитать, что факти-
чески при испытаниях на сжатие могут иметь место случаи, когда в зоне контакта
одного из продольных ребер будет иметь место предельная линейная деформация, а
зоны трёх (или двух) других рёбер еще не вошли в контакт с плитой испытательного
пресса. Указанное явление не позволяет в условиях принятых нормативных допусков
получать стабильные значения механических характеристик прочности. Установлен-
ный эффект существенно понижает надёжность получаемых характеристик (а, сле-
довательно, и надёжность проектируемых конструкций) и может служить причиной
возникновения аварийных ситуаций. Следует отметить, что наличие установленного
эффекта подтверждает анализ видов разрушения образцов-кубиков, приведённых в
приложении Е к ГОСТ 10180-2012. Практически во всех 9 вариантах так называе-
мых неудовлетворительных видов разрушения весьма определенно просматривается
нецентральное приложение нагрузки по контактной поверхности образцов. При рас-
смотрении нагрузки по контактной поверхности образцов. При рассмотрении стано-
вится ясным, что в процессе нагружения вначале происходит скалывание какой-либо
угловой части куба-образца, а затем- окончательное разрушение по различным плос-
костям с внешним видом, который трудно классифицировать.

По этой причине, например, первый тип разрушенного образца, по нормативной
классификации отнесенный к удовлетворительным, почти полностью совпадает с пер-
вым типом разрушения образца, признанного неудовлетворительным (рис. Е1 и Е2 в
приложении Е к ГОСТ10180-2012.
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Удовлетворительные разрушения образцов-кубов

Неудовлетворительные разрушения образцов-кубов

Рис. 1. Виды типового разрушения кубических образцов

Следовательно, для избежания разновысотности кубов-образцов их необходимо ли-
бо обрабатывать абразивным камнем по плоскостям опорных поверхностей, либо при-
нять низкопрочные вязкопластичные прокладки, обеспечивающие по возможности
выравнивание контактных давлений по указанным плоскостям.

В принятых допущениях размеры и форма образцов должны соответствовать чер-
тежу (рис.2). Тогда влияние вышеперечисленных негативных факторов на получае-
мые результаты испытаний может быть существенно уменьшено.

Необходимо отметить также, что согласно требованиям стандарта контактные
(опорные) грани образцов-кубов выбирают так, чтобы сжимающая сила была направ-
лена параллельно слоям укладки бетонной смеси в форму. Следовательно, усадка в
принятом направлении будет зависеть от распределения заполнителя по высоте. Это
безусловно сказывается на разновысотности ребер куба, что в свою очередь может
привести к прерывистому контакту опорных поверхностей образца и плиты испыта-
тельной машины.

Рабочие чертежи образцов необходимы для установления размеров форм для их
изготовления.

Согласно ГОСТ22685-89 предельные отклонения внутренних линейных размеров
собранных форм не должны превышать ±0.5% их номинального значения и не долж-
ны быть более±1 мм. Тогда ширина поля допуска по первому ограничению составляет
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Рис. 2. Рабочий чертёж образца-куба из бетона для испытаний на сжатие

1 мм и 1,5 мм для образцов с номинальными размерами поперечного сечения соответ-
ственно 100 и 150 мм. В то же время по второму ограничению ширина поля допуска
составляет 2 мм.

Таким образом, налицо несогласованность в назначении предельных отклонений,
что может привести к погрешности в определении механических характеристик на
уровне внутрисерийного коэффициента вариации выше 8%, с учетом того дополни-
тельного фактора как неравномерность усадки бетона в углах формы и серединной
зоны. Во всяком случаи усадка по боковому размеру образца может существенно от-
личаться от усадки по вертикальной оси образца, а это означает, что процессы образо-
вания цементного камня протекают с различной скоростью и в различных условиях.
Этот фактор также сказывается в виде увеличения внутрисерийного коэффициента
вариации по результатам испытаний серий образцов.

Если исходить из аналогичных требований для образцов-призм, то необходимо от-
метить, что в этом случае были установлены дополнительные технические требова-
ния, ограничивающие величину случайного эксцентриситета. Для этого помимо тре-
бований, приведённых по рис.1, следует указать требование к базовой поверхности
образца, а также требование к прямолинейности ости призмы, так как стандартом
принято отношение высоты призмы к поперечному размеру стороны квадрата h

a = 4.
Рабочий чертёж образца-призмы приведён на рис.3.

Следует отметить, что очень важную роль играет допуск на симметричность образ-
ца относительно боковой оси, потому что нецентральное приложение нагрузки здесь
сказывается самым существенным образом.

Итак, анализ геометрических параметров образцов показал, что для повышения
объективности величин характеристик прочности следует, по меньшей мере, добить-
ся согласованности при назначении допусков и отклонений на основные размеры. Ре-
зультаты испытаний образцов, приведённые в работах [5-6] показали, что достижение
внутрисерийного коэффициента вариации на уровне 8%, является вполне реальным.

Основные выводы:
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Рис. 3. Рабочий чертёж образца-призмы для испытаний бетона на сжатие

В настоящее время существует несогласованность в назначении допусков на линей-
ные размеры, форму и отклонение поверхностей образцов кубов, что приводит к зна-
чительному повышению внутрисерийного коэффициента вариации, а, следовательно,
к нестабильной работе испытательных лабораторий.

Анализ рабочих чертежей образцов-призм показал, что наблюдение нужных гео-
метрических параметров приведёт к значительному разбросу получаемых характери-
стик прочности и не позволяет обеспечить объективные характеристики бетона при
испытании контрольных образцов.

Разработанные рабочие чертежи позволяют повысить надёжность и стабильность
получаемых характеристик прочности, а также служат исходными документами для
разработки чертежей приспособлений для формования.
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Аннотация. На примере обобщенной модели анизотропного пластического тела показано,
что ассоциированная несжимаемость имеет место, когда в частице сплошной среды констан-
ты анизотропии равны по величине в направлении нормальных составляющих компонент
тензора напряжений.
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Известно [1], что если во время процесса пластического деформирования сохра-
няется свойство изотропии материала, то следствием ассоциированного закона пла-
стического деформирования, в частности, идеально пластических сред, является пла-
стическая несжимаемость. Очевидно, что существует большое число естественных и
искусственных материалов, которые во время пластического деформирования изме-
няют структуру, что во многом определяет их физические свойства, к которым от-
носится и "приобретенная"анизотропия. Пусть при этом при процессе пластического
деформирования выполняется условие

f =

3∑
i,j=1

AijSijSij − k2 = 0, Sij = σij − σδij , (1)

которому удовлетворяет напряженное состояние и, кроме этого, имеет место ассо-
циированный закон для компонент тензора скоростей пластических деформаций epij ,
представляющийся формулами вида

epij = λ
∂f

∂σij
. (2)

Согласно (1) соотношения (2) принимают вид

epij = 2λAijSij , ( 6 Σi, j = 1, 2, 3), (3)
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где λ -– положительная скалярная величина, Aij -– константы анизотропии. В силу
инвариантности физических законов относительно выбора системы координат, сле-
дует, что Aij являются компонентами тензора второго ранга, которые характери-
зуют свойства данной среды. В классическом случае (выполняется закон парности
σij = σji) число независимых компонент, характеризующих анизотропию пластиче-
ской среды, становится равным 6. Таким образом, конкретизация модели анизотроп-
ного пластического тела определяется заданием числовых значений Aij .

В случае изотропного пластического тела Aij ≡ 1. Из соотношений (3) следует

epii = 2λAiiSii, (6 Σi = 1, 2, 3). (4)
Откуда

ep11 + ep22 + ep33 = J1

(
epij

)
= 2λ (A11S11 +A22S22 +A33S33) . (5)

Таким образом, в случае анизотропной среды, когда при пластическом деформи-
ровании напряженное состояние удовлетворяет условию текучести (1), имеет место
ассоциированная сжимаемость, так как согласно (5)

J1

(
epij

)
6= 0. (6)

Равенство
J1

(
epij

)
= 0. (7)

имеет место, если

A11 = A22 = A33 = A. (8)
То есть, когда константы анизотропии пластической среды одинаковы по величине

в направлении нормальных составляющих компонент тензора напряжений в части-
це. Таким образом, только при такой "симметрии"свойств анизотропии имеет место
ассоциированная несжимаемость. В случае изотропного пластического деформирова-
ния A11 = A22 = A33 = 1 и, очевидно, J1

(
epij

)
= 0. Таким образом, приходим к

следствию в классическом случае — пластической несжимаемости [1]. Заметим, что
свойство необратимой сжимаемости (6) имеет место и для пластических материалов,
изначально анизотропных при условии (1).
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С. И. Сенашов, И. Л. Савостьянова

О ПРЕДЕЛЬНОМ СОСТОЯНИИ АНИЗОТРОПНЫХ
ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТЕЛ

Сибирский государственный университет науки и технологий имени академика М.Ф.
Решетнева, г. Красноярск

Аннотация. В статье рассмотрено предельное состояние анизотропных пластических тел.
Теория предельного состояния имеет дело со статически определимым состоянием твердых
тел. В этом случае система замкнута за счет предельных условий. Рассмотрена система урав-
нений, в которой содержатся три касательных компоненты тензора напряжений, а диагональ-
ные компоненты равны между собой. В этом случае удается подобрать такое поле скоростей,
что система также является статически определимой. Показано, что эта система может быть
рассмотрена и в терминах компонент тензора скоростей деформации. При этом количество
уравнений не увеличивается, поскольку условия совместности выполняется тождественно.
Для этой системы найдена группа точечных симметрий и законы сохранения, рассмотрены
некоторые точные решения, которые могут быть использованы для описания пластического
кручения вокруг трех ортогональных осей.

Ключевые слова: предельное состояние, пластические тела, анизотропные пластические
тела.

УДК: 539.374

Введение. Некоторые задачи теории идеальной пластичности исследованы доста-
точно хорошо. Это так называемые статически определимые задачи. К ним относятся
задачи о кручении призматических стержней и задачи о плоском деформированном
состоянии. Они относятся к широкому классу задач – задачам о предельном состоянии
деформируемых тел. Теория предельного состояния – один из фундаментальных раз-
делов механики деформируемого твердого тела [1,2]. Теория предельного состояния
имеет дело со статически определимым состоянием твердых тел. В этом случае си-
стема замкнута за счет предельных условий и такие свойства материи как вязкость,
упругость и т.п. на предельное состояние влиять не могут. Другими словами при
достижении предельного состояния характер связи между напряжениями и дефор-
мациями не оказывает влияния на предельное состояние. Некоторые такие системы
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рассмотрены в [1].
В предлагаемой работе приведена еще одна система уравнений пластичности, которая
описывает предельное состояние. Эта система может быть использована для описания
пластического течения вокруг трех ортогональных осей.
Постановка задачи. Пусть x = x1, y = x2, z = x3 – ортогональная система коор-
динат, u, v, w – компоненты вектора скорости деформаций, eij – компоненты тензора
скоростей деформации, σij – компоненты тензора напряжений. Компоненты тензора
напряжений удовлетворяют уравнениям равновесия

∂jσij = 0. (1)

По повторяющимся индексам предполагается суммирование. Система уравнений (1)
– это три уравнения на шесть компонент тензора напряжений. В общем случае систе-
ма (1) замыкается присоединением к ней трех уравнений, описывающих предельное
состояние.

f1(σij) = 0, f2(σij) = 0, f3(σij) = 0. (2)

Очевидно, что система (1)-(2) является статически определимой. Иногда систему
уравнений (1) удается сделать статически определимой с помощью двух соотноше-
ний вида

f1(σ1, σ2, σ3) = 0, f2(σ1, σ2, σ3) = 0. (3)

где σ1, σ2, σ3 – главные компоненты тензора напряжений, как это было сделано Рейс-
сом [1]. В ряде случаев систему уравнений (1) удается замкнуть с помощью одного
условия пластичности вида

f(σij) = 0. (4)

Установление даже одного условия пластичности вида (4) для данного материала это
очень не простая задача. Она сильно усложняется для условий вида (2) и (3). В дан-
ной работе мы ограничимся одним условием пластичности и рассмотрим только те
случае, когда система уравнений (1) может быть замкнута уравнением вида (4).
Считаем, что компоненты тензора напряжений и тензора скоростей деформации свя-
заны ассоциированным законом течения

λ
∂f

∂σij
= eij , (5)

где λ – некоторая неотрицательная функция.
Система уравнений (1) замыкается условием пластичности Мизеса в анизотропном
случае [3]

f = a33(σ11 − σ22)2+a11(σ22 − σ33)2+a22(σ33 − σ11)2+2
(
a12σ

2
12 + a13σ

2
13 + a23σ

2
23

)
−1 = 0,

(6)
здесь aij – параметры анизотропии.
Известно из [1], что в случае кручения призматического стержня вокруг оси oz поле
скоростей деформации имеет вид

u = yz, v = −xz,w = w(x, y). (7)

Обобщая соотношения (7), потребуем

u = u(y, z), v = v(x, z), w = w(x, y). (8)
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Построим систему уравнений, соответствующую полю скоростей деформации (8). В
результате получаем следующую систему, которая и будет исследоваться в этой работе

∂yτ
1 + ∂zτ

2 = ∂xp, ∂xτ
1 + ∂zτ

3 = ∂yp, ∂xτ
2 + ∂yτ

3 = ∂zp,

2a12(τ1)2 + (τ2)2 + 2a23(τ3)2 − 1 = 0. (9)

Система уравнений (9) может быть использована, в частности, для описания круче-
ния прямоугольного параллепипеда находящегося в пластическом состоянии, вокруг
трех осей. (см. рисунок)

Рис. 1. Кручение прямоугольного параллелепипеда находящегося в пластическом состоянии,
вокруг трех осей

Предположим, что параллелепипед закручивается вокруг осей ox, oy, oz равными и
противоположными парами сил с моментами M1,M2,M3. При этом существует неко-
торые предельные моменты M∗1 ,M

∗
2 ,M

∗
3 , когда параллелепипед перейдет в пласти-

ческое состояние и начнет закручиваться. Из системы (9) видно, что такая задача
является статически определимой и может служить для определения значения пре-
дельных моментов по формулам

M∗1 =

∫ ∫ (
yτ2 − zτ1

)
dydz, (10)

M∗2 =

∫ ∫ (
zτ1 − xτ3

)
dxdz,

M∗3 =

∫ ∫ (
xτ3 − yτ2

)
dydz.

Кроме моментов (10) на тело еще действует гидростатическое давление

P |Σ = P0,

где Σ – боковая поверхность параллелепипеда.
Свойства системы (9)
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1. Характеристические поверхности системы (9). Система (9) содержит конечное соот-
ношение, связывающее величины τ1, τ2, τ3. Дифференцируем его по x, y, z, в резуль-
тате получаем систему

∂yτ
1 + ∂zτ

2 = ∂xp, ∂xτ
1 + ∂zτ

3 = ∂yp, ∂xτ
2 + ∂yτ

3 = ∂zp, (11)

a12τ
1∂xτ

1 + a13τ
2∂xτ

2 + a23τ
3∂xτ

3 = 0,

a12τ
1∂yτ

1 + a13τ
2∂yτ

2 + a23τ
3∂yτ

3 = 0,

a12τ
1∂zτ

1 + a13τ
2∂zτ

2 + a23τ
3∂zτ

3 = 0.

Уравнение характеристической поверхности системы уравнений (11) представим в
виде

ψ = ψ (x, y, z) = 0. (12)

Характеристические поверхности системы (11) находятся из определителя∣∣∣∣∣∣∣∣
∂xψ ∂yψ ∂zψ 0
∂yψ ∂xψ 0 ∂zψ
∂zψ 0 ∂xψ ∂yψ

0 a12τ
1 a13τ

2 a23τ
3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (13)

Замечание. Нетрудно видеть, что все три последних уравнения системы (11) дают
одинаковые строки в определителе (13). Раскрываем определитель (13) по последней
строке получаем

a12τ
1∂zψ((∂zψ)2 − (∂xψ)2 −

(
∂yψ)2

)
+ a13τ

2∂yψ((∂yψ)2 − (∂xψ)2 −
(
∂zψ)2

)
+

+a23τ
3∂xψ((∂xψ)2 − (∂yψ)2 −

(
∂zψ)2

)
= 0.

Это уравнение можно записать в виде

a12τ
1n3

(
2n2

3 − 1
)

+ a13τ
2n2

(
2n2

2 − 1
)

+ a23τ
3n1

(
2n2

1 − 1
)

= 0, (14)

где n1 = ∂xψ√
(∇ψ)2

, n2 =
∂yψ√
(∇ψ)2

, n3 = ∂zψ√
(∇ψ)2

.

Одно из решений уравнения (14), которое не зависит от величин τ1, τ2, τ3 имеет вид

2n2
i = 1, i = 1, 2, 3.

Следовательно, угол между нормалью к характеристической поверхности ψ (x, y, z) =
0 и вектором n равен ±π/4. Совокупность элементов характеристической поверхности
образуют конус раствора ±π/4 вокруг направления, которое определяется третьим
корнем уравнения (14) и зависит от напряженного состояния.
Точечные симметрии системы уравнений (9)
Точечные симметрии уже достаточно широко применяются в механике деформиру-
емого твердого тела. С их помощью удается не только построить т.н. инвариантные
решения, но и строить новые решения используя технику «размножения» (cм. [4-9]).
В этой статье точечные симметрии будут использоваться только для построения ин-
вариантных решений.
Поскольку система (9) содержит конечное соотношение, то необходимо работать с
ее следствиями, которые имеют вид (11), где для удобства введены обозначения
∂xτ

1 = q1
1, ∂xτ

2 = q2
1, ∂xτ

3 = q3
1, ∂xp = q4

1 и т.д.

q1
2 + q2

3 = q4
1, q

1
1 + q3

3 = q4
2, q

2
1 + q3

2 = q4
3, (15)

a12τ
1q1

1 + a13τ
2q2

1 + a23τ
3q3

1 = 0,
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a12τ
1q1

2 + a13τ
2q2

2 + a23τ
3q3

2 = 0,

a12τ
1q1

3 + a13τ
2q2

3 + a23τ
3q3

3 = 0,

a12τ
1(τ1)2 + a13(τ2)2 + a23(τ3)2 − 1

2
= 0.

Будем искать точечные симметрии, относительно которых инвариантно многообразие,
определяемое системой уравнений (15). Согласно методике Ли–Овсянникова, будем
искать допустимый оператор точечной симметрии в виде

X = ξj
∂

∂xj
+ ηi

∂

∂τ i
, j = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, 4 (16)

Продолжаем оператор (16) на первые производные по формулам

X̃ = X + ς ik
∂

∂qik
, (17)

где ς ik = Dk

(
ηi
)
− qiβDk

(
ζβ
)
, Dk = ∂

∂xk
+ qik

∂
∂τ i
. Действуем оператором (17) на систему

уравнений (15) и переходим на многообразие, задаваемое этой системой. В резуль-
тате получаем многочлены второй степени относительно «внутренних» - эндогенных
переменных q2

k, q
3
k. «Внешние» - экзогенные переменные q1

k, q
4
k определяются из систе-

мы (15) через эндогенные переменные. В полученных многочленах второй степени
приравниваем нулю коэффициенты при первых и вторых степенях эндогенных пере-
менных. Это позволяет получить переопределенную систему линейных дифференци-
альных уравнений относительно коэффициентов ξj , ηi. Решая эту систему, получаем
следующий результат.
Теорема. Система уравнений (9) допускает алгебру Ли L5 , порождаемую операторами

Xi =
∂

∂xi
, X4 = xi

∂

∂xi
, X5 =

∂

∂p
.

Наличие операторов Xi i = 1, 2, 3, 4 означает, что система (9) допускает сдвиги и
растяжение по осям x, y, z.

x′i = xi + ai, i = 1, 2, 3, x′i = xi exp a4,

сдвиг для гидростатического давления p′ = p+ a5.
Инвариантные решения системы уравнений (9)
Построим инвариантное решение относительно подалгебры, порождаемой оператором
X3 = ∂

∂z .
Такое решение следует искать в виде

τ i = τ i (x, y) , p = p(x, y). (18)

Подставляем (18) в систему (9) получаем

∂yτ
1 = ∂xp, ∂xτ

1 = ∂yp, ∂xτ
2 + ∂yτ

3 = 0, (19)

a12(τ1)2 + a13(τ2)2 + a23(τ3)2 − 1

2
= 0.

Из (19) без труда получаем

τ1 = f (x+ y) + g (x− y) , p = f (x+ y)− g(x− y). (20)

Теперь функции τ2, τ3 определятся из системы уравнений

∂xτ
2 + ∂yτ

3 = 0, a13(τ2)2 + a23(τ3)2 = k2
s − a12(τ1)2. (21)
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Система уравнений (21) описывает кручение анизотропного стержня в условиях, ко-
гда предел текучести зависит от переменных x, y. Такие задачи рассмотрены в [1,2] и
цитируемой там литературе.
Законы сохранения системы уравнений (9) Использование законов сохранения
для уравнений механики деформируемого твердого тела еще только начинается. Но
уже имеются обнадеживающие результаты, которых удается добиться именно с помо-
щью законов сохранения. Это решение задачи Коши для плоского деформированного
ряда и решение ряда упруго – пластических задач, описывающих кручение стержней
и консолей [4, 5, 10-13]. В этом разделе построены законы сохранения для уравнений
(9).
Будем искать законы сохранения системы уравнений (9) в виде

∂xA(τ1, τ2, τ3, p) + ∂yB(τ1, τ2, τ3, p) + ∂zC(τ1, τ2, τ3, p) = 0.

Это равенство выполняется в силу системы уравнений (9). Из этого следуют соотно-
шения

X12A− a13τ
2∂pB + a12τ

1∂pC = 0,

X13B − a23τ
3∂pA+ a12τ

1∂pC = 0,

X12B − a13τ
2∂pA = 0,

X12C − a12τ
1∂pA = 0,

X13C + a12τ
1∂pB = 0,

X13A− a23τ
3∂pB = 0,

где X12 = −a13τ
2∂τ1 + a12τ

1∂τ2 , X13 = −a23τ
3∂τ1 + a12τ

1∂τ3 .
Покажем, что эти уравнения совместны. Пусть

∂pA = ∂pB = ∂pC = 0,

тогда одно из решений - бесконечная серия A(S), B(S), C(S), где S = a12(τ1)2 +
a13(τ2)2 + a23(τ3)2,
A(S), B(S), C(S) - произвольные гладкие функции.
Замечание. Есть ли другие законы? Неизвестно, но, по мнению авторов, других зако-
нов сохранения нет.
Система уравнений (9) в терминах компонент тензора деформации
Понятно, что для системы (9) наиболее актуально напряженное состояние. Пусть оно
известно. Тогда для нахождения трех компонент вектора скорости имеем три уравне-
ния

a12λτ
1 = e12,a13λτ

2 = e13,a23λτ
3 = e23,, (22)

где
2e12 = ∂yu+ ∂xv, 2e13 = ∂zu+ ∂xw, 2e23 = ∂zv + ∂yw. (23)

Покажем, что уравнения (22) можно решить в терминах компонент тензора скоростей
деформации. Как известно, компоненты тензора скоростей деформации кроме уравне-
ний (22) должны удовлетворять еще и уравнениям совместности. В силу соотношений
(23) и (5) их остается только шесть

∂2
xye12 = 0, ∂2

xze13 = 0, ∂2
yze23 = 0, (24)

∂x (∂xe23 − ∂ze12 − ∂ye13) = 0,

∂y (∂ye13 − ∂ze12 − ∂xe23) = 0,
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∂z (∂ze12 − ∂ye13 − ∂xe23) = 0.

Теорема. Уравнения совместности скоростей деформации выполняются тождествен-
но.
В этом случае из (22) имеем

(τ1)2
(
e2

12 + e2
13 + e2

23

)
= k2

se
2
12, (25)

(τ2)2
(
e2

12 + e2
13 + e2

23

)
= k2

se
2
23,

(τ3)2
(
e2

12 + e2
13 + e2

23

)
= k2

se
2
13.

Системы уравнений (25) – это система линейных однородных уравнений относительно
переменных e2

12, e
2
13, e

2
23. Ее определитель имеет вид∣∣∣∣∣∣∣

(τ1)
2 − k2

s (τ1)
2

(τ1)
2

(τ2)
2

(τ2)
2 − k2

s (τ2)
2

(τ3)
2

(τ3)
2

(τ3)
2 − k2

s

∣∣∣∣∣∣∣
Этот определитель равен нулю, поскольку сумма всех строк равна нулю. Это озна-
чает, что система (25) имеет только два независимых уравнения для трех компонент
тензора скоростей деформации. Например, величина e2

23 может быть выбрана произ-
вольно, поэтому для данного напряженного состояния, определяемого из системы (9),
поле скоростей определяется с функциональным произволом. Систему (9), в случае,
когда p ≡ 0 можно записать так:

∂yΛe12 + ∂zΛe13 = 0, (26)

∂xΛe12 + ∂zΛe23 = 0,

∂xΛe13 + ∂yΛe23 = 0.

Здесь для удобства считаем Λ = λ−1.
Продифференцируем первое уравнение по x, а второе по y и вычтем полученное со-
отношение

∂z(∂xΛe13 − ∂yΛe23) = 0. (27)

Из третьего уравнения (26) имеем

∂z(∂xΛe13 + ∂yΛe23) = 0. (28)

Из (27) и (28) получаем
∂zxΛe13 = 0, ∂zyΛe23 = 0. (29)

Проделав аналогичную операцию с первым и третьим уравнениями системы (26) име-
ем

∂xyΛe12 = 0. (30)

Из этих соотношений можно определить вид компонент тензора напряжений

S12 = Λe12 = F1(x, z) +G1 (z, y) . (31)

S13 = Λe13 = H1(x, y) +G1 (z, y) , S23 = Λe23 = H2(x, y) + F2 (z, x) .

Между этими функциями выполнены соотношения

∂yG1 + ∂zG2 = 0, ∂xF1 + ∂zF2 = 0, ∂xH1 + ∂yH2 = 0. (32)

a12(G1 + F1)2 + a13(G2 +H1)2 + a23(F2 +H2)2 = 1.

В системе уравнений (32) введем функции Фi, по следующим формулам

F1 = ∂zΦ1, F2 = −∂xΦ1, G1 = ∂zΦ2, G2 = −∂yΦ2, H1 = ∂yΦ3, H2 = −∂xΦ3.
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В этом случае первые три уравнения (32) удовлетворяются тождественно, а последнее
запишется так

a12(∂zΦ1 + ∂zΦ2)2 + a13(∂yΦ3 − ∂yΦ2)2 + a23(∂xΦ3 + ∂xΦ1)2 = 1.

В этом случае компоненты напряжения примут вид

S12 = Λe12 = ∂z(Φ1(x, z) + Φ2 (z, y)), (33)

S13 = Λe13 = ∂y(Φ3(x, y)− Φ2 (z, y)), S23 = Λe23 = ∂x(−Φ1(x, z)− Φ3 (x, y)).

Заключение. В работе построена новая система уравнений (9). Ее необходимо ис-
следовать более подробно. Для этого можно использовать методы развитые в работах
[4-13].
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ELASTIC STATE OF A PLATE WITH FREE-FORM HOLES

Reshetnev Siberian State Aerospace University, Krasnoyarsk

Abstract. The authors consider the limit state of anisotropic plastic bodies .The theory of limit
state deals with statically determinate condition of solids. the System is closed due to the marginal
conditions in this case. The system of equations has three tangential component of the stress
tensor. Diagonal components of this system are equal. In this case, the authors are able to choose
a velocity field that the system is also statically determinate. The system can be considered in
terms of components of tensor of rate of deformation. The number of equations is not increased
because the terms of jointness performs identically. For this system the authors found a group of
point symmetries and conservation laws, considered some exact solutions, which can be used to
describe the plastic swirl around the three orthogonal axes.

Keywords: limit state, plastic body, anisotropic plastic body.
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РАВНОМЕРНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ ТОНКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ
ПЛАСТИНЫ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ, ПОДКРЕПЛЕННОЙ
ВКЛЮЧЕНИЕМ, ПРИ УСЛОВИИ СОПРОТИВЛЕНИЯ ОТРЫВУ
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Аннотация. В работе рассматривается упругопластическое состояние тонкой пластины c
круговым отверстием, подкрепленной включением. Пластина подвергается равномерному
растяжению. Материал пластины и включения различен и имеет разные свойства анизо-
тропии и сопротивления отрыву. В работе определено напряженное состояние пластины и
найдена граница между упругой и пластической областями.

Ключевые слова: пластичность, упругость, линеаризация, напряжение, отрыв, анизотропия

УДК: 539.374

Рассмотрим бесконечную кольцевую анизотропную идеальнопластическую пласти-
ну подкрепленную круговым включением с отверстием радиуса a (рис. 1). Области I
соответствует включение, области II материал платины. Начало координат совпада-
ет с центром окружности и включения. Константа отрыва для материала включения
равна p1, константа отрыва для материала пластины – p2. Пластина находится в со-
стоянии равномерного растяжения.

Условие пластичности для материала включения и пластины примем в виде

(Anσx − pn)(Bnσy − pn)− Cnτ2
xy = 0, An, Bn, Cn, pn = const, (1)

где An, Bn, Cn – константы анизотропии области n, pn – константа сопротивления
отрыву области n.
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Рис. 1.

Перейдем к полярной системе координат. Связь между напряжениями в декартовой
системе координат xy и напряжениями в полярной системе координат ρθ имеет вид

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(2)

Из (1) и (2) получим

AnBn (σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2 (AnBn+Cn

2 + AnBn−Cn
2 cos4θ

)
−

−2τ2
ρθ (AnBn + Cn + (Cn −AnBn) cos 4θ)− 2τρθ (σρ − σθ)×

× (AnBn − Cn) sin 4θ − 2 (σρ − σθ) (An −Bn) p0 cos 2θ−
−4τρθ (An −Bn) pn sin 2θ − 2 (σρ + σθ) (An +Bn) pn = −4p2

n.

(3)

Все величины, имеющие размерность напряжения будем считать безразмерными,
отнесенными к величине предела текучести k, а величины, имеющие размерность
длины, – к радиусу пластической зоны ρ0

s.
В дальнейшем положим

An = 1 + δan, Bn = 1 + δbn, Cn = 1 + δcn, α =
a

ρ0
s

, β =
b

ρ0
s

, (4)

где an, bn, cn – константы анизотропии, a – радиус отверстия, b – радиус включения,
δ – малый безразмерный параметр.

В исходном нулевом приближении при δ = 0, An = Bn = Cn = 1 соотношение (3)
имеет вид

(σρn − pn) (σθn − pn)− τ2
ρθn = 0, pn = const. (5)

Решение будем искать аналогично работам [1-5], пологая

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (6)

Положим

τ
(0)
ρθn = 0. (7)
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Припишем компонентам напряжения в пластической зоне индекс “p” наверху, а
упругой – индекс “е” наверху.

В нулевом приближении из (3 – 7) получим

σ
(0)p
θn = pn. (8)

Уравнения равновесия в первом приближении для обеих областей имеют вид

dσ
(0)
ρn

dρ
+
σ

(0)
ρn − σ(0)

θn

ρ
= 0. (9)

Из (8), (9) следует

σ
(0)p
ρ1 = p1 −

C1

ρ
. (10)

Контур отверстия свободен от усилий, т. е. σρ1 = 0 при ρ ≥ α. Найдем константу
C1 из условия σρ1 = 0 при ρ = α. Тогда соотношение (10) можно переписать в виде

σ
(0)p
ρ1 = p1

(
1− α

ρ

)
. (11)

Таким образом, компоненты напряжения в пластической области в исходном нуле-
вом состоянии для первой области имеют вид

σ
(0)p
ρ1 = p1

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ1 = p1, τ

(0)p
ρθ1 = 0. (12)

Определим компоненты напряжений для второй области в нулевом приближении.
Из (8), (9) следует

σ
(0)p
ρ2 = p2 −

C2

ρ
. (13)

Значение коэффициента C2 определим из условий сопряжения компонент напря-
жения на границе включения

σ
(0)p
ρ1 = σ

(0)p
ρ2 , при ρ = β. (14)

Используя выражения (7), (8), (11), (13) получим компоненты напряжений в нуле-
вом приближении для второй области

σ
(0)p
ρ2 = p2

(
1− β

ρ

)
+
p1 (β − α)

ρ
, σ

(0)p
θ2 = p2, τ

(0)p
ρθ2 = 0. (15)

Напряжения в упругой области в нулевом приближении запишем в виде

σ(0)e
ρ = q − F

ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

F

ρ2
, F − const. (16)

Условие сопряжения компонент напряжения во второй области на упругопластиче-
ской границе будет иметь вид

σ
(0)p
ρ2 = σ(0)e

ρ , σ
(0)p
θ2 = σ

(0)e
θ , ρ = 1. (17)

Из (15) – (17) получим выражения для компонент напряжений в упругой области
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σ(0)e
ρ = q − p2β − p1(α+ β)

2ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

p2β − p1(α+ β)

2ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (18)

Радиус упругопластической границы определим из соотношений (4), (15), (17) и
(18)

ρ0
s =

b(p2 − p1)− ap1

2(p2 − q)
. (19)

В первом приближении из (3), (4) (6), с учетом (7), (12), (15) имеем

σ
(I)p
θ1 = −αp1

8ρ (a1 + b1 − c1) cos 4θ + p1
2 (a1 − b1) cos 2θ+

+αp1
8ρ (a1 + b1 − c1)− p1

2 (a1 + b1),

σ
(I)p
θ2 = −

(
β
ρ (p2 − p1) + p2α

ρ

)
(a2+b2−c2)

8 cos 4θ+

+p2(a2−b2)
2 cos 2θ − p2(a2+b2)

2 +
(
β
ρ (p2 − p1) + p2α

ρ

)
(a2+b2−c2)

8 .

(20)

Уравнения равновесия в первом приближении записываются в виде

∂σ
(I)
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(I)
ρθ

∂θ +
σ
(I)
ρ −σ

(I)
θ

ρ = 0,

∂τ
(I)
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(I)
θ
∂θ +

2τ
(I)
ρθ

ρ = 0.
(21)

Уравнениям равновесия удовлетворим, полагая

σ(I)
ρ =

1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂θ2
, σ

(I)
θ =

∂2Φ

∂ρ2
, τ

(I)
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (22)

Для первой области из (20), (22) получим

Φ1 =
[
−αp1

8 (a1 + b1 − c1)ρ(ln ρ− 1) + C1ρ+ C2

]
cos 4θ+

+
[
p1ρ2

4 (a1 − b1) + C3ρ+ C4

]
cos 2θ+

+
αp1

8 (a1 + b1 − c1)ρ(ln ρ− 1)− p1ρ2

4 (a1 + b1) + C5ρ+ C6.

(23)

Из (22), (23) следует

σ
(I)p
ρ =

[
15αp1

8 (a1 + b1 − c1) ln ρ
ρ −

2αp1(a1+b1+c1)+15C1

ρ −

− 16C2
ρ2

]
cos 4θ −

[
p1
2 (a1 − b1) + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ+

+αp1
8 (a1 + b1 − c1) ln ρ

ρ −
p1
2 (a1 + b1) + C5

ρ ,

σ
(I)p
θ = −αp1

8ρ (a1 + b1 − c1) cos 4θ + p1
2 (a1 − b1) cos 2θ+

+αp1
8ρ (a1 + b1 − c1)− p1

2 (a1 + b1),

τ
(I)p
ρθ = −

[
αp1
2ρ (a1 + b1 − c1) + 4C2

ρ

]
sin 4θ +

[
p1
2 (a1 − b1)− 2C4

ρ2

]
sin 2θ.

(24)

Определим константы C1, C2, C3, C4, C5 из условия

σ
(I)p
ρ1

∣∣∣
ρ=α

= 0, τ
(I)p
ρθ1

∣∣∣
ρ=α

= 0. (25)

Получим
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C1 = p1α lnα
8 (a1 + b1 − c1), C2 = −p1α2

8 (a1 + b1 − c1),

C3 = −p1α
2 (a1 − b1), C4 = p1α2

4 (a1 − b1),

C5 = p1α
2 (a1 + b1)− p1α lnα

8 (a1 + b1 − c1).

Тогда компоненты напряжения в пластической зоне в первом приближении примут
вид

σ
(I)p
ρ1 = αp1(a1 + b1 − c1)

[
15 ln ρ

8ρ −
(16+15 lnα)

8ρ + 2α
ρ2

]
cos 4θ−

−p0(a1 − b1)
[

1
2 −

3α
2ρ + α2

ρ2

]
cos 2θ + p1α lnα

8ρ c1−

−p0(a1 + b1)
[

1
2 −

α
2ρ

]
+ αp1

8ρ (a1 + b1 − c1) ln ρ
α ,

σ
(I)p
θ1 = −αp1

8ρ (a1 + b1 − c1) cos 4θ + p1
2 (a1 − b1) cos 2θ+

+αp1
8ρ (a1 + b1 − c1)− p1

2 (a1 + b1),

τ
(I)p
ρθ = −αp1

2ρ (a1 + b1 − c1)
[
1− α2

]
sin 4θ + p1

2 (a1 − b1)
[
1− α2

ρ2

]
sin 2θ.

(26)

Для второй зоны из (20), (22) получим

σ
(I)p
ρ2 =

[
15(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α)

8
ln ρ
ρ −

−2(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α)+15C̄1

ρ − 16C̄2
ρ2

]
cos 4θ−

−
[
p2(a2−b2)

2 + 3C̄3
ρ + 4C̄4

ρ2

]
cos 2θ+

+ (a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α)
8

ln ρ
ρ −

p2(a2−b2)
2 + C̄5

ρ ,

σ
(I)p
θ2 = −

(
β
ρ (p2 − p1) + p2α

ρ

)
(a2+b2−c2)

8 cos 4θ+

+p2(a2−b2)
2 cos 2θ − p2(a2+b2)

2 +
(
β
ρ (p2 − p1) + p2α

ρ

)
(a2+b2−c2)

8 ,

τ
(I)p
ρθ2 = −

[
(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α)

2ρ + 4C̄2
ρ2

]
sin 4θ +

[
p2(a2−b2)

2 + 2C̄4
ρ2

]
sin 2θ.

(27)

Условия сопряжения на границе первой и второй зоны имеют вид

σ
(I)p
ρ1 = σ

(I)p
ρ2 , τ

(I)p
ρθ1 = τ

(I)p
ρθ2 при ρ = β. (28)

Из условий (27), (28) определим константы C̄1, C̄2, C̄3, C̄4, C̄5.

C̄1 = (a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α) lnβ
8 −

−αp1(a1+b1−c1)
8 ln β

α + 2α2p1(a1+b1−c1)
15

(
α− 1

β

)
,

C̄2 = αβp1(a1+b1−c1)(1−α2)
8 − β(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α)

8 ,

C̄3 = −βp2(a2−b2)+(β−α)p1(a1−b1)
2 ,

C̄4 = p2β2(a2−b2)
4 − p1(a1−b1)(β2−α2)

4 ,

C̄5 = β(p2(a2+b2)−p1(a1+b1))
2 − (a2+b2−c2)(β(p2−p1)+p2α) lnβ

8 +

+αp1
8

(
4a1 + 4b1 + c1 lnα+ (a1 + b1 − c1) ln β

α

)
.

Условия сопряжения на упругопластической границе имеют вид

σ
(I)p
ρ2 = σ(I)e

ρ , τ
(I)p
ρθ2 = τ

(I)e
ρθ при ρ = 1. (29)
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Компоненты напряжения в упругой зоне в первом приближении с учетом (29) при-
мут вид

σ
(I)e
ρ = a′′0 + a′′2 cos 2θ + a′′4 cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ = b′′′2 sin 2θ + b′′′4 sin 4θ,

(30)

где

a′′0 = −p2(a2−b2)
2 + C̄5,

a′′2 = −
[
p2(a2−b2)

2 + 3C̄3 + 4C̄4

]
,

a′′4 = −2(a2 + b2 − c2)(β(p2 − p1) + αp2)− 15C̄1 − 16C̄2,

b′′′2 = p2(a2−b2)
2 − 2C̄4,

b′′′4 = − (a2+b2−c2)(β(p2−p1)+αp2)
2 − 4C̄2.

Согласно [6] из (30) получим

σ
(I)e
ρ =

[
2C̄5 − p2(a2 + b2)

]
1

2ρ2
+
[(
p2(a2 − b2) + 3C̄3 + 2C̄4

) (
1
ρ4
− 2

ρ2

)
+

+
(
p2(a2−b2)

2 − 2C̄4

)
1
ρ4

]
cos 2θ +

[(
3(a2+b2−c2)

2 + 15C̄1 + 12C̄2

)(
2
ρ2
− 3

ρ4

)
−

−
(

(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+αp2)
2 + 4C̄2

)
1
ρ2

]
cos 4θ,

σ
(I)e
θ = (p2(a2 + b2)− 2C̄5) 1

2ρ2
− (p2(a2 − b2) + 2C̄3) 3

2ρ4
cos 2θ+[(

(a2 + b2 − c2) (β(p2 − p1) + αp2) + 8C̄2

)
1

2ρ6
−

−
(

3(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+αp2)
2 + 15C̄1 + 12C̄2

) (
2
ρ6
− 1

ρ4

)]
cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ =

[(
p2(a2−b2)

2 − 2C̄4

)
1
ρ4
−
(
p2(a2 − b2) + 3C̄3 + 2C̄4

) (
1
ρ2
− 1

ρ4

)]
sin 2θ−

−
[(

3(a2 + b2 − c2) (β(p2 − p1) + αp2) + 15C̄1 + 12C̄2

) (
1
ρ4
− 1

ρ6

)
+(

(a2+b2−c2)
2 (β(p2 − p1) + αp2) + 4C̄2

)
1
ρ6

]
sin 4θ.

(31)

Для определения упругопластической границы в первом приближении будет спра-
ведливо соотношение [6]

σ
(I)p
θ2 +

dσ
(0)p
θ2

dρ
ρ(I)
s = σ

(I)e
θ +

dσ
(0)e
θ

dρ
ρ(I)
s при ρ = 1. (32)

Из (15), (18), (27), (31), (32) получим

ρ
(I)
s = 6

αp1−β(p2−p1)

[
(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+αp2)

8 −
−3p2(a2+b2)

2 + 2C̄5 +
(
2p2(a2 − b2) + 3C̄3

)
cos 2θ+

+
(

7(a2+b2−c2)(β(p2−p1)+αp2)
8 + 8C̄2 + 15C̄1

)
cos 4θ

]
.

В случае однородности материала пластины и включения, полученное решение со-
ответствует результатам работы [7].
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S. V. Matveev1, A. N. Matveeva2, S. V. Tikhonov1

UNIFORM STRETCHING OF A THIN ANISOTROPIC PLATE WITH A
CIRCULAR APERTURE BACKED UP BY INCLUSION, UNDER THE

CONDITION OF RESISTANCE TO SEPARATION

1I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary

2I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary

Abstract. The elastic-plastic state of a thin annular plate reinforced by inclusion is considered,
the outer radius of the plate is equal to infinity. The plate is subjected to uniform stretching. The
material of the plate and the inclusion is different and has different properties of anisotropy and
tear resistance. The stress state of the plate is determined and the boundary between the elastic
and plastic regions is found.

Keywords: plasticity, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy
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М.С.Максютов, В.А.Кадымов

О БЕЗМОМЕНТНОМ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ
СОСТОЯНИИ ГЛАДКОГО ТОРА, НАГРУЖЕННОГО
РАВНОМЕРНЫМ ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

Московский государственный гуманитарно-экономический университет, г.Москва, Россия

Аннотация. Уточняется задача определения напряженно-деформированного состояния
(НДС) тороидальной оболочки, нагруженной равномерным внутренним давлением, и опре-
деляемого по безмоментной теории. Предложена система обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ), описывающая НДС тора на основе моментной теории оболочек. Выписано
численное решение краевой задачи НДС тора, проведен его анализ.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, усилия, перемещения, момент-
ная теория оболочек, тор, метод прогонки, метод отложенной коррекции.

УДК: 539.3

Введение.
При расчетах на прочность часто приходится сталкиваться с конструкциями, вклю-

чающими в себя элементы трубопроводов и насосов тороидальной формы. Расчет
таких конструкций регламентирован СНиП на основе упрощенных постановок, по
формулам сопротивления материалов, и обычно не представляет особых трудностей.
При математической постановке и решении задачи определения осесимметричного
напряженно-деформированного состояния тороидальных оболочек, возникают опре-
деленные трудности в получении аналитического решения. Матрица системы диффе-
ренциальных уравнений имеет переменные коэффициенты, поэтому, в общем, систе-
ма не разрешима аналитически. Лишь в некоторых случаях удается получить ана-
литическое решение. В частности, в работе [3] представлено аналитическое решение
для тороидального участка трубопровода, в виде поворотного колена, жестко закреп-
ленного на концах фланцами и нагруженного равномерным внутренним давлением.
Постановка краевой задачи для замкнутого кругового тора, нагруженного равномер-
ным внутренним давлением, была предложена В. Л. Бидерманом [1] в виде системы
ОДУ четвертого порядка. Ее решение было получено численно, причем только на
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локальном участке, исключающем окрестности полюсных точек поверхности тора.
Однако, в некоторых случаях, требуется провести полный расчет НДС кругового то-
ра, находящегося под действием равномерного внутреннего давления, например, при
проектировании напорных высоконапорных элементов конструкций в горной и неф-
тедобывающей промышленности и др.
Вывод уравнений равновесия и постановка краевой осесимметричной за-

дачи ндс тора.
Рассмотрим тороидальную оболочку, представленную на рис. 1

Рис. 1.

Введем декартову систему координат X1, X2, X3, а также тороидальную систему
координат r, θ, ϕ.

Запишем параметрические уравнения:

r = R+ r0 cos θ, X1 = r cosϕ, X2 = r sinϕ, X3 = r0 sin θ. (1)

Параметры Ляме H1 , H2 вычислим по формулам,



106 М.С. МАКСЮТОВ, В.А.КАДЫМОВ

H1 =

√(
∂X1
∂θ

)2
+
(
∂X2
∂θ

)2
+
(
∂X3
∂θ

)2
, H2 =

√(
∂X1
∂ϕ

)2
+
(
∂X2
∂ϕ

)2
+
(
∂X3
∂ϕ

)2
,

∂X1
∂θ = −r0 sin θ cosϕ, ∂X2

∂θ = −r0 sin θ sinϕ, ∂X3
∂θ = r0 cos θ,

∂X1
∂ϕ = − (R+ r0 cos θ) sinϕ, ∂X2

∂ϕ = (R+ r0 cos θ) cosϕ, ∂X3
∂ϕ = 0.

(2)

Откуда, получим выражения для H1 и H2 :

H1 = r0, H2 = r. (3)
Замкнутость оболочки по координате ϕ, независимость коэффициентов дифферен-

циальных уравнений равновесия для оболочек вращения от угла ϕ, периодичность
искомых и заданных величин позволяют применить метод разделения переменных и
рассматривать соотношения теории тонких оболочек в ОДУ.

Запишем основные соотношения моментной теории оболочек в ОДУ для случая
осесимметричного напряженно-деформированного состояния [1], [2].

ν = −R−1
0

(
dω
dθ − u

)
− угол поворота нормали;

εθ = R−1
0

(
du
dθ + ω

)
− окружная деформация;

εϕ = (Rϕ sin θ)−1 (u cos θ + ω sin θ)− меридиональная деформация;

κϕ = −
(

cos θ
RθRϕ sin θ

) (
dω
dθ − u

)
− меридиональный изгиб;

κθ = −R−1
θ

dω
dθ − окружной изгиб;

R0 = H1, Rϕ = H2
sin θ − радиусы кривизны.

(4)

Считая положительным направлением отсчета угла θ от оси X примем величину
r = R + r0 sin θ. Для упрощения выкладок, примем r0=1. Ввиду того, что оболоч-
ка замкнута по координате ϕ, разрешающую систему уравнений построим исходя из
координаты θ. Изменению координаты θ соответствует изменение дуги S = rθ, тогда

r = R+ sin θ, dS = dθ. (5)
С учетом введенных обозначений, перепишем следующие величины, входящие в (4)

ν =
(
dω
ds + u

)
, εθ =

(
du
ds + ω

)
, εϕ = r−1 (u cos θ + ω sin θ) ,

κϕ =
(

cos θ
νr

)
, κθ = −dν

ds .
(6)

Повороты краев оболочки, совпадающих соответственно с координатами θ и ϕ ха-
рактеризуются углами поворота нормали ν и ψ, и выражаются через перемещения
u, v, ω. Усилия возникающие в произвольном элементе оболочки , характеризуются
величинами T1, T2, M1, M2, Q, T,H. Положительные направления усилий показаны
на рис.1

Уравнения равновесия произвольного элемента оболочки:

dRϕ sin θT2
dθ + kRθT −Rθ cos θT1 +

dRϕ sin θM2

Rθdθ
+ 2kH − cos θM1 = −RθRϕ sin θq2,

−kRθT1 +
(Rϕ sin θ)−1d(Rϕ sin θ)2

dθ T+

+R−1
ϕ

(
−kRθM1 +

2RϕdH
dθ + 2 cos θ (Rθ +Rϕ)H

)
= −RϕRθ sin θq1,

T1
Rϕ

+ T2
Rθ
− (RϕRθ sin θ)−1

{
d/dθ

[
dRϕ sin θM2

Rθdθ
+ kH − cos θM1

]
+

+ (Rϕ sin θ)−1
[
−k2RθM1 + (k/Rϕ sin θ) d (Rϕ sin θ)2H/dθ

]}
= q3.

(7)
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Для осесимметричной задачи НДС можно положить

v = 0, T = 0, H = 0, ψ = 0, k = 0. (8)
Уравнения (7) и упрощения (8) с учетом (5) для тороидальной оболочки дают сле-

дующую систему уравнений равновесия:

dT2
ds − r0 cos θT1 + dM2r

ds − cos θM1 = 0,
T2
r + T1 sin θ

r − r−1
{
d
ds

[
dM2r
ds − cos θM1

]}
= q3,

r−1
{
dM2r
ds − cos θM1

}
= Q.

(9)

Из последнего уравнения (9) выразим величину M2 :

dM2r

ds
= Qr +M1 cos θ. (10)

Тогда во втором уравнении (9) получим

T2

r0
+
T1 sin θ

r
− r−1

{
d

ds

[
dM2r

ds
− cos θM1

]}
= q3,

или

T2 +
T1 sin θ

r
− r−1dQr

ds
= q3,

откуда получим

dQr

ds
= T2r + T1 sin θ − q3r. (11)

Из первого уравнения системы (9) имеем:

dM2r

ds
= M1 cos θ + r0T1 cos θ − q3r,

тогда с учетом (10) можем записать

M1 cos θ + r0T1 cos θ − dT2r

ds
= Qr +M1 cos θ,

или

dT2r

ds
= T1 cos θ −Qr. (12)

Для определения остальных неизвестных запишем уравнения связи между усили-
ями и деформациями, устанавливаемыми соотношениями обобщенного закона Гука.
В указанных соотношениях не будем учитывать лишь компоненты температурных
деформаций. Согласно линейной теории тонких оболочек, имеют место следующие
соотношения:

T1 = Eh/
(
1− µ2

)
[εϕ + µεθ] , T2 = Eh/

(
1− µ2

)
[εθ + µεϕ] ,

M1 = D (κϕ + µκθ) , M2 = D (κθ + µκϕ) , D = Eh3/
(
12
[
1− µ2

])
.

(13)

Из этих соотношений можно получить:
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εθ = 1/Eh (T2 − µT1) , εϕ = 1/Eh (T1 − µT2) ,
κθ = 12/Eh3 (M2 − µM1) , κϕ = 12/Eh3 (M1 − µM2) .

Используя соотношения для к, а также учитывая (6) можем записать:

M1 − µM2 = Eh3 cos θν/r.

Аналогично, с учетом (6) можем записать

M2 −M1 = −Eh3dν/ds, (14)

M1 = −Eh3/12 · ν cos θ/r + µM2r/r. (15)
Заменяя в соотношении (14) M1 его значением из (15) получим следующее равен-

ство,

dν/ds = −νµ cos θ/r +M2r/Dr. (16)
Снова используя соотношения (6) запишем выражения для производных перемещений
u, ω:

dω/ds = u− ν, du/ds = εθ − ω. (17)
Из уравнений (1.14) выразим величину µT1 : µT1 = T2− εθEh; µT1 = µεϕEh+ µT2.

Откуда, учитывая εϕ из (1.7) получим:

εϕ = (u cos θ + ω sin θ) /r, du/ds = T2

(
1− µ2

)
/Eh− µ/r (u cos θ + ω sin θ) . (18)

Для определения последнего неизвестного задачи, необходимо выразить значение
усилия Т1 через остальные неизвестные задачи:

T1 = Ehεϕ + µT2, T1 = 1/r (u cos θ + ω sin θ) + µT2. (19)
Таким образом, получилась замкнутая относительно переменных задачи система ше-
сти дифференциальных уравнений – (10) – (12), (16) – (18) и двух уравнений связи для
определения величинM1, T1 соответственно – (1.16) и (1.20). Для постановки краевых
условий, рассмотрим внешнюю и внутреннюю образующие тора. Угол θ отсчитыва-
ется от π до 2π (внутренняя образующая тора) и от 0 до π (внешняя образующая
тора). Точки 0(2π), π считаются «полюсными» точками тора. Закрепив оболочку в
этих точках от перемещений по оси ординат, можем сформулировать следующие гео-
метрические краевые условия:

Q = 0, ν = 0, u = 0. (20)
В дальнейшем, для удобства вычислений, произведем замену переменных задачи

следующим образом: заменим произведение окружного усилия T2, окружного момента
M2, перерезывающей силы Q на радиус параллельного круга r, переменнымиX1,X2,
X3 соответственно; величины угла поворота нормали ν, нормального перемещения ω,
касательного перемещения u, соответственно на X4, X5, X6. Теперь можно сформу-
лировать постановку задачи для гладкой круговой тороидальной оболочки, в случае
ее нагружения равномерным внутренним давлением, в виде уравнений (10) – (18) с
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краевыми условиями (20). Вектор напряженно-деформированного состояния в любой
точке оболочки {X}, имеет следующие компоненты

X1 = T2r, X2 = M2r, X3 = Qr, X4 = ν, X5 = ω, X6 = u.

Тогда в матричном виде система разрешающих уравнений запишется так,

dX/dθ = [A(θ)]{X}+F (θ), при θ = 0(2π), π, X3 = X4 = X5 = 0. (21)

Выпишем коэффициенты матрицы A краевой задачи (21)

µ cos θ/r 0 −1 0 Eh cos θ sin θ/r Eh cos2 θ/r
0 −µ cos θ/r 1 Eh3 cos2 θ 0 0

(r + µ cos θ)/r 0 0 0 Eh sin2 θ/r Eh sin θ cos θ/r
0 1/Dr 0 −µ cos θ 0 0
0 0 0 −1 0 1

(1− µ2)/Ehr 0 0 0 −µ sin θ/r −µ cos θ/r

Компоненты вектора F T = {0, 0,−qr, 0, 0, 0}.
Численное решение.
Краевая задача (21) неразрешима аналитически, но ее решение может быть полу-

чено численным методом. На практике, при расчёте гладких оболочек, хорошо за-
рекомендовал себя метод ортогональной прогонки, предложенный Н. Годуновым. Он
основан на решении встречных задач Коши, с последующим решением СЛАУ модифи-
цированным методом Гаусса. Метод позволяет минимизировать ошибки округления,
так как позволяет использовать модификацию путём ортогонализации и ортонор-
мирования решения в выбранных, либо во всех точках интервала интегрирования.
Однако, вопрос сходимости метода полностью зависит от числа выбранных шагов и
не может управляться автоматически. С другой стороны, свойством автоматического
контроля сходимости обладает метод отложенной коррекции, построенный на основе
метода конечных разностей с последующим решением итерационным методом Ньюто-
на. Метод был предложен М. Перейра в работе [4], существует в исходных кодах для
ранних диалектов языка программирования FORTRAN, а также адаптирован в мате-
матической библиотеке NAG и входит в ее состав(пробную версию можно получить на
сайте www.nag.com). В этом случае, сходимость метода отложенной коррекции опре-
деляется сходимостью метода Ньютона, с автоматическим изменением числа шагов
сетки и контролем соответствующей погрешности.
На основе безмоментной теории, Феплем [1] было получено выражения для окружного
усилия в торе T2, при соблюдении соотношения R = (2 − 3)r0, оно хорошо подтвер-
ждается на практике,

T2 = qr0 [1 + 0.5k sin θ] / (1 + k sin θ) , k = r0/R. (22)
Величину (2.1) будем использовать в качестве тестовой, приняв нагрузку q = 1

мПа, r0 = 1. Ниже приведены результаты расчёта краевой задачи, для определения
окружного усилия T2 методом отложенной коррекции, для различных значений R,
толщины оболочки h = 0.0012 м. Параметры численного решения выбирались соот-
ветствующим диапазону применимости безмоментного решения Фепля. В частности,
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для одинаковых значений величины R. Точность, принятая для метода отложенной
коррекции, TOL=1× 10−4. Решение Фепля показано прерывным синим.

Внешняя образующая тора, θ ∈ [0, π] , R = 2 м.

Рис. 2.

Внутренняя образующая тора: θ ∈ [π, 2π] , R = 2 м.

Рис. 3.

Для случая R = 3 м, принята аналогичная требуемая точность, TOL=1× 10−4.
Внешняя образующая тора, θ ∈ [0, π], R = 3 м.
Внутренняя образующая тора: θ ∈ [π, 2π] , R = 3 м.
Исходя из графиков распределения окружного усилия, при расчете НДС тора, мож-

но считать его безмоментным, исключая окрестность полюсных точек. В полюсных
точка, НДС тора незначительно отличается от безмоментного, хотя усилия в них не
превышают максимальных значений, определяемых по формуле (22) на практике.
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Рис. 4.

Рис. 5.

Выводы Как видно, моментная постановка и последующее численное решение да-
ют несколько завышенное значение окружного усилия T2 в полюсах тора, по сравне-
нию с безмоментной постановкой. Поэтому НДС гладкого тора нельзя считать безмо-
ментным. Однако, в моментной постановке, значения окружных усилий существенно
сказываются только в полюсных точках тора. При этом, для значения R = 3 в фор-
муле (22) получаемое решение, в целом, удовлетворительно согласуется с решением
Фепля. Сходимость к решению Фепля , в этом случае, оценивается среднеквадратич-
ной ошибкой
RMS = 2.3× 10−3 для внутренней образующей тора, RMS = 1.4× 10−3 для внешней.
Максимальные усилия, возникающие от действия равномерного внутреннего давле-
ния, соответствуют решению Фепля, и наблюдаются на внутренней образующей тора.
Существует соблазн, заключающийся в использовании решения в виде «симметрии»
верхней и нижней половин оболочки, при котором необходимо решать всего одну кра-
евую задачу: либо для верхней, либо для нижней половины тора. Однако, как показал
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анализ литературы, его применение на практике оказывается затруднительным, так
как наталкивается на трудности вычислительного характера. Численное решение хо-
рошо согласуется с решением Фепля только в начале интервала интегрирования. При
дальнейшем увеличении интервала интегрирования, в окрестности полюсных точек,
приходится значительно измельчать шаг, что приводит к неоправданному росту чис-
ленного решения. Такой же результат дает и метод отложенной коррекции. Поэтому
численное решение в «симметричной» постановке, скорее всего, обусловлено поведе-
нием самого решения, в окрестности полюсных точек тора.

Таким образом, определение НДС тора путем решения двух краевых задач (несим-
метричная постановка) является наиболее приемлемым.
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Abstract. The problem of determining the stress-strain state of a toroidal shell, loaded with
uniform internal pressure, and determined by the membrane theory is refined. A system of ordinary
differential equations describing the stress-strain state of a torus based on the moment theory of
shells is proposed. A numerical solution of the boundary value problem of the stress-strain state
of the torus is written out, its analysis is carried out.
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РАЗРЕШАЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ИЗОГНУТОГО ТРУБОПРОВОДА

Вычислительный центр ДВО РАН, г. Хабаровск

Аннотация. Выведены разрешающие уравнения для математической модели напряженно-
деформированного состояния трубопровода с криволинейным профилем. Эта модель осно-
вана на теории моментных оболочек Власова. Предложен метод приближенного решения
уравнений математической модели на основе последовательного асимптотического разложе-
ния неизвестных функций в ряды по малому параметру и представления коэффициентов
разложений в виде рядов Фурье. Посредством этих методов была получена одномерная по-
становка задачи. Приведены численные ограничения на параметры в уравнениях оболочки,
при которых возможно такое преобразование задачи. Получены одномерные уравнения мате-
матической модели трубопровода в двух различных формулировках. Найдены условия, при
которых математическая модель имеет наиболее простой вид в рамках поставленной задачи.

Ключевые слова: изогнутый трубопровод, теория оболочек, гидроупругость, асимптотиче-
ские ряды

УДК: 539.384.6+517.955.8

Введение. Цельнометаллические изогнутые трубы часто встречаются в постанов-
ках как прикладных, так и фундаментальных задач механики. Например, в [1] изуче-
на динамика подводного изогнутого трубопровода под влиянием внутреннего потока
жидкости и натяжения верхнего конца трубы. Как правило, длинные трубы моде-
лируются в рамках теории стержней. Современная математическая модель с учетом
нелинейного растяжения построена и изучена в [2].

Очевидно, что для повышения детализации описания напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) в изогнутой трубе можно воспользоваться математической мо-
делью трубы как оболочки. Наиболее близкая модель в данном случае – моментная
тороидальная оболочка, описанная В.В. Новожиловым [3]. Обобщенное решение зада-
чи определения перемещений в этой оболочке при симметричной и несимметричной
нагрузке получено в [4]. Решения, приведенные в [3, 4], основаны на теории функций
комплексного переменного и используют симметрию тороидальной оболочки.
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Обобщенный подход, основанный на разложениях в ряды Фурье, представлен в [5].
Авторы [5] ограничились анализом зависимости продольного напряжения от меридио-
нального угла, доказав хорошую согласованность теоретических и экспериментальных
результатов.

Нами была построена математическая модель подземного изогнутого трубопровода
как полубезмоментной оболочки, выполнен ее асимптотический и численный анализ
[6]. Позднее, на основе фундаментального труда [7], построена математическая модель
трубопровода как моментной оболочки с учетом специальной геометрии изогнутой
трубы [8].

Здесь для математической модели [8] выводятся разрешающие уравнения. Выпол-
няется анализ этих уравнений, в результате которого получены две одномерные фор-
мы разрешающих уравнений. Установливаются условия применимости полученных
математических моделей. Исследуется связь двух формулировок одномерных уравне-
ний и условия их взаимного перехода.
1. Механическая модель и предположения. Ниже суммируются основные тео-

ретические положения, изложенные в нескольких статьях, в частности в [6, 8]. Сфор-
мулирована постановка задачи механики трубопровода и описана геометрия механи-
ческой системы.

Рассматривается задача расчета НДС трубопровода. Пусть металлическая протя-
женная труба имеет изгиб осевой линии, такой, что осевая линия трубы Γ является
плоской кривой: Γ = {x, y|x = x0 (s) , y = y0 (s)}. Неизвестными являются напряжения
и деформации трубы под действием заданного давления внутреннего потока жидко-
сти и влияния внешней среды.

Обозначим геометрические параметры: s – длина дуги вдоль осевой линии; θ, R
– полярные координаты в поперечном сечении; ρ0, κ – радиус кривизны и кривиз-
на осевой линии, соответственно; R0, h – радиус и толщина стенки трубы; A, B –
коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности трубы; k1, k2 –
главные кривизны срединной поверхности.

Введем системы координат: глобальная декартова система отсчета (Oxyz), адап-
тированная к трубе криволинейная система координат (OsθR). Функции A, B, k1, k2

для этих систем координат найдены в [6].
Также обозначим: u, v, w – компоненты вектора перемещений вдоль s, θ, R, соот-

ветственно. Соответствующие безразмерные переменные и неизвестные:
ζ = s/`, r = R/R0,θ = θ; u′ = u/R0, v′ = v/R0, w′ = w/R0. Здесь ` – характерный

продольный масштаб.
В рамках изучаемых задач малы параметры:{

h∗ = h/R0
� 1,

λ = R0 max |κ| � 1.
(1)

В книгах [3, 9] указаны ограничения на величину h∗, от h∗ ≤ 1/20 до h∗ ≤ 1/5, в
зависимости от условий задачи. Оценки погрешности для различных h∗ выполнены в
[10]. На основе выводов, сделанных в [7], предположим, что

h∗ ≤ 0.05.

Для малого параметра кривизны предположим:

λ ≤ 0.01.
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2. Разрешающие уравнения математической модели. Математическая мо-
дель НДС стенки трубы построена в [8]. Система уравнений модели выведена на ос-
нове метода построения теории оболочек, предложенного в [7], и главными неизвест-
ными в ней являются первый инвариант тензора деформаций и линейное кручение
стенки.

В уравнения модели [8] подставим выражения для искомых функций через переме-
щения стенки оболочки во введенных выше криволинейных координатах, и получим
систему разрешающих уравнений в перемещениях:
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В выбранной криволинейной системе координат выполнены соотношения:

A = 1 +R0κ sin θ, B = R0; k1 =
κ sin θ

1 + κR0 sin θ
, k2 =

1

R0
. (5)

Система уравнений (2)-(5), дополненная выражениями для плотностей внешних сил
X, Y , Z (см. [6, 8]), является замкнутой относительно искомых функций системой
уравнений.

Здесь обозначено: E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона материала трубы;

E∗ = E
/(

1− ν2
)
, ε2 = h∗2

/
12, α = R0/`, f = κ/max |κ|.
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После перехода к безразмерным переменным u′, v′, w′, пренебрежения величиной
h∗2 по сравнению с единицей, и отбрасывания слагаемых второго порядка малости
по λ были получены упрощенные разрешающие уравнения для трубопровода как мо-
ментной оболочки.
3. Метод редукции уравнений оболочки к одномерной постановке задачи.

Безразмерные функции решений (2)-(4) были разложены в ряды по малому парамет-
ру:

u′ = u0 + λu1 +O
(
λ2
)
, v′ = v0 + λv1 +O

(
λ2
)
, w′ = w0 + λw1 +O

(
λ2
)
.

Затем каждая неизвестная функция f , ввиду ее периодичности по угловой коорди-
нате [3], была представлена в виде ряда Фурье:

f = f0 + f1 sin θ + f2 cos θ + ...

В итоге приближенное решение уравнений (3)-(5) имеет вид:

u′ (ζ, θ) = u0
0 (ζ)+u0

1 (ζ) sin θ+u0
2 (ζ) cos θ+λu1

0 (ζ)+λu1
1 (ζ) sin θ+λu1

2 (ζ) cos θ+O
(
λ2
)
,

v′ (ζ, θ) = v0
0 (ζ) + v0

1 (ζ) sin θ + v0
2 (ζ) cos θ+

+λv1
0 (ζ) + λv1

1 (ζ) sin θ + λv1
2 (ζ) cos θ +O

(
λ2
)
,

(6)

w′ (ζ, θ) = w0
0 (ζ)+w0

1 (ζ) sin θ+w0
2 (ζ) cos θ+λw1

0 (ζ)+λw1
1 (ζ) sin θ+λw1

2 (ζ) cos θ+O
(
λ2
)
.

В таком же виде представлены X, Y , Z.
При математическом моделировании трубы как полубезмоментной оболочки ранее

[11] нами использовались представления для решений:

u′ (ζ, θ) = u0
0 (ζ) + λu1

1 (ζ) sin θ + λu1
2 (ζ) cos θ +O

(
λ2
)
,

v′ (ζ, θ) = v0
0 (ζ) + λv1

1 (ζ) sin θ + λv1
2 (ζ) cos θ +O

(
λ2
)
, (7)

w′ (ζ, θ) = w0
0 (ζ) + λw1

1 (ζ) sin θ + λw1
2 (ζ) cos θ +O

(
λ2
)
.

Ниже для общей моментной оболочки получены редуцированные одномерные фор-
мулировки уравнений как для представления (6), так и для (7), и найдены условия,
при которых допустимо представление (7), которое сильнее упрощает задачу.
4. Редуцированная форма уравнений математической модели. В результа-

те подстановки (6) получим систему из восемнадцати дифференциальных уравнений
для восемнадцати неизвестных, используя стандартный метод приравнивания коэф-
фициентов. Нижним индексом ζ обозначено дифференцирование. Уравнения сгруп-
пированы по порядку малого параметра.

Нулевое по λ приближение:
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0ζζζ +X0

0
/
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0
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λ0 sin θ:
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0ζζ+

+
ν − 1

2
α2fζv

0
0ζ − νfv0

0 + Y 1
1
/
E∗h∗ = 0, (15)

−w1
1 + v1

2 − ναu1
1ζ −

(
2νf − ε2α2fζζ

)
w0

0 −
[
(1− ν) f − ε2α2fζζ

]
αu0

0ζ + ε2
[
−α4w1

1ζζζζ+

+2α2w1
1ζζ +

ν − 3

2
α2v1

2ζζ + α3u1
1ζζζ + 4α4fw0

0ζζζζ + 6α4fζw
0
0ζζζ−

−
[
(1− ν) f − 4α2fζζ

]
α2w0

0ζζ +
(
νfζ + α2fζζζ

)
α2w0

0ζ−

−3α3fu0
0ζζζ − 2α3fζu

0
0ζζ −

α

2

[
(1 + ν) fζ − 2α2fζζζ

]
u0

0

]
+ Z1

1
/
E∗h∗ = 0; (16)

λ · cos θ:

α2u1
2ζζ + ανw1

2ζ − ε2α3w1
2ζζζ +

1 + ν

2
αv1

1ζ −
1− ν

2
u1

2+

+αfζv
0
0 +

3− ν
2

αfv0
0ζ +X1

2
/
E∗h∗ = 0, (17)

1− ν
2

α2v1
2ζζ − v1

2 +
1 + ν

2
αu1

1ζ +w1
1 − ε2α2 3− ν

2
w1

1ζζ +
ν − 3

2
αfu0

0ζ +
ν − 1

2
αfζu

0
0 + fw0

0+

+ε2α
2

2

[
(3− ν) fζw

0
0ζ + (7− ν) fw0

0ζζ

]
+ Y 1

2
/
E∗h∗ = 0, (18)

−w1
2 − v1

1 − ναu1
2ζ −

(
νf − 2ε2α2fζζ

)
v0

0 + ε2

[
−α4w1

2ζζζζ + 2α2w1
2ζζ −

ν − 3

2
α2v1

1ζζ+

+α3u1
2ζζζ + α2 ν + 3

2
fv0

0ζζ + α2 ν + 7

2
fζv

0
0ζ

]
+ Z1

2
/
E∗h∗ = 0. (19)

Систему (8)-(10) называем системой уравнений нулевого приближения, систему
(11)-(19) – системой уравнений первого приближения. Видно, что подсистема урав-
нений первого приближения (14)-(19) разделяется на две подсистемы, которые могут
быть решены независимо друг от друга: (14, 16, 18) и (15, 17, 19). В отличие от [11],
новая система уравнений получена для моментной оболочки.

Дальнейшее упрощение уравнений математической модели возможно, если решение
представимо в виде (7). Из уравнений (8)-(19) следует, что необходимым условием
применимости (7) являются равенства:

X0
1 = X0

2 = 0, X1
0 = 0; Y 0

1 = Y 0
2 = 0, Y 1

0 = 0; Z0
1 = Z0

2 = 0, Z1
0 = 0. (20)

В этом случае математическая модель состоит из уравнений (8), (14)-(19), вид ко-
торых не изменяется, поскольку в них не входят обращающиеся в нуль функции

u0
1 = u0

2 = 0, u1
0 = 0; v0

1 = v0
2 = 0, v1

0 = 0; w0
1 = w0

2 = 0, w1
0 = 0. (21)

Очевидно, что для выполнения (21) необходимо, чтобы система уравнений для этих
функций (9), (10), (11)-(13) была дополнена однородными краевыми условиями.
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Итак, установлены необходимые условия (20), (21) допустимости представления (7)
для решения уравнений математической модели (2)-(4).

Физически вид решения (7) означает, что осевая линия трубы не выходит из своей
начальной плоскости, а в нулевом приближении труба ведет себя как прямолинейная
и цилиндрическая.
Заключение. Решены задачи, перечисленные во Введении:

– для математической модели напряженно-деформированного состояния изогну-
того трубопровода в предположении (1) выведены разрешающие уравнения
(2)-(4);

– Предложен вид приближенного решения (6) разрешающих уравнений, осно-
ванный на сочетании асимптотического разложения по малому параметру λ
(1), и последующего представления коэффициентов разложения в виде рядов
Фурье;

– получены одномерные уравнения математической модели трубопровода в двух
различных формулировках;

– найдены условия (20), (21), при которых возможно дальнейшее упрощение
одномерных уравнений математической модели, а решение полной задачи для
оболочки выражается формулами (7).

Возникла новая гипотеза о достаточности условий (20), (21) для применимости
упрощенного представления решений (7). В линейном случае, при условии существо-
вания классического решения исходной задачи после наложения краевых условий,
доказательство представляется очевидным и следует из единственности решения.
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THE RESOLVING EQUATIONS OF THE MATHEMATICAL MODEL OF

CURVED PIPELINE

Computing Center of Far-Eastern Branch, Russian Academy of Sciences, Khabarovsk

Abstract. The resolving equations for mathematical model of the stress-strain state of a
pipeline with a curvilinear profile were derived. This model is based on Vlasov’s theory of moment
shells. A method is proposed for approximate solution of equations of a mathematical model
on the basis of a sequential asymptotic expansion of unknown functions into series in a small
parameter and representations of the expansion coefficients in the form of Fourier series. By means
of these transformations, the system of equations of the mathematical model was reduced to a
one-dimensional form. Numerical constraints on the parameters in the shell equations are given at
which such a reduction of the formulation of the problem is possible. One-dimensional equations of
the mathematical model of the pipeline in two different formulations are obtained. Conditions are
found under which the mathematical model has the simplest form in the framework of the problem
formulated.

Keywords: bent pipeline, shell theory, hydroelasticity, asymptotical series
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Н. В. Минаева, А. А. Сизиков

О ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ
УПРУГОПОДКРЕПЛЕННОЙ ПЛАСТИНЫ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж

Аннотация. Рассмотрена прямоугольная пластина на упругом основании, сжатая в своей
плоскости и нагруженная поперечной нагрузкой. Найдено условие, определяющее границу
области непрерывной зависимости решения, описывающего прогиб пластины, от параметров
поперечной нагрузки и жесткости постели. Она также будет границей адекватности выбран-
ной матемтатической модели.

Ключевые слова: линейная упругость, пластина, винклеровское основание, непрерывная
зависимость.

УДК: 539.3

Прямоугольные пластины с переменными параметрами используются в различных
отраслях промышленности. Поперечно нагруженная прямоугольная пластина, опира-
ющаяся на упругое основание, применяется, например, при моделировании покрытий
автомобильных дорог, мостов или взлетно-посадочных полос аэродромов. Для иссле-
дования прочности и несущей способности таких конструкций требуется знание их
напряженно-деформированного состояния. В аналитической форме решение удается
получить для ограниченного числа краевых задач [1, 2]. В связи с этим широко при-
меняются различного рода приближенные методы [3-6]. В [7] представлен комплекс
аналитических решений, отражающих действие на пластины переменной толщины
сложных нагрузок. Проводится расчет фундаментных плит переменной толщины с
учетом податливости упругого основания. В работах [8, 9] было изучено влияние на-
пряжений на скорость коррозии, которая считалась линейной функцией интенсивно-
сти напряжений.

Как известно, одним из основных условий корректности постановки задачи являет-
ся требование непрерывной зависимости решения от исходных данных [10]. Посколь-
ку в результате реальной эксплуатации параметры конструкции могут отличаться от
расчетных значений, то необходимо изучение подобной проблемы. К исследованиям
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по этому направлению можно отнести работы по изучению устойчивости формы для
различного рода пластин и оболочек. В них рассмотрены тонкостенные конструк-
ции на упругом основании при сжатии [2,12-14], комбинированном нагружении [11].
Получены формы потери устойчивости, а также проведено сравнение полученных
в численном расчете критических нагрузок с экспериментальными данными [12]. В
работе [13] изучаются формы потери устойчивости однородно сжатой пластины на
мягком упругом основании на основе анализа энергии начальной послекритической
деформации. Исследование упругой устойчивости бесконечной неоднородной тонкой
пластинки, лежащей на упругом основании, в плоскости сжатия проведено в [14].
Здесь константы жесткости зависят от координат в направлении толщины пластины.

В настоящей работе рассматривается проблема непрерывной зависимости решения,
определяющего прогиб пластины, от параметров, характеризующих поперечную на-
грузку и жесткость основания. Реакция основания описывается однопараметрической
моделью, основанной на гипотезе Винклера. Пластина находится в условиях всесто-
роннего сжатия (рис. 1). Одна пара кромок жестко защемлена, а другая шарнирно
оперта.

Рис. 1.

Согласно линейной теории жестких пластин, функция u, описывающая форму изо-
гнутой пластины, является решением краевой задачи (в безразмерных переменных)
[1, 2]:

∇4u(x, y) + q
∂2u

∂x2
+ p

∂2u

∂y2
− r + ku = 0

u(0, y) = u(l, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=l

=
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=1

= 0

(1)

Пусть при r(x, y) = r0(x, y) и k = k0 задача (1) имеет решение

u(x, y) = u0(x, y) (2)

Оно будет характеризовать прогиб рассматриваемой пластины, если функция u
непрерывно зависит от r(x, y) и k при r(x, y) = r0(x, y), k = k0 . Для исследования
этой зависимости, согласно [15, 16], необходимо построить вспомогательную задачу
относительно ζ(x, y), определяемую следующим образом:

u(x, y) = u0(x, y) + ζ(x, y) (3)
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Подставляя (3) в (1) и учитывая, что (2) – решение, получаем задачу для ζ(x, y):

∇4ζ(x, y) + q
∂2ζ

∂x2
+ p

∂2ζ

∂y2
+ k0ζ = 0

ζ(0, y) = ζ(l, y) = ζ(x, 0) = ζ(x, 1) = 0
∂2ζ

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2ζ

∂x2

∣∣∣∣
x=l

=
∂ζ

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂ζ

∂y

∣∣∣∣
y=1

= 0

(3)

Основным условием непрерывной зависимости u(x, y) от r(x, y) и k является тре-
бование существования только тривиального решения у линеаризованной задачи, со-
ответствующей (3). Будем искать ее решение в виде [1]

ζ = Y (y) sinmπx (4)

В этом случае часть граничных условий удовлетворяется. Для Y (y) имеем следу-
ющую задачу:

Y (4) − 2a1Y
′′ + a2Y = 0

Y (0) = Y (1) = Y ′(0) = Y ′(1) = 0,
(5)

где a1 = γ2 − p/2, a2 = γ2
(
γ2 − q

)
+ k0, γ =

(πm
l

)
.

Корни соответствующего характеристического уравнения будут такими:

λi = ±
√
a1 ±

√
a2

1 − a2, i = 1, .., 4

Поскольку вид общего решения дифференциального уравнения из (5) зависит от
значений λi, то, анализируя различные случаи, получаем (p > 0, q > 0, т.к. пластина
находится при сжатии):

1. при 0 < p < 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2
:

Y (y) = C1 cosh(λ1y) + C2 sinh(λ1y) + C3 cosh(λ2y) + C4 sinh(λ2y) (6)

2. при p < 2γ2(1 +
√

1 + k0/γ4) и 0 < q < − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
:

Y (y) = C1 cosh(αy) cos(βy) + C2 sinh(αy) cos(βy)+
+C3 cosh(αy) sin(βy) + C4 sinh(αy) sin(βy),

(7)

α =

√
a2 − a1

√
a2

2
, β =

√
a2 + a1

√
a2

2
,

3. при p > 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2
:

Y (y) = C1 cos(β1y) + C2 sin(β1y) + C3 cos(β2y) + C4 sin(β2y), (8)

β1 =

√
|a1 −

√
a2

1 − a2|, β2 =

√
|a1 +

√
a2

1 − a2|,

4. при q > γ2 + k0
γ2
:

Y (y) = C1 cosh(λ1y) + C2 sinh(λ1y) + C3 cos(β1y) + C4 sin(β1y). (9)

Для каждого из (6)-(9) были построены системы, определяющие Ci:
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1.
C1 + C3 = 0,
λ1C2 + λ2C4 = 0,
C1 coshλ1 + C2 sinhλ1 + C3 coshλ2 + C4 sinhλ2 = 0,
C1λ1 sinhλ1 + C2λ1 coshλ1 + C3λ2 sinhλ2 + C4λ2 coshλ2 = 0.

(10)

2.
C1 = 0,
αC2 + βC3 = 0,
C1 coshα cosβ + C2 sinhα cosβ + C3 coshα sinβ + C4 sinhα sinβ = 0,
C1(α sinhα cosβ − β coshα sinβ) + C2(α coshα cosβ − β sinhα sinβ)+
+C3(α sinhα sinβ + β coshα cosβ) + C4(α coshα sinβ + β sinhα cosβ) = 0.

(11)

3.
C1 + C3 = 0,
β1C2 + β2C4 = 0,
C1 cosβ1 + C2 sinβ1 + C3 cosβ2 + C4 sinβ2 = 0,
−β1C1 sinβ1 + β1C2 cosβ1 − β2C3 sinβ2 + β2C4 cosβ2 = 0.

(12)

4.
C1 + C3 = 0,
λ1C2 + β1C4 = 0,
C1 coshλ1 + C2 sinhλ1 + C3 cosβ1 + C4 sinβ1 = 0
C1λ1 sinhλ1 + C2λ1 coshλ1 − β1C3 sinβ1 + β1C4 cosβ1 = 0.

(13)

Рис. 2. D = 0.1465 MH·м, l = a/b = 1, δ = h/b = 0.02, µ = 0.3, k0 = 685.2

в поле caption указывается заголовок рисунка

Согласно (10)-(13), условие нетривиальности решения вспомогательной задачи (3)
имеет вид:
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Рис. 3.

при 0 < p < 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2

2λ1λ2(1− coshλ1 coshλ2) + (λ2
1 + λ2

2) sinhλ1 sinhλ2 = 0 (14)

при 0 < p < 2γ2(1 +
√

1 + k0/γ4) и 0 < q < − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2

α2 sin2 β − β2 cosh2 α = 0 (15)

при p > 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2

2β1β2(1− cosβ1 cosβ2)− (β2
1 + β2

2) sinβ1 sinβ2 = 0 (16)

при 0 < p и q > γ2 + k0
γ2

2λ1β1(1− coshλ1 cosβ1) + (λ2
1 − β2

1) sinhλ1 sinβ1 = 0 (17)

С точностью до обозначений (17) совпадает с результатом, полученным в [2], если
положить p = 0 и k0 = 0.

Таким образом, если параметры пластины и сжимающих усилий таковы, что со-
ответствующая им точка лежит внутри области, ограниченной линией (14)-(17), то
решение (2) непрерывно зависит от r(x, y) и k при r(x, y) = r0(x, y), k = k0.

Например, для стальной (E = 0.2 · 106 MПа) квадратной пластины с коэффициен-
том жесткости основания k = 100 MПа/м линия (14)-(17) в пространстве параметров
внешних воздействий имеет вид (рис. 2):

Значения p∗ = 112.88 (q = 0) и q∗ = 93.197 (p = 0) совпадают с результатами из [3].
Если рассмотреть такую же пластину, но без упругого подкрепления (k = 0), то

область непрерывной зависимости будет следующей (рис.3):
При равных сжимающих усилиях непрерывная зависимость нарушается при p =

q = 37, 74, что совпадает со значениями из [4]. Если силы приложены только вдоль
шарнирно закрепленных краев (p = 0), то при q < 75.87 решение (2) приближенно
описывает прогиб пластины. Этот результат согласуется с [2]. Для случая сжатия
вдоль шарнирно закрепленных краев (q = 0), получаем аналогичный вывод при p <
66.57. В работе [4] для этого случая найдено значение p∗ = 66.55.
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Если пластина удлинена вдоль оси x (a >> b) и сжата вдоль длинной стороны
(p = 0), то получаем, например, что при

a

mb
= 0.662 непрерывная зависимость будет

нарушаться при q ≥ 68.81. Это соответствует результатам из [2], где q∗ = 68.72.
Таким образом, если параметры нагрузок и пластины таковы, что соответствующая

им точка лежит вне области, ограниченной (14)-(17), то непрерывная зависимость
решения u(x, y) от r(x, y) и k нарушается, и (2) уже не будет приближенно описывать
поведение рассматриваемой пластины. В подобных случаях необходимо проводить
исследования на основе другой математической модели, а не (1).
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THE INVESTIGATION OF STATE OF AN ELASTIC RECTANGULAR PLATE
ON AN ELASTIC SUBSTRUCTURE

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. We investigated the bending of a homogeneous plate compressed in its plane and is
loaded with transverse load. We found the condition of continuous dependence of the function of
the deflection parameters of stiffness Winkler’s base and transverse forces. It is also a border of
the adequacy of the selected model.

Keywords: linear elasticity, plate, Winkler’s base, continuous dependence.
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К ВОПРОСУ О ВЛИЯНИИ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО УПРОЧНЕНИЯ
НА ПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ ПЛОСКОЙ ПОЛОСЫ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я. Яковлева, г. Чебоксары

Аннотация. В работе [1] получено условие пластичности для одной плоской двухэлементной
динамической модели. В данной статье исследовано возмущение развитого течения одноосно-
го растяжения плоской полосы, вышедшей на режим идеально пластического состояния при
отсутствии и при наличии начальных микронапряжений.

Ключевые слова: пластичность, упругость.
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Пусть
σx = σ0

x + σ
′
x, sx = s0

x + s
′
x,

σy = σ0
y + σ

′
y, sy = s0

y + s
′
y,

τxy = τ0
xy + τ

′
xy, sxy = s0

xy + s
′
xy.

Линеаризуя условия пластичности [1] получим для невозмущенного состояния[
(σ0
x − σ0

y)− (s0
x − s0

y)
]2

+ 4
(
τ0
xy − s0

xy

)2
= 4k2

1, (1)

(s0
x − s0

y)
2 + 4(s0

xy)
2 = 4k2

2, (2)
и для возмущенного[

(σ0
x − σ0

y)− (s0
x − s0

y)
] [

(σ
′
x − σ

′
y)− (s

′
x − s

′
y)
]

+ 4
(
τ0
xy − s0

xy

) (
τ
′
xy − s

′
xy

)
= 0, (3)

(s0
x − s0

y)(s
′
x − s

′
y) + 4s0

xys
′
xy = 0.

Линеаризация условия ассоциированного закона течения, дает:
для внешнего элемента

de0
x = −de0

y = 2dλ0
[
(σ0
x − σ0

y)− (s0
x − s0

y)
]
, de0

xy = 4dλ0
(
τ0
xy − s0

xy

)
,

de
′
x = −de′y = 2dλ0

[
(σ
′
x − σ

′
y)− (s

′
x − s

′
y)
]

+ 2dλ
′ [

(σ0
x − σ0

y)− (s0
x − s0

y)
]
, (4)
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de
′
xy = 4dλ0

(
τ
′
xy − s

′
xy

)
+ 4dλ

′ (
τ0
xy − s0

xy

)
;

для внутреннего элемента

dχ0
x = −dχ0

y = 2dµ0(s0
x − s0

y), dχ
0
xy = 4dµ0s0

xy,

dχ
′
x = −dχ′y = 2dµ0(s

′
x − s

′
y) + 2dµ

′
(s0
x − s0

y), (5)

dχ
′
xy = 4dµ0s

′
xy + 4dµ

′
s0
xy.

Откуда получим следующие соотношения

ex − χx =
1

2c
(sx − sy) , ey − χy =

1

2c
(sy − sx) , exy − χxy =

1

c
sxy.

Линеаризация которых приводит к формулам

e0
x − χ0

x = −
(
e0
y − χ0

y

)
=

1

2c

(
s0
x − s0

y

)
, e0
xy − χ0

xy =
1

c
s0
xy, (6)

e
′
x − χ

′
x = −

(
e
′
y − χ

′
y

)
=

1

2c

(
s
′
x − s

′
y

)
, e
′
xy − χ

′
xy =

1

c
s
′
xy

1. Пусть

σ0
x 6= 0, s0

x 6= 0, χx 6= 0, σ0
y = τ0

xy = 0, s0
y = 0, χ0

y = χ0
xy = 0; (7)

тогда из (1), (2) будем иметь

σ0
x − s0

x = 2k1, s
0
x = 2k2, σ

0
x = 2k1 + s0

x = 2 (k1 + k2) , (8)

а из (3), (4)
(σ
′
x − σ

′
y)− (s

′
x − s

′
y) = 0, s

′
x − s

′
y = 0, σ

′
x − σ

′
y = 0

и, следовательно, справедливы следующие соотношения:
∂σ
′
x

∂x +
∂τ
′
xy

∂y = 0,

∂τ
′
xy

∂x +
∂σ
′
y

∂y = 0,

σ
′
x − σ

′
y = 0.

(9)

Полученная система уравнений совпадает с уравнениями для идеально пластиче-
ского течения, рассмотренного в работе [2]. Получили статически определимую зада-
чу.

Рассмотрим кинематику среды.
Из (5)-(9) имеем

de0
x = 2dλ0

(
σ0
x − s0

x

)
= 4k1dλ

0 = dT, dT = de0
x,

dχ0
x = 2dµ0s0

x = 4k2dµ
0, (10)

e0
x − χ0

x =
1

2c
s0
x =

k2

c
Дальнейшие преобразования дают

de0
x = dχ0

x, 4k1dλ
0 = 4k2dµ

0 = dT, dλ0 =
dT

4k1
, dµ0 =

dT

4k2

и

de
′
xy − dχ

′
xy =

1

c
ds
′
xy (11)
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Так как в силу (10) и (11) de′xy = 4dλ0
(
τ
′
xy − s

′
xy

)
= dT

k1

(
τ
′
xy − s

′
xy

)
и dχ

′
xy =

4s
′
xydµ

0 = s
′
xy
dT
k2
, то (11) запишется в виде

dT

k1

(
τ
′
xy − s

′
xy

)
− dT

k2
s
′
xy =

1

c
ds
′
xy. (12)

Что приводит к неоднородному линейному дифференциальное уравнение первого
порядка относительно s′xy

ds
′
xy

dT
+ c

[
1

k1
+

1

k2

]
s
′
xy =

cτ
′
xy

k1
,

где τ ′xy – известная функция не зависящая от T .
Для решения его воспользуемся методом вариации произвольных постоянных

s
′
xy = C(T ) exp(−aT ), a = –

(
1

k1
+

1

k2

)
,

C
′
(T ) exp(−aT ) =

cτ
′
xy

k1
, C(T ) =

–τ ′xy exp(aT )

ak1
+ C1, C1 − const,

s
′
xy =

cτ
′
xy

ak1
+ C1 exp(−aT ).

Константу C1 определим из условия, что при T = 0, e
′
xy = = χ

′
xy = s

′
xy = 0, тогда

0 =
cτ
′
xy

ak1
+ C1, C1 = − cτ

′
xy

ak1
и

s
′
xy =

c

ak1
τ
′
xy [1− exp(−aT )] . (13)

Подставив (13) в (12), получим k1
de
′
xy

dT = τ
′
xy −

cτ
′
xy

ak1
[1− exp(−aT )]

k1

de
′
xy

dT
= τ

′
xy

[(
1− c

ak1

)
+

c

ak1
exp(−aT )

]
,
k1

τ ′xy
e
′
xy =

(
1− c

ak1

)
T− c

a2k1
exp(−aT )+C2.

Так как при T = 0, e
′
xy =0, то

C2 =
c

a2k1
.

Переходя к перемещениям, получим систему двух уравнений{
k1
τ ′xy
e
′
xy =

(
1− c

ak1

)
T + c

a2k1
(1− exp(−aT )) ,

e
′
x + e

′
y = 0

относительно u′ , v′ , где e′x = ∂u
′

∂x , e
′
y = ∂v

′

∂y , e
′
xy = 1

2

(
∂u
′

∂y + ∂v
′

∂x

)
.

Удовлетворив с помощью замены u
′

= −∂ψ
∂y , v

′
= ∂ψ

∂x условие не сжимаемости e′x +

e
′
y = 0, ∂u

′

∂x + ∂v
′

∂y = 0, получим

∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
= τ

′
xyΦ(T ), (14)

где

Φ(T ) =
k1

2

((
1− c

ak1

)
T +

c

a2k1
(1− exp(−aT ))

)
.
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Представив функцию ψ в виде ψ = ϕ(x, y)Φ(T ), из (13) и (14) получим

∂2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂y2
= τ

′
xy. (15)

С помощью функции Эри σ′x = ∂2U
∂y2

, σ
′
y = ∂2U

∂x2
, τ
′
xy = − ∂2U

∂x∂y

уравнения равновесия могут быть сведены к волновому уравнению

∂2U

∂x2
− ∂2U

∂y2
= 0.

Характер решения для компонент τ ′xy имеет вид согласно [3]:

τ
′
xy = f1(x+ y) + f2(x− y).

Таким образом, уравнение (15) преобразуется в форму

∂2ϕ

∂x2
− ∂2ϕ

∂y2
= f1(x+ y) + f2(x− y). (16)

Которое в дальнейшем может быть преобразовано к виду

4
∂2ϕ

∂ξ∂η
= f1(ξ) + f2(η), ξ = x+ y, η = x− y. (17)

Из (16) и (17) имеем

ϕ = f̄1(ξ)η/4 + f̄2(η)ξ/4 + ϕ1(ξ) + ϕ2(η), (18)

где черта наверху означает интеграл по аргументу.
Согласно (18) все искомые компоненты деформации могут быть определены.
Для рассмотренного случая возмущения развитого течения одноосного растяжения

плоской полосы, вышедшей на режим идеально пластического состояния материала,
предварительное упрочнение не сказывается на характере возмущенного напряжен-
ного состояния идеально пластического тела. Компоненты возмущений перемещений
зависят от характера упрочнения.
2. Предположим далее, что имеет место одноосное растяжение

σ0
x 6= 0, σ0

y = τ0
xy = 0. (19)

Предполагаем при этом, что имеют место внутренние напряжения

s0
x 6= 0, s0

y 6= 0, s0
xy 6= 0. (20)

Примем исходное состояние за начальное и положим

e0
x = e0

y = e0
xy = 0, χ0

x = χ0
y = χ0

xy = 0. (21)

Из (4), (21) имеем
dλ0 = 0, dµ0 = 0.

Приравнивая deij , dχij к e
′
ij , χ

′
ij , получим

e
′
x = −e′y = 2dλ

′ [
σ0
x −

(
s0
x − s0

y

)]
,

e
′
x + e

′
y = 0, e

′
xy = −4dλ

′
s0
xy,

(22)

χ
′
x = 2dµ

′ (
s0
x − s0

y

)
, χ
′
y = −2dµ

′ (
s0
x − s0

y

)
,

χ
′
x + χ

′
y = 0, χ

′
xy = 4dµ

′
s0
xy.

(23)
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Из (3) получаем
(σ
′
x−σ

′
y)−(s

′
x−s

′
y)

4(τ ′xy−s
′
xy)

=
s0xy

σ0
x−(s0x−s0y)

= A,

(σ
′
x − σ

′
y)− (s

′
x − s

′
y)− 4A

(
τ
′
xy − s

′
xy

)
= 0, A = const.

(24)

Из (2) находим

− s
′
x−s

′
y

4s′xy
=

s0xy
s0x−s0y

= B,

s
′
x − s

′
y + 4B s

′
xy = 0, B = const.

(25)

Из (22), (23) следует

e
′
xy

e′x − e
′
y

=
−s0

xy

σ0
x −

(
s0
x − s0

y

) = −A, e′xy +A(e
′
x − e

′
y) = 0,

χ
′
x − χ

′
y

χ′xy
=
s0
x − s0

y

s0
xy

=
1

B
,B(χ

′
x − χ

′
y)− χ

′
xy = 0. (26)

Из (24), (25) имеем {
s
′
x − s

′
y − 4As

′
xy = σ

′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy,

s
′
x − s

′
y + 4Bs

′
xy = 0.

(27)

Систему линейных алгебраических уравнений (26) относительно s′x − s
′
y и s

′
xy ре-

шаем по формулам Крамера

∆ =

∣∣∣∣ 1 −4A
1 4B

∣∣∣∣ = 4(A+B),

∆1 =

∣∣∣∣ σ′x − σ′y − 4Aτ
′
xy −4A

0 4B

∣∣∣∣ = 4B
(
σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

)
,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

1 0

∣∣∣∣ = −
(
σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

)
,

s
′
x − s

′
y =

∆1

∆
=
B
(
σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

)
A+B

, (28)

s
′
xy =

∆2

∆
= −

σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

4(A+B)
. (29)

Из (6) получим {
χ
′
x − χ

′
y = e

′
x − e

′
y − 1

c

(
s
′
x − s

′
y

)
,

χ
′
xy = e

′
xy − 1

cs
′
xy.

(30)

Из (26) - (30) имеем
e
′
xy − 1

cs
′
xy

e′x − e
′
y − 1

c

(
s′x − s

′
y

) = B,

e
′
xy −

1

c
s
′
xy = B(e

′
x − e

′
y)−

B

c

(
s
′
x − s

′
y

)
. (31)

Подставляя (28), (29) в (31), получим

e
′
xy −B(e

′
x − e

′
y) = − (1 + 4B2)

4c(A+B)

(
σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

)
. (32)
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Для связи между компонентами тензора деформации и компонентами перемещений
воспользуемся формулами Коши

e
′
x =

∂u
′

∂x
, e
′
y =

∂v
′

∂y
, e
′
xy =

1

2

(
∂u
′

∂y
+
∂v
′

∂x

)
. (33)

Переходя от компонент деформации к компонентам перемещений и, присоединяя
к ним уравнения равновесия, получим следующую систему уравнений

∂σ
′
x

∂x
+
∂τ
′
xy

∂y
= 0,

∂τ
′
xy

∂x
+
∂σ
′
y

∂y
= 0,

∂u
′

∂x
+
∂v
′

∂y
= 0, (34)

∂u
′

∂y
+
∂v
′

∂x
+ 2A

(
∂u
′

∂x
− ∂v

′

∂y

)
= 0,

1

2

(
∂u
′

∂y
+
∂v
′

∂x

)
−B

(
∂u
′

∂x
− ∂v

′

∂y

)
= − (1 + 4B2)

4c(A+B)

(
σ
′
x − σ

′
y − 4Aτ

′
xy

)
.

Система уравнений (34) является системой пяти уравнений относительно пяти неиз-
вестных σ′x, σ

′
y, τ

′
xy, u

′
, v
′ .

Уравнение не сжимаемости (третье в системе) удовлетворим с помощью замены

u
′

= −∂ψ
∂y

, v
′

=
∂ψ

∂x
. (35)

Из формул Коши с использованием (35) следует, что

e
′
x = − ∂2ψ

∂x∂y
, e
′
y =

∂2ψ

∂x∂y
, e
′
xy =

1

2

(
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2

)
. (36)

Из (33), (36) получаем
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ

∂y2
− 4A

∂2ψ

∂x∂y
= 0. (37)

Решением уравнения (37) является функция ψ вида

ψ = ψ (x+ ay) ,

откуда
1− 4Aa− a2 = 0, a1,2 = −2A±

√
4A2 + 1,

ψ = f1(ξ) + f2(η) = f1(x+ a1y) + f2(x+ a2y).

Уравнения равновесия удовлетворим с помощью замены с использованием функции
Эри (аналогично тому, как это сделано в п.1).

В результате получим
∂2U

∂x2
− ∂2U

∂y2
− 4A

∂2U

∂x∂y
= F1(x+ a1y) + F2(x+ a2y), (38)

где
F1(x+ a1y) = 8c(B+A)2a1

1+4B2 f
′′
1 (x+ a1y),

F2(x+ a2y) = 8c(B−A)2a2
1+4B2 f

′′
2 (x+ a2y).

Уравнение (38) имеет те же характеристики, что и (37).
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Произведя замену переменных

ξ = x+ a1y, η = x+ a2y,

вычислим
∂U

∂x
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂U

∂η

∂η

∂x
=
∂U

∂ξ
+
∂U

∂η
,

∂U

∂y
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂U

∂η

∂η

∂y
= a1

∂U

∂ξ
+ a2

∂U

∂η
,

∂2U

∂x2
=
∂2U

∂ξ2
+ 2

∂U2

∂ξ∂η
+
∂2U

∂η2
, (39)

∂2U

∂y2
= a1

∂2U

∂ξ2
+ (a1 + a2)

∂U2

∂ξ∂η
+ a2

∂2U

∂η2
, (40)

∂2U

∂x∂y
= a2

1

∂2U

∂ξ2
+ 2a1a2

∂U2

∂ξ∂η
+ a2

2

∂2U

∂η2
. (41)

Подставляя (39) - (41) в (38), получим

[2− 2a1a2 − 4A(a1 + a2)]
∂U2

∂ξ∂η
= F1(ξ) + F2(η). (42)

Из (42) найдем
U = D

[
ηf
′
1(ξ) + ξf

′
2(η)

]
+ ϕ1(ξ) + ϕ2(η).

где

D =
2c(B +A)2

(1 + 4A2)(1 + 4B2)
.

Используя выражения для частных производных
∂U

∂x
= D

[
f
′
1(ξ) + ηf

′′
1 (ξ) + f

′
2(η) + ξf

′′
2 (η)

]
+ ϕ

′
1(ξ) + ϕ

′
2(η),

∂U

∂y
= D

[
a2f

′
1(ξ) + a1ηf

′′
1 (ξ) + a1f

′
2(η) + a2ξf

′′
2 (η)

]
+ a1ϕ

′
1(ξ) + a2ϕ

′
2(η),

определим компоненты напряжений

σ
′
y =

∂2U

∂x2
= ϕ

′′
1(ξ) + ϕ

′′
2(η) +D

[
2f
′′
1 (ξ) + ηf

′′′
1 (ξ) + 2f

′′
2 (η) + ξf

′′′
2 (η)

]
, (43)

σ
′
x = ∂2U

∂y2
= a2

1ϕ
′′
1(ξ) + a2

2ϕ
′′
2(η)+

+D
[
2a1a2f

′′
1 (ξ) + a2

1ηf
′′′
1 (ξ) + 2a1a2f

′′
1 (η) + a2

2ξf
′′′
2 (η)

]
,

(44)

τ
′
xy = − ∂2U

∂x∂y = −a1ϕ
′′
1(ξ)− a2ϕ

′′
2(η)−

−D
[
(a1 + a2)f

′′
1 (ξ) + a1ηf

′′′
1 (ξ) + (a1 + a2)f

′′
2 (η) + a2ξf

′′′
2 (η)

]
.

(45)

Выражения (43)–(45) определяют напряженное состояние.
Наличие начальных внутренних микронапряжений определяет эффекты анизо-

тропного поведения материала, вышедшего на режим идеально пластического состо-
яния.
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Ю. В. Немировский

ТЕРМОПЛАСТИЧЕСКИЙ ИЗГИБ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН

Институт теоретической и прикладной механики СО РАН, г. Новосибирск, Россия

Аннотация. Исследована модель термопластического квазистатического и динамическо-
го формования круглых и кольцевых пластин из идеально-пластического материала. Учи-
тывается термочувствительность свойств материала и предполагается, что поле темпера-
тур зависит только от времени и радиальной координаты. Исследуется средний продольно-
поперечный изгиб пластины при оспользовании гипотез Киргофа-Лява, условия пластично-
сти Треска и ассоциированного с ним закона пластического состояния. Получены общие раз-
решающие системы уравнений при реализации в пластине различных комбинаций пластиче-
ских режимов, проведено частичное интегрирование для различных кольцевых зон пластич-
ности и сформулированы условия сопряжения на границах этих зон. Полное решение ряда
иллюстративных примеров и анализ результатов расчета предполагается провести во второй
части статьи.

Ключевые слова: круглые и кольцевые пластины-заготовки, квазистатическое и динамиче-
ское нагружение, термический нагрев, идеально-пластические материалы, условие пластич-
ности, ассоциированный закон пластического деформирования, термочувствительность пре-
делов текучести, продольно-поперечный изгиб.

УДК: 539.3

Исследование процессов формавания изделий и элементов тонкостенных конструк-
ций в условиях воздействия статических и динамических нагрузок на основе модели
жестко-пластического тела уже достаточно давно используется в практике теориче-
ских решений технологических задач теории пластичности [1] – [5]. С целью более эф-
фективного решения практических проблем технологического формования конструк-
ций было предложено наряду с механическими воздействиями активно подключать
температурные воздействия [6]. Воздействие переменной температуры на форнуемую
деталь приводит к появлению в ней дополнительных напряжений, а высокий уровень
нагрева существенно изменяет механические характеристики материала: как прави-
ло, понижается модуль упругости, предел текучести, характеристики упрочнения и
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вязкости и увеличивает степень допустимой деформативности,что создает благопри-
ятные условия для процессов формоизменения. К сожалению, эти вопросы остаются
в литературе слабо освещенными. В данной работе применительно к круглым пла-
стинам анализируется характер их пластического деформирования при совместном
воздействии силового и температурного поля. Исследуются области наиболее благо-
приятных воздействий на заготовку.
Основные гипотезы и уравнения. Рассматривая тонкие круглые пластины

в условиях осесимметричного термосилового нагружения, закрепления и пологого
продольно-поперечного изгиба, будем использовать при получении связей между де-
формациями и перемещениями традиционные зависимости Киргофа-Лява [1], [7]:

εr =
∂u

∂r
+

1

2

(
∂ω

∂r

)2

, εθ =
u

r
(1)

er = εr + zχr =
∂u

∂r
+

1

2

(
∂ω

∂r

)2

− z ∂
2ω

∂r2
(2)

eθ = εθ + zχθ =
u

r
− z

r

∂W

∂r
(3)

−h(r)

2
≤ z ≤ h(r)

2
(4)

здесь u, ω - компоненты вектора смещения точек срединной поверхности; εr, εθ -
компоненты деформации срединной поверхности; χr, χθ - компоненты кривизны изо-
гнутой поверхности; z - координата вдоль нормали к этой поверхности; h(r) - толщина
пластинки.

Возникающие в процессе деформирования радиальные σr и окружные σθ напря-
жения порождают в пластинке внутренние усилия Nr, Nθ, Qr и изгобающие моменты
Mr,Mθ, которые, как известно [1], [7] должны подчиняться уравнениям:

∂

∂r
(rNr)−Nθ = ρh

∂2u

∂t2
(5)

d(rβNr) + d(rQz) =

[
q(r, t) + ρh

∂2ω

∂t2

]
rdr (6)

∂

∂r
(rMr)−Mθ = −rQr (7)

здесь t- время, β =
∂ω

∂r
.

После интегрирования уравнения (6) получим:

Qr = Nr
∂ω

∂r
+

1

r

∫ [
q(r, t) + ρh

∂2ω

∂t2

]
rdr +

C1

r
(8)

здесь C1 - постоянная интегрирования.
Для сплошных пластинок (без отверстия) величину С1 можно определить из тре-

бования ограниченности сил Nr, Qr в точке z = 0. Тогда будем иметь:

Qr = Nr
∂ω

∂r
+

1

r

∫ r

0

[
q(r, t) + ρh

∂2ω

∂t2

]
rdr (9)



144 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ

Уравнение (8) примет вид:

∂

∂r
(rMr)−Mθ + rNr

∂ω

∂r
+

∫ r

0

[
q(r, t) + ρh

∂2ω

∂t2

]
rdr (10)

В случае кольцевой пластинки с заданными на одном из контуров (внутреннем или
внешнем) усилия Nr или Qr постоянная C1 должна быть определена из требования
выполнимости этого условия.
Условие пластичности и закон пластического течения. Будем рассматри-

вать пластическую деформацию заготовки нагружаемой распределенной поперечной
нагрузкой q(r, t), равномерным контурным усилием Nr(a, t) = N0(t) и нагреваемой
равномерной по толщине температурой T (r, t), и будем считать, что предел текучести
материала заготовки, зависит от температуры , и не зависит от деформации или ско-
рости деформации, при заданных уровнях силовых нагрузок пластичность возникает
при превышении уровня начального поля температур Т0(r). Это позволяет использо-
вать подходы и методы решения задач успешно применявшиеся в теории предельного
равновесия пластин при отсутствии температуры [1],[2],[4],[5],[8]. В качестве условия
пластичности воспользуемся известной призмой Треска–Сен-Венана которая в инте-
ресующей нас плоскости напряжений σr, σθ будет описываться неравенством:

|σθ − σr| ≤ σς(T ) при σrσθ ≤ 0; |σθ| ≤ σς(T ), |σr| ≤ σς(T ) при σrσθ > 0 (11)
и граница ее определяет шестиугольник АВСDEF на рис.1.

Рис.1
Достижение пластического состояния соответствует реализации знаков равенства

в (11). Таким образом, в деформируемой пластинке могут возникать участки, соот-
ветствующие различным сторонам или вершинам шестиугольника Треска на рис.1.

Закон пластического течения, связанный с используемым условием текучести тре-
бует, чтобы вектор скорости пластического деформирования (е̇1, е̇2) развивался по
направлению внешней нормали к поверхности текучести. Таким образом, для глад-
ких участков кривой текучести будем иметь:

е̇i = λ(n)∂f
(n)(σ1, σ2, T )

∂σi
+

[
α[(T (r, t)− T0(r)]

]
(12)
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i = z, θ;n = 1, 2, 3, ...

где α = α(T ) - коэффициент линейного расширения материала; T0(r) - температура
тела в допредельном состоянии; T (r, t) - текущая температура в состоянии пластиче-
ского деформирования; λ(n) - неопределенный положительный множитель, соответ-
ствующий n-му гладкому участку кривой текучести.

Так как пластическое течение развивается непрерывно, то вектор скорости пласти-
ческой деформации для пластических состояний соответствующих вершинам много-
угольника текучести должен занимать любое положение между нормалями к сторо-
нам n и n+ 1 образующим данную вершину. В результате будем иметь:

е̇i = λ
(n)
1

∂f (n)(σ1, σ2, T )

∂σi
+ λ

(n)
2

∂f (n+1)(σ1, σ2, T )

∂σi
+

[
α[(T (r, t)− T0(r)]

]
(13)

Множители λ(n)
1 и λ(n)

2 связаны между собой следующим образом:

λ
(n)
1 = (1− µ(n))ν(n), λ

(n)
2 = µ(n)ν(n) (14)

0 ≤ µ(n) ≤ 1

где ν(n) совпадает с множителем λ(n) или λ(n+1) из напряженных состояний отвеча-
ющих гладким участкам функции текучести f (n) = 0 или f (n+1) = 0 будет ли µ(n) рав-
но нулю или единице. При использовании условия пластичности Треска пластинка-
закотовка при деформировании разбивается на кольцевые зоны а пределах которых
основные уравнения могут быть относительно легко проинтегрированы, что позволя-
ет довести анализ до простых инженерных формул и избежать громозких и объемных
вычислительных процедур. Скорость рассеяния механической энергии при пластиче-
ской деформации рассматриваемой пластины равна:

Д =

2∑
i=1

σiе̇i = λ(n)
2∑
i=1

∂f (n)

∂σi
σi = λ(n)σs(T )x, (x = ±1)

Таким образом множитель λ(n) пропорционален удельной скорости рассеяния ме-
ханической энергии.
Связь между усилиями, моментами деформациями и искривлениями

пластинки при термопластическом изгибе.
Для получения замкнутой разрешающей системы уравнений необходимо получать

соотношения между кинематическими и механическими характеристиками и темпе-
ратурой в пластически деформирующейся заготовке при любых комбинациях воз-
можных пластических режимов. Используя методологию анализа возможных пла-
стических режимов в оболочках вращения [8] для рассматриваемых круглых пластин
можно установить, что в пластинах, деформирующихся в условиях рассмотренных
термосиловых воздействий возможно существование пластичных режимов в виде пар
параллельных сторон (BC,EF ), (CD,FA) и им симметричным на рис.1 или троек уг-
ловых режимов (B,C,D), (C,D,E) и им симметричным. Усилия Nr, Nθ и изгибающие
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моменты Mr,Mθ определяются выражениями:

Nr =

∫ h
2

−h
2

σrdz, Nθ =

∫ h
2

−h
2

σθdz Mr =

∫ h
2

−h
2

σrzdz, Mθ =

∫ h
2

−h
2

σθzdz (15)

Пусть некоторый слой по толщине пластинки z1 ≤ z ≤ z2 находится в состоянии
BC (рис.1). Тогда закон пластического течения имеет вид:

е̇r = ε̇r + zχ̇r −
[
αṪ + α̇(T − T0)

]
= 0, е̇θ > 0 (16)

Рассматривая (16) как полином первой степени по z, получим:

е̇r = αṪ + α̇(T − T0) = 0, χ̇r > 0 (17)

Отсюда, используя кинематические формулы (1), (2) после интегрирования полу-
чим:

ω̇ = С̇1(t)r + Ċ2(t); u̇ = С̇1C1r +

∫
d(α(T − T0))

dt
dr + C3(t) (18)

здесь С̇1, С̇2, С̇3 - константы интегрирования по r.
В силу равенств (17), и непрерывности развития пластических деформаций по тол-

щине пластины в оставшихся слоях должно быть ėr = 0, что по закону течения соот-
ветствует стороне EF на рис.1. Таким образом по толщине пластины могут реализо-
ваться два состояния:

Состояние BC:

σθ = σς(Т), ėr = 0, 0 ≤ σr ≤ σθ, ėθ > 0 (19)

z0 ≤ z ≤
h

2
И состояние EF :

σθ = −σς , ėr = 0, σθ ≤ σr ≤ 0, ėθ = 0 (20)

−h
2
≤ z ≤ z0

где z0 = z0(r) - граница раздела состояний BC и EF .
В этом случае будем иметь:

Nθ = −2z0σς(T ), Mθ = σς(T )

(
h2

4
− z2

0

)
, (21)

−σς(T )

(
z0 +

h

2

)
≤ Nr ≤ σς(T )

(
h

2
− z0

)
,Mθ ≥ 0, 0 ≤Mr ≤ σς(T )

(
h2

4
− z2

0

)
Если по толщине пластинки реализуется только состояние BC, то получим:

0 ≤ Nr ≤ σς(T )h(r), Mθ = 0, Nθ = σς(T )h (22)
Исключая в (21) z0 получим условие пластичности, связывающее моментMθ и уси-

лие Nθ:
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Mθ =
σς(T )

4

[
h2 −

N2
θ

σ2
ς (T )

]
, h = h(r) (23)

Поверхность z0(r) определяется равенством:

z0 = − ε̇θ − αṪ (r, t)− α̇[T (r, t)− T0(r)]

χ̇θ

или через скорости u̇, ω̇:

z0 =
u̇− r[αṪ − α̇(T − T0)]

∂ω̇

∂r

(24)

Таким образом, для данного режима определение основных характеристик (усилий,
моментов, нейтральной поверхности z0 сводится к нахождению скоростей перемеще-
ний u̇, ω̇. Для определения последних существуют два дифференциальных уравнения
равновесия для сил и моментов. Третья главная деформация, характеризующая ско-
рость изменения толщины пластинки определяется из условия несжимаемости:

ε̇r + ε̇θ + ε̇n = 3[α(T (r, t)− T0)] (25)
Аналогичным образом, можно показать что, если по толщине пластины реализу-

ются режимы CB и FA, то будут справедливы зависимости:

ε̇r + ε̇θ − 2[αṪ (r, t)− α̇(T (r, t)− T0(r))] = 0 (26)

χ̇r + χ̇θ = 0

ω = C1lnr + C2 (27)

ru = −C
2
1

2
lnr + 2

∫
α(T − T0)rdr + C3

Nθ = Nr − 2z0σς(T ); Mθ = Mr + σς(T )

(
h2

4
− z2

0

)
(28)

Mθ = Mr + σς(T )

[
h2

4
− (Nr −Nθ)

2

4σ2
ς (T )

]
(29)

z0 =
u̇− r[α(T − T0)]

′

∂ω̇

∂r

(30)

−hσς(T ) ≤ Nθ −Nr ≤ hσς(T )

0 ≤Mθ −Mr ≤ σς(T )
h2

4
(31)

∂ω̇

∂r
< 0,

∂2ω̇

∂r2
> 0 (32)
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Ситуация, соответствующая неравенствам (31) может возникать вблизи заделан-
ного контура заготовки, когда этот край не движется и не поворачивается. Можно
показать, что в рамках рассматриваемых осесимметричных поверхностных нагру-
зок и равномерных по толщине нагревов одновременная реализация пластического
деформирования, соответствующая стороне и вершине шестиугольника пластично-
сти, невозможна. В пластине могут реализоваться пластические состояния, соответ-
ствующие соседним вершинам шестиугольника. Предположим, что некоторый слой
z1 ≤ z ≤

z

2
находится в состоянии B. Тогда закон течения будет иметь вид:

ėr = λ1 = −(1− µ)ν1 > 0, ėθ = λ2 = µ1ν1 > 0 (33)
или

µ1ėr − (1− µ)ėθ = 0 (34)

σr = σθ = σς(T )

здесь µ1 - неизвестная искомая величина, которая для состояния B принимает вид:

µ1 =
ėθ

ėr + ėθ
=

ε̇θ + zχ̇θ − [α(T − T0)]
′

ε̇r + ε̇θ + z(χ̇r + χ̇θ)− 2[α(T − T0)]′
(35)

∀z ∈
[
z1,

h

2

]
Аналогично можно записать законы пластических течений в других вершинах.

С : ėr = −λ2 = µ2ν2; ėθ = λ1 + λ2 = ν2; µ2 = − ėr
ėθ

(36)

D : ėr = −λ1 − λ2 = ν3; ėθ = λ1 = (1− µ3)ν3; µ3 =
ėr + ėθ
ėr

(37)

E : ėr = −λ1 = (1− µ4)ν4; ėθ = λ2 = µ4ν4; µ4 =
ėθ

ėr + ėθ
(38)

(0 ≤ µj ≤ 1, j = 1, 2, 3, 4)

Равенства (36)-(38) можно записать в форме:

µ2(z) = − ε̇r + zχ̇r − [α(T − T0)]
′

ε̇θ + zχ̇θ − [α(T − T0)]′
(39)

µ3(z) =
ε̇r + ε̇θ + z(χ̇r + χ̇θ)− 2[α(T − T0)]

′

ε̇r + zχ̇r − [α(T − T0)]′
(40)

µ4(z) =
ε̇θ + zχ̇θ − [α(T − T0)]

′

ε̇r + ε̇θ + z(χ̇r + χ̇θ)− 2[α(T − T0)]′
(41)

Так как скорости деформаций ėr, ėθ - линейны по z, то в общем случае распределе-
ние пластических состояний - вершин может быть следующим:

Состояние С (z2(r) ≤ z ≤ z1(r)):

ėθ > 0, ėr ≤ 0, σr = 0, σθ = σς(T ),
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µ2 определяется по формуле (39).
Состояние D (z3(r) ≤ z ≤ z2(r)):

ėθ ≥ 0, ėr < 0, σr = −σς(T ), σθ = 0,

µ3 определяется по формуле (40).

Состояние E (−h
2
≤ z ≤ z3(r)):

ėθ < 0, ėr < 0, σr = σθ = −σς(T ),

µ4 определяется по формуле (41).
В соответствии с рассмотренным полем напряжений для этих угловых режимов

получим выражения усилий и моментов:

Nr = −
∫ z3

−h/2
σςdz −

∫ z2

z3

σςdz +

∫ h/2

z1

σςdz = −σς(T )(z1 + z2) (42)

Nθ = −σς(T )(z2 + z3) (43)

Mr =
σς(T )

2

[
h2

2
− z2

2 − z2
1

]
≥ 0 (44)

Mθ =
σς(T )

2

[
h2

2
− z2

2 − z2
1

]
≥ 0 (45)

Так как −h
2
≤ z1 ≤

h

2
, −h

2
≤ z2 ≤

h

2
, −h

2
≤ z3 ≤

h

2
, то:

−σς(T )h(r) ≤ Nr ≤ σς(T )h(r), −σς(T )h ≤ Nθ ≤ σς(T )h(r) (46)
Границы z1 и z3 находим, соответственно, из условий ėr(z1) = 0, ėθ(z3) = 0:

z1 = − ε̇r − [α(T − T0)]
′

χ̇r
(47)

z3 = − ε̇θ − [α(T − T0)]
′

χ̇θ
(48)

Поскольку граница z2 разделяет состояния C и D, то для нее [ėr + ėθ]z=z2 , следо-
вательно:

z2 = − ε̇r + ε̇θ − 2[α(T − T0)]
′

χ̇r + χ̇θ
(49)

Таким образом, в случае реализации угловых режимов поиск всех неизвестных
величин сведется к отысканию компонентов вектора перемещений u и ω. При этом
для таких состояний необходимо соблюдать ограничения на величины 0 ≤ µj ≤ 1, (j =
1, 2, 3, 4), которые с помощью кинематических соотношений можно привести к виду:

для ∀z ∈
[
z1,

h

2

]
u̇− z ∂

2ω̇

∂r2
≥ r[α(T − T0)]

′
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∂u̇

∂r
+
∂ω

∂r

∂ω̇

∂r
− z ∂

2ω̇

∂r2
> [α(T − T0)]

′
(50)

для ∀z ∈ [z2, z1]:

∂u̇

∂r
+
∂ω

∂r

∂ω̇

∂r
− z ∂

2ω̇

∂r2
≤ [α(T − T0)]

′
(51)

∂u̇

∂r
+
∂ω

∂r

∂ω̇

∂r
+
u̇

r
− z
(
∂2ω̇

∂r2
+

1

r

∂ω̇

∂r

)
> 2[α(T − T0)]

′

для ∀z ∈ [z3, z2]:

u̇− z ∂ω̇
∂r
≥ [α(T − T0)]

′
(52)

∂u̇

∂r
+
∂ω

∂r

∂ω̇

∂r
+
u̇

r
− z
(
∂2ω̇

∂r2
+

1

r

∂ω̇

∂r

)
≤ 2[α(T − T0)]

′

и для ∀z ∈ [−h
2
, z3]:

∂u̇

∂r
+
∂ω

∂r

∂ω̇

∂r
− z ∂

2ω̇

∂r2
< [α(T − T0)]

′
(53)

u̇− z ∂ω
∂r

< r[α(T − T0)]
′

Точка и штрих обозначают частную производную по времени t.
Эти неравенства эквивалентны требованию закона пластического течения, чтобы

неопределенные множители λ1, λ2 были положительными.Если предположить, что по
толщине пластины реализуется другая комбинация угловых режимов, например:

при z1 ≤ z ≤
h

2
– режим C:

ėθ > 0, ėr ≤ 0, σr = 0, σθ = σς(T )
при z2 ≤ z ≤ z1 – режим D:
ėθ ≥ 0, ėr < 0, σr = −σς(T ), σθ = 0
при z3 ≤ z ≤ z2 – режим E:
ėθ ≤ 0, ėr ≤ 0, σr = −σς(T ) = σθ

при −h
2
≤ z ≤ z3 – режим F .

то проводя аналогичные рассуждения можно получить иные зависимости и нера-
венства. Например, для усилий и моментов получим выражения:

Nr = σς(T )(z3 − z1), Nθ = −σς(T )(z2 + z1) (54)

Mr =
σς(T )

2
(z2

3 − z2
1), Mθ =

σς(T )

2

(
h2

2
− z2

2 + z2
1

)
где

z1 = − ε̇r + ε̇θ − 2[α(T − T0)]
′

χ̇r + χ̇θ
,
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z2 = − ε̇θ − [α(T − T0)]
′

χ̇θ
, (55)

z3 = − ε̇r − [α(T − T0)]
′

χ̇r
.

Реализация различных пластических режимов в пластике будет меняться в зави-
симости от изменения условий ее закрепления, характера изменения температурного
поля и механических нагрузок. Поэтому дальнейшее углубление в анализе реализа-
ции возможных пластических нагрузок целесообразнее проводить для конкретных
условий технологического деформирования заготовок. Если поле напряжений во всей
пластинке реализуется в одном типе пластических режимов, то нахождение всех ин-
тересующих нас величин: усилий, моментов, перемещений и границ разделов пласти-
ческих состояний по толщине не представляет большого труда. Однако, как правило,
пластинка делится на кольцевые зоны, каждая из которых находится в различном
пластическом состоянии и границы этих зон заранее неизвестны.
Условия сопряжения между различными пластическими кольцевыми об-

ластями. С целью определения кольцевых границ различных пластических состо-
яний, выделим окружность, разделяющую два различных пластических состояния
и рассмотрим соотношения между различными механическими величинами по обе
стороны от этой окружности.

Из условия локального равновесия следует что при переходе через границу L
непрерывными должны быть усилие Nr, изгибающий момент Mr и перерезываю-
щее усилие Qr. Условие сплошности пластинки требует непрерывности перемеще-

ний u, ω и углов поворота
∂ω

∂r
на всех окружностях, кроме окружности, для которой

|σr| = σς(T ) - шарнирной окружности - на которой
∂ω

∂r
может терпеть разрыв. В об-

щем случае для решения задачи в каждой области необходимо определить функции
u, ω, εr, εθ, εh, χr, χθ, z0,Mr,Mθ, Qr, Nr, Nθ и λ.

Для их нахождения служат выписанные выше кинематические соотношения, урав-
нение неcжимаемости, закон пластического деформирования, усилия и моменты выра-
женные через поверхности разрыва пластических состояний z0j , выражения z0j через
кинематические характеристики и уравнения равновесия. Появляющиеся при инте-
грировании в каждой пластической зоне константы интегрирования должны опре-
деляться из условий на границах сопряжения и заданных граничных условий на
внутреннем и наружном контуре пластины. Ясно, что детальное описание соответ-
ствующих процедур можно провести при решении конкретных задач, которые будут
рассмотретны во второй части этой статьи в следующем номере.
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Abstract. The model of thermoplastic quasistatic and dynamic formation of round and ring plates
from ideal and plastic material is investigated. The thermosensitivity of properties of material is
considered and it is supposed that the field of temperatures depends only on time and radial
coordinate. The average longitudinally cross bend of a plate at an ospolzovaniye of hypotheses
is investigated Kirgofa-Lyava, conditions of plasticity of the Crash and the law of a plastic state
associated with him. The general allowing systems of the equations at realization in a plate of
various combinations of the plastic modes are received, partial integration for various ring zones of
plasticity is carried out and interface conditions on borders of these zones are formulated. The full
solution of a number of illustrative examples and the analysis of results of calculation is supposed
to be carried out in the second part of article.
Keywords: round and ring plates preparations, quasistatic and dynamic loading, thermal heating,
ideal and plastic materials, plasticity condition, the associated law of plastic deformation,
thermosensitivity of limits of fluidity, longitudinally cross bend.
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Аннотация. В работе рассмотрено кручение кусочно-анизотропного цилиндрического стерж-
ня с эллиптическим сечением. Определено напряженное состояние стержня, найдены линии
разрыва напряжений, построено поле характеристик.

Ключевые слова: кручение, напряжение, пластичность, предел текучести.

УДК: 539.735

Кручение изотропных и анизотропных идеальнопластических стержней рассмотре-
но в работах [1]-[4]. Кручение неоднородных идеальнопластических стержней иссле-
довано в [5]-[7].

Рассмотрим цилиндрический идеальнопластический стержень, ориентированный в
прямоугольной системе координат xyz. Ось z направлена параллельно образующим
стержня. Контур сечения стержня плоскостью z = const есть эллипс: x

2

c2
+ y2

d2
= 1.

Предположим, что сечение стержня состоит из двух анизотропных областей, раз-
деленных хордой AB: y = 0 (рис. 1).

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями:

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)

условиями пластичности

τ2
xz

a2
1

+
τ2
yz

b21
= 1 (2)
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Рис. 1.

в области I,
τ2
xz

a2
2

+
τ2
yz

b22
= 1 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где b1 < b2.
Согласно [3] характеристики соотношения (4) в каждой области есть прямые, орто-

гональные вектору градиента к кривым (2) и (3) соответственно. Вектор касательного
напряжения:

τ̄ = τxz ī+ τyz j̄, (5)
не меняется вдоль характеристик и направлен по касательной к контуру поперечного
сечения стержня.

Пусть
b1
a1

=
b2
a2

=
d

c
. (6)

Тогда уравнение характеристик в обоих областях имеет вид:

y =
y0

x0
x, (7)

где
x2

0

c2
+
y2

0

d2
= 1. (8)

На линии неоднородности AB неизбежен скачок касательных напряжений. Поэтому
при переходе через кривую AB вектор касательного напряжения τ̄ , а соответствен-
но и характеристики соотношения (4) меняют свое направление. А это приводит к
дополнительным линиям разрыва напряжений AC 8 CB области II (рис. 2).

Уравнение линии разрыва напряжений AC 8 CB имеет вид соответственно
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b2
√
d2x2 + c2y2 − d

(
b1x+

√
b22 − b21y

)
= (b2c− b1) d, (9)

b2
√
d2x2 + c2y2 + d

(
b1x−

√
b22 − b21y

)
= (b2c− b1) d. (10)

Рис. 2.

На рис. 2 линии разрыва напряжений нарисованы жирными линиями, а характе-
ристики – тонкими линиями.
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Abstract. In work torsion of a piecewise anisotropic cylindrical core with a cut in the form of an
elipse is considered. Tension of a core is defined, lines of a rupture of tension are found, the field
of characteristics is built.
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