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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОГИБОВ СЖАТО-ИЗОГНУТОГО
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЁННОГО БЕЗ СЦЕПЛЕНИЯ
ЖЕЛЕЗОБЕТОННОГО ЭЛЕМЕНТА ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ
ДВУХЛИНЕЙНОЙ ДИАГРАММЫ СОСТОЯНИЯ БЕТОНА

Тверской государственный технический университет, г. Тверь, Россия

Аннотация. В статье приводится описание методики расчёта прогибов изгибаемых железо-
бетонных элементов, предварительно напряжённых арматурой без сцепления. В основу мето-
дики положено использование двухлинейной диаграммы состояния сжатого бетона. Процесс
нагружения элемента предложено отслеживать по деформациям. Выделен ряд характерных
этапов работы напряжённой без сцепления балки при росте внешней нагрузки. Для харак-
терных этапов приведены расчётные зависимости, позволяющие оценить момент сечения и
кривизну. По полученным формулам осуществлён расчёт ряда балок, испытанных на изгиб в
ранее проведённом экспериментальном исследовании. Из сопоставления результатов счёта с
данными эксперимента сделаны выводы о возможности использования предлагаемого метода.

Ключевые слова: напряжение без сцепления, нелинейная деформационная модель, двухли-
нейная диаграмма состояния, идеальный упругопластический материал, испытание на изгиб.
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За рубежом весьма популярны предварительно напрягаемые в условиях строитель-
ной площадки железобетонные конструкции, в которых напрягаемая арматура не
имеет сцепления с бетоном по всей её длине, а усилия обжатия передаются на бе-
тон только по торцам. Использование в строительстве такой технологии, называемой
постнапряжением, имеет ряд технологических и экономических преимуществ [1]. В
нашей стране наблюдается недостаток нормативной документации, позволяющей вы-
полнить расчёт и проектирование таких конструкций.
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Одним из наиболее актуальных методов расчёта бетонных и железобетонных эле-
ментов, содержащихся в нормативной документации в нашей стране, можно считать
нелинейную деформационную модель – НДМ [2, с. 5].

При этом расчёт по НДМ целесообразно производить с использованием вычисли-
тельной техники [2, с. 75], что требует создания компьютерной программы. Однако
при написании такой программы могут быть допущены определённые ошибки, ко-
торые не окажутся фатальными для выполнения программы в целом, но при этом
приведут к получению недостоверных результатов. Для исключения данных ошибок
требуется процесс отладки, при котором результат программного счёта, полученный
при различных входных данных, сопоставляется с заведомо известным результатом,
полученным каким-либо или иным способом, например – аналитически.

В связи с этим была поставлена задача по получению методами механики материа-
лов ряда аналитических расчётных зависимостей, позволяющих оценить напряжения
в сжатом бетоне и прогиб балки без сцепления.
Основные предпосылки методики расчёта
В поставленной задаче интерес представляет величина прогиба только в одной точ-

ке по длине балки – в середине её пролёта. В связи с этим прогиб элемента от действия
внешних сосредоточенных сил целесообразно определять по формуле Мора с приме-
нением способа Верещагина. Согласно [3, с. 34] и [4, с. 184], прогиб рассматриваемого
элемента в середине его пролёта от действия эксплуатационных нагрузок может быть
выражен формулой:

f =
Fa

24EI

(
3l2 − 4c2

)
, (1)

где F – сосредоточенные силы, приложенные к балке на расстояниях c от её опор; l–
пролёт балки;E – начальный модуль упругости бетона; I– момент инерции попереч-
ного сечения.

Расчёт по формуле (1) затруднён, поскольку при работе железобетонного элемента
в ряде его сечений образуются трещины, приводящие к уменьшению момента инерции
в таких сечениях и соответствующему росту прогиба элемента.

В методике актуального свода правил [5] предлагается вычислять кривизну эле-
мента на участках с трещинами и без трещин по различным формулам. Однако в
рассматриваемом элементе отсутствует арматура, имеющая сцепление с бетоном, что
делает затруднительным корректное определение кривизны на участках с трещина-
ми в растянутой зоне по [5]. Методика, предложенная в [6], требует выполнения ряда
итераций и на практике оказывается достаточно трудоёмкой.

Для получения способа определения прогибов элемента с трещинами, выражение
(1) приближённо преобразуем к следующему виду:

f =
Mmax

24EI

(
3l2 − 4c2

)
. (2)

При работе в упругой стадии кривизна элемента связана с изгибающим моментом
известным соотношением:

1

ρmax
=
Mmax

EI
. (3)

В свою очередь кривизна элемента может быть записана как:
1

ρmax
=
εb
x
, (4)
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что следует из геометрических соображений.
Тем самым из (2) получаем следующую формулу для определения прогиба элемента

в середине пролёта:

f =
εb

24x

(
3l2 − 4c2

)
. (5)

Для отыскания прогиба по данной формуле целесообразно задаться несколькими
стадиями работы элемента, в которых будет различаться величина деформации наи-
более сжатого волокна бетона εb. Примем, что гипотеза плоских сечений в рассмат-
риваемом случае полностью соблюдается. Для описания работы бетона зададимся
двухлинейной диаграммой σ − ε, приведённой в [5], т.е. будем рассматривать бетон
идеальным упругопластическим материалом [7, с. 41]. Учитывая изложенные обстоя-
тельства, а также задаваясь рядом данных из проведённого ранее экспериментального
исследования, вполне возможно определить высотуxсжатой зоны бетона в сечении и
далее прогиб по выражению (5).

Наличие трещин в растянутой зоне рассматриваемой балки при определении её про-
гиба по формуле (5) учитывается исключением из рассмотрения растянутого бетона
при исчерпании его прочности. Критерии образования трещин и исчерпания прочно-
сти бетона приняты в соответствии с рекомендациями [5]. Рассмотрение сечения без
учёта растянутого бетона приводит к уменьшению высоты сжатой зоны, что влечёт
соответствующий рост прогиба элемента после образования трещин.
Стадии и этапы работы элемента, расчётные зависимости
В экспериментальном исследовании балок без сцепления, выполненном ранее, были

получены графики “прогиб – нагрузка” для ряда образцов (рис. 1).
По данным графиков, а также на основании натурных наблюдений за поведением

балок при их изготовлении и испытании, принимая во внимание основные особенно-
сти технологии производства работ при возведении подобных конструкций в реальных
объектах, с учётом общепринятого подхода к рассмотрению стадий работы железобе-
тонных элементов [8], были выделены основные этапы работы рассматриваемых балок
без сцепления:

I. Стадия предварительного напряжения
II. Стадия работы под нагрузкой без трещин в растянутой зоне
III. Стадия работы под нагрузкой после образования трещин в растянутой зоне.
В каждой из данных стадий дополнительно можно выделить определённые этапы

работы элемента, рассмотренные подробнее далее.
Стадия I “предварительное напряжение” . Расчётная схема элемента дана

на рис. 2.
В данной стадии к элементу прикладывается усилие предварительного обжатия.

Сам элемент перед началом напряжения, как правило, расположен на опалубке и в его
сечениях отсутствуют внутренние усилия, обусловленные действием его собственного
веса. Обжатие может компенсировать часть нагрузки от собственного веса элемента
либо её всю. Элемент может получить предварительный выгиб. Правильный выбор
усилия предварительного напряжения с целью компенсации части изгибающего мо-
мента, вызванного собственным весом, является важным этапом в проектировании
постнапряжённых конструкций [9, с. 11].
Стадия II “работа под нагрузкой без трещин в растянутой зоне” . Рас-

чётная схема элемента приведена на рис. 3.
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а) б)

Рис. 1. Графики, показывающие зависимость “прогиб – нагрузка”: а – для образцов-балок Б1
и Б2, б – для образцов-балок Б3 и Б4

При росте внешней нагрузки постепенно гасятся сжимающие усилия, заданные при
предварительном обжатии. Напряжения в бетоне нижней части конструкции от сжи-
мающих переходят к растягивающим.

При этом можно выделить два характерных этапа работы элемента на данной ста-
дии:
II.1. Бетон по высоте сечения работает линейно, при этом в бетоне верхней ча-

сти возникают сжимающие напряжения, а в бетоне нижней части – растягивающие.
Окончание данного этапа работы элемента характеризуется достижением в наиболее
растянутом волокне деформацииεbt1, которая определяет переход линейной зависи-
мости напряжений от деформаций к нелинейной (см. рис. 3, б). По графикам на рис.
1 данной стадии соответствует относительно линейный участок при прогибе балки от
0 примерно до 4 мм.

Из геометрических соображений для данной стадии получаем:

εb =
εbt1,redx

h− x
. (6)

На данной стадии работы элемента считаем, что деформации в сжатом бетоне не
достигли величины εb1, поэтому наибольшее напряжение в сжатой зоне сечения, с
учётом рекомендаций [5], может быть найдено как:

σb = εbEb =
εbt1xE

h− x
. (7)

Из выражения равенства нулю проекций сил на горизонтальную ось получаем квад-
ратное уравнение, из решения которого может быть найдена высота сжатой зоны x:

(εbt1,redbE −Rbtb)x2 + (2Rbtbh+ 2NII.1)x−
−Rbtbh2 − 2NII.1h = 0.

(8)
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Рис. 2. Элемент в стадии предварительного напряжения: а – в случае, если ql2/8 > N0e; б –
в случае, если ql2/8 < N0e

Рис. 3. Элемент в стадии работы под нагрузкой без трещин в растянутой зоне: а – схема
элемента; б, в – распределение деформаций и напряжений по высоте сечения на этапах II.1
и II.2 соответственно

Уравнение равенства нулю моментов относительно нейтральной оси позволяет отыс-
кать момент сечения в данной стадии:

MII.1 =
1

3
σbbx

2 +
1

3
Rbtb (h− x)2 +NII.1 (h− x− a) . (9)
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II.2. С дальнейшим ростом внешней нагрузки в растянутом бетоне развивается
зона неупругих деформаций. Данный этап работы элемента завершается при дости-
жении в наиболее растянутом волокне деформации εbt2, являющейся предельной де-
формацией для бетона при растяжении. Тем самым, в сечении достигнут момент тре-
щинообразования (см. рис. 3, в).

Находим относительную деформацию наиболее сжатого волокна:

εb =
εbt2x

h− x
. (10)

Считаем, что относительные деформации сжатого бетона по-прежнему не достигли
величины εb1, поэтому по аналогии с (7) выражаем напряжения в сжатом бетоне:

σb =
εbt2xE

h− x
. (11)

Высота сжатой зоны определится из квадратного уравнения:(
1
2εbt2bE −

11
30Rbtb

)
x2 +

(
22
15Rbtbh+NII.2

)
x−

−11
15Rbtbh

2 −NII.2h = 0.
(12)

Момент сечения:

MII.2 =
1

3
σbbx

2 +
611

1350
Rbtb (h− x)2 +NII.2 (h− x− a) . (13)

Стадия III “работа под нагрузкой после образования трещин в растя-
нутой зоне” . Расчётная схема элемента приведена на рис. 4.

Принимаем, что после образования трещины растянутый бетон полностью исклю-
чается из работы сечения. В предварительных расчётах работу бетона на участках
между трещинами учтём приближённо: примем, что в сечении, расположенном посе-
редине расстояния между трещинами, в растянутом бетоне достигается предельная
деформация εbt2. Распределение относительных деформаций в сжатом бетоне примем
равномерным по всей верхней грани балки, тем самым в сечении, находящемся по-
середине расстояния между трещинами, в сжатом бетоне достигается деформация εb
такая же, как и в сечении с трещиной.

Из геометрических соображений высота сжатой зоны в таком сечении оказывается
равной:

x1 =
hεb

εb + εbt2
. (14)

Для расчёта прогиба по формуле (5) в данном случае необходимо использовать
следующую высоту сжатой зоны:

xср =
x+ x1

2
. (15)

В третьей стадии могут быть выделены следующие основные этапы работы элемен-
та:
III.1. При постепенном росте внешней нагрузки был достигнут момент, когда тре-

щина образовалась (стадия II.2). Растянутый бетон сразу выключился из работы, что
привело к снижению момента инерции сечения и, соответственно, к резкому увеличе-
нию прогиба элемента. Величина внешней нагрузки при этом не изменилась. Данный
этап работы отчётливо прослеживается по графикам (рис.1, б) в виде горизонтального
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Рис. 4. Элемент в стадии работы под нагрузкой после образования трещин в растянутой зоне:
а – схема элемента; б. . . д – распределение деформаций и напряжений по высоте сечения на
этапах III.1. . . III.4

участка при нагрузке порядка 4,8 кН. Изгибающий момент на данном этапе считаем
равным моменту в предельной стадии II.2, то есть моменту, вызвавшему образование
трещины: MIII.1 = MII.2.

Считаем, что в данном случае в сжатой зоне относительные деформации ещё не
достигли величины εb1, поэтому их величину можем определить по формуле:

εb =
σb

Eb,red
. (16)

Величина напряжений в сжатом бетоне в данном случае может быть получена из
выражения:

σb =
2NIII.1

bx
. (17)

Высота сжатой зоны из уравнений равновесия статики:

x = 3

(
h− a− MII.2

NIII.1

)
. (18)

Момент сечения:

MIII.1 =
1

2
σbbx

(
h− x

3
− a
)
. (19)

Чтобы учесть работу растянутого бетона между трещинами, при вычислении про-
гиба по формуле (5) в данном случае следует использовать среднюю высоту сжатой
зоны xср, определённую по формуле (15).
III.2. В наиболее сжатом волокне бетона достигается деформация εb1, которая, в

соответствии с двухлинейной диаграммой σ − ε, определяет переход линейной зави-
симости напряжений от деформаций к нелинейной.
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Величина относительной деформации наиболее сжатого волокна в данном случае
известна и, согласно указаниям [5], равна:

εb1 =
Rb

Eb,red
= εb1,red = 0, 0015. (20)

Высота сжатой зоны из уравнения равенства нулю проекций сил на горизонтальную
ось:

x =
2NIII.2

Rbb
. (21)

Момент сечения:

MIII.2 =
1

2
Rbbx

(
h− x

3
− a
)
. (22)

При вычислении прогиба по формуле (5) в данном случае также целесообразно
использовать среднюю высоту сжатой зоны xср, определённую по формуле (15).
III.3. В наиболее сжатом волокне достигается деформация εb2, которая является

предельной деформацией бетона при сжатии. В сечении достигается предельный мо-
мент по несущей способности. По графикам на рис. 1 данной стадии соответствует
точка, в которой достигнута наибольшая внешняя нагрузка на элемент.

Величина относительной деформации наиболее сжатого волокна бетона в данном
случае в соответствии с [5] принимается равной εb2 = 0, 0035.

Высота сжатой зоны определяется из уравнения:

x =
14

11

NIII.3

Rbb
. (23)

Момент сечения:

MIII.3 =
11

14
Rbbx

(
h− 31

77
x− a

)
. (24)

Как и в двух предыдущих случаях, в формулу для определения прогиба (5) целе-
сообразно подставлять величину xср, определённую по (15).
III.4. В наиболее сжатом волокне бетона сжатой зоны деформация εb > εb2, часть

бетона разрушается и выключается из работы. Данную стадию можно отчётливо от-
следить по графику на рис.1, б – после достижения прогиба порядка 24-26 мм про-
исходит дальнейший рост прогиба при снижении воспринимаемой балкой внешней
нагрузки. С практической точки зрения рассмотрение данной стадии работы избы-
точно, поэтому в данном случае оно не производится.

Следует отметить, что в процессе работы балочного элемента без сцепления усилие
в напрягаемой арматуре изменяется. Так, сразу после приложения к конструкции
предварительного обжатия усилие начинает снижаться вследствие развития вторых
потерь (длительная релаксация напряжений в арматуре, ползучесть и усадка бетона
и другие).

При приложении к элементу внешней нагрузки он получает определённый прогиб.
Вследствие этого происходит геометрическое приращение длины арматурного каната,
что вызывает прирост усилий в арматуре без сцепления. Данное явление в ряде ис-
точников называется “антипотерями” [10]. В зарубежных нормативных документах, а
также в работах иностранных и отечественных исследователей предложены различ-
ные способы расчётного определения величины антипотерь. Ввиду сложности данного
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вопроса, на этапе предварительной проработки аналитической методики расчёта про-
гибов балок без сцепления усилие в напрягаемой арматуре целесообразно принимать
по полученным ранее данным эксперимента.
Вычисление прогиба элемента
Исходные данные примем по натурным параметрам балок, испытанных ранее на

изгиб. Размеры поперечного сечения, прочность бетона на сжатие и величина защит-
ного слоя бетона для напрягаемой арматуры по образцам балкам Б1–Б4 приведены в
строках 1–3 таблицы 1.

Как отмечалось ранее, усилие в нитях напрягаемой арматуры изменяется в про-
цессе нагружения постнапряжённых конструкций внешней нагрузкой, поэтому его
величиной будем задаваться отдельно в каждой из ранее выделенных стадий.

Ввиду обстоятельств, изложенных в [11], величина Rb, полученная при испытании
стандартных образцов кубов на сжатие, может отличаться от фактической величины
напряжений, при которой произошло разрушение сжатого бетона в балках.

Чтобы проверить данное обстоятельство, расчёты выполним дважды:
• при прочности бетона, полученной при испытании образцов на сжатие (строка
4 табл. 1);
• при прочности бетона, определённой расчётом по предельной стадии III.3 ра-
боты балки.

Для того, чтобы получить расчётную прочность бетона на сжатие, представим вы-
ражение (24) в следующем виде:

MIII.3 = NIII.3

(
h− a− 31

77
x

)
, (25)

откуда можем найти альтернативное выражение для определения высоты сжатой зо-
ны:

x =
77

31

(
h− a− MIII.3

NIII.3

)
. (26)

Далее из (23) выражаем искомую величину через высоту сжатой зоны бетона x:

Rb =
14

11

NIII.3

bx
. (27)

Расчёт по формулам (26) и (27) выполним для нескольких значенийMIII.3 и NIII.3,
взятых по экспериментальным данным в близкой окрестности от момента разруше-
ния балки. Итоговую расчётную величину Rb вычислим как среднее арифметическое
полученных значений.

Результаты расчёта по формуле (27) для балок Б1–Б4 сведены в строку 8 таблицы
1.

Величины прочности бетона на растяжение и начального модуля упругости бетона
принимаем по данным таблиц[5], предварительно определив класс бетона на сжатие
Bпо величине Rb, измеренной в экспериментальном исследовании или вычисленной
по формуле (27). Прочность бетона на растяжение и начальный модуль упругости
приведены в строках 5. . . 7 и 9. . . 11 таблицы 1.

Необходимые величины относительных деформаций бетона при двухлинейной диа-
грамме σ − ε примем в соответствии с рекомендациями свода правил [5].

Расчёт производился в следующем порядке:
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№ Параметр Ед. изм. Величина параметра по образцам
Б1 Б2 Б3 Б4

1 Ширина сечения, b см 19,97 19,96 20,08 19,95
2 Высота сечения, h см 10,07 10,18 10,03 9,99
3 Защитный слой арматуры, asp см 2,97 2,97 2,97 2,97
4 Прочность бетона на сжатие

по образцам-кубам, Rb
кН/см2 2,63 2,63 3,00 3,00

5 Класс бетона на сжатие по
образцам-кубам, B1

– 29,34 29,34 33,92 33,92

6 Прочность бетона на растяже-
ние Rbt по классу B1

кН/см2 0,17 0,17 0,19 0,19

7 Начальный модуль упругости
бетона Ebпо классу B1

кН/см2 3217,01 3217,01 3406,66 3406,66

8 Прочность бетона на сжатие
по расчёту в стадии III.3, Rb

кН/см2 1,05 1,04 1,95 2,46

9 Класс бетона на сжатие по
расчёту в стадии III.3, B2

– 14,09 13,98 26,42 33,72

10 Прочность бетона на растяже-
ние Rbt по классу B2

кН/см2 0,11 0,11 0,16 0,19

11 Начальный модуль упругости
бетона Ebпо классу B2

кН/см2 2308,73 2298,29 3070,93 3398,78

Таблица 1. Исходные данные для расчёта

1. По экспериментальным данным (см. табл. 2) для каждой из выделенных стадий
работы элемента задаёмся предварительной величиной усилия в нитях напрягаемой
арматуры Ni.

Образец Б1 Образец Б2 Образец Б3 Образец Б4
Нагрузка,
F , кН

N , кН Нагрузка,
F , кН

N , кН Нагрузка,
F , кН

N , кН Нагрузка,
F , кН

N , кН

0,00 55,50 0,00 55,10 0,00 51,24 0,00 47,15
0,49 57,05 1,05 50,64 0,49 51,24 0,49 47,38
0,98 57,05 1,96 52,35 0,98 51,24 0,98 47,44
1,96 57,05 2,91 51,59 1,96 51,33 1,96 47,44
3,02 56,08 3,37 50,16 2,96 51,33 2,94 47,57
4,13 55,56 3,94 50,43 3,92 51,35 3,92 47,59
4,92 58,80 4,38 50,43 4,92 51,11 4,91 47,59
5,38 64,49 4,58 50,43 5,30 54,61 5,19 51,30
5,65 65,55 4,82 53,67 5,65 59,12 5,65 53,25

Таблица 2. Величина усилия в напрягаемой арматуре в зависимости от внешней нагрузки

2. При известных исходных данных и величине Niвычисляем x,εb, σb иMi для дан-
ной стадии работы элемента.
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3. Определяем расчётную величину внешней нагрузки в данной стадии по формуле:

Fi =
Mi − 0, 125ql2

c
, (28)

где q – равномерно-распределённая нагрузка от собственного веса балки, равнаяq =
0, 00462 кН/см; l – пролёт балки между опорами, l = 192 см; с– расстояние от опоры
до точки приложения внешней сосредоточенной нагрузки, с = 61 см.
4. По экспериментальным данным при известной величине внешней нагрузки Fi ли-

нейной интерполяцией определяем уточнённую величину усилия в нитях напрягаемой
арматурыNi.
5. Повторяем расчёт на шагах 2. . . 4 до тех пор, пока расхождение между изначаль-

но заданной и уточнённой величинами Ni не окажется в пределах 5%.
6. Зная уточнённые величины x,εb иσbпо шагу 5, вычисляем при необходимости xср

по формуле (15) и далее прогиб элемента по (5).
Величины прогиба, полученные в результате расчёта, а также расчётное значение

внешней сосредоточенной нагрузки F , при котором данный прогиб был получен, све-
дены в таблицу 3 для всех балок при двух вариантах прочности бетона.

Стадия Образец-балка
Б1 Б2 Б3 Б4

F , кН f , мм F , кН f , мм F , кН f , мм F , кН f , мм
Бетон В1

II.1 4,33 1,30 4,04 1,21 4,08 |c|1,21 |c|3,80 1,17
II.2 4,31 1,61 4,10 1,52 4,16 1,53 3,92 1,50
III.1 4,31 1,78 4,10 1,89 4,16 1,98 3,92 2,12
III.2 6,52 10,21 5,37 10,59 5,73 10,84 4,71 11,21
III.3 6,78 24,72 5,51 25,25 5,89 25,74 5,19 26,15

Бетон В2
II.1 3,93 1,56 3,66 1,44 3,93 1,27 3,80 1,17
II.2 3,77 1,84 3,56 1,74 3,95 1,58 3,91 1,50
III.1 3,77 1,70 3,56 1,68 3,95 1,82 3,91 2,11
III.2 4,61 8,16 4,27 8,48 4,84 10,20 4,62 10,86
III.3 5,55 20,45 4,82 21,39 5,61 24,28 5,30 25,46

Таблица 3. Результаты вычисления прогибов

Сопоставление результатов расчёта с данными эксперимента
По результатам расчётов были получены величины прогиба балок в середине про-

лёта и соответствующие данным прогибам величины внешней нагрузки (см. табл. 3).
Для удобства анализа полученных результатов и сопоставления их с данными экспе-
римента на графики, показывающие измеренную в эксперименте зависимость прогиба
от внешней нагрузки, были наложены аналогичные графики, составленные по резуль-
татам счёта (рис. 5).

Из приведённых графиков следует, что использование в расчётах прочности бетона
B1, полученной при испытаниях образцов-кубов, в двух случаях из трёх приводит к
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Рис. 5. Сопоставление экспериментального и расчётного прогиба: а – для образца Б1, б – для
образца Б2, в – для образца Б3, г – для образца Б4

получению завышенных значений внешней нагрузки при одинаковых с эксперимен-
тальными значениях прогибов. В то же время при использовании расчётных харак-
теристик бетона B2 наблюдается тенденция к занижению результатов. На практике
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получение несколько заниженных результатов, полученных при использовании рас-
чётных параметров бетона, можно считать более приемлемыми, поскольку это даст
определённый “запас” в прочности и жёсткости реальной конструкции.

Также по графикам можно заметить, что на этапе работы конструкции до обра-
зования трещины результаты практически идентичны для обоих вариантов бетона.
При этом наблюдается определённое завышение жёсткости конструкции относитель-
но экспериментальных данных.

После образования трещины можно судить, как правило, о качественном соответ-
ствии полученных расчётом графиков данным эксперимента.
Заключение
Была предложена аналитическая методика расчёта прогибов балок, напряжённых

арматурой без сцепления. Предполагалось, что поведение бетона при росте внешней
нагрузки описывается двухлинейной диаграммой σ − ε, приведённой в нормативной
документации по расчёту бетонных и железобетонных конструкций, актуальной на
данный момент.

В поведении рассматриваемых конструкций под нагрузкой были выделены основ-
ные стадии и этапы работы. На каждом из них были получены расчётные зависимости,
позволяющие определить необходимые для расчёта прогибов величины, в частности,
высоту сжатой зоны. По данным экспериментального исследования ряда образцов-
балок, напряжённых арматурой без сцепления, были приняты необходимые исходные
данные для расчёта по полученным аналитическим зависимостям.

В результате сопоставления расчётных и экспериментальных величин прогиба мож-
но сделать вывод о том, что предложенный подход к определению прогибов в целом
показывает сходимость с данными эксперимента, однако в ряде случаев точность по-
лучаемых результатов не может быть названа удовлетворительной. В связи с этим
в дальнейшем представляет интерес развитие предложенного расчётного подхода, в
частности, применение в нём трёхлинейной или криволинейной диаграммы состояния
бетона.
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A. V. Gavrilenko, V. I. Gultyaev, S. L. Subbotin

DEFLECTION DETERMINATION OF AN ECCENTRICALLY CURVED
CONCRETE ELEMENT PRESTRESSED WITHOUT BOND BY USING

BI-LINEAR DIAGRAM OF CONCRETE STATE

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. There is a description of a deflection calculation method of posttensioned unbonded
concrete elements in this paper. Method is based on use of bi-linear diagram of concrete state.
Loading process is suggested to track by strains. Some key stages of posttensioned unbonded
beam work are deter-mined. For these stages calculated dependencies for estimation of curvature
and ultimate bending moment of cross section are given. Calculation of some beams, which were
investigated in previous experimental study, are made using suggested formulas. By comparison of
experimental data and calculated results conclusion about possibility of use of suggested method
is given.
Keywords: : posttension, non-linear deformation model, bi-linear state diagram, perfect elastic-
plastic material, bending test
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Введение
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ных пластин на основе моделей упругих сред [1] или модели идеальных жестко-
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В настоящее время разработано множество эффективных и надежных технологи-
ческих методов (склейка, различные типы сварок, плазменного и холодного газоди-
намического напыления, электронной наплавки и др.) позволяющие создавать разно-
образные гибридные конструкции из практически любых наборов материалов. Разра-
батываемые в настоящее время методы исследования и оценки несущей способности
таких композитных конструкций основывается на моделях упругих сред и не позволя-
ют надежно и адекватно оценивать их реальное поведение. Дело в том, что от вновь
создаваемых материалов требуют существенного увеличения прочностных и пласти-
ческих характеристик, что приводит к иным перераспределениям полей напряжений
и деформаций в гибридных конструкциях, чем предсказываемые в рамках упругих
расчетов. Кроме того, возникающие нелинейные начально-краевые задачи приводят
к серьезным аналитическим и численным проблемам при реализации процедур их
решения [2, 3].

В представленной работе разработан новый подход к расчету и анализу предельных
состояний определенного класса полигональных гибридных и однородных пластин,
позволяющих с единых позиций анализировать два принципиально разных предель-
ных состояния: первое — предельно упругое, когда во всех составляющих материа-
лах не будет превышен предел упругости и второе предельное состояние (состояние
предразрушения), когда все материалы или некоторые из них деформируются пла-
стически, но ни один из них не разрушается.
Основные уравнения
Будем рассматривать однородные или слоистые изотропные попарно симметричные

отсчетной (срединной) поверхности пластинки из различных материалов одинаково
сопротивляющихся растяжению и сжатию. Основные уравнения динамического и ква-
зистатического деформирования гибридных слоистых пластин симметричной струк-
туры, учитывающие возможности как упругого, так и неупругого деформирования
материалов были получены в работе [4]. При этом в декартовой системе координат
(x, y, z) напряжения в j-ом слое при поперечном изгибе пластин определяется равен-
ствами

σxj =
Φj(εu)

εu

(
εx +

1

2
εy

)
, τj =

Φj(εu)

εu
γ, σyj =

Φj(εu)

εy + 1
2εx

, (j = 1, 2, ..., n). (1)

Деформации εx, εy, γ связаны с прогибом w(x, y) пластины выражениями

εx = −zκx, εy = −zκy, γ = −zκxy, (2)

κx =
∂2w

∂x2
, κy =

∂2w

∂y2
, κxy =

∂2w

∂x∂y
, (3)

где z — координата, отсчитываемая от срединной поверхности вдоль нормали к ней,

εu = |z|κu, κu =
(
κ2
x + κ2

y + κxκy + κ2
xy

)
. (4)

Изгибающие Mx,My и крутящие Mxy моменты определяются выражениями
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Mx = 2

n∑
j=1

∫ hj

hj−1

σxjzdz, My = 2

n∑
j=1

∫ hj

hj−1

σyjzdz,

Mxy = 2

n∑
j=1

∫ hj

hj−1

τjzdz, (h0 = 0),

(5)

где hj — координаты границы раздела слоев.
Уравнения равновесия при поперечном изгибе имеют вид

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ q0ϕ1(x, y) = 0, (6)

q0 — амплитуда нагрузки, ϕ(x, y) — функция ее распределения по поверхности пла-
стинки.

Для материалов одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию диаграммы
деформирования достаточно надежно могут быть аппроксимированы кубическими
параболами [3] и таким образом можно принять зависимости

Φj(εu) = Ajεu +Bjε
3
u, (0 ≤ εu ≤ ε∗j ), (7)

Bj =
Aj

3(ε∗j )
2
, ε∗j =

3σ∗j
2A∗j

, (8)

Aj , σ∗j , ε
∗
j — модуль Юнга, предел прочности и предельная деформация предразру-

шения материала j-го слоя гибридной пластинки.
Зависимости (7) позволяют рассматривать как упругое (при Bj = 0), так и неупру-

гое (при Bj 6= 0) состояния материала j-го слоя.
Для слоистых конструкций по требованиям эксплуатации важно рассматривать

два предельных состояния [5]: первое - предельно упругое, когда для всех состав-
ляющих материалов Bj = 0 и εu ≤ ε0 = min(ε0

1, ε
0
2, ..., ε

0
n), где ε0

j =
σ0j
Aj

и σ0j

— предел упругости j-го слоя. Второе (состояние предразрушения), когда Bj 6= 0,
εu ≤ ε∗ = min(ε∗1, ε

∗
2, ..., ε

∗
n), ε∗k — предельная деформация предразрушения k-го слоя

материала пластинки.
При этом по характеру расположения материалов и геометрическим параметрам

слоев будем выделять подклассы гибридных рациональных конструкций и гибридных
не вполне рациональных конструкций. Под гибридными рациональными будем пони-
мать такие слоистые гибридные пластинки, в которых при заданном типе нагружения
и закрепления первое или второе предельное состояние реализуется одновременно во
всех материалах. Это означает, с учетом равенства (4), что для таких пластин в случае
первого предельного состояния расположение материалов и геометрические парамет-
ры слоев должны удовлетворять соотношениям

hjκ
0
u = ε0

j , j = 1, 2, ..., n, (9)

κ0
u =

ε0
1

h1
,

h2

h1
=
ε0

2

ε0
1

,
h3

h1
=
ε0

3

ε0
1

, ...,
hn
h1

=
ε0
n

ε0
1

, (10)

ε0
n > ε0

n−1 > ... > ε0
2 > ε0

1. (11)
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Аналогично, для второго предельного состояния гибридных рациональных пластин
должны выполняться соотношения

κ∗u =
ε∗1
h1
,

h2

h1
=
ε∗2
ε∗1
,

h3

h1
=
ε∗3
ε∗1
, ...,

hn
h1

=
ε∗n
ε∗1
, (12)

ε∗n > ε∗n−1 > ... > ε∗2 > ε∗1. (13)
которые определяют порядок расстановки материалов по толщине и соотношения
между геометрическими размерами слоев.

Значительно более широкий подкласс «не вполне рациональных проектов» при от-
сутствии ограничивающих требований на порядок расстановки слоев и взаимосвязи
их геометрических параметров можно анализировать опираясь на концепцию «сла-
бейшего звена» и закономерности (1)-(4) в конкретных случаях.

Из заданного материалов рассматриваемых слоистых пластин «слабейшее звено по
первому предельному состоянию» определяется требованием

ε0 = min(ε0
1, ε

0
2, ..., ε

0
n), (14)

а по второму предельному состоянию — требованиям

ε∗ = min(ε∗1, ε
∗
2, ..., ε

∗
n). (15)

Тогда, если в рассматриваемой слоистой пластине k-й слой материала является
слабейшим звеном по первому предельному состоянию, то для этого случая

Bj = 0, (j = 1, 2, ..., n), и κ̃0
u =

ε0

hk
, κ̃0

u = max
x,y∈S

κu(x, y), (16)

и равенство (16) позволяет определить амплитуду первой предельной нагрузки в этом
случае. Рассматривая все возможные перестановки слоев из данного набора матери-
алов можно провести сравнительный анализ изменения первых предельных нагрузок
и допустимых геометрических параметров

hm <
ε0
m

ε0
hk, m 6= k. (17)

Для второго предельного состояния аналогичные выражения будут иметь вид

σ∗k = Akhkκ̃u

(
1 +

Bk
Ak

h2
kκ̃

2
u

)
, hm <

ε∗m
ε∗
hk, κ̃u = max

x,y∈S
κu(x, y). (18)

Пользуясь выражениями (1)-(5) и (7) для Mx, My и Mxy получим выражения

Mx = D1R1(w) +D2R2(w),

My = D1R3(w) +D2R4(w),

Mxy = D1R5(w) +D2R6(w),

(19)

где
R1(w) = 2κx + κy, R2(w) = (2κx + κy)κ

2
u

R3(w) = 2κy + κx, R4(w) = (2κy + κx)κ2
u

R5(w) = κxy, R6(w) = κxyκ
2
u,

(20)

κ2
u = κ2

x + κ2
y + κxκy + κ2

xy, (21)
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D1 =
1

3

n∑
j=1

Aj
(
h3
j − h3

j−1

)
, D2 =

1

5

n∑
j=1

Bj
(
h5
j − h5

j−1

)
, (22)

и для прогиба w(x, y) из (6) получим уравнение

L1(w) + L2(w) + q0ϕ(x, y) = 0, (23)

L1(w) = D1

[
∂2R1

∂x2
+ 2

∂2R5

∂x∂y
+
∂2R3

∂y2

]
,

L2(w) = D2

[
∂2R2

∂x2
+ 2

∂2R6

∂x∂y
+
∂2R4

∂y2

]
.

(24)

Необходимые краевые условия для уравнения (23) получаются в виде классических
соотношений для прогиба классической кирхгофовской теории пластин в зависимости
от формы контура и условий его закрепления.
Метод решения
Будем рассматривать подкласс выпуклых полигональных пластин, контуры кото-

рых не содержат прямых углов.
Некоторые такие пластины такого типа изображены на рис. 1, 2, 3.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

Свяжем систему декартовых координат (x, y) с одной из сторон (x, y) с одной из
сторон A0A1 рассматриваемых многоугольников, как указано на рис. 1-3 и обозначим
координаты вершин Ai(xi, yi), A0(x0, y0) и будем считать в дальнейшем для простоты
x0 = 0, y0 = 0. Тогда уравнения прямых Ai−1Ai будут иметь вид

A0A1 : x = 0, 0 ≤ y ≤ y1, (25)

AiAi+1 : Ψi(x, y) =
x− xi
xi+1 − xi

+
y − yi
yi+1 − yi

−1 = 0, yi ≤ y ≤ yi+1, (i = 1, 2, ...) (26)
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Будем считать в дальнейшем, что на стороне A0A1 пластина может быть защемлена
или шарнирно оперта, а на остальных сторонах — защемлена.

Учитывая сложный нелинейный характер разрешающего уравнения (23) для проги-
ба w(x, y) дальнейшее решение задачи будем строить на основе удобных модификаций
метода Бубнова-Галеркина [6].

В первом приближении прогиб для соответствующих пластин будем искать в форме

w(x, y) = CkΨk(x, y), (27)
где Ck = const, а функция Ψk(x, y) подбирается так, чтобы были выполнены соответ-
ствующие граничные условия закрепления на контуре рассматриваемой пластины.

Тогда для треугольной пластины соответствующей рис. 1 в случае защемления всех
сторон будем иметь

w1(x, y) = C1Ψ1(x, y)

Ψ1(x, y) = x2Ψ2
1(x, y)Ψ2

2(x, y),
(28)

а в случае шарнирного закрепления стороны A0A1

w2(x, y) = C2Ψ2(x, y)

Ψ2(x, y) = x3Ψ2
1(x, y)Ψ2

2(x, y),
(29)

Для четырехугольной защемленной пластинки на рис. 2 будем иметь

w3(x, y) = C3Ψ3(x, y)

Ψ3(x, y) = x2Ψ2
1(x, y)Ψ2

2(x, y)Ψ2
3(x, y),

(30)

и для той же пластины с шарнирным закреплением стороны A0A1

w4(x, y) = C4Ψ4(x, y)

Ψ4(x, y) = x3Ψ2
1(x, y)Ψ2

2(x, y)Ψ2
3(x, y).

(31)

Аналогичные зависимости можно выписать и для пятиугольных пластин на рис. 3.
Путем повсеместной замены x ↔ y можно получить необходимые формулы в слу-

чае, когда шарнирно опертая сторона будет расположена по оси x.
После выполнения процедуры Бубнова-Галеркина для нахождения связи постоян-

ных Ck с амплитудой действующих нагрузок в случае первого предельного состояния
получим линейное алгебраическое уравнение, а в случае второго предельного состоя-
ния кубическое уравнение, действительный корень которого определяется по извест-
ным формулам [7]. Получив таким образом решение задачи в первом приближении
и решая на его основе с помощью известных процедур задачу: найти maxx,y∈S κ

2
u и

пользуясь критериями (9), (14), (16) определим соответствующие им амплитуды пре-
дельных нагрузок.
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Abstract. For a class of hybrid laminated plates with contours that do not have right angles
under various conditions of loading and fixing the contours, a method has been developed for
determining the first (extremely elastic) and second (pre-failure load) ultimate loads. The criteria
for their achievements, obtained the necessary systems of solving equations and described the
method of their solution.
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Аннотация. Рассматривается предельное состояние неоднородной трубы, находящейся под
действием внутреннего давления. Материал предполагается неоднородным и обладающим
свойствами анизотропии в пластической области. Неоднородность материала заключается в
том, что предел текучести зависит от координат, причем он постоянен вдоль концентрических
окружностей. Определено предельное состояние трубы в первом приближении.
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Рассмотрим толстостенную трубу радиусов a, b (a < b), которая находится под
действием внутреннего давления (рис. 1). Будем считать, что внешняя поверхность
трубы свободна от усилий.

Условие пластичности примем в виде [1]

Z

(
σx − σy

2

)2

+W (τxy)
2 = k2

xy, k1, k2, k3 = const, (1)

где σx, σy, τxy — компоненты напряжения в декартовой системе координат.
Положим

kxy = k0 + δc(x2 + y2), Z = 1 + δz, W = 1 + δw, (2)
где δ — малый безразмерный параметр, k0, c, z, w = const. Согласно (2) предел
текучести k сохраняет постоянное значение вдоль концентрических окружностей

c(x2 + y2) = d, d = const, (3)
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Рис. 1. Толстостенная труба радиусов a, b; a < b.

и изменяется в зависимости от изменения величины d. Перейдем к полярным коор-
динатам:

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ. (4)
Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями в
полярной системе координат ρ, θ имеет следующий вид:

σx =
σρ + σθ

2
+
σρ − σθ

2
cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ + σθ

2
− σρ − σθ

2
cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ − σθ
2

sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(5)

Из (1), (5) получим условие пластичности в полярных координатах:

σρ − σ2
θ(Z cos2 2θ +W sin2 2θ) + 4τ2

ρθ(Z sin2 2θ +W cos2 2θ) +

+ 2σρ − σθτρθZ −W sin 4θ = 41 + cδρ2 cos2 θ + sin2 θ. (6)
Уравнения равновесия в полярной системе координат имеют следующий вид:

∂σρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τρθ
∂θ

+
σρ − σθ

ρ
= 0,

∂τρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σθ
∂θ

+
2τρθ
ρ

= 0.

(7)

Граничные условия на внутренней поверхности трубы имеют вид

σρ
∣∣
ρ=a

= 0, τρθ
∣∣
ρ=a

= 0. (8)

Положим, что искомое решение зависит от малого параметра δ, которое будем ис-
кать в виде

σij = σ
(0)
ij + σ

(I)
ij δ + σ

(II)
ij δ2 + ... . (9)

Предположим, что в исходном нулевом приближении имеет место осесимметричное
состояние трубы:

τ
(0)
ρθ = 0. (10)

Из (6), (9), (10) следует
σ(0)
ρ − σ

(0)
θ = −2. (11)
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Решая совместно (7), (10), (11), получим

σ(0)
ρ = 2 ln ρ+ C, σ

(0)
θ = 2 + 2 ln ρ+ C, (12)

где C = const. Согласно (8) в нулевом приближении граничные условия примут вид

σ(0)
ρ

∣∣
ρ=a

= −p. (13)

Из (12), (13) имеем

σ(0)
ρ = −p+ 2 ln

ρ

a
, σ

(0)
θ = −p+ 2 + 2 ln

ρ

a
. (14)

С учетом (10), (14) из (6) получим

σ
(I)
θ − σ

(I)
ρ = 2cρ2 +

(
z + w

2
+
z − w

2
cos 4θ

)
. (15)

Уравнениям равновесия (7) удовлетворим, полагая, что

σ′ρ =
1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂θ2
, σ′θ =

∂2Φ

∂ρ2
, τ ′ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (16)

Из (15), (16) имеем

ρ2∂
2Φ

∂ρ2
− ρ∂Φ

∂ρ
− ∂2Φ

∂θ2
= 2cρ4 + ρ2(G+H cos 4θ), (17)

где G = (z + w)/2, H = (z − w)/2.
В первом приближении граничные условия согласно (8) имеют следующий вид:

σ′ρ
∣∣
ρ=a

= 0, τ ′ρθ
∣∣
ρ=a

= 0. (18)

Компоненты напряжения определяются из (16), (17):

σ′p =
cos 4θ

8ρ

[(
Ha(
√

15) sin(
√

15 ln ρ) + 7 cos(
√

15 ln ρ)
)

cos(
√

15 ln a)−

−
(
Ha(
√

15) cos(
√

15 ln ρ)− 7 sin(
√

15 ln ρ)
)

sin(
√

15 ln a)− 7Hρ

]
+

+ c
ρ2

a2
+G ln

ρ

a
,

σ′θ =
cos 4θ

8ρ

[(
Ha(
√

15) sin(
√

15 ln ρ) + 7 cos(
√

15 ln ρ)
)

cos(
√

15 ln a)−

−
(
Ha(
√

15) cos(
√

15 ln ρ)− 7 sin(
√

15 ln ρ)
)

sin(
√

15 ln a) +Hρ

]
+

+ c
3ρ2

a2
+G ln(ρ+ 1),

τ ′ρθ =
sin 4θ

240ρ

[
−60aH

(
cos(
√

15 ln ρ)− 1

4
sin(
√

14 ln ρ)

)
cos(
√

15 ln a)−

− 60Ha
√

15

(
cos(
√

15 ln ρ) +
1

60
a sin(

√
15 ln ρ)

)
sin(
√

15 ln a) + 60ρH

]
.

(19)

Таким образом, (19) полностью описывают напряженное состояние неоднородно-
анизотропной трубы в первом приближении.
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ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ В БАРАБАНЕ, ОСЛАБЛЕННОМ
ТРЕЩИНОЙ СО СВЯЗЯМИ МЕЖДУ БЕРЕГАМИ В КОНЦЕВЫХ

ЗОНАХ, ПРИ ТОРМОЖЕНИИ АВТОМОБИЛЯ
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Аннотация. . Рассмотрена задача о температурных напряжениях в тормозном барабане,
ослабленном трещиной при торможении автомобиля. Принято, что при многократном тор-
можении в области фактического касания элементов пары трения тормозной системы ав-
томобиля в результате неравномерного нагрева образуются дефекты материала (прижоги,
термические пятна и микротрещины). Проведено математическое описание предельного со-
стояния в барабане с трещиной со связями между берегами в концевых зонах при торможении
автомобиля. По критериям трещиностойкости получены соотношения для определения пре-
дельного значения интенсивности теплового воздействия, при котором в барабане тормозного
механизма произойдет рост трещины.

Ключевые слова: тормозной барабан грузового автомобиля, трещина со связями в концевых
зонах, предельное термоупругое состояние.
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Введение. Как известно, пара трения «барабан-накладка» грузовых автомобилей
работает в условиях сложного напряженного состояния. Исследования показывают
[1, 2], что в областях фактического касания из-за сильного нагрева в тонких при-
поверхностных слоях образуются прижоги, термические пятна и зародышевые мик-
ротрещины. Это приводит к нагреву металлического барабана и потере тормозного
момента.

Для барабанного тормоза грузового автомобиля температурные напряжения иг-
рают решающую роль при длительных торможениях. Для обеспечения безопасности
транспортных средств на этапе проектирования важное значение имеет разработка
методов расчета несущей способности тормозного барабана по критериям трещино-
стойкости. Вопросы хрупкого разрушения тормозного барабана при торможении ав-
томобиля рассматривались в работах [3, 4].
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Неравномерный нагрев в тормозном барабане при торможении грузового авто-
мобиля способствует появлению напряжений и деформаций. Поэтому имеет важ-
ное значение разработка расчетной модели, позволяющей прогнозировать предельное
напряженно-деформированное состояние в стадии разрушения тормозного барабана
с учетом температурных напряжений.
Постановка задачи. Принято, что при повторно-кратковременном режиме тор-

можения тормозной барабан подвергается многократному циклическому нагружению
и при этом в его материале возникает трещина со связями между берегами в концевых
зонах (зонах предразрушения). Зоны предразрушения моделируем как области, где
межчастичные связи материала ослаблены, а взаимодействие берегов зон предразру-
шения – силами сцепления между ними. Размеры концевых зон сравнимы с размером
трещины и зависят от вида материала. Берега трещины вне концевых зон свободны
от внешних нагрузок.

Отнесем тормозной барабан к полярной системе координат rθ, начало координат
которой находится в центре концентрических окружностей L0 и L с радиусами R0,
R, соответственно. Внутренний контур барабана полагаем близким к круговому. Рас-
смотрим некоторую реализацию шероховатости внутренней поверхности тормозного
барабана. Представим границу внутреннего контура барабана L′ в виде

ρ(θ) = R+ εH(θ),

где ε = Rmax/R – малый параметр; Rmax – наибольшая высота выступа (впадины)
неровности внутренней поверхности барабана; H(θ) – функция, не зависящая от ма-
лого параметра.

В центре трещины с концевыми зонами предразрушения разместим начало локаль-
ной системы координат x1O1y1, ось x1 которой совпадает с линией зоны и образует с
осью Ох (θ = 0) угол α1. В процессе работы фрикционной пары “барабан-накладка”
при действии тепловой нагрузки в связях, соединяющих берега трещины, будут воз-
никать нормальные qy1(x1) и касательные qx1y1(x1)напряжения. Таким образом, к бе-
регам трещины в концевых зонах будут приложены нормальные qy1(x1) и касательные
qx1y1(x1) напряжения, соответственно. Эти напряжения неизвестны и подлежат опре-
делению в процессе решения задачи механики контактного разрушения.

В исследуем случае трещина состоит из двух областей: внутренней и двух концевых
зон. Внутренняя область трещины в барабане – это противоположные берега трещины
свободные от нагрузок. Вторая область трещины – это концевые зоны (−l1, λ1) и (λ2,
l1) со связями между берегами.

Принято, что в начальной стадии роста трещины, ее размеры гораздо меньше тол-
щины барабана.

Температурное поле в барабане описывается уравнением теории теплопроводности

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2

∂2T

∂θ2
+
ω

a

∂T

∂θ
= 0; (1)

при граничных условиях

∂T
∂n = −Qb(θ) на площадке контакта,

λ∂T∂n − α (T − Tc) = 0 вне площадки контакта,
λ∂T∂n + α0 (T − Tc) = 0 на наружной поверхности барабана.

(2)
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Здесь T (r, θ) – температурная функция; ω – угловая скорость вращения бараба-
на в момент торможения автомобиля;a – температуропроводность материала бара-
бана; λ – теплопроводность материала барабана; n – нормаль к контуру барабана;
Qb(θ) – интенсивность поверхностного источника тепла, приходящееся на барабан; α
– коэффициент теплоотдачи с внутренней цилиндрической поверхности барабана с
температурой среды Тс; α0 – коэффициент теплоотдачи с внешней цилиндрической
поверхности барабана.
Определение температурного поля в тормозном барабане. С помощью мето-

да возмущений, краевую задачу теории теплопроводности сводим к последовательно-
сти граничных задач, которые в каждом приближении решаются методом разделения
переменных.

Граничные условия задачи о термоупругом напряженном состоянии на внутреннем
и внешнем контурах тормозного барабана при торможении имеют вид

σr = 0, τrθ = 0 при r = R0;
σn = 0, τnt = 0 при r = ρ(θ).

(3)

На берегах трещины с концевыми зонами граничные условия будут

σy1 = 0, τx1y1 = 0 при y1 = 0 λ1 ≤ x1 ≤ λ2,
σy1 = qy1 , τx1y1 = qx1y1 при y1 = 0 − l1 ≤ x1 ≤ λ1 и λ2 ≤ x1 ≤ l1.

(4)

В граничных условиях (1)-(2) не хватает соотношения, связывающего раскрытие
берегов концевых зон предразрушения и напряжения в связях:(

v+
1 − v

−
1

)
− i
(
u+

1 − u
−
1

)
= Πy (x1, qy1) qy1(x1)− iΠx (x1, qx1y1) qx1y1(x1) (5)

Здесь
(
v+

1 − v
−
1

)
– нормальная; и

(
u+

1 − u
−
1

)
– касательная составляющие раскры-

тия концевых зон предразрушения; функции Πy (x1, qy1) и Πx (x1, qx1y1) представляют
собой эффективные податливости связей, зависящие от их натяжения. При постоян-
ных значениях функций Πy и Πx имеем в (5) линейный закон деформирования связей.
В общем случае закон деформирования связей является нелинейным и задан.
Метод решений. Напряжения и перемещения в тормозном барабане будем ис-

кать в виде разложений по малому параметру, пренебрегая, для упрощения, членами,
содержащими ε степени выше первой.

Краевые условия задачи в нулевом приближении имеют вид:

σ
(0)
r = 0, τ

(0)
rθ = 0 при r = R0;

σ
(0)
r = 0; τ

(0)
rθ = 0 при r = R;

σ
(0)
y1 = 0, τ

(0)
x1y1 = 0 при y1 = 0 λ1 ≤ x1 ≤ λ2;

σ
(0)
y1 = q

(0)
y1 , τ

(0)
x1y1 = q

(0)
x1y1 при y1 = 0 − l1 ≤ x1 < λ1 и λ2 < x1 ≤ l1.

(6)

Граничные условия задачи в первом приближении имеют вид:

σ
(1)
r = 0, τ

(1)
rθ = 0 при r = R0;

σ
(1)
r = N, τ

(1)
rθ = Tt при r = R;

σ
(1)
y1 = 0, τ

(1)
x1y1 = 0 при y1 = 0 λ1 ≤ x1 ≤ λ2;

σ
(1)
y1 = q

(1)
y1 , τ

(1)
x1y1 = q

(1)
x1y1 при y1 = 0 − l1 ≤ x1 < λ1 и λ2 < x1 ≤ l1;

(7)
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N = −H(θ)∂σ
(0)
r
∂r + 2τ

(0)
rθ

1
R
dH(θ)
dθ при r = R,

Tt = (σ
(0)
θ − σ

(0)
r ) 1

R
dH(θ)
dθ −H(θ)

∂τ
(0)
rθ
∂r .

(8)

Для нахождения решения задачи термоупругости в каждом приближении исполь-
зуем термоупругий потенциал перемещений [5]. В рассматриваемой задаче термоупру-
гий потенциал перемещений определяется дифференциальными уравнениями

∆F (0) = βT (0), ∆F (1) = βT (1), (9)

где ∆ – оператор Лапласа; β = 1+µ
1−µα∗; µ и α∗ – коэффициент Пуассона и коэффици-

ент линейного температурного расширения материала тормозного барабана, соответ-
ственно.

Для решения уравнений (9) использовались методы разделения переменных и вари-
ации постоянных. Температурные функции T (0)(r, θ) и T (1)(r, θ) берутся в виде рядов
Фурье из решения задачи теории теплопроводности (1)–(2).

После определения F (0)(r, θ) по известным формулам [5] находим соответствующие
напряжения σ̄(0)

r , σ̄(0)
θ , τ̄ (0)

rθ в нулевом приближении. Поскольку найденные напряжения
не будут удовлетворять граничным условиям (5) термоупругого напряженного состо-
яния, возникающего от действия неравномерного температурного поля в тормозном
барабане, требуется найти второе напряженное состояние ¯̄σ

(0)
r , ¯̄σ

(0)
θ , ¯̄τ

(0)
rθ . Для отыс-

кания второго напряженного состояния в нулевом приближении граничные условия
задачи имеют вид

¯̄σ
(0)
r = −σ̄(0)

r , ¯̄τ
(0)
rθ = −τ̄ (0)

rθ при r = R,

¯̄σ
(0)
r = −σ̄(0)

r , ¯̄τ
(0)
rθ = −τ̄ (0)

rθ при r = R0,
(10)

¯̄σ
(0)
y1 = −σ̄(0)

y1 , ¯̄τ
(0)
x1y1 = −τ̄ (0)

x1y1 при y1 = 0λ1 ≤ x1 ≤ λ2;

¯̄σ
(0)
y1 = q

(0)
y1 − σ̄

(0)
y1 , ¯̄τ

(0)
x1y1 = q

(0)
x1y1 − τ̄

(0)
x1y1 при

y1 = 0 − l1 ≤ x1 < λ1 и λ2 < x1 ≤ l1.
(11)

Комплексные потенциалы, описывающие второе напряженное состояние, ищутся в
виде [6, 7]

Φ(0)(z) = Φ
(0)
0 (z) + Φ

(0)
1 (z) + Φ

(0)
2 (z),

Ψ(0)(z) = Ψ
(0)
0 (z) + Ψ

(0)
1 (z) + Ψ

(0)
2 (z),

(12)

где

Φ
(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

akz
k, Ψ

(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

bkz
k,

Φ
(0)
1 (z) = 1

2π

l1∫
−l1

g01(t)
t−z1 dt,

Ψ
(0)
1 (z) = 1

2πe
−2iα1

l1∫
−l1

[
g01(t)
t−z1 −

T 1g01(t)eiα1

(t−z1)2

]
dt,

T1 = teiα1 + z0
1 , z1 = e−iα1(z − z0

1).

Искомая функция g0
1(t) характеризует раскрытие берегов трещины с концевыми

зонами:
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g
(0)
1 (x1) =

2G

i(1 + κ)

∂

∂x1

[
u+

1 (x1, 0)− u−1 (x1, 0) + i
(
v+

1 (x1, 0)− v−1 (x1, 0)
)]
.

Комплексные потенциалы Φ
(0)
2 (z) и Ψ

(0)
2 (z) ищем в виде

Φ
(0)
2 (z) = 1

2π

l1∫
−l1

{(
1

zT 1−1
+ 1

2

)
T 1e

iα1g0
1(t) +

[
T̄1
2 −

z2T 1−2z+T1
(zT 1−1)2

]
e−iα1g0

1(t)
}
dt,

Ψ
(0)
2 (z) = 1

2π

l1∫
−l1

[
eiα1T

3
1

(zT 1−1)2
g0

1(t)+(
z2T

2
1 + 4− 3zT̄1 + zT1T

2
1 − 3T1T̄1

)
T̄1e−iα1

(zT 1−1)3
g0

1(t)
]
dt.

Таким образом, сумма (12) комплексных потенциалов описывает второе напряженное
состояние тормозного барабана с граничными условиями (10)-(11) и раскрытием сме-
щений g(0)

1 (x1) на отрезке |x1| ≤ l1. Удовлетворяя функциями (12) условиям (11) на
берегах трещины, получим комплексное сингулярное интегральное уравнение относи-
тельно неизвестной функции g(0)

1 (x1):

l1∫
−l1

[
R(t, x)g

(0)
1 (t) + S(t, x)g

(0)
1 (t)

]
dt = πf (0)(x1) |x| ≤ l1. (13)

Здесь f (0)(x1) =

{
lf

(0)
1 (x1) на берегах трещины

f
(0)
2 (x1) на берегах зон предразрушения

f
(0)
1 (x) = −

(
σ̄(0)
y1 − iτ̄

(0)
x1y1

)
−
[
Φ

(0)
0 (x) + Φ

(0)
0 (x) + xΦ

(0)′

0 (x) + Ψ
(0)
0 (x)

]
,

f
(0)
2 (x) = −

(
q0
y1 − iq

0
x1y1

)
−
(
σ̄(0)
y1 − iτ̄

(0)
x1y1

)
−
[
Φ

(0)
0 (x) + Φ

(0)
0 (x) + xΦ

(0)′

0 (x) + Ψ
(0)
0 (x)

]
.

В случае внутренней трещины с концевыми зонами предразрушения к сингулярно-
му интегральному уравнению (13) следует добавить дополнительное условие, выте-
кающее из физического смысла задачи и выражающее однозначность смещений при
обходе контура трещины

l1∫
−l1

g
(0)
1 (t)dt = 0. (14)

Удовлетворяя граничным условиям (10), записанным через комплексные потенциа-
лы, функциями (12), получаем бесконечную линейную систему алгебраических урав-
нений относительно коэффициентов ak и bk потенциалов Φ

(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z). В правую

часть этой системы входят интегралы от искомых функций g(0)
1 (x1).
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Сингулярное интегральное уравнение (13) при дополнительном условии (14) с по-
мощью процедуры алгебраизации [7, 8] (применяются квадратурные формулы Гаусса-
Чебышева) сводится к системе М алгебраических уравнений для нахождения М неиз-
вестных g(0)

1 (tm) (m = 1, 2, ,M)

1

M

M∑
m=1

l1

[
R(l1tm, l1xr)g

(0)
1 (tm) + S(l1tm, l1xr)g

(0)
1 (tm)

]
= f (0)(xr), (15)

f (0)(xr) =

{
lf

(0)
1 (xr) на берегах трещины

f
(0)
2 (xr) на берегах зон предразрушения

M∑
m=1

g
(0)
1 (tm) = 0 r = 1, 2, ,M − 1,

где tm = cos 2m−1
2M π = 0 (m = 1, 2, ,M), xr = cos r

M π (r = 1, 2, ,M − 1).
Если в системе (15) перейти к комплексно-сопряженным величинам, получим еще

М алгебраических уравнений.
В правые части системы (15) входят неизвестные значения нормальных q(0)

y1 (x1) и
касательных q(0)

x1y1(x1) напряжений в узловых точках разбиения концевых зон трещи-
ны. Условием, определяющим неизвестные напряжения в связях между берегами в
концевых зонах трещины, служит дополнительное соотношение (5) в нулевом при-
ближении. Используя полученное решение в нулевом приближении, можно записать

g
(0)
1 (x1) =

2G

1 + κ

d

dx

[
Πy

(
x1, q

(0)
y1 (x1)

)
q(0)
y1 (x1)− iΠx

(
x1, q

(0)
x1y1(x1)

)
q(0)
x1y1(x1)

]
. (16)

Это комплексное дифференциальное уравнение служит для нахождения напряже-
ний q(0)

y1 (x1) и q(0)
x1y1(x1) в связях между берегами в концевых зонах трещины.

Для построения недостающих алгебраических уравнений для нахождения напря-
жений q

(0)
y1 (tm1) и q

(0)
x1y1(tm1) в узловых точках требуем выполнения условий (16) в

узловых точках tm1(m1 = 1, 2, ,M1), содержащихся в концевых зонах трещины.
При этом использовали метод конечных разностей.

Для замкнутости полученных алгебраических уравнений не хватает двух уравне-
ний, которые определяют размеры концевых зон предразрушения. Такими условиями
служат условия конечности напряжений в вершинах трещины. Записывая условия
конечности напряжений для каждой вершины трещины, получаем два недостающих
уравнения:

M∑
m=1

(−1)mg
(0)
1 (tm) ctg 2m−1

4M π = 0,

M∑
m=1

(−1)M+mg
(0)
1 (tm) tg 2m−1

4M π = 0.

(17)

Перейдем к построению решения задачи в первом приближении. На основании по-
лученного решения находим компоненты напряжений в тормозном барабане в нулевом
приближении:

σ(0)
r = σ̄(0)

r + ¯̄σ(0)
r , σ

(0)
θ = σ̄

(0)
θ + ¯̄σ

(0)
θ , τ

(0)
rθ = τ̄

(0)
rθ + ¯̄τ

(0)
rθ . (18)

При r = R находим функции N и Tt. С помощью термоупругого потенциала пере-
мещений F (1)(r, θ) по известным формулам [5] находим соответствующие напряжения
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σ̄
(1)
r , σ̄(1)

θ , τ̄ (1)
rθ в первом приближении. Так как найденные напряжения не удовлетво-

ряют граничным условиям (7), необходимо найти второе напряженное состояние ¯̄σ
(1)
r ,

¯̄σ
(1)
θ , ¯̄τ

(1)
rθ . Краевые условия задачи для отыскания второго напряженного состояния

в первом приближении имеют вид:

¯̄σ
(1)
r = N − σ̄(1)

r , ¯̄τ
(1)
rθ = Tt − τ̄ (1)

rθ при r = R;

¯̄σ
(1)
r = −σ̄(1)

r , ¯̄τ
(1)
rθ = −τ̄ (1)

rθ при r = R0;
(19)

¯̄σ
(1)
y1 = −σ̄(1)

y1 , ¯̄τ
(1)
x1y1 = −τ̄ (1)

x1y1 при y1 = 0 λ1 ≤ x1 ≤ λ2;

¯̄σ
(1)
y1 = q

(1)
y1 − σ̄

(1)
y1 , ¯̄τ

(1)
x1y1 = q

(1)
x1y1 − τ̄

(1)
x1y1 при

y1 = 0 − l1 ≤ x1 < λ1 и λ2 < x1 ≤ l1.
(20)

Граничные условия (19)–(20) для отыскания второго напряженного состояния с
помощью формул Колосова-Мусхелишвили можно записать в виде краевой задачи
для отыскания комплексных потенциалов Φ(1)(z) и Ψ(1)(z). Комплексные потенциалы
Φ(1)(z) и Ψ(1)(z) ищутся в виде аналогичном (12), при этом дальнейший ход решения
задачи такой же, как и в нулевом приближении.

После определения искомых величин для прогнозирования предельного напряжен-
ного состояния барабана тормозного механизма автомобиля, при котором возможен
рост трещины, использовали критерий критического раскрытия берегов трещины у
основания концевых зон предразрушения [9]∣∣(u+

1 − u
−
1

)
− i
(
v+

1 − v
−
1

)∣∣ = δc при x1 = λ1 и x1 = λ2, (21)
где δc – характеристика трещиностойкости материала тормозного барабана, опреде-
ляемая опытным путем [10].
Выводы. Найденные соотношения позволяют исследовать термоупругое напря-

женное состояние барабана тормозного механизма автомобиля, ослабленного трещи-
ной с концевыми зонами предразрушения, прогнозировать предельный уровень на-
пряженного состояния, при котором происходит развитие трещины со связями между
берегами в барабане при торможении автомобиля.
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Abstract. The problem of temperature stresses in a brake drum weakened by a crack during
vehicle braking is considered. It is assumed that during repeated braking in area of actual contact
of the elements of friction pair of the vehicle braking system as a result of uneven heating, material
defects (burns, thermal spots and microcracks) are formed. A mathematical description of the limit
state in a drum weakened by crack with interfacial bonds in end zones during vehicle braking has
been carried out. According to the crack re-sistance criteria, relations for determining the limit
value of intensity of the heat effect at which in the brake drum crack growth occurs are obtained.
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Для микрополярных теорий механики деформируемого твердого тела характерны
следующие уравнения равновесия, записанные в терминах силовых и моментных на-
пряжений [1, 2] (см. также [3]):

∇itik = −Xk,

∇iµi··k − 2τk = −Yk,
(1)

где Xk — объемные силы; Yk — объемные пары; tik — асимметричный тензор силовых
напряжений (force stress tensor), складывающийся из симметричной t(ik) и антисим-
метричной t[ik] частей

tik = t(ik) + t[ik]; (2)
µi··k — асимметричный тензор моментных напряжений (couple stress tensor); τj , µj —
ассоциированные с силовыми и моментными напряжениями векторы, определяемые
согласно

−τj =
1

2
ejikt

[ik],

t[ik] = −eikjτj ,

+µi =
1

2
eiksµ[ks],

µ[is] = +eisjµ
j .

(3)

В дальнейшем интерес будет представлять асимметричный тензор второго ранга
t и мы будем вести речь именно о нем, хотя в равной степени все сказанное может
относиться и к тензору моментных напряжений.

2. Асимметричные тензоры, подобные диагональному тензору. Ограничимся только
такими асимметричными тензорами второго ранга t, для которых удается сохранить
понятия о главных осях и вещественных собственных значениях, но отказаться от
взаимной ортогональности направлений главного триэдра. Поэтому будем полагать,
что тензор t подобен некоторому диагональному тензору. Последнее означает, что
тензор t может быть представлен (с точностью до подобия) в форме

StS−1 =
∑

a=1,2,3

ta l
a
⊗
a
l, (1)

где S—невырожденный тензор второго ранга; l
a
(a = 1, 2, 3),

b
l (b = 1, 2, 3) — взаимные

тройки линейно независимых векторов; ta (a = 1, 2, 3) — вещественные собственные
значения тензора StS−1, а, следовательно, и тензора t.

Напомним, что взаимные тройки линейно независимых векторов l
a
(a = 1, 2, 3),

b
l

(b = 1, 2, 3) удовлетворяют фундаментальному соотношению

l
a
·
b
l =

b
δ
a
.

В качестве примера (необходимого в дальнейшем исследовании) приведем диаго-
нальное представление единичного тензора I:

I =
∑

a=1,2,3

l
a
⊗
a
l. (2)
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Выясним условия, при которых все собственные значения асимметричного тензора
t оказываются вещественными. Для этого рассмотрим характеристическое уравнение
тензора t:

−λ3 + J1λ
2 − J2λ+ J3 = 0, (3)

где
J1 = tr t,

2J2 = (tr t)2 − tr(t2),

6J3 = (tr t)3 − 3 tr t tr(t2) + 2 tr(t3) = 6 det t.

(4)

В общем случае кубического уравнения

e0λ
3 + e1λ

2 + e2λ+ e3 = 0 (5)

в результате замены переменной

λ = λ′ − e1

3e0

получается приведенное уравнение

λ′3 + e′2λ
′ + e′3 = 0,

e′2 =
e2

e0
− e2

1

3e2
0

,

e′3 =
2e3

1

27e3
0

− e1e2

3e2
0

+
e3

e0

(6)

с дискриминантом

d = −27e′23 − 4e′32

или

d = E2
1E

2
2 − 4E3

1E3 − 27E2
3 − 4E3

2 + 18E1E2E3, (7)

где

Ej =
ej
e0

(j = 1, 2, 3).

Условие вещественности корней кубического уравнения (5) есть (см., например, [4])

d ≥ 0, (8)

причем поскольку для тензора t имеем

E1 = −J1, E2 = J2, E3 = −J3,

то дискриминант его характеристического уравнения (3) находится в виде

d = J2
1J

2
2 − 4J3

1J3 − 27J2
3 − 4J3

2 + 18J1J2J3. (9)
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3. Представление асимметричного тензора второго ранга с одним кратным соб-
ственным значением. Различные диадные представления [5, 6], справедливые для сим-
метричных тензоров второго ранга, допускают обобщение на случай асимметричных
тензоров, подобных диагональным тензорам. Речь идет прежде всего об обобщении
понятия асимптотического направления.

Предположим сначала, что два собственных значения тензора t совпадают:

t1 = t2.

Третье собственное значение t3 тензора t будем считать отличным от первых двух.
Можно дать точную алгебраическую характеристику этого случая: дискриминант

(9) характеристического уравнения тензора t (3) должен быть равен нулю, а второй
из коэффициентов приведенного уравнения— отличен от нуля, т.е.

d = 0, 3J2 − J2
1 6= 0.

Воспользуемся далее представлением единичного тензора (2). После очевидных
преобразований находим

StS−1 = t1I + (t3 − t1)l
3
⊗

3
l, (1)

откуда получаем

t = t1I + (t3 − t1)(S−1 · l
3
)⊗ (ST ·

3
l). (2)

Вводя затем директоры

d
∗

= S−1 · l
3
,

∗
d = ST ·

3
l,

находим следующее представление асимметричного тензора t с помощью двух ненор-
мированных директоров:

t = t1I + (t3 − t1)d
∗
⊗
∗
d, (3)

где следует учитывать, что

d
∗
·
∗
d = (l

3
· S−T) · (ST ·

3
l) = l

3
·

3
l = 1, (4)

т.е. директоры d
∗
и
∗
d в диадном представлении (3) связаны между собой одним ска-

лярным соотношением (4).
Диадное представление (3) позволяет заключить, что:

1. директор d
∗
— собственный вектор тензора t, соответствующий собственному значе-

нию t3;

2. любой вектор, ортогональный
∗
d, является собственным с кратным собственным

значением t1 = t2;

3. направления, указываемые директорами d
∗
и
∗
d, можно считать асимптотическими

для тензора t;

4. векторное произведение d
∗
×
∗
d представляет собой собственный вектор тензора t с

кратным собственным значением t1 = t2;

5. двойное векторное произведение
∗
d×(d

∗
×
∗
d) представляет собой собственный вектор
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тензора t с кратным собственным значением t1 = t2;

6. тройка векторов d
∗
, d
∗
×
∗
d,
∗
d× (d

∗
×
∗
d) образует базис в пространстве.

Отметим также, что имеет место равенство

tr(d
∗
⊗
∗
d) = d

∗
·
∗
d = 1.

Диадное представление (3) будет справедливо, если разделить диаду d
∗
⊗
∗
d на ска-

лярное произведение d
∗
·
∗
d, равное в силу (4) единице. Полученное отношение не изме-

нит значения при нормировке асимптотических директоров на единицу. В терминах
нормированных на единицу директоров поэтому имеем для асимметричного тензора
t представление:

t = t1I + (t3 − t1)
d
∗
⊗
∗
d

d
∗
·
∗
d
, (5)

где следует принимать во внимание условия нормировки директоров

d
∗
· d
∗

= 1,
∗
d ·
∗
d = 1.

Симметричная и антисимметричная части тензора t легко вычисляются с помощью
диадного представления (3); в результате приходим к формулам

sym t = t1I +
1

2
(t3 − t1)(d

∗
⊗
∗
d +

∗
d⊗ d

∗
), (6)

asym t =
1

2
(t3 − t1)(d

∗
⊗
∗
d−

∗
d⊗ d

∗
). (7)

Для симметричной и антисимметричной частей тензора t в случае нормированных
асимптотических директоров (см. (5)) находятся следующие выражения:

sym t = t1I +
1

2

t3 − t1

d
∗
·
∗
d

(d
∗
⊗
∗
d +

∗
d⊗ d

∗
), (8)

asym t =
1

2

t3 − t1

d
∗
·
∗
d

(d
∗
⊗
∗
d−

∗
d⊗ d

∗
). (9)

Заметим, что в математической теории пластичности (с симметричным тензором
напряжений) величина

|t3 − t1|
2

имеет смысл максимального (по всем ориентациям в пространстве) касательного на-
пряжения в заданной точке.

4. Представление асимметричного тензора второго ранга, все собственные значения
которого различны. Предположим, что все собственные значения тензора t различны
и упорядочим их в порядке убывания:

t1 > t2 > t3.
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В этом случае дискриминант (9) характеристического уравнения тензора t (3) дол-
жен быть строго положительным:

d > 0.

На основании тензорного представления единичного тензора (2) получаем

StS−1 = t2I + (t1 − t2)l
1
⊗

1
l + (t3 − t2)l

3
⊗

3
l, (1)

откуда

t = t2I + (t1 − t2)(S−1 · l
1
)⊗ (ST ·

1
l) + (t3 − t2)(S−1 · l

3
)⊗ (ST ·

3
l). (2)

Определяя директоры согласно

h
∗

= S−1 · l
1
,

∗
h = ST ·

1
l, d

∗
= S−1 · l

3
,

∗
d = ST ·

3
l,

приходим к следующему представлению асимметричного тензора t:

t = t2I + (t1 − t2)h
∗
⊗
∗
h + (t3 − t2)d

∗
⊗
∗
d, (3)

где (ненормированные) директоры связаны между собой соотношениями

d
∗
·
∗
d = 1, h

∗
·
∗
h = 1,

h
∗
·
∗
d = 0, d

∗
·
∗
h = 0.

(4)

Нетрудно видеть, что:
1. директор d

∗
— собственный вектор тензора t, соответствующий минимальному соб-

ственному значению t3;
2. директор h

∗
— собственный вектор тензора t, соответствующий максимальному соб-

ственному значению t1;

3. любой вектор, ортогональный как
∗
d, так и

∗
h является собственным (ему соответ-

ствует промежуточное собственное значение t2), поэтому третий собственный вектор

можно выбрать как векторное произведение
∗
d×

∗
h;

4. векторы d
∗
,
∗
d×

∗
h, h
∗
образуют в трехмерном пространстве базисный триэдр тензора

t.
Нормируя директоры на единицу, приходим к следующему диадному представле-

нию асимметричного тензора t:

t = t2I + (t1 − t2)
h
∗
⊗
∗
h

h
∗
·
∗
h

+ (t3 − t2)
d
∗
⊗
∗
d

d
∗
·
∗
d
, (5)

в котором следует учитывать нормирующие равенства и условия ортогональности

h
∗
· h
∗

= 1,
∗
h ·
∗
h = 1, d

∗
· d
∗

= 1,
∗
d ·
∗
d = 1;

h
∗
·
∗
d = 0, d

∗
·
∗
h = 0.
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Несложные вычисления позволяют получить формулы для симметричной и анти-
симметричной частей тензора t в терминах нормированных асимптотических дирек-
торов:

sym t = t2I +
1

2

t1 − t2

h
∗
·
∗
h

(h
∗
⊗
∗
h +

∗
h⊗ h

∗
) +

1

2

t3 − t2

d
∗
·
∗
d

(d
∗
⊗
∗
d +

∗
d⊗ d

∗
), (6)

asym t =
1

2

t1 − t2

h
∗
·
∗
h

(h
∗
⊗
∗
h−

∗
h⊗ h

∗
) +

1

2

t3 − t2

d
∗
·
∗
d

(d
∗
⊗
∗
d−

∗
d⊗ d

∗
). (7)

5. Новые формы уравнений равновесия для асимметричного тензора силовых на-
пряжений. Полученным в предыдущих разделах работы диадным представлениям
тензора t соответствуют новые формы уравнений равновесия. В декартовой систе-
ме координат уравнения (1) приобретают вид

∂jtji = −Xi,

∂jµji + εijktjk = −Yi.
(1)

Если использовать ненормированные асимптотические директоры, то диадные
представления тензора t следующим образом записываются в координатной форме:

tji = t1δji + (t3 − t1)d
∗j
∗
di,

tji = t2δji + (t1 − t2)h
∗j
∗
hi + (t3 − t2)d

∗j
∗
di.

Для дивергенции тензора t имеем:

∂jtji = ∂it1 +
∗
did∗j

∂j(t3 − t1) + (t3 − t1)[
∗
di∂jd∗j

+ d
∗j
∂j
∗
di],

∂jtji = ∂it2 +
∗
hih∗j

∂j(t1 − t2) + (t1 − t2)[
∗
hi∂jh∗j

+ h
∗j
∂j
∗
hi]−

−
∗
did∗j

∂j(t2 − t3)− (t2 − t3)[
∗
di∂jd∗j

+ d
∗j
∂j
∗
di].

(2)

В итоге на основании данных выше формул получаем уравнения равновесия для
асимметричных силовых напряжений t в терминах ненормированных асимптотиче-
ских директоров.

В случае кратного собственного значения t1 = t2 векторное уравнение равновесия
есть:

∇t1 +
∗
d(d
∗
·∇)(t3 − t1) + (t3 − t1)[

∗
d(∇ · d

∗
) + (d

∗
·∇)

∗
d] = −X. (3)

В случае различных собственных значений t1 > t2 > t3 векторное уравнение рав-
новесия есть:

∇t2−
∗
d(d
∗
·∇)(t2 − t3)− (t2 − t3)[

∗
d(∇ · d

∗
) + (d

∗
·∇)

∗
d]+

+
∗
h(h
∗
·∇)(t1 − t2) + (t1 − t2)[

∗
h(∇ · h

∗
) + (h

∗
·∇)

∗
h] = −X.

(4)

К приведенным выше уравнениям необходимо присоединить также условия, связы-
вающие ненормированные асимптотические директоры: к уравнению (3) условие (4),
а к уравнению (4) — четыре условия (4).
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6. Заключение.
1. Диадные представления, используемые в теории идеальной пластичности и

справедливые для симметричных тензоров второго ранга, допускают обобще-
ние на случай асимметричных тензоров, подобных диагональным тензорам.

2. Обобщенное диадное представление асимметричного тензора второго ранга с
одним кратным собственным значением отличается наибольшей формальной
простотой, поскольку включает только два пространственных директора, свя-
занных между собой одним скалярным условием.

3. Обобщенное диадное представление асимметричного тензора второго ранга с
различными собственными значениями содержит четыре пространственных
директора, связанных между собой четырьмя скалярными условиями.

4. Полученные специальные формы уравнений равновесия выражены в терми-
нах, наиболее естественных с алгебраической точки зрения.

5. Полученные результаты являются дополнительным свидетельством в пользу
алгебраической

”
гиперболичности“ симметричных и асимметричных тензоров

второго ранга в трехмерном пространстве [7].
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Аннотация. . Приведено моделирование пластического деформирования сферических ме-
таллических частиц при холодном газодинамическом напылении поверхности. Образование
покрытия происходит при больших деформациях частиц, которые рассчитываются по теории
идеальной пластичности при контакте с неподвижной поверхностью и между частицами, дви-
жущимися по общей нормали к поверхности. При высоких сверхзвуковых скоростях частиц
происходит пластическое изменение формы сферы в тонкий диск с образованием покрытия
из нескольких деформируемых частиц.

Ключевые слова: холодное газодинамическое напыление, пластическая деформация, сфе-
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Введение. Процесс образования покрытия при сверхзвуковом газодинамическом
напылении металлическим порошком из сферических частиц без существенного по-
догрева, влияющего на напряжение текучести частиц, получил название холодного
газодинамического напыления (ХГН) [1-3] с перспективой практического применения
для защиты от коррозии и повышения антифрикционных свойств пар трения.

Физическим механизмом образования покрытия при ХГН является пластическое
формоизменение сферических частиц порошка за счет высокой начальной кинетиче-
ской энергии при сверхзвуковых скоростях. Пластическая деформация частиц при
контакте с напыляемой поверхностью и между частицами при достаточно высокой
плотности частиц в потоке газа приводят к образованию сплошного покрытия с вы-
сокой прочностью и плотностью в зависимости от пластических свойств частиц и
режимов напыления [3].
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Вследствие больших пластических деформаций сферических частиц при ХГН в на-
стоящей работе используется модель идеального жесткопластического тела при усло-
вии полной пластичности [4]. Напряжение текучести σy может быть выбрано по дина-
мической твердости [5]. Рассчитывается локальная пластическая область, контактное
давление и изменение формы при сжатии сферической частицы. Зависимость силы
сопротивления пластическому деформированию от перемещения сферы относительно
границы контакта используется в уравнении движения сферических частиц по теоре-
ме об изменении кинетической энергии при пластическом деформировании. Техноло-
гические режимы напыления и свойства частиц определяют пластическое образование
покрытия методом ХГН.

Особенностью идеально пластической модели при использовании концепции дина-
мического напряжения текучести является непрерывное изменение области контакт-
ной пластической деформации. Уравнение движения сферических частиц с учётом
сопротивления пластическому деформированию определяет снижение скорости и ко-
нечное пластическое деформирование в зависимости от напряжения текучести, на-
чальной скорости и плотности материала частиц. В настоящей работе не ставится
задача моделирования ХГН во всей сложности связанных научных проблем [3]. Рас-
сматривается только процесс нарастания толщины покрытия по модели движения
и деформирования идеально пластических сфер, как один из основных механизмов
образования покрытия.

Задача контактного деформирования идеально пластической сферы является об-
ратной задачей А.Ю. Ишлинского о вдавливании жесткой сферы в идеально пласти-
ческое полу-пространство [4,6]. Пластическое деформирование жесткопластической
сферы при сжатии плоскими штампами при условии полной пластичности приведено
в [7].
Форма деформируемой сферы. При сжатии идеально пластической сферы об-

разуются круговые границы контакта с выдавливанием материала на свободную по-
верхность сферы. На рис. 1 показана правая половина сферы с радиусом Rs, который
принимается за единицу длины, при перемещении s относительно неподвижной гра-
ницы z = 0 в цилиндрических координатах r, z с началом в центре границы контакта
OA. Границы пластической области с учетом контактного трения показаны штрихо-
выми линиями.

Изменение формы сферы с увеличением радиуса контакта a, длины l и угла на-
клона α свободной границы AB пластической области при увеличении перемещения
s определяется условием пластической несжимаемости. Свободная граница AB, каса-
тельная к сфере с углом наклона α, принимается прямолинейной. Сегмент нижней
полусферы высотой 1– cosα принимает форму усеченного конуса высотой h. Равен-
ство объема сегмента сферы и усеченного конуса при заданном угле α приводит к
кубическому уравнению для h

h3–3h(h cosα– sin2 α) tg2 α = (1– cosα)2(2 + cosα) tg2 α. (1)

Переменные a, l и s связаны с α и h соотношениями

a = sinα–l cosα, l = h/ sinα, s = 1–h– cosα, α > 0. (2)

При α = 0 из уравнения (1) следует h = 0. Контактная пластическая область
стягивается в точку при s = a = l = 0. При α = π/2 из (1) находим h = 2/3 и s = 1/3.
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Рис. 1. Форма сферы при s < 1/3. – – – Контур недеформированной сферы.

Начальная сфера переходит в полусферу, сопряженную с цилиндром радиуса a = 1
и высотой h = 2/3. При 0 < α < π/2 решение уравнения (1) находим по формулам
Кардана для переменной l = h/ sinα. Кубическое уравнение для переменной l имеет
вид

l3–3 tgαl2 + tg2 αl = (1– cosα)2(2 + cosα)/(sinα cos2 α) = с. (3)
Из уравнений (3) и (1) находим

l = (c– tg3 α)1/3 + tgα, h = l sinα (4)
где c – правая часть уравнения (3). При α = π/2 и s = 1/3 нижняя полусфера
деформируется в диск с отношением диаметра к высоте D/H = 3.

В процессе газодинамического напыления начальная скорость частицы V0, дефор-
мируемой на контакте с неподвижной поверхностью, снижается вследствие умень-
шения ее кинетической энергии при сопротивлении пластическому деформированию.
Следующая частица, движущаяся по общей нормали к поверхности с деформируе-
мой на контакте частицей со скоростью V0, вступает в контакт с верхней полусферой
деформированной частицы на поверхности покрытия. Происходит пластическое сжа-
тие первой частицы между двумя контактными поверхностями и второй частицы на
контакте с нижней полусферой. Аналогичный процесс происходит с последующими
частицами, приходящими в контакт с предыдущими деформируемыми частицами, с
образованием толщины покрытия при прохождении сопла над рассматриваемой точ-
кой напыляемой поверхности.
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При перемещении s = 1/3 по двум контактным поверхностям первая частица де-
формируется в диск с отношением D/H = 1.5. При достаточно большой начальной
кинетической энергии частиц этот диск сжимается по высоте при контактном давле-
нии q определяемой формулой

q = 1 +
1

3

µD

H
, 0 < µ < 0.5, (5)

где µ – коэффициент пластического трения по Прандтлю.
При s > 1/3 происходит сжатие диска на границе контакта с увеличением отно-

шения D/H. Равенство потока скорости через границы контакта и через свободную
границу диска с радиусом R > 1 приводит к соотношениям для приращений перемен-
ных R, s и H

∆R = frac∆sR(2(1–s)), 1–s = H, ∆s = –∆H. (6)

При увеличении перемещения s = s0 + ∆s, s0 ≥ 1/3 из уравнения (6) находим
радиус R = R0 + ∆R, R0 ≥ 1 и толщину H = 1–s сжимаемого диска, и по формуле
(5) находим зависимость q(s).

Пластическая область при s < 1/3. Пластическое течение в контактной пла-
стической области при s < 1/3 (рис. 1) рассчитывается методом линий скольжения
[8] при условии полной пластичности [4]. При расчете линий скольжения и скоростей
в пластической области за характерный размер принимаем радиус отпечатка a = 1 с
началом координат r, z в центре границы контакта и скорость центра сферы по оси z
– за единицу скорости Vz = –1 при неподвижной границе контакта. Линии скольже-
ния определяются граничными условиями сжатия вдоль пластической границы AB с
углом наклона α, контактным трением µ на границе скольжения и условием симмет-
рии на оси z. Поле скоростей рассчитывается по граничным условиям непрерывности
скоростей на жесткопластических границах с контролем условия положительности
диссипативной функции в пластической области.

На рис. 2 показан пример расчета линий скольжения (a) и годографа скоростей
(b) при сжатии сферы s = 0.0248, с радиусом контакта а = 0.312, длиной l = 0.179 и
углом наклона α = 0.4987 свободной границы при µ = 0.2.

Полярная особенность поля скоростей [9,10] в окрестности оси симметрии около
точки E на годографе показана штриховой линией. Жесткопластические границы
BE и EF линий скольжения на годографе скоростей стягиваются в точки. На бли-
жайших к этим границам линиях скольжения напряжения σ и углы ϕ непрерывны.
Полярная особенность поля скоростей в окрестности точки E приводит к быстрому
изменению скоростей при переходе к пластической области в узкой полосе жесткопла-
стических границ BE, EF и вдоль линии скольжения FB. Поле скоростей с границей
скольжения AF изображается на годографе областью ADF . Остальная часть пла-
стической области изображается на годографе η линиями, стягивающимися к точке
BE. Линия скольжения ACC1, на которой кривизна η линий скольжения меняет знак
(рис. 2a), изображается на годографе точками возврата η линий скольжения с полем
скоростей областей ABC и BCC1. Граница AB на годографе прямолинейна. Дисси-
пативная функция положительна во всей пластической области. На рис. 2с показано
распределение давления на границе контакта, жесткопластические границы и смеще-
ние границы AB пластической области при малом перемещении ∆s = 0.05.
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a)

b)

c)

Рис. 2. Формы поперечных сечений стержней.

Деформирование сферы в зависимости от перемещения s приведено в табл.1. При
s = 1/3 радиус контакта a = 1 равен радиусу начальной сферы. В табл. 2 приведены
зависимости среднего контактного давления q от перемещения s для линий скольже-
ния, вычисленных для коэффициентов трения µ = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2.
Динамика деформируемых сфер. Покрытие при ХГН образуется отдельными

частицами на некотором расстоянии от кромки сопла, с нарастанием толщины за счёт
пластического деформирования последующих частиц. Конечная толщина покрытия,
расход порошка, производительность процесса зависят от конструкции сопла, техно-
логических параметров и рассчитываются на основе теории газовой динамики струи
с дисперсными частицами с использованием статистических оценок основных пара-
метров [3].

Деформируемую сферическую частицу с единичным радиусом Rc = 1 и плот-
ностью ρ рассматриваем как поступательно движущееся тело с постоянной массой
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s a l α s a l α
0.001 0.055 0.032 0.087 0.100 0.550 0.336 0.873
0.004 0.110 0.065 0.174 0.121 0.606 0.372 0.960
0.009 0.165 0.097 0.262 0.145 0.661 0.410 1.047
0.016 0.220 0.130 0.349 0.170 0.717 0.449 1.135
0.025 0.275 0.163 0.436 0.198 0.772 0.489 1.222
0.036 0.330 0.196 0.524 0.228 0.829 0.531 1.309
0.049 0.385 0.230 0.611 0.261 0.885 0.574 1.396
0.064 0.440 0.265 0.698 0.296 0.942 0.619 1.484
0.081 0.495 0.300 0.785 0.333 1.000 0.667 1.571

Таблица 1. Напряжения на границе AC

µ 0.05 0.1 0.15 0.2 µ 0.05 0.1 0.15 0.2
s q s q

0.001 2.811 2.847 2.876 2.898 0.100 1.912 1.944 1.972 2.002
0.004 2.715 2.746 2.777 2.805 0.121 1.810 1.838 1.870 1.900
0.009 2.615 2.648 2.679 2.707 0.145 1.705 1.734 1.767 1.798
0.016 2.517 2.550 2.580 2.607 0.170 1.600 1.628 1.663 1.695
0.025 2.417 2.453 2.482 2.508 0.198 1.495 1.525 1.559 1.592
0.036 2.319 2.351 2.380 2.408 0.228 1.385 1.420 1.457 1.489
0.049 2.218 2.250 2.278 2.306 0.261 1.278 1.316 1.352 1.384
0.064 2.116 2.150 2.178 2.204 0.296 1.171 1.211 1.248 1.280
0.081 2.013 2.046 2.073 2.104 0.333 1.070 1.109 1.145 1.179

Таблица 2. Контактное давление q при s ≤ 1/3

m = (4/3)πρ, на которое действует сила сопротивления P (s) контактному пласти-
ческому деформированию, зависящая от перемещения s центра сферы по нормали
относительно неподвижной поверхности

P (s) = πσY a
2q(s), (7)

где а – радиус границы контакта отнесенный к радиусу сферы, q – среднее давление
на границе контакта отнесенное к напряжению текучести σY . Зависимость a2q(s) при
µ = 0.3 с учетом шероховатости поверхности напыления приведена в табл. 3. При
s > 1/3, a = R > 1 и q(s) вычисляются по уравнениям (6) и (5). Так как P (s) является
известной функцией перемещения, то зависимость скорости частицы от перемещения
s находим по теореме об изменении кинетической энергии материальной точки без
учета силы тяжести частицы, малой по сравнению с силой P

V2 = V 2
0 –

3

2

σY
ρ

s∫
0

a2qds, (8)
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s a2q s a2q s a2q
0.000 0.000 0.036 0.265 0.145 0.783
0.001 0.009 0.049 0.345 0.170 0.864
0.004 0.034 0.064 0.431 0.198 0.939
0.009 0.075 0.081 0.518 0.228 1.007
0.016 0.128 0.100 0.607 0.261 1.065
0.025 0.192 0.121 0.697 0.296 1.109

0.333 1.143

Таблица 3. Зависимость a2q от s ≤ 1/3 при µ = 0.3

где V0 – скорость частицы перед контактом с неподвижной поверхностью. Принимая
V0 за единицу скорости, уравнение (8) запишем для относительной скорости частицы
в виде

V 2 = 1–СAp(s), (9)

С = 1.5σY /(ρV
2

0 ), (10)

Ap(s) =

∫ s

0
a2qds, (11)

где С – динамический параметр, зависящий от напряжения текучести и плотности
материала частицы и ее скорости перед контактом с неподвижной границей; Ap –
работа пластического деформирования в безразмерных переменных, определяемая
численным интегрированием зависимости a2q(s).

Время контакта в зависимости от перемещения s при V ≥ 0 определяется интегра-
лом

t =

∫ s

0

ds√
1− CAp(s)

, 0 < s < sc, (12)

где sc – конечное перемещение частицы до ее остановки, которое определяется из
уравнений (9) – (11) при V = 0 ∫ sc

0
a2qds = 1/C. (13)

Время контакта до остановки частицы определяется интегралом (12) при s → sc.
Уравнения (9) – (13) показывают, что для пластичных порошков с низким напряже-
нием текучести металлических частиц уменьшение коэффициента C, эквивалентное
повышению начальной скорости V0, приводит к замедлению снижения скорости и по-
вышению конечной пластической деформации и времени контакта при увеличении
перемещения s и деформации сферы. Повышение плотности частицы также приво-
дит к увеличению пластической деформации и времени контакта. Эти зависимости
согласуются с экспериментальными данными [3].

Толщина и плотность покрытия. Покрытие образуется пластической деформацией
N частиц, движущихся со скоростью V0 = 1 по нормали к напыляемой поверхности с
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расстоянием L0 между их центрами. При деформировании первой частицы на жест-
кой границе напыляемой поверхности при перемещении s до остановки за время tc
расстояние между центрами первой и второй частиц уменьшается на величину tc–s.
Если выполняется равенство L0 + s–tc = 2, то в момент остановки первой частицы
происходит ее контакт со второй частицей. В случае неравенства

L0 ≥ 2 + tc–s, (14)
пластическая деформация первой и второй частиц происходит при остановке пер-

вой частицы. Сферическая часть первой частицы сдавливается при контакте со вто-
рой частицей на величину s. При выполнении неравенства (14) увеличение толщины
покрытия происходит последовательным пластическим деформированием N частиц
на неподвижной поверхности, образованной предыдущими частицами. Конечная тол-
щина покрытия Hc в среднем сечении по длине напыляемого слоя определяется фор-
мулой

Hc = 2N(1–s) + s. (15)
Изменение плотности покрытия при пластическом деформировании сферических

частиц с плотностью ρ зависит от распределения деформируемых частиц на напы-
ляемой поверхности. На рис. 3 показано регулярное расположение деформируемых
частиц на поверхности покрытия в виде дисков равного радиуса R ≥ 1, образую-
щихся при пластическом сжатии двух сфер на величину S0 ≥ 1/3. Центры дисков
находятся в вершинах равностороннего треугольника с длиной стороны 2R. Началь-
ная плотность покрытия при постоянной толщине дисков по этой схеме определяется
отношением площади треугольника

√
3R2 к площади секторов трех дисков внутри

этого треугольника с плотностью ρ

Рис. 3. Контакт пластических дисков на поверхности напыления. ——— Заполнение полости
при деформировании дисков в шестигранные призмы.

ρ0 =

√
3π

2
ρs = 0.9067ρ. (16)
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Минимальный радиус диска R = 1 при S0 = 1/3 равен радиусу начальной сферы и
соответствует наибольшей плотности распределения частиц на напыляемой поверхно-
сти. При R > 1 плотность распределения частиц на поверхности уменьшается. Плот-
ность покрытия ρ0 определяется пластическим сжатием s0 определяемым условием
сохранения объема

S0 = 1–
2

3R2
, R ≥ 1. (17)

При s > S0 происходит пластическая деформация дисков на границах контакта с
заполнением полости между ними. В предельном случае полного закрытия полости
диск превращается в правильную шестигранную призму и покрытие без внутренних
пор имеет максимальную плотность ρ. Сжатие S∗ сферических частиц, соответству-
ющее максимальной плотности покрытия, определяется условием сохранения объема

S∗ = 1–
π

3
√

3R2
, R ≥ 1. (18)

Увеличение плотности покрытия от ρ0 = 0.9067ρ до плотности материала частиц ρ
происходит при малом увеличении сжатия сферы ∆s = S∗–S0 = 0.0621/R2. На этом
участке происходит пластическое формоизменение диска в шестигранную призму с
увеличением контактного давления по сравнению с формулой (5) вследствие увели-
чения давления на боковых гранях контакта при уменьшении свободной границы при
заполнении полости на рис. 3. Но при малом значении ∆s работа пластической де-
формации на этом участке возрастает незначительно и не приводит к существенному
росту начальной кинетической энергии частиц. Это согласуется с экспериментальны-
ми данными о высокой плотности покрытия при ХГН [3].
Численные результаты. . Выполнены расчеты процессов ХГН для частиц алю-

миниевого порошка при σY = 300 МПа для скоростей V0 от 600 м/c до 1000 м/c, при
которых получено прочное соединение деформированных частиц с напыляемой по-
верхностью [3]. Этому диапазону соответствует изменение параметра C в интервале
от 4.5 до 1.5.

На рис. 4 показаны зависимости скорости и перемещения V (t), s(t) деформируе-
мой частицы, полученные при C = 2. Увеличение радиуса контакта a, радиуса диска
R и силы P (s) приводит к плавному снижению скорости до нуля за время контакта
tc = 0.93 при s = 0.539. Остановка деформируемой сферы до ее контакта со следую-
щей сферой происходит при расстоянии между центрами сфер L0 > 2.391. На началь-
ном участке кривой V (t) ускорение мало. В средней части времени контакта скорость
снижается вдвое и силы инерции малы по сравнению с сопротивлением пластическо-
му деформированию, пропорциональным динамическому напряжению текучести σY .
Размерные значения s, L0, D, H определяются умножением на радиус сферы Rs, ско-
рости V – на начальную скорость V0, и времени tc – на отношение радиуса сферы Rs
к скорости V0.

В табл. 4 приведены результаты расчета пластического деформирования сфери-
ческих частиц в процессе ХГН при изменении параметра C от 4.5 (низкие скорости
V0 и высокие значения σY ) до 1.5 (высокие скорости V0 и низкие значения σY ). При
C > 3.5 сфера деформируется в диск с диаметром близким к диаметру недефор-
мированной сферы при уменьшении контактного давления и времени контакта до
остановки сферы. При C > 4 пластическое сжатие s становится меньше 1/3 и может
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Рис. 4. Зависимости скорости V и сжатия сферы s от времени t при C = 2.

C s D H q tc L0

1.5 0.638 2.713 0.724 1.499 1.038 2.400
2.0 0.539 2.405 0.922 1.348 0.930 2.391
2.5 0.464 2.231 1.072 1.278 0.810 2.346
3.0 0.408 2.122 1.185 1.239 0.714 2.306
3.5 0.364 2.047 1.272 1.215 0.634 2.272
4.0 0.329 1.994 1.341 1.198 0.558 2.229
4.5 0.309 1.958 1.391 1.188 0.516 2.211

Таблица 4. Деформирование сферы в зависимости от C

быть недостаточным для соединения деформированных частиц с напыляемой поверх-
ностью [3].

При значениях C < 3 пластическое сжатие частиц увеличивается с увеличением
контактного давления и времени контакта. Это приводит к надежному соединению
деформируемых частиц с напыляемой поверхностью. Расстояние L0 между соседними
частицами, при котором движение и деформация первой частицы заканчивается до
ее контакта со второй частицей, изменяется от 2.4 до 2.2 с малым зазором между
частицами. При обычной концентрации частиц в потоке газа расстояние между ними
больше радиуса частиц [3]. При этом движение и деформирование частиц при ХГН
описывается уравнениями (9) – (13) для N частиц образующих конечную толщину
покрытия (15).
Заключение. Представлена модель пластического деформирования сферических

частиц при холодном газодинамическом напылении покрытий поверхности, основан-
ная на решении задачи о сжатии жесткопластической сферы на поверхности покры-
тия и уравнения движения сферы по теореме об изменении кинетической энергии с
использованием концепции динамического напряжения текучести в контактной пла-
стической области.
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Увеличение пластической области и сопротивления пластическому деформирова-
нию приводят к плавному снижению скорости сферы до нуля. При сжатии сфери-
ческой частицы относительно контактной границы более 1/3 ее радиуса образуется
структура покрытия в виде тонких дисков с минимальной плотностью 91% от плот-
ности частицы. При дальнейшем увеличении сжатия на 6% диски деформируются в
тонкие шестигранные призмы с увеличением плотности покрытия до плотности ча-
стиц.

Пластическое сжатие сферических частиц зависит от безразмерного параметра
уравнения движения сферы, определяемого начальной скоростью, напряжением теку-
чести и плотностью частицы. Статистические оценки количества частиц и плотности
их распределения на напыляемой поверхности позволяют определять толщину и плот-
ность покрытия в зависимости от конструкции сопла и технологических параметров
напыления.
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ON THE SPHERICAL PARTICLES PLASTIC DEFORMATION DURING COLD
GAS-DYNAMICS SPRAY

Moscow State Technological University STANKIN, Moscow, Russia

Abstract. Simulation of the spherical particles plastic deformation during cold gas-dynamics spray
on the rigid surface is presented. The ideal plasticity model is assumed for simulation of the particles
contact plastic deformation on the rigid boundary and between the particles moving orthogonal
to the spray surface. High supersonic velocities of the particles induce plastic deformation of the
sphere to a thin disc, and the surface coating is generated from a number of deformed parti-cles.

Keywords: cold gas-dynamics spray, plastic deformation, spherical particle, ideal plasticity, slip
lines, ki-netic energy, particle velocity, coating thickness, coating density.
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при сильно меняющихся температурных полях. К таким процессам относятся: ла-
зерная стереолитография [1], селективное лазерное спекание [2], электронно-лучевая
плавка [3], моделирование методом наплавления [4], метод многоструйного моделиро-
вания [5], изготовление объектов с использованием ламинирования [6], 3D–печать [7],
компьютерная осевая литография, экструзия материала. Изменение градиентов тем-
пературного поля приводит к образованию концентраторов остаточных напряжений
и развитию зон необратимого деформирования. Моделирование подобных техноло-
гических процессов логично проводить в рамках теории температурных напряжений.
Наиболее полное изложение этой теории проделано в монографии [8]. В условиях тем-
пературного воздействия, проявляющего свойства осевой симметрии, были получены
аналитические решения ряда краевых задач термоупругопластического деформиро-
вания. Так, в работах [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] рассматрива-
лись решения краевых задач расчета полей остаточных деформаций и напряжений
в условиях центральной (сферической) симметрии для упругопластического матери-
ала, определены особенности решения при нестационарном тепловом градиенте. Ра-
боты [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 35, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47, 48, 49] посвящены проблемам построения решений для напряже-
ний и перемещений в упругопластическом материале в условиях осевой симметрии
в цилиндрических координатах. Были выявлены особенности расчета напряженного
состояния в случае плоского напряженного и плоского деформированного состояния
материала с учетом зависимости предела текучести от температуры.

Настоящее исследование посвящено расчету параметров напряженно-
деформированного состояния материала в условиях тороидальной симметрии.
Расчеты удобно будет проводить в тороидальных координат. Тороидальная система
координат находит широкое применение в моделировании процессов в объектах,
геометрия которых может быть описана в данной системе наиболее простым образом.
Тороидальная форма конструкций часто используется при проектировании объектов
в областях магнитогидродинамики, управляемом термоядерном синтезе, магнито-
статике и др. Учет температурного поля в таких конструкциях может оказаться
существенным при оценке прочностных характеристик при учете температурных
деформаций.
1. Дифференциальные уравнения теории температурных напряжений в

условиях тороидальной симметрии
Переход от декартовых координат (X,Y, Z) к тороидальным (r, θ, φ) (Рис. ) можно

провести согласно преобразованию:

X = (R0 + r sin θ) cosφ,

Y = (R0 + r sin θ) sinφ,

Z = R0 cos θ,

(1)

где R0 – главный тороидальный радиус, r ∈ [r1, r2], r1 и r2 внутренний и внешний
радиусы полого тора.

Примем, что центр тора совпадает с началом системы координат. При этом урав-
нение образующей оси тора определяется равенством r = 0.

Воспользуемся моделью малых упругопластических деформаций Прандля–Рейса,
обобщенной на случай учета температурных эффектов. Тензор полных деформаций
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Рис. 1. Тороидальные координаты (r, θ, φ), R =
√
X2 + Y 2.

полагается состоящим из термоупругой eij и пластической pij частей аддитивной за-
висимостью

dij = eij + pij . (2)
Компоненты тензора малых деформаций в тороидальных координатах определя-

ются через компоненты ui вектора перемещений в виде:

drr = ur,r, drθ =
1

2

(
ur,θ
r

+ uθ,r −
uθ
r

)
,

dθθ =
uθ,θ
r

+
ur
r
, dϕϕ =

ur sin θ + uθ cos θ

Ω
+
uϕ,ϕ

Ω
,

drϕ =
1

2

(
ur,ϕ
Ω

+ uϕ,r −
uϕ sin θ

Ω

)
, dθϕ =

1

2

(
uθ,ϕ
Ω

+ uϕ,θ −
uϕ cos θ

Ω

)
,

Ω = R0 + r sin θ.

(3)

Здесь и далее индексом после запятой обозначается частное дифференцирование
по соответствующей пространственной координате.

Уравнения равновесия в условиях тороидальной симметрии можно записать в фор-
ме:

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrϕ,ϕ

Ω
+
σrr − σθθ

r
+

sin θ

Ω
(σrr − σϕϕ + ctg θ(σrθ)) = 0

σrθ,r +
σθθ,θ
r

+
σθϕ,ϕ

Ω
+

2σrθ
r

+
sin θ

Ω
(σrθ + ctg θ(σθθ − σϕϕ)) = 0

σrϕ,r +
σθϕ,θ
r

+
σϕϕ,ϕ

Ω
+
σrϕ
r

+
2 sin θ

Ω
(σrϕ + ctg θ(σθϕ)) = 0

(4)

В областях термоупругого деформирования исследуемого материала деформации
и напряжения связаны законом Дюамеля–Неймана [8]:

σij = λδij(err + eθθ + eφφ)− αδij(3λ+ 2µ)(T − T0) + 2µeij , (5)

где δij — символ Кронекера, λ, µ — параметры Ламе (константы материала), α –
коэффициент линейного теплового расширения, (T − T0) — разница между текущей
и начальной температурой материала.
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Расчет напряженно-деформированного состояния материала при медленном изме-
нении теплового воздействия осуществляется в рамках квазистатической теории тем-
пературных напряжений, когда выражения для полей напряжений и перемещений
зависит от известного температурного распределения. Для определения поля темпе-
ратуры воспользуемся уравнением теплопроводности, записанным в тороидальных
координатах:

T,rr +
(R0 + 2r sin θ)T,r
r(R0 + r sin θ)

+
T,θθ
r2

+
cos θT,θ

r(R0 + r sin θ)
+

T,φφ
(R0 + r sin θ)2

=
1

κ

∂T

∂t
. (6)

При известных значениях функций pij и заданных граничных условиях система
соотношений (3)–(6) полностью определяет напряженно-деформированное состояние
материала.
2. Постановка краевой задачи. Рассмотри полый тор с размерами R0 и r1 <

r < r2. Будем полагать, что материал подвержен влиянию симметричного отно-
сительно декартовой оси Z теплового воздействия. В таком случае напряженно-
деформированное состояние не зависит от окружной координаты φ и справедливы
соотношения:

uφ = 0, drφ = dθφ = 0, σrφ = σθφ = 0 (7)
Пусть изменение температурного поля от начального значения T0 (при котором

отсутствуют деформации и напряжения) до некоторого Tk является равномерным
T,r = 0, а на поверхностях тора выполняются условия свободного теплового расшире-
ния

σrr(r1, θ) = 0, σrθ(r1, θ) = 0, σrr(r2, θ) = 0, σrθ(r2, θ) = 0. (8)
В этом случае в изотропном термоупругом материале сохраняются начальные зна-

чения тензора напряжений, вместе с тем диагональные компоненты тензора дефор-
маций имеют равномерное распределение

σrr(r, θ) = 0, σrθ(r, θ) = 0, σθθ(r, θ) = 0, σφφ(r, θ) = 0, drθ(r, θ) = 0,

drr(r, θ) = α(Tk − T0), dθθ(r, θ) = α(Tk − T0), dφφ(r, θ) = α(Tk − T0).
(9)

Из уравнений равновесия (4) с учетом соотношений (9), можно вычислить компо-
ненты вектора перемещений:

ur(r, θ) = α(Tk − T0)(r +R0 sin θ), uθ(r, θ) = α(Tk − T0)R0 cos θ. (10)

Из (10) следует, что даже в простейшей постановке, задача об определении перемеще-
ний в торе является двумерной. При неравномерном температурном воздействии дву-
мерные численные решения для деформаций и напряжений удается описать прибли-
женными одномерными зависимостями, используя общепринятые гипотезы о плоских
напряженно-деформированных состояниях материала.
3. Термоупругое равновесие полого тора. Исследуем условия формирования

напряжений при термоупругом равновесии материала (dij = eij). Рассмотрим решение
стационарного уравнения теплопроводности (6) с граничными условиями:

T (r1, θ) = Tk, T (r2, θ) = T0. (11)

Численный анализ показывает, что получаемое распределение температурного поля
существенно зависит от геометрии тора и при малых значениях параметра ε = r2/R0

может быть описано функцией, зависящей только от радиальной координаты. При
стремлении ε = r2/R0 к нулю, тороидальная симметрия переходит в цилиндрическую,



ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В УСЛОВИЯХ ТОРОИДАЛЬНОЙ СИММЕТРИИ 61

что позволяет получать одномерные аналитические решения. При таком подходе важ-
ным является определение допустимых конечных значений параметра ε, при которых
цилиндрические решения будут удовлетворительно описывать двумерные численные
тороидальные решения при заданной геометрии. Стационарное уравнение теплопро-
водности при ε = 0 имеет простой вид: T,r + rT,rr = 0. Максимальное отклонение
аналитического решения данного уравнения от численного решения уравнения (6) со-
ставляет менее 2% при ε = 0.1 и r1/r2 = 0.4. Следовательно с достаточно высокой
степенью точности температурное распределение при ε < 0.1 можно считать одно-
мерным.

Определим напряженно-деформированное состояние материала в условиях термо-
упругого равновесия при ε = 0. Система уравнений равновесия (4) примет вид:

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrr − σθθ

r
= 0, σrθ,r +

σθθ,θ
r

+
2σrθ
r

= 0. (12)

Компоненты вектора перемещений представим в следующей форме:

ur(r, θ) = F (r) +R0C sin θ, uθ(r, θ) = R0C cos θ. (13)

где F (r) — неизвестная функция радиуса, C — неизвестная константа. Используя (13),
запишем соотношения для деформаций при ε = 0:

drr = F,r dφφ = C dθθ =
F

r
drθ = 0 (14)

Далее, подставив выражения (14) в систему уравнений равновесия (12), получим урав-
нение для определения функции F (r):

F,rr + (r−1F ),r = αγT,r γ =
(3λ+ 2µ)

(λ+ 2µ)
. (15)

Решением (15) является функция

F (r) =
γ

r

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ+Ar +
B

r
, ∆(r) = α(T (r)− T0). (16)

где A, B — константы интегрирования. Функция (17) соответствует общему реше-
нию для перемещений в цилиндре в условиях плоского деформированного состояния.
Решения для напряжений (5) с учетом (17) примут вид:

σrr = λC + 2A(λ+ µ)− 2µB

r2
− 2µγ

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ,

σθθ = λC + 2A(λ+ µ)− 2µB

r2
− 2µγ

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ,

σφφ = 2λA+ (λ+ 2µ)C − 2µγ∆(r).

(17)

Константы A, B находятся из условий свободного теплового расширения (8):

A =
1

(λ+ µ)

(
µγ

(r2
2 − r2

1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ− λC

2

)
, B =

γr2
1

(r2
2 − r2

1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ. (18)

Константа C, определяется из условия:∫ r2

r1

2πσφφ(ρ)ρdρ = 0 (19)
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Уравнение (19) встречается в задачах расчета напряжений в цилиндрах в условиях
обобщенного плоского деформированного состояния, при этом вместо напряжения σφφ
используется напряжение σzz. Из (19) получим:

C =
2

r2
2 − r2

1

∫ r2

r1

∆(ρ)ρdρ (20)

При термоупругом деформировании выражение (20) соответствует величине сред-
него теплового расширения, распределенной по объему тора. Подстановка найден-
ных значений (18), (20) в выражения 17 приводит с совпадению окружных напря-
жений на поверхностях, что согласуется с численным моделированием напряженно-
деформированного состояния тора при малых значениях параметра ε < 0.1.

σφφ(r1) = σθθ(r1), σφφ(r2) = σθθ(r2). (21)

На графике представлено распределение напряжений при термоупругом деформиро-
вании материала тора.
4. Необратимое деформирование тора. Процесс расчета термоупругого дефор-

мирования при увеличении значения температуры Tk ограничен возможностью вы-
хода напряженного состояния на поверхность текучести (призма Треска), заданную
условием:

max |σrr − σθθ|, |σrr − σφφ|, |σφφ − σθθ| − 2k(T ) = 0 (22)

где k = k0(1−β∆) — предел текучести материала, β — константа материала, задающая
степень падения предела текучести при росте температуры.

Пластическое течение возникает на внутренней поверхности тора при выполнении
условия (22) в форме:

σrr − σθθ = 2k, σrr − σφφ = 2k. (23)

По мере роста параметра Tk граница зоны пластичности b движется в направлении
внешней поверхности. Формулы для перемещений и напряжений в области упругого
деформирования b < r < r2 остаются справедливыми с точностью до новых констант
интегрирования A, B, C.

Зона пластичности состоит из двух частей: область полной пластичности r1 < r < a
(ребро призмы Треска), в которой выполняется условие (23), и область пластичности
a < r < b (грань призмы Треска), в которой выполняется условие пластичности:

σrr − σφφ = 2k. (24)

В области r1 < r < a задача является статически определимой, и напряжения явля-
ются решениями системы уравнений равновесия (4) с учетом условий (8), (23):

σ∗rr = −2

r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ, σ∗θθ = σ∗φφ −

2

r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ− 2k. (25)

Перемещения в данной области вновь представим в виде суммы функций (13):

ur(r, θ) = F ∗(r) +R0C sin θ, uθ(r, θ) = R0C cos θ. (26)

Отметим, что константа C требует своего определения и при пластическом течении.
Так как напряжения в пластической зоне являются функциями радиуса, то грани-

цы пластических течений распространяются в радиальном направлении и их положе-
ние не зависит от угловой координаты. Следовательно, представления перемещений
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в виде (26) обеспечивают их непрерывность при определенном выборе констант ин-
тегрирования, входящих в функцию F ∗(r). Уравнение для поиска данной функции
найдем из условия пластической несжимаемости

prr + pθθ + pφφ = 0 (27)

Выразив упругие деформации через напряжения (25), и просуммировав полученный
результат с использованием условия (27), получим:

C + F ∗,r +
F ∗

r
+

2

(3λ+ 2µ)

(
3

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+ 2k(r)

)
− 3∆(r) = 0. (28)

Проинтегрировав уравнение (28) найдем:

F ∗(r) =
3

r

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ− 1

(3λ+ 2µ)

(
r

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+

1

r

∫ r

r1

k(ρ)ρdρ

)
+ Cr +

D

r
, (29)

где D – константа интегрирования.
Далее рассмотрим решения в области a < r < b. Согласно ассоциированному закону

пластического течения, выполнение условия (24) приводит к следующим соотношени-
ям для компонент пластических деформаций:

prr + pφφ = 0, pθθ = 0. (30)

Перемещения в данной области представим в виде

u∗∗r (r, θ) = F ∗∗(r) +R0C sin θ, u∗∗θ (r, θ) = R0C cos θ. (31)

Подстановка функций (31) в уравнения равновесия с учетом равенств (24) и (30)
приводит к дифференциальному уравнению:

F ∗∗,rr+
F ∗∗,r
r
−η

2F ∗∗

r2
−ψ∆,r+

µC + k + rk,r
(λ+ µ)r

= 0, η =

√
(λ+ 2µ)

(λ+ µ)
, ψ =

(3λ+ 2µ)

(λ+ µ)
. (32)

Проинтегрировав уравнение (32), получим:

F ∗∗(r) =
ψ

2η

(
(η + 1)

rη

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ+ (η − 1)rη
∫ r

r1

∆(ρ)

ρη
dρ

)
+ rC−

− 1

2(λ+ µ)

(
1

rη

∫ r

r1

k(ρ)ρηdρ+ rη
∫ r

r1

k(ρ)

ρη
dρ

)
+Mrη +

N

rη
,

(33)

где M , N — константы интегрирования.
Из условия пластичности (24) с учетом функции (33) следует решение для ради-

альной пластической деформации:

p∗∗rr =
1

2

(
F ∗∗,r − C −

k

µ

)
. (34)
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Рис. 2. Температурные напряжения при развитии пластического течения на внутренней по-
верхности, r1r−1

2 = 0.4, ε = 0.1, ar−1
2 = 0.521, br−1

2 = 0.553.

Функции напряжений в области (a < r < b) имеют вид:

σ∗∗rr =
ψ

2η

(
(η − 1)ν1r

(η−1)

∫ r

r1

∆(ρ)

ρη
dρ− (η + 1)ν2

r(η+1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ

)
+ ν1r

(η−1)M−

− 1

(λ+ µ)

(
ν1r

η−1

∫ r

r1

k(ρ)

ρη
dρ− ν2

rη+1

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ

)
− ν2N

r(η+1)
+ (3λ+ 2µ)C,

σ∗∗θθ =
ψ

2η

(
(η − 1)υ1r

(η−1)

∫ r

r1

∆(ρ)

ρη
dρ+

(η + 1)υ2

r(η+1)

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ

)
− µψ∆(r)−

− λk(r)

(λ+ µ)
− 1

(λ+ µ)

(
υ1r

η−1

∫ r

r1

k(ρ)

ρη
dρ+

υ2

rη+1

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ

)
+

+(3λ+ 2µ)C + υ1r
(η−1)M +

υ2N

r(η+1)
.

(35)

Система уравнений для поиска констант A, B, C, D, M , N состоит из условий (8),
(19) и условий непрерывности радиальных напряжений и перемещений на границах
a, b. ∫ a

r1

σ∗φφ(ρ)ρdρ+

∫ b

a
σ∗∗φφ(ρ)ρdρ+

∫ r2

b
σφφ(ρ)ρdρ = 0, σrr(r2) = 0,

u∗r(a) = u∗∗r (a), σ∗rr(a) = σ∗∗rr (a), u∗∗r (b) = ur(b), σ∗∗rr (b) = σrr(b).

(36)

Выражения для констант не приводятся в силу их громоздкости.
Вычисление границ пластического течения с учетом известных констант интегри-

рования осуществляется при помощи численного решения системы уравнений, зада-
ющих непрерывность окружных напряжений на границах [24, 25]:

σ∗θθ(a) = σ∗∗θθ(a), σ∗∗θθ(b) = σθθ(b). (37)
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На рис. 2 представлен пример распределения напряжений в случае развития пласти-
ческого течения на внутренней поверхности тора.

Отметим, что по мере увеличения температуры внутренней поверхности Tk на
внешней поверхности так же возможно появление и развитие второй зоны пласти-
ческого течения. Общие решения в данной зоне совпадают с полученными ранее с
точностью до противоположного знака перед функцией предела текучести.
5. Заключение
Решения для напряжений и перемещений, полученные в условиях термоупругого

равновесия сравнивались с численными результатами для различных значений па-
раметра ε. Было установлено, что при значениях ε < 0.1 максимальное отклонение
аналитических решений для напряжений составляет меее 4% от численных расче-
тов. При этом решения для перемещений отличаются менее чем на 1% от числен-
ных аналогов. Таким образом, можно сделать вывод о том, полученные аналити-
ческие зависимости с высокой степенью точности можно использовать для расчета
напряженно-деформированного состояния термоупругого материала при конечных
значениях параметра ε. Очевидно, что данные решения являются полезными при
моделировании процесса пластического течения, так как позволяют получать наи-
более простым способом распределения напряжений и перемещений в зонах течения
и обеспечивают непрерывность исследуемых функций на упругопластических грани-
цах. Дальнейшее исследование напряженно-деформированного состояния в условиях
тороидальной симметрии связано с построением приближенных решений, учитываю-
щих нестационарность температурного градиента и возможность возникновения по-
вторного пластического течения при разгрузке.
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Abstract. The present paper is devoted to problem of thermoelastoplastic deformation of hollow
torus. The requisite equation of the temperature stresses theory are furnished in toroidal coordinate
frame. The residual stresses in a hollow elastoplastic torus subject to non-uniform radial heating
are calculated and graphically analyzed. The aproximate analytical solution of the noted problem
is obtained in the framework of the generalized plane stress state approach. The stress and
displacement fields are computed in the thermoelastic and plastic flow domains. The correctness and
apliability of the obtained solutions for a torus of arbitrary size under conditions of axisymmetric
thermal effect are discussed.
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Аннотация. Рассмотрена постановка класса задач нелинейной теории упругости. Предло-
жен численный метод решения задач данного класса. Приведены элементы верификации
численного метода для задачи осевого сдвига полого цилиндра. На основании сравнения по-
лученных результатов с CAE Fidesys сформулированы выводы о возможности применения
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1. Введение
В работе рассматриваются постановки задач нелинейной теории упругости,

напряженно-деформированное состояние которых не зависит от осевой координаты.
Частные постановки этого класса задач представлены в работах [1-6]. Отличием дан-
ного исследования является обобщение частных постановок и представление единого
подхода к их решению.

Многие задачи нелинейной теории упругости не имеют аналитического решения,
что нашло отражение в работах [7-9]. Таким образом, актуальным является раз-
витие численных методов, позволяющих получить корректные оценки напряженно-
деформированного состояния нелинейно-упругой среды. В работе предложен числен-
ный метод, позволяющий решать задачи нелинейной теории упругости выбранно-
го класса. Результаты работы метода иллюстрируются решением задачи об осевом
сдвиге полого цилиндра [1]. На основании сравнения полученных результатов с CAE
Fidesys делается вывод о достоверности предложенного метода.
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2. Постановки задач.
Рассмотрим постановку задач нелинейной теории упругости для бесконечного ци-

линдра. Рассматривается класс задач, напряженно-деформированное состояние ко-
торых зависит только от радиальной координаты R. Внутренний радиус цилиндра
обозначим Rin, внешний - Ren.

Пусть
(
x1, x2, x3

)
= (R, θ, z0) - цилиндрические координаты материальной точки

цилиндра в начальном состоянии, ось Oz совпадает с осью симметрии тела. Тогда
положение точки в начальном состоянии записывается в виде

x = R eR + z0ez0 = R e1 + z0e3,

где e1 = eR, e2 = eθ, e3 = ez0 - базисные векторы цилиндрической системы.
Будем полагать (r, ϕ, z) - цилиндрические координаты этой же точки в деформиро-

ванном состоянии. В рамках данной модели связь между указанными координатами
может быть выражена в виде:

r = R+ uR (R) ; ϕ = θ + uθ (R) ; z = z0 + uz0 (R) (1)

Для рассматриваемого класса задач удобно ввести подвижную систему координат,
повернутую относительно исходной на угол uθ и характеризуемую базисом e

(n)
1 = er,

e
(n)
2 = eϕ, e

(n)
3 = ez, связанным с базисом исходной системы координат соотношениями

er = cos (uθ) eR + sin (uθ) eθ,
eϕ = − sin (uθ) eR + cos (uθ) eθ,
ez = ez0 .

Тогда с учётом (1) радиус-вектор точки в деформированном состоянии запишем в
виде:

xxx = (R+ uR) er + (z0 + uz0) ez0

Запишем выражения векторов материального базиса 333 i = ∂ xxx
∂ xi

:

333 1 =
(
1 + u′R

)
er + (R+ uR) u′θ eϕ + u′z0 ez0 ,333 2 = (R+ uR) eϕ,333 3 = ez0

Из последних формул можно найти базис 333 i:

333 1 =
er

1 + u′R
,333 2 =

eϕ
R+ uR

−
u′θ

1 + u′R
er,333 3 = ez0 −

u′z0
1 + u′R

er (2)

Найдены представления аффинора деформации Φ, тензора Коши-Грина G:

Φ = (1 + u′R) eRer + (R+ uR) u′θ eReϕ+

+u′z0 eRez +
(
1 + uR

R

)
eθeϕ + ez0ez = Φijeie

(n)
i

, (3)

⇒ G = U2 = Φ . ΦT =
(

(1 + u′R)2 + u′z0
2 + (Ru′θ)

2
)

eReR+

+u′z0 (eR ez0 + ez0eR) + (R+uR)2

R u′θ (eReθ + eθeR) +

+ (R+uR)2

R2 eθeθ + ez0ez0 = Gijeiej

(4)

Аналитические представления других мер описания деформированного состояния
среды, таких как левого тензора Генки Γ, левой меры искажения U, тензора поворота
R громоздки и неудобны в использовании. Однако данные меры могут использоваться
в определяющих соотношениях при определении напряженного состояния среды.
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Зная обобщенные перемещения uR, uθ, uz0 , по формуле (4) можно найти числовые
значения Gij в любой точке цилиндра. Решив стандартную задачу определения соб-
ственных значений λi и векторов ai = ajiej меры Коши-Грина, получим представления
мер G, U, Γ в виде

G = λiaiai
G = U2 ⇒ U =

√
λiaiai

Γ = ln U⇒ Γ = lnλiaiai

(5)

Поскольку диады в представлении (5) меры G состоят только из базисных век-
торов неподвижной цилиндрической системы координат, то производные меры U, Γ
также будут содержать в диадах только векторы ei. В то же время методика полу-
чения тензора поворота R = U−1 · Φ с учетом формулы (3) указывает, что диадное
представление тензора R будет иметь вид:

R = Rijeie
(n)
j (6)

При необходимости могут быть конкретизированы и другие меры описания дефор-
мированного состояния. Формулы (3)—(5) показывают, что компоненты тензоров де-
формаций зависят от обобщенных перемещений, их производных и радиальной коор-
динаты.

Ввиду отсутствия массовых сил уравнение равновесия примет вид

∇∇∇ · S = 0,

где ∇∇∇ =333 i ∂
∂xi

- оператор Гамильтона в актуальном базисе, S - тензор напряжений
Коши.

В силу того, что нагружение не зависит от координаты z0, компоненты тензора
напряжений зависят только от радиальной координаты: sij = sij (R). Положим, что
тензор напряжений с помощью выбранного определяющего соотношения записан раз-
ложением по диадам, составленным из базисных векторов повернутой цилиндриче-
ской системы координат, т.е. S = sije

(n)
i e

(n)
j . Тогда, рассмотрев последнее выражение

и конкретизируя производные ∂ S
∂ xi

, с учетом (2) получаем уравнение равновесия в виде

∇∇∇ · S =
(

1
1+u′R

dsRR

dR + sRθ−sθθ
R+uR

)
er+

+
(

1
1+u′R

dsRθ

dR + 2sRθ

R+uR

)
eϕ +

(
1

1+u′R

dsRz

dR + sRz

R+uR

)
ez = 0

(7)

В качестве граничных условий используем значения функций перемещений на ра-
диусах цилиндра:

uθ (Rin) = uθ,in, uθ (Ren) = uθ,en. (8)

uz0 (Rin) = uz0,in, uz0 (Ren) = uz0,en. (9)

uR (Rin) = uR,in, uR (Ren) = uR,en. (10)
Таким образом, (7) — (10) вместе с формулой для компонент тензора истинных

напряжений Коши определяют постановку решаемой задачи определения обобщенных
перемещений.
3. Численный метод.
Опишем численный метод, применяемый для решения краевой задачи (7)—(10)

и позволяющий найти обобщенные перемещения. Чтобы постановка (7)—(10) стала
полной, необходимо использовать определяющее соотношение. Тогда, из формул для
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мер описания деформированного состояния (3)—(6), конкретизированные компонен-
ты тензора напряжений, входящие в (7), будут зависеть от обобщенных перемещений
и их производных первого порядка по радиальной координате. Запишем выражения,
позволяющие сформулировать конечно-разностную аппроксимацию компонент тензо-
ра истинных напряжений.

Разделим отрезок значений радиальной координаты R ∈ [Rin, Ren] на дискретные
значения с шагом h:

Ri = Rin + ih, i = 0, ..., n, h =
Ren −Rin

n
(11)

Точки R0 = Rin, Rn = Ren будем соответственно называть левой и правой гра-
ничными точками, прочие точки - внутренними. Тогда в каждой дискретной точке
выбранную функцию обобщенного перемещения обозначим fi, аппроксимация первой
производной обобщенного перемещения запишем с точностью до O

(
h2
)
.

При этом во внутренних точках используем выражения

f ′
∣∣
R=Ri

= f ′i =
f |R=Ri+1

− f |R=Ri−1

2h
=
fi+1 − fi−1

2h
+O

(
h2
)
, (12)

на левой граничной точке

f ′
∣∣
R=R0

= f ′0 =
−3f0 + 4f1 − f2

2h
+O

(
h2
)
, (13)

на правой граничной точке

f ′
∣∣
R=Rn

= f ′n =
3fn − 4fn−1 + fn−2

2h
+O

(
h2
)
. (14)

Дискретные значения производных первого порядка компонент тензора истинных
напряжений Коши по радиальной координате

(
sij
)′
R, входящих в (7), могут быть

записаны с помощью аналогичных (12)—(14) формул.
Таким образом, в каждой точке (11) относительно дискретных значений обобщен-

ных перемещений записываем три нелинейных уравнения (7). Граничные условия
(8)—(10) используются в левой и правой граничных точках. Получаем замкнутую си-
стему нелинейных уравнений. Процесс нахождения решения этой системы реализован
итерационным численным методом Левенберга-Марквардта [10, 11].
4. Результаты для осевого сдвига.
Рассмотрим осевой сдвиг полого цилиндра. Для данного вида деформированного

состояния граничные условия (8)—(10) записываются в виде

uθ (Rin) = 0, uθ (Ren) = 0,
uz0 (Rin) = 0, uz0 (Ren) = uz0,en,
uR (Rin) = 0, uR (Ren) = 0

Используем определяющее соотношение [12]

σσσR = 2GΓ̃ +K (Γ · ·E) E,

где σσσR -повернутый обобщенный тензор напряжений, Γ̃ - девиатор тензора деформа-
ций Генки, E - единичный тензор, G - модуль сдвига, K - модуль объемного расши-
рения.
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В качестве начального приближения функций перемещений использовались ана-
литические результаты задачи для несжимаемого материала, полученные в рамках
линейной теории упругости:

uR = 0,
uθ = 0,

uz0 =
uz0,en(lnR−lnRin)

lnRen−lnRin
.

Тогда, с помощью программного комплекса, реализующего численный алгоритм,
для параметров Rin = 0.6 м, Ren = 1 м, uz0,en = 0.25 м, G = 0.5 МПа, K = 50 МПа
получим распределения обобщенных перемещений, что позволяет конкретизировать
напряженно-деформированное состояние среды.

Для проверки достоверности результатов используем сравнения полученных обоб-
щенных перемещений и напряжений с CAE Fidesys. Поскольку в промышленных CAE
необходимо рассматривать геометрически конечные объекты, рассмотрим цилиндр
высотой 10 м. С учётом используемых значений Rin = 0.6 м, Ren = 1 м, можно счи-
тать, что посередине высоты цилиндра краевые эффекты на торцах будут оказывать
незначительное влияние на напряженно-деформированное состояние. Задав необходи-
мые параметры, соответствующие рассмотренной постановке осевого сдвига, в CAE
Fidesys, получим напряженно-деформированное состояние.

Ниже представлены зависимости перемещений, компоненты напряжений sRz0 от
радиальной координаты, полученные с помощью предложенного численного метода
и CAE Fidesys.

 

 

 R

 
Ru

Рис. 1. Радиальное перемещение в зависимости от радиальной координаты.
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Рис. 2. Осевое перемещение в зависимости от радиальной координаты.
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Рис. 3. Компонента тензора напряжений sRz0 в зависимости от радиальной
коордианты.
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Таким образом, можно утверждать, что разработанный программный комплекс
позволяет качественно оценить напряженно-деформированного состояния рассмот-
ренного осевого сдвига полого цилиндра и может быть использован для определения
напряженно-деформированного состояния предлагаемых в работе постановок задач
нелинейной теории упругости.
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Abstract. The formulation of the class of problems of the nonlinear theory of elasticity is
considered. A numerical method for solving problems of this class is proposed. The elements of
verification of the numerical method for the axial shear problem of a hollow cylinder are given.
Based on a comparison of the results obtained with CAE Fidesys, conclusions are formulated about
the possibility of using the proposed method for solving problems of the considered class.
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Аннотация. Предполагаемое активное освоение Приполярных и Северо-восточных районов
России требует ускоренного создания и развития специальной строительной индустрии для
обширных удаленных географических территорий со слабыми грунтовыми основаниями. Со-
вершенно ясно, что массовая экономически приемлемая застройка в таких районах должна
быть основана на использовании сборно-разборных деревянных и дерево-пластмассовых со-
оружений [1,2]. Учитывая транспортные трудности и высокую экономическую стоимость “се-
верных завозов” в эти районы, при массовых локализованных застройках обживаемых терри-
торий следует делать упор на максимальное использование местных возобновляемых лесных
ресурсов. Это потребует проведения расширенных специальных программ исследований по
уточнению специфических свойств деревьев различной номенклатуры как конструкционных
материалов и по разработке методов расчета и проектирования элементов деревянных кон-
струкций с учетом обнаруженных специфических свойств. Такие разработки становятся осо-
бенно актуальными в настоящее время, поскольку проблема реконструкции существующих
зданий и развитие малоэтажного строительства в городах и поселках рассматривается как
социально-политическая и экономическая задача первостепенной важности при обеспечении
населения жильем в достаточном количественном измерении и по критериям экономической
доступности для большинства. Здесь дополнительным полезным подспорьем для массового
применения деревянных конструкций могут выступать строительство стропильных покрытий
и возведение мансардных этажей в различных типах жилых и административных зданий.
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Квазиизотропные и композиционные материалы на полимерной основе широко ис-
пользуются в строительной практике [3-7], и как показывают многочисленные экспе-
рименты [4-9], они при деформировании проявляют качественные особенности, сход-
ные с особенностями деформирования различных пород деревьев. Одно из наиболее
ярких проявлений таких особенностей состоит в свойстве существенной разносопро-
тивляемости при растяжении и сжатии. В то же время полимерные изделия, как и
деревянные обладают малым удельным весом. Это побуждает к созданию комбини-
рованных дерево-пластиковых гибридных конструкций для наиболее рационального
использования взаимных достоинств материалов и снижения стоимости изготовления
и длительной эксплуатации конструкций.

Изготовление линейных элементов гибридных конструкций достаточно легко при-
способить к различному уровню технологии производства и может быть реализова-
но как в примитивных условиях строительных полигонов, так и в цеховых условиях,
включая гибкое автоматизированное производство. Реализация таких производств ха-
рактеризуется высокой технологической универсальностью, при которой все основные
несущие элементы можно изготавливать в виде серий однотипных форм [2,3,10,11].
При этом возникает возможность непрерывно изменять формы, наборы структурных
материалов, размеры элементов за счет быстрой переналадки формирующего устрой-
ства [3,10,11]. Это снимает ограничение с номенклатуры проектируемых сооружений
и обеспечивает выбор оптимально-планировочных решений по проектированию необ-
ходимых сооружений. На основе линейных гибридных дерево-пластиковых элемен-
тов можно компоновать здания и сооружения самого различного назначения – как
малоэтажные быстро монтируемые, так и многоэтажные с подвальными гаражами,
мансардами и целым рядом ограждающих заборов, спортивных и развлекательных
площадок, овощехранилищ и универсальных холодильников. Помимо простоты и уни-
версального производства такие гибридные дерево-пластиковые линейные конструк-
ции при перемещении к разным строительным объектам не требуют использования
спец автотранспортных средств, и могут быть реализованы при движении по суще-
ствующим трассам, что существенно ускоряет время и удешевляет расходы на строи-
тельство.
Особенности деформирования деревянных и пластиковых стержней – об-

разцов. Многочисленные испытания образцов различных пород деревьев, армиро-
ванных и неармированных пластиков [2-11] указывают на определенное качественное
сходство их диаграмм при растяжении и диаграмм при сжатии. Отмечается, что диа-
граммы сжатия дерева, армированных и неармированных полимеров имеют сильно
выраженный нелинейный характер, тогда как диаграммы растяжения почти линейны
или слабо нелинейны, модули упругости при растяжении и сжатии практически сов-
падают, а пределы прочности при растяжении и сжатии отличаются в несколько раз.
На рис. 1 в качестве иллюстрации приведены диаграммы растяжения (р) и сжатия
(с) для сосны, ясеня, лиственницы, текстолита, и однонаправленного армированного
композита на основе эпоксидного связующего и высокомодульных углеродных воло-
кон.
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а) Сосна б) Ясень

в) Листвиница

г) Текстолит д) Однонаправленный армированный
композит волокон

Рис. 1. Диаграммы растяжения (р) и сжатия (с).

Эти диаграммы указывают на то, что дерево и многие армированные и неарми-
рованные материалы, также как и некоторые другие широко распространенные кон-
струкционные материалы (бетоны, чугуны, модифицированные стали, титаны и цвет-
ные сплавы) необходимо относить к классу разносопротивляющихся материалов. Об-
щая теория описания физических процессов деформирования [12-16] таких матери-
алов находится пока в зачаточном состоянии и весьма сложна для использования
при практических расчетах конструкций, находящихся в условиях сложного напря-
женного состояния. В случае одноосного напряженно-деформированного состояния,
используемого при расчете стержневых конструкций ферменного, балочного, рамно-
го или арочного типа рассматриваемые диаграммы в пределах устойчивых процессов
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(процессов предразрушений) деформирования (−ε−∗ ≤ ε ≤ ε+
∗ ) с достаточной точно-

стью могут быть аппроксимированы зависимостями [12-14, 17]:

σ = Aε+Bε2 + Cε3,
(
−ε−∗ ≤ ε ≤ ε+

∗
)

(1)

или
σ = Aε+Bε2,

(
−ε−∗ ≤ ε ≤ ε+

∗
)

(2)
где ε−∗ и ε+

∗ - деформации предразрушения при сжатии и растяжении, соответствую-
щие пределам прочности σ−∗ и σ+

∗ при сжатии и растяжении. При известных данных
испытаний образца конкретного материала коэффициенты A, B, C для зависимо-
стей (1), (2) могут быть получены с помощью известных процедур [21] обработки
экспериментальных данных методом наименьших квадратов. В табл. 1 приведены ре-
зультаты такой обработки для трех регулярно используемых в строительной практике
пород деревьев: сосны, ели и ясеня.

№ Породы A B C ε+
∗ ε−∗ σ+

∗ σ−∗ γ
103МПа 106МПа 109МПа 10−3 10−3 МПа МПа Кн/м3

1 Сосна 15.55 0.373 -0.094 7.4 -4.6 97.6 54.4 5.00
2 Ясень 12.60 0.451 -0.042 11.0 -7.2 137.4 51.8 6.77
3 Ель 13.24 0.610 -0.078 7.0 -5.0 95.9 41.2 4.41

Таблица 1. Кубическая аппроксимация

№ Породы A B ε+
∗ ε−∗ σ+

∗ σ−∗ γ
103МПа 106МПа 10−3 10−3 МПа МПа Кн/м3

1 Сосна 15.97 2.65 7.4 -4.6 97.6 54.4 5.00
2 Ясень 15.21 0.773 11.0 -7.2 137.4 51.8 6.77
3 Ель 14.01 1.789 -5.0 -5.0 95.9 41.2 4.41

Таблица 2. Квадратичная аппроксимация

Аналогичные результаты были получены также для других пород деревьев [15-20]:
березы, дуба, осины, тополя, кедра при использовании известных из литературы атла-
сов испытания образцов древесины различных пород. Аналогичным образом, привле-
кая известные данные об испытаниях образцов из армированных и неармированных
полимеров [3-9] можно таким же образов вычислить для них коэффициенты A, B, C
соответствующие зависимостям (1), (2). К сожалению, полные атласы диаграмм де-
формирования не опубликованы или недоступны. В научно-технических публикациях
можно найти для определенных марок полимеров более или менее достоверные све-
дения по стандартным характеристикам: модулям упругости, пределам прочности,
и предельно допустимым деформациям при растяжении и сжатии. Поэтому в рабо-
те [17] был разработан подход, позволяющий определять коэффициенты A, B, C в
аппроксимациях (1), (2) через вышеупомянутые стандартные характеристики. При
кубической аппроксимации (1) используются условия

dσ

dε

∣∣∣∣
ε=−ε−∗

= 0 (3)
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σ
(
ε+
∗
)

= σ+
∗ , σ

(
−ε−∗

)
= −σ−∗ (4)

где ε±∗ - значения предельных деформаций устойчивого деформирования при растя-
жении и сжатии (деформаций предразрушения). Тогда для коэффициентов A, B, C
получим систему уравнений

A+ 2Bε−∗ + 3C (ε−∗ )
2

= 0

A−Bε−∗ + C (ε−∗ )
2

= E−∗
A+Bε+

∗ + C (ε+
∗ )

2
= E+

∗

(5)

E+
∗ =

σ+
∗
ε+
∗
, E−∗ =

σ−∗
ε−∗

(6)

где σ+
∗ , σ−∗ - пределы прочности при растяжении и сжатии, E+

∗ , E−∗ - предельно допу-
стимые секущие модули при растяжении и сжатии. Решение системы уравнений (5)
можно представить в форме

A = E−∗

(
R+ 3k + 3k2

)
(k + 1)2 , B =

A

ε−∗

(
2R− 3 + k2

)
(R+ 3k + 2k2)

, C =
A(
ε−∗
)2 (R− 2− k)

(R+ 3k + 2k2)
(7)

где

R =
E+
∗

E−∗
, k =

ε+
∗
ε−∗

(8)

При использовании квадратичной аппроксимации (2) система уравнений для коэф-
фициентов A, B будет иметь вид

A−Bε−∗ = E−∗
A+Bε+

∗ = E+
∗

(9)

а ее решение можно представить в форме

A = E−∗
(R+ k)

(k + 1)
, B =

A

ε−∗

(R− 1)

(R+ k)
(10)

Учитывая вышеуказанное качественное сходство диаграмм деформирования различ-
ных пород деревьев и типов полимерных материалов для всех используемых матери-
алов при последующем построении математической модели деформирования будем
использовать однотипные зависимости (2) или (3) с соответствующими значениями
коэффициентов, вычисленных на основе испытаний конкретных материалов. Такой
подход позволит при сохранении сравнительно простых численных процедур решения
задач деформирования гибридных стержневых конструкций существенно расширить
номенклатуру создаваемых конструкций и разработать в дальнейшем эффективные
методы их оптимального проектирования. В таблице 1 и 2 в качестве примеров приве-
дены необходимые для расчетов характеристики трех пород деревьев при кубической
и квадратной аппроксимациях.
Основные уравнения гибридного клееного дерево-пластового бруса. Под

гибридным клеевым дерево-пластиковым брусом будем понимать совокупность приз-
матических брусьев из материала различных пород дерева или типов пластиковых
материалов с параллельными осями и разными формами поперечных сечений, соеди-
ненных по всех призматическим стыкующимся поверхностям с помощью клея. Если x
- ось брусьев, а Sm - площадь поперечного сечения каждого бруса, то общая площадь
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поперечного сечения склеенного гибридного бруса будет равна S =
m∑
α=1

Sα. В насто-

ящее время разработаны такие марки клеев, у которых прочность клеевого слоя на
отрыв и сдвиг соразмерна или даже превышает соответствующие прочности соеди-
няемых материалов. Поэтому можно считать, что при достаточно тонких прослойках
клея, соединение различных брусьев друг с другом по общим соприкасающимся по-
верхностям будет идеальным, и склеенный брус будет деформироваться как единый
брус, с неоднородными кусочно-постоянными свойствами по сечению. Свяжем с рас-
сматриваемым брусом декартову систему координат x, y, z, так что ось x будет осью
рассматриваемого бруса и имеет определенную привязку к поперечному сечению. Для
упрощения получающихся в дальнейшем решений будем считать, что структуры ги-
бридных брусьев и распределения внешних нагрузок согласованы так, что они не
вызывают эффектов закручивания, либо эти эффекты столь незначительны, что ими
можно пренебречь. Тогда рассматриваемый гибридный стержень будет испытывать
изгиб с растяжением-сжатием в плоскостях xy и yz, и в случае малых деформаций
и перемещений, возникающие внутренние усилия N и моменты My, Mz будут подчи-
няться уравнениям равновесия

d2Mz

dx2
= qy −

dmz

dx
,

d2My

dx2
= qz −

dmy

dx
,

dN

dx
= −qx (11)

Здесь N - проекция вектора внутреннего усилия на ось x; My, Mz - проекции векто-
ра внутреннего момента на оси z и y. Точка приложения вектора внутренних усилий
лежит на оси стержня. Величины qx, qy, qz - проекции вектора внешней нагрузки,
приложенной на оси стержня, mz, my - проекции вектора внешнего распределенного
момента на оси z и y. Внутренние силовые факторы N, My, Mz связаны с продоль-
ными напряжениями σα в гибридных брусьях выражениями

N =
∑
α

∫∫
Sα

σαdSα, My =
∑
α

∫∫
Sα

σαzdSα, My =
∑
α

∫∫
Sα

σαydSα (12)

Поскольку соединяемые материалы обладают соразмерными по порядку характери-
стиками прочности и жесткости для гибридных стержней рассматриваемого типа
можно использовать классические гипотезы Кирхгофа-Лява, то связь между дефор-
мациями ε (x, y, z) и перемещениями u0 (x) , v0 (x) , w0 (x) оси стержня выражается
формулой

ε (x, y, z) = ε0 − yκz − zκy (13)

ε0 (x) =
du0

dx
, κy =

d2v0

dx2
, κz =

d2w

dx2
(14)

Здесь ε0 (x) , κy, κz - продольная деформация на уровне оси стержня и изменение
кривизны оси стержня в проекции на оси z и y. Связи между напряжениями σα и
деформациями ε в α- слое выражается соотношениями (1) или (2) с соответствующи-
ми коэффициентами. Интегрируя уравнения (11), для внутренних усилий получим
выражения

N (x) = N (0)−
x∫

0

qxdx,
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Mz (x) = Mz (0)−Qy (0)x−
x∫

0

mzdx+

x∫
0

 x∫
0

qydx

 dx (15)

My (x) = My (0)−Qz (0)x−
x∫

0

mydx+

x∫
0

 x∫
0

qzdx

 dx

В случае статически определимых задач значения
N (0) , Qy (0) , Qz (0) , Mz (0) , My (0) определяются из условий равновесия на
концах стержня, и тогда выражения (15) будут характеризовать известные за-
коны изменения внутренних сил вдоль оси стержня. При известных функциях
Nx, Mz (x) , My (x) из уравнений (11) учитывая соответствующие структуры
гибридного стержня и зависимости (1) или (2), будем получать систему трех нели-
нейных алгебраических уравнений в виде полиномов третьих или вторых степеней
относительно трех неизвестных функций ε0 (x) , κz (x) , κy (x) которые могут быть
численно решены с помощью построения асимптотических приближений. После
нахождения функций ε0 (x) , κz (x) , κy (x) для перемещений u0 (x) , v (x) , w (x),
учитывая выражения (14) получим

u0 (x) = u0 (0) +

x∫
0

ε0 (x) dx, v (x) = v (0) + φy (0)x+

x∫
0

 x∫
0

κy (x) dx

 dx

φy (x) = φy (0) +

x∫
0

κy (x) dx, w (x) = w (0) + φz (0)x+

x∫
0

 x∫
0

κz (x) dx

 dx (16)

φz (x) = φz (0) +

x∫
0

κz (x) dx

В случае статически неопределимых конструкций соответствующая систе-
ма разрешающих нелинейных уравнений относительно искомых перемещений
u0 (x) , v (x) , w (x) может быть представлена в виде:

3∑
n=1

n+1∑
k=1

k∑
t=1

D
′
nkt

d
dx

((
du0
dx2

)n−k+1 (
d2v0
dx2

)t−1 (
dw0
dx2

)k−t)
+ qx = 0

3∑
n=1

n+1∑
k=1

k∑
t=1

D
′

nk(t+1)
d2

dx2

((
du0
dx2

)n−k+1 (
d2v0
dx2

)t−1 (
dw0
dx2

)k−t)
− dmy

dx + qz = 0

3∑
n=1

n+1∑
k=1

k∑
t=1

D
′

n(k+1)t
d2

dx2

((
du0
dx2

)n−k+1 (
d2v0
dx2

)t−1 (
dw0
dx2

)k−t)
− dmz

dx + qy = 0

(17)

D
′
nkt = (−1)k−1Ck−1

n Ct−1
k−1Dnkt

D
′

nk(t+1) = (−1)k−1Ck−1
n Ct−1

k−1Dnk(t+1)

D
′

n(k+1)t = (−1)k−1Ck−1
n Ct−1

k−1Dn(k+1)t

(18)

Решения таких нелинейных краевых задач обычна проводится на основе традицион-
ных процедур метода Бубнова-Галеркина для которых в необходимых конкретных
случаях определяются необходимое количество и вид конечных рядов разложения
исходных функций, скорость сходимости уточняющих приближений и устойчивость
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процедур численного счета в зависимости от параметров входящих в коэффициенты
разрешающей системы [21].
Пример расчета. В качестве примера был рассмотрен пример расчета статиче-

ски определимого (шарнирно-опертого) трехслойного деревянного бруса длинной 6м,
с прямоугольной шириной 20 см, и общей высотой 40 см, нагруженного равномерно
распределенной по пролету нагрузкой интенсивности q0. Были рассмотрены комбина-
ции пород дерева: 1 – Ель, 2 – Ясень, 3 – Сосна, 4 – Дуб, 5 – Береза, 6 – Лиственница.
В таблицах 3,4 приведены некоторые результаты расчетов.

№ Распределение
пород

qmax wmax h1 h2 h3 № слоя в котором дост-ты
[кН/м] [см] [см] [см] [см] предельные деформации

1 333 79 7,7 13,3 13,3 13,3 1
2 6-5 108 12,9 20,0 0 20,0 1
3 5-6 76 9,2 20,0 0 20,0 1
4 65 65 8,3 20,0 0 20,0 1
5 86 86 10,4 13,3 13,3 13,3 2

Таблица 3. Результаты расчетов

№ Хар-р начала разрушения: Вес балки Стоимость Степень нагружения
растяжение (+), сжатие (-) [кН] [руб] нижних волокон [%]

1 - 2,40 1005 53
2 - 3,08 912 56
3 - 3,08 912 58
4 - 2,12 960 78
5 - 2,36 926 60

Таблица 4. Результаты расчетов

№ Порода древесины Удельный вес Удельная стоимость[
кН/м3

] [
Руб/м3

]
1 Ель 4,41 2000
2 Ясень 6,77 3000
3 Сосна 5,00 2100
4 Дуб 6,87 3200
5 Береза 6,28 1300
6 Лиственница 6,57 2500

Таблица 5.

Во втором столбце табл. 3 дано распределение пород по слоям. Так шифр 615 озна-
чает, что первый слой сделан из лиственницы, второй – из ели и третий – из бе-
резы. В столбцах 3 и 4 приведены максимальная нагрузка и максимальный прогиб
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балки. Стоимость балки (столбец 11 табл.) включает в себя только стоимость дре-
весины. Стоимость 1м3 взята по данным сети Интернет и равна 1300 Руб/м3 для
березы, 2000 Руб/м3 для ели, 2500 Руб/м3 для лиственницы и 2100 Руб/м3 для сос-
ны. В столбце 12 приведена степень нагружения крайних нижних волокон, равная
max (ε (x− 0.5h)) /ε+

3∗.
Из анализа результатов расчетов следует:

(1) Варьирование пород слоев приводит к значительному изменению величины
предельной нагрузки и максимального прогиба. Предельная нагрузка изменя-
ется в 1.66 раза, максимальный прогиб в 1.55 раза.

(2) Вес балок изменяется максимум в 1.45 раза, стоимость – в 1.10 раза.
(3) В расчете №5 (строка 5 табл. 3) предельные деформации были достигнуты

во внутреннем слое балки. Тогда как в однородных конструкциях предельные
деформации всегда достигаются на фибровых волокнах балки. В расчетах №1-
4 предельные деформации достигались на верхних фибровых волокнах.

(4) Во всех расчетах нижние волокна балки были сильно недогружены, что явля-
ется следствием значительной разносопротивляемости древесины.

Ряд других расчетов для конструкций гибридных деревянных и дерево-пластиковых
брусьев был выполнен также в работах [15-20, 22-25].
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Yu. V. Nemirovskii

LIMIT CONDITIONS OF HYBRID WOOD-PLASTIC GLUED BEAMS
S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch

of theRAS, Novosibirsk, Russia

Abstract. The proposed active development of the Subpolar and North-Eastern regions of
Russia requires the accelerated creation and development of a special construction industry for
vast remote geographic areas with weak soil bases. It is completely clear that mass economically
acceptable development in such areas should not be based on the use of collapsible wooden
and wood-plastic structures [1,2]. Given the transport difficulties and the high economic value
of the “northern deliveries” to these areas, with massive localized development of the inhabited
territories, emphasis should be placed on the maximum use of local renewable forest resources.
This will require extended special research programs to clarify the specific properties of trees of
various nomenclatures as structural materials and to develop methods for calculating and designing
elements of wooden structures taking into account specific properties found. Such developments
are becoming especially relevant at present, since the problem of reconstructing existing buildings
and developing low-rise construction in cities and towns is considered as a socio-political and
economic task of paramount importance when providing the population with housing in sufficient
quantitative terms and according to the criteria of economic affordability for the majority. Here,
an additional useful tool for the mass use of wooden structures can be the construction of roof
trusses and the construction of attic floors in various types of residential and office buildings.
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Аннотация. Изучена изменчивость модуля Юнга, коэффициента Пуассона и модуля сдвига
гексагональных кристаллов. Получены аналитические выражения для экстремальных значе-
ний этих упругих характеристик. На основе экспериментальных данных об упругих посто-
янных из справочника Ландолта-Бернстайна дан численный анализ экстремумов для гек-
сагональных кристаллов. Предложены классификационные схемы для экстремумов модуля
Юнга, коэффициента Пуассона и модуля сдвига.
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сталлы, гексагональные кристаллы.
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1. Введение
В современном материаловедении активно используются наноматериалы, которые

изготовлены из кристаллов. Для анизотропных материалов модуль Юнга, коэффи-
циент Пуассона и модуль сдвига зависят от ориентации кристаллических образцов.
Термодинамическое требование положительной определенности энергии деформации
накладывает на упругие характеристики материалов некоторые ограничения. Для
изотропных материалов они сводятся к тому, что модуль Юнга и модуль сдвига долж-
ны быть положительными, а коэффициент Пуассона может меняться только в пре-
делах −1 ≤ ν ≤ 0.5 [1]. В случае анизотропных материалов коэффициенты Пуассона
могут иметь произвольные величины [2].
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Модули Юнга, модули сдвига и коэффициенты Пуассона монокристаллов различ-
ных кристаллических систем анализировались во многих работах [3–15]. Экстремаль-
ные значения модуля Юнга исследованы с помощью метода множителей Лагранжа
для кубических и гексагональных кристаллов в [16]. В результате анализа были полу-
чены три экстремальных значения модуля Юнга. В случае тетрагональных кристал-
лов найдено пять экстремальных значений модуляЮнга [17]. В [18] были исследованы
стационарные значения модуля Юнга для орторомбических, тетрагональных, триго-
нальных, гексагональных и кубических кристаллов.

Экстремальные значения коэффициента Пуассона для кубических кристаллов бы-
ли проанализированы в [19, 20]. В этих работах показано, что кроме стандарт-
ных экстремальных значений коэффициентов Пуассона ν[100],[001], ν[001],[110], ν[11̄0],[110],
ν[111],[111] (первые три числа в квадратных скобках указывают направление попереч-
ной деформации, а последние три числа – направление растяжения) экстремальные
значения коэффициента Пуассона могут также наблюдаться при специальных ориен-
тациях. В [20, 21] также показано, что экстремальные значения коэффициента Пуас-
сона свойственны метастабильным кристаллам, например, кристаллам с эффектом
памяти формы. Изменчивость коэффициента Пуассона гексагональных кристаллов
также анализировались в [22–28]. В [22] были исследованы модуль Юнга, коэффици-
ент Пуассона и модуль сдвига для гексагональных кристаллов Tl и Cd при некоторых
частных ориентациях. Для этих кристаллов были построены ориентационные зави-
симости упругих характеристик, а для кристалла кадмия выявлен отрицательный
коэффициент Пуассона. Ошибка в этом утверждении связана с неверным пересче-
том коэффициентов податливости в [22]. Отрицательный коэффициент Пуассона при
некоторых ориентациях может иметь кристалл цинка [23]. Анализ изменчивости ко-
эффициента Пуассона гексагональных кристаллов [24–26] выявляет еще шесть кри-
сталлов (MoS2, Zn, Be, сплав BeCu (2.4%at.Cu), TiB2, C7H12, MnAs) с отрицательным
коэффициентом Пуассона (гексагональных ауксетиков). Наименьшее значение коэф-
фициента Пуассона −0.28 достигается у кристалла MoS2. Среди кристаллов других
кристаллических систем найдено гораздо большее количество ауксетиков. На данный
момент известно свыше 450 кристаллических ауксетиков [24, 25, 30–42]. Более 300
ауксетиков обнаруживается среди кубических кристаллов [43]. В [44-46] предложена
классификация кристаллов на основе знака коэффициента Пуассона. Все кристал-
лические материалы можно разделить на неауксетики (материалы с положительным
коэффициентом Пуассона при любой ориентации), полные ауксетики (материалы с
отрицательным коэффициентом Пуассона при любой ориентации) и частичные аук-
сетики (материалы, у которых коэффициент Пуассона может менять знак в зависи-
мости от ориентации). В [44] были указаны необходимые и достаточные условия для
нахождения неауксетиков и полных ауксетиков. В [27] был проведен анализ среднего
по поперечным направлениям коэффициента Пуассона. В этой статье обсуждались
необходимые и достаточные условия для гексагональных неауксетиков, частичных
ауксетиков и полных ауксетиков. Установлено, в частности, что все гексагональные
кристаллы имеют положительный средний по поперечным направлениям коэффици-
ент Пуассона.

Ниже анализируются экстремальные значения модуля Юнга, коэффициента Пуас-
сона и модуля сдвига для гексагональных кристаллов с помощью необходимого и
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достаточного условий экстремума и обсуждаются классификационные схемы экстре-
мальных значений модуля Юнга и модуля сдвига, трех стационарных значений коэф-
фициента Пуассона.
2. Упругие характеристики
Модуль Юнга E (n) и коэффициент Пуассона ν (n,m) для анизотропных материа-

лов зависят от единичных векторов n и m [47]

1

E (n)
= sijklninjnknl,

ν (n,m)

E (n)
= −sijklninjmkml. (1)

Здесь sijkl – тензорные коэффициенты податливости. В случае одноосного растяжения
единичный вектор n направлен вдоль оси растяжения, а вектор m перпендикулярен
ему.

Модуль сдвига G (n,m) в линейной упругости определяется двумя единичными
векторами n и m [47]

G−1 (n,m) = 4sijklnimjnkml. (2)

Вектор n – единичный вектор нормали к плоскости скольжения, а вектор m – еди-
ничный вектор направления скольжения.

Упругость гексагональных кристаллов характеризуется пятью матричными коэф-
фициентами податливости s11, s12, s13, s33, s44 и дополнительным условием s66 =
2(s11 − s12) (далее используем матричные коэффициенты податливости вместо тен-
зорных коэффициентов sijkl) [48].

Модуль Юнга, коэффициент Пуассона и модуль сдвига для гексагональных кри-
сталлов можно записать в виде

E−1(n) = s11(1− n2
3)2 + s33n

4
3 + (2s13 + s44)(1− n2

3)n2
3,

−ν (n,m)

E(n)
= s12(m1n2 −m2n1)2 + (s11 + s33 − 2s13 − s44)m2

3n
2
3 + s13(m2

3 + n2
3),

G−1(n,m) = s66(m1n2 −m2n1)2 + 4(s11 + s33 − 2s13 − s44)m2
3n

2
3 + s44(m2

3 + n2
3).

Если ориентацию кристаллического стержня в кристаллографической системе ко-
ординат описывать с помощью трех углов Эйлера ϕ, θ, ψ, то можно использовать
следующие выражения единичных векторов n, m через углы Эйлера ϕ, θ, ψ

n =

 sinϕ sin θ
− cosϕ sin θ

cos θ

 , m =

 − sinϕ cos θ cosψ − cosϕ sinψ
cosϕ cos θ cosψ − sinϕ sinψ

sin θ cosψ

 .

Тогда модуль Юнга E, коэффициент Пуассона ν и модуль сдвига G можно перепи-
сать через угловые зависимости следующим образом
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1

s11E
= 1 +

(
Π1 −Π01 sin2 θ

)
cos2 θ, (3)

− ν

s13E
= 1 +

(
Π2 sin2 ψ + Π02 cos2 θ cos2 ψ

)
sin2 θ, (4)

1

s44G
= 1 +

(
Π3 sin2 ψ + 4Π03 cos2 θ cos2 ψ

)
sin2 θ, (5)

Π01 ≡
δ

s11
, Π02 ≡

δ

s13
, Π03 ≡

δ

s44
,

Π1 ≡
s33 − s11

s11
, Π2 ≡

s12 − s13

s13
, Π3 ≡

2s11 − 2s12 − s44

s44
,

δ ≡ s11 + s33 − 2s13 − s44.

Модуль Юнга гексагональных кристаллов зависит лишь от одного угла Эйлера θ. Ко-
эффициент Пуассона и модуль сдвига оказываются зависящим от двух углов Эйлера
θ, ψ и не зависят от угла ϕ. Безразмерные параметры Π01, Π02, Π03, Π1, Π2, Π3 явля-
ются характеристиками степени анизотропии гексагональных кристаллов. В пределе
изотропной среды эти факторы анизотропии обращаются в нуль. Количество фак-
торов анизотропии для гексагональных кристаллов оказывается в два раза больше,
чем у кубических кристаллов. Кубические кристаллы характеризуются тремя без-
размерными факторами анизотропии Π ≡ −2s12/∆, δ ≡ ∆/s11, P = 2(s11 − s12)/s44

[15, 43, 46]. Здесь ∆ ≡ s11 − s12 − 0.5s44. Основываясь на термодинамических нера-
венствах s11 > 0, s33 > 0, накладываемых на коэффициенты податливости, находим
следующие ограничения для безразмерных параметров гексагональных кристаллов:
Π1 > −1, Π3 > −1. Зависимости модуля Юнга, коэффициента Пуассона и модуля
сдвига являются периодическими функциями θ и ψ с периодами Tθ = Tψ = π.
3. Экстремальные значения модуля Юнга
Проанализируем экстремальные значения модуля Юнга. Необходимое условие экс-

тремальности модуля Юнга требуют выполнения условия стационарности

dE(θ)

dθ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для модуля Юнга (3) по углу θ это
условие дает следующее уравнение для стационарных значений

sin 2θ
(
2Π01 cos2 θ + Π1 −Π01

)
= 0.

Решениями уравнения будут три стационарные точки θ1 = 0, θ2 = π/2 и θ3, cos2 θ3 =
(Π01 − Π1)/(2Π01). Этим стационарным точкам соответствуют три значения модуля
Юнга. Два из них имеют простой вид

E1 =
1

s33
=

1

s11(1 + Π1)
, (6)

E2 =
1

s11
, (7)

и достигаются при θ1 = 0 и θ2 = π/2 соответственно. Третье стационарное значение
E3 > 0
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E3 =
4Π01

4Π01 − (Π1 −Π01)2

1

s11
(8)

может достигаться при

cos2 θ3 =
Π01 −Π1

2Π01
.

Исследуем далее значения E1, E2, E3 с точки зрения выполнения достаточного усло-
вия экстремума функции одной переменной. Если в указанных стационарных точках
вторая производная модуля Юнга больше нуля, то стационарная точка является точ-
кой минимума (и наоборот).

В случае стационарной точки θ1 = 0 мы имеем E = E1 и

d2E(θ)

dθ2
=

2(Π1 + Π01)

s11(1 + Π1)2
. (9)

Тогда согласно достаточному условию экстремума функции с учетом положитель-
ности коэффициента податливости s11 и (1 + Π1)2 значение модуля Юнга E1 будет
минимумом при Π1 + Π01 > 0 и максимумом при Π1 + Π01 < 0. Значение E1 соответ-
ствует растяжению в направлении [0001] (E1 = E[0001]).

В случае стационарной точки θ2 = π/2 имеем E = E2 и

d2E(θ)

dθ2
=

2(Π01 −Π1)

s11
. (10)

Модуль Юнга E2 будет минимумом при Π01−Π1 > 0 и максимумом при Π01−Π1 < 0.
Значение E2 соответствует растяжению в направлении [21̄1̄0] (E2 = E[21̄1̄0]).

Вторая производная модуля Юнга для стационарной точки θ3, cos2 θ3 = (Π01 −
Π1)/(2Π01) имеет вид

d2E(θ)

dθ2
=

32Π01(Π2
1 −Π2

01)

s11 [(Π1 + Π01)2 − 4Π01]2
. (11)

Следовательно, модуль Юнга E3 является минимумом при Π01(Π2
1 − Π2

01) > 0 и
максимумом при Π01(Π2

1 − Π2
01) < 0. Анализ, проведенный для 143 гексагональных

кристаллов из справочника [49], показал, что у 27 кристаллов отсутствует экстре-
мальное значение E3. Только два экстремальных значения E1 и E2 имеют, например,
бериллий Be, титан Ti, таллий Tl, кадмий Cd, сплав CdMg, сплав CdZn, In2Bi, MnAs,
Mn5Si3, NdCo5.

На Рис.1 представлена классификационная схема для экстремумов модуля Юнга
в зависимости от двух безразмерных параметров Π01 и Π1, полученная на основе
анализа формул (6)-(11). На этом рисунке точками нанесены значения безразмер-
ных параметров Π01 и Π1 для 143 гексагональных кристаллов, представленных в [49].
Большинство гексагональных кристаллов находятся в интервале −1 < Π1 < 0 и зоне с
E1m > E2m > E3m. Здесь и ниже под Eim (i = 1, 2, 3) будем обозначать экстремальные
значения модуля Юнга Ei. На классификационной схеме выделено шесть зон с раз-
личными неравенствами между экстремальными значениями модуля Юнга E1m, E2m,
E3m. Для каждой из этих шести зон на Рис.2 приведены примеры угловых зависимо-
стей модуля Юнга некоторых гексагональных кристаллов. В Табл.1 для кристаллов,
представленных на Рис.2, даются экстремальные значения модуля Юнга.



96 В. А. ГОРОДЦОВ, Д. С. ЛИСОВЕНКО

Таблица 1. Экстремальные значения модулей Юнга для некоторых гексагональных кристал-
лов. Глобальные максимальные и минимальные значения выделены полужирным.

Кристаллы E1 E2 E3

ГПа ГПа ГПа
Cd 28.9 min 80.6 max - -
Ba(NO2)2·H2O 22.2 min 37.0 max - -
Cd0.751Zn0.249 31.4 min 87.0 max - -
Zn 36.1 min 122 min 126 max
BN3 136 min 138 min 165 max
β-LiAlSiO4 67.1 min 112 min 138 max
Tc 345 min 313 min 402 max
WC 826 min 595 min 827 max
LiKSO4 54.0 min 40.2 min 54.1 max
CeNi5 210 max 152 min - -
MnAs 108 max 38.5 min - -
In2Bi 35.2 max 16.4 min - -
Mg 50.8 max 45.5 max 42.9 min
CdSe 59.5 max 43.3 max 38.9 min
CsNiCl3 58.5 max 30.1 max 18.8 min
MoS2 45.2 max 209 max 44.9 min
GaN 150 max 196 max 82.6 min
InN 82.6 max 104 max 35.5 min

Как видно из Рис.1 существуют две зоны, в которых отсутствует экстремальное зна-
чение E3m. Угловые зависимости модуля Юнга для этих зон представлены на Рис.2а
и Рис.2г. Материалами, у которых имеется два экстремальных значения E1m и E2m,
являются, например, бериллий Be и его сплавы с Cu, кадмий Cd и его сплавы с
Mg или Zn, In2Bi, MnAs, Tl и Ag2Al. В двух зонах E3m > E2m > E1m (Рис.2б) и
E3m > E1m > E2m (Рис.2в) имеем максимальное значение E3m. Два других значения
E1m и E2m являются минимальными значениями. Для кристаллов Zn и BN3 (Рис.2б)
значение модуля Юнга E1m является глобальным минимальным значением, а E2m -
локальным минимумом. В случае кристаллов Tc и WC (Рис.2в) имеет место обрат-
ная ситуация: E2m - глобальный минимум, а E1m - локальный минимум. Для зон
E1m > E2m > E3m (Рис.2д) и E2m > E1m > E3m (Рис.2е) значение модуля Юнга
E3m является глобальным минимумом, а значения E1m и E2m - максимумы. Значение
E1m будет глобальным максимумом для кристаллов Mg и CdSe (Рис.2д) и локальным
максимумом для кристаллов MoS2 и GaN (Рис.2е). В случае экстремального значе-
ния модуля Юнга E2m имеет место обратная ситуация: с локальным максимумом для
кристаллов Mg и CdSe и глобальным максимумом для кристаллов MoS2 и GaN.

Наибольшая разница между максимальным и минимальным значениями моду-
ля Юнга обнаруживается у графита (Emax/Emin = 71.8). Большая разни-
ца (Emax/Emin > 5) также выявляется у RbNiCl3 (Emax/Emin = 5.52) и CsNiF3
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Рис. 1. Классификационная схема экстремальных значений модуля Юнга гексагональных
кристаллов на плоскости безразмерных параметров Π01 и Π1. Кружками отмечены значения
безразмерных параметров Π01 и Π1 для 143 гексагональных кристаллов из [49].

(Emax/Emin = 5.72 для одного экспериментального набора коэффициентов податли-
вости и 10.6 для второго набора коэффициентов податливости). Максимальный мо-
дуль Юнга с Emax > 500 ГПа обнаруживается у графита (Emax = 1020 ГПа), WC
(Emax = 827 ГПа), SiC (Emax = 556 ГПа), Re (Emax = 588 ГПа) и Ru (Emax = 550
ГПа).
4. Экстремальные значения коэффициента Пуассона
Проанализируем экстремальные значения коэффициента Пуассона. Выражение (4)

для коэффициента Пуассона зависит от двух углов Эйлера. Необходимые условия
экстремальности (достижения максимумов или минимумов) коэффициента Пуассона
состоят в выполнении условий стационарности

∂ν(θ, ψ)

∂ψ
= 0,

∂ν(θ, ψ)

∂θ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для коэффициента Пуассона (4) по уг-
лам θ и ψ эти условия дают следующую систему уравнений для стационарных значе-
ний углов  sin2 θ sin 2ψ

(
Π2 −Π02 cos2 θ

)
= 0

sin 2θ[Π1 + Π01 cos 2θ + Π2 sin2 ψ
(
1 + Π1 −Π01 sin4 θ

)
+

+Π02 cos2 ψ
(
cos 2θ + Π1 cos4 θ

)
] = 0.

(12)

Решениями первого уравнения будут θ = 0; ψ = 0 или ψ = π/2 и cos2 θ = Π2/Π02. Под-
становка их во второе уравнение системы (12) позволяет найти восемь стационарных
точек.

Значение коэффициента Пуассона
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Рис. 2. Угловые зависимости модулей Юнга для некоторых гексагональных кристаллов, по-
падающих в зоны: E2m > E1m (а), E3m > E2m > E1m (б), E3m > E1m > E2m (в), E1m > E2m

(г), E1m > E2m > E3m (д), E2m > E1m > E3m (е).

ν1 = ν(0001),[0001] = −s13

s33
= − s13

s11(1 + Π1)
(13)
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достигается при θ = 0 и произвольном угле ψ. Данное стационарное значение соот-
ветствует растяжению в направлении [0001] и поперечной деформации в плоскости
(0001).

Значения коэффициентов Пуассона

ν2 = ν[21̄1̄0],[011̄0] = −s13

s11
(14)

и

ν3 = ν[0001̄],[011̄0] = −s12

s11
= −s13(1 + Π2)

s11
(15)

соответствуют точкам θ = π/2, ψ = 0 и θ = ψ = π/2, соответственно.
Гексагональные кристаллы имеют следующие термодинамические ограничения, на-

кладываемые на коэффициенты податливости

s11 > 0, s33 > 0, s44 > 0, −s11 < s12 < s11, s33(s11 + s12) > 2s2
13.

Используя эти неравенства и формулы (13)–(15), можно записать ограничения, на-
кладываемые на коэффициенты Пуассона ν1, ν2, ν3,

−
√

s11

2s33
(1− ν3) < ν1 <

√
s11

2s33
(1− ν3),

−
√

s33

2s11
(1− ν3) < ν2 <

√
s33

2s11
(1− ν3), (16)

−1 < ν3 < 1− 2s2
13

s11s33
.

Численный анализ верхней границы c = 1 − 2s2
13/(s11s33) для 173 гексагональных

кристаллов показывает, что эти значения для большинства кристаллов находятся в
интервале от 0.65 до 0.9. Наименьшее значение c обнаруживается для цинка (0.57). В
то время как коэффициент Пуассона ν3 для цинка равен −0.07. Наименьшая разни-
ца между коэффициентом ν3 и c выявляется у C7H12 (0.76 и 0.86), Tl (0.77 и 0.91),
In2Bi (0.72 и 0.90), BN3 (0.55 и 0.69) и CuCl (0.68 и 0.88). Cтационарные значения
коэффициента Пуассона ν1, ν4, ν5, ν6, ν7, ν8 не имеют простых ограничений. В [2]
было показано, что коэффициент Пуассона для гексагональных кристаллов может
иметь сколь угодно большое положительное или отрицательное значение при условии
положительной определенности плотности энергии деформации.

Существование других стационарных значений возможно при выполнении опреде-
ленных ограничений на безразмерные комплексы коэффициентов податливости. До-
полнительные стационарные значения коэффициента Пуассона имеют следующую об-
щую структуру

ν = −s13

s11
f(Π1,Π2,Π01,Π02, ψ, cos2 θ).

При этом подходящие значения углов θ, ψ могут быть найдены среди решений си-
стемы уравнений (12). Два решения уравнения (12) при sin 2ψ = 0, т.е. при ψ = 0 и
ψ = π/2, позволяют привести второе уравнение в (12) к двум квадратным уравнени-
ям относительно cos2 θ и sin2 θ, решение которых позволяет получить явные формулы
стационарных значений.
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При ψ = 0 стационарные значения коэффициента Пуассона имеют вид

ν4,5 = −s13

s11

1 + 0.25Π02 sin2 2θ

1 + Π1 cos2 θ − 0.25Π01 sin2 2θ
(17)

при ограничениях

0 ≤ cos2 θ4,5 =
−(Π01 + Π02)±

√
D1

Π1Π02
≤ 1, (18)

D1 = (Π01 + Π02)2 −Π1Π02(Π1 −Π01 −Π02) ≥ 0. (19)

Значение ν4 получается если в формуле (18) брать знак плюс, а ν5 - минус.
При ψ = π/2 получаются следующие ограничения

0 ≤ sin2 θ6,7 =
−Π01 ±

√
D2

Π01Π2
≤ 1, (20)

D2 = Π2
01 + Π01Π2(Π1 + Π01 + Π2 + Π1Π2) ≥ 0 (21)

при которых имеют место стационарные значения коэффициента Пуассона

ν6,7 = −s13

s11

1 + Π2 sin2 θ

1 + Π1 cos2 θ − 0.25Π01 sin2 2θ
. (22)

Еще одно решение получается из второго уравнения в (12) при

cos2 ψ =
a

b
, (23)

a = (Π1 −Π01)Π2
02 + Π2[Π02(1 + Π1 + 2Π01)−Π1(Π2

02 + Π2
2 − 2Π2Π02)],

b = Π02(Π02 −Π2)(Π02 + Π1Π2) + Π01Π2(Π2
02 + 2Π2Π02 −Π2

2),

используя подстановку в него решения первого уравнения (12) вида cos2 θ = Π2/Π02.
Решение этих двух уравнений позволяет определить из (4) экстремальное значение
коэффициента Пуассона ν8.

Исследуем далее значения коэффициентов Пуассона ν1 - ν8 с точки зрения выполне-
ния достаточного условия экстремума функции двух переменных. Если в указанных
стационарных точках из вторых производных коэффициента Пуассона

A =
∂2ν

∂θ2
, B =

∂2ν

∂θ∂ψ
, C =

∂2ν

∂ψ2

образовать комбинацию

D = AC −B2,

то при D > 0 достигаются экстремумы коэффициента Пуассона в соответствующей
стационарной точке (максимум при A < 0 и C < 0 или минимум при A > 0 и C > 0).
В случае D < 0 в стационарной точке экстремумы отсутствуют, а при D = 0 требуется
дополнительный анализ [50].

В случае стационарной точки с θ = 0 и любым ψ имеем ν = ν1, и комбинация ко-
эффициентов D обращается в нуль (D = 0). В силу D = 0 требуется дополнительный
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Таблица 2. Значения коэффициентов Пуассона ν1 - ν7 для некоторых гексагональных кристал-
лов. Глобальные максимальные и минимальные значения выделены полужирным. Приняты
обозначения: M – максимум, m – минимум.

Крис- ν1 ν2 ν3 ν4 ν5 ν6 ν7

таллы
BN3 0.39 - 0.39 - 0.55 - - - 0.27 m 0.58 M - -
Cd 0.26 - 0.73 M 0.10 m - - 0.25 m 0.27 M - -
CdS 0.33 - 0.26 m 0.48 M 0.45 M - - - - 0.31 m
CdTe 0.29 - 0.22 m 0.47 M 0.44 M - - - - 0.28 m
Co 0.25 - 0.18 m 0.46 M 0.35 M - - - - - -
CuCl 0.36 - 0.17 m 0.68 M 0.44 M - - - - 0.36 -
Gd 0.24 - 0.21 m 0.31 M 0.29 M - - - - 0.24 m
GaN 0.37 - 0.49 - 0.18 - 0.72 M - - - - 0.13 m
GaSe 0.09 m 0.26 - 0.26 - 0.50 M - - - - - -
GaS 0.08 - 0.24 m 0.26 M 0.54 M - - - - 0.07 m
Hf 0.26 - 0.22 m 0.35 M 0.28 M - - - - - -
Ho 0.21 - 0.19 m 0.28 M 0.24 M - - - - - -
InN 0.41 - 0.52 - 0.22 - 0.79 M - - - - 0.12 m
Mg 0.25 - 0.23 m 0.35 M 0.32 M - - - - 0.25 m
MoS2 0.12 - 0.58 M −0.28 m - - - - - - - -
Sc 0.21 - 0.18 m 0.34 M 0.32 M - - - - 0.21 m
SiC 0.09 - 0.08 m 0.18 M 0.25 M - - - - - -
Tl 0.38 - 0.12 - 0.779 - - - 0.10 m 0.783 M - -
Ti 0.27 - 0.19 m 0.49 M 0.27 - - - - - - -
WC 0.27 - 0.20 - 0.28 - - - 0.15 m 0.30 M - -
Zn 0.25 - 0.85 M −0.07 m - - 0.07 m 0.28 M - -
ZnO 0.32 - 0.27 m 0.44 M 0.37 M - - - - 0.32 m
ZnS 0.26 - 0.20 m 0.398 M 0.395 M - - - - 0.25 m

анализ для каждого конкретного кристалла. Коэффициент Пуассона ν1 будет экстре-
мумом, например, для BaScxFe12−xO19 (ν1 = νmin), GaSe (ν1 = νmin), Zr-O (ν1 = νmax).

В случае стационарной точки θ = π/2, ψ = 0 имеем ν = ν2 и

D =
4s2

13(Π02 −Π1 + Π01)Π2

s2
11

,

A = −2s13(Π02 −Π1 + Π01)

s11
, C = −2s13Π2

s11
.

Тогда согласно достаточному условию экстремума функции значение коэффициента
Пуассона ν2 будет экстремальным, если (Π02 − Π1 + Π01)Π2 > 0. Значение ν2 будет
максимумом при s13(Π02 − Π1 + Π01) > 0 или s13Π2 > 0 и минимумом при s13(Π02 −
Π1 + Π01) < 0 или s13Π2 < 0 с учетом положительности коэффициента податливости
s11.

В случае стационарной точки θ = ψ = π/2 имеем ν = ν3 и
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D = −4s2
13 [(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2] Π2

s2
11

,

A = −2s13 [(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2]

s11
, C =

2s13Π2

s11
.

Значение коэффициента Пуассона ν3 будет экстремальным, если [(Π01−Π1)(1+Π2)−
Π2]Π2 > 0. Значение ν3 является максимумом при s13[(Π01−Π1)(1 + Π2)−Π2] > 0 или
s13Π2 < 0 и минимумом при s13[(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2] < 0 или s13Π2 > 0.

Для стационарных значений коэффициента Пуассона ν4 − ν8 вторые производные
A, C и D имеют громоздкий аналитический вид. Поэтому в работе был проведен
только их численный анализ для 143 гексагональных кристаллов. Результаты это-
го анализа представлены в Табл.2. В этой таблице приведены значения только семи
стационарных значений коэффициента Пуассона ν1− ν7. Значение ν8 пропущено, так
как проведенный анализ изменчивости коэффициента Пуассона для 143 гексагональ-
ных кристаллов показал, что коэффициент ν8 является точкой перегиба. Глобальные
максимальные и минимальные значения в Табл.2 выделены полужирным.

С помощью численного анализа изменчивости коэффициента Пуассона гексаго-
нальных кристаллов удается выявить семь кристаллов с отрицательным минималь-
ным коэффициентом Пуассона. Этими кристаллами являются Be (νmin = −0.005),
Be-Cu at 2.4% (νmin = −0.04), MnAs (νmin = −0.04), MoS2 (νmin = −0.28), C7H12

(νmin = −0.15), TiB2 (νmin = −0.03) и Zn (νmin = −0.07). На Рис.3 приведены по-
верхности коэффициента Пуассона для этих гексагональных ауксетиков. Поверхность
коэффициента Пуассона для сплава BeCu не приведена, так как слабо отличается от
поверхности Be. Также отрицательный коэффициент Пуассона обнаруживается у кри-
сталлов Ca10(PO4)6(OH)2, CdS и InSe. Однако эти три кристалла имеют два (и более)
экспериментальных набора коэффициентов податливости. При других наборах коэф-
фициент Пуассона оказывается положительным. Наибольшие значения коэффициен-
та Пуассона c νmax ≥ 0.8 выявляются у графита (νmax = 0.86), RbNiCl3 (νmax = 0.84),
RbMnCl3 (νmax = 0.81) и KMg3AlSi3O10(OH,F)2 (νmax = 0.80). Обнаруживается 29
кристаллов, у которых максимальное значение коэффициента Пуассона больше 0.5
(больше верхней границы для изотропных материалов).

Анализ стационарных значений коэффициента Пуассона, описываемых формулами
(13) - (22), показывает, что коэффициенты ν1 и ν2 будут отрицательными при s13 > 0.
Однако большинство гексагональных кристаллов имеют отрицательное значение ко-
эффициента податливости s13. Положительный коэффициент s13 выявляется только
у одного из пяти наборов упругих констант CdS [49]. Стационарное значение коэф-
фициента Пуассона ν3 оказывается отрицательным при s12 > 0. Это имеет место для
кристаллов MoS2, Zn и одного из наборов упругих констант для Ca10(PO4)6(OH)2,
InSe из [49]. В связи с тем, что большинство гексагональных кристаллов имеют отри-
цательное значение коэффициента податливости s13, отрицательные коэффициенты
Пуассона ν4,5 и ν6,7 будут наблюдаться при Π02 < −4 и Π2 < −1 соответственно. Усло-
вие Π02 < −4 выполняется для гексагональных ауксетиков Be (Π02 = −5.20), Be-Cu at
2.4% (Π02 = −18.33), MnAs (Π02 = −5.15), C7H12 (Π02 = −5.58) и TiB2 (Π02 = −4.19).
Ауксетиков, у которых коэффициенты Пуассона ν6,7 отрицательны (Π2 < −1), не
обнаружено, т.к. условия (20) и (21) для этих материалов не выполняются.
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Рис. 3. Поверхности коэффициентов Пуассона гексагональных ауксетиков MoS2 (а), Zn (б),
Be (в), TiB2 (г), C7H12 (д) и MnAs (е).

На Рис.4, основываясь на формулах (13) - (15), представлена классификационная
схема для трех коэффициентов Пуассона ν1, ν2 и ν3 в зависимости от двух безразмер-
ных параметров Π1 и Π2. На этом рисунке точками нанесены значения безразмерных
параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из [49]. Другие пять коэф-
фициентов Пуассона ν4 − ν8 зависят от четырех безразмерных параметров Π1, Π2,
Π01, Π02 (см. формулы (13)-(22). На Рис.4 точками нанесены значения безразмерных
параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из [Ландолт]. Как видно из
рисунка большинство кристаллов находится в интервале −1 < Π1 < 0 и ν3 > ν1 > ν2.
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Рис. 4. Классификационная схема трех экстремальных значений коэффициента Пуассона гек-
сагональных кристаллов на плоскости безразмерных параметров Π1 и Π2. Кружками отме-
чены значения безразмерных параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из
[49].

На классификационной схеме выделено шесть зон с различными неравенствами меж-
ду экстремальными значениями коэффициента Пуассона ν1, ν2 и ν3. Для каждой из
этих зон на Рис.5 представлены поверхности коэффициента Пуассона ν(θ, ψ) в случае
некоторых гексагональных кристаллов.

Анализ стационарных значений коэффициентов Пуассона показывает, что если су-
ществует коэффициенты ν4 и ν7, то ν5 и ν6 отсутствуют (и наоборот). При этом коэф-
фициенты Пуассона ν4 и ν7 являются максимумами, ν5 и ν6 - минимумами. Как видно
из Рис.5 коэффициенты Пуассона ν4 и ν7 выявляются у кристаллов CdSe, GaS, графи-
та, GaN, RbNiCl3. Для кристалла CdSe коэффициенты ν4 и ν7 являются локальным
максимумом и локальным минимумом соответственно. В случае кристаллов GaS, гра-
фита, GaN, RbNiCl3 коэффициенты Пуассона ν4 и ν7 будут глобальным максимумом
и глобальным минимумом. Для кристалла MnAs коэффициент Пуассона ν5 прини-
мает отрицательное значение и является глобальным минимумом, а ν6 - глобальным
максимумом.
5. Экстремальные значения модуля сдвига
Проанализируем экстремальные значения модуля сдвига. Выражение (5) для мо-

дуля сдвига гексагональных кристаллов зависит от двух углов Эйлера. Необходимые
условия экстремальности (достижения максимумов или минимумов) модуля сдвига
состоят в выполнении условий стационарности

∂G(θ, ψ)

∂ψ
= 0,

∂G(θ, ψ)

∂θ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для модуля сдвига (5) по углам θ и ψ
эти условия дают следующую систему уравнений для стационарных значений углов
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Рис. 5. Поверхности коэффициента Пуассона для некоторых гексагональных кристаллов, по-
падающих в зоны: ν3 > ν1 > ν2 (CdSe) (а), ν3 > ν2 > ν1 (GaS) (б), ν2 > ν3 > ν1 (C, графит)
(в), ν2 > ν1 > ν3 (GaN) (г), ν1 > ν2 > ν3 (RbNiCl3) (д), ν1 > ν3 > ν2 (MnAs) (е).
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{
sin2 θ sin 2ψ

(
Π3 − 4Π03 cos2 θ

)
= 0

sin 2θ
(

Π3 sin2 ψ + 4Π03 cos 2θ cos2 ψ
)

= 0
(24)

Решениями первого уравнения будут θ = 0; ψ = 0 или ψ = π/2 и cos2 θ = Π3/(4Π03).
Подстановка их во второе уравнение системы (24) позволяет найти несколько стаци-
онарных точек: θ = 0 и ψ произвольное; ψ = 0 и θ = π/4; ψ = 0 и θ = π/2; ψ = 0
и θ = 3π/4; ψ = π/2 и θ = π/2; ψ = ψ0 и θ = θ0, 0 ≤ cos2 ψ0 = Π3/(4Π03 − Π3) ≤ 1,
0 ≤ cos2 θ0 = Π3/(4Π03) ≤ 1. Этим стационарным точкам соответствуют четыре зна-
чения модуля сдвига.

Значение модуля сдвига

G1 =
1

s44
(25)

достигается при θ = 0 и любых углах ψ, а также при θ = π/2, ψ = 0. Это возможно
для плоскости скольжения (0001) и направлений скольжения m = (cos(ϕ+ψ), sin(ϕ+
ψ), 0)T и n = (sinϕ,− cosϕ, 0)T , m = (cosϕ, sinϕ, 0)T . Угол ϕ является углом пово-
рота кристаллографической системы координат в плоскости (0001), т.е. в плоскости
изотропии.

Другое значение модуля сдвига

G2 =
1

s44(1 + Π3)
=

1

s66
(26)

достигается при θ = ψ = π/2, что соответствует единичным векторам n =
(sinϕ,− cosϕ, 0)T , m = (0, 0, 1)T . Третье значение

G3 =
1

s44(1 + Π03)
=

1

s11 + s33 − 2s13
(27)

достигается при θ = π/4, ψ = 0 и θ = 3π/4, ψ = 0, что соответствует векторам n =
(
√

2/2 sinϕ,−
√

2/2 cosϕ,
√

2/2)T , m = (cosϕ, sinϕ, 0)T . Наконец, обратное значение
модуля сдвига

G−1
4 = s44

(
1 + Π3 −

Π2
3

4Π03

)
(28)

возможно в стационарных точках θ0, ψ0 при 0 ≤ cos2 θ0 = 0.25Π3/Π03≤ 1, 0 ≤ cos2 ψ0 =
Π3/ (4Π03 −Π3) ≤ 1.

Исследуем далее значения G1, G2, G3, G4 с точки зрения выполнения достаточного
условия экстремума функции двух переменных (см. стр.100).

В случае стационарной точки θ = π/2, ψ = 0 мы имеем G = G1 и

D =
16Π03Π3

s44
, A = −8Π03

s44
. (29)

Определение коэффициентов A, B, C, D представлено на стр.100. Тогда согласно
достаточному условию экстремума функции с учетом положительности коэффициен-
та податливости s44 значение модуля сдвига G1 будет экстремальным, если Π3 > 0,
Π03 > 0 или Π3 < 0, Π03 < 0. При Π03 > 0 (A < 0) значение G1 соответствует
максимуму, а при Π03 < 0 (A > 0) минимуму.
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Рис. 6. Зависимость модуля сдвига G (θ, ψ) от двух углов ориентации гексагональных кри-
сталлов Ti (G3 > Ḡ1 > G2) (а), Be (G1 > Ḡ3 > G2) (б), BN3 (G1 > G3 > G2) (в), TiB2

(G1 > G2 > G3) (г), Zn (G2 > Ḡ1 > G3) (д), MoS2 (G2 > Ḡ3 > G1) (е), GaN (G2 > G3 > G1)
(ж) и SiC (G3 > G2 > G1) (з). Ḡn - значения модуля сдвига в стационарных точках, не
являющихся экстремальными значениями.
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В случае стационарной точки с θ = 0 и любым ψ имеем G = G1, комбинация
коэффициентов D обращается в нуль и

A = −2(4Π03cos2ψ + Π3sin2ψ)

s44
. (30)

Таблица 3. Экстремальные значения модуля сдвига для некоторых гексагональных кристал-
лов и значения углов θ0, ψ0 (в градусах), при которых достигается значение G4, а также
значения безразмерных параметров Π3, Π03 и α3 = Π03(2Π03 −Π3).

Кристаллы Π03 Π3 α3 G1, G2, G3, G4, θ0 ψ0

ГПа ГПа ГПа ГПа град град
Be 0.04 0.21 −0.005 162 134 156 – – –
Cd 0.23 −0.49 0.21 18.8 36.8 15.3 – – –
CdSe −0.32 −0.08 0.17 13.4 14.53 19.6 14.46 75.5 75.0
Co −0.24 0.06 0.13 70.9 66.8 93.6 – – –
GaN −0.60 −0.71 0.29 24.1 83.1 59.7 48.1 56.9 49.4
GaSe −0.54 −0.73 0.18 10.2 37.9 21.9 19.6 54.2 43.9
C −0.88 −0.99 0.69 4 439 34.3 13.9 58.0 51.4
(графит)
MnAs 0.36 1.14 −0.15 34.5 16.1 25.4 – – –
MoS2 −0.40 −0.87 −0.03 18.6 146 30.8 – – –
C7H12 1.22 3.33 −1.09 0.91 0.21 0.41 – – –
SiC −0.29 −0.17 0.12 169 204 237 198 67.2 65.2
Ti −0.06 0.34 0.03 46.5 34.7 49.5 – – –
TiB2 1.21 0.79 1.96 250 140 113 151 66.2 63.8
Zn 0.97 −0.40 2.28 39.5 65.6 20.0 – – –

В силу D = 0 здесь требуется дополнительный анализ для каждого конкретного
кристалла. Для кристаллов Be и TiB2 на Рис.6б и Рис.6г представлены поверхности
изменчивости модуля сдвига в зависимости от двух углов Эйлера θ, ψ, из которых
видно, что значения G1 при θ = 0 и любом ψ являются максимальными. Для этих
материалов безразмерные параметры Π3, Π03 положительны (см. Табл.3) и соответ-
ственно A отрицательно. Для кристаллов GaN и SiC значение модуля сдвига G1 при
θ = 0 будет минимальным (Рис.6ж и Рис.6з). Кристаллы GaN и SiC характеризуются
отрицательными безразмерными параметрами Π3, Π03 (см. Табл.3) и соответственно
положительными значениями A. У кристаллов Zn и Ti безразмерные параметры име-
ют противоположные знаки (Zn - Π3 = −0.40, Π03 = 0.97; Ti - Π3 = 0.34, Π03 = −0.06).
Поэтому A может менять знак в зависимости от величины угла ψ при θ = 0. Тогда,
как видно из Рис.6а и Рис.6д для кристаллов Ti и Zn, значение модуля сдвига G1 не
является экстремальным.

В случае стационарной точки θ = ψ = π/2 имеем G = G2 и

D =
4Π2

3

s2
44 (1 + Π3)4 > 0, A =

2Π3

s44 (1 + Π3)2 . (31)
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Значение G2 будет всегда являться экстремальным в силу положительности D. При
Π3 > 0 A также положительно и значение G2 является минимальным для модуля
сдвига. При Π3 < 0 справедливо A < 0 и обсуждаемое значение оказывается макси-
мумом.

В случае стационарных точек θ = π/4, ψ = 0 и θ = 3π/4, ψ = 0 имеем G = G3 и

D =
8Π03(2Π03 −Π3)

s2
44 (1 + Π03)4 , A =

8Π03

s44 (1 + Π03)2 . (32)

Значение G3 будет экстремумом при Π03(2Π03 − Π3) > 0 в силу положительности D.
При Π03 > 0 оказывается A > 0 и значение G3 является минимумом, а при Π03 < 0
(A < 0) максимумом.

Наконец, для G = G4 при выполнении условий 0 ≤ cos2 θ0 = 0.25Π3/Π03 ≤ 1,
0 ≤ cos2 ψ0 = Π3/ (4Π03 −Π3) ≤ 1 имеем

D = −512(2Π03 −Π3)(4Π03 −Π3)Π2
3Π2

03

s2
44(4Π03 + 4Π3Π03 −Π2

3)4
, (33)

A =
32Π2

3Π03

s44(4Π03 + 4Π3Π03 −Π2
3)2

. (34)

Анализ, проведенный для 143 гексагональных кристаллов из справочника [49], по-
казал, что для 43 кристаллов не возможна реализация G = G4 (см. Табл.3). Для
других ста гексагональных кристаллов комбинация коэффициентов D всегда отрица-
тельна, т.е. G4 не может быть экстремумом. В этих случаях G4 соответствует точкам
перегиба. Это хорошо видно на Рис.6в, г, ж и з. В Табл.3 даны значения углов θ0, ψ0,
при которых существует G4.

В Табл.3 приведены экстремальные значения модуля сдвига ряда хорошо извест-
ных материалов. Полужирным в таблице отмечены глобальные максимальные и ми-
нимальные значения модуля сдвига. Как видно из таблицы значение G1 не являет-
ся экстремумом при ψ = 0, θ = π/2 для четырех кристаллов Cd, Co, Ti, Zn. Для
этих кристаллов безразмерные параметры Π3 и Π03 имеют противоположные знаки
и соответственно D < 0. Для большинства гексагональных кристаллов значение G2

оказывается глобальным максимумом или глобальным минимумом (см. Табл.3). Для
кристаллов CdSe, SiC, TiB2, указанных в Табл.3, значение G2 является локальным
экстремумом. Это иллюстрирует Рис.6з для кристалла SiC. В Табл.3 присутствуют
кристаллы, у которых Π03(2Π03 − Π3) > 0, но значения G3 не является глобальным
экстремумом. Такими будут кристаллы GaN, GaSe, C (графит). Для них значение G3

является локальным экстремумом. Для кристалла GaN это видно из Рис.6ж. Наи-
большая разница между максимальным и минимальным значениями выявляется у
слоистого материала - графита (Gmax/Gmin = 109.75). Большое различие между мак-
симумом и минимумом характерно также для MoS2.

На Рис.7 изображена классификационная схема для экстремумов модуля сдвига
в зависимости от двух безразмерных параметров Π03 и Π3, полученная на основе
анализа формул (25) – (34). На этом рисунке точками нанесены значения безразмер-
ных параметров Π03 и Π3 для всех гексагональных кристаллов из [49]. Большинство
кристаллов имеют Π03 < 0. На классификационной схеме выделено восемь зон с раз-
личными неравенствами между G1, G2, G3. Для каждой из этих зон на Рис.6 дается
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Рис. 7. Классификационная схема экстремальных значений модуля сдвига гексагональных
кристаллов в зависимости от безразмерных параметров Π03 и Π3. Кружками отмечены зна-
чения безразмерных параметров Π03 и Π3 для 143 гексагональных кристаллов из [49]. Ḡn -
значения модуля сдвига в стационарных точках, не являющихся экстремальными значения-
ми.

по одному примеру поверхности модуля сдвига. Значения модулей в стационарных
точках, не являющихся экстремальными, обозначены через Ḡn.

Как видно из Рис.6 в четырех поверхностях отсутствует значение G4 (Pиc.6а,б,д,е),
а на других четырех поверхностяхG4 присутствует (Pиc.6в,г,ж и з). Это характерно не
только для представленных на рисунке материалов, но и для других гексагональных
материалов, попадающих в соответствующие классификационные зоны. Сравнение
Рис.6а и Рис.6б показывает, что значение G2 будет глобальным минимумом в обоих
случаях, а G3 и G1 при ψ = 0, θ = π/2 являются максимумом и точкой перегиба
для Ti и точкой перегиба и максимумом для Be. В случае поверхностей модуля сдви-
га для BN3 (Pиc.6в) и TiB2 (Pиc.6г) значение G1 при ψ = 0, θ = π/2 соответствует
глобальному максимуму. Значения G2 и G3 являются минимумами (глобальный G2

и локальный G3 для BN3 и локальный G2 и глобальный G3 для TiB2). Сравнение
поверхностей модулей сдвига для Zn (Pиc.6д) и MoS2 (Pиc.6е) показывает, что G2

будет глобальным максимумом, а G3 и G1 при ψ = 0, θ = π/2 являются минимумом
и точкой перегиба для Zn и точкой перегиба и минимумом для MoS2. В случае по-
верхностей модуля сдвига для GaN (Pиc.6ж) и SiC (Pиc.6з) значение G1 при ψ = 0,
θ = π/2 соответствует глобальному минимуму. Значения G2 и G3 являются максиму-
мами (глобальный G2 и локальный G3 для GaN и локальный G2 и глобальный G3 для
SiC).
Заключение
В работе проведен аналитический анализ изменчивости модуля Юнга, коэффици-

ентов Пуассона и модуля сдвига. Получены выражения трех стационарных значений
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для модуля Юнга. Два стационарных значения существует для всех гексагональных
кристаллов и соответствуют значениям модуля Юнга при растяжении в направле-
ниях [0001] и [21̄1̄0]. Третье стационарное значение имеет место, когда выполняется
условие, накладываемое на некоторую комбинацию из коэффициентов податливости.
Двадцать семь гексагональных кристаллов из ста сорока трех не имеют третьего экс-
тремального значения. В результате численно-аналитического анализа предложена
классификационная схема для экстремальных значений модуля Юнга в зависимости
от двух безразмерных параметров анизотропии.

Анализ изменчивости коэффициента Пуассона выявляет восемь стационарных зна-
чений. Три значения существуют для всех гексагональных кристаллов. Этими ко-
эффициентами Пуассона оказываются ν(0001),[0001], ν[21̄1̄0],[011̄0], ν[0001̄],[011̄0]. Пять дру-
гих стационарных значений имеют место при выполнении различных ограничений.
С помощью численного анализа удалось выявить семь гексагональных ауксетиков
Be (−0.005), Be-Cu at 1.1% Cu (−0.005), Be-Cu at 2.4% (−0.04), MnAs (−0.04), MoS2

(−0.28), C7H12 (−0.15) и Zn (−0.07). Предложена классификационная схема для трех
стационарных значений коэффициентов Пуассона в зависимости от двух безразмер-
ных параметров анизотропии.

Получены аналитические выражения экстремальных значений модуля сдвига для
гексагональных кристаллов. На основе экспериментальных данных из справочни-
ка Ландолта-Бернстайна дан численный анализ экстремумов. Наибольшее различие
между максимальным и минимальным значениями модуля сдвига обнаружено у сло-
истого кристалла - графита. Большие изменения между максимумом и минимумом
характерно для дисульфида молибдена. Предложена классификационная схема для
экстремальных значений модуля сдвига в зависимости от двух безразмерных пара-
метров анизотропии.
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YOUNG’S MODULUS, POISSON’S RATIO AND SHEAR MODULUS FOR
HEXAGONAL CRYSTALS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The variability of Young’s modulus, Poisson’s ratio and shear modulus of hexagonal
crystals has been studied. Analytical expressions for extreme values of these elastic characteristics
are obtained. Based on experimental data of elastic constants from the Landolt-Börnstein reference
book, the numerical analysis of extrema for hexagonal crystals is given. Classification schemes for
the extrema of Young’s modulus, Poisson’s ratio and shear modulus are proposed.
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Аннотация. В работе за предельное состояние принято состояние, при котором напряжение
в месте потери устойчивости достигает критического значения. Устойчивость оболочек те-
ряется в упругой стадии работы материала, поэтому для расчета критического напряжения
используется принцип суперпозиции. Рассчитывается критическое напряжение для пустой
оболочки, используя предложенную в работах [1, 11] формулу для расчета критического на-
пряжения. Оболочка, заполненная сыпучим заполнителем, находится под воздействием ком-
бинированной нагрузки: равномерно распределенной по длине весовой нагрузки и давления
на внутреннюю поверхность оболочки. Напряжение от весовой нагрузки рассчитывается как
отношение изгибающего момента к осевому моменту сопротивления, осевое напряжение от
внутреннего гидростатического давления сыпучего заполнителя определяется по безмомент-
ной теории оболочек. Окружным напряжением пренебрегаем ввиду малого его влияния на
устойчивость. Суммарное напряжение определяет значение критического напряжения, при
котором теряется устойчивость. Выполнена верификация сравнением расчетного критиче-
ского напряжения с результатами экспериментов и численными расчетами. Рекомендованы
расчетные зависимости для определения необходимых геометрических размеров проектируе-
мых автоцистерн для перевозки сыпучих материалов. Методика расчета не учитывает влия-
ние несовершенств на устойчивость, поэтому влияние несовершенств предложено учитывать
увеличенным коэффициентом запаса устойчивости.
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Введение. Устойчивость пустых тонкостенных оболочек при различных видах на-
гружения экспериментально и теоретически исследована во многих научных работах

c© Гоник Е. Г., Петров М.В., 2019
Гоник Екатерина Григорьевна
e-mail: katya.gonik@mail.ru, старший преподаватель, Чувашский государственный универси-
тет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары.
Петров Михаил Васильевич
e-mail: rimmapetrova20@gmail.com, доктор технических наук, профессор, Чувашский госу-
дарственный университет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары.

Поступила 01.06.2019
117



118 Е. Г. ГОНИК, М. В. ПЕТРОВ

[1–17] и др. Исследование потери устойчивости тонкостенных оболочек, заполненных
сыпучим материалом, анализ закритического их поведения выполнены в работах [17–
24] и др. Изучение потери устойчивости тонкостенных оболочек, заполненных сыпу-
чим материалом, началось в связи с изготовлением на машиностроительных пред-
приятиях различных автоцистерн, которые при эксплуатации могут потерять устой-
чивость.

Проектирование, производство автоцистерн является сложным, высокотехноло-
гичным и многокомпонентным процессом, доступным только специализированным
предприятиям, оснащенным современным оборудованием и высококвалифицирован-
ными кадрами. Такими предприятиями являются: ЗАО «Чебоксарское предприя-
тие “Сеспель”» (г. Чебоксары), ООО «СеверМолМаш» (г. Вологда), ООО «Геро»
(г. Санкт-Петербург), машиностроительные заводы «Бонум» (г. Ростов-на-Дону),
«Бецема» (г. Красногорск, Московская обл.), «Алексеевка ХимМаш» (Воронежская
обл.), «Tropper GmbH» (Австрия), «MAISONNEUVE group» (Франция), «Hendricks
Fahrzeugwerke GmbH.», «SPITZER SILO FAHRZEUGE GmbH», «Feldbinder Spezial-
fahrzeugwerke GmbH» (Германия) и т.д. В выпускаемой ими продукции более 150 мо-
делей из низколегированной, нержавеющей стали, алюминиевого сплава.

Производимые автоцистерны подлежат сертификации, поэтому одной из главных
проблем при проектировании автоцистерн является правильное расчетное назначение
геометрических размеров, обеспечивающих прочность и устойчивость конструкции
при разных режимах эксплуатации. Для этого необходимо развитие математических
методов анализа, компьютерного моделирования с применением современного мето-
дического и программного обеспечения, приближенного простого метода расчета на
устойчивость при изгибе. Поэтому в настоящее время устойчивость тонкостенных ци-
линдрических оболочек, заполненных сыпучим материалом при изгибе, изучена недо-
статочно. Проблема необходима и актуальна.

Целью работы является развитие простого, инженерного метода расчета на устой-
чивость при изгибе тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим заполнителем.
Расчетные соотношения. Критическое напряжение σ|cr пустых оболочек при из-

гибе вычисляется по зависимости [1, 11]:

σ|cr = k(l)E
h

R
, (1)

где E модуль упругости материала оболочки; h толщина стенки; R радиус оболоч-
ки. Коэффициент k(l) зависит от соотношения R/l. Для практических расчетов для
оболочек средней длины рекомендуется в работе [1] k = 0, 3, для больших длинных
оболочек k = 0, 22. Экспериментальные исследования и численные расчеты, выпол-
ненные в работах [19, 20, 22], показали, что критическое напряжение, вычисленное по
формуле (1), хорошо совпадают с результатами, полученными в экспериментах и чис-
ленными расчетами, в пределах 18,8%. Поэтому формулу (1) можно использовать для
расчета критического напряжения при изгибе для пустых оболочек, теряющих устой-
чивость в упругой стадии работы в зоне наибольших нормальных напряжений сжатия.

Тонкостенные оболочки, заполненные сыпучим материалом, находятся в условиях
комбинированного нагружения. На их устойчивость при изгибе дополнительно влия-
ют весовая нагрузка сыпучего материала и его противодействие образованию вмятин
по аналогии с действием внутреннего давления.
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От равномерно распределенной весовой нагрузки q максимальное нормальное на-
пряжение сжатия σ1 в зоне потери устойчивости определяется в зависимости от усло-
вий закрепления оболочки. В работах [20, 22] σ1 определяется по зависимости

σ1 =
M

W
, (2)

где M изгибающий момент в поперечном сечении в месте потери устойчивости от
весовой нагрузки;W осевой момент сопротивления. В случае консольно закрепленной
оболочки изгибающий момент равен

M =
ql2

2
, (3)

где l расстояние от свободного конца оболочки до места потери устойчивости. В
случае шарнирного закрепления по концам оболочки

M =
ql2

8
, (4)

где l расстояние между опорами.
На внутреннюю поверхность оболочки, в зоне образования вмятины, сыпучий ма-

териал создает противодействующее гидростатическое давление, равное [25]

P = ρgH, (5)

где ρ насыпная плотность; H высота загрузки сыпучего материала, g = 9,8 м/с2.
Полагая до потери устойчивости напряженное состояние оболочки безмоментным,

противодействующее давление сыпучего материала создает меридиональное напря-
жение, в месте потери устойчивости равное [1]

σ2 =
PD

4h
=
PR

2h
=
ρgHR

2h
. (6)

Так как потеря устойчивости оболочки происходит в упругости, критическое напря-
жение можно рассчитать, используя принцип суперпозиции и зависимости (1)–(6):

σcr = σ|cr + σ1 ± σ2 = kE
h

R
+
M

W
± ρgHR

2h
. (7)

В формуле (7) для третьего члена знак плюс принимается, если оболочка изгибает-
ся выпуклостью вверх, знак минус принимается, если оболочка изгибается выпукло-
стью вниз.

Суммарный критический изгибающий момент Mcr от комбинированной нагрузки в
месте потери устойчивости будет равен

Mcr = σcrW. (8)

Поперечная критическая нагрузка для консольно закрепленной цистерны в месте по-
тери устойчивости равна

Qcr =
Mcr

l
. (9)

С учетом весовой нагрузки

Qcr = Fcr + ql =
Mcr

l
, (10)

где Fcr критическая сосредоточенная сила, приложенная на свободном конце цистер-
ны.
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Из выражения (10) определяется критическая сила:

Fcr =
Mcr

l
− ql. (11)

Тогда из выражения (11) допускаемая сила равна

F =
Fcr

n
, (12)

где n коэффициент запаса устойчивости. Из выражения (11) можно рассчитать кри-
тическую длину lcr цистерны при заданных силе F и материале загрузки q:

Flcr = Mcr − ql2cr. (13)

Из решения квадратного уравнения (13) получим

lcr =
−F +

√
F 2 + 4gMcr

2q
. (14)

Для цистерны на двух шарнирных концевых опорах критический изгибающий мо-
мент на середине пролета равен

Mcr = R
l

2
− qcr

l2

8
= qcr

l2

4
− qcr

l2

8
= qcr

l2

8
= σcrW, (15)

где R реакция опоры. Из зависимости (15) критическая весовая нагрузка равна

qcr =
8σcrW

l2
. (16)

Из зависимости (15) при известной весовой нагрузке q можно рассчитать критическую
длину цистерны:

lcr =

√
8σcrW

q
. (17)

Верификация методики расчета. Верификацию методики расчета выполним
сравнением результатов расчета с экспериментальными результатами и численным
решением.

1. Модельный образец из алюминиевого сплава радиусом R = 32,8 мм, толщиной
стенки h = 0,1 мм, длиной l = 135 мм загружен медным порошком насыпной плотно-
стью ρ = 3,54 г/см3 на 90% объёма и одним концом жестко закреплен, другой конец
свободный. На свободный конец приложена поперечная сила, которая постепенно уве-
личивалась до потери устойчивости образца. Устойчивость образца терялась близко
к защемленному концу. В предполагаемом месте потери устойчивости наклеивались
тензодатчики для измерения деформаций и расчета критического напряжения. Опыт-
ное значение критического напряжения равно σcr = 78 МПа.

Выполним расчет по приближенной методике. Отношение l/R = 135/32,8 = 4,1, по-
этому образец можно отнести к оболочкам средней длины. Критическое напряжение
для пустого образца рассчитаем по формуле (1):

σ|cr = 0, 3E
h

R
= 0,3 · 0,7 · 105 · 0,1

32,8
= 64 МПа,
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где E = 0,7 · 105 МПа модуль упругости материала образцов. Равномерно распреде-
ленная весовая нагрузка q равна

q =
m

l
=

1,45 · 10−5

135 · 10−3
= 0,107 · 10−3 МН/м,

где m = 1, 45 · 10−5 МН масса загрузки. Осевой момент сопротивления

W = πhR2 = 3,14 · 0,1 · 32,82 · 10−9 = 0,34 · 10−6 м3.

По формулам (2), (3)

σ1 =
ql2

2W
=

0,107 · 10−3 · 1352 · 10−6

2 · 0,34 · 10−6
= 2,86 МПа.

По формуле (6)

σ2 =
ρgHR

2h
=

3,54 · 10−2 · 9,8 · 64 · 10−3 · 32,8 · 10−3

2 · 0,1 · 10−3
= 3,7 МПа,

где H = 64 · 10−3 м высота загрузки. По формуле (7) критическое напряжение

σcr = σ|cr + σ1 + σ2 = 64 + 2,86 + 3,7 = 70,56 МПа.

Расхождение между опытным значением σcr = 78 МПа и рассчитанным значением
σcr = 70,56 МПа составляет 9,5%.

2. В работе [18] выполнен численный расчет на устойчивость при изгибе автоци-
стерны из алюминиевого сплава АМг-5. Размеры цистерны: R = 1,175 м, h = 5·10−3 м,
l = 16 м, E = 0,7 · 105 МПа. Цистерна загружена сыпучим материалом общей массой
1,6 МН. Расчетная схема представлена на рис. 1.

Рис. 1.

Численным расчетом [18] получено критическое напряжение σcr = 121, 6 МПа.
Расчет выполним приближенным методом. Равномерно распределенная нагрузка

q =
m

l
=

1,6

16
= 0, 1 МН/м.

Критическое напряжение равно

σcr = σ|cr + σ1 − σ2 = 0,22E
h

R
+
M

W
− ρgHR

2h
=

= 0,22 · 0,7 · 105 · 5 · 10−3

1,275
+

3,2

0,0255
− 0,0218 · 9,8 · 2,15 · 1,275

2 · 5 · 10−3
= 127,3 МПа,

где максимальный изгибающий момент

M =
ql2

8
=

0,1 · 162

8
= 3,2 МН·м;

W = πhR2 = 3,14 · 5 · 10−3 · 1,2752 = 0,0255 м3;
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объем цистерны
V = πR2l = 3,14 · 1,275 · 16 = 81,67 м3;

объем, занимаемый порошком,

V1 = 0,9V = 0,9 · 81,67 = 73,5 м3;

насыпная плотность
ρ =

m

V1
=

1,6

73,5
= 0,0218 МН/м3.

Третий член принят со знаком минус, потому что цистерна изгибается выпуклостью
вниз.

Расхождение критических напряжений двух расчетов составляет 4,5%. Значит, при-
ближенный метод расчета можно принять для проектирования размеров цистерн на
предприятиях.

Условие устойчивости запишется следующим образом:

σ = (0,22− 0,3)E
h

R
+
M

W
± ρgH R

2h
6
σcr

n
. (18)

Методика расчета не учитывает влияние геометрических несовершенств на устой-
чивость. Влияние геометрических несовершенств цистерн можно учесть снижением
коэффициента запаса устойчивости n. Пользуясь условием устойчивости (18) и соот-
ношениями (8)–(17), рассчитываются необходимые параметры цистерн.

Выводы:
1) рассмотренный метод расчета позволяет рассчитывать предельное состояние ав-

тоцистерн, изготавливаемых на предприятиях;
2) при проектировании различных цистерн, предназначенных для перевозки сыпу-

чих материалов, можно рассчитать необходимые геометрические размеры цистерн;
3) методика расчета не учитывает геометрические несовершенства оболочек. Вли-

яние геометрических несовершенств на устойчивость можно учесть увеличением ко-
эффициента запаса устойчивости.
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E. G. Gonik1, M. V. Petrov1

CALCULATION OF THE LIMIT CONDITION OF THIN WALL CYLINDRICAL
SHELLS DURING BENDING FILLED WITH A BULK FILLER

1I. N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary

Abstract. In the paper, a state in which the voltage at the point of buckling reaches a critical
value is taken as the limit state. The stability of the shells is lost in the elastic stage of the material,
therefore, the principle of superposition is used to calculate the critical stress. The critical stress
for the empty shell is calculated using the formula for calculating the critical stress proposed
in [1, 11]. The shell filled with bulk aggregate is under the influence of a combined load: a
weight load that is uniformly distributed along the length and pressure on the inner surface of
the shell. The stress from the weight load is calculated as the ratio of the bending moment to
the axial moment of resistance; the axial stress from the internal hydrostatic pressure of the loose
aggregate is determined by the momentless theory of shells. Circumferential stress is neglected
due to its small effect on stability. The total voltage determines the value of the critical voltage
at which stability is lost. Verification is performed by comparing the calculated critical voltage
with experimental results and numerical calculations. Recommended calculated dependencies to
determine the required geometric dimensions of the designed tank trucks for transportation of
bulk materials. The calculation method does not take into account the effect of imperfections
on stability; therefore, the influence of imperfections is proposed to be taken into account by an
increased factor of stability.

Keywords: tank truck, stability, shell, limit state, stress, force, moment, elasticity, density.
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