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Светлой памяти
Геннадия Ивановича Быковцева посвящается

А. А. Буренин

УРАВНЕНИЕ ВОЗМОЖНЫХ МОЩНОСТЕЙ В ДИНАМИКЕ
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ТЕЛ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Приводится вывод уравнений возможных мощностей для случая, когда в сре-
де возможно распространение поверхностей разрывов скоростей, на которых терпят разрыв
необратимые деформации.
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ные волны, диссипативные разрывы.
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1. Введение.
Уравнение возможных мощностей в математической теории пластического течения

служит вариационной постановке задач теории. С помощью данного уравнения ука-
зываются ограничения, при которых задачи теории пластичности имеют единственное
решение [1,2]. Это же уравнение служит основанием для формирования экстремаль-
ных принципов теории упругопластического деформирования и предельных теорем
[1,2] теории. Здесь запишем такое уравнение в условиях, когда в среде возможно рас-
пространение поверхностей сильных разрывов (ударных волн), где претерпевают раз-
рывы не только скорости и напряжения, но и необратимые деформации.
2. Исходные модельные зависимости.
Деформации dij в деформируемом теле полагаем малыми и содержащими обрати-

мую eij и необратимую pij составляющие [1,2]

dij = eij + pij =
1

2
(ui;j + uj;i) (1)
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4 А. А. БУРЕНИН

Соотношения (1) записаны в прямоугольной декартовой системе координат xi
(i = 1; 2; 3); ui – компоненты вектора перемещений. Смысл составляющей pij не уточ-
няем. Это могут быть и пластические деформации, и вязкие (деформации ползуче-
сти), и некоторая сумма их. Важно, что в составе полных деформаций dij присутству-
ют обратимые eij , задающие консервативный механизм деформирования, определяе-
мый упругими свойствами среды. Поэтому eij иногда называем упругими деформа-
циями, то есть далее упругие деформации и обратимые деформации означают одно и
то же. Если в некотором объеме сплошной среды отсутствуют поверхности разрывов
скоростей перемещений и, следовательно, деформаций и напряжений, то в любой ее
точке выполняется локальное следствие закона сохранения энергии [3,4]

�dedt + qj;j = �ij"ij ;

"ij = 1
2 (vi;j + vj;i) ; vi = dui

dt
= @ui

@t

(2)

В (2) � – плотность среды, �ij – компоненты тензора напряжений, qj – компо-
ненты вектора теплового потока, e – плотность распределения внутренней энергии.
Последняя является функцией деформаций dij и плотности распределения энтропии
s (t; x1; x2; x3), то есть e = e (dij ; s). При этом согласно второму закону термодинамики
[5]

de

ds
= T; (3)

где T – абсолютная температура. Относительно функции e = e (eij ; s) принимаем еще
одно предположение. Пусть такая функция ответственна только за консервативный
механизм деформирования, когда e = e (eij ; s), то есть является функцией только
обратимых (упругих) деформаций [4]. Тогда, следуя (1) и (2), имеем:

� @e
@eij

"eij + �@e@s
ds
dt + qj;j = �ij"

e
ij + �ij"

p
ij

"ij = "eij + "pij ; "eij =
deij
dt ; "pij =

dpij
dt

(4)

Отсюда, с учетом (3)�
�
@e

@eij
� �ij

�
"eij + �T

ds

dt
+ qj;j = �ij"

p
ij

Отдельная возможность существования консервативного процесса упругого дефор-
мирования, диссипативных процессов деформирования и теплопроводности является
термодинамическим следствием. Согласно этому следствию, получаем

�ij = �
@e

@eij
(5)

�T
ds

dt
+ qj;j = �ij"

p
ij (6)

Перепишем уравнение баланса энтропии (6) в форме именно уравнения баланса
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@(�s)
@t = �Jj;j + 1

T �ij"
p
ij � 1

T 2 qjT;j

Jj = �svj + T�1qj

(7)

Вектор с компонентами Jj является полным потоком энтропии. Он определяет по-
ток энтропии в объеме, занимаемый телом, и перераспределения энтропии внутри де-
формируемого объема. За производство энтропии внутри объема ответственны два его
источника внутри этого объема. Последний слагаемый правой части (7) задает произ-
водство энтропии за счет необратимого процесса теплопроводности, предпоследний –
за счет процесса необратимого деформирования. Обратимый процесс только упругого
деформирования является таким образом изоэнтропическим.

Далее принимаем адиабатическое приближение для процесса деформирования.
Опираясь на то, что механические процессы являются неизмеримо более быстры-
ми по сравнению с процессом передачи тепла, считаем qj � 0. Иначе, коэффициент
теплопроводности полагаем равным нулю. Тогда, следуя (6) и (7) запишем

�T dS
dt = �ij"

p
ij ;

@(�s)
@t = � (�svj) ;j +�ij"

p
ij (8)

Зависимость (5) приводит к закону Гука, если положить � = const и �e = W (eij).
Для изотропной среды имеем

W = �
2 I

2
1 + �I2;

I1 = ekk; I2 = eijeji ;

�ij = �ekk�ij + 2�eij

(9)

Здесь �, � – параметры Ламе. Выбор инвариантов I1 и I2 произволен. Если
по соображениям следующим из практики применения линейных законов связи
«напряжения-деформации», например, не устраивает нормальная изотропия мате-
риала среды уже на стадии обратимого деформирования, то можно принять I1 =

ekk, I2 =
p

3
2

n
(�1 � �)2 + (�2 � �)2 + (�3 � �)2

o1=2
. Инвариант I2 в этом случае, где

� = �1 + �2 + �3, а �i главные значения тензора напряжений, называют интенсивно-
стью напряжений. При таком выборе инвариантов непосредственно в квадратичном
приближении для W (I1; I2) приходим к материалам по – разному сопротивляющим-
ся растяжению и сжатию [6]. Имеются примеры, когда в теории и расчетах удобно
использовать зависимость, обратимую (9). Получим такое соотношение, введя термо-
динамический потенциал 
 (�ij ; s) вида


 (�ij ; s) = ��1e (eij ; s)� �ijeij (10)

Подстановка (10)в (2) позволяет записать�
eij � �

@


@�ij

�
d�ij
dt

+ �T
ds

dt
+ qj;j = �ij"

p
ij

Отсюда следует и определяющее соотношение, связывающее деформации с напря-
жениями
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eij = �
@


@�ij
(11)

и уравнение баланса энтропии (6) или (7).

Рис. 1. Деформируемый объем и его деление на части поверхностью разрывов � (t)

Полагаем теперь, что в области V занимаемого деформируемым телом, движется
поверхность �, делящая обьем V на две части V + и V � (рис.1). В случае малых де-
формаций (1) и линейной зависимости деформаций от напряжений (9), (11) скорость
продвижения данной поверхности G является постоянной. Динамические условия сов-
местимости разрывов, являющиеся следствием законов сохранения, в общем случае
имеют вид [7]:

[�ij ] �j = �+
�
v+
j �j �G

�
[vi]

�+
ij [vi] �j = �+

�
v+
j �j �G

�n
[vi][vi]

2 + [e]
o
� [qj ] �j

Здесь квадратными скобками обозначен разрыв переменной, так [m] = m+ �m�,
где m+ вычисляется непосредственно перед �, m� – сразу за �; �j –компоненты
единичной нормали к �. В рассматриваемом адиабатическом приближении для де-
формируемой среды qj � 0. В силу принятой малости деформаций пренебрегаем где
это возможно слагаемыми, содержащими квадраты компонент vj скоростей переме-
щений. В таком случае динамические условия совместности разрывов упрощаются и
могут быть записаны в форме

[�ij ] �j + �G [vi] = 0

[�ijvi] �j + 1
2�G [vivi + 2e] = 0

(12)

Разрыв [e] плотности распределения внутренней энергии e = e (eij ; s) можно вычис-
лить представив ударную волну � тонким переходным слоем, где одинаково проявля-
ются как консервативные, так и диссипативные свойства процесса деформирования.
Проинтегрировав по переходному слою найдем
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� [e] =
1

2
[�ijeij ] +

Z p�ij

p+
ij

�ijdpji (13)

Подстановка (13) во второе соотношение (12) позволяет переписать следствие зако-
на сохранения энергии в виде

1

2
�G [vivi] + [�ijvi] �j +

G

2
[�ijeij ] +G

Z p�ij

p+
ij

�ijdpij = 0 (14)

Если воспользоваться геометрическими и кинематическим условиями совместности
разрывов [8]

[m;j ] = 
�j + g�� [m];� xj;�

[ _m] = �G
 + �[m]
�t ; g�
g
� = ���

(15)

то можно получить зависимости

[vi] = G [ui;j ] �j
[eij ] = � 1

2G ([vi] �j + [vj ] �i)

Используем последнее в следующих тождественных преобразованиях

[�ijvi] �j = �+
ij [vi] �j + vi

h
�ij

i
�j �

h
�ij

i
[vi] �j =

= 1
2�

+
ij ([vi] �j + [vj ] �i)� �Gv+

i [vi] + �G [vi] [vi] =

= �G�+
ij [eij ]� �Gv+

i [vi] + �G [vi] [vi]

1
2� [vivi] = �Gv+

i [vi]� 1
2�G [vi] [vi]

Эти соотношения позволяют переписать (14) в виде:

�1
2�G [vi] [vi] + �Gv+

i [vi]�G�+
ij [eij ]� �Gv+

i [vi] + �G [vi] [vi] +

+1
2G [�ijeij ] +G

R p�ij
p+
ij

�ijdpij = 0;

или, приводя в последнем равенстве подобные и вычисляя разрыв произведений, за-
пишем

�1
2�G [vi] [vi]�G�+

ij [eij ]�G�+
ij [pij ] + 1

2G�
+
ij [eij ] + 1

2Ge
+
ij [�ij ]�

�1
2G [�ij ] [eij ] +G

R p�ij
�p+

ij

�ijdpij = 0;

Замечаем, что согласно теореме Бетти для линейной упругой среды
�+
ij

h
eij

i
� e+

ij

h
�ij

i
= 0 . Тогда из последнего равенства следует

�1

2

�
�+
ij + ��ij

�
[pij ] =

Z p�ij

p+
ij

�ijdpij (16)
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Соотношение (16) представляет таким образом прямое следствие закона сохранения
энергии на поверхности разрывов �. Важно, что оно является следствием только
предположения об изотропной линейной связи «напряжения-деформации», то есть в
рамках закона Гука (9). Механизм необратимого деформирования может быть любым.

Отмечаем, что второй слагаемый в правой части уравнения баланса энтропии, яв-
лясь источником энтропии, обязан быть при "pij 6= 0 строго положительным. Так как
всегда T > 0, то �ij"

p
ji > 0. Следовательно �ijdpji > 0 (dt > 0). Но тогда

R p�ij
p+
ij

�ijdpij > 0; ��+
ij+�

�
ij

2 [pij ] > 0 (17)

Данные ограничения на процессы в ударной волне накладывает второй закон тер-
модинамики. Замечаем, что в случае только обратимого деформирования неравенства
(17) обращаются в тождество. Они имеют смысл только при "pij 6= 0. Но ударная волна
в упругой (гиперупругой [9]) также является необратимым процессом; в [10] показа-
но, что в этом случае требование второго закона термодинамики сводится также к
неравенству, накладываемому только на [e] или [
]. Причем эти разрывы полностью
определяются параметрами обратимого деформирования. Следовательно, в упругой
среде существует аналог теоремы Цемплена, известной в газовой динамике [11]. В рас-
сматриваемом случае диссипативной поверхности разрывов скоростей роль теоремы
Цемплена играют неравенства (17).

В объемах V + и V �, на которые делит поверхность � (t) объем V наряду с уравне-
нием баланса внутренней энергии (1) выполняется уравнение движения

�ij;j + ��i = �
d2u

dt2
(18)

Обозначим через nj компоненты внешней единичной нормали к поверхности S =
S+ + S� динамически деформируемого тела (рис. 1)

Проведем цепочку следующих тождественных преобразованийR
S �ijvinjdS =

R
S+ �ijvinjdS +

R
S� �ijvinjdS =

=
R
S+ �ijvinjdS +

R
� �
�
ijv
�
i �jd��

R
� �

+
ijv

+
i �jd� +

R
�

h
�ijvi

i
�jd� =

=
R
V + �vi

@vi
@t dV +

R
V � �vi

@vi
@t dV +

R
V + �ijvi;jdV +

R
V � �ijvi;jdV�

�
R
V + ��ividV �

R
V � ��ividV +

R
�

h
�ijvi

i
�jd� =

= 1
2

�R
V +

@
@t (�vivi + �ijeij) dV +

R
V �

@
@t (�vivi + �ijeij) dV

�
+

+
R
V + �ij"

p
ijdV +

R
V � �ij"

p
ijdV �

R
V ��ividV +

R
�

h
�ijvi

i
�jd� =

= d
dt

R
V

�
�vivi2 +

�ijeij
2

�
dV +

R
V �ij"
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Здесь с целью исключения объемов V + и V � использовалось следствие закона со-
хранения массы
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и аналогичное соотношения для V �. Для подынтегрального выражения в поверхност-
ном интеграле по � после некоторых тождественных преобразований можно получить
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(19)

Соотношение (19) и является искомым уравнением возможных мощностей, или по
терминологии [1] уравнением скорости виртуальных работ. Согласно этому уравнению
мощность внешнего воздействия на тело (левая часть (19)) расходуется на скорость
изменения кинетической и потенциальной (упругой) энергии в теле (первое слагаемое
правой части (19)), и на диссипацию энергии в объеме V и на поверхности � (соот-
ветсвующие последующие слагаемые правой части). Соотношение (16) подчеркивает
термодинамический смысл последнего слагаемого в (19).
3. Заключение.
Отдельно следует заметить, что уравнение (19) записано в условиях, что деформа-

ции являются малыми, полные деформации считаются складывающимися из своих
обратимых и необратимых составляющих. Для напряжений и обратимых (упругих)
деформаций выполняются зависимости линейной изотропной теории упругости ( в
частности теорема Бетти [12]). Диссипативный механизм деформирования не конкре-
тизируется; он может быть любым по предпочтениям исследователя.

Очевидно, что уравнение (19) может быть распространено на случаи, когда в теле
присутствуют не одна, а несколько поверхностей разрывов.
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Введение. Традиционные методы изготовления изделий сложной формы подразу-
мевают разнообразные технологические процессы обработки, как связанные со сняти-
ем материала, так и основанные на синтезе изделий путем последовательного нанесе-
ния материала на поверхность произвольной формы. Изготовление изделий путем до-
бавления нового материала широко используется в современной инженерной практике
[1]. К таким способам аддитивного производства относятся: лазерная стереолитогра-
фия [2], селективное лазерное спекание, электронно-лучевая плавка, моделирование
методом наплавления, метод многоструйного моделирования, изготовление объектов
с использованием ламинирования, 3D–печать [3], компьютерная осевая литография,
послойное бетонирование [4].

3D Printing (3DP) аналогичен технологии селективного лазерного спекания, толь-
ко здесь не используется плавление: объект формируется из порошкового материала
путём склеивания, с использованием струйной печати для нанесения жидкого клея.
Технология 3D–печати позволяет производить цветное моделирование за счет добав-
ления в клей красителей (непосредственно во время печати), или за счет использова-
ния нескольких печатающих головок с цветным клеем [3].

Послойное бетонирование конструкций также относится к методам аддитивных
технологий [4]. Послойное бетонирование можно разделить на два вида, в зависи-
мости от времени между заливками. В случае “горячего шва” перерыв между слоями
меньше 12 часов. Второй тип послойной заливки — “холодный шов”. В этом случае
необходимо дождаться полного затвердевания предыдущего слоя для исключения воз-
можного растреcкивания не затвердевшей части под действием вновь добавленного
материала.

Методы аддитивного производства, описанные выше, в основе своей используют
хорошо известные природные процессы: аккреция космических объектов, формирова-
ние лавин и ледников, процессы роста кристаллов, рост атеросклеротических бляшек
[5, 6]. Для всех этих явлений характерен поверхностный рост. Рост атеросклероти-
ческой бляшки можно описать как процесс изначальной инфильтрации компонентов
плазмы крови в тонкий приповерхностный слой внутренней стенки артерии. Рост за-
родыша кристалла происходит путем присоединения к его поверхности отдельных
атомов или их групп.

Основная особенность наращиваемого тела состоит в том, что тело формируется
(“достраивается”) в процессе деформирования. Это обстоятельство, разумеется, суще-
ственно осложняет анализ таких процессов деформирования по сравнению с телами,
состав материальных частиц которых в ходе деформирования не меняется. Достаточ-
но упомянуть ситуацию, которая имеет место в динамике абсолютно твердого тела
переменной массы — учет переменности массы, с одной стороны, приводит к более
сложным математическим задачам, а с другой стороны, — порождает качественно
новые эффекты в поведении тел. Естественно ожидать, что при обобщении этой мо-
дели на деформируемые тела произойдет дальнейшее усложнение начально-краевых
задач, а влияние параметров наращивания на реакцию тела станет более многообраз-
ным.

Некоторые наиболее существенные отличия математической модели наращиваемо-
го тела от классической модели тела постоянного состава кратко анализируются в
работе обзорного характера [1]. Эти различия проявляются уже при описании движе-
ния наращиваемого тела как увеличивающейся совокупности материальных частиц.
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Решение каждой конкретной задачи наращивания деформируемых тел представ-
ляет собой самостоятельную и трудоемкую проблему [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Суще-
ственной особенностью постановки краевых задач механики наращиваемых тел явля-
ется постановка граничных условий на поверхности раздела исходного материала и
наращиваемой части [14, 15, 16]. В настоящей работе будут рассматриваться несколь-
ко вариантов определяющих соотношений на поверхности наращивания, начиная от
простейших соотношений (см. известную книгу Г.И. Быковцева: [16], С. 288–292) до
некоторых существенных обобщений теории. При изложении будем придерживаться
терминологии и обозначений, принятых в публикациях [16, 17, 18, 19, 20].
1. Понятия и уравнения, связанные с наращиваемой поверхностью. 1.1.

Концептуальные особенности механики поверхностного роста. В силу особен-
ностей наращиваемого тела изменение его геометрической формы обусловлено двумя
факторами — искажением под действием нагрузок (это обычный в механике деформи-
руемых тел фактор) и формоизменением за счет добавления материала по его внеш-
ней поверхности. Последний фактор характерен именно для тел переменного состава.
Для правильного описания напряженно-деформированного состояния тела необходи-
мо четко различать оба механизма формоизменения тела в рамках соответствующей
математической модели. Укажем здесь на такой элементарный пример. Предполо-
жим, что первоначально имеется сплошной шар из сжимаемого материала. Внешним
давлением он обжимается в радиальном направлении. Бели он при этом не наращива-
ется, то его внешний радиус при прогрессирующем обжатии будет уменьшаться и это
изменение размеров будет очевидным признаком наличия напряжений внутри его. В
случае же наращивания внешний радиус шара может вести себя по-разному в зависи-
мости от конкретных обстоятельств — как убывать, так и возрастать. В частности,он
может оставаться и постоянным, если скорость притока материала к внешней поверх-
ности соответствующим образом согласована с нарастанием интенсивности внешнего
давления на шар. Можно также наращивать исходный шар в отсутствие внешнего дав-
ления и снова получать разительно различающиеся распределения напряжений, если
варьировать окружное “натяжение” приращиваемых элементарных слоев. Во всяком
случае совершенно ясно, что изменение геометрических характеристик наращиваемо-
го тела почти ничего не говорит о его напряженном состоянии. В этом состоит одно
из принципиальных отличий наращиваемого тела от тела постоянного состава.

В классической механике деформируемого твердого тела обычно считается, что
множество материальных частиц, образующих данное тело, не изменяется в процессе
его деформирования. Такие материальные объекты условимся называть телами по-
стоянного состава. Однако, многообразие процессов деформирования, с которыми мы
сталкиваемся в окружающей нас действительности, не укладывается в рамки этих
представлений. Под воздействием разнообразных факторов множество частиц, обра-
зующих тело, может изменяться в очень широких пределах. Такие тела называются
далее телами переменного состава. Встречаются ситуации, когда тело в процессе де-
формирования теряет свои частицы — так происходит, например, при коррозионных
повреждениях, износе, абляции, эрозии, расплавлении. В подобных ситуациях мож-
но говорить о телах уменьшающегося состава или, короче, распадающихся телах.
Весьма часто приходится сталкиваться также со случаями увеличения массы дефор-
мируемого тела за счет добавления к нему новых материальных частиц. Так происхо-
дит, например, при последовательном возведении массивных бетонных конструкций,
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намораживании льда, изготовлении деталей способами намотки и напыления, выра-
щивании кристаллов и т. д. Тела, переменность состава которых обусловлена прито-
ком материала к ним извне, будем называть наращиваемыми телами. Заметим, что в
динамику абсолютно твердого тела понятие тела переменного состава (массы) было
введено И.В.Мещерским еще в конце прошлого века, однако понятие деформируемого
твердого тела переменного состава появилось в механике существенно позднее.

Важно отметить, что “зарождение” или “исчезновение” материальных частиц мо-
жет, в принципе, происходить как внутри тела, так и на его поверхности. По первому
типу протекают, например, процессы биологического роста или деградации тканей, а
по второму типу — разнообразные технологические процессы (напыление, затверде-
вание, намотка и т. п.). В дальнейшем будут рассматриваться только процессы нара-
щивания деформируемых тел, поскольку этот случай значительно сложнее с точки
зрения его математического моделирования, чем случай распадающегося тела. Кро-
ме того, все рассмотрения будут ограничены процессами наращивания по внешней
поверхности тела. Явления зарождения частиц во внутренних точках тела из рас-
смотрения исключаются.

Процесс присоединения к телу новых элементов будем называть наращиванием, а
соответствующую часть внешней поверхности, к которой в текущий момент времени
присоединяются бесконечно тонкие слои материала, — поверхностью наращивания.
Поверхностью наращивания может быть вся свободная внешняя поверхность тела
(односвязная или многосвязная) или ее часть. Тело, существовавшее до начала на-
ращивания, будем называть основным телом. Тело, составленное из материальных
элементов, которые присоединились к основному телу за промежуток времени от мо-
мента начала наращивания до рассматриваемого момента времени, назовем дополни-
тельным телом, а объединение основного тела с дополнительным телом — растущим
телом или наращиваемым телом. Возможны процессы наращивания, начинающиеся
с зарождения единственной материальной частицы, когда основное тело, как таковое,
отсутствует. Такая возможность в последующих рассуждениях, как правило, не ис-
ключается. Однако, учитывая особенности реальных процессов наращивания, будем
предполагать, что основное тело существует.

Процессы наращивания целесообразно классифицировать еще по одному призна-
ку — на дискретные и непрерывные. При дискретном наращивании к телу в от-
дельные моменты времени присоединяются объемы материала конечных размеров,
а при непрерывном к телу постоянно добавляются бесконечно малые частицы или,
скажем,бесконечно тонкие слои материала. Итак, основными характерными черта-
ми рассматриваемой здесь концепции наращиваемого деформируемого твердого тела
являются следующие: 1) дополнительные элементы материала присоединяются к те-
лу по его внешней поверхности; 2) процесс наращивания протекает непрерывно — за
каждый бесконечно малый промежуток времени к телу присоединяется инфинитези-
мальный объем материала; 3) наращивание происходит одновременно с нагружением
тела поверхностными и/или массовыми силами. Одна из принципиально важных осо-
бенностей процесса наращивания состоит в том, что приращиваемые элементы могут
находиться как в ненапряженном (естественном) состоянии, так и в, вообще говоря,
произвольном состоянии “преднапряжения”, которое никак не согласовано с состоя-
нием поверхностного слоя тела, к которому они присоединяются.
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n

P

P ′

Σ(t)

Σ(t + δt)

Σ(t − δt)

t =
∗
τ

t + δt =
∗
τ

t − δt =
∗
τ

Рис. 1. Распространяющаяся в пространстве поверхность наращивания � (Propagating
Growing Surface).

1.2. Основные уравнения, связанные с растущей поверхностью. Зададим
перемещающуюся в пространстве поверхность наращивания � в неявном виде урав-
нением

t =
�
�(xi): (1)

В этом случае единичная нормаль n к поверхности � , направленная в сторону ее
распространения, вычисляется через вектор пространственного градиента от (1), т.е.

ni = c @i
�
� ; c = jr�� j�1; (2)

где r — оператор Гамильтона, c — линейная скорость поверхности наращивания в
направлении нормали n, которая определяется согласно (Рис. 1)

c = lim
�t!0

j��!PP 0j
�t

: (3)

Для восстановления напряжений по известным скоростям можно воспользоваться
формулами, данными в [16]:

� ij =

tZ
�
�+0

[@��
ij(xk; t0)]dt0 + Iji +

�
� ij(xk);

Iij =

�
�+0Z
�
��0

[@��
ij(xk; t0)]dt0;

(4)

где � ij — тензор напряжений Коши, @� — производная по времени при фиксирован-
ных координатах xk, Iji — интеграл скачков напряжений, �� ij(xk) = � ij(xk; t)j

t=
�
�(xs)�0

компоненты тензора напряжений, вычисленные в момент времени t =
�
�(xs) � 0 пря-

мо перед моментом включения элемента в состав основного тела (Рис. 2). Момент
времени t =

�
�(xs) + 0 соответствует моменту сразу после присоединения элемента к

поверхности наращивания .
Подставим актуальные напряжения (4) в уравнение равновесия

rj� ji +Xi = 0: (5)
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1

2

∗
τ ij

τ ij

t =
∗
τ

t =
∗
τ + 0

t =
∗
τ − 0

0

Рис. 2. Процесс поверхностного роста. 0) Основное тело. 1) Состояние элемента за момент
до присоединения к основному телу. 2) Состояние элемента сразу после вхождения в состав
основого тела.

Здесь Xi = Xi(xk; t) — объемные силы.
В результате получим

rj
( tZ
�
�+0

[@��
ji(xk; t0)]dt0 + Iji +

�
� ji(xk)

)
+Xi = 0 (t � �� + 0): (6)

Раскрывая скобки по правилу дифференцирования интеграла, зависящего от пара-
метра1, преобразуем соотношение (6) к виду

tZ
�
�+0

rj [@��
ji(xk; t0)]dt0 +rjIji � (rj

�
�)[@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xs)+0

+rj
�
� ji(xk) +Xi = 0: (7)

Подставим формулу (2) в (7)
tZ

�
�+0

rj [@��
ji(xk; t0)]dt0 +rjIji � c�1[nj@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xs)+0

+rj
�
� ji(xk) +Xi = 0: (8)

Меняя местами дифференцирования по пространственной и временной координате и
вычисляя интеграл в (8) с учетом (5), получим

�Xi +
�
Xi(xk) +rjIji � c�1[nj@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xk)+0

+rj
�
� ji(xk) +Xi = 0; (9)

1Параметрами здесь выступают пространственные координаты xk, причем нижний предел инте-
грирования зависит от xk.



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ... 17

где
�
Xi(xk) = Xi(xk; t)

��
t=
�
�(xs)+0

:

Окончательно, группируя подобные слагаемые и умножая обе части равенства (9)
на c, получим дифференциальное ограничение на поверхности наращивания в тен-
зорной форме

c[r � �� (xk) + r � I +
�
X(xk)]� [n � @�� (xk; t)]

���
t=
�
�(xs)+0

= 0 (t =
�
� + 0); (10)

и координатной записи

c[rj
�
� ji(xk) +rjIji +

�
Xi(xk)]� [nj@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xs)+0

= 0 (t =
�
� + 0): (11)

На самом деле соотношения (10) и (11) не зависят от времени t.
Условие (10) следует рассматривать как дифференциальное ограничение для на-

пряжений на поверхности наращивания. Действительно, если удастся выразить на-
пряжения

�
� через актуальные напряжения � на поверхности наращивания �, то из

соотношения (10) можно получить дифференциальное уравнение для напряжений � .
Альтернативные способы получения граничных условий на поверхности наращивания
подробно обсуждались, например в публикациях [14, 15].

Отметим несколько специальных случаев формулировки дифференциального огра-
ничения (11):

(1) При самоуравновешенности скачков напряжений (rjIji = 0) дифференциаль-
ное ограничение (11) можно записать в форме

c[rj
�
� ji(xk) +

�
Xi(xk)]� [nj@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xs)+0

= 0 (t =
�
� + 0): (12)

(2) Пусть, кроме того, напряженные состояния присоединяемых элементов само-
уравновешены, т.е. справедливо

rj
�
� ji(xk) = 0; (13)

следовательно, дифференциальное ограничение (11) преобразуется к более
простому виду

c[
�
Xi(xk)]� [nj@��

ji(xk; t)]
���
t=
�
�(xs)+0

= 0 (t =
�
�): (14)

(3) Если вдобавок к (12) и (13) отсутствуют объемные силы

Xi(xk; t) = 0; (15)

то условие (11) можно записать в виде

[nj@��
ji(xk; t)]

���
t=
�
�(xs)+0

= 0 (t =
�
�): (16)

или
[@�nj�

ji(xk; t)]� [� ji(xk; t)]@�nj = 0 (t =
�
� + 0): (17)

(4) Если скорость распространения поверхности наращивания c равна нулю, то
соотношение (11) преобразуется

[nj@��
ji(xk; t)]

���
t=
�
�(xs)+0

= @�[nj�
ji(xk; t)]

���
t=
�
�(xs)+0

= 0: (18)
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Откуда, после интегрирования по времени получаем хорошо известное из тео-
рии упругости краевое условие (без указания значений правой части):

[nj�
ji(xk; t)]

���
t=
�
�(xs)+0

= ti(xk): (19)

В общем случае напряжения
�
� будут связаны с актуальными напряжениями на

поверхности наращивания тензорно–функциональной зависимостью
�
� = F(� ;n; : : :): (20)

Многоточие в соотношении (20) означает возможную зависимость функции F от до-
полнительных параметров, характеризующих процесс наращивания. В простейшей
модели множество дополнительных параметров может быть пустым. В частности,
функция F может зависеть от микроструктурных директоров и теплофизических пе-
ременных связанных с растущей поверхностью. Физический смысл дополнительных
директоров [17, 18, 19, 20] может быть связан с характерными направлениями выклад-
ки волокон в тканных композитных материалах, арматуры в бетонных конструкциях,
намотке нитей в катушке и т.д. Функция F, на самом деле, должна зависеть от таких
комбинаций аргументов, которые инвариантны относительно поворотов вокруг оси,
определяемой директором n.
2. Простейший вариант дифференциального ограничения на поверхно-

сти наращивания. Рассмотрим инвариантно–геометрическую интерпретацию слу-
чая, обсуждаемого в работе [16]. Пусть на поверхности наращивания � известны по-
верхностные усилия t:

t = n � � : (21)

В этом случае примем для сужения на двумерный плоский элемент T тензора
�
� обо-

значение
�
�
2d

и будем оперировать с простейшей зависимостью

�
�
2d

= F
2d

(t;n): (22)

В декартовой системе координат тензоры
�
�
2d

и F
2d

представляются в форме 2 � 2

матриц:
�
�
2d

=

 �
�11

�
�12

�
�21

�
�22

!
; F

2d
=

�
F11 F12

F21 F22

�
: (23)

В дальнейшем удобно воспользоваться разложением вектора поверхностных усилий
(Рис. 3) на сумму составляющих в виде

t = t? + tk: (24)

Здесь t? — проекция вектора поверхностных усилий на касательную плоскость T к
мгновенной поверхности наращивания �, tk — проекция на нормальное направление
к поверхности наращивания.

В качестве аргументов тензорной функции F выберем совместные рациональные
инварианты тензора второго ранга � и вектора n, неизменные при повороте коор-
динатного репера вокруг директора n. В таком случае, рационально независимую
систему рациональных инвариантов [21] выпишем в следующем виде:

jtj2 = t � t; jtkj = jt � nj; jt?j2: (25)
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Ðèñ. 3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé.

Ïðè ýòîì, â ñèñòåìå èíâàðèàíòîâ (25) ñóùåñòâóåò î÷åâèäíàÿ ñèçèãèÿ

jt j2 = jt k j2 + jt ? j2: (26)

Ïîýòîìó, óñòðàíÿÿ ïåðâûé èíâàðèàíò â ñïèñêå (25), ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ ðàöèî-
íàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðèìåò âèä

jt k j; jt ? j2: (27)

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ � , ñ ó÷åòîì (27), ìîæíî
ïðèíÿòü â ôîðìå

�
�
2d

= F
2d

(jt k j; jt ? j2): (28)

Ñîîòíîøåíèå (28) èìååò ÿñíûé ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó
êîîðäèíàò (Ðèñ. 3) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îðò k áûë íàïðàâëåí âäîëü íîðìàëè n ê
ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ, à äëÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé t â êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè T ê ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

jt ? j2 = jt ? � l j2 + jt ? �m j2: (29)

Òîãäà ïðîåêöèè âåêòîðà t íà îðòû âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç àêòóàëüíûå íàïðÿæåíèÿ (çäåñü è äàëåå èíäåêñû, çàêëþ÷åííûå â ñêîáêè < : : : > ,
îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñîì l , m , n)

jt k j = j� < 33> j; jt ? � l j2 = � 2
< 31> ; jt ? �m j2 = � 2

< 32> : (30)

Â èòîãå, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (28) çàïèøåì â ôîðìå
�
�
2d

= F
2d

(j� < 33> j; � 2
< 31> + � 2

< 32> ): (31)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (31) ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì â ðàáîòå [16]. Îä-
íàêî, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [16] òåíçîð F

2d
íå ÿâëÿåòñÿ øàðîâûì, ò.å. èìååòñÿ ÷åòûðå

îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ 2.

2Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé áóäåò òðè. Äëÿ èçîòðîïíîãî ñèììåòðè÷íîãî
ñëó÷àÿ îñòàåòñÿ îäíà îïðåäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ.



20 Þ. Í. ÐÀÄÀÅÂ, Å. Â. ÌÓÐÀØÊÈÍ

Ïîäñòàâèâ óñëîâèå (31) â óðàâíåíèå (11), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå îãðàíè÷åíèå
äëÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

c[dj F <ji> +
�
X <i> (xk )] � @� � < 3i> (xk ; t)

�
�
�
t=

�
� (xs )+0

= 0 ( i; j = 1 ; 2; 3); (32)

ãäådj � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì:

d3 = n � r ; d1 = l � r ; d2 = m � r ; (33)

ò.å. â (33) èíäåêñ 3 ñîîòâåñòâóåò íàïðàâëåíèþ íîðìàëè, à èíäåêñû 1 è 2 � êàñàòåëü-
íûì íàïðàâëåíèÿì ê ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå àïïàðàòà
îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ñì. â [22]

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (27)
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, â íåé íå ó÷òåíû ñîâìåñòíûå èíâàðèàíòû, ñîäåðæàùèå êâàäðàò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé � .

3. Èíâàðèàíòíî-ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà äèôôåðåíöèàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà � è âåêòîðà n, êðîìå èíâàðèàíòîâ (27), âêëþ÷àåò â ñåáÿ äîïîëíèòåëü-
íûå èíâàðèàíòû

jt
2

k j = jt
2

� nj; jt
2

? j2; jt ? � t
2

? j2: (34)

Â ñîîòíîøåíèè (34) âåêòîð t
2

âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêå ñîãëàñ-
íî

t
2

= n � � 2; t
2
s = nj � ji � is = t i � is : (35)

Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, äëÿ âåêòîðà t
2

â (34) (Ðèñ. 4)
ñïðàâåäëèâî

t
2

= t
2

k + t
2

? : (36)

Âìåñòî èíâàðèàíòà jt ? � t
2

? j2 â (34) ìîæíî èñïîëüçîâàòü cos2 $ , â ñèëó ñïðàâåäëè-
âîñòè ðàâåíñòâà

jt ? � t
2

? j2 = jt ? j2jt
2

? j2 cos2 $: (37)

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé � è
âåêòîðà n ïðèìåò âèä

jt k j; jt ? j2; jt
2

k j; jt
2

? j2; jt ? � t
2

? j2: (38)

Òîãäà îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (20) íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ â òåðìèíàõ
ïîëíîé ñèñòåìû ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ (38) àñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà
� è âåêòîðà n, äëÿ ñóæåíèÿ íà äâóìåðíûé ïëîñêèé ýëåìåíò T òåíçîðà

�
� , ïðèìåò âèä

�
�
2d

= F
2d

(jt k j; jt ? j2; jt
2

k j; jt
2

? j2; jt ? � t
2

? j2): (39)

Âûáåðåì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò (Ðèñ. 4) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îðò k áûë íàïðàâëåí âäîëü íîðìàëè n ê ïîâåðõ-
íîñòè íàðàùèâàíèÿ. Äëÿ âåêòîðà ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé t â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè T ê ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ ïðèìåì (29), à äëÿ âåêòîðà t

2
? ñîîòâåòñâóåò

î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî
jt
2

? j2 = jt
2

? � l j2 + jt
2

? �m j2: (40)



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÎÏÐÅÄÅËßÞÙÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ... 21

Ðèñ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ âåêòîðîât , t
2

è åãî ïðîåêöèé.

Èíâàðèàíòû (27) è (38) è äëèí ïðîåêöèé (29) è (40) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç àêòóàëüíûå
íàïðÿæåíèÿ � íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ ñîãëàñíî

jt ? � l j2 = � 2
< 31> ; jt ? �m j2 = � 2

< 32> ; jt k j = j� < 33> j;

jt
2

? � l j2 = j� < 3s> � <s 1> j2 = j� < 31> � < 11> + � < 32> � < 21> + � < 33> � < 31> j2;

jt
2

? �m j2 = j� < 3s> � <s 2> j2 = j� < 31> � < 12> + � < 32> � < 22> + � < 33> � < 32> j2;

jt
2

k j = j� < 3s> � <s 3> j = j� < 31> � < 13> + � < 32> � < 23> + � 2
< 33> j;

jt ? � t
2

? j2 = j� < 31> � < 3l> � <l 1> + � < 32> � < 3l> � <l 2> j2 =

= j� 2
< 31> � < 11> + � < 31> � < 32> � < 21> + � 2

< 31> � < 33> + � < 32> � < 31> � < 12> +

+ � 2
< 32> � < 22> + � 2

< 32> � < 33> j2:

(41)

Ïîñëåäíåå èç äàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, ñîäåðæàùåå êóáè÷åñêèå ïî íàïðÿæåíèÿì
ñëàãàåìûå, ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññó íèêîãäà íå èñïîëüçóåìûõ â ìåõàíèêå äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ (39) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé
(41) è ïðèíÿâ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ,

I = j� < 33> j; II = � 2
< 31> + � 2

< 32> ; III = j� < 31> � < 13> + � < 32> � < 23> + � 2
< 33> j;

IV = j� < 31> � < 11> + � < 32> � < 21> + � < 33> � < 31> j2+

+ j� < 31> � < 12> + � < 32> � < 22> + � < 33> � < 32> j2;

V = j� 2
< 31> � < 11> + � < 31> � < 32> � < 21> + � 2

< 31> � < 33> + � < 32> � < 31> � < 12> +

+ � 2
< 32> � < 22> + � 2

< 32> � < 33> j2:

(42)

ìîæíî âûïèñàòü â ôîðìå
�
�
2d

= F
2d

(I; II; III; IV; V ): (43)
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Ðèñ. 5. Èñõîäíûé è èñêàæåííûé áàçèñû â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ.
 1,  2 � óãëû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâîðîò è îäíîâðåìåííî èñêàæåíèå îðòîãîíàëüíîé ñåòêè íà
ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ

èëè â óïðîùåííîé ôîðìå
�
�
2d

= F
2d

(I; II; III; IV ): (44)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîâåðõíîñòè íàðà-
ùèâàíèÿ (10), (11), â ñëó÷àå, êîãäà ïðèðàùèâàåìûé ìàòåðèàë îáëàäàåò ìèêðîñòðóê-
òóðíûìè îñîáåííîñòÿìè, ìîæíî îáîáùèòü ââåäåíèåì â àðãóìåíòû ôóíêöèè (20) äî-
ïîëíèòåëüíûõ ìèêðîñòðóêòóðíûõ äèðåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ õàðàêòåðíûìè íàïðàâëå-
íèÿìè âûêëàäêè ìàòåðèàëà â ïðîöåññàõ íàìîòêè íèòåé èëè ïðîèçâîäñòâå òêàííûõ
êîìïîçèòîâ.

4. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ d1, d2. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âûâîä ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ dk (k = 1 ; 2)
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè T
ïðè ïåðåõîäå îò äàííîé îðòîãîíàëüíîé ñåòêè ê ïðîèçâîëüíîé (íåîáÿçàòåëüíî îðòîãî-
íàëüíîé) êðèâîëèíåéíîé ñåòêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè T èìååòñÿ ëîêàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ l,
m, a äðóãîé ëîêàëüíûé áàçèñ ñîñòîèò, âîîáùå ãîâîðÿ, èç íåîðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ l , m, ïåðâûé èç êîòîðûõ îòêëîíÿåòñÿ îò îðòà l íà óãîë  1 ïî õîäó ÷àñîâîé
ñòðåëêè, à âòîðîé îòêëîíÿåòñÿ îò îðòà l íà óãîë  2 ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî îáà óãëà ïîëîæèòåëüíû  1 > 0,  2 > 0,  1 +  2 6= � . Óãëû  1,  2 ìî-
ãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿòüñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ëîêàëüíîé
áàçèñíîé ñèñòåìû l , m (Ðèñ. 5).

Íàéäåì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

d1 = l � r ; d2 = m � r ;

d1 = l � r ; d2 = m � r ;

ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ëîêàëüíîé áàçèñíîé ñèñòåìû ê äðóãîé. Ýòè îïåðàòîðû, êàê
ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâîäíûå âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîîðäèíàòíûõ ëèíèé.
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Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ áàçèñíîãî âåêòîðà l âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

l = lk1 + mk2; (45)

òîãäà, íà îñíîâàíèè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

l � l = cos  1 = k1 + k2 cos( 1 +  2);

l � m = cos  1 = k2 + k1 cos( 1 +  2);
(46)

êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (45) âû÷èñëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

k1 =
cos 1 � cos 2 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
;

k2 =
cos 2 � cos 1 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
;

(47)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðàçëîæåíèÿ áàçèñíîãî äèðåêòîðà m èìååì

m = ls1 + ms2; (48)

îòêóäà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé

m � l = � sin  1 = s1 + s2 cos( 1 +  2);

m � m = sin  1 = s2 + s1 cos( 1 +  2);
(49)

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè (48)

s1 =
� sin  1 � sin  2 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
;

s2 =
sin  2 + sin  1 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
;

(50)

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè

d1 = l � r = ( lk1 + mk2) � r = d1k1 + d2k2;

d2 = m � r = ( d1s1 + d2s2) � r = d1s1 + d2s2;

òî â èòîãå èñêîìûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä

d1 =
cos 1 � cos 2 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
d1 +

cos 2 � cos 1 cos( 1 +  2)
sin2( 1 +  2)

d2;

d2 =
� sin  1 � sin  2 cos( 1 +  2)

sin2( 1 +  2)
d1 +

sin  2 + sin  1 cos( 1 +  2)
sin2( 1 +  2)

d2;
(51)

Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà èñõîäíîãî áàçèñà l, m, ò. å. êîãäà

 1 =
�
2

�  ;  2 =  

ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (51) íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ:

d1 = sin  d1 + cos  d2;

d2 = � cos d1 + sin  d2;
(52)

Îáðàòíîå ïî îòíîøåíèþ ê (52) ïðåîáðàçîâàíèå åñòü

d1 = sin  d 1 � cos d 2;

d2 = cos  d 1 + sin  d 2;
(53)
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Äàëåå â ðàìêàõ óêàçàííîãî âûøå ñëó÷àÿ (ïîâîðîò èñõîäíîãî áàçèñà l, m) ðàññìîò-
ðèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîâòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ñíà÷àëà ïîëîæèì,
÷òî óãîë  ïîñòîÿíåí. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ

d1d1 = sin 2  d1d1 + sin  cos (d1d2 + d2d1) + cos2  d2d2;

d2d2 = cos2  d1d1 � sin  cos (d1d2 + d2d1) + sin 2  d2d2;
îòêóäà ñëåäóþò ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðîâ ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2;

d1d1 � d2d2 = � cos 2 d1d1 + sin 2 (d1d2 + d2d1) + cos 2 d2d2;

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ óêàçûâàåò íà èíâàðèàíòíîñòü îïåðàòîðà d1d1 + d2d2 ïðè ïîâîðîòàõ
ëîêàëüíîãî áàçèñà l, m. Çàìå÷àÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

� d1d2 = sin  cos (d1d1 � d2d2) + cos2  d2d1 � sin2  d1d2;

� d2d1 = sin  cos (d1d1 � d2d2) + cos2  d1d2 � sin2  d2d1;

ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì äëÿ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì

d1d2 � d2d1 = d1d2 � d2d1;

d1d2 + d2d1 = sin 2 (d1d2 � d2d1) + cos 2 (d1d2 + d2d1);

Ïåðâàÿ èç íèõ óñòàíàâëèâàåò èíâàðèàíòíîñòü îïåðàòîðà d1d2 � d2d1 ïðè ïîâîðîòàõ
ëîêàëüíîãî áàçèñà l, m.

Â ñëó÷àå ïîâîðîòà ëîêàëüíîãî áàçèñà íà ïîëîâèíó ïðÿìîãî óãëà èìååì

 =
�
4

;

è ïîëó÷åííûå òîëüêî ÷òî ôîðìóëû ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2;

d1d2 � d2d1 = d1d2 � d2d1;

Åñëè óãîë  íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâòîðíûõ îïå-
ðàòîðîâ íåñêîëüêî óñëîæíÿþòñÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

d1d1 = sin 2  (d1d1 � (d1 )d2) + sin  cos (d1d2 + d2d1 � (d1 )d1 + ( d2 )d2)+

+ cos2  (d2d2 + ( d2 )d1);

d2d2 = cos2  (d1d1 � (d1 )d2) � sin  cos (d1d2 + d2d1 � (d1 )d1 + ( d2 )d2)+

+ sin 2  (d2d2 + ( d2 )d1);
îòêóäà ñðàçó íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ñóììû ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëå-
íèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2 + ( d2 )d1) � (d1 )d2); (54)

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ

� d1d2 = sin  cos (d1d1 � d2d2 � (d1 )d2 � (d2 )d1)+

+ cos2  (d2d1 � d2 )d2) � sin2  (d1d2 � d1 )d1);

� d2d1 = sin  cos (d1d1 � d2d2 � (d1 )d2 � (d2 )d1)+

+ cos2  (d1d2 + d1 )d1) � sin2  (d2d1 � d2 )d2);
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ïðèõîäèì ê î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó

d1d2 � d2d1 = d1d2 � d2d1 + ( d1 )d1) + ( d2 )d2); (55)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé � ìîæíî çàïèñàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ òåí-
çîðíûõ ïðîèçâåäåíèé â áàçèñå l, m, n

� = � < 11> l 
 l + � < 12> l 
 m + � < 21> m 
 l + � < 22> m 
 m + � < 23> m 
 n+

+ � < 32> n 
 m + � < 33> n 
 n + � < 13> l 
 n + � < 31> n 
 l
(56)

Ïðåîáðàçóåì òåíçîð íàïðÿæåíèé � äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (56) ðàçëîæåíèÿ
áàçèñíûõ äèðåêòîðîâ l , m, n (45) è (48)

� = � < 11> (lk1 + mk2) 
 (lk1 + mk2) + � < 12> (lk1 + mk2) 
 (ls1 + ms2)+

+ � < 21> (ls1 + ms2) 
 (lk1 + mk2) + � < 22> (ls1 + ms2) 
 (ls1 + ms2)+

+ � < 23> (ls1 + ms2) 
 n + � < 32> n 
 (ls1 + ms2) + � < 33> n 
 n+

+ � < 13> (lk1 + mk2) 
 n + � < 31> n 
 (lk1 + mk2)

(57)

Ðàñêðîåì ñêîáêè â (57) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

� = � < 11> (l 
 lk2
1 + l 
 mk1k2 + m 
 lk2k1 + m 
 mk2

2)+

+ � < 12> (l 
 lk1s1 + l 
 mk1s2 + m 
 lk2s1 + m 
 mk2s2)+

+ � < 21> (l 
 ls1k1 + l 
 ms1k2 + m 
 ls2k1 + m 
 ms2k2)+

+ � < 22> (l 
 ls2
1 + l 
 ms1s2 + m 
 ls2s1 + m 
 ms2

2)+

+ � < 23> (l 
 ns1 + m 
 ns2) + � < 32> (n 
 ls1 + n 
 ms2)+

+ � < 33> n 
 n + � < 13> (l 
 nk1 + m 
 nk2) + � < 31> (n 
 lk1 + n 
 mk2)

(58)

Ñîáåðåì ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè òåíçîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè áàçèñíûõ äèðåê-
òîðîâ l , m, n. Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

� = ( k2
1� < 11> + k1s1� < 12> + k1s1� < 21> + s2

1� < 22> )l 
 l+

+ ( k1k2� < 11> + k1s2� < 12> + s1k2� < 21> + s1s2� < 22> )l 
 m+

+ ( k1k2� < 11> + k2s1� < 12> + s2k1� < 21> + s1s2� < 22> )m 
 l+

+ ( k2
2� < 11> + k2s2� < 12> + k2s2� < 21> + s2

2� < 22> )m 
 m+

+ ( k2� < 13> + s2� < 23> )m 
 n + ( k2� < 31> + s2� < 32> )n 
 m+

+ � < 33> n 
 n + ( k1� < 13> + s1� < 23> )l 
 n + ( k1� < 31> + s1� < 32> )n 
 l

(59)
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Îòêóäà, îêîí÷àòåëüíî, ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé �
îò èñõîäíîãî áàçèñà ê èñêàæåííîìó çàïèøåì â ôîðìå:

� < 11> = k2
1� < 11> + k1s1� < 12> + k1s1� < 21> + s2

1� < 22> ;

� < 12> = k1k2� < 11> + k1s2� < 12> + s1k2� < 21> + s1s2� < 22> ;

� < 21> = k1k2� < 11> + k2s1� < 12> + s2k1� < 21> + s1s2� < 22> ;

� < 22> = k2
2� < 11> + k2s2� < 12> + k2s2� < 21> + s2

2� < 22> ;

� < 23> = k2� < 13> + s2� < 23> ;

� < 32> = k2� < 31> + s2� < 32> ;

� < 33> = � < 33> ;

� < 13> = k1� < 13> + s1� < 23> ;

� < 31> = k1� < 31> + s1� < 32> :

(60)

Çàêëþ÷åíèå.

(1) Â ðàáîòå âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíûõ, ãåîìåòðè÷åñêè è ìåõàíè÷åñêè
íåïðîòèâîðå÷èâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ â ôîðìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

(2) Ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìà äèôôåðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ àñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ âåñüìà øèðîêîãî êðóãà ìàòåðèàëîâ è
ìåòàìàòåðèàëîâ.

(3) Ââåäåí èíòåãðàë ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ.
(4) Àðãóìåíòû îïðåäåëÿþùåé òåíçîðíîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì èíâàðèàíòîâ, íåèçìåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì
êîîðäèíàòíîãî ðåïåðà.

(5) Ðàññìîòðåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Äàíà èíâàðèàíòíî�ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà.

(6) Ðàçâèòûé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ îïðåäå-
ëÿþùèõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ.

(7) Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îáùåé îñíîâîé â ïðèêëàäíûõ èññëå-
äîâàíèÿõ ïî ìåõàíèêå ðàñòóùèõ òåë ñ àñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé.

(8) Ïðèâåäåíû ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè íàðàùèâàíèÿ.

(9) Ñèììåòðèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû è â àñèììåòðè÷íûõ ìîäåëÿõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà.
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ON A CLASS OF CONSTITUTIVE EQUATIONS ON PROPAGATING
GROWING SURFACE

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
101, korp. 1, pr. Vernadskogo, Moscow, 119526, Russian Federation.

Abstract. The present work is devoted to an approaches to derivation of constitutive equations
on the propagating growing surface. The proposed approach is based on notion known from the
algebra of rational invariants. The arguments of tensor functionals are elucidated taking account
of their invariance with respect to rotational transformations of the coordinate frame. A complete
system of joint rational invariants of the stress tensor and the unit normal vector to growing
surface is discussed. The geometric visualization of the considered rational invariants is given. A
number of variants of constitutive equations on PGS of di�erent complexity levels are derived
and discussed. The derivation of the transformation formulae for the directional derivatives on
the tangent plane element to growing surface for transition from a given orthogonal frame to
an arbitrary curvilinear one are obtained. The obtained boundary conditions on growing surface
are geometrically and mechanically consistent. The formulated di�erential constraints imply an
experimental identi�cation of consitutive functions.

Keywords : 3D-Printing, surface growth, stress, constitutive equation, rational invariant,
di�erential constraint, complete system
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ÌÎÄÅËÜ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ
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ÎÒÐÛÂÅ

Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Òóëà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîèñòîãî êîìïîçèòà íà îñíîâå êîí-
öåïöèè ñëîÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ëèíåéíî óïðóãîé ïîñòàíîâêå ïðè íîðìàëüíîì îòðûâå. Èç âàðè-
àöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ðàâíîâåñèè äâóõ òåë, ñîåäèíåííûõ ïîñðåäñòâîì òîíêîãî ñëîÿ,
ñ ó÷åòîì óïðîùàþùèõ ãèïîòåç ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé êîíñîëè ïîëó÷åíà ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àíàëèçèðó-
åòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðó-
øåíèÿ àäãåçèîííîãî ñëîÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : íîðìàëüíûé îòðûâ, ñëîé âçàèìîäåéñòâèÿ, ñëîèñòûé êîìïîçèò, ýíåðãåòè-
÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå.
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ÓÄÊ : 539.375

Ââåäåíèå. Â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâî
ìîäåëåé äëÿ ïëîñêèõ ñëîèñòûõ ìàòåðèàëîâ, îáúåäèíåííûõ â êîìïîçèò àäãåçèîííûì
ñëîåì (ÀÑ) [1-4]. Â òàêîãî ðîäà ìàòåðèàëàõ òîëùèíà àäãåçèîííîãî ñëîÿ (ÀÑ) ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì ëèíåéíûì ïàðàìåòðîì (ËÏ). Â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ÀÑ (ÿäðà),
îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè ìåæäó ÿäðîì è ñîïðÿãàåìûìè òåëàìè, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ìîäåëè. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷, ó÷èòûâàþùèõ èçãèáíóþ
æåñòêîñòü ÿäðà ñëîèñòîãî êîìïîçèòà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [5-7]. Â ðàáîòàõ [5,6] äå-
ôîðìàöèÿ îáæàòèÿ ÿäðà ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïî òîëùèíå, à â ðàáîòå [7] - ëèíåéíîé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì ïîäõîäîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðî-
âàíèå ÀÑ ñëîåì íóëåâîé òîëùèíû [8-10]. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå òåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå
ìåæäó êîãåçèîííûì ðàçðóøåíèåì ÀÑ (ïî åãî ìàññèâó) è àäãåçèîííûì ìåõàíèçìîì
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îòñëîåíèÿ. Îñîáàÿ ðîëü â ýòèõ ìîäåëÿõ îòâîäèòñÿ îïðåäåëåíèþ àäãåçèîííûõ ñèë âçà-
èìîäåéñòâèÿ [11]. Åñëè ñîïðÿãàåìûå ìàòåðèàëû êîíòàêòèðóþò íå ïî âñåé äëèíå, â
ìîäåëè áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ñèíãóëÿðíîñòü. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ òåë êîíå÷-
íûõ ðàçìåðîâ â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ðàìêàõ óïðîùàþùèõ ãèïîòåç
[12-14].

Ó÷åò ðàçìåðà ÀÑ ïðè íåçíà÷èòåëüíîé åãî èçãèáíîé æåñòêîñòè, ïðèñóòñòâóåò â ìî-
äåëè ñ ââåäåíèåì ¾ìÿãêîãî ñëîÿ¿ [1,15,16] è ñëîÿ âçàèìîäåéñòâèÿ [17-19]. Â äàííûõ
ìîäåëÿõ ðàçìåð ÀÑ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñîïðÿãàåìûõ èì òåë, êðîìå òîãî, îòìåòèì,
÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé â ãîòîâîé ïðîäóêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü
ìîæåò èäòè îá îïðåäåëåííîì äîïóñêå èëè äèàïàçîíå çíà÷åíèé, â ðàìêè êîòîðîãî óêëà-
äûâàåòñÿ òîëùèíà ÀÑ â îáðàçöàõ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) è ñâÿçàííîãî ñ íèì êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàìêàõ èçâåñòíûõ
ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ íåîáõîäèìî çíàòü òî÷íîå çíà÷åíèå òîëùèíû ÀÑ, ÷òî ïðîáëåìà-
òè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèì êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé íåçàâèñè-
ìîñòü êðèòåðèàëüíîé âåëè÷èíû îò òî÷íûõ çíà÷åíèé ËÏ ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòà ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè ËÏ èç çàäàííîãî äèàïàçîíà ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Â
ðàáîòå [28] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ÝÏ) äëÿ ìàòåðèàëü-
íîãî ñëîÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèðàùåíèÿ óäåëüíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè è òîëùèíû
ñëîÿ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî îòðûâà â ÀÑ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñè-
ìîñòü ÝÏ îò òîëùèíû ñëîÿ â çîíå îáðûâà ñâÿçåé ÀÑ ñ ñîïðÿãàåìûìè òåëàìè ïðè
óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ ÝÏ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàç-
ðóøåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü òîíêîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ òîëùèíàìè
ñîïðÿãàåìûõ òåë ÀÑ, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå åãî òîëùèíû ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå èç
íåêîòîðîãî äèàïàçîíà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íà Ðèñ. 1 ïîêàçàí ñëîèñòûé êîìïîçèò äëèíîé l+a , ñîñòîÿ-
ùèé èç òðåõ òåë. Ïëàñòèíû 1 è 2 ñ îäèíàêîâûìè òîëùèíàìè ïî äëèíå è ìåõàíè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè ñâÿçàíû ñëîåì âçàèìîäåéñòâèÿ 3 òîëùèíîé � 0. Ïðàâûé òîðåö îáðàçöà
æåñòêî çàêðåïëåí îò ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, íà ëåâûõ òîðöàõ êîíñîëåé äåé-
ñòâóåò âåðòèêàëüíàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâíîñòüþ P. Âñÿ îñòàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü îáðàçöà ñâîáîäíà îò âíåøíåé íàãðóçêè.

Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñëîÿ 3 ñ òåëàìè 1 è 2 ïðèìåíèì êîíöåïöèþ ¾ñëîÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ¿. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå òåë 1 è 2 ñîãëàñíî ðàáîòå [17] çàïèøåì â
âàðèàöèîííîé ôîðìå äëÿ òåëà 1:

R

S1

� � ��"ds +
R

`
�� 22�u +

2 dx1 +
R

`
�� 12�u +

1 u1dx1+

+0 :5� 0

�
R

`
�� 11

@�u+
1

@x1
dx1 +

R

`
�� 12

@�u+
2

@x1
dx1

�
=

R

L 1

P1 � �udl
(1)

è òåëà 2:

R

S2

� � ��"ds �
R

`
�� 22�u �

2 dx1 �
R

`
�� 12�u �

1 dx1+

+0 :5� 0

�
R

`
�� 11

@�u�
1

@x1
dx1 +

R

`
�� 12

@�u�
2

@x1
dx1

�
=

R

L 2

P2 � �udl;
(2)
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Ðèñ. 1. Ìîäåëü ÄÊÁ-îáðàçöà

ãäå S1, S2 - ïëîùàäè òåë 1 è 2; � , � - òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; �� , �� -
òåíçîðû ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñëîÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè:

�� 21 (x1) = �� 12 (x1) = 1
� 0

0:5� 0R

� 0:5� 0

� 21 (x1; x2) dx2,

�� 22 (x1) = 1
� 0

0:5� 0R

� 0:5� 0

� 22 (x1; x2) dx2, �� 11 (x1) = 1
� 0

0:5� 0R

� 0:5� 0

� 11 (x1; x2) dx2,

�"11 (x1) = 0 :5
�

@u+1 (x1 )
@x1

+ @u�1 (x1 )
@x1

�
, �"21 (x1) = "12 (x1) =

0:5
�

u+
1 (x1 )� u �

1 (x1 )
� 0

+ 0 :5
�

@u+2 (x1 )
@x1

+ @u�2 (x1 )
@x1

��
.

ãäåu+
k ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö

ñëîÿ; k = 1,2; L1, L2 - ãðàíèöà ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé íàãðóçêè äëÿ òåëà 1 è 2.
Ïîñòóëèðóåòñÿ æåñòêîå ñöåïëåíèå ìåæäó ãðàíèöàìè îáëàñòè 3 è îáëàñòÿìè 1, 2:

u+ = u (x1; � 0/2) ; u � = u (x1; � � 0/2) ; x1 2 [0; `] (3)

íàðÿäó ñ ðàâåíñòâîì êîìïîíåíò âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé ãðàíèö ñëîÿ è ñîïðÿãàåìûõ èì
ïëàñòèí.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìå çàêîíà Ãóêà:

� ij =
E1

1 + � 1

�
" ij +

� 1

1 � 2� 1
"� ij

�
; (4)

ãäå E1, � 1 - ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà òåëà ïëàñòèí 1 è 2; " =
"11 + "22 + "33 - îáúåìíîå ðàñøèðåíèå; � ij - ñèìâîë Êðîíåêåðà; i; j = 1 ; 2; 3.

Äëÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ âçàèìîäåéñòâèÿ 3 îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñ÷èòàåì ñïðà-
âåäëèâûìè äëÿ ñðåäíèõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé:
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�� ij =
E3

1 + � 3

�
�" ij +

� 3

1 � 2� 3
�"� ij

�
: (5)

Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ïðîåêöèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
u1

1 (x1) = u2
1 (x1), u1

2 (x1) = � u2
2 (x1). Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ ðàññìîò-

ðåíèåì òåëà 1. Ñ ó÷åòîì, ÷òî â ñëîå âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ äàííîãî íàãðóæåíèÿ èìååò
ìåñòî u+

1 (x1) = u�
1 (x1), u+

2 (x1) = � u�
2 (x1) èç (4) è (7) ïîëó÷àåì �� 12 = 0 . Â ýòîì

ñëó÷àå ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå:
Z

S1

� � ��"ds +
Z

`

�� 22�u +
2 dx1 + 0 :5� 0

Z

`

�� 11
@�u+1
@x1

dx1 =
Z

L 1

P1 � �udl (6)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (6)-(8) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé
u (x1; x2) â òåëå 1 (ñì. Ðèñ. 1) c ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà åãî òîðöàõ:

u1 (x1)jx1= ` = 0 ; (7)

� 12jx1= ` = 0 ; (8)

� 11jx1= � a = 0 ; (9)

� 12jx1= � a = � P: (10)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ïðèíèìàåì, ÷òî ïîëå ïåðåìåùåíèé â òåëå 1 îïðåäåëåíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (5):

u1 (x1; x2) = u+
1 (x1) � ' (x1) (x2 � � 0/2) ; (11)

u2 (x1; x2) = u+
2 (x1) : (12)

Âõîäÿùèå â ïðåäñòàâëåíèå (11), (12) ïàðàìåòð èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìàëî-
ãî óãëà ïîâîðîòà ìàòåðèàëüíîé íîðìàëè ê ïëîñêîñòè x2 = � 0/2 â òåëå 1. Ñîãëàñíî
ðàñïðåäåëåíèþ (11)-(12) äåôîðìàöèè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå:

"11 (x1; x2) =
du+

1 (x1)
dx1

� ' 0(x1) (x2 � � 0/2) ; (13)

"21 (x1; x2) = "12 (x1) = 0 :5
�

du+
2 (x1)
dx1

� ' (x1)
�

; (14)

"22 (x1; x2) = 0 : (15)

Âûðàæåíèÿ (13), (14), êàê òåîðèÿ Òèìîøåíêî [14] è ðàáîòà [7], ó÷èòûâàþò ñäâèãî-
âûå äåôîðìàöèè è ïîâîðîòû íîðìàëåé â òåëå.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé äëÿ òåëà 1 ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ïîëåé
äåôîðìàöèé (13)-(14):

R

S1

� � ��"ds =

=
R� 0

� a

Rh+ � 0 /2
� 0 /2

�
� 11

�
d�u +

1
dx1

� (x2 � � 0/2) d�'
dx1

�
+ � 12

�
d�u +

2
dx1

� �'
��

dx1dx2+

+
R`

+0

Rh+ � 0 /2
� 0 /2

�
� 11

�
d�u +

1
dx1

� (x2 � � 0/2) d�'
dx1

�
+ � 12

�
d�u +

2
dx1

� �'
��

dx1dx2

(16)
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííûå ñèëû:

Q11 (x1) =
Z h+ � 0 /2

� 0 /2
� 11dx2; (17)

Q12 (x1) =
Z h+ � 0 /2

� 0 /2
� 12dx2; (18)

è îáîáùåííûé ìîìåíò:

M 11 (x1) =
Z h+ � 0 /2

� 0 /2
� 11 (x2 � � 0/2) dx2: (19)

Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ðÿä ñëàãàåìûõ â (16) ñ ó÷åòîì (17)-(19) è òðåòüå ñëàãàåìîå
â ëåâîé ÷àñòè (6):

Z � 0

� a
Q1k

d�u +
k

dx1
dx1 = Q1k �u +

k

�
�x1= � 0
x1= � a �

Z � 0

� a

dQ1k

dx1
�u +

k dx1; (20)

Z `

+0
Q1k

d�u +
k

dx1
dx1 = Q1k �u +

k

�
�x1= `
x1=+0 �

Z `

+0

dQ1k

dx1
�u +

k dx1; (21)

Z � 0

� a
M 11

d�'
dx1

dx1 = M 11�' jx1= � 0
x1= � a �

Z � 0

� a

dM11

dx1
�'dx 1; (22)

Z `

+0
M 11

d�'
dx1

dx1 = M 11�' jx1= `
x1=+0 �

Z `

+0

dM11

dx1
�'dx 1; (23)

Z `

+0
�� 11

d�u +
1

dx1
dx1 = �� 11�u +

1

�
�x1= `
x1=+0 �

Z `

+0

d�� 11

dx1
�u +

1 dx1: (24)

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (6). Íàéäåì âåêòîð íàïðÿæåíèé íà ëåâîì òîðöå êîíñîëè

P1 = � e1 � � = Pe2:

Ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå êîíòóðà ðàáîòà íàïðÿæåíèé ðàâíà:

Z

L 1

P1 � �udl =

� 0 /2Z

h+ � 0 /2

P �u +
2 (� dx2)

�
�
�
�
�
�
�
x1= � a

= Ph�u +
2

�
�

x 1= � a
= Q2�u +

2

�
�
x1= � a (25)

Ïîäñòàâèâ (16), (20)-(25) â (6) è ïðèðàâíÿâ ñëàãàåìûå ïðè ðàâíûõ âàðèàöèÿõ ïðè-
õîäèì ê äâóì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
äëÿ ó÷àñòêàx1 2 [� a; 0):

dM11

dx1
� Q12 = 0 ;

dQ11

dx1
= 0 ;

dQ12

dx1
= 0 ; (26)

äëÿ ó÷àñòêàx1 2 (0; `]:

dM11

dx1
� Q12 = 0 ;

dQ11

dx1
+ 0 :5� 0

d�� 11

dx1
= 0 ;

dQ12

dx1
= �� 22; (27)

ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ:
u+

1

�
�
x1= � 0 = u+

1

�
�
x1=+0 ; (28)
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u+
2

�
�
x1= � 0 = u+

2

�
�
x1=+0 ; (29)

' + jx= � 0 = ' + jx=+0 ; (30)

M 11jx1= � 0 = M 11jx1=+0 ; (31)

Q12jx1= � 0 = Q12jx1=+0 ; (32)

Q11jx1= � 0 = ( Q11 + 0 :5� 0 �� 11)jx1=+0 ; (33)

è åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Q12jx1= � a = � Q2; (34)

Q11jx1= � a = 0 ; (35)

M 11jx1= � a = 0 : (36)
Íà ïðàâîì òîðöå ðàññìàòðèâàåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u+
1

�
�
x1= ` = 0 ; (37)

' jx1= ` = 0 ; (38)

Q12jx1= ` = 0 : (39)

Ñ ó÷åòîì (13)-(15) è óñëîâèÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè "33 = 0 , îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ (4) çàïèøåì â âèäå:

� 11 = D
�

du+
1 (x1)
dx1

� ' 0(x1) (x2 � � 0/2)
�

; (40)

� 12 = L
�

du+
2 (x1)
dx1

� ' (x1)
�

; (41)

ãäåD = E1 (1� � 1 )
(1+ � 1 )(1 � 2� 1 ) ; L = E1

2(1+ � 1 ) :
Èç (5) ïîëó÷èì ñâÿçü íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëîå âçàèìîäåéñòâèÿ è åãî ãðàíè÷-

íûì ïåðåìåùåíèåì:

�� 11 = D1
du+

1

dx1
+ D2u+

2 ; (42)

�� 22 = C1u+
2 + C2

du+
1

dx1
; (43)

ãäåD1 = E3 (1� � 3 )
(1+ � 3 )(1 � 2� 3 ) , D2 = 2E3 � 3

(1+ � 3 )(1 � 2� 3 )� 0
, C1 = 2E3 (1� � 3 )

(1+ � 3 )(1 � 2� 3 )� 0
, C2 = E3 � 3

(1+ � 3 )(1 � 2� 3 ) .

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ îáîáùåííûõ ñèë è ìîìåíòîâ:

Q11 (x1) =
Z h+ � 0 /2

� 0 /2

�
D

�
du+

1

dx1
� ' 0(x2 � � 0/2)

��
dx2 = D

�
h

du+
1

dx1
�

h2

2
' 0

�
; (44)
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Q12 (x1) =
Z h+ � 0 /2

� 0 /2
L

�
du+

2

dx1
� '

�
dx2 = Lh

�
du+

2

dx1
� '

�
; (45)

è ìîìåíòîâ:

M 11 (x1) =
Rh+ � 0 /2

� 0 /2

�
D

�
du+

1
dx1

� ' 0(x2 � � 0/2)
��

(x2 � � 0/2) dx2 =

= D
�

h2

2
du+

1
dx1

� h3

3 ' 0
�

:
(46)

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (26)-(33) ñ ó÷åòîì (42)-(46) ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëü-
íî òðåõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé: u+

1 (x1), u+
2 (x1), ' (x1). Êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ

âõîäèò â ñèñòåìó ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé âêëþ÷èòåëüíî è äëÿ èõ îäíîçíà÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ íåîáõîäèìî øåñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (34)-(39) äàþò
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñèñòåìó (26) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (34-
36) è âûðàæåíèé (44-46), íàõîäèì çíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíîãî è ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðå-
ìåùåíèé ( u+

1 è u+
2 ), óãëà ïîâîðîòà íîðìàëè ê êîíñîëè ( ' ), ïðè x1 2 [a; 0):

u+
1 =

h
2

' + k3; (47)

u+
2 =

Q2(x1 + a)3

6S
+ k1x1 + k2; (48)

' =
Q2

Lh
+

Q2(x1 + a)2

2S
+ k1; (49)

ãäåk1; k2; k3 - ïîñòîÿííûå; S = Dh 3

12 .
Èç ñèñòåìû (27) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ ó÷àñòêàx1 2 (0; `]:
�

' 00= K 1' � K 2u2;�
u+

2

� 00= K 3' 0� K 4u2 + C2
Lh b1;

(50)

ãäå b1 - ïîñòîÿííàÿ, K 1 = C1 (2Dh + � 0D 1 )� � 0D 2C2
Lh (2Dh + � 0D 1 ) , K 2 = C2Dh 2+ Lh (2Dh + � 0D 1 )

Lh (2Dh + � 0D 1 ) , K 3 =
6Lh (2Dh + � 0D 1 )
Dh 3 (Dh +2 � 0D 1 ) , K 4 = 3Dh 2 � 0D 2+6 Lh (2Dh + � 0D 1 )

Dh 3 (Dh +2 � 0D 1 ) .
Ñèñòåìó (50) ñâîäèì ê ñèñòåìå ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîòîðîé

íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

� 1;2 = �

vu
u
t K 1 + K 3 � K 2K 4

2
+

s
(K 2K 4 � K 1 � K 3)2 � 4K 1K 3

4
;

� 3;4 = �

vu
u
t K 1 + K 3 � K 2K 4

2
�

s
(K 2K 4 � K 1 � K 3)2 � 4K 1K 3

4
:

Ðåøåíèå (50) çàïèøåì â âèäå:

u+
2 = S1e� 1x1 + S2e� 2x1 + S3e� 3x1 + S4e� 4x1 �

C2

LhK 1
b1; (51)

' = S1B1e� 1 ` + S2B2e� 2 ` + S3B3e� 3 ` + S4B4e� 4 ` ; (52)
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u+
1 = S1B5e� 1x1 + S2B6e� 2x1 + S3B7e� 3x1 +

+ S4B8e� 4x1 + b1x1

�
1 + � 0D 2C2

LhK 1 (2Dh + � 0D 1 )

�
+ b2;

(53)

ãäåb2 - ïîñòîÿííàÿ,
B i = � i + K 1=� i ; i = 1 ::4;

B i =
�

B j Dh 2 � � 0D2/ � j

2Dh + � 0D1

�
; i = 5 ::8; j = 1 ::4:

Òàêèì îáðàçîì, ÍÄÑ êîíñîëè è ñëîÿ íà äàííîì ó÷àñòêå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
øåñòüþ ïîñòîÿííûìè S1; S2; S3; S4; b1; b2.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ (33), ïîëó÷àåì b1 = 0 .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøèõñÿ ïîñòîÿííûõ â ðåøåíèè (47)-(49) è (51)-(53) ñîñòàâèì

ñèñòåìó âîñüìè óðàâíåíèé èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé (28-32) è ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé íà ïðàâîì òîðöå (37-39):

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

S1

�
B 5
2 � hB 1

3

�
+ S2

�
B 6
2 � hB 2

3

�
+ S3

�
B 7
2 � hB 3

3

�
+ S4

�
B 8
2 � hB 4

3

�
= Q2a

Dh 2

S1(� 1 � B1) + S2(� 1 � B1) + S3(� 1 � B1) + S4(� 1 � B1) = � Q2
Lh

S1B1e� 1 l + S2B2e� 2 l + S3B3e� 3 l + S4B4e� 4 l = 0
S1B5e� 1 l + S2B6e� 2 l + S3B7e� 3 l + S4B8e� 4 l + b2 = 0
S1e� 1 l (� 1 � B1) + S2e� 2 l (� 1 � B1) + S3e� 3 l (� 1 � B1) + S4e� 4 l (� 1 � B1) = 0
Q2a3

6S + k3 = S1 + S2 + S3 + S4
Q2
Lh + Q2a2

2S + k2 = S1B1 + S2B2 + S3B3 + S4B4
Q2
2L + Q2ha2

4S + k2h
2 + k1 = S1B5 + S2B6 + S3B7 + S4B8 + b2

(54)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (54) çàïèøåì â âèäå:

S1 =
Q2(6La(� 3 � B3)(e2� 3 ` � 1) + Dh� 3(3B7 � 2B3h)(e2� 3 ` + 1))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
;

S2 =
Q2e2� 1 ` (6La(� 3 � B3)(e2� 3 ` � 1) + Dh� 3(3B7 � 2B3h)(e2� 3 ` + 1))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
;

S3 = �
Q2(6La(� 1 � B1)(e2� 1 ` � 1) + Dh� 1(3B5 � 2B1h)(e2� 1 ` + 1))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
;

S4 = �
Q2e2� 3 ` (6La(� 1 � B1)(e2� 1 ` � 1) + Dh� 1(3B5 � 2B1h)(e2� 1 ` + 1))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
;

k1 =
(2B5 � B1h)(6LaB 13(� 3 � B3) + DhB 11B16)

4LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
�

�
(2B7 � B3h)(6LaB 13(� 1 � B1) + DhB 11B15)

4LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
;

k2 =
Q2(6La(B14(B1(� 3 � B3) � B3(� 1 � B1))) + Dh(B1B11B16 � B3B12B15))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
�

�
Q2

Lh
�

Q2a2

2S
;

k3 =
Q2(6La(� 3 � B3)(B16 + B15) + DhB 13(B12 � B11))

2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1)
�

Q2a3

6S
;
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b2 = 0 ;
ãäå:
B9 = ((( � B1 � B3)h + 3B 5

2 + 3B 7
2 )� 3 + B3(hB1 � 3B 5

2 )) � 1 + � 3B1(hB3 � 3B 7
2 );

B10 = ((( B1 � B3)h � 3B 5
2 + 3B 7

2 )� 3 � B3(hB1 � 3B 5
2 )) � 1 + � 3B1(hB3 � 3B 7

2 );
B11 = � 3(3B7 � 2B3h), B12 = � 1(3B5h � 2B1h); B13 = ( e2� 1 ` + 1)( e2� 3 ` + 1) ;
B14 = ( e2� 1 ` � 1)(e2� 3 ` � 1); B15 = ( e2� 1 ` + 1)( e2� 3 ` � 1); B16 = ( e2� 1 ` � 1)(e2� 3 ` + 1) :

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ ðàñ÷åòà ðàññìîòðèì êîìïîçèò
ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîíñîëåé: E1 = 2 � 1011 Ïà, � 1 = 0 :3, è àäãåçèîííîãî
ñëîÿ: E3 = 9 � 109 Ïà, � 3 = 0 :3. Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîèñòîãî êîìïîçèòà
âûáèðàåì ñëåäóþùèìè: ` = 0 :5, a = 0 :05, h = 0 :05.

Íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé âåðõíåé ãðàíèöû ñëîÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè
åäèíè÷íîé âíåøíåé íàãðóçêè. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ îòíåñåíû ê
âåëè÷èíå âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ íà ëåâîì òîðöå ñëîÿ. Êîîðäèíàòà ïî îñè àáñöèññ
îòíåñåíà ê òîëùèíå ñëîÿ.

Ðèñ. 2. Ïåðåìåùåíèÿ ñëîÿ ïðè � 1=0.3:1 - âåð-
òèêàëüíûå, 2 � ãîðèçîíòàëüíûå.

Ðèñ. 3. Ïåðåìåùåíèÿ ñëîÿ ïðè � 1=0: 1 � ãî-
ðèçîíòàëüíûå, 2 - âåðòèêàëüíûå.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ÀÑ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ñëîèñòîãî êîì-
ïîçèòà ïîêàçàíî íà Ðèñ.4 è Ðèñ.5. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé îòíåñåíû
ê âåëè÷èíå íàïðÿæåíèÿ �� 22 íà ëåâîì òîðöå ñëîÿ. Êîîðäèíàòà ïî îñè àáñöèññ îòíåñåíà
ê òîëùèíå ñëîÿ.

Èç àíàëèçà ïðåäñòàâëåííûõ çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî ó÷åò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ â ÀÑ.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, èç (42) è (43) îïðåäåëÿåì íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå
â âåðøèíå ñëîÿ âçàèìîäåéñòâèÿ:

�� 11jx1=0 =
Q2(K 7D3 � K 8D4)

2LDh 2(B13(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B14(e2`(� 1+ � 3 ) � 1))
(55)

�� 22jx1=0 =
Q2(K 7C3 � K 8C4)

2LDh 2(B13(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B14(e2`(� 1+ � 3 ) � 1))
(56)

ãäå:
K 7 = 6LaB 15(� 3 � B3)+ DhB 11B13; K 8 = 6LaB 16(� 1 � B1)+ DhB 12B13; D3 = D1� 1B5 +
D2, D4 = D1� 3B7 + D2, C3 = C2� 1B5 + C1, C4 = C2� 3B7 + C1.
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Ðèñ. 4. Íàïðÿæåíèÿ â ñëîå ïðè � 1=0.3:1 � íà-
ïðÿæåíèÿ îòðûâà, 2 � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ.

Ðèñ. 5. Íàïðÿæåíèÿ â ñëîå ïðè � 1=0: 1 � íà-
ïðÿæåíèÿ îòðûâà, 2 � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ïðèðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè â âåðøèíå ñëîÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ:

' =
1
2

(�"11�� 11 + �"22�� 22) (57)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÝÏ [19]:

2
 = � 0': (58)

Ïîäñòàâèì (55)-(57) â (58). Âûðàçèì ðàñêëèíèâàþùóþ ñèëó ÷åðåç ÝÏ:

Q2 =
2LDh 2(B9(e2� 1 ` � e2� 3 ` ) + B10(e2`(� 1+ � 3 ) � 1))

p
2E


p
� 0(K 2

7(D 2
3 + C2

3) � 2K 7K 8(D3D4 + C3C4) + K 2
8(D 2

4 + C2
4))

: (59)

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ðàñêëèíèâàþùåãî óñèëèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
òîëùèíû ÀÑ.

� 0 10� 2 5 � 10� 3 10� 3 5 � 10� 4 10� 4

Q2 (Í/ì) 1 1 1 1 1

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé ñèëû îò òîëùèíû ÀÑ.

Èç ðåçóëüòàòîâ çíà÷åíèé ðàñêëèíèâàþùåé ñèëû â òàáëèöå âèäíî, ÷òî åå âåëè÷èíà
íå çàâèñèò îò òîëùèíû ñëîÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè îáðàçöà. Â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè îáðàçöà ñèëà Q2 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ
Qc

2, à 2
 - 2
 C .
Äëÿ âûðåçà â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçðåçà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû èìååò âû-

ðàæåíèå:

QC
2 =

h3/2

2
p

3a
K IC ; (60)

ãäåK IC - âÿçêîñòü ðàçðóøåíèÿ.



40 À. À. ÀÁÄÓÐÀÕÌÀÍÎÂ, Â. Â. ÃËÀÃÎËÅÂ

Èç (59) è (60) ïîëó÷àåì îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ è ýíåðãå-
òè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

f
� a

h

�
= K 2

IC
E
 =

=
�

4LDh 2 (B 13 (e2� 1 ` � e2� 3 ` )+ B 14 (e2` ( � 1+ � 3 ) � 1))
p

6a

h
p

h� 0 (K 2
7 (D 2

3 + C2
3 )� 2K 7K 8 (D 3D 4+ C3C4 )+ K 2

8 (D 2
4 + C2

4 ))

� 2 (61)

Â ðàáîòå [18] áûëî íàéäåíî âûðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ àíàëîãè÷-
íîé çàäà÷è â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà � 1 = � 3 = 0 , E1 = E2 = E3, è ` ! 1 . Íèæå
ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ÝÏ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ:

2
 1 =

0

@
Q22

� p
3a

h + 1p
2

�

Eh

1

A

2

(62)

Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ f: 1 - ïðè � 3=0.3, 2 - ïðè
� 3=0

Ðèñ. 7. Îòíîñèòåëüíîå ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîèç-
âåäåíèå: 1 - ïðè � 3=0.3, 2 - ïðè � 3=0

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå ôóíêöèè f â çàâèñèìîñòè îò äëèíû a, ñåãìåíòà
áàëêè íå âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ àäãåçèîííûì ñëîåì, ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ äëè-
íû ñåãìåíòà ê âûñîòå áàëêè

� a
h

�
. Îòíîøåíèå òîëùèíû àäãåçèîííîãî ñëîÿ ê âûñîòå

áàëêè
�

� 0
h

�
ðàâíÿëîñü çíà÷åíèþ 5� 10� 5. Ãðàôèê 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòíûì çíà÷åíè-

ÿì, à ãðàôèê 2 � íóëåâûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ðàâåíñòâà ìîäóëåé
óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ êîìïîçèòà.

Íà Ðèñ.7 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå ÝÏ â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ÀÑ. Òîëùèíà ÀÑ
èçìåíÿëàñü â ïðåäåëàõ îò 5 � 10� 8 äî 5 � 10� 2. Çíà÷åíèÿ ÝÏ îòíåñåíû ê çíà÷åíèþ ÝÏ
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà � 0 = 5 � 10� 8 è � = 0 :3.

Ðåçóëüòàòû Ðèñ. 7 äàåò íåïëîõîå ñîîòâåòñòâèå ôîðìóë (58) è (62) ïðè íóëåâûõ
çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ðàâåíñòâà ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ êîì-
ïîçèòà. Îäíàêî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ðàçëè÷èå â ìîäóëÿõ
óïðóãîñòè ÀÑ è ñîïðÿãàåìûõ èì ìàòåðèàëîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàçëè÷èþ
ÝÏ, âû÷èñëÿåìîìó ïî ôîðìóëàì (58) è (62).

Äàííûé ðåçóëüòàò äàåò ñâÿçü ìåæäó êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ è ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà.
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Çàêëþ÷åíèå. Èç íàéäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëåé ïåðåìåùåíèé ãðàíèöû ÀÑ ïîëó-
÷åíû çàâèñèìîñòè ÝÏ íà òîðöå ñëîÿ. Ðàññìàòðèâàÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÝÏ â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ òîíêîãî ÀÑ, ìîæíî â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå ïðîâîäèòü
ðàñ÷åòû áåç ôèêñàöèè çíà÷åíèÿ òîëùèíû ÀÑ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò êðèòè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ ÀÑ ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì. Òàê â îáðàçöå ñ çàäàííûìè ãåîìåòðè÷åñêè-
ìè è ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè � �

0 = � 0/ h � 10� 5 èç ýêñïåðèìåíòà ìîæíî
íàéòè âíåøíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó. Ïî äàííîé íàãðóçêå íàõîäèòñÿ êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ÝÏ. Äëÿ îáðàçöîâ, âûáèðàÿ ëþáîé îòíîñèòåëüíûé ïàðàìåòð èç äèàïàçîíà
� 0 2 (0; � �

0], ïðè äàííîì âèäå íàãðóæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ âíåøíþþ
íàãðóçêó, ñîïîñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ÝÏ íà òîðöå ñëîÿ ñ êðèòè÷åñêèì.
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MODEL OF FINDING THE STRESSED-DEFORMED STATE OF THE
ADHESION LAYER AT NORMAL SEPARATION

Tula State University, Tula, Russia

Abstract. A model of deformation of a layered composite is considered on the basis of the concept
of an interaction layer in a linearly elastic formulation with normal separation. From the variational
formulation of the equilibrium problem for two bodies connected by means of a thin layer, taking
into account the simplifying hypotheses of the distribution of the console displacement �eld, a
system of di�erential equations is obtained. From the analytical solution of the resulting system,
the possibility of using the energy product as a criterion for the destruction of the adhesive layer
is analyzed.

Keywords : normal separation, interaction layer, layered composite, energy product.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èçîãíóòîé îñè áàëêè ñ ïå-
ðåìåííûì ñå÷åíèåì ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå. Ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ó÷èòûâàþùå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå. Ïîëó÷åííûé ðÿä îáëàäàåò õîðîøåé ñõîäèìîñòüþ è åå ñîõðàíåíèåì
ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : ÷èñòûé èçãèá, áàëêà ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì, ðÿäû Ôóðüå, îðòîãîíàëüíûå
ïîëèíîìû, ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

DOI : 10.26293/chgpu.2019.41.3.001

ÓÄÊ : 539.311

Ââåäåíèå. Óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè áàëêè ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì [1, c. 293] øè-
ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå è èìååò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Êëàññè÷åñêèé
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä [2, c. 139] ñâîäèò óðàâíåíèå ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ÷àñòî íå ìîæåò áûòü ÿâíî ðåøåíà. Ñðåäè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû è
èì ïîäîáíûå [3, ñ. 237]. Îíè ïîçâîëÿþò íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, íî èìåþò îãðà-
íè÷åíèÿ ïî óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùèé ñòàòüå áóäåò îïèñàí íîâûé
ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàííûé íà ðÿäàõ Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì, íî ñî ñïå-
öèàëüíûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè âêëþ÷àþùèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð è
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîäîáíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîäåðæàùèå äîïîëíèòåëüíûå
ñëàãàåìûå ðàññìàòðèâàëèñü ðàííåå [4-6], íî îòñóòñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà â íèõ íå ïîçâîëÿëî ðàñêðûòü ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ýòèõ ñëàãàåìûõ è èñïîëüçîâàòü
äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

© Èâàíîâ Ï. Ñ., Ïðîêîïüåâ Â. È., 2019
Èâàíîâ Ïàâåë Ñåðãååâè÷
e-mail: ar1on@mail.ru, àñïèðàíò, ïðåïîäàâàòåëü, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîñêîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ.
Ïðîêîïüåâ Âàëåðèé Èâàíîâè÷
e-mail: viprokopiev@mail.ru, êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, Íàöèîíàëüíûé èññëå-
äîâàòåëüñêèé Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ.

Ïîñòóïèëà 05.07.2019
44



ÎÁÙÅÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÈÇÎÃÍÓÒÎÉ ÎÑÈ ÁÀËÊÈ 45

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè áàëêè ñ ïåðåìåííûì
ñå÷åíèåì ñ êîððåêòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàïèñàííûìè â îáùåì âèäå:

d2

dx2

�
EI (x)

d2u
dx2

�
= q(x) (1)

(
L 1ujx=0 = f 1

L 2ujx=0 = f 2
(2)

(
L 3ujx= l = f 3

L 4ujx= l = f 4
(3)

ãäåu(x) - ôóíêöèÿ ïðîãèáà, l - äëèíà áàëêè, EI (x) - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü áàëêè,q(x)
- ðàñïðåäåëåííàÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà, f i 2 R(i = 1 ; 2; 3; 4). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî EI (x)
- ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à q(x) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. f L i g

4
x=1 - ëè-

íåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íå âûøå 3-ãî
ïîðÿäêà, ò.å. L i =

P 3
j =0 aij (x) dj

dx j , è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàðøèé íåíóëåâîé êîýôôè-
öèåíò ðàâåí 1.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

Lu =
d4u
dx4 + 2

EI 0(x)
EI (x)

d3u
dx3 +

EI 00(x)
EI (x)

d2u
dx2 =

q(x)
EI (x)

(4)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ òîì, ÷òî ôóíêöèè u(x)
äëÿ âñåâîçìîæíûõ q(x) ïîðîæäàþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S (ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè
óðàâíåíèÿ (4) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2),(3)). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå S â ñëåäóþùåì âèäå

hf; g i =
Z 1

� 1
Lf � Lgdx + f (0)g(0) + f 0(0)g0(0) + f 00(0)g00(0) + f 000(0)g000(0) (5)

Ââåäåì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ f qi (x)g1
i =0 îðòîíîðìèðîâàííóþ â (5), òî åñòü hqi ; qj i = � ij ,

ãäå � ij - ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåíèâ ïðîöåññ îð-
òîãîíàëèçàöèè Ãèëüáåðòà-Øìèäòà[7, ñ. 140] ê ñèñòåìå ñòåïåííûõ ôóíêöèé

�
x i

	 1
i =0 .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà f qi (x)g1
i =0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå S, à çíà÷èò ëþáîé ýëå-

ìåíò ïðîñòðàíñòâà S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî äàííîé ñèñòåìå.
Äàëåå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4),ãäå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

8
>>><

>>>:

u(0) = A
u0(0) = B
u00(0) = C
u000(0) = D

(6)

ãäåA; B; C; D - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå

u(x) =
1X

i =0

ci qi (x); (7)

ãäå

ci = hu; qi i =
Z 1

� 1
Lu � Lqi dt + u(0)qi (0) + u0(0)q0

i (0) + u00(0)q00
i (0) + u000(0)q000

i (0): (8)



46 Ï. Ñ. ÈÂÀÍÎÂ, Â. È. ÏÐÎÊÎÏÜÅÂ

Ïîäñòàâëÿÿ (4) è (6) â (8) ïîëó÷èì

ci = hu; qi i =
Z 1

� 1
q(t) � Lqi dt + Aqi (0) + Bq0

i (0) + Cq00
i (0) + Dq000

i (0): (9)

Ïîäñòàâèì (9) â (7) è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ D (n;m ) (t; x ) =
1P

i =0
q(n) (t)q(m) (x) - ÿäðî Äèðè-

õëå, u0(x) =
R1

� 1 q(t) � LD (0;0)(t; x )dt, ïîëó÷èì

u(x) = u0(x) + A � D (0;0)(0; x) + B � D (1;0)(0; x)+

+ C � D (2;0)(0; x) + D � D (3;0)(0; x): (10)

Òàê êàê A; B; C; D - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, ìîæíî èõ ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû u(x)
óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è (3), òåì ñàìûì ðåøèâ êðàåâóþ çàäà÷ó (1)-
(3). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü (10) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ðåøèòü ïîëó÷åííóþ
ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

A L i D (0;0)(0; x)
�
�
�
x=0

+ B L i D (1;0)(0; x)
�
�
�
x=0

+ C L i D (2;0)(0; x)
�
�
�
x=0

+

+ D L i D (3;0)(0; x)
�
�
�
x=0

= f i � L i u0jx=0 ; (i = 1 ; 2)

A L i D (0;0)(0; x)
�
�
�
x= l

+ B L i D (1;0)(0; x)
�
�
�
x= l

+ C L i D (2;0)(0; x)
�
�
�
x= l

+

+ D L i D (3;0)(0; x)
�
�
�
x= l

= f i � L i u0jx= l ; (i = 3 ; 4)

(11)

Ïðèìåð. Ïóñòü l = 4 , EI = 1 + x3, q(x) = sin( �x ). Íà êîíöå x = 0 - æåñòêîå
çàêðåïëåíèå, à íà x = 2 - ñâîáîäíûé êîíåö, ò.å.

8
>>><

>>>:

u(0) = 0
u0(0) = 0
M (l) = EI (l )u00(l ) = 0
Q(l) = EI (l )u00(l ) + EI (l )u000(l ) = 0

Óðàâíåíèå (4) ïðèìåò âèä

Lu =
d4u
dx4 +

6x2

1 + x3

d3u
dx3 +

6x
1 + x3

d2u
dx2 =

sin(�x )
1 + x3

Íàõîäèì f qi (x)g1
i =0 , êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå â ñòàòüå. Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà áûëè

âû÷èñëåíû 16 ýëåìåíòîâ, ïðèâåäåì ïåðâûå ïÿòü èç íèõ:

q0 = 1

q1 = x

q2 = 0 :146385x2

q3 = 0 :0481677x3 � 0:257959x2

q4 = 0 :0195747x4 � 0:1040009x3 + 0 :10598x2
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Òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ x = 0 ñîâïàäàþò ñ (11), òî A = 0 è B = 0 . Ïîäñòàâ-
ëÿåì f qi (x)g16

i =0 â ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ èç (11), ïîëó÷èì ñèñòåìó
(

0:999996� C + 1 :999986� D = � 0:636618
� 1:119541� 10� 6C + 0 :999994� D = 1 :191711� 10� 6

Â èòîãå èìååì C = � 0:636621è D = 4 :7899� 10� 7.
Íà ñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû u(x), M (x) = EI (x)u00(x), Q(x) =

(EI (x)u00(x))0 è EI (x)Lu (x).

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ u(x)

Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ M (x)
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Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ Q(x)

Ðèñ. 4. Ôóíêöèÿ EI (x)Lu (x)

Äèñêóññèÿ è âûâîäû. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2)-(4) íàìè áûëî ââåäåíî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (5). Îòìåòèì êëþ÷åâûå îòëè÷èÿ åãî îò êëàññè÷åñêîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L 2[a; b][8, c. 382] ïðèìåíÿåìîãî äëÿ êëàññè÷åñêèõ
ðÿäîâ Ôóðüå (òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà), à òàêæå ñâÿçü ñ ðåøå-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ îíî âêëþ÷àåò ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L , ÷òî îòðàæàåò
íåîáõîäèìîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà íå òîëüêî äëÿ u(x), íî è ïðîèçâîäíûõ äî 4-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñîì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è áóäåò ðàññìîòðåíî â áóäóùèõ ñòàòüÿõ.
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Âî-âòîðûõ ÷åòûðå ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (5) õàðàêòåðèçóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Íå ñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî èç ôîðìóëû (10), ñëåäóåò ÷òî

�
D (i; 0)(0; x)

	 3
i =0 - ðåøåíèÿ

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lu = 0 , êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå èç (6) ðàâíî 1, à
îñòàëüíûå íîëü. Ò.å. èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ - îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Lu = 0 , ÷òî îòðàæåíî â ôîðìóëå (10).

Â-òðåòüèõ â ôîðìóëå (10) u0(x) =
R1

� 1 q(t) �LD (0;0)(t; x )dt îòðàæàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (2)-(4). Îòìåòèì, ÷òî, åñëè ïðèíÿòü A = B = C = D = 0 , òî u(x) =R1

� 1 q(t) � LD (0;0)(t; x )dt, è ñëåäîâàòåëüíî LD (0;0)(t; x ) ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé
Ãðèíà çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4), ýòî òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5) áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ (4), íî ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáÿçàòåëüíûì. Ìîæíî ñðàçó ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2)-(3) â âèäå

hf; g i =
Z 1

� 1
Lf � Lgdx + L 1f jx=0 L 1gjx=0 + L 2f jx=0 L 2gjx=0 + L 3f jx= l L 3gjx= l +

+ L 4f jx= l L 4gjx= l (12)

È íàéäÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ f qi (x)g1
i =0 , ìîæ-

íî ñðàçó íàéòè îòâåò äëÿ u(x)

u(x) = u0(x) + f 1 � L 1D (0;0)(t; x )
�
�
�
t=0

+ f 2 � L 2D (0;0)(t; x )
�
�
�
t=0

+

+ f 3 � L 3D (0;0)(t; x )
�
�
�
t= l

+ f 4 � L 4D (0;0)(t; x )
�
�
�
t= l

: (13)

Íî òàêîå ðåøåíèå õîòü è ïðîùå, íî îáëàäàåò âàæíûì íåäîñòàòêîì äëÿ ïðàêòè÷åñêî-
ãî ïðèìåíåíèÿ. Áîëüøàÿ ÷àñòü âðåìåíè ïðè ðàñ÷åòå óõîäèò íà íàõîæäåíèå ñèñòåìû
f qi (x)g1

i =0 ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà. Åñëè q(x) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé èëè èìåþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûå íàãðóçêè, ïðèäåòñÿ ðàçáèòü
áàëêó íà ó÷àñòêè è íà êàæäîì èç íèõ áóäóò ñâîè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñî-
ïðÿæåíèÿ. Ïîíàäîáèòñÿ âû÷èñëÿòü îòäåëüíî îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà êàæäîì
ó÷àñòêå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âðåìÿçàòðàòíûì.

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (÷èñòûé èçãèá
êîìïîçèòíîé áàëêè ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì) è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (êîëåáàíèÿ áàëêè ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì).
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THE GENERAL SOLUTION FOR THE EULER�BERNOULLI EQUATION OF
BEAM WITH VARIABLE CROSS-SECTION USING FOURIER SERIES

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. A new method for solving of the Euler�Bernoulli equation of beam with variable cross-
section using Fourier series is considered. A special scalar product is introduced taking into account
the di�erential equation and boundary conditions, which allows to obtain a solution in the form of
a Fourier series. The resulting series has good convergence and its retaining after di�erentiation.
Keywords : pure bending, beam with variable cross-section, Fourier series, orthogonal polynomials,
linear di�erential operator.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2019. • 3 (41). Ñ. 51�60

Ê. Í. Ïåñòîâ, Î. Í. Ëþáèìîâà, Ì. Â. Îñòàíèí

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÒÈÏÀ
ÑÒÅÔÀÍÀ

Äàëüíåâîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã.Âëàäèâîñòîê, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äâóõôàçíûõ çàäà÷ òèïà Ñòå-
ôàíà ñ îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþùèìè è èçìåíÿþùèìèñÿ íåñêîëüêèìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà
ôàç. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â âåäåíèè â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äîïîëíèòåëüíîé ôóíêöèè
� èñòî÷íèêà òåïëà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà è ÷èñëåííî
íàõîäèòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëîæåííîìó
ìåòîäó çàäà÷ ñ èìïóëüñíûì èñòî÷íèêîì è äâóìåðíîé çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè
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â òàëîå (âîäà). Â ðåçóëüòàòå îäíîé èç çàäà÷ ïðè ôîðìèðîâàíèè ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå ãðàíèö îáëàñòåé ìåðçëûõ è òàëûõ ðàññìàòðèâàåìîãî ñîîðóæåíèÿ. Ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ïîäîáíûõ ÿâëåíèé ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ
ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç: ñêâîçíîé ñ÷åò è ÿâíîå âûäåëåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç. Ìåòîäû
ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ ñïîñîáíû âûÿâèòü âàæíûå îñîáåííîñòè òåðìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ, îäíàêî îïèñàíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé òåìïåðàòóðû è äèíàìèêè
ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè òàêîì ïîäõîäå íåâîçìîæíî. ×èñëåííûå
ìåòîäû, âòîðîãî ïîäõîäà êàê ïðàâèëî îáëàäàþò âûñîêîé òî÷íîñòüþ âûäåëåíèÿ ìåæ-
ôàçíîé ãðàíèöû, íî ñòàíîâÿòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè âåñüìà ñëîæíûìè â ñëó÷àå ìíîãî-
ôàçíûõ è ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ èëè äëÿ ñëó÷àÿ öèêëè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû
íà ãðàíèöå, êîãäà ÷èñëî íåìîíîòîííî äâèæóùèõñÿ ôðîíòîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî,
ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñëèâàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì èëè èñ÷åçàòü. Ñðåäè íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ: ìåòîä ëîâëè ôðîíòà â óçåë ñåòêè [1], ìåòîäû àäàïòèâíîé ñåòêè
[2], âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòà [3] è äðîáíûõ øàãîâ [4]. Ìåòîä ëîâëè ôðîíòà â óçåë ñåòêè
èìååò äâà âàðèàíòà ðåàëèçàöèè, êîãäà çàäàåòñÿ âðåìåííîé øàã, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ñåòêà ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ôðîíò ïîïàë â óçåë è íàîáîðîò, êîãäà âðåìåííîé øàã
ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ôðîíò ïîïàë â óçåë ñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòåêè.
Îáà âàðèàíòà îãðàíè÷åíû ñëó÷àåì òîëüêî îäíîãî ìîíîòîííî ìåíÿþùåãîñÿ ôðîíòà.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ àäàïòèâíîé ñåòêè âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à íà
êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ñòðîèòü ¾õîðîøóþ¿ ñåòêó, ïðè÷åì äëÿ ñëîæíûõ îáëàñòåé çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ìîæåò ïî ñëîæíîñòè ïðåâîñõîäèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó. Ìåòîäû
âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ îñíîâàíû íà çàìåíå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òàê ÷òî-
áû èñõîäíàÿ çàäà÷à â îáëàñòè ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé ïåðåõîäèëà â óæå äðóãóþ
çàäà÷ó, îïðåäåëåííîé â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ìåòîä òîæå èìååò îãðàíè÷åíèå ïî
÷èñëó ôðîíòîâ. Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÷èñëåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðûì ñèìáèîçîì ñêâîçíûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà ëîâëè ôðîíòà â óçåë ñåòêè. Ìåòîä ìîæíî
ïðèìåíÿòü äëÿ ñëó÷àÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ôðîíòîâ, êàê äëÿ îäíîìåðíûõ, òàê è äëÿ
ìíîãîìåðíûõ çàäà÷

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì Ìàòåðèàëüíîå òåëî â âèäå îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ, äâóìåðíîé ïëàñòèíû

èëè òðåõìåðíîé îáëàñòè ñäåëàíî èç ìàòåðèàëà, òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: c+ ; c� � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, � + ; � � � ïëîò-
íîñòü, � + ; � � � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâåííî æèäêîé è òâåðäîé
ôàç, T � ; Q� � òåìïåðàòóðà è ñêðûòàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ c; �; � îò òåìïåðàòóðû ìîæ-
íî íå ó÷èòûâàòü è ââåñòè êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè a = �= (c� )

Òåëî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî îäíîâðåìåííî ñóùå-
ñòâóþùèõ òâåðäûõ è æèäêèõ çîí, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ïîâåðõíîñòÿì ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà S(t) =

�
xjT(x; t ) = T �

	
. Îáúåäèíåíèå âñåõ òâåðäûõ çîí îáîçíà÷èì ÷åðåç


 l (t) =
�

xjT(x; t ) < T �
	

, à îáúåäèíåíèå æèäêèõ ÷åðåç 
 s(t) =
�

xjT(x; t ) > T �
	

. Â
ïðîöåññå òåïëîïåðåäà÷è ìîæåò ìåíÿòüñÿ êàê ïîëîæåíèå ôðîíòîâ, òàê è èõ êîëè÷å-
ñòâî: ìîãóò ðîæäàòüñÿ íîâûå, èñ÷åçàòü èëè ñëèâàåòñÿ â îäèí. Êàæäûé ôðîíò � ýòî
îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü, òàêàÿ ÷òî S(t) =

�
xjT(x; t ) = T �

	
. Åñëè ôðîíòîâ íåò, òî

òåëî íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ â òâåðäîì èëè æèäêîì ñîñòîÿíèè.
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Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû âíóòðè êàæäîé èç ôàç îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðî-
âîäíîñòè

c� =
@T
@t

= � � T; x 2 
 l (t) [ 
 s(t)

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå íà ãðàíèöå ôàçîâîãî ïåðåõîäà çàäàþòñÿ äâà óñëîâèÿ.
Ïåðâîå � óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû [T]s = 0 ò.å. ñêà÷îê òåìïåðàòóðû ðàâåí

íóëþ. Âòîðîå � ýòî óñëîâèå Ñòåôàíà
�
� @T

@n

�

s
= Q� @�

@t , ãäå � � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ

ôðîíòà è n � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S.
Ïîñòðîèì ìîäåëü ôàçîâîãî ïåðåõîäà áåç óñëîâèÿ Ñòåôàíà. Äîîïðåäåëèì (ñãëàäèì)

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� =

8
><

>:

� + ; åñëèT � T � � T0

� � ; åñëèT � � T0 � T � T � + T0

� � ; åñëèT � T � + T0

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ìàëûé îáúåì òåëà � V Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t � îí äîñòèã
òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ, òîãäà óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ñ ó÷åòîì çàêîíà Ôóðüå çà
ìàëîå âðåìÿ � t = t � t � , òàêîå, ÷òî ýòîò îáúåì íå èçìåíèë àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ,
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Z

@V

�
@T
@n

ds� t =
Z

V

� Q dV;

Çäåñü� Q � ïðèðàùåíèå òåïëà çà âðåìÿ � t. Ýòîò îáúåì ñìåíèò ñîñòîÿíèå, åñëè
� Q = �Q � .

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîñòüþ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è òåîðåìîé
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ðàçäåëÿÿ îáå ÷àñòè íà � t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó � t ! 0, ïî-
ëó÷èì

div( � gradT) =

(
c� @T

@t; T 6= T � èëè Q = � � Q� èëè Q = � � + Q�

@Q
@t; T = T � è Q < � � Q� è Q > � � + Q� (1)

Ââåäåì äâå ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü íåïðåðûâíîå íàêîïëåíèå (âûäåëåíèå)
ýíåðãèè, çàòðà÷èâàåìîé íà ôàçîâûé ïåðåõîä (èëè âûäåëÿåìîé ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå)
â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:


 (x; t ) =

(
1; T = T �

0; T 6= T � ; Q(x; t ) =

(
�Q; äëÿ 
 (x; t ) = 1
0; äëÿ 
 (x; t ) = 0

(2)

Çäåñü�Q � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ óäåëüíîå (îòíåñåííîå ê åäèíè-
öå îáúåìà) òåïëî, çàòðà÷åííîå íà ôàçîâûé ïåðåõîä, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2), óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

c� (1 � 
 (x; t ))
@T
@t

= � � T � 
 (x; t )
@Q
@t

: (3)

Íà âíåøíåé ãðàíèöå âñåãî òåëà çàäàíû óñëîâèÿ òåïëîîáìåíà ïî çàêîíó íüþòîíà
(êðàåâûå óñëîâèÿ 3-ãî ðîäà):

�
@T
@~n

� �
�

T � Te(t)
� �

�
�
�
�

= 0 ; (4)
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ãäå� � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è, Te � ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû,
n � âåêòîð íîðìàëè ê âíåøíåé ïîâåðõíîñòè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
Tjt=0 = T0(x). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿ óðàâíåíèå (1) è êðàåâûå óñëîâèÿ,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
Èçëîæåíèå ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà âåäåòñÿ íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çà-

äà÷è â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ òîëüêî
çà ñ÷åò òåìïåðàòóðíîé ÷àñòè, òàê êàê â óðàâíåíèè (1) ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ q äèô-
ôåðåíöèðóåòñÿ òîëüêî ïî âðåìåíè, â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî
âûðàæåíèå ëàïëàñèàíà.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå èùåò-
ñÿ â îáëàñòè D =

�
(x; t )j0 � x � 1; t � 0

	
. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

ñåòêó ! = ! x � ! t ðàâíîìåðíóþ ïî êîîðäèíàòå ñ øàãàìè � x : ! x =
�

x i +1 = x i +
� x ; i = 0 : : : N � 1

	
è íåðàâíîìåðíóþ ïî âðåìåíè ! t =

�
t j +1 = t j +� t;j ; j = 0 ; 1; 2; : : :

	

ñ ïåðåìåííûì øàãîì � t;j
Øàã ïî âðåìåíè áóäåì âûáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â òåëå ôàçîâûõ ïåðå-

õîäîâ íåò, òî çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàåòñÿ ñ ôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì øàãîì
� t . Ôàçîâûé ïåðåõîä â òåëå ïîÿâëÿåòñÿ, êàê òîëüêî òåìïåðàòóðà â êàêîé-òî òî÷êå
ñòàíåò ðàâíà T � . Ñîîòâåòñòâåííî íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå òåìïåðàòóðà â ýòîé
òî÷êå èçâåñòíà, è èùåòñÿ â ýòîì óçëå òîëüêî ôóíêöèÿ Q(x; t ). Åñëè íàéäåííîå çíà-
÷åíèå ïîïàëî â èíòåðâàë (� + Q� ; � � Q� ), òî øàã � t ïðèåìëåì. Åñëè æå Q íå ïîïàëî
â óêàçàííûé èíòåðâàë, òî øàã íåîáõîäèìî óìåíüøèòü, íàïðèìåð âäâîå, è ïåðåñ÷è-
òàòü âðåìåííîé ñëîé. Ôàçîâûé ïåðåõîä ïðîèçîéäåò â òî÷êå, åñëè âûïîëíèòñÿ îäíî èç
óñëîâèé: Q = � � + Q� èëè Q = � � Q� . Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò ïëàâëåíèå, âî âòî-
ðîì çàòâåðäåâàíèå. Çàäàäèì òî÷íîñòü ïîïàäàíèÿ â êîíöû èíòåðâàëà. Òàêèì îáðàçîì,
îïðåäåëèì øàã � t;j

� t;j =

(
� t ; åñëèT j

i < T � � " èëè T j
i > T � + ";

� t
2s ; åñëè� � + Q� + " � Qj

i � � � Q�
k � ";

ãäås � íîìåð èòòåðàöèè íà j � îì âðåìåííîì ñëîå.
Ðàññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèé (3)-(5) è êðàåâûõ óñëîâèé (6). Èç íà÷àëüíûõ

óñëîâèé èçâåñòíî ðåøåíèå íà íóëåâîì âðåìåííîì ñëîå T0
i = T0(x i ).

Êàæäîìó âíóòðåííåìó óçëó â òåëå íà j � îì âðåìåííîì ñëîå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå:

c� (1 � 
 j
i )

T j
i � T j � 1

i

� t;j
= �

T j
i � 1 � 2T j

i + T j
i +1

� 2
x

� 
 j
i

Qj
i � Qj � 1

i

� t;j
; i = 1 ; : : : N � 1 (5)

Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿ

�
T j

1 � T0�
� x

� � 0(T j
0 � T j

e ) = 0 ; �
T j

N � T j
N � 1

� x
� � N (T j

N � T j
e ) = 0 (6)

Ïîëîæåíèå ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìîæíî îòñëåäèòü ïî ñåòî÷íîé ôóíêöèè ,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê


 j
i =

(
1; åñëè� � + Q� + " < Q j � 1

i < � � Q� � " è T � � " < T j � 1
i < T � + "

0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
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Åñëè 
 j
i = 1 , òî â äàííîé òî÷êå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ ãðàíèöà ôàçî-

âîãî ïåðåõîäà. Åñëè 
 j
i = 0 , òî óðàâíåíèå (1) â äàííîé òî÷êå ïðåâðàùàåòñÿ â îáûêíî-

âåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñåòî÷íûå ôóíêöèè Qj
i è T j

i â çàâèñèìîñòè îò 
 j
i

ðàâíû

T j
i =

(
T j

i ; åñëè
 j
i = 0 ;

T j � 1
i ; åñëè
 j

i = 1 ;
Qj

i =

(
0; åñëè
 j

i = 0 ;
Qj

i ; åñëè
 j
i = 1

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (4),(5) çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå A j T j = B j , ãäå T j =
(T j

0 ; : : : ; T j
N )T � âåêòîð çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû íà j � îì âðåìåííîì ñëîå. Ìàòðèöà

ñèñòåìû A j = ( aml ) ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. Åå ýëåìåíòû è ýëåìåíòû âåêòîðà
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðè m = 1 (x j
0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà):

a11 = �
�

� x
� � 0; a12 =

�
� x

(1 � 
 j
2); b1 = � � 0T0(t j ) �

�
� x


 j
2;

ïðè 1 < m < N (x j
m � âíóòðåííÿÿ òî÷êà):

am m � 1 =
�

� 2
x

(1 � 
 j
m� 1); am m +1 =

�
� 2

x
(1 � 
 j

m+1 )

amm =

 
2�
� 2

x
+

c�
� t;j

!

(
 j
m � 1) �


 j
m

� t;j

bm = c� (
 j
m � 1)T j � 1

m � 
 j
m

Qj � 1
m

� t;j
�

�
� 2

x
(1 � 
 j

m+1 )T j � 1
m+1 �

�
� 2

x
(1 � 
 j

m� 1)T j � 1
m� 1

ïðè m = N (x j
N � êîíå÷íàÿ òî÷êà):

aNN � 1 = �
�

� x
(
 j

N � 1 � 1); aNN =
�

� x
� � 0; bN = � � N TN (t j ) +

�
� x


 j
N � 1:

Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëþ. Ñèñòåìà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
ðåøåíà ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ N = 100 . Ðàññìîòðèì äâå îäíîìåðíûõ çàäà÷è,

èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà.
Çàäà÷à î ïðîìåðçàíèè â îáëàñòè x � 0 ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåîáõîäèìî

íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T(x; t ) è çàêîí äâèæåíèÿ ôðîíòà ôàçîâîãî ïåðåõî-
äà � = � (t) , åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå ïîëóïðîñòðàíñòâî çàíÿòî âîäîé, èìåþùåé
íóëåâóþ òåìïåðàòóðó T(x; 0) = 0 , à â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè íà ãðàíèöå
çàäàíà ïîñòîÿííàÿ îòðèöàòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà: T(0; t) = T0 . Çàäà÷à èìååò àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå èçâåñòíîå êàê àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå Ñòåôàíà [6].

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè áûëè çàäàíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
T(0; t) = � 5°C, T(1; t) = 0 °C Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà : a = �

c� : a+ = 0 :136m2

s ,

a� = 0 :988m2

s , Q = 332400 J
kg . Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîôàçíîé, ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà

â îäíîé ôàçå ïîñòîÿííà è ðàâíà íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå (ðèñ. 1). Ãðàôèêè ïîëîæå-
íèÿ ôðîíòà âî âðåìåíè íà ðèñ. 1à ñîîòâåòñòâóþò: � s(t) � àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ
Ñòåôàíà, � n (t) � ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ. Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
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íà äàííîé ñåòêå íå ïðåâûøàåò 4%, íà ñåòêå N = 200 íå ïðåâîñõîäèò 2.1 %. Çàìåòèì,
÷òî ìåòîä äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ ñõîäèìîñòü ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ.

à) á)

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ à) àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèåì á) ðåøåíèåì Ëåéáåíçîíà

Çàäà÷à î ïðîìåðçàíèè öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû.
Èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé ïî âûñîòå öèëèíäð ðàäèóñà R , çàïîëíåííûé âîäîé ïðè

òåìïåðàòóðå T(r; 0) = 0°C; 0 � r � R . Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà T(R; t ) = T0; t > 0.
. Ôðîíò ïðîìåðçàíèÿ íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ îò ïîâåðõíîñòè ê îñè öèëèíäðà, è ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ âñÿ æèäêîñòü â òðóáå çàìåðçàåò. Çàäà÷à èìååò ïîëóàíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå êâàçèñòàöèîíàðíûì ìåòîäîì Ëåéáåíçîíà [2]. Êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå: T0 = � 5°C, @T

@x

�
�
x = 0 ìàòåðèàë � âîäà, R = 0 :1ì .

Ãðàôèêè äâèæåíèÿ ôðîíòà ïî âðåìåíè íà ðèñ. 1á ñîîòâåòñòâóþò: � L (t) � ðåøå-
íèþ Ëåéáåíçîíà, � n (t) � ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå, ïîêà ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû â çàìåðøåé ÷àñòè ìîæíî îïèñûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè,
êðèâûå ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ. Â äàëüíåéøåì íàáëþäàåòñÿ îòêëîíåíèå, êîòîðîå
ìîæíî îáüÿñíèòü ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà Ëåéáåíçîíà. Âðåìÿ ïîëíîãî çàòâåðäåâàíèÿ
t = 2 :98 (÷).

Ïðèìåð çàäà÷è ñ èìïóëüñíûì èñòî÷íèêîì.
Íà ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ äëèíû l èìïóëüñîì ïîäàåòñÿ òåïëîâîé ïîòîê âûñîêîé

èíòåíñèâíîñòè q = � 2�108

�
p

2�
e

� ( t � a ) 2

2� 2 âòîðîé æå êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí . Íà-

÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà T(x; 0) = 20°C. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà a+ = 0 :136m2

s ,
a� = 0 :988m2

s , Q� = 332400 J
kg , T � = 660° ñîîòâåòñòâóþò àëþìèíèþ l = 0 :1ì . Ïîäîá-

íûå çàäà÷è âîçíèêàþò, íàïðèìåð ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâàðî÷íûõ ïðîöåññîâ.
Íà ðèñ. 2à ïîêàçàíî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñòåðæíÿ ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ ôðîíòà îò âðåìåíè èçîáðàæåí íà ðèñ.
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à) á)

Ðèñ. 2. Âðåìåííîé ïðîôèëü òåìïåðàòóðû â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñòåðæíÿ è ïîëîæåíèå ôðîíòà.

2á. Ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ïðîïëàâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò � m ax = 0 :029 è ñîîòâåòñòâó-
åò âðåìåíè t = 8 :63(÷). Ïîñëå ýòîãî âðåìåíè ñòåðæåíü íà÷èíàåò êðèñòàëëèçîâàòüñÿ.
Ïðè÷åì â âèäó òîãî, ÷òî ðàçíèöà òåìïåðàòóð íà êîíöàõ ñòåðæíÿ çíà÷èòåëüíà, âòîðîé
ôðîíò íå îáðàçóåòñÿ. Êî âðåìåíè t = 41:83(÷) ñòåðæåíü âåðíóëñÿ â ïîëíîñòüþ òâåðäîå
ñîñòîÿíèå.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ T(0; t) = 10 sin
�

�t
21600

�
, T(0:1; t) = � 10 sin

�
�t

21600

�
. Íà÷àëüíàÿ

òåìïåðàòóðà T(x; 0) = 10°C Ìàòåðèàë � âîäà.
Íà ðèñ.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåí õàðàêòåð

ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè íà ëåâîì êîíöå x = 0 è â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ
x = 0 :5. Çàìåòíî, ÷òî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ èìååò ïåðèîäè÷å-
ñêèé õàðàêòåð ïðè t > 15.

Íà ðèñ. 3á ïðèâåäåíî ïîëîæåíèå ôðîíòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà âî âðåìåíè. Âèäíî,
÷òî ñíà÷àëà ìàòåðèàë ñëåâà íà÷èíàåò ïëàâèòüñÿ, çàòåì âîçíèêàþò îáà ôðîíòà, ò.å.
ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò è ïåðèîäè÷åñêóþ äèíàìèêó äâèæåíèÿ
ôðîíòà.

Ïðèìåð äâóìåðíîé çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïëàâëåíèè êâàäðàòíîãî àëþìèíèåâîãî áðóñà ñî ñòîðîíîé

h = 1 áåñêîíå÷íîé äëèíû è íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé Q̂0 = 20°. Óñëîâèÿ íà áîêîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ çàäàíû â âèäå
�
�

@T(x; y; t )
@x

+ � 1(T(x; y; t ) � Q̂e)
� �
�
�
�
x=0

= 0
�
�

@T(x; y; t )
@y

+ � 2(T(x; y; t ) � Q̂e)
� �
�
�
�
y=0

= 0

�
�

@T(x; y; t )
@x

+ � 3(T(x; y; t ) � Q̂e)
� �
�
�
�
x= h

= 0
�
�

@T(x; y; t )
@y

+ � 4(T(x; y; t ) � Q̂e)
� �
�
�
�
y= h

= 0
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à) á)

Ðèñ. 3. Âðåìåííîé ïðîôèëü òåìïåðàòóðû è ïîëîæåíèå ôðîíòà.

ãäå Q̂e = 2200°C, à êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è ñîîòâåòñòâóþò âàðèàíòàì a) � 1 =
300 W

m2°C ; � 2 = 400 W
m2°C ; � 3 = 100 W

m2°C ; � 4 = 200 W
m2°C b) � 1 = 0 W

m2°C ; � 2 = 0 W
m2°C ; � 3 =

200 W
m2°C ; � 4 = 400 W

m2°C
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, êðèâûå ëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ôðîíò ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

à) á)

Ðèñ. 4. Äèíàìèêà ôðîíòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà âî âðåìåíè.

Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíî- è ìíîãîìåðíûõ

çàäà÷ òèïà Ñòåôàíà ñ íåñêîëüêèìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà ôàç. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü
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çàäà÷è ñ çàðàíåå íåèçâåñòíûì êîëè÷åñòâîì ôðîíòîâ, äëÿ îáëàñòåé ïðîèçâîëüíîé ãåî-
ìåòðèè, ñëîæíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåííûõ çàäà÷
äåìîíñòðèðóþò ïðîñòîòó ðàñ÷åòîâ è àäåêâàòíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå ìåòîäà ìîæíî ñâÿçàòü ñ ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè çàäà÷àìè â ìàòåðèàëî-
âåäåíèè, íàïðèìåð, ïðè ïîëó÷åíèè ñëîèñòûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ìåòîäàìè
òåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêè è ïðîãíîçèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ãðóíòîâ â ãèäðîòåõíè÷åñêèõ
ñîîðóæåíèÿõ ïðè ñåçîííûõ êîëåáàíèÿõ òåìïåðàòóðû.
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K. N. Pestov, O. N. Lyubimova, M. V. Ostanin

THE METHOD OF SOLVING PROBLEMS TYPE OF STEFAN WITH PHASE
TRANSITIONS OF THE FIRST KIND

Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russia

Abstract. The �nite-di�erence method of solving the two-phase Stefan-type problems with several
simultaneously existing and variable phase interfaces is proposed. The principle of method consists
in entering into the heat conduction equation the additional function � heat source which identi�es
the position of the phase transition front and is numerically determined on every temporal layer.
The calculation results based on the proposed method for problems with pulsed source and two-
dimensional problem with the inhomogeneous boundary conditions are presented. The results were
compared with those of the classical Stefan type problem and quasi-stationary Laybenson solution
for the problem of the pipe freezing.
Keywords : �rst-order phase transition, Stefan problem, di�erence scheme, numerical methods,
phase interface.

REFERENCES

[1] Nikitenko N.I. Study of the heat-mass exchange processes by the grid method. Kiev: Naukova Dumka,
1978. 213 p. (in Russian)

[2] Lykov A.V. Theory of thermal conduction. Moscow.: Vysshaya shkola, 1967. 600 p. (in Russian)
[3] Budak B.M., Solovyeva E.N., Uspensky A.B. Finite di�erence method with smoothing of coe�cients

for solving the Stefan problems// Journal of numerical mathematics and mathematical physics. 1965.
No. 5. pp. 828-�840. (in Russian)

[4] Samarsky A.A., Moiseenko B.D. Economic scheme of the through computation for the multi-
dimensional Stefan problem // Journal of numerical mathematics and mathematical physics. 1965.
No. 5. pp. 816�827 (in Russian)

[5] Budak B.M., Goldman N.A., Uspensky A.B. Di�erence schemes with front recti�cation for solving the
multi-front Stefan problems // Reports of the USSR Academy of Sciences. 1966. No. 4. pp. 735-�738
(in Russian)

[6] Golubeva A.A. Standard program of the computation solution of the boundary Stefan problem for
one-dimensional parabolic equations by the �nite di�erence method with ¾fractional steps in x and t¿
// Methods for solving boundary value and inverse problems of thermal conductivity. Moscow: Publ.
of Moscow University. 1975. pp. 39-�51 (in Russian)

[7] Daryin N.A., Mazhukin V.I. Mathematical modeling of the Stefan problem on the adaptive grid
//Di�erential equations. 1987. No. 7. pp. 1154-�1160 (in Russian)

Pestov Konstantin Nikolaevich
e-mail: kopestov@yandex.ru, Candidate of physico & mathematical sciences, Far Eastern Federal
University, Vladivostok, Russia.
Lyubimova Olga Nikolaevna
e-mail: berms@mail.ru, Candidate of physico & mathematical sciences, Far Eastern Federal
University, Vladivostok, Russia.
Ostanin Maxim Valentinovich
e-mail: ostanin.mv@dvfu.ru, assistant & mathematical sciences, Far Eastern Federal University,
Vladivostok, Russia.



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2019. • 3 (41). Ñ. 61�65

Í. È. Ïåòðîâ

Î ÐÅØÅÍÈÈ ËÈÍÅÀÐÈÇÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÅÎÐÈÈ
ÌÀËÛÕ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ Â ÑËÓ×ÀÅ

ÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È.Í. Óëüÿíîâà, ã. ×åáîêñàðû, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé òåîðèè ìà-
ëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [1-6] â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååò ìåñòî ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
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÷åñêèõ äåôîðìàöèé èìåþò âèä [1-2].
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Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà �
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i :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååò ìåñòî ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå
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ãäå' 1 = C�rI 1 (�r ) ; ' 2 = C�rI 1 (�r ) :

d' 1

dr
= C� 2rI 0 (�r ) ;

d' 2

dr
= C� 2rI 0 (�r )
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Abstract. We considers the solution of the linearized equations of the theory of small elastoplastic
deformations in the case of axisymmetric problems. It is assumed that in the initial state there is
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strains and stresses are obtained. Solutions are expressed in terms of the Bessel functions of zero
and �rst order.
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1. Ââåäåíèå.
Âàæíûì êðèòåðèåì îöåíêè êà÷åñòâà ìåòàëëîêîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ èõ ýêñïëóàòà-

öèîííàÿ ïðî÷íîñòü. Âûñîêèå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåðàçúåìíûõ ñîåäèíåíèé
ìåòàëëîêîíñòðóêöèé, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåìûå îñòàòî÷íûìè íàïðÿæå-
íèÿìè, ôîðìèðóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ëîêàëüíîãî îïëàâëåíèÿ è ïîñëåäóþ-
ùåãî îõëàæäåíèÿ çîíû ñòûêà ñîåäèíÿåìûõ ýëåìåíòîâ â ðåçóëüòàòå ñâàðêè. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ íåðàçúåìíûõ ñîåäèíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ
àâòîìàòè÷åñêîé ñâàðêè ïîä ñëîåì ôëþñà, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâíîìåðíîå ïðîòåêàíèå
òåïëîôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ñâàðî÷íîé âàííå è åå çàùèòó îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðó-
æàþùåé ñðåäîé. Íåðàçúåìíîå ñîåäèíåíèå â òàêîì ïðîöåññå ïîëó÷àþò ïðè ïîìîùè
íåïðåðûâíîãî ýëåêòðîäà, âûïîëíåííîãî â âèäå ïðîâîëîêè. Íà ôîðìèðîâàíèå ìàòåðè-
àëà ñòûêîâîé çîíû îêàçûâàåò âëèÿíèå ðÿä ôàêòîðîâ: ðåæèìû òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
(òåïëîâàÿ ìîùíîñòü è ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ýëåêòðîäà), ìàòåðèàëû ïðîâîëîêè (ïî-
ðîøêîâîé è ñïëîøíîãî ñå÷åíèÿ), ôëþñà è ò.ä. Ñëîæíîñòü â ïðîãíîçèðîâàíèè êà÷å-
ñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà çîíû òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèè
ñòûêà îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü ïîèñêà ðàñ÷åòíûõ âàðèàíòîâ ôîðìèðîâàíèÿ êàðòèíû
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé òàêîé çîíû.

Òåðìîìåõàíèêó ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ôîðìèðîâàíèè íåðàçúåìíîãî ñîåäè-
íåíèÿ ñâàðêîé, ðàññìàòðèâàëè èçâåñòíûå ñîâåòñêèå è ðîññèéñêèå ó÷åíûå: Ðûêàëèí
Í.Í., Áîëäûðåâ À.Ì., Àëåøèí Ï.À.. Ïîïûòêà îáúÿñíèòü îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è
äåôîðìàöèè â çîíå ñâàðíîãî øâà âûëèëàñü â òåîðèþ ñâàðî÷íûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ
îïèñûâàåò ñî ñòîðîíû òåõíè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè � ðåæèìû, òèïû, ìåõàíèçìû ñâàð-
êè [1-3], ñî ñòîðîíû èññëåäîâàòåëüñêîé íàïðàâëåííîñòè � òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ, ôàçî-
âûå ïåðåõîäû, îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ [4-7]. Ýâîëþöèÿ ïðåäñòàâëåíèé
î ïðîöåññàõ òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñòûêîâóþ çîíó ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè ñ÷è-
òàòü ìàòåðèàë ñáîðêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèì. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî
è êà÷åñòâåííî îöåíèòü îïûòíî íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå ôîðìèðîâàíèÿ ïîëåé îñòàòî÷-
íûõ íàïðÿæåíèé â îêîëîøîâíîé çîíå, âëèÿíèå êîòîðûõ íà êà÷åñòâî ñáîðêè ïðåèìó-
ùåñòâåííî îòðèöàòåëüíîå. Îáëàñòü øâà, òåïëîèçîëèðîâàííîãî øëàêîì, òðàäèöèîííî
ïîÿâëÿþùèìñÿ ïðè ñâàðêå èìååò ïîâûøåííûå òåïëî¼ìêîñòíûå è òåïëîèçîëèðóþùèå
ñâîéñòâà, à çíà÷èò èìååò ìåñòî ïðîÿâëåíèå âÿçêèõ ñâîéñòâ ìåòàëëà. Òàêèì îáðàçîì,
íàðÿäó ñ óïðóãèìè è ïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåòàëëà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáÿ-
çàíà ó÷èòûâàòü è âÿçêèå åãî ñâîéñòâà.

Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîé âñåîáúåìëþùåé ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñâàðî÷íîãî
ïðîöåññà îïèðàþùåéñÿ íà òåõíè÷åñêóþ è èññëåäîâàòåëüñêóþ íàïðàâëåííîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé èíæåíåðà èññëåäîâàòåëÿ. Ìíîãîôàêòîðíîñòü ïðîöåññîâ ñâàð-
êè îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü îïûòíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â çîíå òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ
íåðàçúåìíîãî ñîåäèíåíèÿ ñòàëüíûõ ïðîòÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíà ïðè èñïîëüçîâà-
íèè âûñîêîòî÷íîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ïðîèçâå-
äåíà ðåãèñòðàöèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â çîíå ñâàðíîãî øâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå ñîïîñòàâëåíû ñ ðàññ÷èòàííûìè íàïðÿæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â õîäå ðàíåå
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ïðîâîäèìûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ [8-10], ïîñòðîåííûõ íà óïðóãî ïëàñòè÷åñêîé
ìîäåëè ïëàñòèíû. Íàòóðíûìè èñïûòàíèÿìè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ìàòåðèàëå ñâàðíîãî
øâà ïðåäåë òåêó÷åñòè ïîâûøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì óäàðíîé âÿçêîñòü, ÷òî ïðåäîïðå-
äåëèëî ïîÿâëåíèå âàðèàíòà ïîñòðîåíèÿ íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé
óïðî÷íåíèå (ýôôåêò Áàóøèíãåðà) è âÿçêîñòü, âîçíèêàþùèå ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷å-
íèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ îäíîìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâàðêè, ðåçóëü-
òàòû êîòîðîé ïîäòâåðæäàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ïîëó÷åííûõ îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèÿõ íà ïîâåðõíîñòè ñâàðíîé ïëàñòèíû.

2. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Ðàññìîòðèì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z ñòàëüíóþ ïëàñòèíó øèðèíîé

S. Äëèíó ïëàñòèí ñ÷èòàåì áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ÷òîáû èìåòü îäíîìåðíóþ çàäà÷ó òåï-
ëîïðîâîäíîñòè. Íà êðàþ ïëàñòèíû ïðîèñõîäèò áûñòðûé ðàçîãðåâ ñî ñêîðîñòüþ b òàê,
÷òî

T jx=0 = bt (1)

ãäåT � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, t � âðåìÿ. Íà äðóãîé ãðàíèöå ñ÷èòàåì îòòîê òåïëà
èç-çà íåçíà÷èòåëüíîñòè ãðàíè÷íîé êðîìêè ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëûì

T;x jx= S = 0 (2)

Çäåñü èíäåêñîì ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî äàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé. Óñëîâèå (2) îçíà÷àþò îòñóòñòâèå òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöó x = S.
Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè çàïèøåì â âèäå

T;t = aT;xx �  
�

1 �  �  � 1e� 
x 2
�

(T � T0) (3)

Â (3) a � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3) çàäàåò
îòòîê òåïëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó. Ïîñòîÿííûå  ,  � è 
 çàäàþò èíòåíñèâíîñòü ïî-
òåðè òåïëà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé x, T0 � êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà. Âûáîð ôóíêöèè
îòòîêà òåïëà â (3) ñâÿçàí ñ òåïëîèçîëÿöèîííûìè ñïîñîáíîñòÿìè ôëþñà. Ïîñòîÿííûå
ïîçâîëÿþò ïðèáëèçèòü òåïëîèçîëÿöèîííûå ñâîéñòâà ê ïîëó÷åííûì â õîäå íàòóðíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (3) ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (1) è (2) äàëåå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ïî êîíå÷íî � ðàç-
íîñòíîìó àíàëîãó äàííîé çàäà÷è íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðèíèìàåì T (x; 0) = T0, ãäåT0 � êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà.

Ïðåäïîëàãàåì äåôîðìàöèè ìàëûìè, ñêëàäûâàåìûìè èç îáðàòèìûõ ee
ij è íåîáðàòè-

ìûõ ep
ij äåôîðìàöèé

eij = ee
ij + ep

ij =
1
2

(ui;j + uj;i ) (4)

ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ( i = 1 ; 2; 3); Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ïîëàãàåì, ÷òî íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé â ïëàñòèíå íåò. Çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè
ee

ij , íàïðÿæåíèÿ � ij è òåìïåðàòóðû T çàïèøåì çàêîíîì Äþàìåëÿ�Íåéìàíà.

� ij = ( �e e
kk � 3�K (T � T0)) � ij + 2 �e e

ij (5)

ãäå� � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, � , � , K = � + 2
3 � �óïðóãèå ìîäóëè, � ij �

êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî òåíçîðà, ñîñòàâëåííîãî èç ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà.
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Íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè íà÷íóò ðàñòè, êîãäà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äîñòèãíåò
ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ (óñëîâèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ).

"p
ij =

dep
ij

dt
= �

@f(� ij )
@�ij

� > 0 (6)

ãäå f (� ij ) = 0 � ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé. Â êà÷åñòâå
ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ ïîëîæèì

f (� ij ) = max
�
�
� � i � �" p

ij � cep
ij � �

�
�
� � 4

3k; � = 1
3 � jj ; � > 0 (7)

k � ïðåäåë òåêó÷åñòè,� � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè è c � êîýôôèöèåíò óïðî÷íåíèÿ. Âû-
áîð (7) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â [9, 10], ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå óñëîâèÿ
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (êðèòåðèé Òðåñêà�
Ñåí-Âåíàíà) êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîäîáíàÿ òîé, ÷òî áóäåò ðàññìîòðåíà, ìîæåò áûòü íåêîð-
ðåêòíîé.

Çàìûêàåò îïèñàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

� ij;j = 0 : (8)

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íåðàçúåìíîãî ñîåäèíåíèÿ ñâàðêîé ñîïðîâîæäàåòñÿ
âûñîêîé òåìïåðàòóðîé â çîíå ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, òî çàâèñèìîñòÿìè
óïðóãèõ ìîäóëåé, ïðåäåëà òåêó÷åñòè, êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè îò òåìïåðàòóðû ïðåíå-
áðåãàòü íåëüçÿ [11-13]. Ïîýòîìó ïîëîæèì, ÷òî

k (T) = k0 (� )2 ;
� (T) = � 0 (1 � � )

E (T) = Ep � (Ep � E0) � ;
v (T) = 0 :5 � (0:5 � v0) � ;

� = Ev
(1+ v)(1 � 2v) ; � = E

2(1+ v) ; � = Tp � T
Tp � T0

(9)

Â (6) E , v � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî, Ep � çíà÷å-
íèÿ ìîäóëÿ Þíãà ïðè òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ Tp. Åñëè áû â ìàòåðèàëå ñâàðèâàåìûõ
ïëàñòèí íå ïðîèñõîäèëè ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ, òî çàâèñèìîñòè (9) áûëè áû ñïðà-
âåäëèâû êàê ïðè àêòèâíîì ïðîöåññå íàãðåâàíèÿ, òàê è ïðè îñòûâàíèè è ðàçãðóçêå. Ñ
öåëüþ ó÷åòà âîçìîæíûõ ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèå ìîäóëè E
è v ïðè îñòûâàíèè íå ìåíÿþòñÿ. ×åðåç k0 â (9) îáîçíà÷èì ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà
ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå T0, � 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ïðè T0.

Äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ � z = 0 è ey = 0 óðàâíåíèÿ (5) ïðèìóò âèä

� E = (4 � (� + � ) ux;x � 6K�� (T � T0)) ( � + 2 � ) � 1 ;
� y = (2 ��u x;x � 6K�� (T � T0)) ( � + 2 � ) � 1 ;

(10)

Èç åäèíñòâåííîãî íåòðèâèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � x;x = 0 è (8), ñëåäóåò

ux =
3
2

Z x

0
� (T (� ) � T0) K (� ) 
 1 (� ) d� +

C1

4

Z x

0

 1 (� ) 
 2 (� ) � (� ) � 1 d� + C2 (11)


 1 (� ) = ( � (� ) + � (� )) � 1 ; 
 2 (� ) = ( � (� ) + 2 � (� )) ;

� x = C1; � y =
�

�
2

C1 � 3��K (T � T0)
�

(� + � ) � 1 ;
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� z = 0; C1 = �
6

Rs
0 � (T (� ) � T0) K (� ) 
 1 (� ) d�

Rs
0 � (� ) � 1 
 1 (� ) 
 2 (� ) d�

; C2 = 0

â êîòîðûõ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1 è C2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òåìïåðàòóðû
è, ñëåäîâàòåëüíî, âðåìåíè. Íàçûâàÿ C1 è C2 ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîäðàçó-
ìåâàåì òîëüêî, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Äëÿ èõ îïðå-
äåëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññìîòðåííûìè âûøå
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ( ux jx=0 = 0; ux jx= s = 0 ). Ïðè íàãðåâàíèè íàïðÿæåíèÿ ðàñòóò
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è â èòîãå ìîãóò äîñòè÷ü îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé íàãðóæåíèÿ.

3. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå.
Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïëàñòèíû íà ëèíèè x = 0 âûïîëíèòñÿ óñëîâèå

(� x � cep
x � �" p

x ) + ( � z � cep
z � �" p

z) � 2 (� y � cep
y � �" p

y) = 4 k; çäåñü çàðîæäàåòñÿ ïëà-
ñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Ñëåäñòâèå èç çàêîíà Äþàìåëÿ-Íåéìàíà (10) ñëåäóåò ïåðåïèñàòü

� x = (4 � (� + � ) (ux;x � ep
x ) + 2 �� (� ep

y) � 6K�� (T � T0)) ( � + 2 � ) � 1 ;
� y = (2 �� (ux;x � ep

x ) + 4 � (� + � ) ( � ep
y) � 6K�� (T � T0)) ( � + 2 � ) � 1 ;

(12)

Èç àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ íàõîäèì
"p

x = "p
z = �; " p

y = � 2�; ep
x = ep

z = �� + ~ep
x ; ep

y = � 2�� + ~ep
y . Ñëàãàåìûå �� ÿâëÿ-

þòñÿ ïðèðàùåíèåì íåîáðàòèìîé äåôîðìàöèè ~ep
x , ñóùåñòâîâàâøåé èëè çàðîäèâøåéñÿ

íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì øàãå, � = � t øàã ïî âðåìåíè. Èç (12) è óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ � x;x = 0 íàõîäèì

ux =
Rx

0 f 1 (� ) d� + C1
Rx

0 f 2 (� ) d� + C3; C3 = 0;
� x = C1; � y =

Rx
0 f 3 (� ) d� + C1

Rx
0 f 4 (� ) d� ;

ep
x = ep

z = �� + ~ep
x ; ep

y = � 2�� + ~ep
y :

(13)

f 1 = (1 :5K (� + ( A + 2 � ) � ) � (T (� ) � T0) + �� ~ep
x � 2=3��k ) �

� (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;
f 2 = (4 � ) � 1 + 0 ; 25 (� + ( A + 2 � ) � ) (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;

f 3 =
�
� 3�K� (T (� ) � T0) ( � + c� ) + 6 �K� ~ep

E � 4�Kk�
�

(( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;
f 4 = (0 ; 5�� + ( K� + 0 ; 5�c ) � ) (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;

� =
�
6� 1C1� + K�� (T (� ) � T0) � ~ep

x (2�K + ( � + � ) c) � 2=3 (� + � ) k
�

�
� (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1

Êîýôôèöèåíòû èíòåãðèðîâàíèÿ C1, C2, C3 íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìîäå-
ëèðóþùèõ ðàâåíñòâî ïåðåìåùåíèé íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå è ( ux jx=0 = 0;
ux jx= s = 0 ). Îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ áóäåò ðàñòè ïîêà èäåò ïðîöåññ íàãðåâà-
íèÿ.

4. Ðàçãðóçêà.
Îòâåäåíèå èñòî÷íèêà òåïëà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ðàçãðóæàþùåé óïðóãîïëàñòè-

÷åñêîé ãðàíèöû ìàòåðèàëà ïëàñòèíû (ðèñ.1). Â óñëîâèÿõ ïðèñóòñòâèÿ íàêîïëåííûõ è
ñî âðåìåíåì íåèçìåíÿþùèõñÿ íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé px è py ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà
Äþàìåëÿ�Íåéìàíà âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðåøåíèå â
îáëàñòè äàííîãî îáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â âèäå

� x = C1; � y = � 3K��
 1� (T (� ) � T0) + py 
 1 + 0 :5
 1C1

ux = 3
2

Rx
0 � (T (� ) � T0) K (� ) 
 1 (� ) d� + C1

4

Rx
0 
 1 (� ) 
 2 (� ) � (� ) � 1 d� + C4+

+0 :5
Rx

0 � (� ) 
 1 (� ) py (� ) d� +
Rx

0 px (� ) d�
(14)

5. Ïîâòîðíîå ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå.
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Â íåêîòîðûé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè íà ëèíèè x = 0 âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
ïëàñòè÷íîñòè 2 (� y � Aep

y � �" p
y) � (� x � Aep

x � �" p
x ) � (� z � Aep

z � �" p
z) = 4 k. Âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Èøëèíñêîãî-Èâëåâà íà ãðàíèöå x = 0 ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ
íîâîé îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ñëåäóÿ óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ � x;x = 0 , çàâèñè-
ìîñòÿì çàêîíà Äþàìåëÿ�Íåéìàíà è àññîöèèðîâàííîìó çàêîíó ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
äëÿ íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé è íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé ïîëó÷àåì:

ux =
Rx

0 f 1 (� ) d� + C1
Rx

0 f 2 (� ) d� + C5
� x = C1; � y =

Rx
0 f 3 (� ) d� + C1

Rx
0 f 4 (� ) d� ;

ep
x = ep

z = �� + ~ep
x ; ep

y = � 2�� + ~ep
y

(15)

f 1 = (1 :5K (� + ( A + 2 � ) � ) � (T (� ) � T0) + �� ~ep
x � 2=3��k ) �

� (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;
f 2 = (4 � ) � 1 + 0 ; 25 (� + ( A + 2 � ) � ) (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;

f 3 =
�
� 3�K� (T (� ) � T0) ( � + c� ) + 6 �K� ~ep

E � 4�Kk�
�

� (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;
f 4 = (0 ; 5�� + ( K� + 0 ; 5�A ) � ) (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1 ;

� =
�
6� 1C1� + K�� (T (� ) � T0) � ~ep

x (2�K + ( � + � ) c) � 2=3 (� + � ) k
�

�
� (( � + �c ) ( � + � ) + 2 �K� ) � 1

6. Îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ.
Â õîäå îñòûâàíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû íà ëèíèè x = 0 îáðàçóåòñÿ ðàçãðóæàþùàÿ

óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ãðàíèöà x = m2 (t), êîòîðàÿ, ïðîäâèãàÿñü, äîñòèãàåò ãðàíèöû
x = n2 (t). Ïî ìåðå îõëàæäåíèÿ ïëàñòèíû òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò ïåðåñòàåò ñóùå-
ñòâîâàòü, ïðîèñõîäèò ðàçãðóçêà. Îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â ìàòåðèàëå
çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé.

� x = C1; � y = 0 :5�C 1g� 1 � 3K� g� 1py ;

ux = C1

Z x

0
w (� ) x (4� (� ) g (� )) � 1 d� +

Z x

0
px (� ) d� + 0 :5

Z x

0
� (� ) g� 1 (� ) py (� ) d�;

C1 =
� Z S

0
px (� ) d� + 0 :5

Z S

0
� (� ) g� 1 (� ) py (� ) d�

� � Z S

0
w (� ) x (4� (� ) g (� )) � 1 d�

� � 1

:

g = � + �; w = � + 2 �

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå
ñòàëüíîé ïëàñòèíû (Ñò3). Êðèâàÿ 1 èçîáðàæàåò îñòàòî÷íîå íàïðÿæåíèå � y (� x =
0:0987k0), ãäå � = 0 ; c = 0 . Êðèâàÿ 2 � � y (� x = 0 ; 0624k0), ãäå � = 0 ; c = 80 . Êðè-
âàÿ 3 � � y (� x = 0 ; 008k0), ãäå � = 8 ; c = 0 (� (Ïà c)). Êðèâàÿ 4 � � y (� x = 0 ; 0012k0),
ãäå � = 8 ; c = 80( Ïà ) .

Òî÷êè íà ïîëå ãðàôèêà îòðàæàþò äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàòóðíîãî
ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðåíòãåíîäèôðàêòîìåòðèè. Ìåòîä îñíîâàí íà
îïðåäåëåíèè ìåæïëîñêîñòíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êðèñòàëëè÷åñêèìè ðåøåòêàìè ñ ïî-
ìîùüþ èçìåðåíèÿ óãëà îòðàæåíèÿ ëó÷à. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà àíàëèçàòîðå
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé RIGAKU MSF-3M.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2 îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàòóð-
íîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîïîñòàâèìû ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðå-
çóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â ðàñ÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ � è c, òàê êàê îíè ðàçëè÷íû äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà. Çà-
äà÷à èõ ïîèñêà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ââèäó íàëè÷èÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû

Îïèñàííàÿ â ýòîé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâàðî÷íîãî ïðîöåññà, îáúÿñíÿåò
ïîâûøåíèå çíà÷åíèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè íåðàçúåìíîãî ñîåäèíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî àâòî-
ìàòè÷åñêîé ñâàðêîé ïîä ôëþñîì. Óïðî÷íåíèå âëèÿåò íà ïðåäåë òåêó÷åñòè. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäåë òåêó÷åñòè âîçðàñòåò èëè óìåíüøèòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âûðàæåíèÿ cpii . Òàê, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî, ÷òî
ïðåäåë òåêó÷åñòè óâåëè÷èëñÿ è ñòàë ðàâåík = 1 :07k0.

Ðàñ÷åòû ïîñëåäîâàòåëüíûìè øàãàìè ïî âðåìåíè óáåäèòåëüíî ïîêàçàëè, ÷òî âî âñåõ
ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò ïîâòîðíîå (îáðàòíîå) ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, â ïðîöåññå êîòîðîãî
ôîðìèðóþòñÿ ðàñòÿãèâàþùèå îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è ïîâûøàåòñÿ ïðåäåë òåêó÷å-
ñòè ìåòàëëà îêîëîøîâíîé çîíû, ÷òî è ðåãèñòðèðóåòñÿ ïîñëåäóþùèìè èíñòðóìåíòàëü-
íûìè èçìåðåíèÿìè íà îïûòíûõ îáðàçöàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîïîñòàâèìîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ñ òåîðåòè÷åñêèìè
ïðåäåëàìè îòêëîíåíèé ïîäòâåðæäàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ðàñ÷åòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè. Íåâîçìîæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ óïðîùåíèå äàííîé ìîäåëè â ïðåäïîëîæåíèè,



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ ... 73

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íîãî íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå ïëàñòèíû.

÷òî ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå èäåàëüíî èëè îòòîê òåïëà îò ïëàñòèíû ïî åå øèðèíå ïîñòî-
ÿííûé. Òåïëîèçîëÿöèÿ îêîëîøîâíîé çîíû, ó÷åò âÿçêèõ ñâîéñòâ ìåòàëëà è åãî óïðî÷-
íåíèÿ â ïðîöåññå íåîáðàòèìîãî äåôîðìèðîâàíèÿ çàäàþò èòîãîâûå ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìåòàëëà îêîëîøîâíîé çîíû è óðîâåíü îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â íåì, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì.
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À. V. Tkacheva, S. G. Zhilin, Å. Å. Abashkin, Î. N. Komarov

DISTRIBUTION OF RESIDUAL STRESSES IN THE HEAT-AFFECTED ZONE
OF PERMANENT CONNECTION OF STEEL EXTENDED ELEMENTS

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. An improved mathematical model is presented for calculating residual stresses in a
material that are formed as a result of thermal e�ects in automatic welding processes under a
layer of re�ux at the junction of extended steel elements. The model contains the parameters
of viscosity and strain hardening in the criteria of plastic �ow. It is based on the methods of
numerical investigation of the surfacing process, which assumes that the material of the plates is
solid and is deformed elastoplastic. The formulation of a thermal problem in modeling the process
of deformation in the heat-a�ected zone is possible in one case when there is a need for a regional
e�ect at the ends of long plates. In the mathematical interpretation of the problem, the length
of the mating plates is read in�nitely large, and the width is the same. The e�ciency of the
computational mathematical model is con�rmed by a comparable experimental value obtained as
a result of calculations.
Keywords : elasticity, plasticity, hardening, viscosity, temperature stresses, phase transitions, heat-
a�ected zone

REFERENCES

[1] Welding. Introduction to specialty /V.A. Frolov, V.V. Peshkov, A.B. Kolomensky [et al]. M., 2004. 230
p. (in Russian).

[2] Cherepakhin A.A., Vinogradov V.M., Spunkin N.F. Welding technology. Moscow: Yurayt, 2017. 273 p.
(in Russian).

[3] Metal Structures. Vol. 3/ Ed. V.V. Kuznetsov. M.: ASV, 1999. 528 p. (in Russian).
[4] Rykalin N.N. Heat Process Calculations for Welding. M.: Mashgiz, 1951. 295 p. (in Russian).
[5] Prokhorov N.N. Physical processes in metals during welding. Vol.2. Entrapment of stress, deformations

and phase transformations. Metallurgy, 1976. 600 p. (in Russian).

Tkacheva Anastasia Valerevna, Senior Researcher, Institute of Machine science and Metallurgy,
Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Zhilin Sergey Gennadievich, Leading Researcher, Candidate of Technical Sciences, assistant
professor, Institute of Machine science and Metallurgy, Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Abashkin Evgeny Evgenievich, Junior Researcher, Institute of Machine science and Metallurgy,
Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Komarov Oleg Nikolaevich, Acting Director, Candidate of Technical Sciences, assistant professor,
Institute of Machine science and Metallurgy, Komsomolsk-on-Amur, Russia.



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ ... 75

[6] Montfared F.H., Panteleenko A.F. Mathematical modeling of welding deformations in thin plates//
Vestnik BNTU. 2011. No 5. pp. 18�25. (in Russian).

[7] Bilenko G.A., Morgunov E.A., Korobov Y.S. Computer simulation of stress state of 03Õ18Í9Ì3
stainless steel welded joint made by multi-pass orbital welding // Welding and diagnostics: collection of
reports of the International Forum, Yekaterinburg, November 25-27, 2014. Yekaterinburg: Urfu, 2015.
pp. 35�41. (in Russian).

[8] Abashkin E.E., Kaing M., Tkacheva A.V. Temperature Stresses Plate// Bulletin of the Yakovlev
Chuvash State Pedagogical University. Series: Mechanics of Limit State. 2016. • 4(30). pp. 24-33.
(in Russian).

[9] Abashkin E.E., Gilin S.G., Komarov O.N., Tkacheva A.V. The in�uence of the thermal regime of
the joint electric arc and aluminothermic action on the formation of the structure and properties of
the deposited metal //The Journal of Perm National Research Polytechnic University. Mechanical
engineering, materials science. 2018. Vol. 20. No. 2. pp. 62�74. (in Russian).

[10] Abashkin E.E., Tkacheva A.V., Scherbatyuk G.A. Condition of plasticity of maximum given tangential
stresses as a means of calculations of evolution of �at stressed states//Scientists of the note of
Komsomolsky-on-Amur state technical university. 2018. Vol. 1. No. 2(34). pp. 51�62. (in Russian).

[11] Mechanical properties of rare metals /ed. L. D. Sokolov. Moscow: Metallurgy, 1972. 288 p. (in Russian).
[12] V.I. Ershov Intensi�cation of Forming Operations of Sheet Stamping Tutorial for STP. M.: Vysshaya

shkola, 1989. 87 p. (in Russian).
[13] Lichtman V.I., Rebinder P.A., Carpenko G.V. In�uence of surface-active environment on metal

deformation processes M.: Izd-vo Akademii nauk SSSR, 1954. 208 p. (in Russian).



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2019. • 3 (41). Ñ. 76�84

Ë. Â. Êîâòàíþê, Ã. Ë. Ïàí÷åíêî

ÂÑÅÑÒÎÐÎÍÍÅÅ ÃÈÄÐÎÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÆÀÒÈÅ
ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑËÎß Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ È

ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÅ×ÅÍÈß

Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ,
ã. Âëàäèâîñòîê, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ ìîäåëè ìàëûõ äåôîðìàöèé ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå îäíî-
ìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè ìàòåðèàëà ñ óïðóãèìè, âÿçêèìè è ïëàñòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè â öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî èçìåíÿþùåãîñÿ ñî âðåìå-
íåì äàâëåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê åãî âíóòðåííåé ãðàíèöå. Âÿçêèå ñâîéñòâà ñðåäû ó÷èòûâàþòñÿ
íà ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðåäâàðÿþùåé ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Ðàññ÷èòàíû îáðàòèìûå è
íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ. Óñòàíîâëåíû çàêîíîìåðíîñòè ïðî-
äâèæåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ãðàíèö â ñëîå.
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Äëÿ îáðàáîòêè êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ â òåõíîëîãè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðèìåíÿ-
þòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä õîëîäíîé ôîðìîâêè
â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè [1]. Â ïðîöåññå îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ìîãóò âîçíèêàòü îáëàñòè
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, âíîñÿùèå áîëüøèå èçìåíåíèÿ â ýòîò ïðîöåññ. Íà óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèõ ãðàíèöàõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè òå÷åíèÿ è îáëàñòè ïîëçó÷åñòè ïðîèñõîäèò
ñìåíà ìåõàíèçìîâ íàêîïëåíèÿ íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé. Íà èçó÷åíèå òàêèõ ìåõàíèç-
ìîâ íàïðàâëåíà äàííàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è î
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äåôîðìèðîâàíèè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû èíòåíñèâíîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà, êîãäà íàêàïëèâàåìûå èì íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè ìîãóò áûòü
êàê äåôîðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè, òàê è ïëàñòè÷íîñòè.

1. Îñíîâíûå ìîäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìàëûõ äå-
ôîðìàöèé ïîëíûå äåôîðìàöèè dij ñêëàäûâàþòñÿ èç îáðàòèìîé eij è íåîáðàòèìîé pij
ñîñòàâëÿþùèõ

dij = eij + pij =
1
2

(ui;j + uj;i ) ; ui;j =
@ui
@xj

: (1)

Çäåñüui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, x i � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû
òî÷êè äåôîðìèðóåìîé ñðåäû.

Íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ÷åðåç îáðàòèìûå äåôîðìàöèÿìè èç çà-
êîíà Ãóêà

� ij = �e kk � ij + 2 �e ij ; (2)

â êîòîðîì � , � � ïàðàìåòðû Ëàìå.
Ïîëàãàåì, ÷òî íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè pij íàêàïëèâàþòñÿ â ìàòåðèàëå íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ íà÷àëà ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ è ìîãóò áûòü êàê äåôîðìàöèÿìè ïîë-
çó÷åñòè, òàê è ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè. Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà â
óñëîâèÿõ íàêîïëåíèÿ èì ñíà÷àëà äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè, à çàòåì ïëàñòè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü [2, 3].

Äèññèïàòèâíûé ìåõàíèçì äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿæåì òîëüêî ñ âÿçêèìè è ïëàñòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ. Â îáëàñòÿõ, ãäå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå åùå íå äî-
ñòèãëî ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè, äèññèïàòèâíûé ìåõàíèçì äåôîðìèðîâàíèÿ çàäàäèì â
ôîðìå çàêîíà ïîëçó÷åñòè Íîðòîíà [4]

V (� ij ) = B � n (� 1; � 2; � 3) ; � = max j� i � � j j ; 
 ij = " v
ij =

@V
@�ij

: (3)

Â äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ � 1, � 2, � 3 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, " v
ij �

ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè, B , n � çàäàííûå ïàðàìåòðû ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà.
Ïðè äîñòèæåíèè íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè äèññèïàòèâíûé

ìåõàíèçì äåôîðìèðîâàíèÿ ìåíÿåòñÿ: íà÷èíàåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Â êà÷åñòâå
òàêîé ïîâåðõíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà [5]

max j� i � � j j = 2k; (4)

ãäå"p
ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, k � ïðåäåë òåêó-

÷åñòè. Ñâÿçü ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ íàïðÿæåíèÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ
àññîöèèðîâàííûì çàêîíîì ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ


 ij = "p
ij = �

@f
@�ij

; 
 ij = "p
ij = � k

@f(k)

@�ij
; � > 0; � k > 0; (5)

â êîòîðîì ïåðâàÿ ôîðìóëà ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (4), à âòîðàÿ
� ðåáðó ýòîãî æå óñëîâèÿ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî íàêîïëåííûå ê ìîìåíòó íà÷àëà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå äî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïóñòü ñëîé
ìàòåðèàëà, îãðàíè÷åííûé öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè r = r0 è r = R (R > r 0),
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íàãðóæåí ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì ïî åãî âíóòðåííåé ãðàíèöå:

� rr jr = r 0
= � p(t); � rr jr = R = 0 ; (6)

ãäåp(t) � èçâåñòíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, � rr � ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà
íàïðÿæåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r , ' , z.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè

drr = err + prr =
@u
@r

; d'' = e'' + p'' =
u
r

: (7)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (7) u = ur � åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé.

Âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì Ãóêà (2), âûïèøåì íå ðàâíûå íóëþ êîìïîíåíòû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ

� rr = ( � + 2 � )err + �e '' ; � '' = ( � + 2 � )e'' + �e rr ; � zz = � (err + e'' ) : (8)

Â ðàìêàõ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ çàïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

@�rr
@r

+
� rr � � ''

r
= 0 : (9)

Ñîîòíîøåíèÿ (3) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìóò âèä

V = B (� '' � � rr )n ; " v
rr =

@prr
@t

= � " '' = �
@p''

@t
= � Bn (� '' � � rr )n� 1 ;

" v
rr + " v

'' = 0 ; prr + p'' = 0 :
(10)

Ïåðåïèøåì çàâèñèìîñòè (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

@u
@r

+
u
r

= err + e'' ;
@u
@r

�
u
r

= err � e'' + 2prr : (11)

Âûðàçèì èç ñîîòíîøåíèé (8) îáðàòèìûå äåôîðìàöèè ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ

err =
(� + 2 � )� rr � �� ''

4� (� + � )
; e'' =

(� + 2 � )� '' � �� rr

4� (� + � )
: (12)

Èñêëþ÷àÿ îáðàòèìûå äåôîðìàöèè èç óðàâíåíèé (11) ñ ïîìîùüþ (12) è èíòåãðèðóÿ
ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (9) è âòîðîãî ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ (6), íàéäåì

u =
r� rr

2(� + � )
+

c(t)
r

; � rr =
4� (� + � )

� + 2 �

0

@c(t)
2

�
1

R2 �
1
r 2

�
�

RZ

r

prr

r
dr

1

A ;

� '' = � rr +
4� (� + � )

� + 2 �

�
c(t)
r 2 + prr

�
:

(13)

Èç âòîðîé çàâèñèìîñòè (10) è òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (13) ïîëó÷èì èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé prr (r; t ) =
� p''

@prr
@t

= � Bn
�

4� (� + � )
� + 2 �

�
c(t)
r 2 + prr

�� n� 1

: (14)
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Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6), èç âòîðîé çàâèñèìîñòè (13) íàéäåì âûðà-
æåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè èíòåãðèðîâàíèÿ c(t)

c(t) =
R2r 2

0

r 2
0 � R2

0

@2

RZ

r 0

prr

r
dr �

� + 2 �
2� (� + � )

p(t)

1

A : (15)

Ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
prr (r; 0) = 0 ïîëó÷åíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîñòàâíîé
ôîðìóëû òðàïåöèé [6] äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà. Äàííûé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûé ìåòîä ðàíåå áûë óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è î âñå-
ñòîðîííåì ãèäðîñòàòè÷åñêîì ñæàòèè ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ [7].

Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì íàïðÿæåíèé � rr è � '' èç çàâèñèìîñòåé (12) íàéäåì êîìïî-
íåíòû îáðàòèìûõ äåôîðìàöèé. Äàëåå èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (8) âû÷èñëèì êîìïî-
íåíòó íàïðÿæåíèé � zz. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî ñëîþ ìîæíî íàéòè èç ïåðâîé
ôîðìóëû (13) èëè èç âòîðîé çàâèñèìîñòè (7):

u = r (e'' + p'' ) : (16)

3. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå. Âîçðàñòàíèå ôóíêöèè äàâ-
ëåíèÿ p(t) ïðèâåäåò ê òîìó ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 íà âíóòðåííåé
ãðàíèöå öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ r = r0 âûïîëíèòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (4). Ñ ýòîãî
ìîìåíòà âðåìåíè îò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè r = r0 íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ îáëàñòü
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m(t). Ïðè ýòîì îáëàñòü m(t) � r � R îñòàåòñÿ âÿç-
êîóïðóãîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé èìåþòñÿ îáðàòèìûå äåôîðìàöèè è äåôîðìàöèè ïîë-
çó÷åñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà r = m(t) ÿâëÿåòñÿ äâèæóùåéñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ.

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà (4) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

� '' � � rr = 2k: (17)

Ñîãëàñíî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (6), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿì (7)-(10) è (16)
â îáëàñòè m(t) � r � R ïðîäîëæàþò âûïîëíÿòüñÿ çàâèñèìîñòè (12)-(14) è (15).

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9) ñ ó÷åòîì (16) è ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(6) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m(t), ïîëó÷èì

� rr = 2k ln
r
r0

� p(t); � '' = 2k
�

1 + ln
r
r0

�
� p(t): (18)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ � rr íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé
ãðàíèöå r = m(t) è ñîîòíîøåíèé (13) è (17) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè c(t)

c(t) =
R2m2

m2 � R2

0

@ � + 2 �
2� (� + � )

�
2k ln

m
r0

� p(t)
�

+ 2

RZ

m

prr

r
dr

1

A : (19)

Èç àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (5) è óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè (16)
íàéäåì

"p
rr = � "p

'' = � �; " p
rr + "p

'' = 0 ; prr + p'' = 0 : (20)
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Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòè (17), (19), à òàêæå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íåîáðàòèìûõ
äåôîðìàöèé íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå r = m(t), ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ
(11) â îáëàñòè òå÷åíèÿ r0 � r � m(t) è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

u =
r

2(� + � )

�
2k ln

r
r0

� p(t)
�

+
c(t)
r

; prr = � p'' =
(� + 2 � )k
2� (� + � )

�
c(t)
r 2 : (21)

×òîáû ðàçðåøèòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (14) â îáëàñòè âÿçêîóïðó-
ãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ m(t) � r � R îòíîñèòåëüíî íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé prr , ê
íåìó ñëåäóåò äîáàâèòü óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëîæåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé
ãðàíèöû r = m(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò èç ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ (13) è óñëîâèÿ � '' � � rr = 2k íà ýòîé ãðàíèöå:

4� (� + � )
� + 2 �

�
c(t)

m2(t)
+ prr (m(t); t)

�
= 2k: (22)

Óðàâíåíèÿ (14) è (21) îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé prr (r; t ) â îáëàñòè âÿçêîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è m(t). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ ñîñòàâíîé ôîðìóëîé òðà-
ïåöèé.

Êîìïîíåíòû îáðàòèìûõ äåôîðìàöèé â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r �
m(t) âû÷èñëÿþòñÿ èç çàâèñèìîñòåé (12). Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé � zz â îáåèõ îáëàñòÿõ
íàõîäèòñÿ èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (8).

4. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå ïðè ñîîòâåòñòâèè íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðåáðó ïðèçìû Òðåñêà. Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ äåôîðìè-
ðóåìîãî ìàòåðèàëà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t1 > t 0 íà âíóòðåííåé ãðàíèöå
öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò äîñòèãíóòü ðåáðà ïðèçìû (4) â
âèäå

� '' = � zz = � rr + 2k: (23)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè îò ãðàíèöû r = r0 íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ
îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m1(t), â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (22). Â
îáëàñòè m1(t) � r � m(t) ïðîäîëæàåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëî-
âèåì (16), à îáëàñòü m(t) � r � R îñòàåòñÿ îáëàñòüþ âÿçêîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â îáëàñòè m(t) � r � R ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (12)-(14) è (15).
Â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m1(t) èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

(9) ñ ó÷åòîì (22) è ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6), íàéäåì

� rr = 2k ln
r
r0

� p(t); � '' = � zz = 2k
�

1 + ln
r
r0

�
� p(t): (24)

Äàëåå, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â îáëàñòè òå÷åíèÿ m1(t) � r � m(t) ñ
ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå r = m1(t), óáå-
äèìñÿ, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ïðîäîëæàþò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ (17) è (20). Èç
íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé � rr íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå r = m(t) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ôóíêöèè c(t) ïðîäîëæàåò âûïîëíÿòüñÿ çàâèñèìîñòü (18).
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Â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m1(t) èç âòîðîé ôîðìóëû (5) è óñëîâèÿ
ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (22) íàéäåì

"p
rr = � � 1 � � 2; "p

'' = � 1; "p
zz = � 2;

"p
rr + "p

'' + "p
zz = 0 ; prr + p'' + pzz = 0 :

(25)

Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè òå÷åíèÿr0 � r � m1(t) ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ íå ðàâíàÿ
íóëþ êîìïîíåíòà íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé pzz. Ïîýòîìó òàêæå íà÷íåò èçìåíÿòüñÿ
êîìïîíåíòà îáðàòèìûõ äåôîðìàöèé ezz, êîòîðàÿ äî ýòîãî ðàâíÿëàñü íóëþ. Ïðè ýòîì
äëÿ êîìïîíåíòû ïîëíûõ äåôîðìàöèé dzz áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

dzz = ezz + pzz = 0 : (26)

Òîãäà èç çàêîíà Ãóêà (2) â îáëàñòè r0 � r � m1(t) ïîëó÷èì

� rr = ( � + 2 � )err + � (e'' + ezz) ; � '' = ( � + 2 � )e'' + � (err + ezz) ;

� zz = ( � + 2 � )ezz + � (err + e'' ) :
(27)

Âûðàçèì èç äàííûõ çàâèñèìîñòåé îáðàòèìûå äåôîðìàöèè

err =
(� + � )� rr

� (3� + 2 � )
�

� (� '' + � zz)
2� (3� + 2 � )

; e'' =
(� + � )� ''

� (3� + 2 � )
�

� (� rr + � zz)
2� (3� + 2 � )

;

ezz =
(� + � )� zz

� (3� + 2 � )
�

� (� rr + � '' )
2� (3� + 2 � )

:
(28)

Èç ñîîòíîøåíèé (25) ñëåäóåò, ÷òî � '' = � zz, åñëè

e'' = ezz: (29)

Èç çàâèñèìîñòåé (23), (24) è (27) ïîëó÷èì

p'' = e'' � prr ; pzz = � e'' : (30)

Èñïîëüçóÿ (28), ñîîòíîøåíèÿ (7) â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 � r � m1(t)
ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåé ôîðìå

@u
@r

+
u
r

= err + 2e'' ;
@u
@r

�
u
r

= err � 2e'' + 2prr : (31)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (29), èñêëþ÷èâ èç íèõ îáðàòèìûå äåôîðìàöèè ñ ïîìî-
ùüþ çàâèñèìîñòåé (26) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9), óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè
(22) è ïåðâîå óñëîâèå (6):

u =
r

3� + 2 �

�
3k ln

r
r0

+
k
2

�
3p(t)

2

�
+

c1(t)
r

;

prr =
(4� + 7 � )k
2� (3� + 2 � )

�
c1(t)
r 2 +

1
2(3� + 2 � )

�
2k ln

r
r0

� p(t)
�

:
(32)

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé íà óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå r = m1(t) èç ñîîòíîøåíèé (20) è (30) ñëåäóåò, ÷òî

m1(t) = r0 exp
�

p(t)
2k

�
�
2�

� 1
�

; c1(t) = c(t) +
k�m 2

1(t)
2(� + � )(3� + 2 � )

: (33)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) è (21) íàéäåì êîìïîíåíòó íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé prr
â îáëàñòè m(t) � r � R è óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ ãðàíèöó r = m(t). Îáðàòèìûå äåôîð-
ìàöèè â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ m1(t) � r � m(t) íàõîäÿòñÿ èç çàâèñèìîñòåé
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(12). Íàïðÿæåíèå � zz â îáëàñòÿõ m1(t) � r � m(t) è m(t) � r � R âû÷èñëÿåòñÿ èç
ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ (8).

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ãðàíèö â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè äàâëåíèÿ p(t) = �t è ñëåäóþùèõ çíà-
÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ: n = 3 , Bn� 3=� = 3 :5, �=� = 1 :57, r0=R = 0 :1, k=� = 0 :01. Íà
ðèñ. 1 ïîêàçàíû ãðàôèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ãðàíèö m=R è m1=R â çàâèñèìîñòè îò
áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè � = �t=� . Ðàñïðåäåëåíèå îáðàòèìûõ err è e'' è íåîáðàòè-
ìûõ prr è p'' äåôîðìàöèé ïî ñëîþ â ìîìåíò âðåìåíè � 2 = 0 :044 ïîêàçàíî íà ðèñ.
2. Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ezz è pzz è ïåðåìåùåíèé u=R ïî
ñëîþ â ìîìåíò âðåìåíè � 2. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé � rr =� ,
� '' =� è � zz=� è ðàçíîñòåé íàïðÿæåíèé (� '' � � rr )=� (ñïëîøíîé ëèíèåé), (� zz � � rr )=�
(øòðèõîâîé ëèíèåé) è (� '' � � zz)=� (ïóíêòèðíîé ëèíèåé) ïî ñëîþ â ýòîò æå ìîìåíò
âðåìåíè.

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îáðàòèìûõ è íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé ïî ñëîþ

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è î ïëàñòè-
÷åñêîì òå÷åíèè ìàòåðèàëà öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíî íàêîïëåííûìè
íåîáðàòèìûìè äåôîðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðè ïëàñòè÷å-
ñêîì òå÷åíèè ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà, à çàòåì
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ezz è pzz è ïåðåìåùåíèé ïî ñëîþ

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è ðàçíîñòè íàïðÿæåíèé ïî ñëîþ

ìîæåò âûéòè íà ðåáðî äàííîãî óñëîâèÿ. Ðàññ÷èòàíû âñå ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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COMPREHENSIVE HYDROSTATIC COMPRESSION OF CYLINDRICAL
LAYER IN CONDITIONS OF CREEP AND PLASTIC FLOW

Institute of Automation and Control Processes of FEB RAS, Vladivostok, Russia

Abstract. In this work, within the framework of the small strain model, a one-dimensional
boundary-value problem about deformation of a material with elastic, viscous and plastic properties
in a cylindrical layer under the action of a uniform pressure varying with time applied to its internal
boundary is solved. Viscous properties of medium are taken into account at a stage of deformation,
which precedes plastic �ow. Reversible and irreversible deformations, stresses and displacements
are calculated. Laws of promotion of elastoplastic boundaries in the layer are established.

Keywords : elasticity, creep, plasticity, irreversible deformations.
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Å. Å. Àáàøêèí, À. Â. Òêà÷åâà

ÐÀÇÓÏÐÎ×ÍÅÍÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÑÒÀËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ
ÂÑËÅÄÑÒÂÈÅ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß

Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ è ìåòàëëóðãèè ÄÂÎ ÐÀÍ, ã. Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ãîðþ÷åãî ãàçà àöå-
òèëåíîâîé ãîðåëêè íà ñòàëüíóþ ïëàñòèíó. Â õîäå äàííîãî âîçäåéñòâèÿ â ìàòåðèàëå ïëàñòèíû
ïîÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, êîòîðîå ïîðîæäàåò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, âëèÿþùèå
íà ïîíèæåíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà. Ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà ïëàñòèíû óñòàíàâëè-
âàåòñÿ îïûòíûì ïóòåì â õîäå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ðàçó-
ïðî÷íåíèÿ ñòàëüíîé ïëàñòèíû âñëåäñòâèå òåìïåðàòóðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñòðîèòñÿ îäíîìåðíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ìîäåëè Ïðàíäòëÿ-Ðåéñà. Ïðåäåë òåêó÷åñòè è óïðóãèå
ìîäóëè ïðèíèìàåì çàâèñèìûìè îò òåìïåðàòóðû. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷å-
íèÿ ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå Èøëèíñêîãî-Èâëåâà, â êîòîðîì ââåäåíî ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà
óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà.
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Ââåäåíèå
Äîâîëüíî ÷àñòî â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé îáðàáîòêå ìåòàëëîâ äàâëåíè-

åì, âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèÿ àâòîðîâ î òîì, ÷òî ìàòåðèàë ìîæåò óïðî÷íÿòüñÿ è ðàçó-
ïðî÷íÿòüñÿ â õîäå ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ [1�4]. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû äî
ìîìåíòà ðåêðèñòàëëèçàöèè â ñòàëüíîé ïëàñòèíå ïðîèñõîäÿò ôàçîâûå ïåðåõîäû, êîòî-
ðûå èçìåíÿþò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè [1], [6], à èìåííî: óïðóãèå ìîäóëè
è ïðåäåë òåêó÷åñòè. Åñëè ïðåäåë òåêó÷åñòè â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ óâåëè÷èâà-
åòñÿ, òî ãîâîðÿò îá óïðî÷íåíèè ìåòàëëà, åñëè óìåíüøàåòñÿ � î ðàçóïðî÷íåíèè. Ïîä-
âåðãàÿ ñòàëüíóþ ïëàñòèíó òî÷å÷íîìó (ëîêàëüíîìó) íàãðåâó, èñõîäÿùåìó îò ïëàìåíè
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ãîðþ÷èõ ãàçîâ àöåòèëåíîâîé ãîðåëêè, íàìè áûëî çàôèêñèðîâàíî ïàäåíèå ïðåäåëà òå-
êó÷åñòè áîëåå ÷åì íà 20%, òî åñòü ïðîèçîøëî ðàçóïðî÷íåíèå ñòàëüíîé ïëàñòèíû. Õîòÿ
ñòàëü 45, èç êîòîðîé áûëà èçãîòîâëåíà ïëàñòèíà, ñêëîííà ê ñàìîçàêàëèâàíèþ. Ýòîò
ôàêò ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ äëÿ èíæåíåðîâ � ïðîåêòèðîâùèêîâ ìåòàëëè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé, êîòîðûå ìîãóò ïîäâåðãíóòüñÿ òåìïåðàòóðíîìó âîçäåéñòâèþ è ïîòåðÿòü
ñâîþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ïî òåìïåðàòóðíîìó äåôîðìèðîâàíèþ ïëàñòèí íàïèñàíî
ìíîãî ðàáîò [7�13]. Ðîñò ïóáëèêàöèé ïðèøåëñÿ íà ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè.
Â îñíîâíîì ýòî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî åñòü ïóá-
ëèêàöèè ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà [9�13]. Íè â îäíîé èç íèõ àâòîðû íå ïðèâîäÿò
ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîëó÷åííûõ âû÷èñëåíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè. Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ ðàçóïðî÷íåíèÿ, ïðîèñõîäÿùåãî â ñòàëüíîé ïëàñòèíå, â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî íàãðåâà ðàçóïðî÷íÿ-
þùåéñÿ ïëàñòèíû. Ïîëó÷åííûå áëàãîäàðÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îñòàòî÷-
íûå íàïðÿæåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè íàãðåòîé àöåòèëåíîâîé
ãîðåëêîé ñòàëüíîé ïëàñòèíû, ñíÿòûìè ñ åå ïîâåðõíîñòè ïðè ïîìîùè RIGAKU MSF-
3M àíàëèçàòîðà îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé.

2. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Â êà÷åñòâå îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèíèìàåì ìîäåëü Ïðàíäòëÿ-Ðåéñà, â

êîòîðîé äåôîðìàöèè ïîëàãàþòñÿ ìàëûìè è ñêëàäûâàþùèìèñÿ èç îáðàòèìûõ ee
ij è

íåîáðàòèìûõ ep
ij

dij = ee
ij + ep

ij = 0 :5 (ui;j + uj;i ; ) ; (1)

ãäåui;j � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, dij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëíîé äåôîðìà-
öèè. Îáðàòèìûå äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè � ij è òåìïåðàòóðîé T çàêîíîì
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà [14]

� ij = ( �e e
kk � 3�K (T � T0)) � ij + 2 �e e

ij ; (2)

ãäå� ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, T, T0 � òåêóùàÿ è íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà,
� , � , K � óïðóãèå ìîäóëè, � � ìîäóëü ñäâèãà G, K = � + 2

3 � � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî
ñæàòèÿ.

Íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè ðàçâèâàþòñÿ, åñëè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äîñòèãíåò ïî-
âåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ, îá ýòîì ãëàñèò àññîöèèðîâàííûé çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
[15]

"p
ij =

dep
ij

dt = d� @f(� ij )
@�ij

; d� > 0; f (� ij ) = 0 ; (3)

ãäåf (� kl ; �; k ) = 0 � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé,
k � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà, � � êîýôôèöèåíò óïðî÷íåíèÿ.

Â êà÷åñòâå âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûì
ïëàñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì � óñëîâèåì ìàêñèìàëüíûõ ïðèâåäåííûõ íàïðÿæåíèé
(óñëîâèåì Èøëèíñêîãî-Èâëåâà) [16]

max j� i � �ep
i � � j � 4

3k = 0 ; � = 1
3 � jj : (4)

Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çàäàåòñÿ çàêîíîì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè [17]

@T
@t

= aT;jj � � (T � T0) ; (5)

ãäå a � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, � � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è � =
2� (&�h) � 1, � � òåïëîîòäà÷è ìåæäó äåôîðìèðóåìîãî è ïðîâîäÿùåãî òåïëî òåëà â îêðó-
æàþùóþ ñðåäó, &� óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü íà åäèíèöó ìàññû, � � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà
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ïëàòèíû, h � òîëùèíà ïëàñòèíû. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûñîêóþ òåìïåðàòóðó íàãðå-
âà ìàòåðèàëà, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé,
çàäàâàåìîé çàâèñèìîñòÿìè (1) è (2), êîãäà â íèõ � , � , k ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, ñâÿæåì
çàâèñèìîñòè ïîñëåäíèõ îò òåìïåðàòóðû [18, 19]

k (T) = k0 (� )2 ; v (T) = 0 :5 � (0:5 � v0) �;
� = 2v�

1� 2v ; � = Tp � T
Tp � T0

;
� = � 0

�
� 65:94� 10� 3T2 + 41:08T + 77:82� 103

�
� 84000� 1:

(6)

Â (6) k0, v0, � 0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà, ìîäóëü ñäâèãà ïðè
êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå, Tp � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ìåòàëëà.

Çàâåðøàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)�(6) óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

� ij;j = 0 : (7)

.
3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå.
Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

�
r; '; z

�
ðàñïîëîæåíà ïëàñòèíà, êîòîðàÿ

íàãðåâàåòñÿ îò èñòî÷íèêà òåïëà, ðàñïîëîæåííîãî â öåíòðå r = 0

T (r; t ) = qt; 0 � r � r0; (8)

ãäå q � ñêîðîñòü íàãðåâà, r0 � ðàäèóñ ïÿòíà íàãðåâà. Êîãäà òåìïåðàòóðà â öåíòðå
ïëàñòèíû ñòàíåò ðàâíîé T (0; t � ) = 0 ; 9Tp, èñòî÷íèê îòâîäèòñÿ, è ìàòåðèàë ïëàñòèíû
îñòûâàåò. Òåïëîîòâîäîì îò áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû ïðåíåáðåãàåì èç-çà ìàëîé
òîëùèíû, êîòîðóþ íå ó÷èòûâàåì. Ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ìàòåðèàëå ïëàñòèíû
îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà òåïëîïðîâîäíîñòè (5), çàïèñàííîãî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

T;t = a (rT ;r );r + � (T0 � T) : (9)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ òåìïåðàòóðíîé çàäà÷è (7)-(9) ïîëó÷èòü íå òðóäíî ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [20] èëè àíàëèòè÷åñêè [21], îñòàíàâëèâàòüñÿ íà åå ðåøåíèè íå
áóäåì è ïåðåéäåì ê ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å.

Â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (� z = 0) èç çàâèñèìîñòåé çàêîíà
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà èìååì

� r = Au r;r + Br � 1ur � D (T � T0) ;
� ' = Bu r;r + Ar � 1ur � D (T � T0) ;

(10)

A = 4 � (� + � ) ( � + 2 � ) � 1 ; B = 2 �� (� + 2 � ) � 1 ; D = 6K�� (� + 2 � ) � 1 :
Ïîäñòàíîâêà (10) â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

� r;r + r � 1 (� r � � ' ) = 0 (11)

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ur

�u r;rr + &ur;r + !u r + � = 0 ; (12)

� = A; &= A ;r + r � 1A; ! = r � 1B ;r � r � 2A; � = � DT ;r � D ;r (T � T0) ;
Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûáèðàåì óñëîâèÿ

ur jr =0 = 0 ; � r jr = R = 0 ; (13)

ãäåR � ðàññòîÿíèå äî êðàÿ ïëàñòèíû.
Â ñëó÷àå ó÷åòà çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ìîäóëåé îò òåìïåðàòóðû, ðåøåíèå îáûêíî-

âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (13)
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âîçìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿòñÿ
îäèí èç ìåòîäîâ êîí÷íûõ ðàçíîñòåé - ìåòîä ñåòîê. Îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé
ñåòêîé. Äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè çàïèñûâàåòñÿ â ðàçíîñòîì âèäå óðàâíåíèå ðàâíîñå-
÷èÿ, à íà ãðàíèöàõ àïðîêñèìèðóþòñÿ ãðíè÷íûå óñëîâèÿ. òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà. Àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå ïðè ïîñòîÿííûõ óïðóãèõ ìîäóëÿõ ïðèâåäåíî â [22].

4. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå
Ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè â öåíòðå íàãðåâà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷åñêî-

ãî òå÷åíèÿ 2 (� z � �ep
z) � (� r � �ep

r ) � (� ' � �ep
' ) = 4 k. Çäåñü îáðàçóåòñÿ óïðóãîïëàñòè-

÷åñêàÿ ãðàíèöà r = n1(t). Â îáëàñòè 0 � r � n1(t) ìàòåðèàë ïëàñòèíû ïëàñòè÷åñêè
òå÷åò, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ è ðàçâèòèþ íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé. Çàêîí Äþ-
àìåëÿ � Íåéìàíà â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå:

� r = A (ur;r � ep
r ) + B

�
r � 1ur � ep

'
�

� D (T � T0) ;
� ' = B (ur;r � ep

r ) + A
�
r � 1ur � ep

'
�

� D (T � T0) :
(14)

Èç àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (3) íàõîäèì "p
r = "p

' , "p
' = � � ;

"p
z = 2 �; ep

r = ep
' = � �� + ~ep

r , ep
z = 2 �� + ~ep

z. Ñëàãàåìûå �� ÿâëÿþòñÿ ïðèðàùåíè-
åì íåîáðàòèìîé äåôîðìàöèè ~ep

r , ñóùåñòâîâàâøåé èëè çàðîäèâøåéñÿ íà ïðåäûäóùåì
âðåìåííîì øàãå, � = � t øàã ïî âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå è (14) íàõîäèì

� = ~ep
r � � 1 + g

�
D (T � T0) � 0:5 (A + B )

�
ur;r + r � 1ur

�
� 2k

�
� � 1

� r = g
�
0:5

�
A2 � B 2 + 6cA

�
ur;r + 0 :5

�
B 2 � A2 + 6cB

�
r � 1ur

�
�

� g (3Dc (T � T0) + 2 ( A + B ) k) ;
� ' = g

�
0:5

�
A2 � B 2 + 6cA

�
r � 1ur + 0 :5

�
B 2 � A2 + 6cB

�
ur;r

�
�

� g (3Dc (T � T0) + 2 ( A + B ) k) ;
g = ( A + B + 3c) � 1 :

(15)

Ïðîâîäÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (11) ñ ó÷å-
òîì (15), íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå íàõîäÿòñÿ ïåðåìåùåíèÿ ur (r; t ). Â îáëàñòè ïëà-
ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ñòðîèòñÿ íà ïîäîáèè
(12). Áëàãîäîðÿ òîìó, ÷òî êóñî÷íî-ëèíåéíîå óñëîâèå ïëàñò÷èåñêîãî òå÷åíèÿ äàåò âîç-
ìîæíîñòü çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ëèíåéíîì âèäå, òî ïî-
ñòðîåííàÿ ïðè ÷èñëåíîì ðåøåíèè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ òàê æå ìåòî-
äîì Ãàóññà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå â îòëè÷èå îò àíàëèòè-
÷åñêèõ ðåøåíèé, çàäàâàòü íå ñòîèò. Î õîðîøåé ñõîäèìîñòè è ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ìîæíî ñóäèòü â ñëó÷àå íåðàçðûâíîñòè íàïðÿæåíèÿ � r
íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå.

5. Ðàçãðóçêà è îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ
Ïîñëå îòâîäà òåïëà â öåíòðå r = 0 íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè çàìåäëÿþò ñâîé ðîñò,

îáðàçóåòñÿ ðàçãðóæàþùàÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ãðàíèöà r = m1(t), ïðîäâèãàþùàÿñÿ
çà ãðàíèöåé r = n1(t). ×åðåç íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ãðàíèöû ñîåäèíÿòñÿ. Â
îáëàñòè ðàçãðóçêè0 � r � m1(t) íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (14) ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè óæå íå ðàñòóò è îñòàþòñÿ ïîñòîÿííû-
ìè. Óïðóãèå ìîäóëè (6) ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè îñòûâàíèè. Ýòî ïðåäïîëàãàåò
ôàçîâûå ïåðåõîäû. Îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ ÷èñ-
ëåííî èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (11) ñ óæå èçâåñòíûìè
íåîáðàòèìûìè äåôîðìàöèÿìè.

6. Ôèçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà âîçüìåì ñòàëüíóþ ïëàñòèíó ñ ðàçìåðàìè
øèðèíîé 100 ìì, äëèíîé 200 ìì, òîëùèíîé 12 ìì. Äî íà÷àëà ýêñïåðèìåíòà, èñïîëüçóÿ
ìåòîä ðåíòãåíà äèôðàêòîìåòðèè, ïðîèçâåäåì çàìåð îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ìàòå-
ðèàëå ïëàñòèíû, óáåäèìñÿ â èõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ. Â öåíòðå ïîìåñòèì èñòî÷íèê òåïëà
(àöåòèëåíîâóþ ãîðåëêó) è ïðîèçâåäåì íàãðåâ äî òåìïåðàòóðû T (0; t � ) = Tp. Ïîñëå
íàãðåâà è ïîëíîãî îñòûâàíèÿ ïëàñòèíû ïðîèçâåäåì ñíÿòèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé
(ðèñ.1).

Ðèñ. 1. Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé: 1 � ñòàëüíàÿ ïëàñòèíà; 2 � çîíà òåïëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ; 3 � òî÷êè ñíÿòèÿ äàííûõ

Íà ðèñóíêàõ 2 è 3 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ïëàñòèí,
èçãîòîâëåííûõ èç ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñòàëè ñ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè. Äëÿ Ñò3 � = 7850 êã�ì � 3, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü 0,48 êÄæ / (êã �K), òåïëîïðî-
âîäíîñòü 55,5 Bò/(ìÊ), k0 = 255 ÌÏà, � 0 = 74000 ÌÏà, Tp = 1525� C, � = 11; 5 � 10� 6,
êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è íàãðåòîãî ìåòàëëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó 7,6 Bò/(ìÊ).
Äëÿ Ñòàëè 45 � = 7814 êã � ì � 3, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü 0,5 êÄæ / (êã �K), òåïëîïðî-
âîäíîñòü 67,78 Bò/(ìÊ), � 0 = 78000 ÌÏà, Tp = 1525� C, � = 11; 1 � 10� 6, êîýôôèöèåí-
òû òåïëîîòäà÷è íàãðåòîãî ìåòàëëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó 7,6 Bò/(ìÊ). Êîýôôèöèåíò
óïðî÷íåíèÿ c âçÿò 2000 Ïà [23]. Çíà÷åíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî èçîáðàæåíû òî÷êàìè.

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå ñòàëüíîé ïëàñòèíû (Ñò3)
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ìàòåðèàëå ñòàëüíîé ïëàñòèíû (Ñòàëü 45)

Ëîêàëüíûé íàãðåâ îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ñòðóêòóðó è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû èç óãëåðîäèñòîé ñòàëè. Òåïëîâîå âîçäåéñòâèå ïëàìåíè ãî-
ðþ÷èõ ãàçîâ íàãðåâàåò ìåòàëë äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ â çîíå êîíòàêòà. Ïðè îñòû-
âàíèè â òî÷êå ðàñïëàâëåíèÿ ìåòàëëà ïðîèñõîäèò åãî óñàäêà. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðåàëü-
íûõ ðàçìåðîâ çîíû òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ è ìèêðîñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ìåòàëëå
ïëàñòèíû ïðèâåäåíû ìåòàëëîãðàôè÷åñêèå øëèôû îáðàçöîâ (ðèñ. 4). Äëèíà îò öåíòðà
çîíû ðàñïëàâëåíèÿ ìåòàëëà äî îêîí÷àíèÿ çîíû òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ ñîñòàâèëà: äëÿ
ñòàëè Ñò3 � 13,5 ìì, äëÿ ñòàëè 45 � 15,5 ìì. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ äëèíîé
çîíû ðàñïðåäåëåíèÿ áîëüøèõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, óñòàíîâëåííûõ â òåîðåòè÷å-
ñêèõ ðàñ÷åòàõ è ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ. Çîíà ðàñïëàâëåíèÿ ìåòàëëà
ó îáðàçöîâ èç ñòàëè ìàðêè Ñò3 è 45 õàðàêòåðèçóåòñÿ ôåððèòî-ïåðëèòíîé ñòðóêòóðîé
ñ óêðóïíåííûì ðàçìåðîì çåðåí. Ðàçìåð çåðíà çîíû ðàñïëàâëåíèÿ ìåòàëëà â ñðåä-
íåì ñîñòàâèë 117 ìêì., ÷òî â 6 ðàç áîëüøå ðàçìåðà çåðíà ìåòàëëà, íå ïîäâåðãøåãîñÿ
òåïëîâîìó âîçäåéñòâèþ. Äàííûå ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò èç-çà ïåðåãðåâà
ìåòàëëà è âïîñëåäñòâèè åãî áûñòðîãî îõëàæäåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèé â ìåòàëëå. Ýòî îêàçûâàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû è ïðèâîäèò ê åãî ðàçóïðî÷íåíèþ â çîíå òåïëîâîãî âîç-
äåéñòâèÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îïðåäåëåíèÿ âëè-
ÿíèÿ òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïëàìåíè àöåòèëåíîâîé ãîðåëêè òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè îïûò-
íûå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå èñïûòàíèÿ.

Îáðàçöû, ïîëó÷åííûå äî è ïîñëå òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, ïîäâåðãàëèñü èñïûòàíèþ
íà ðàñòÿæåíèå íà òåñòîâîé ìàøèíå. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ïðåäåëà òåêó÷åñòè è ïðî÷íîñòè îáðàçöîâ ïîñëå òåïëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ ñíèæàåòñÿ íà 25 %.

7. Çàêëþ÷åíèå



ÐÀÇÓÏÐÎ×ÍÅÍÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÑÒÀËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ ... 91

Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðà ìåòàëëà îáðàçöîâ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå òî÷å÷íîãî òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
(õ100): 1 � çîíà ðàñïëàâëåíèÿ ìåòàëëà; 2 � çîíà òåðìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ; 3 � çîíà ìåòàëëà íå
ïîäâåðãøåãîñÿ ñòðóêòóðíûì èçìåíåíèÿì.

Ðèñ. 5. Äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ äî è ïîñëå òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ

Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïðèâåäåííûõ íàïðÿæåíèé (óñëîâèÿ Èøëèí-
ñêîãî � Èâëåâà) ñ ââåäåíèåì ñëàãàåìîãî, îòâå÷àþùåãî çà óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà, ïîçâî-
ëÿåò âû÷èñëèòü îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ â ìàòåðèàëå ñòàëüíîé ïëàñòèíû, ïîäâåðãíó-
òîé ëîêàëüíîìó òåðìè÷åñêîìó âëèÿíèþ ñî ñòîðîíû ïëàìåíè ãîðþ÷èõ ãàçîâ. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî â îáëàñòè èíòåíñèâíîãî òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò ñòðóêòóðíûå
ïðåâðàùåíèÿ, ñ îáðàçîâàíèåì íîâûõ ôàç, à òàê æå íàáëþäàåòñÿ èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ
çåðíà èñõîäíûõ ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. C òî÷êè çðåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷íîñòè ýòî
ñâÿçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ñ èçìåíåíèåì óïðóãèõ ìîäóëåé. Òàêèì ñïîñîáîì ýòè èçìåíå-
íèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â çîíå òåïëîâîãî ëîêàëüíîãî âîçäåéñòâèÿ, îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà
ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòàëëà.
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E. E. Abashkin, À. V. Tkacheva

SOFTENING OF STEEL PLATE MATERIAL DUE TO LOCAL TEMPERATURE
EXPOSURE

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk - on - Amur, Russia

Abstract. The paper describes studies of the thermal e�ect of a combustible gas of an acetylene
burner on a steel plate. As a result of this e�ect, irreversible deformations occur, a�ecting a decrease
in the yield strength of the material. A variety of material represents an experimental path through
a series of experiments. Only mathematical models based on Prandtl-Reis models are used to
describe physical models. Load balancing modules and modules are temperature dependent. As a
criterion of plastic �ow, the Ishlinsky-Ivlev condition is adopted, in which the term is introduced,
which is responsible for the hardening of the material.
Keywords : temperature stresses, point heating, residual stresses, elasticity, plasticity, hardening,
Ishlinsky-Ilev condition
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Ðèñ. 1.

(A� x � p(x; y))( B� y � p(x; y)) � C� 2
xy = 0 ; (1)

ãäå A; B; C � êîíñòàíòû îïðåäåëÿþùèå àíèçîòðîïèþ ìàòåðèàëà p(x; y) � ôóíêöèÿ
ñîïðîòèâëåíèÿ îòðûâó.

Ïîëîæèì
p(x; y) = p0 + � (mx + ny); p0; m; n � const: (2)

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûðàæåíèå (2) ïðèìåò âèä

p = p0 + � (m� cos (� ) + n� sin (� )) : (3)

Äëÿ çàïèñè âûðàæåíèÿ (1) â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �� âîñïîëüçóåìñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè (4).

� x = � � + � �
2 + � � � � �

2 cos 2� + � �� sin 2�;
� y = � � + � �

2 � � � � � �
2 cos 2� � � �� sin 2�;

� xy = � � � � �
2 sin 2� + � �� cos 2�:

(4)

Èç (1) è (4) ïîëó÷èì

AB (� � + � � )2 � (� � � � � )2 � AB + C
2 + AB � C

2 cos 4�
�

�
� 2� 2

�� (AB + C + ( C � AB ) cos 4� ) � 2� �� (� � � � � ) �
� (AB � C) sin 4� � 2 (� � � � � ) (A � B ) pcos 2� �
� 4� �� (A � B ) psin 2� � 2 (� � + � � ) (A + B ) p = � 4p2:

(5)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó � , õà-
ðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè ïëàñòèíû (2), (6), äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê áåç-
ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Âñå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ îòíåñåì ê çíà÷åíèþ ïîñòîÿííîé
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îòðûâà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè p0, âåëè÷èíû îïðåäåëÿþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû
ïëàñòèíû îòíåñåì íåêîòîðîé ëèíåéíîé âåëè÷èíå � 0

s.

A = 1 + �a; B = 1 + �b; C = 1 + �c; � =
r
� 0

s
; (6)

ãäå a; b; c � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò àíèçîòðîïèþ, � � ïàðàìåòð, êîòîðûé
áóäåì ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì.

Äëÿ ðàñ÷åòà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ïîëîæèì � = 0 ; A = B = C = 1 , òîãäà
âûðàæåíèå (5) ïðèìåò âèä

(� � � p) ( � � � p) � � 2
�� = 0 : (7)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [3-8], ïîëîãàÿ

� ij = � (0)
ij + �� (I )

ij + � 2� (II )
ij + ::: : (8)

Ïðèìåì

� (0)
��i = 0 : (9)

Äëÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè áóäåì óêàçûâàòü èíäåêñ �
� p�, à óïðóãîé � ` å�.

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èç (7 � 9) ïîëó÷èì

� (0)p
�i = p: (10)

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàïèøåì â âèäå

@�( i )
�

@� + 1
�

@�( i )
��

@� + � ( i )
� � � ( i )

�
� = 0 ;

@�( i )
��

@� + 1
�

@�( i )
�

@� +
2� ( i )

��
� = 0 :

(11)

Â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèÿ (11) ñ ó÷åòîì (8 � 10), ïðèìóò âèä

d� (0)
�

d�
+

� (0)
� � � (0)

�

�
= 0 : (12)

Èç ñîîòíîøåíèé (10), (12)îïðåäåëèì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ � (0)p
�

� (0)p
� = p0 �

C1

�
: (13)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîíòóð îòâåðñòèÿ ñâîáîäåí îò óñèëèé, � 0
� = 0 ïðè � = � , îïðåäåëèì

êîíñòàíòó C1.

� (0)p
� 1 = p0

�
1 �

�
�

�
: (14)

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âèä

� (0)p
� 1 = p0

�
1 �

�
�

�
; � (0)p

� 1 = p0; � (0)p
�� 1 = 0 : (15)
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Из (5), (6) (8), в первом приближении, с учётом (9), (14) получим

�
(I)p
� = ��p0

8� (a+ b� c) cos 4� + p0

2 (a� b) cos 2�+

+m� cos � + n� sin � + �p0

8� (a+ b� c)� p0

2 (a+ b):
(16)

Соотноешения (11) будут удовлетворяться с помощью подстановки

�(I)
� =

1

�

@�(I)

@�
+

1

�2

@2�(I)

@�2
; �

(I)
� =

@2�(I)

@�2
; �

(I)
�� = � @

@�

 
1

�

@�(I)

@�

!
: (17)

Используя соотношения (16), (17), получим выражение для функции Эри

�(I) =
�
��p0

8 (a+ b+ c)�(ln �� 1) + С1�+ С2

�
cos 4�+

+
h
p0�2

4 (a� b) + С3�+ С4

i
cos 2�+

+
�
m�3

6 + C5�+ C6

�
cos � +

�
m�3

6 + C7�+ C8

�
sin �+

+�p0

8 (a+ b� c)�(ln �� 1)� p0�2

4 (a+ b) + С9�+ С10:

(18)

Из (17), (18) следует

�
(I)p
� =

h
15�p0

8 (a+ b� c) ln �
� �

2�p0(a+b�c)+15C1

� �
� 16C2

�2

i
cos 4� �

h
p0

2 (a� b) + 3C3
� + 4C4

�2

i
cos 2�+

+
�
m�
3 � C6

�2

�
sin � +

�
n�
3 � C8

�2

�
cos �+

+�p0

8 (a+ b� c) ln �
� �

p0

2 (a+ b) + C9
� ;

�
(I)p
� = ��p0

8� (a+ b� c) cos 4� + p0

2 (a� b) cos 2�+

+�p0

8� (a+ b� c)� p0

2 (a+ b);

�
(I)p
�� = �

h
�p0

2� (a+ b� c) + 4С2
�

i
sin 4�+

+
h
p0

2 (a� b)� 2С4
�2

i
sin 2�+

+
�
m�
3 � C6

�2

�
sin � �

�
n�
3 � C8

�2

�
cos �:

(19)

Контур отверстия пластины свободен от усилий, следовательно, справедливы соот-
ношения

�(I)p
�

���
�=�

= 0; �
(I)p
��

���
�=�

= 0: (20)

Используя соотношения (19), (20) определим константы С1; C2; C3; C4; С6; C8; C9

C1 = p0� ln�
8 (a+ b� c); C2 = �p0�2

8 (a+ b� c);
C3 = �p0�

2 (a� b); C4 = p0�2

4 (a� b); C6 = m�3

3 ;

C8 = n�3

3 ; C9 = p0�
2 (a+ b)� p0� ln�

8 (a+ b� c):

Соотношения (19), с учётом найденных значений констант, примут вид
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�
(I)p
� = �p0(a+ b� c)

h
15 ln �

8� �
(16+15 ln�)

8� + 2�
�2

i
cos 4��

�p0(a� b)
h

1
2 � 3�

2� + �2

�2

i
cos 2�+

+m�
�

1
3 � �3

�3

�
cos � + n�

�
1
3 � �3

�3

�
sin � + p0� ln�

8� c�
�p0(a+ b)

h
1
2 � �

2�

i
+ �p0

8� (a+ b� c) ln �
� ;

�
(I)p
� = ��p0

8� (a+ b� c) cos 4� + p0

2 (a� b) cos 2�+

+m� cos � + n� sin � + �p0

8� (a+ b� c)� p0

2 (a+ b);

�
(I)p
�� = ��p0

2� (a+ b� c)
�
1� �2

�
sin 4�+

+p0

2 (a� b)
h
1� �2

�2

i
sin 2��

�m�
�

1
3 � �3

�3

�
sin � � n�

�
1
3 � �3

�3

�
cos �:

(21)

На границе раздела двух областей справедливо

�p�
��
�=1

= �e�
��
�=1

; �p�
��
�=1

= �e�j�=1 : (22)

Для нулевонго приближения в упругой области воспользуемся соотношениями

�(0)e
� = E � F

�2
; �(0)e

� = E +
F

�2
; E; F = const: (23)

Используя граничные условия �e� = q при � =1, получим

�(0)e
�

���
�=1

= E = q: (24)

Из (15), (22) – (24) следует

F =
p0�

2
: (25)

Откуда получим решение в упругой области

�(0)e
� = q � p0�

2�2
; �

(0)e
� = q +

p0�

2�2
; �

(0)e
�� = 0: (26)

Из соотношений (15), (7), (11) следует

� =
2(p0 � q)

p0
; (27)

тогда радиус пластической зоны определяется соотношением

�0
s =

a

�
=

ap0

2(p0 � q)
: (28)

Компоненты напряжения в упругой зоне в первом приближении с учётом (22) при-
мут вид



100 В. Г. ЕФРЕМОВ, С. В. МАТВЕЕВ, А. Н. МАТВЕЕВА, С. В. ТИХОНОВ

�
(I)e
� = �p0(a+ b� c)

�
�1

2 + 2�
�

cos 4��
�p0(a� b)

�
1
2 � 3�+ �2

�
cos 2�+

+m
�

1
3 � �3

�
cos � + n

�
1
3 � �3

�
sin ��

�p0(a+ b)
�

1
2 � �

2

�
� �p0

8 (a+ b� c) ln�;

�
(I)e
� = ��p0

8 (a+ b� c) cos 4� + p0

2 (a� b) cos 2�+
+m cos � + n sin � + �p0

8 (a+ b� c)� p0

2 (a+ b);

�
(I)e
�� = ��p0

2 (a+ b� c)
�
1� �2

�
sin 4�+

+p0

2 (a� b)
�
1� �2

�
sin 2��

�m
�

1
3 � �3

�
sin � � n

�
1
3 � �3

�
cos �:

(29)

Применяя к соотношениям (29) формулы разделов (I), (III), (IV), (VI), (VIII), при-
веденные в [8, стр. 122], получим компоненты напряжения в первом приближении в
упругой зоне

�
(I)e
� = p0(a+b)

2�2

�
�� 1� � ln�

4

�
+ p0� ln�

8�2 c+

+ 1
�3

�
1
3 � �3

�
(m cos � + n sin �) +

+p0(a�b)
2 (1� �)

h
3
�4 + 2(��2)

�2

i
cos 2�+

+�p0

2 (a+ b� c)
h
(�� 1)

�
3��5
�6 � 3(��3)

�4

�
+

+ 15
4 ln�

�
2
�6 � 3

�4

�i
cos 4�;

�
(I)e
� = �p0(a+b)

2�2

�
�� 1� � ln�

4

�
� p0� ln�

8�2 c�
� 1
�3

�
1
3 � �3

�
(m cos � + n sin �)�

�3p0(a�b)
2�4 (1� �) cos 2� � �p0

2 (a+ b� c)�
�
h
(�� 1)

�
3��5
�6 � ��3

�4

�
+ 15

4 ln�
�

2
�6 � 1

�4

�i
cos 4�;

�
(I)e
�� = 1

�3

�
1
3 � �3

�
(m sin � + n cos �) +

+p0(a�b)
2 (1� �)

h
3
�4 + ��2

�2

i
sin 2�+

�p0

2 (a+ b� c)
h
(�� 1)

�
3��5
�6 � 2(��3)

�4

�
+

+ 15
2 ln�

�
1
�6 � 1

�4

�i
sin 4�:

Для границы раздела двух областей �s в первом приближении справедливы соот-
ношения

�(I)
s =

1

4

�
�

(I)e
� � �(I)p

�

�
при � = 1:

Таким образом, радиус пластической зоны в первом приближении примет вид

�
(I)
s = 1

4

h
�p0(ln��1)

8 (a+ b� c) + p0(a+ b)
�
1� �

2

�i
+
�
�3

4 � 1
3

�
m cos �+

+
�
�3

4 � 1
3

�
n sin � + p0(a�b)

8 (3�� 4) cos 2� + �p0

32 (a+ b+ c)�
�
�
1� 8(�� 1)2 � 15 ln�

�
cos 4�:
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В работе получены компоненты напряжения в первом приближении в упругой и
пластической зоне, для бесконечной тонкой пластины при условии линейной зави-
симости функции отрыва. Полученное решение не противоречит результатам работ
[4-12].
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UNIFORM STRETCHING OF A THIN INHOMOGENEOUS PLATE WITH A
CIRCULAR HOLE, SUBJECT TO ULTIMATE TEARING RESISTANCE

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers the elastoplastic state thin plate with a circular hole with uniform
tension. Material plates are assumed to be anisotropic. The peel resistance of the material is
assumed to be a linear function, depending on the coordinates. The solution is sought by the small
parameter method. The solution is determined in the zeroth and first approximations in the elastic
and plastic regions.

Keywords: ductility, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy, heterogeneity
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Аннотация. В работе получены компоненты напряжений в пластической области для про-
странства из сыпучего материала, ослабленного эллипсоидальной полостью. В данной задаче
действуют взаимноперпендикулярые силы на бесконечности при остутсвии давлений внут-
ри полости. Задача решена в сферической координатной системе в безразмерных единицах
длины.

Ключевые слова: напряжения, деформации, пластичность, эллипсоидальная полость.
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Введение
Во многих отраслях, таких как горное дело, строительная механика и причих нема-

ловажное место имеет определение напряженного состояния массива вокруг различ-
ного рода выемок и полостей. Определение напряженного состояния пространства
из сжимаемого идеально-пластического материала, ослабленного сферической поло-
стью, было приведено в [1]. В [2], [3], [4], [5], [6] были приведены решения задач для
сжимаемого упругопластического материала с полостями при соблюдении условий
полной пластичности Треска-Сен-Венана. В этих работах были рассмотрены все три
случая, удовлетворяющие данным условиям, один из которых соответствовал случаю
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со сферической полостью [2], [3], [4], а два других [5], [6] представляли решение анали-
тической задачи. В [7] было представлено подробное решение для всех трех случаев.

В данной работе рассматривается пространство с эллипсоидальной полостью из
сжимаемого идеально пластического материала при взаимноперпендикулярном при-
ложении уислий на бесконечности. Задача решена в сферической системе координат,
использован метод малого параметра, величины, имеющие размерность длины, отне-
сены к радиусу полости �0.

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды берется в виде [8]

f(�0ij) = k0 + a�; (1)

где a = tg� — коэффициент внутреннего трения, � — угол внутреннего трения, �0ij —
напряжения, k0 — удельное сцепление.

Используем уравнения равновесия [8]

@��
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+
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@���
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+
1

� sin �

@��’
@’

+
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�
(2�� � �� � �’ + ��� ctg �) = 0;

@���
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+
1
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@��
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+
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� sin �
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+
1
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+
1

�

@��’
@�

+
1

� sin �

@�’
@’

+
1

�
(3��’ + 2��’ ctg �) = 0:

(2)

Условия пластичности Треска-Сен-Венана [8] с учетом (1):

(�� � � + (k0 + a�)2=3)(�� � � + (k0 + a�)2=3)� �2
�� = 0;

(�� � � + (k0 + a�)2=3)(�’ � � + (k0 + a�)2=3)� �2
�’ = 0;

(�’ � � + (k0 + a�)2=3)(�� � � + (k0 + a�)2=3)� �2
�’ = 0;

(3)

а также
(�� � � + (k0 + a�)2=3)��’ = �����’;

(�’ � � + (k0 + a�)2=3)��� = ��’��’;

(�� � � + (k0 + a�)2=3)��’ = �����’:

(4)

Граничные условия:

��l + ���m+ ��’n = P�; ���l + ��m+ ��’n = P�; ��’l + ��’m+ �’n = P’; (5)

где ��, ���, ... — компоненты девиатора напряжения; l,m, n— направляющие косинусы
нормали; P�, P�, P’ — проекции усилий на оси �, �, ’; � = (�� + �� + �’)=3 — среднее
давление.

Решения ищутся в виде рядов по малому параметру � (� � 1) [4]:

�� = �0
� + ��0�; �� = �0

� + ��0�; �’ = �0
’ + ��0’;

��� = �0
�� + �� 0��; ��’ = �0

�’ + �� 0�’; ��’ = �0
�’ + �� 0�’:

(6)

В качестве известных напряжений в невозмущенном состоянии принимаются [1]

�0
� = �0

’; �0
�� = �0

�’ = �0
�’ = 0; (7)
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�0p
� =

k0

a

�
��

12a
3+4a � 1

�
; �0p

� = �0p
’ =

k0

a

�
��

12a
3+4a � 1

�
= A+D; (8)

где A = (3 + 4a)=(3� 2a), D = �6k0=(3 + 4a).
Линеаризируя условия пластичности (3) и (4), получим

�0� = A~�0; (9)

� 0�’ = 0; (10)

где ~�0 = �0� = �0’. Уравнения равновесия (2) с учетом (10) примут вид [4]

@�0
�

@�
+

2

�
(�0
� � �0

�) = 0;
@�0

�

@�
=
@�0

’

@’
= 0: (11)

Для решения (11) введем функцию U(�; �; ’) так, чтобы выполнялись:

~�0 = �1

�

@U

@�
; � 0�� =

1

�3

@U

@�
; � 0�’ =

1

�3 sin �

@U

@’
: (12)

Тогда первые два уравнения (12) тождественно удовлетворяются, а последнее примет
вид [4]

�A�2@
2U

@�2
+ 2�

@U

@�
+
@2U

@�2
+

1

sin2 �

@2U

@’2
+ ctg �

@U

@�
= 0: (13)

Решение (13) ищется методом разделения переменных. При этом:

U = R(�)��(�)� cosm’: (14)

Тогда для R(�) получим уравнение [3]

R00 � 2

�A
R0 +

�

�2A
R = 0: (15)

Получим решение (15):
R = C1�

�1 + C2�
�2 ; (16)

�21 =

�
1

A
+

1

2

�
�
s�

1

A
+

1

2

�2

� �

A
; (17)

�, C1, C2 будут определены ниже.
Для �(�) получим [3]:

�00 + ctg � ��0 + ��m2

sin2 �
= 0: (18)

Уравнение (18) является дифференциальным уравнением для присоединенных функ-
ций Лежандра. Решая совместно (18), (12) и (9), получим

�0� = �A
�2
R0� cosm’; � 0�� =

1

�3
R�0 cosm’; � 0�’ = � m

�3 sin �
R� sinm’; (19)

где A представлена выше, R0 = @R(�)=@�, �0 = @�(�)=@�.
После линерализации граничных условий (5), получим [4]

�0� =
@�0

�

@�
�1; � 0�� = �0

�

@�1

@�
; � 0�’ = �0

’

1

sin �

@�1

@’
: (20)
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Полагая � = 1, после совместногорешения (20) и (8), получим граничные условия
в виде:

�0� = B�1(�; ’); � 0�� = �B
2

@�1(�; ’)

@�
; � 0�’ = � B

2 sin �

@�1(�; ’)

@’
; (21)

где B = �2D, �1(�; ’) задает уравнение эллипсоида в первом приближении и опреде-
ляется � = 1 + @�1(�; ’):

�1(�; ’) =
1

2

�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
; (22)

где

c1 = �1

3
� 2

3

�3 � �1

�2 � �3
; c2 =

2

3
+

1

3

�3 � �1

�2 � �3
;

�1, �2, �3 — полуоси эллипсоида. Тогда решая совместно (19), (21), (22) и полагая
� = 1, получим:

R0� cosm’ = � B

2A

�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
;

R�0 cosm’ = �B
4

@

@�

�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
;

mR� sinm’ =
B

4

@

@’

�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
:

(23)

Общее решение U(�; �; ’) складывается из двух решений:

U = U0 + U2; (24)

где U0 = R0�0 — решение при m = 0; U2 = R2�2 cos 2’ — решение при m = 2. Тогда,
решая (23) при m = 0 и m = 2, получим � = 6 — однозначное решение (18). Тогда,
решая (15) при � = 6, получим

R0 = R2: (25)

Функция U2 в соответствии с (24) и (25) примет вид

U2 = (c1 � c2) sin2 � cos 2’(C1�
�1 + C2�

�2): (26)

После совместного ршения (24), (25) и (26), получим:

U(�; �; ’) = (C1�
�1 + C2�

�2)
�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
: (27)

Из граничных условий определяются константы:

C1 = �AB�1 � 2B

4A(�2 � �1)
� B

4
; C2 =

AB�1 � 2B

4A(�2 � �1)
: (28)

Подставляя (27) в (20) и принимая во внимание (9) и (10), получим для компо-
нент напряжений в пластической области для пространства из сыпучего материала,
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ослабленного эллипсоидальной полостью, выражения

�0p� = �0p’ = �C1�1�
�1 + C2�2�

�2

�3
�

�
�
(c1 + c2)(1� 3 cos2 �) + (c1 � c2) sin2 � cos 2’

�
;

� 0p�� =
C1�

�1 + C2�
�2

3�3

@P 2
2 (cos �)

@�
[3(c1 + c2) + (c1 � c2) cos 2’] ;

� 0p�’ = �2(C1�
�1 + C2�

�2)

3�3 sin �
(c1 � c2) sin 2’P 2

2 (cos �);

�0p� = A�0p� ; � 0�’ = 0:

(29)
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STRESS STATE OF IDEALOPLASTIC COMPRESSIBLE SPACE WEAKENED
BY ELLIPSOIDAL CAVITY

1Chuvash State Agricultural Academy, Cheboksary, Russia
2I. N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. In this work, stress components in the plastic region are obtained for a space of bulk
material weakened by an ellipsoidal cavity. In the formulation of this problem at infinity, mutually
perpendicular forces are applied, and there is no pressure inside the cavity. The solution to the
problem is obtained in a spherical coordinate system in dimensionless units of length.
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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ УПЛОТНЕНИЯ ПОРОШКОВОГО ТЕЛА
ИЗ ВОСКООБРАЗНОГО МАТЕРИАЛА НА ФОРМИРОВАНИЕ

ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПРЕССОВКИ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г.Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Достижение конечных размеров и характеристик прессовок во многом опреде-
ляется свойствами исходных материалов, степенью деформации и остаточными напряжения-
ми в уплотненном теле после снятия нагрузки. Поскольку воскообразные материалы, преиму-
щественно, не являются конструкционными, то сведений о напряженно-деформированном со-
стоянии получаемых из них прессовок, не вполне достаточно для прогнозирования конечных
свойств и размеров последних. Актуальность исследований в этом направлении обусловлена
использованием процессов формирования прессованных литейных моделей из воскообразных
композиций, применяемых в литье по выплавляемым моделям. Поверхность таких прессовок
отличается отсутствием тепловых усадочных дефектов. Однако, в ряде случаев, геометрия
прессовок изменяется в результате релаксации уплотненного материала. В работе представ-
лены результаты исследований влияния фракции воскообразного материала и времени его
выдержки в нагруженном состоянии на величину остаточных напряжений, которые можно
использовать при проектировании пресс-форм.
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Широкое распространение литья по выплавляемым моделям в машиностроении
обусловлено возможностью получения сложных тонкостенных отливок с размерами
соответствующими 3-8-му классам точности [1]. Реализация процесса осуществляет-
ся на нескольких основных этапах: получение выплавляемых моделей и модельных
блоков, формирование на них керамических оболочек, выплавление модельного ма-
териала из оболочек, их прокалка и заливка расплавом металла.

Большое число операций, длительность процесса и высокая стоимость изделий обу-
словливают недопустимость брака моделей, оболочковых форм и литья в целом [2].
Этап формирования модели в традиционных процессах сопровождается возникно-
вением усадочных дефектов, требующих исправления. Негативное влияние тепловое
расширение воскообразной модельной композиции проявляется также на этапе ее вы-
плавления из оболочковой формы. Термическое расширение модельного состава до-
стигает 10-14 % и, в ряде случаев, приводит к частичному или полному разрушению
оболочки. Таким образом, учет величины «припуска» на механическую обработку ли-
тых заготовок обусловлен как особенностями сплавов, применяемых для получения
изделия, так и теплофизическими процессами, сопровождающими нагрев и охлажде-
ние воскообразной массы [3, 4].

Формирование пористости в структуре выплавляемой модели направлено на устра-
нение отмеченных недостатков традиционного процесса. В этой связи перспективным
представляется получение этого изделия «холодным» прессованием порошкового вос-
кообразного материала [5], механическая работа в результате уплотнения которого,
переходя в тепловую, приводит к локальному повышению температуры в зоне вза-
имного контакта частиц материала. Управляемый нагрев компонентов порошково-
го тела осуществляется в направлении от периферии к его центру. По завершении
процесса уплотнения прессовка представляет собой конструкцию с распределенной
в структуре пористостью, величина которой может достигать 14%. Рост температу-
ры периферийных участков прессовки в результате нагружения и нагрева позволяет
получать поверхность изделия с геометрией и шероховатостью, соответствующей фор-
мообразующей полости пресс-матрицы [6]. Преимуществом такого способа получения
пористости в структуре изделия является отсутствие расширения при тепловом воз-
действии, связанном с удалением воскообразного материала из керамической формы.
К недостатку процесса следует отнести возникновение увеличение внешних размеров
прессовки, вызванное релаксацией уплотненного материала после снятия нагрузки.
Величина такого упругого отклика в направлении оси прессования ниже значений
его тепловой усадки и составляет 0,4-1,2 % [6]. Проблемой для повсеместного исполь-
зования такого процесса в машиностроении является отсутствие практических све-
дений о поведении материала при формовке изделий с переменной толщиной стенок
и сложной пространственной конфигурацией, определяющей возникновение участ-
ков прессовки с различной плотность и, следовательно, неконтролируемой величиной
упругого отклика.

Поведение материалов при экструзии и формовке порошков металлов [7, 8, 9], по-
лимеров [10, 11, 12] или огнеупоров [13] достаточно широко представлены в отече-
ственных и зарубежных источниках. Ввиду того, что воскообразные материалы в

Работа выполнена в рамках государственного задания № 075-00414-19-00.
В работе принимал участие к.ф.-м.н. Потянихин Д.А.
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качестве конструкционных рассматриваются крайне редко, а опыт получения прессо-
вок из других материалов сложно интерпретировать для прогнозировании конечных
свойств воскообразных прессовок исследования направленные на изучение процессов
их формовки представляются в достаточной степени актуальными.

Решение проблемы перераспределения напряжений и релаксации материала заклю-
чается в подборе скорости прессования и времени выдержки прессовки в нагружен-
ном состоянии, когда формообразующие элементы пресс-матрицы сомкнуты [14]. В
ходе серии предварительных экспериментов установлено, что в условиях, когда ин-
тервал скоростей перемещения формообразующих элементов пресс-матрицы состав-
ляет 0,25–1,5 мм/сек, возможно получение прессовки с величиной упругого отклика в
направлении оси нагружения, не превышающей 1,2%. Условие перемещения прессую-
щего элемента с одинаковой скоростью для разных фракций материала или различ-
ной пористости приводит к появлению расхождения в конечных значениях плотности
и, следовательно, не позволяет получать прессовки с одинаковым значением упруго
отклика для всего диапазона прессовок.

Таким образом, исследование режимов получения пористой прессовки из воскооб-
разных материалов методом «холодного» уплотнения, позволяющих понизить нега-
тивное влияние упругого отклика на размерную и геометрическую точность изделий
представляет значительный интерес для промышленности. Цель работы - исследова-
ние влияния фракции воскообразного материала уплотняемого порошкового тела и
времени его выдержки в нагруженном состоянии на формирование остаточных на-
пряжений и упругого отклика получаемой прессовки.
Методы и подходы.
В качестве материала прессовок выбран воскообразный модельный сплав с рав-

ным массовым содержанием парафина и стеарина ПС50/50, соответствующий 1-ой
классификационной группе [1] с температурой плавления 52℃, определенной в ходе
нагрева со скоростью 2 ℃/мин при помощи дифференциально-термического анали-
затора Shimadzu DTG-60H. В этой связи, для достоверности получаемых данных,
эксперимент проводился при температуре окружающей среды 20 � 2 ℃. Технологи-
чески приемлемым диапазоном фракций воскообразного материала является 0,63–2,5
мм, определенный в ходе предварительных экспериментов, обеспечивающий форми-
рование тонкостенных участков прессовок. Форма частиц воскообразного материала
преимущественно хлопьевидная ввиду ее получения рассевом стружки ПС50/50 на
ситах модели 026. это обстоятельство обуславливает неприменимость известных ме-
тодик расчета конечных свойств прессовок [13], ориентированных на использование
сфероидальной формы частиц. Реальный процесс получения прессовки уплотнени-
ем порошкового тела, как правило, состоит из этапов структурной деформации тела;
повышения давления без увеличения плотности с последующей пластической дефор-
мацией [14]. На реальных смесях эти этапы могут осуществляться одновременно. Реги-
стрировать величину нагрузки при уплотнении начинают с начала деформации всего
объема порошкового тела в условиях, когда смещение межчастичных контактов не
происходит. Для осуществления эксперимента порошок ПС50/50 помещали в упру-
гую цилиндрическую пресс-матрицу с диаметром основания d = 43,3 мм (рис.1,а).
Для устранения арочных эффектов смесь подвергали механической утряске с часто-
той 3,5 Гц до высоты h0i, соответствующей начала перемещения пресс-пуансона и
зависящей от массы засыпки mi.. На рис.1,а этот процесс показан в виде отрезка со




