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Аннотация. Статья посвящена член-корреспонденту РАН, доктору физико-математических
наук, профессору, заслуженному деятель науки Российской Федерации Р.В. Гольдштейну. В
настоящей библиографической заметке приводятся биографические сведения об этом круп-
ном ученом, который хорошо известен в России и за рубежом. Представлены сведения о его
вкладе в развитие механики деформирования и разрушения.
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1. Введение
Р.В. Гольдштейн (1940–2017 гг.) — выдающийся российский ученый, член-кор-

респондент РАН, доктор физико-математических наук, профессор, заслуженный де-
ятель науки Российской Федерации, лауреат Государственной премии РФ в области
науки — ученый широкого профиля в области механики деформируемого твердого те-
ла и ее приложений в технике и технологии. Ему принадлежит ряд фундаментальных
результатов в теории упругости, механике прочности и разрушения, механике кон-
тактного взаимодействия, нано-, микро- и мезомеханике материалов, механике льда
и ледяного покрова.
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Р.В. Гольдштейн родился 7 мая 1940 г. в городе Москве. Интерес к математике и ме-
ханике проявился у Р.В. Гольдштейна в школьные годы. Этому способствовали заня-
тия в математическом кружке при МГУ им. М.В. Ломоносова. Руководила кружком
группа студентов механико-математического факультета во главе с В.И. Арнольдом.

Р.В. Гольдштейн окончил с отличием в 1962 г. механико-математический факультет
МГУ им. М.В. Ломоносова (с 3-го курса получал стипендию им. Н.Е. Жуковского).
После окончания в 1965 г. аспирантуры в Институте механики АН СССР был при-
глашен во вновь созданный Институт проблем механики АН СССР (ныне — Инсти-
тут проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН), где и проработал более 50 лет
(с 1988 г. руководителем созданной им Лабораторией механики прочности и разру-
шения материалов и конструкций). Его кандидатская диссертация была посвящена
исследованию поверхностных волн и связанных с ними резонансных явлений в упру-
гих телах (научные руководители — Г.И. Баренблатт и Р.Л. Салганик), докторская
диссертация — развитию механики разрушения крупногабаритных конструкций.

Р.В. Гольдштейн и его коллеги успешно применяли результаты своих фундамен-
тальных исследований для решения прикладных задач. Непосредственное участие в
интерпретации натурных наблюдений и результатов экспериментов при постановке
задач и широта охвата проблем механики в работах Р.В. Гольдштейна позволили ему
с коллегами получить значимые результаты при решении задач, относящихся к про-
мышленности, транспорту и медицине.

К такой деятельности, в частности, относится участие в экспедиции на ледоколах
в составе группы сотрудников ИПМех РАН в 1981 г., вызванной назревшими вопро-
сами механики ледяного покрова при организации зимней навигации по Северному
морскому пути. На основе анализа проведенных наблюдений и экспериментов было
предложено объяснение явлений, вызванных напряженным состоянием зимнего ледя-
ного покрова при движении ледокола, разработаны основы методики моделирования
этих явлений. Они также были полезны при решении крупномасштабных задач ме-
ханики разрушения ледяного покрова при взаимодействии с ледоколом и сооружени-
ями на шельфе арктических морей в условиях сжатия льдов, что нашло отражение в
ряде публикаций, патентов и нормативных документов. Другой пример относится к
постановке и анализу результатов полномасштабного эксперимента, моделирующего
механику начальной фазы Чернобыльской аварии, проведенного с группой сотруд-
ников под эгидой МАГАТЭ, что позволило уточнить причины и сценарий развития
разрушения реактора.

Работы Р.В. Гольдштейна получили широкое международное признание, он был из-
бран почетным членом (1993 г.) и почетным Вице-Президентом (2011 г.) Международ-
ного Конгресса по разрушению, почетным членом (2010 г.), членом Исполнительного
Комитета Европейского общества по прочности конструкций (1996–2012 гг.), действи-
тельным членом (2009 г.) и членом Научного Комитета Отделения инженерных на-
ук (2010–2013 гг.) Европейской Академии наук, членом Европейской Академии наук
и искусств (2011 г.), действительным членом Американской Ассоциации содействия
развитию науки (2012 г.), членом Исполнительного Комитета Американского Обще-
ства по экспериментальной механике (2014 г.). Заслуги Р.В. Гольдштейна в области
механики разрушения, на Международных Конференциях по Разрушению (ICF) бы-
ли отмечены золотыми медалями Гриффитса (2013 г.) и Ирвина (2017 г.) и избранием
в руководящие органы ICF.
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Р.В. Гольдштейн был ответственным секретарем редколлегии журнала ”Известия
Российской Академии наук. Механика твердого тела”, членом редколлегии журналов
”Вычислительная механика сплошных сред”, ”Физическая мезомеханика”, ”Деформа-
ция и разрушение материалов”, ”Письма о материалах”, международных журналов
”Int. J. of Fracture”, ”Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures”. В качестве
научного редактора он подготовил более 20 книг и специальных выпусков междуна-
родных журналов.

Большое внимание Р.В. Гольдштейн уделял подготовке молодых ученых, будучи
более 30 лет профессором (по совместительству) в ”МАТИ”- Российском государствен-
ном технологическом университете им. К.Э. Циолковского (с 2015 г. присоединен к
Московскому авиационному институту (НИУ)), был руководителем филиала кафедры
”Физика” при ИПМех РАН и руководителем от ИПМех РАН Научно-образовательного
Центра ”Механика и ее приложения в технике и технологии”. Им создана одна из веду-
щих научных школ РФ в области механики прочности и разрушения. 19 его учеников
стали кандидатами наук и 5 — докторами наук. Ниже приведен краткий обзор работ
Р.В. Гольдштейна по основным обозначенным направлениям и их приложениям.
2. Динамическая теория упругости
Исследованы и объяснены резонансные явления, связанные с переходом через рэ-

леевскую скорость в задачах о движении нагрузок и штампов по границе упругого
полупространства (полуплоскости), а также при распространении трещин хрупкого
разрушения.

Суть резонансных явлений поясним на примере стационарного движения со скоро-
стью V нормальной нагрузки по границе полуплоскости.

Решение задачи показывает, что если скорость стационарного движения нагрузки
совпадает со скоростью распространения поверхностной волны Рэлея (v = cR), то
напряжения и смещения в любой точке полупространства становятся бесконечными.
При переходе через рэлеевскую скорость меняются знаки напряжений и смещений
во всех точках полупространства. В частности, при дорэлеевской скорости (v < cR)
поверхность полуплоскости прогибается под нагрузкой, а на сверхрэлеевских сR <
v < c2 (с2 - скорость поперечных волн, картина обратная и поверхность выпучивается
под нагрузкой.

Для того, чтобы разобраться в причинах и механизмах описанных явлений была
решена аналитически нестационарная задача о движении с постоянной скоростью на-
грузки, приложенной к границе полуплоскости в некоторый момент времени t = 0,
и рассмотрен процесс установления стационарного решения [1]. Анализ показал, что
при рэлеевской скорости движения нагрузки напряжения в окрестности, движущейся
вместе с нагрузкой, возрастают пропорциональные времени t. Следовательно, движе-
ние в окрестности нагрузки никогда не станет установившимся, что и отражает факт
несуществования стационарного решения при рэлеевской скорости перемещения на-
грузки.

Ситуация вполне аналогична резонансу в обычной колебательной системе с од-
ной степенью свободы. Нарастание амплитуды напряжений пропорционально време-
ни связано с совпадением скорости движения источника возмущений со скоростью
распространения собственных волн упругого полупространства - поверхностных волн
Рэлея.
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Изменение знака смещений при переходе через рэлеевскую скорость в стационар-
ном решении аналогично сдвигу фазы колебаний на 180◦ по отношению к фазе воз-
мущающей силы при переходе через резонансную частоту в системе с одной степенью
свободы. Качественное объяснение смены знака смещений в следующем. При сверхр-
элеевской скорости движения нагрузки ее передний край догоняет вызванное им же
в предыдущий момент поднятие поверхности впереди нагрузки.

Скорость поверхностных волн оказывается критической - теоретически предельной
скоростью распространения трещины в изотропной однородной упругой среде. Этот
факт был установлен рядом исследователей в конце 50-х — начале 60-х годов (Е. Yoffe,
Г.И. Баренблатт и Г.П. Черепанов, J.W. Craggs).

Более сложные проявления резонансных эффектов связаны с распространением
трещин в кусочно-однородных телах по границам соединения упругих материалов с
различными упругими свойствами [2, 3]. В этом случае есть несколько критических
скоростей, совпадающих со скоростями поверхностных волн, которые могут распро-
страняться вдоль границ соединения материалов при различных условиях их контак-
та. Один из таких типов волн был найден в [3] - это поверхностные волны в телах,
когда на линии соединения отсутствует взаимное проскальзывание тел, но возможно
их взаимное смещение по нормали к границе (односторонние ограничения). Интерес-
но, что при движении трещины по границе полностью соединенных тел (на границе
непрерывны и напряжения, и смещения) критическими оказываются как скорости по-
верхностных волн Стоунли, отвечающих этому типу граничных условий, так и поверх-
ностных волн, соответствующих упомянутому типу граничных условий и граничным
условиям налегания с возможным проскальзыванием, а также скорости рэлеевских
волн для каждого из соединенных материалов.
3. Механика хрупкого и квазихрупкого разрушения
3.1. Методы построения условий хрупкого и квазихрупкого разрушения

элементов конструкций с трещинами при статических и медленно меняю-
щихся нагрузках

В [4] получены оценки коэффициента интенсивности напряжений на контуре плос-
кой трещины нормального разрыва. Доказано, что в точке касания контуров двух
плоских трещин коэффициент интенсивности объемлемой трещины не превосходит
коэффициента интенсивности напряжений объемлющей ее трещины. Этот результат
в ряде случаев помогает оценить степень опасности трещиноподобного дефекта, име-
ющего в плане произвольную, достаточно сложную форму, не прибегая к решению
соответствующей задачи теории упругости, а используя известный набор решений.
В частности, можно использовать аналитические решения для трещин канонической
формы и форм, получающихся из канонических путем преобразования инверсии [5].
Этот результат в дальнейшем был обобщен на класс псевдодифференциальных урав-
нений порядка не выше второго [6]. Помимо локальных характеристик решения, таких
как коэффициенты интенсивности напряжений, при анализе напряженного состояния
упругих тел с трещинами большую роль играют и некоторые интегральные характе-
ристики. Например, компоненты объема трещины входят в выражение для дальнего
поля. Кроме того, они важны в случаях, когда имеется приток газа или жидкости в
трещину. Оценкам интегральных характеристик решения как для трещин нормально-
го, так и произвольного разрыва посвящены работы [7–10]. Совокупность результатов
по оценкам локальных и интегральных характеристик решения задач о трещинах во-
шла в монографию [11].
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Разработаны численно-аналитические методы граничных интегральных уравнений
и граничных функционалов для решения пространственных задач теории упругости о
трещинах (в том числе и с учетом возможного взаимодействия поверхностей трещин,
а также расположения трещин на границах раздела в кусочно-однородных телах)
[12–18].

Построены интегральные уравнения задачи об упругом включении и получены ана-
литические решения в случае включения канонической формы, в том числе, когда в
нем происходят фазовые превращения [19, 20]. Было выполнено несколько работ по
идентификации полостей или включений шаровой формы с помощью переопределен-
ных данных на внешней границе упругого тела [21,22].
3.2. Модели и методы расчета хрупкого и квазихрупкого разрушения

материалов с учетом их структуры, в частности, пористой, слоистой, во-
локнистой

Разработаны модели и методы расчета хрупкого и квазихрупкого разрушения ма-
териалов с учетом их структуры, в частности, пористой, слоистой, волокнистой.

Развиты модели упорядоченного разрушения, в рамках которых описан ряд законо-
мерностей формирования иерархии упорядоченных систем трещин и трещиноподоб-
ных дефектов, в том числе формирования эшелонов трещин (систем параллельных
трещин, центры которых расположены на некоторой прямой или кривой) в пористой
среде при сжатии [23,24], в конструкционных сталях при наводораживании [25,26], в
слоистой среде при растяжении и сдвиге [27].

Разработаны модели и методы расчета зарождения и развития трещин-отслоений
по границам соединения в слоистых элементах конструкций, получающих все большее
распространение в технике.

Развит метод решения осесимметричных задач о трещинах на границах соединения
в слоистой среде [13]. Численное моделирование, выполненное для среды, состоящей
из двух полупространств, соединенных промежуточным упругим слоем, позволило
обнаружить эффект, присущий именно слоистой среде: в случае, когда слой из мало-
сжимаемого материала находится между много более жесткими средами, существует
диапазон размеров трещин, в котором их развитие происходит устойчиво. Показано,
что существует резкая зависимость между толщиной слоев композиционного матери-
ала и величиной критического размера трещины. Эту зависимость можно учесть при
подборе толщин слоев в композитах.

В последнее время весьма актуальны проблемы оценки условий возникновения и
развития отслоений тонких покрытий. В связи с этим был выполнен [18] асимптоти-
ческий анализ пространственной задачи о трещине- отслоении в двухслойной упругой
пластине. В результате удалось сформулировать инженерный метод моделирования
отслоений покрытия как пластинок со специальными условиями закрепления, что
существенно упрощает расчеты критических параметров отслоений.

Разработана модель трещины на границе соединения, учитывающая наличие нели-
нейно деформируемых связей в промежуточном адгезионном слое [28, 29]. Модель
позволяет описывать как стадию зарождения дефекта, так и стадию его роста.

В модели не используется предположение о малости концевых областей трещин,
где действуют связи, в сравнении с длиной трещины, поэтому модель применима
и для описания коротких трещин. Выполненные расчеты для соединений полимер-
полимер позволили получить зависимость адгезионной трещиностойкости от индекса
полимеризации (длины полимерных молекул) [30].
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Выполнено моделирование формирования структур разрушения в условиях мно-
гоосного сжатия, в том числе с большой долей всестороннего сжатия, когда обра-
зуются трещиноподобные вытянутые поперек оси максимального сжатия дефекты–
трещины сжатия, рост которых сопровождается сопряженными процессами компак-
тирования материала в концевой области трещины сжатия и выносом его в полости
трещины [31–33].

Проведены экспериментальные исследования и моделирование формирования и
эволюции эшелона трещин отрыва в окрестности магистрального продольного сдвига
при хрупком разрушении. Показано, что развитие структур разрушения при продоль-
ном сдвиге происходит посредством иерархического изменения характерного масшта-
ба процесса-многократного перехода к более крупным элементам структуры разруше-
ния (когда из исходного эшелона выделяется периодическая система трещин большего
размера, а также происходит периодическое слияние этих трещин в процессе их роста
с образованием более крупных — формируется эшелон следующего масштаба) [34,35].
Влияние взаимодействия процессов деформирования и разрушения, происходящих в
различных масштабах, на формирование упорядоченных систем нарушений рассмот-
рено в работе [36].
3.3. Критерии искривления траектории трещины
Разработаны критерии и выполнено моделирование искривления траекторий роста

трещин при хрупком и квазихрупком разрушении. Предложен критерий искривле-
ния и роста трещины произвольного разрыва в изотропном теле, когда на ее контуре
отличны от нуля коэффициенты интенсивности напряжений, связанных с отрывом,
с поперечным и продольным сдвигами [37]. Методом внешних и внутренних разло-
жений дано обоснование критерия локальной симметрии при искривлении трещин в
отсутствии продольного сдвига и предложено обобщение этого критерия для ситуации
общего положения, когда наряду с отрывом имеются поперечный и продольный сдвиг.
Выполнено численное моделирование методом сингулярных интегральных уравнений
траекторий криволинейных трещин в условиях плоской деформации и плоского на-
пряженного состояния [38]. Изучено влияние упругой анизотропии материала на ис-
кривление трещины, моделируемой тонким эллиптическим отверстием, в условиях
одно- и двухосного нагружения и получены условия ее искривления [39–42]. Зако-
номерности преломления траектории трещины при пересечении ею границы раздела
(поверхности, где имеет место трение) исследованы экспериментально [43] и теоре-
тически [44]. Построена модель процесса и получены оценки параметров геометрии
комбинированного отрывно-сдвигового разрушения, согласующиеся с данными экспе-
римента, а также найдены условия его инициирования и развития.
4. Механика пластического разрушения
Разработаны методы оценки и моделирования условий пластического разрушения

при статическом нагружении элементов конструкций с трещинами.
Развит полуэмпирический способ описания пластического разрушения при стати-

ческом нагружении конструкционных материалов типа сталей низкой и средней проч-
ности. Его основу составляют методика косвенного определения трещиностойкости по
результатам испытаний малых образцов с трещиной и методика построения условий
роста трещин в крупногабаритных конструкциях в результате натурных эксперимен-
тов и моделирования. Обе методики опираются на соображения подобия и исполь-
зуют резкую температурную зависимость прочностных свойств и трещиностойкости
указанных материалов [45,46].
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Оказывается, что условия разрушения крупногабаритной конструкции из стали
низкой и средней прочности (например, сосуда давления) можно смоделировать, про-
ведя испытание его геометрически подобной уменьшенной модели при соответственно
пониженной температуре.

Для построения численно-аналитических оценок условий пластического разруше-
ния развит метод верхней и нижней оценок, опирающийся на установленный вариа-
ционный принцип в теории жесткопластических течений с образованием трещин от-
рыва [47].

Исследования в области механики разрушения позволили предложить структурно-
континуальный подход для описания катастрофического разрушения иерархических
сложных технических систем [48]. В рамках подхода разработан принцип распределе-
ния защитных ресурсов по структурным уровням системы с целью предотвращения
ее катастрофического разрушения [49].
5. Механика льда и ледяного покрова
Развит подход к описанию разрушения льда и ледяного покрова, в том числе при

взаимодействии с ледоколами и ледостойкими конструкциями [50, 51]. Сформулиро-
вана модель формирования тороса при сжатии ледяного покрова и введена качествен-
ная мера сопротивления материала развитию тороса-торосостойкость. Дана класси-
фикация по параметрам механики разрушения основных форм разрушения ледяного
покрова ледоколом с учетом ледового сжатия, позволяющая рассчитывать ледовое
сопротивление. Предложены тактические приемы работы ледоколов в сжатых льдах,
включая приемы проводки судов и освобождения их от ледового сжатия. В качестве
примера можно отметить, что ледокол может освободить судно от ледового сжатия,
сделав определенный дугообразный канал, отходящий от судна.

Разработаны модели формирования наблюдаемых по данным космического мони-
торинга крупномасштабных структур ледяного покрова [52].

Выполнены (2003–2015 гг.) моделирование и расчеты ледовых нагрузок на ледо-
стойкие конструкции для глубоководных районов континентального шельфа. Пред-
ложены модели процессов разрушения крупногабаритных ледовых массивов при вза-
имодействии с инженерными сооружениями. Модели учитывают возможности ини-
циирования в ледовых массивах магистральных разрывов и контактного разрушения
льда при большой площади контакта [53]. Модель контактного разрушения преду-
сматривает возможность перемещения очага локального разрушения по поверхности
контакта, наблюдаемого в экспериментах в условиях опытового ледового бассейна.
Разработаны критерии подобия для физического моделирования натурных процес-
сов разрушения льда в зоне контактного взаимодействия с учетом механических и
физических процессов различной природы (движения твердого тела в жидкости, раз-
рушения льда, экструзии частиц разрушенного льда в области контакта) [54]. Разра-
ботана модель процесса развития берегового навала льдов на мелководье. Предложен
механизм и сформулированы критерии реализации навала.

Предсказано теоретически существование краевых волн, распространяющихся
вдоль кромки ледяного покрова и экспоненциально затухающих в поперечном направ-
лении вдоль его поверхности [55,56]. Подобные волны были впоследствии обнаружены
экспериментально в ходе полевых исследований американскими учеными.
6. Результаты по нано- и микромеханике, нано- и микроэлектронике
С начала 1990х годов Р.В. Гольдштейном вместе с учениками и коллегами получен

ряд фундаментальных результатов в области нано- и микромеханики и прочности
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материалов и изделий. В первую очередь, эти исследования были направлены на ре-
шение проблем обеспечения прочности и долговечности изделий микро- и субмикро-
электроники. Разработаны модели и выполнено моделирование процессов деградации
многоуровневых межсоединений (проводящих дорожек) изделий микро- и субмик-
роэлектроники вследствие действия механических нагрузок и электромиграции [57].
Получены оценки долговечности межсоединений. Для изделий масштаба чипа, изго-
товленных по методу перевернутого кристалла, осуществлено моделирование условий
разрушения при термомеханическом нагружении [58]. Результаты этих исследований
подытожены в обзорной работе [59]. Выполнено моделирование условий, приводящих
к формированию упрочненных геттерированных зон в пластинах-подложках крем-
ния. Выполнено моделирование эволюции морфологии поверхности SiGe квантовых
точек на подложке Si (001) при осаждении покрывающего слоя кремния при различ-
ных температурах роста [60–62]. На основе анализа напряженно-деформированного
состояния получены условия перехода квантовая точка-квантовое кольцо. Резуль-
таты моделирования использованы для качественного объяснения явлений, наблю-
даемых экспериментально при гетероэпитаксиальном росте: трансформация кванто-
вых точек в квантовые кольца, образование вертикальных массивов, так называ-
емых, нанолинз. Выполнено моделирование механического поведения современных
металл-оксид-полупроводник полевых транзисторов, имеющих кремний-германиевый
исток/сток и канал и выращенных на подложках различных ориентаций. Выполнено
моделирование роста кислородосодержащих преципитатов в кристаллах кремния [63].
Предложен энергетический критерий потери сферичности преципитатами в процессе
их роста. Показано, что процесс потери сферичности как когерентными, так и неко-
герентными преципитатами управляется единым безразмерным комплексом. Пред-
ложена модель процесса химико-механического полирования – одного из основных
технологических процессов современной нано- и микроэлектроники [64, 65]. Модель
учитывает сопряженные процессы диффузии активной рабочей жидкости в поверх-
ностный слой и механического воздействия полировальника и частиц, содержащихся
в рабочей жидкости на характеристики полирования. Получены соотношения, обоб-
щающие эмпирический закон Престона и выражающие взаимосвязь скорости поли-
рования и механической нагрузки с учетом перечисленных факторов. Выполнен ана-
лиз химико-механического полирования вольфрама с учетом зарождения и развития
очагов осаждения окисной пленки. Показано, что скоростное полирование связано с
удалением указанных очагов, что подтверждается сравнением с известными экспери-
ментальными данными.

Начиная с 2003 г. выполнен ряд работ по моделированию прочности и процес-
сов разрушения наноматериалов и наноструктурных объектов [66, 67]. Разработаны
дискретно-континуальные механические модели деформирования нанотрубок, систем
нанотрубок, графеновых плоскостей и их совокупностей. Предложены алгоритмы,
реализованные в виде программ, для моделирования процессов деформирования и
образования дефектов структуры нанотрубок. Исследованы задачи изгиба и потери
устойчивости при изгибе на моделях однослойных нанотрубок и системы слоев гек-
сагональной структуры. Разработаны схемы и прототипы устройств для проведения
механических испытаний нано- и микромасштабных образцов. Выполнено модели-
рование испытаний нанотрубок на разрыв и определены предельные деформации.
Разработан метод оценки влияния промежуточного слоя, образующегося вокруг на-
ночастиц в нанокомпозите, на эффективные деформационные характеристики этого
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композита [68]. Предложена обобщенная модель атомистической трещины и найдены
условия применимости континуального подхода теории трещин для описания условий
роста трещин наномасштаба [69,70]. Этот цикл работ подытожен в работе [71].

Предложено кинетическое уравнение, описывающее эволюцию размера зерна ма-
териала в процессах интенсивной пластической деформации, приводящих, в частно-
сти, к получению наномасштабной структуры; при этом учтена зависимость скорости
изменения размера зерна от скорости вращения бесконечно малого объема матери-
ала относительно главных осей тензора напряжений [72]. Выполнен сравнительный
анализ поведения жесткопластических решений в окрестности поверхностей макси-
мального трения и в процессе равноканальной экструзии. Определена мера вращения
элементарных материальных объемов относительно главных осей тензора напряже-
ний, входящая в предложенное кинетическое уравнение для размера зерна и показано,
что эта мера принимает одно и тоже численное значение в двух рассмотренных про-
цессах. Эти результаты составляют основу для развития метода предсказания фор-
мирования слоя интенсивных пластических деформаций в окрестности поверхностей
трения в процессах обработки материалов давлением. Предложен подход к описанию
влияния масштабного фактора на толщину пограничного слоя с сильно измененными
свойствами вблизи поверхностей контакта рабочего тела и инструмента (поверхностей
трения) [73,74]. Подход опирается на предположение о том, что толщина пограничного
слоя определяется скоростью деформаций и расстоянием, пройденным материальной
точкой вдоль поверхности трения.

Выполнены исследования эффектов поверхностной упругости и поверхностных
остаточных напряжений при деформировании различных тел с наноструктурными
элементами [75, 76]. С учетом поверхностной упругости и поверхностных остаточных
напряжений дано обобщение аналитического решения задачи о деформации матери-
ала внутри и вне шарового включения в упругой среде, при однородных собственных
деформациях внутри включения и заданных напряжениях вдали от него (обобщенная
задача Эшелби). Выявлен масштабный эффект на нанометровых масштабах (зависи-
мость деформаций от диаметра включений). Показано, что при определенных услови-
ях (для ряда кубических кристаллов) влияние остаточных напряжений превосходит
эффект поверхностной упругости. Выполнено дискретно-континуальное моделирова-
ние композитов с нанонаполнителями. Разработана модель трехфазного композита с
упругой анизотропией.

Группа под руководством и при участии Р.В. Гольдштейна и В.А. Городцова, Д.С.
Лисовенко выполнила исследования по механике материалов с отрицательным коэф-
фициентом Пуассона (ауксетиков), весьма перспективных для использования в техни-
ке и медицине [77–81]. В частности, среди кристаллов различных сингоний выделены
кристаллы, обладающие ауксетическими свойствами. Изучены эффекты, проявляю-
щиеся при деформировании нано- и микротрубок из таких материалов. Показано, что
ауксетичность может сохраняться и исчезать при сворачивании ауксетика в трубку.
Возможно и появление ауксетичности у трубки из неауксетика. Выявлены линейный
прямой и обратный эффекты Пойнтинга, имеющие место для нано- и микротрубок из
кубических, тетрагональных и орторомбических кристаллов (кручение трубок сопро-
вождается их растяжением (сжатием) и обратно – кручение сопровождает растяжение
трубок).
7. Основные прикладные результаты
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Результаты фундаментальных исследований успешно применены для решения при-
кладных задач. Начиная с 1960-х годов Р.В. Гольдштейн принимал участие, а с 1975 г.
по 1990 г. являлся и научным руководителем от ИПМех РАН комплексной работы,
выполнявшейся в области специальной техники по решению Директивных органов.
В результате этих исследований разработаны и утверждены в 1989 г. соответствую-
щими ведомствами нормы дефектности для ответственных изделий из композитных
полимерных материалов.

Другое направление прикладных исследований - разработка методов оценки ре-
сурса и безопасности оборудования для транспортировки, подготовки и переработки
углеводородного сырья, содержащего сероводород (научный рук. работ со стороны
ИПМех РАН). Эти работы проводятся с 1976 г. совместно с предприятиями Минхим-
нефтемаша СССР, Мингазпрома СССР (ныне ПАО ОАО «ГАЗПРОМ»). В результате
этих работ создан «Временный регламент технического освидетельствования трубо-
проводов и оборудования установок комплексной подготовки газа Оренбургского га-
зоконденсатного месторождения».

В 2013–2015 гг. в работах совместных с ФГУП ЦАГИ предложена (совместно с Е.И.
Шифриным и П.С. Шушпанниковым) методика оценки остаточной прочности панели
из углерод-углеродного композита при наличии в ней ударных повреждений.

С 2003 г. под руководством Р.В. Гольдштейна и при его непосредственном участии в
интересах ОАО «ГАЗПРОМ» (ныне ПАО «ГАЗПРОМ») проводятся работы по моде-
лированию и расчету ледовых нагрузок на ледостойкие конструкции применительно к
освоению месторождений углеводородного сырья в зоне шельфа Арктических морей.
Разработанный в совместных исследованиях с ООО «Газпром ВНИИГАЗ» расчет-
ный случай возможного поворота заякоренных ледостойких платформ при взаимо-
действии с ледовым полем сейчас нашел отражение в подготовленном ООО «Газпром
ВНИИГАЗ» Проекте Стандарта по расчету ледовых нагрузок на ледостойкие кон-
струкции в зоне Арктического шельфа.

С 2003 г. совместно с сотрудниками проведены работы по биомедицинской механике
в тесном контакте с МНТК «Микрохирургия глаза». В частности, совместно с сотруд-
никами МНТК разработана и в 1986 г. защищена авторским свидетельством конструк-
ция опорных элементов интракапсулярного искусственного хрусталика глаза. Многие
годы хрусталик с опорными элементами предложенной конструкции успешно исполь-
зуется в оперативной практике.
8. Заключение
Научные работы Р.В. Гольдштейна внесли существенный вклад развитие механики

деформирования и разрушения.
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идентификации повреждений, вносимых трещинами. Помимо этого, высказано предположе-
ние, что для однозначной идентификации трещиноподобных дефектов на самом деле до-
статочно знать два спектра. Для проверки этого предположения разработана модификация
предложенного ранее численного алгоритма. Рассмотрены численные примеры. Полученные
результаты дают основание полагать, что высказанное предположение справедливо.
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Введение
Задача рассматривается в рамках широко распространенной модели, в которой по-

перечные трещины при поперечных колебаниях стержня моделируются невесомы-
ми пружинами, работающими на поворот [1-4]. В работе [5] доказано, что любое ко-
нечное число трещин однозначно определяется по трем спектрам, отвечающим трем
типам краевых условий. Результат получен сведением исходной задачи к обратной
спектральной задаче для обыкновенного дифференциального оператора четвертого
порядка на отрезке. Это позволило воспользоваться известными результатами [6-9].
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Поскольку в результате сведения задачи к дифференциальному уравнению четверто-
го порядка получилось уравнение частного вида, содержащее лишь одну неизвестную
функцию, можно предположить, что в действительности верен более сильный ре-
зультат и все трещины можно идентифицировать с помощью лишь двух спектров. В
представленной статье данная гипотеза проверяется на численных примерах.
Математическая формулировка задачи
Рассмотрим балку длины l, занимающую интервал 0 < x < l. Площадь сечения S

балки предполагается постоянной. Предполагается, что пружины, моделирующие по-
перечные трещины, расположены в точках x1, x2, . . . , xn, причем x1 < x2 < · · · < xn.
Амплитуды поперечного перемещения оси балки при поперечных колебаниях на ин-
тервале xj−1 < x < xj обозначим yj(x), где j = 1, 2, . . . , n + 1. Уравнение гармониче-
ских поперечных колебаний на интервале xj−1 < x < xj имеет следующий вид

y
(4)
j (x) = λyj(x), λ = ω2ρS/EI, (j = 1, 2, ..., n+ 1), xj−1 < x < xj (1)

где E - модуль Юнга, I - момент инерции поперечного сечения, ρ - плотность матери-
ала, ω - собственная частота, верхний индекс (4) обозначает производную четвертого
порядка.

Условия сопряжения в местах расположения пружин имеют вид

yj(xj) = yj+1(xj), y′′j (xj) = y′′j+1(xj), y′′′j (xj) = y′′′j+1(xj) (2)
y′j+1(xj)− y′j(xj) = ∆j = cjy

′′
j (xj), cj > 0, j = 1, 2, ..., n (3)

где cj податливость j-ой пружинки.
Рассмотрим четыре типа условий на концах стержня. Во всех случаях предполага-

ется, что правый конец свободен
(
y′′n+1(l) = y′′′n+1(l) = 0

)
. Случаю защемления левого

конца соответствуют условия

y1(0) = y′1(0) = 0 (4)
Условие шарнирного опирания левого конца имеет вид

y1(0) = y′′1(0) = 0 (5)
Условие, приводящее к несамосопряженной задаче на собственные значения

y1(0) = y′′′1 (0) = 0 (6)
Случаю скользящей заделки соответствуют краевые условия

y′1(0) = y′′′1 (0) = 0 (7)
Собственные значения, определяемые уравнениями (1), (2), (3) и краевыми усло-

виями, при которых правый конец стержня свободен, а условия на левом конце удо-
влетворяют соотношениям (4), (5), (6) и (7) обозначим λi, µi, νi и σi, соответственно.
Требуется определить положения пружин (трещин) x1, x2, . . . , xn и их податливости
ci по указанным собственным значениям.

В [5], с помощью техники, развитой в [10,11], задача сведена к уравнению

w(4)(x) = λ

1 +
4∑
j=1

cjδ(x− xj)

w(x) (8)
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Здесь δ(x− xi) - дельта-функция, сосредоточенная в точке xi, и для функции w(x)
выполнены следующие краевые условия: w(l) = w′(l) = 0, а на левом конце условия
(4), (5), (6) и (7) переходят в краевые условия w′′(0) = w′′′(0) = 0, w(0) = w′′(0) = 0,
w′(0) = w′′(0) = 0 и w′(0) = w′′′(0) = 0 соответственно.

В [6-8] рассмотрено уравнение более общего вида[
r(x)w′′(x)

]′′
= λm(x)w(x) (9)

где m(x) и w(x) регулярные, но неизвестные функции. Доказано, что эти функции
однозначно восстанавливаются по трем спектрам λ, µ и ν. Хотя функция m(x), опре-
деляемая уравнением (8) является сингулярной, доказательство, приведенное в [6-8]
полностью проходит и для этого случая. Вместе с тем, уравнение (8) содержит только
одну неизвестную функцию, что дает основание полагать, что для ее восстановления
достаточно знать только два спектра. Это предположение мы проверим численно с
помощью алгоритмов, разработанных в [5,12].
Численный алгоритм идентификации трещин
Для реализации численного алгоритма немного переформулируем рассматривае-

мую задачу в соответствии с подходом, развитым в [5,12]. Предположим, что трещины
снижают локальную жесткость балки, но не влияют на ее плотность. Тогда, вместо
уравнений (1), (2), (3) следует рассмотреть уравнение поперечных колебаний балки с
переменным модулем Юнга E∗(x)(

p(x)u′′(x)
)′′

= λu(x), p(x) = E∗(x)/E (10)

С помощью конечно-элементной модели балки и кусочно-постоянной аппроксима-
ции функции p(x) прямая задача сводится к следующей задаче на собственные зна-
чения (

Kq(p)− λ(q)M
)
dq = 0, (q = 1, 2, 3) (11)

где индекс q указывает на тип краевых условий, Kq - матрица жесткости, отве-
чающая данному типу краевых условий, M - матрица масс, λ(q) - соответствующие
собственные значения, dq - собственные векторы, p = (p1, . . . , pN ) - вектор относи-
тельных жесткостей элементов, pj = E∗j /E, 0 < pj ≤ 1.

Используемый в [5] алгоритм заключался в решении последовательности оптими-
зационных задач. Предполагалось, что в результате проведения экспериментов оказа-
лись известны собственные значения поперечных колебаний балки λ̃(q)

k , k = 1, . . . , N ,
q = 1, 2, 3, соответствующие трем типам краевых условий. Для определения компо-
нент вектора p рассматривалась последовательность минимизационных задач с це-
левыми функциями, использующими различное количество известных собственных
значений N

FN (p) =
3∑
q=1

N∑
k=1

(
λ

(q)
k (p)− λ̃(q)

k

λ̃
(q)
k

)2

(12)

Для поиска минимума введенных целевых функций использовался оптимизацион-
ный алгоритм Левенберга-Марквардта [13]. В качестве начального приближения вы-
бирался вектор p = (1, . . . , 1), соответствующий неповрежденной балке. Элементы,
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Рис. 1 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления двух трещин.

для которых pi < 1, признаются поврежденными. Для уточнения локализации де-
фектов нужно рассматривать более мелкие разбиения отрезка, занимаемого балкой.
При этом, участки стержня, признанные неповрежденными при грубом разбиении,
считаются неповрежденными и в дальнейшем.

Для проверки нашего предположения о том, что достаточно знать лишь два спектра
воспользуемся аналогичным алгоритмом с той разницей, что в целевых функциях
будет использовано только два спектра

FN (p) =
2∑
q=1

N∑
k=1

(
λ

(q)
k (p)− λ̃(q)

k

λ̃
(q)
k

)2

(13)
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Рис. 2 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления трех трещин.

В численных примерах сравним результаты, получаемые с помощью трех и двух
спектров.
Численные примеры
Рассмотрим балку длины l = 1м квадратного сечения со стороной h = 0.02м, модуль

Юнга материала E = 2.1 × 1011Н/м2, плотность материала ρ = 7800кг/м3, коэффи-
циент Пуассона ν = 0.3. Во всех рассмотренных примерах стержень, путем после-
довательного измельчения разбиения, в итоге был разбит на 88 элементов. Сперва
рассмотрим задачу идентификации двух открытых, поперечных, односторонних тре-
щин. Первая трещина относительной длины s1 = a1/h = 0.1 расположена в точке
x1 = 0.1м, вторая трещина расположена в точке x2 = 0.6м и имеет относительную
длину s2 = 0.15. Здесь ai - длины трещин. Используя метод, предложенный в [10], бы-
ли получены собственные значения, соответствующие поврежденному стержню λ̃i, µ̃i
и ν̃i, которые являются входными данными для описанного алгоритма. На Рис.1 при-
ведено сравнение результатов, полученных при использовании двух спектров λ̃i, µ̃i и
всех трех рассматриваемых спектров. По оси x отложены номера элементов, а по оси y
величины , соответствующие податливостям элементов. Элементы занумерованы сле-
ва направо. Черные вертикальные полосы соответствуют результатам, полученным с
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Рис. 3 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления четырех трещин.

помощью всех трех спектров. Светлые вертикальные полосы соответствуют резуль-
татам, полученным с помощью двух спектров λ̃i и µ̃i. Величины N соответствуют
количеству используемых собственных значений при построении целевых функций.
Из рисунка видно, что результаты, полученные с помощью собственных значений,
отвечающих двум типам краевых условий, хорошо соответствуют результатам, по-
лученным с помощью собственных значений, отвечающих всем трем типам краевых
условий, которые, как было показано в [5], хорошо соответствуют искомым поврежде-
ниям.

В следующем примере добавим к имеющимся трещинам еще одну трещину, распо-
ложенную в точке x3 = 0.8м и имеющую относительную длину s3 = 0.2. Результаты
восстановления показаны на Рис.2. Из рисунка видно, что результаты, полученные
с помощью трех и двух спектров хорошо согласуются как друг с другом, так и с
рассматриваемыми повреждениями.

Добавим, наконец, еще одну трещину размером s4 = 0.05 в точку x4 = 0.4м. На
Рис.3 показаны результаты восстановления четырех трещин. Видно, что здесь также
результаты хорошо согласуются друг с другом и с рассматриваемыми повреждениями.
Выводы
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Рассмотрено несколько численных примеров, результаты которых подтверждают
высказанную раньше гипотезу о том, что знания двух спектров, отвечающих двум раз-
личным типам краевых условий, достаточно для однозначного восстановления любого
конечного числа поперечных трещин в стержне. Примеры приведены для спектров с
условиями на концах: свободно опертый – свободный и защемленный – свободный.
Для выбора именно этих двух условий имеются определенные основания, однако,
численно проверялись и другие пары спектров с условиями на концах: скользящий
– свободный и свободно опертый – свободный, а также защемленный – свободный и
скользящий – свободный. Хотя полученные результаты также были удовлетворитель-
ными, но несколько хуже представленных здесь.
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DETECTION OF MULTIPLE CRACKS IN A BEAM BY MEANS NATURAL
FREQUENCIES OF TRANSVERSE VIBRATIONS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of theRAS, Moscow, Russian Federation

Abstract. A problem of detection of multiple transverse cracks in a beam by means of natural
frequencies of transverse vibrations is considered. It is proved in the recent paper of the authors
that an arbitrary number of cracks can be uniquely determined by three spectra corresponding
to three types of the end conditions. An algorithm of reconstruction the damages corresponding
the cracks is also developed. In addition, it was assumed that the cracks can be detected using
only two spectra. To verify this supposition a modification of the previously developed algorithm
is proposed. Numerical examples are considered. The obtained results confirm the assumption.
Keywords: beam, cracks, transverse vibration, natural frequencies, inverse problem, numerical
algorithm.

REFERENCES
[1] Dimarogonas A. Vibration of cracked structures: a state of the art review. No. 55. Engineering Fracture

Mechanics, 1996. 831-857 p.
[2] N.T. Khiem L. T. A novel method for crack detection in beam-like structures by measurements of

natural frequencies. No. 333. Journal of Sound and Vibration, 2014. 4084-4103 p.
[3] L. Rubio J. Fernandez-Saez A. M. Identification of two cracks with different severity in beams and

rods from minimal frequency data. No. 22(13). Journal of Vibration and Control, 2016. 3102-3117 p.
[4] J. Fernandez-Saez A. Morassi M. P. L. R. Unique determination of a single crack in a uniform simply

supported beam in bending vibration. No. 371. Journal of Sound and Vibration, 2016. 94-109 p.
[5] I.M. Lebedev E. S. Identification of transverse cracks in beam using natural frequencies of transverse

vibrations. No. 4. Mechanics of Solids, 2020.
[6] Barcilon V. Inverse problem for the vibrating beam in the free-clamped configuration. No. 304. Phil.

Trans. R. Soc. Lond, 1982. 211-251 p.
[7] Barcilon V. Sufficient conditions for the solution of the inverse problem for a vibrating beam. No. 3.

Inverse Problems, 1987. 181-193 p.
[8] Gladwell G. The inverse problem for the vibrating beam. No. A393. Proc. R. Soc. Lond, 1984. 277-

295 p.
[9] Gladwell G. Inverse Problems in Vibration. London: Kluwer Academic Publishers, 2004.

[10] E.I. Shifrin R. R. Natural frequencies of a beam with an arbitrary number of cracks. No. 222. Journal
of Sound and Vibration, 1999. 409-423 p.

[11] Shifrin E. Identification of a finite number of small cracks in a rod using natural frequencies //
Mechanical Systems and Signal Processing. No. 70-71. Mechanical Systems and Signal Processing,
2016. 613-624 p.

[12] I.M. Lebedev E.I. Shifrin. Solution of the inverse spectral problem for a rod weakened by transverse
cracks by the Levenberg-Marquardt optimization algorithm. № 54(6). Mechanics of Solids, 2019. 857-
872 с.

[13] Lourakis M. A brief description of the Levenberg-Marquardt algorithm implemented by levmar. No.
4(1). Foundation of Research and Technology, 2005. 1-6 p.

Lebedev Ivan M.
e-mail: lebedivanm@gmail.com, junior researcher, Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics
of RAS, address: 101, bl. 1, Vernadskii avenue, Moscow, 119526, Russia.
Shifrin Efim I.
e-mail: prosto@ipmnet.ru, doctor of technical sciences, assistant professor, leading researcher,
Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, address: 101, bl. 1, Vernadskii avenue,
Moscow, 119526, Russia.



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №2 (44). С. 27–36

Ю. Н. Радаев

МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО ВОЛНОВОГО ПОЛЯ В
МИКРОПОЛЯРНЫХ СРЕДАХ ЧЕТЫРЬМЯ ВИНТОВЫМИ

ВЕКТОРНЫМИ ПОЛЯМИ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва, Россия
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1. Предварительные сведения и вводные замечания. Микрополярная теория упру-
гости, впервые предложенная в классическом сочинении [1], выступает как естествен-
ное обобщение теории упругости, хорошо известной и как инженерная, и как фи-
зическая наука [2]. Микрополярная теория упругости предолжила свой рецепт пре-
одоления трудностей, с которыми столкнулась теория упругости, пытаясь, например,
объяснить поведение зернистых сред или картину распространения высокочастотных
акустических волн через поликристаллические структуры. Уравнения микрополяр-
ной теории упругости достаточно хорошо известны [3, 4]. Их вывод, основанный на
принципе виртуальных перемещений, имеется в статье [5].

Целью представляемой работы является исследование связанной системы вектор-
ных дифференциальных уравнений линейной микрополярной теории изотропного
упругого тела в случае гармонической зависимости полей перемещений и микровра-
щений от времени. Их изучение и преобразование с помощью динамических потен-
циалов (безвихревых и вихревых) приводит к различным системам векторных диф-
ференциальных уравнений (как связанным, так и не связанным). С теоретической и
прикладной точек зрения наиболее интересны только те, который обеспечивают пе-
реход от связанных уравнений к несвязанным. Родственные проблемы и постановки
задач возникают также в прикладных задачах связанной термоупругости и особен-
но в вопросах распространения гармонических волн в гиперболических термоупругих
средах [6].

В представляемой работе, которая по-существу представляет собой обобщение мето-
дов и результатов [7], развивается альтернативная схема расщепления основной свя-
занной системы векторных дифференциальных уравнений гармонической микропо-
лярной теории упругости на несвязанные уравнения. Последние будут иметь форму
винтовых уравнений. Ниже приводятся минимально необходимые сведения, касающи-
еся таких уравнений (см., например, [9]).

Векторное поле Υ в трехмерном пространстве называется винтовым (screw field),
если оно удовлетворяет следующему соотношению:

Υ× (∇×Υ) = 0,

т.е. вихрь векторного поля оказывается коллинеарным направлению самого поля

∇×Υ = AΥ,

где множитель A характеризуется термином анормальность (abnormality) поля. В том
случае, когда множитель A есть постоянная величина:
1) все кратные (повторные) вихри векторного поля Υ

∇×Υ, ∇× (∇×Υ), ∇× (∇× (∇×Υ)), . . .

также будут винтовыми полями, причем с той же самой анормальностью A;
2) поле Υ будет удовлетворять векторному уравнению Гельмгольца

∆Υ +A2Υ = 0;

3) винтовое поле Υ с постоянной анормальностью A всегда представимо в форме

Υ = A(∇h)× d +A2hd + (d ·∇)∇h,

где d—постоянный единичный директор в трехмерном пространстве, h—некоторое
скалярное поле, удовлетворяющее уравнению Гельмгольца

∆h+A2h = 0.
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2. Дифференциальные уравнения линейной теории микрополярной упругости в тер-
минах перемещений и микровращений. Система связанных векторных дифференци-
альных уравнений линейной микрополярной теории упругости имеет вид [5]:{

G[(1 + c1)∇ ·∇u + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u + 2c1∇× φ] = ρ∂·∂·u,

GL2[(1 + c2)∇ ·∇φ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · φ]− 2Gc1(2φ−∇× u) = I∂·∂·φ.
(1)

где ρ—плотность; I—коэффициент микроинерции; u— вектор перемещения; φ— век-
тор микровращения; G—модуль сдвига; ν —коэффициент Пуассона; L— характерная
длина микрополярной теории упругости; c1, c2, c3 —физически безразмерные опреде-
ляющие постоянные; ∇— трехмерный оператор Гамильтона; ∂· —частное дифферен-
цирование по времени при фиксированных пространственных переменных.

Приведенная выше система векторных дифференциальных уравнений с частными
производными (1) представляется наиболее приемлемой с физической точки зрения.
Однако в современной литературе она не получила широкого распространения, по-
скольку оптимальным считается другой набор определяющих постоянных. По этой
причине введем новые определяющие постоянные α, β, γ, λ, µ, ε согласно

G = µ,
2ν

1− 2ν
=
λ

µ
, GL2 = γ,

c1 =
α

µ
, c2 =

ε

γ
, c3 =

β

2γ
.

Заметим, что они систематически используются в монографиях [3, 4] и множестве
других публикаций, посвященных линейной микрополярной теории упругости изо-
тропного тела. В результате система связанных уравнений линейной микрополярной
теории упругости (1) преобразуется к следующей форме:{

(µ+ α)∇ ·∇u + (µ− α+ λ)∇∇ · u + 2α∇× φ = ρ∂·∂·u,

(γ + ε)∇ ·∇φ+ (γ − ε+ β)∇∇ · φ− 2α(2φ−∇× u) = I∂·∂·φ;
(2)

или также{
(λ+ 2µ)∇∇ · u− (µ+ α)∇× (∇× u) + 2α∇× φ = ρ∂·∂·u,

(β + 2γ)∇∇ · φ− (γ + ε)∇× (∇× φ)− 2α(2φ−∇× u) = I∂·∂·φ.
(3)

Векторное дифференциальное уравнение (3) будет рассматрваться в областях трех-
мерного пространства, обладающих свойством поверхностной односвязанности: любая
замкнутая поверхность, целиком расположенная в области может быть стянута в точ-
ку, не выходя за границу области. Такое требование совершенно необходимо для того,
чтобы любое безвихревое векторное поле имело бы потенциал, а любое векторное
поле с нулевой расходимостью оказывалось бы вихревым, т.е. имело бы векторный
потенциал.

Зависимость от времени предполагается гармонической, т.е. физические поля пред-
ставляются как произведения комплексных амплитуд (за которыми мы сохраним те
же обозначения, что и для самих полей) на комплексную гармоническую экспоненту
eiωt, где ω—циклическая частота.
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3. Потенциалы перемещений и микровращенией. Связанные уравнения для потен-
циалов. Воспользуемся разложениями Гельмгольца для векторов перемещений и мик-
ровращений

u = ∇Φ + ∇×Ψ,

φ = ∇Σ + ∇×H,
(1)

которые представляют указанные векторные поля с помощью скалярных потенциалов
Φ, Σ и векторных потенциалов Ψ, H.

К ним можно присоединять (а можно и не присоединять) различные калибровоч-
ные условия. В частности, стандартными принято считать условия, фиксирующие
нулевую расходимость векторных потенциалов

∇ ·Ψ = 0, ∇ ·H = 0. (2)

Подстановка разложений (1) в систему дифференциальных уравнений (3) позволя-
ет получить уравнения для скалярных и векторных потенциалов.

Дифференциальные уравнения для скалярных потенциалов Φ, Σ не связанны меж-
ду собой и поэтому рассматриваются как два независимых уравнения

∆Φ− 1

c2
‖
(∂·)

2Φ = 0,

∆Σ− 1

µc
2
‖
(∂·)

2Σ− Ω2

µc
2
‖
Σ = 0.

Здесь постоянные c2
‖, µc

2
‖ и Ω2 выражаются в терминах определяющих постоянных

согласно

c2
‖ =

λ+ 2µ

ρ
, µc

2
‖ =

β + 2γ

I
, Ω2 =

4α

I
.

Для векторных потенциалов Ψ, H получаются два связанных между собой вектор-
ных дифференциальных уравнения

A⊥Ψ + 2d2
⊥∇×H = 0,

B⊥H +
Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0,

(3)

где были введены постоянные

d2
⊥ =

8c2
⊥

88c2
⊥
, 8c2

⊥ =
α

ρ
, 88c2

⊥ =
µ+ α

ρ
, 88

µ
c2
⊥ =

γ + ε

I
; (4)

и, кроме того, — два дифференциальных оператора второго порядка

A⊥ = ∆− 1
88c2
⊥

(∂·)
2, B⊥ = ∆− 1

88
µ
c2
⊥

(∂·)
2 − Ω2

88
µ
c2
⊥
. (5)

Система (3) сохраняет свой вид независимо от использования того или иного усло-
вия калибровки. В частности, можно вообще отказаться от калибровочных условий
(2).

Исследование связанных уравнений для векторных потенциалов перемещений и
микровращений вызывает значительные трудности и поэтому мы сосредоточимся
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именно на этих уравнениях. Начнем с того, что дифференциальные операторы A⊥
и B⊥ в условиях гармонической зависимости от времени сводятся к

A⊥ = ∆ +
ω2

88c2
⊥
, B⊥ = ∆ +

ω2

88
µ
c2
⊥
− Ω2

88
µ
c2
⊥
. (6)

В рамках настоящего исследования удобно ввести следующие две постоянные

α2
⊥ =

ω2

88c2
⊥
, β2

⊥ = Abs
ω2 − Ω2

88
µ
c2
⊥

и привести операторы A⊥ и B⊥ к следующему виду:

A⊥ = ∆ + α2
⊥, B⊥ = ∆± β2

⊥, (7)

где выбор того или иного знака в выражении для B⊥ зависит от величины цикличе-
ской частоты

ω2 − Ω2 ≷ 0.

В итоге в гармоническом случае связанная система уравнений для потенциалов
приобретает вид 

(∆ + α2
⊥)Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

(∆± β2
⊥)H +

Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0.

(8)

Ограничимся исследованием высокочастотных гармонических волн, когда цикли-
ческая частота ω оказывается выше порогового значения, определяемого постоянной
Ω. Тогда последняя система уравнений приводится к

(∆ + α2
⊥)Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

(∆ + β2
⊥)H +

Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0;

(9)

с целью сокращения записи введем обозначение

g2
⊥ =

Ω2

88
µ
c2
⊥
d2
⊥,

после чего окончательно приходим к следующей системе уравнений:
(∆ + α2

⊥)Ψ + 2d2
⊥∇×H = 0,

(∆ + β2
⊥)H +

g2
⊥

2d2
⊥
∇×Ψ = 0.

(10)

Внимательный анализ проведенных рассуждений показывает, что связанная систе-
ма уравнений для потенциалов (10) получается также и в несколько иной форме (и
снова без учета калибровки потенциалов):

−∇× (∇×Ψ) + α2
⊥Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

−∇× (∇×H) + β2
⊥H +

g2
⊥

2d2
⊥
∇×Ψ = 0.

(11)
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4. Представление вихревых составляющих перемещений и микровращений винто-
выми векторными полями. Представление вихревых составляющих перемещений и
микровращений с помощью винтовых векторных полей решает главную задачу на-
стоящего исследования: переход от связанной системы дифференциальных уравне-
ний (11) к несвязанным уравнениям, что в конечном итоге должно позволить найти
аналитические подходы к решению прикладных задач механики микрополярных кон-
тинуумов.

Достижение этой цели начинается с рассмотрения вихревых составляющих пере-
мещений и микровращений как одного и того же вихревого векторного поля Υ, но с
различными масштабными факторами:{∇×Ψ = aΥ,

∇×H = bΥ;
(1)

при этом буде выполнено естественное калибровочное условие

∇ ·Υ = 0.

Подстановка (1) в систему векторных дифференциальных уравнений (11) позволяет
получить следующую систему уравнений относительно поля Υ:

−a∇× (∇×Υ) + α2
⊥aΥ + 2d2

⊥b∇×Υ = 0,

−b∇× (∇×Υ) + β2
⊥bΥ +

g2
⊥

2d2
⊥
a∇×Υ = 0.

В левой части первого из уравнений приведенной выше системы добавим и отнимем
одно и то же слагаемое (c—некоторая постоянная)

c∇×Υ;

то же самое выполним и со вторым уравнением и слагаемым (d—некоторая постоян-
ная)

d∇×Υ.

После ряда преобразований убеждаемся в том, что, если положить

a

c
=
c+ 2d2

⊥b

aα2
⊥

,
b

d
=
d+ (2d2

⊥)−1g2
⊥a

bβ2
⊥

,

то связанные уравнения для потенциалов будут удовлетворяться, когда{
−c∇×Υ + aα2

⊥Υ = 0,

−d∇×Υ + bβ2
⊥Υ = 0.

Получить одно независимое уравнение для определения векторного поля Υ удается,
если принять, что

c

d
=
α2
⊥
β2
⊥

a

b
;

тогда оказывается достаточной выполнимость следующего винтового уравнения

−∇×Υ + pα2
⊥Υ = 0, (2)

где p представляет собой отношение

p =
a

c
.
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Обратимся далее к нахождению постоянных. Всего их четыре: a, b, c, d. Из них
можно образовать три независимых отношения:

p =
a

c
, q =

b

c
, s =

d

c
.

Для указанных отношений из предыдущих рассуждений получаются ровно три неза-
висимых уравнения 

p2α2
⊥ = 1 + 2qd2

⊥,

q2β2
⊥ = s2 + ps

g2
⊥

2d2
⊥
,

ps
α2
⊥
β2
⊥

= q.

Из данной выше системы уравнений можно определить постоянную q, получив сна-
чала квадратное уравнение

2d2
⊥α

2
⊥q

2 + (α2
⊥ − β2

⊥ − g2
⊥)q −

g2
⊥

2d2
⊥

= 0,

из которого находятся два различных вещественных значения для q:

4d2
⊥α

2
⊥q = β2

⊥ + g2
⊥ − α2

⊥ ±
√

(β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥)2 + 4g2

⊥α
2
⊥.

Для постоянной p также получаются два различных вещественных значения со-
гласно

2α4
⊥p

2 = β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥ ±

√
(β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥)2 − 4α2

⊥β
2
⊥.

Начиная с этого момента, введем два значения p1, p2, которые соответствуют поло-
жительному и отрицательному знакам в приведенной только что формуле, и введем
также два значения K1, K2, положив

α4
⊥p

2
1, 2 = K2

2, 1, α2
⊥p1 = ∓K2, α2

⊥p2 = ∓K1.

Заметим, что волновые числа K1, K2 в силу своего определения упорядочены со-
гласно

K2 > K1 > 0.

Таким образом, всего для параметра p имеется четыре различных вещественных
значения

∓K1, ∓K2;

в результате векторное поле Υ должно удовлетворять одному из четырех винтовых
уравнений

−∇×Υ∓K2, 1Υ = 0, (3)
где знаки ∓ и индексы 1, 2 между собой никак не согласованы.

Таким образом, имеется ровно четыре независимых поля1

Υ
2
−, Υ

2
+, Υ

1
−, Υ

1
+,

которые должны быть интегралами несвязанных векторных уравнений (3) и линей-
ные комбинации которых будут определять вихревые части векторов перемещений и

1Приводимые ниже обозначения для четырех различных вариантов векторного поля Υ согласо-
ваны с четырьмя уравнениями (3), выписанными в сокращенной форме.
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микровращений в соответствии с (1). При этом следует учитывать, что однозначно
определяется лишь отношение b/a и, поскольку

b

a
=
q

p
,

то отношение b/a имеет четыре различных значения, которые без труда находятся из
данных выше формул.

Полнота рассматриваемых в работе представлений гармонических полей переме-
щений и микровращений с помощью четырех винтовых векторных полей может быть
установлена известными (и сравнительно простыми) методами, изложение которых
заинтересованный читатель обнаружит в статье [7].

Полученные в работе результаты нацелены на их использование в прикладных за-
дачах, связанных с распространением гармонических (монохроматических) волн пе-
ремещений и микровращений вдоль длинных цилиндрических волноводов и в этом
смысле выступают как дальнейшее развитие методов и результатов, содержащихся в
книге [6].

5. Заключение.

1. Исследуется система связанных векторных дифференциальных уравнений ли-
нейной теории микрополярной упругости в терминах перемещений и микро-
вращений в случае гармонической зависимости физических полей от времени
(монохроматические волны перемещений и микровращений).

2. Получены несвязанные уравнения для скалярных и связанные уравнения век-
торных потенциалов, задающих поля перемещений и микровращений в соот-
ветствии с представлением Ламе, выполнение которых обеспечивает выполне-
ние векторных дифференциальных уравнений линейной теории микрополяр-
ной упругости.

3. Развита альтернативная схема расщепления связанных векторных дифферен-
циальных уравнений микрополярной теории упругости для потенциалов на
несвязанные уравнения, основанная на пропорциональности вихревых состав-
ляющих перемещений и микровращений одному вихревому винтовому полю.

4. Проблема нахождения вихревых составляющих перемещений и микровраще-
ний сведена к решению четырех несвязанных между собой векторных винто-
вых дифференциальных уравнений первого порядка с частными производны-
ми.

5. Получено представление векторов перемещений и микровращений с помощью
четырех винтовых векторов, обеспечивающее выполнимость связанных век-
торных дифференциальных уравнений линейной теории микрополярной упру-
гости.

6. Полнота рассматриваемых в работе представлений гармонических полей пе-
ремещений и микровращений с помощью четырех винтовых векторных полей
может быть установлена известными (и достаточно простыми) методами.

7. Результаты настоящей работы могут быть использованы в прикладных зада-
чах, связанных с распространением гармонических (монохроматических) волн
перемещений и микровращений вдоль длинных волноводов.
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Abstract. The paper is devoted to study of the coupled vector differential equations of the linear
theory of micropolar elasticity formulated in terms of displacements and microrotations in the case
of a harmonic dependence of the physical fields on time. An alternative analysis aimed at splitting
the coupled vector differential equation of the linear theory of micropolar elasticity into uncoupled
equations is given. It is based on a notion of proportionality of the vortex parts of the displacements
and microrotations to the single vector, which satisfies the screw equation well known from the
mathematical physics. As a result, the problem of finding the vortex parts of the displacements
and microrotations fields is reduced to solution of four uncoupled screw differential equations of
the first order with partial derivatives. Obtained results are to be used in applied problems of the
micropolar elasticity and in particular in studies of harmonic wave propagation along waveguides.
Keywords: micropolar elasticity, displacement vector, microrotation vector, coupled, vector
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Аннотация. Рассмотрен один из механизмов гидромеханической неустойчивости при выра-
щивании кристаллов из расплава методом Чохральского, связанный с явлением образования
«холодных термиков» в подкристальной области. С этой целью проанализированы результа-
ты, полученные по двум математическим моделям: 1 – без и 2 – с учетом процесса кристалли-
зации. В первом случае модельной жидкостью был этанол, а положение фронта кристалли-
зации задавалось изотермой кристаллизации и было неизменным. В рамках такого подхода
были исследованы особенности перехода от стационарного течения жидкости к его неустойчи-
вым модам, сопровождающимся формированием, развитием и отрывом «холодного термика»
от фронта (изотермы) кристаллизации. Во втором случае модельными расплавами были два
материала с температурой плавления, близкой к комнатной: гептадекан и галлий, которые
существенно различаются коэффициентами теплопроводности. В этом случае было изучено
влияние термомеханических параметров на формирование формы фронта кристаллизации и
возникновение гидромеханической неустойчивости в виде «холодных термиков».
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Введение
Проблема неустойчивости потока расплава при выращивании кристаллов по методу

Чохральского (Cz) является предметом многих экспериментальных и теоретических
работ, в которых анализируются флуктуации температуры в расплаве для конкрет-
ных условий роста кристаллов кремния (см., например, обзор [1]). Прямое численное
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Рис. 1.

моделирование неустойчивых течений на основе полных уравнений Навье-Стокса ак-
туально и мало изучено для разных гидродинамических моделей, включая модель
Cz.

Первые попытки таких вычислений методами конечных разностей [2] и конечных
элементов [3] выявили значительное влияние параметров сетки. В последующие годы
методы численного моделирования были улучшены путем применения консерватив-
ной и более точной аппроксимации уравнений. Увеличение компьютерных ресурсов
позволило значительно увеличить количество узлов сетки и обеспечить существен-
ное снижение «математической» вязкости. Прямое численное моделирование тече-
ния, соответствующее ламинарно-турбулентному переходу, стало возможным после
долговременной проверки стационарных течений в Cz-модели [5,6]. Подобная работа
опубликована в [10] с использованием данных физического моделирования [7].

Целью данной работы являлось изучение процессов конвективного теплообмена на
двух моделях метода Чохральского: 1 – с использованием этанола в качестве модель-
ной жидкости без учета процесса кристаллизации, 2 – с использованием в качестве
модельных жидкостей материалов с температурой плавления, близкой к комнатной
(гептадекан и галлий), с учетом процесса кристаллизации. Обсуждается явление об-
разования «холодных термиков» под фронтом кристаллизации (ФК). Результаты ма-
тематического моделирования верифицировались по данным лабораторных экспери-
ментов [8, 9].
Математическое моделирование без учета процесса кристаллизации
Численное моделирование гидродинамических неустойчивых течений в Cz-осесим-

метричной модели на основе приближения Навье-Стокса-Буссинеска проводилось с
последующим вычислением средней скорости, температурных полей и спектров флук-
туаций. В зависимости от температуры тигля исследовались скорость, колебания тем-
пературы и динамика «холодных термиков».

Геометрия расчетной области, где 1 – тигель, 2 – модель кристалла в виде диска, 3
– свободная поверхность, и расположение контрольных точек S1–S5 в жидкости для
регистрации температурных пульсаций показаны на Рис. 1. Координаты точек [см]:
1) z = 9.82, r = 2.68; 2) z = 9.82, r = 5.36; 3) z = 5.16, r = 2.68; 4) z = 5.16, r = 14.25;
5) z = 0.50, r = 2.68.

Жидкость заполняет цилиндрический объем радиуса RC = 14.75 см до высоты
Н = 10.32 см. Диск радиуса RS = 5.36 см расположен на поверхности жидкости соосно
с тиглем. Термические условия были следующими: температура диска TS = 300 K,
дно тигля теплоизолировано, боковая стенка нагрета до температуры TW = TS + ∆T .
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Рис. 2.

Теплофизические параметры этанола: ρ = 0.79 г/см3 – плотность; βT = 1.1 × 10−3

1/K – коэффициент объемного теплового расширения; ∂σ/∂T = –0.083 дин/(см ×
K) – коэффициент поверхностного теплового расширения; ν = 1.54 × 10−2 см2/с
– кинематическая вязкость; λ = 1.75 × 103 эрг/(см × c × К) – теплопроводность;
CP = 2.43 × 107 эрг/(г × K) – теплоемкость. В расчетах использовалась равномер-
ная конечно-разностная сетка: для осесимметричного случая – 15750 узлов (r × z :
150× 105).

Структура течения обусловлена тепловой гравитационной и термокапиллярной
конвекцией под действием сил на свободной поверхности жидкости. В данной ра-
боте изучался переход к гидродинамически неустойчивым течениям при изменении
разности температур между боковой стенкой тигля и диском ∆T . Анализ неустойчи-
вости течения проводился на основе записей в каждой точке сетки для статистически
однородного температурного поля в объеме жидкости с последующими усредняющи-
ми итерациями с течением времени, выполненными с шагом 0.01 с за 200 с. Одно-
временно вычислялись среднеквадратичные отклонения температурных пульсаций.
Достижение статистически однородного температурного поля контролировалось по
пульсациям температуры в контрольных точках (см. S1–S5 на Рис. 1), для которых
рассчитаны амплитудно-частотные характеристики пульсаций.

В графической форме визуализировалась эволюция «холодного термика»: образо-
вание, развитие и отрыв от поверхности диска, суть которой заключается в следу-
ющем. В гравитационном поле неоднородность распределения температуры в тигле
вызывает движение расплава под действием гравитационной тепловой конвекции, ко-
торое усиливается дополнительным влиянием термокапиллярных сил на свободной
поверхности жидкости. В результате жидкость поднимается около нагреваемой стен-
ки бокового тигля, затем перемещается в радиальном направлении к холодному диску.
Под диском наблюдается опускное движение охлажденной жидкости.

При увеличении ∆T от 4 до 15 K структуры опускного течения под диском су-
щественно изменяются. При малом значении ∆T = 4 K опускная струя достигает
дна тигля, не теряя первоначальной формы. Существенные радиальные изменения ее
формы становятся заметными при больших значениях ∆T = 10 и 15 K, они также
изменяются во времени. Например, при ∆T = 15 K имеет место радиальный поворот
струи от оси к боковой стенке, что заметно по изотермам вблизи дна тигля. На Рис. 2
приведена мгновенная картина изотерм при ∆T = 15 K, на которой процесс эволюции
«холодного термика» под холодным диском хорошо заметен: его формирование вбли-
зи края диска, увеличение по направлению к центру и затем отрыв от диска около
центрального нисходящего потока.
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Рис. 3.

Для анализа неустойчивых во времени течений и переноса тепла при ∆T = 15 K
были рассчитаны средние значения пульсации температурного поля. Для поля сред-
ней температуры 〈T 〉 можно выделить три области: 1 – вблизи нагреваемой боковой
стенки тигля, где подъемный поток образует пограничный слой; 2 – под свободной
поверхностью, где большая часть объема жидкости имеет вертикальную температур-
ную стратификацию; 3 – область под диском, где жидкость охлаждается и течет на
дно с большой скоростью, делая на дне резкий поворот, что заметно по локальным
изотермам. Максимальное значение пульсаций температуры 〈TP 〉 = 1.4 K имеет место
вблизи диска и равно 9% ∆T .

На Рис. 3 показаны осевые профили средней температуры 〈T 〉 и пульсаций 〈TP 〉
в среднем поперечном сечении (r = RS/2) при ∆T = 15 K (здесь: S1 – контрольная
точка из Рис. 1). В осевых распределениях можно заметить пограничные слои у диска.
Изменение температуры в пограничном слое (∼ 12 К) существенно превышает такое
же изменение в пограничном слое вблизи дна тигля. Максимальное значение 〈TP 〉
наблюдается в средней части пограничного слоя около диска (∼ 1.4 K), вблизи дна
оно меньше (∼ 0.6 K). Толщина пограничного слоя у диска составляет ∼ 1.1 см.

Соответствующая спектральная мощность флуктуаций температуры в контроль-
ной точке S1 показана на Рис. 4.

Спектр флуктуаций температуры заметно дискретен, в нем выделяются частоты с
наивысшей спектральной мощностью. Экспериментальные данные [8], соответствую-
щие дискретному спектру ламинарно-турбулентного перехода, хорошо согласуются с
этими результатами расчетов.
Математическое моделирование с учетом процесса кристаллизации
В отличие от предыдущей части, данная модель учитывает процесс кристаллиза-

ции. Схема математической модели показана на Рис. 5: расплавленная (1) и кристал-
лическая (2) части модельного материала; поверхность (3) диска (4), термостатиро-
ванная при TS ; цилиндрический тигель (5) с боковой стенкой, термостатированной
при TW > TS , и теплоизолированным дном; форма ФК при температуре плавления
TM (6); датчики температуры S1–S3.
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Рис. 4.

Рис. 5.

Размеры: цилиндрический тигель (RC = 14.75 см, H = 10.32 см, H/RC = 0.7), ко-
аксиальный диск (RS = 5.36 см, RС/RS = 2.75). Расположение датчиков температуры
(z, r) [см]: S1–(5.16, 1.34); S2–(0.5, 1.34); S3–(5.16, 14.25).

Расплавленная фракция (1) кристаллизуется при температуре плавления TM . Рас-
плавленное состояние обеспечивается нагреванием боковой стенки (5) до температуры
TW > TM . Дно тигля и свободная поверхность расплава (пунктирная линия) являют-
ся адиабатическими. Центральную часть поверхности расплава закрыта твердым дис-
ком (4), коаксиальным тиглю, его температура TS < TM по всей поверхности (3). Этот
диск можно вращать со скоростью ΩS . Охлаждение диска приводит к кристаллизации
расплавленного материала под его поверхностью с образованием твердой области (2).
Три датчика (S1–S3) помещены в расплав для регистрации изменений температуры
и спектрального анализа.

При учете процесса кристаллизации полагается зависимость от температуры плот-
ности ρ(T ), теплопроводности λ(T ) и динамической вязкости жидкости µ(T ).

Предполагается, что между кристаллом (твердой фракцией) и расплавом (жидкой
фракцией) существует промежуточная фракция – область кристаллизации при значе-
ниях температуры T , больших температуры солидуса TSOL и меньших температуры
ликвидуса TLIQ, в которой задается линейное изменение доли жидкой фракции.
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Для твердой фракции и области кристаллизации при T < TLIQ решается уравнение
теплопереноса, а для жидкой фракции решаются совместно уравнение теплопереноса
и уравнения Навье-Стокса в приближении Буссинеска.

Изучались изменения формы ФК в зависимости от задаваемых температур TW , TS
и скорости вращения диска ΩS для двух режимов конвективного теплообмена: 1 – при
тепловой конвекции, 2 – при тепловой конвекции и вращении кристалла.

Таблица 1.

Параметр Гептадекан Галлий
TM [K] 295 302.8
температура плавления
ρ [г/см3]
плотность

0.787 (273 K),
0.778 (295 K),
0.769 (303 K)

5.904 (298 K),
6.093 (303 K)

βT [1/K]
коэф. теплового расширения

1.17×10−3 1.21×10−3

ν [см2/с]
кинематическая вязкость

5.187×10−2 (295 K) 3.24×10−3 (323 K)

σ [дин/см]
поверхностное натяжение

28.1 (295 K),
21.4 (373 K)

706 (323 K),
705 (373 K)

∂σ/∂T [дин/см×К]
изменение пов. натяжения

8.38×10−2 2×10−2

λ [ерг/с×см×K]
теплопроводность

1.368×103 (295 K),
1.319×103 (313 K)

2.81×105 (300 K),
2.60×105 (304 K)

Cp [ерг/г×К)]
теплоемкость

2.247×107 3.73×106

Q [ерг/г]
скрытая теплота плавления

3.2×109 8.0×108

Pr = νρCp/λ
число Прандтля

66 0.03

Gr = gβTR
3
S∆T/ν2

число Грасгофа
2.21×105 7.60×107

Mn = (∂σ/∂T )RSCP∆T/νλ
число Марангони

4.79×104 —

Re = R2
SΩS/ν

число Рейнольдса
5.54×102 8.0×103

Расчеты были проведены для двух материалов с температурой плавления, близ-
кой к температуре окружающей среды: гептадекана при TМ = 295 K и галлия при
TМ = 302.8 K. Теплофизические параметры и критерии подобия для этих материалов
приведены в Таблице 1. Значения критериев вычислены для фиксированной разности
температур между боковой стенкой и диском ∆T = 3.37 K.

Нагрев боковой стенки тигля приводит к возникновению тепловой конвекции в гра-
витационном поле, нагретый расплав движется вверх вдоль стенки к охлажденному
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Рис. 6.

диску. Это движение усиливается действием термокапиллярных сил на свободной по-
верхности расплава. При этом у диска кристаллизуется твердая фракция (2) (см.
Рис. 5), объем и форма которой зависят от конвективного режима. В соответствии
с экспериментом [9] режим тепловой конвекции в гептадекане рассматривался при
TS = 292.3 K – на диске, TW = 295.9 K – на боковой стенке тигля. В качестве формы
ФК бралась форма изотермы TSOL.

Результаты расчетов показали, что при кристаллизации гептадекана возникает од-
новихревой стационарный поток, при этом модуль скорости достигает максимального
значения Vm = 1.01 см/с в нисходящем потоке вблизи оси. Однако скорость потока
вблизи боковой стенки тигля гораздо меньше: Vm ' 5.1×10−2 см/с. Формируется вер-
тикальная стратификация температурного поля согласно распределению изотерм на
Рис. 6, которая характеризуется тем, что верхние поверхностные слои становятся бо-
лее нагретыми, чем нижние. Существенная температурная неоднородность возникает
в области, где охлажденный расплав течет вдоль ФК.

Для поиска возможностей управления формой ФК были рассчитаны различные
режимы тепловой конвекции в зависимости от числа Gr и разности температур ∆T .

В первом случае при ∆T = 3.37 K, когда число Gr изменялось в пределах:
22.1–2.21 × 105, установлено, что при низких числах Gr скорость потока мала и
теплопередача выполняется в режиме теплопроводности, а твердая фаза охватыва-
ет всю центральную область материала. Однако с увеличением числа Gr происходит
уменьшение закристаллизовавшейся части. Стоит отметить, что при ∆T = 1.6 K и
Gr = 1.1×105, соответствовавших TW = 295.9 K и TS = 294.3 K, конвективный режим
отличался небольшим повышением температуры диска, что выпрямляло форму ФК.
Поэтому можно сказать, что форма ФК зависит не только от интенсивности тепловой
конвекции (или числа Gr) и разности температур ∆T , но и от температуры диска TS .

Интересны также закономерности изменения формы ФК для материалов с более
высокой теплопроводностью. С этой целью выполнены расчеты для галлия (здесь для
сравнения результатов у галлия предполагалось TM = 295 K). В этом случае число
Pr для расплавленной части было уменьшено до 0.03, что отвечает значениям для
расплавленных металлов и полупроводников. Использованы примерно те же темпе-
ратурные параметры, что и для гептадекана: ∆T = 3.37 K, TW = 295.9 K, TS = 292.53
K и в пределах того же диапазона чисел Gr : 380–3.8 × 105. Изотермы и форма ФК
для такого варианта показаны на Рис. 7.

Для небольшого числа Gr = 3.8×102 закристаллизовавшаяся часть занимает толь-
ко центр тигля, на Рис. 7 соответствующий контур ФК показан пунктирной линией. В
этом случае поток слабый, а теплопередача соответствует режиму теплопроводности.
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Рис. 7.

Однако поток становится сильнее при большом числе Gr = 3.8 × 105, что приводит
к существенному нагреву центра тигля. Это видно по существенному искривлению
изотерм в направлении течения, показанным сплошными линиями на Рис. 7.

Можно отметить некоторые различия в форме ФК по сравнению с гептадеканом.
Например, при больших числах Gr закристаллизовавшаяся часть охватывает боль-
ший объем центра тигля. Поэтому можно сказать, что зависимость формы ФК от
тепловой конвекции для веществ с высокой теплопроводностью (металлы, полупро-
водники) значительно ниже, чем для органических и оксидных веществ с низкой теп-
лопроводностью.

Рис. 8.

Графики наиболее важных характеристик были построены в зависимости от числа
Грасгофа для различных температур TS охлаждаемого диска, а также для больших и
малых чисел Прандтля. Боковая стенка тигля рассматривалась как источник нагрева,
а охлаждаемый диск – часть радиатора. Расчеты выполнялись до достижения теп-
лового баланса, когда интегральный тепловой поток на боковой стенке отличался от
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потока на диске не более, чем на 5%. Эти графики показаны на Рис. 8 для величины
выпуклости ∆ ФК: 1–Pr = 66, TS = 292.53 K; 2–Pr = 66, TS = 294.23 K; 3–Pr = 0.03,
TS = 292.53 K; 4–Pr = 0.05 [9].

Тепловой поток на диске выражается относительным интегральным значением чис-
ла Нуссельта Nu, которое рассчитывается как отношение интегрального теплового
потока для конкретного числа Gr к его значению в режиме теплопроводности [9].
Следует отметить, что величина ∆ уменьшается вместе с увеличением числа Gr. Ее
большие значения соответствуют меньшему числу Pr (см. кривые 1 и 3). Например,
при Gr = 104 значения отличаются в 2.5 раза: ∆ = 3.5 см для больших Pr = 66
и ∆ = 8.7 см при малых Pr = 0.03. Как отмечено выше, изменение температуры
охлаждаемого диска TS вызывает значительное уменьшение выпуклости ФК. Для
Gr = 105 и большего числа Pr значения ∆ отличаются в 5 раз: ∆ = 2.5 см для
TS = 292.53 K и ∆ = 0.5 см для TS = 294.3 K (см. кривую 1 и метку 2). Теплоотвод от
диска увеличивается при увеличении числа Gr, причем этот рост намного выше для
больших чисел Pr (см. кривые 1, 3, 4). При Gr = 105 значения отличаются примерно
в 1.7 раза (Nu = 3.1 для Pr = 66 и Nu = 1.8 для Pr = 0.03).

Согласно [9], данные для кривой 4 были получены при малых значениях числа
Прандтля (Pr = 0.05). Они хорошо соответствуют результатам этой работы при Pr =
0.03 (кривая 3). Изменения температуры TS на диске также приводят к определенным
различиям. Например, для Gr ' 105 и большого числа Pr значения Nu различаются
примерно в 1.1 раза: Nu = 3.1 при TS = 292.53 K, Nu = 3.4 при TS = 294.3 K (см.
кривую 1 и метку 2). Такое увеличение теплоотвода объясняется влиянием небольшого
увеличения TS на 1.77 K, что существенно меньше уменьшения величины выпуклости
ФК, вызванного им.

Влияние вращения кристалла на форму ФК обсуждалось в течение длительного
времени (начиная с публикации [4]). Оно основано на идее ламинарного двухвихре-
вого потока в тигле. Один вихрь вызван тепловой конвекцией в нагретом тигле, а
другой вихрь, имеющий противоположное направление движения, вызван вращением
кристалла. При этих аргументах форма ФК не вычисляется, а ее выпуклость или во-
гнутость оценивается качественно на основе отношения чисел Грасгофа и Рейнольдса
следующим образом: γ = Gr/Re2. Обычно предполагается, что при γ > 1 преобладает
тепловая конвекция и имеет место выпуклая форма ФК, а для γ < 1 – вынужденная
конвекция, вызванная вращением кристалла, обеспечивает вогнутую форму ФК. Эти
взгляды были полезны и экспериментально протестированы много раз. В частности,
оценивался критический радиус кристалла, соответствующий инверсии формы ФК
(от сильно выпуклой до слегка вогнутой для стадии роста конусной части монокри-
сталла).

В данной работе такая проверка проведена на основе экспериментальных данных о
кристаллизации гептадекана, характеризующегося большим значением числа Прандт-
ля (аналогично оксидным, органическим материалам): Pr = 66. Тепловые условия
следующие: TS = 292.53 K – на диске, TW = 295.9 K – на боковой стенке тигля
(разность температур ∆T = 3.37 K). Рассмотрено комбинированное действие термо-
гравитационной и термокапиллярной конвекции наряду с вынужденной конвекцией,
вызванной вращением диска с угловой скоростью ΩS = 1 рад/с. Значения теплофи-
зических параметров и рассчитанных критериев подобия приведены в Таблице 1.

В соответствии со структурой течения, приведенной на Рис. 9, основное подъемное
движение, вызванное термогравитационной конвекцией, имеет место вблизи боковой
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Рис. 9.

Рис. 10.

стенки тигля. Его средняя скорость достигает 7.7×10−2 см/с. Поток несколько усили-
вается за счет влияния термокапиллярных сил под свободной поверхностью расплава
в радиальном направлении к ФК.

По распределению изотерм [K] на Рис. 10 можно сказать, что охлаждение диска
приводит к кристаллизации расплавленной части, расположенной под ним, с образо-
ванием выпуклой затвердевшей области.

Однако вращение диска с этой затвердевшей областью сильно влияет на течение
расплава в тигле. Центробежные силы при вращении твердой выпуклой области вызы-
вают вихревое движение, направленное против вихря тепловой конвекции. Скорость
вращения достигает большого значения (5.56 см/с) и весь объем расплава оказывает-
ся вовлеченным во вращательное движение. Однако интенсивность меридионального
потока (радиальная и осевая компоненты скорости) значительно ниже. Рядом с осью
тигля расплав движется вверх с осевой скоростью 0.414 см/с, а затем отбрасывается в
радиальном направлении от центра центробежными силами, что влияет на конфигу-
рацию затвердевающей поверхности. Поток противоположного направления приводит
к уменьшению влияния тепловой конвекции на форму ФК и создает в ее центре про-
гиб вверх, такую форму обычно называют W-образной. В этом случае γ = 0.72, что
соответствует преобладанию вынужденной конвекции (γ < 1). В целом, структура
течения сохраняется, но интенсивности вихрей подвержены колебаниям. Это вызвано
периодическим возникновением и отрывом «холодных термиков» от ФК.
Заключение
Представленный в статье метод Чохральского является основной технологией выра-

щивания монокристаллов, дефектообразование в которых при их выращивании зави-
сит от гидромеханической неустойчивости термомеханических процессов вблизи ФК
на стадии, предшествующей кристаллизации.
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С использованием двух гидромеханических моделей (1 – без и 2 – с учетом процес-
са кристаллизации) показано, что одним из важных механизмов гидромеханической
неустойчивости является явление образования «холодных термиков» вблизи ФК. В
статье проанализированы амплитудно-частотные характеристики, связанные с дли-
тельностью возникновения, развития и отрыва «холодных термиков» от ФК в зави-
симости от тепловых параметров (∆T и Gr).

Показано, что в первой модели, использующей в качестве модельной жидкости эта-
нол, при ∆T = 15 K гидромеханическая неустойчивость соответствует ламинарно-
турбулентному переходу с явно выраженным дискретным спектром колебаний темпе-
ратуры в области существования «холодных термиков».

На основе второй модели, использующей материалы, кристаллизующиеся при тем-
пературе, близкой к комнатной (гептадекан и галлий), показано формирование формы
ФК в зависимости от интенсивности вихрей, вызванных действием тепловой и вынуж-
денной конвекции. Представленные графики выпуклости ФК и числа Nu на ФК по-
строены для различных чисел Gr и температур охлаждаемого диска TS , а также для
больших и малых значений числа Pr. В условиях кристаллизации расплава гептаде-
кана подтверждено явление образования, развития и отрыва «холодных термиков» от
ФК. Установлено, что динамика поведения «холодных термиков» и соответствующая
частота температурных колебаний у ФК существенно зависят от скорости вращения
диска.
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CZOCHRALSKI METHOD
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Abstract. The mechanism of hydromechanical instability during Czochralski crystal growth

from a melt is considered, which is associated with the formation of “cold plumes” under the
crystal. For this purpose, the results obtained by two mathematical models: 1 – without and 2
– taking into account the crystallization process are analyzed. In the first case, an ethanol was
as the model fluid, and the position of the crystallization front was set by the crystallization
isotherm and was unchanged. Within the framework of this approach, the features of a transition
from a stationary fluid flow to its unstable modes were studied, which are accompanied by the
formation, development, and separation of “cold plumes” from the crystallization front (isotherm).
In the second case, the model melts were as two materials with a melting point close to room
temperature: heptadecane and gallium, which significantly differ in thermal conductivity. In this
case, the influence of thermomechanical parameters on the formation of the crystallization front
shape and the occurrence of hydromechanical instability in the form of "cold plumes"was studied.
Keywords: crystal growth, Czochralski method, simulation, fluid dynamics, heat transfer, cold
plumes, crystallization front.
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СТРУКТУРА РАЗРУШЕНИЯ ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ
ДВУХ МЕХАНИЗМОВ ЛОКАЛЬНОГО РАЗРУШЕНИЯ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. Рассмотрены примеры сценариев хрупкого разрушения, в которых участвуют
два механизма локального разрушения – развитие трещин нормального разрыва и компакти-
рование, либо торошение, при сжатии. Работа является продолжением исследований структур
разрушения в условиях сжатия [1]. Показано, что в модельной ситуации с цепочкой отверстий
в пластине выбор механизма формирования локальных очагов разрушения или их совмест-
ного действия зависит от ориентации системы отверстий относительно оси сжатия. Другой
пример относится к процессу разрушения ледяного покрова при его сжатии под действием
течений и ветровой нагрузки. Рассмотрен вариант разрушения, в котором происходит вза-
имодействие двух видов разрушения – локализованное в виде трещиноподобного дефекта
разрушение при сжатии (торошении) и формирование сопутствующих поперечных разры-
вов, разбивающих нагружаемый участок ледяного покрова на ряд полос вдоль напряжений
сжатия.

Ключевые слова: локальное разрушение, трещина нормального разрыва, сжатие, компак-
тирование, структура разрушения.
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УДК: 539.4/621

Введение
Традиционный подход к сценарию разрушения в механике разрушения базирует-

ся на отыскании условий, соответствующих инициированию и развитию некоторого
фиксированного механизма локального разрушения. Вместе с тем существуют ситуа-
ции в которых появляется возможность одновременной или периодической готовности
к реализации двух или большего количества локальных механизмов разрушения. К
ним относится, например, развитие разрушения в окрестности отверстия или ряда
отверстий в пористой среде при сжатии [2]. Показано, что к трещинам нормального
разрыва, приуроченным к областям концентрации растяжения у отверстий, добавля-
ются очаги разрушения (компактирования) в областях концентрации сжатия.

Коротко остановимся на специфике последних. В условиях интенсивных сжима-
ющих нагрузок, в высокопористых материалах проявляются специфические формы
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разрушения, связанные с локализованным уплотнением за счет заполнения порово-
го пространства, либо частичного удаления материала или изменения его фазового
или структурного состояний [3]. Инициирование такого вида разрушения может ре-
ализоваться в окрестности концентратора напряжений (отверстия). Образующаяся
при разрушении вытянутая полость, заполненная уплотненной, но сохраняющей по-
движность, средой зарождается в диаметральной плоскости инициирующего отвер-
стия поперек оси сжатия, а ее поперечный размер в развитой концевой части близок
к постоянному, и не связан с размером отверстия. Образующиеся вытянутые дефекты
геометрически подобны трещине (их продольный размер много больше характерной
толщины), а процессы разрушения в их окрестностях сосредоточены в малых кон-
цевых областях. Узкие трещиноподобные зоны уплотненного материала, интерпре-
тируемые как трещины сжатия (anti-mode 1 crack), наблюдаются и в тектонических
структурах сжатия в окрестности вершин разлома (магистрального тектоническо-
го сдвига) [4]. Условия предельного равновесия таких дефектов (трещин сжатия) в
упругой среде аналогичны условиям равновесия трещин, имеющих начальное рас-
крытие. Поэтому для анализа разрушения таких объектов (трещин сжатия) может
быть привлечен аппарат механики разрушения. Недавние лабораторные исследова-
ния показали, что локализация уплотнений является важным механизмом разруше-
ния в пористых горных породах (песчаниках с пористостью от 13 до 28%). Обзор
этих работ можно найти, например в [3]. Образование зон уплотнения сопровождает-
ся всплесками акустической активности [5]. В рассматриваемом сценарии важно, что
локальная реализация одного механизма разрушения создает условия активизации
другого механизма у того же отверстия. В модельной ситуации с системой отверстий
выбор механизма формирования локальных очагов разрушения зависит от ориен-
тации линейной цепочки отверстий относительно оси сжатия. Форма разрушения в
виде сливающихся продольных разрывов доминирует в ряде отверстий, ось которого
близка к оси сжатия. Инициирование трещин в этом случае происходит в областях
концентрации растяжения. Затем следует устойчивое подрастание и слияние трещин с
образованием продольного магистрального разрыва. Картина разрушения совпадает
со сценарием развитой ранее модели разрывов, ориентированных вдоль главных сжи-
мающих напряжений в окрестности дефектов под действием напряжений, близких
к одноосному сжатию [6]. Трещиноподобные зоны уплотнения становятся ведущими
структурообразующими дефектами при увеличении угла наклона цепочки отверстий
до α ≥ 45◦. Они распространяются между областями концентрации сжатия у сосед-
них отверстий. Для промежуточных значений угла наклона α = 15◦−45◦ наблюдается
вариант разрушения при совместном участии двух типов локальных механизмов раз-
рушения - к трещинам нормального разрыва, образующим эшелон, приуроченный
к областям концентрации растяжения соседних отверстий, добавляются очаги раз-
рушения (компактирования) в областях концентрации сжатия. Такой механизм раз-
рушения формирует специфические структуры разрушения. Их совместное действие
при росте трещин разрывов и соединении их с очагами компактирования у соседних
отверстий приводит к обособлению фрагментов, ограниченных этими нарушениями.
Инициирование разрушения на линии отверстий в гипсовом образце при одноосном
сжатии под углом α = 25◦ показано на Рис.1, Рис.2 где изображены начальная и ко-
нечная стадии образования системы отдельностей по линии отверстий. Приведенная
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Рис. 1. Рис. 2.

Рис. 3. Рис. 4.

на Рис.3 схема изолиний главных напряжений σmin и контур образующихся отдель-
ностей в таком образце Рис.4 показывают связь очагов разрушения с концентрацией
напряжений растяжения и сжатия в окрестностях соседних отверстий.

Система малых фрагментов, образующаяся по такому сценарию на линии отвер-
стий, при продолжении деформировании образца формирует «третье тело» - структу-
ру разрушения, активность которой (в данном случае способность к перекатыванию
фрагментов) характерна для дальнейшего взаимодействия между оставшимися нена-
рушенными блоками образца - сдвига по этой линии. Представляется, что описанный
сценарий представляет один из механизмов зарождения подвижной структуры обла-
сти трения в пористой среде.

Другой пример относится к процессу разрушения крупномасштабного участка
сплошного ледяного покрова при его сжатии под действием течений и ветровой на-
грузки. Наблюдаемая картина частичного разбиения ледяных полей на полосы обыч-
но интерпретируется как следствие разрушения под влиянием волнения. Представля-
ется, что это не единственный возможный механизм развития структур разрушения в
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таких условиях. Рассмотрим вариант разрушения, в котором происходит взаимодей-
ствие двух видов разрушения – торошения при сжатии и сопутствующих разрывов
Качественная картина разрушения представляется следующей. Исходное состояние
системы определяется наличием нарушения, поперечного по отношению к направле-
нию сжатия. Оно может быть связано с развитием «трещины сжатия». При домини-
ровании сжатия в тонком ледяном покрове развиваются системы трещиноподобных
структур сжатия — наслоений с перехлестом берегов или торошения, ориентирован-
ных по нормали к сжимающим нагрузкам [7]. Предельное равновесие таких элементов
макроструктуры ледяного покрова определяется величиной критического коэффици-
ента интенсивности напряжений в концевой области трещин сжатия Kh (условиями
разрушения в малой по отношению к размеру дефекта концевой области). В зависи-
мости от свойств льда и толщины ледяного покрова в ней могут реализоваться раз-
личные механизмы разрушения от локальной потери устойчивости, что характерно
для тонких льдин (толщиной менее 30 см), до пластического локализованного сдвига
или хрупкого разрушения при сжатии.

Очаги и полосы наслоений и торосов (трещин сжатия) во время своего развития
сопровождаются вторичными разрывами в направлении сжатия (поперек траектории
трещины сжатия), образуя сопряженную систему нарушений. Причиной появления
вторичных разрывов служит изменение напряженного состояния в окрестности тре-
щин сжатия. Такие вторичные разрывы фиксируются в окрестности структур сжа-
тия - торосов и наслоений [8–10]. Оценки на модельных материалах [7]. показывают,
что величина Kh – критического коэффициента интенсивности напряжений сжатия
в вершине трещин сжатия – аналога трещиностойкости - на порядок больше трещи-
ностойкости материала - KIC . Поэтому маловероятна обратная картина — появление
вторичных трещин сжатия в окрестности магистральных разрывов.

Упомянутая трещина сжатия в ледяном покрове толщиной более 0.3 м в своей кон-
цевой области демонстрирует начальную стадию торошения – локальное обламывание
кромки льда при изгибе. При этом формируется некоторый характерный поперечный
размер трещины сжатия – вытянутой поперек сжатия области разрушения. При ма-
лых скоростях движения он определяется радиусом статического изгиба кромки льда
на гидравлическом основании.

r '
(
Eh3

3ρg

) 1
4

(1)

Фактически этот размер играет роль поперечного размера условно открытой части
трещины сжатия. Распространение разрушения – развитие трещиноподобного дефек-
та - при поперечном сжатии приводит к смыканию берегов трещины сжатия. Появ-
ляется второй характерный размер – полудлина открытой части трещины сжатия (l).
Смещение ее берегов в режиме упругого деформирования

u ' π(1− µ2)σ∞l

E
(2)

При смыкании берегов трещины с начальным раскрытием r в упругой плоскости
полудлина трещины

l '
(
E5h3

3ρg

) 1
4 1

π(1− µ2)σ∞
(3)
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Рис. 5. Рис. 6. Рис. 7.

Для появления поперечных разрывов в этой области нужно, чтобы было выполнено
условие σ∞ = σt, где - σt прочность при растяжении.

В результате первоначально однородная плавающая пластина льда, пересекаемая
трещиной сжатия, получает оперение в виде системы поперечных разрывов. Далее
вступает в действие кинематический механизм торошения как реакции ледяного по-
крова на приложенную нагрузку. Приведем здесь вариант реализации такого механиз-
ма для случая нагружения полубесконечной ледяной пластины со свободной боковой
поверхностью вдоль оси сжатия.

Последовательное развитие разрывов при продвижении трещины сжатия и раз-
бивает нагружаемый объем льда на ряд полос вдоль направления сжатия (Рис.5).
Каждая из полос на линии трещины сжатия контактирует с симметричной полосой
по другую сторону трещины сжатия. Этот контакт представляет собой ослабленную
зону по отношению к полю внешних напряжений сжатия и является потенциально
областью торошения.

Заметим, что в области силового контакта полос сомкнутые берега трещины сжа-
тия могут содержать различного рода неоднородности локального нагружения как
вследствие следов локализованных процессов разрушения при прохождении конце-
вой области, так и по причине наличия обломков льда. Это приводит к возможности
распространения повторного локализованного разрушения в области контакта при
возрастании контактной нагрузки и смыкании берегов трещины сжатия. Посколь-
ку локализованное разрушение в области контакта, как и в концевой зоне трещины
сжатия, происходит порциями, последовательно распространяющимися на все кон-
тактные неоднородности, процесс в целом идентичен сканированию очагом разру-
шения линии контакта сопряженных полос, в результате которого поддерживается
торошение на торцах балок, сопровождаемое кинематическими смещениями полос
под влиянием возникающего при локализованном разрушении изгибающего момента
в плоскости ледяного покрова. Поэтому полоса получает импульсы кинематического
движения (изгиба) в плоскости ледяного покрова, вынуждающие ее совершать коле-
бания в горизонтальной плоскости с частотой, коррелирующей с частотой движения
очага контактного разрушения по фронту контакта торцов балок, в свою очередь за-
висящей от интенсивности сжатия. Эти кинематические движения расталкивают со-
седние полосы, чем создают противодавление в поперечном относительно оси сжатия
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направлении, что препятствует распространению описываемого сценария разрушения
от свободной границы.

В модельном приближении можно представить на каждой из сторон трещины сжа-
тия систему полос в виде ряда балок, нагружаемых этими блуждающими моментами,
в результате чего между балками поддерживается развитие разрывов в направлении
вдоль внешнего сжатия (Рис.6, Рис.7). Каждая из полос содержит также на своем
торце область торошения, в которой продолжается сканирование очагом разрушения
фронта контакта. В процессе сканирования нагрузки по фронтам контакта величи-
на и знак момента в каждой эффективной балке меняется. Оценку эффекта с точки
зрения влияния на развитие разрушения можно сделать, обращаясь к максимальному
моменту, при котором возможно подрастание разрывов, оконтуривающих балки. Усло-
вия предельного равновесия разрыва между балками на краю ледяного поля близки
к таковым для симметричной пары балок, нагруженных максимальным изгибающим
моментом [9].

KI = KIC (4)

KI =
2
√

3M

l
3
2h

, (5)

где M изгибающий момент на торце балки, Mmax ' Pl. (Р - усилие на контакте при
обламывании порционного фрагмента кромки льда). Отсюда

KImax =
2
√

3P√
lh

, (6)

Согласно (6), при достижении предельного равновесия разрыв распространяется
неограниченно. Ограничение длины разрыва (и продольного размера полосы - балки)
при симметричной относительно линии контакта схеме разрушения наступает, когда
поворот торца балки вдали от очага контактного разрушения перекрывает открытую
часть области контакта (размер ∼ r). Угол поворота торца упругой балки, нагружен-
ной моментом

θ =
ML

EI
; I =

hl3

12
(7)

Для условия смыкания при малых углах поворота

l =
r

sin θ
' r

θ
(8)

Получим оценку максимальной длины разрыва

L ' (Eh)2.5

12π(1− µ2) (3ρg)0.5 Pσ∞
(9)

Заметим, что приведенный вариант нагружения локальными усилиями, приводящий
к развитию трещин между эффективными балками ледяного покрова, не исчерпыва-
ет возможные ситуации. Приведем в качестве альтернативы случай, когда силы P от
локальных очагов контактного разрушения, перемещаясь по области контакта, сим-
метрично сходятся к устью трещины между балками. Тогда возникает изгибающий
момент противоположной ориентации, создающий при встречном изгибе балок в устье
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разлома опору и растяжение в его концевой части. Энергия изгиба соседних балок по
этому сценарию

UΣ = 2

∫ L

0

M2
Σdx

2EI
=

3P 2L

2Ehl3
(10)

Удельная энергия развития трещины

G =
dUΣ

dA
=

3P 2

2Eh2l
(11)

Следовательно

KI =

√
3P√
2lh

(12)

Сравнивая (6) и (12), можно видеть, что первый вариант сценария разрушения более
благоприятен для развития трещин - разрывов между балками.

Распространению области упорядоченного разрушения от свободной границы, как
сказано выше, препятствует деформация эффективных балок между этой границей
и рассматриваемыми балками. Учитывая пассивное сопротивление этих промежуточ-
ных балок изгибу, можно найти границу распространения процесса. Пренебрегая со-
противлением трения на контурах взаимодействующих балок, примем, что совокуп-
ный момент инерции системы балок равен сумме моментов инерции индивидуальных
балок

IΣ ' ΣI = nI (13)
где n – количество балок между трещиной и свободным краем.

Отсюда и из (6) при сохранении условий предельного равновесия получим

KI =
2
√

3P√
nlh

; KI ≥ KIC (14)

Это соотношение определяет размер области, охваченной преобразованием структуры
разрушения – количество балок между свободной границей и трещиной, в которой еще
выполняется условие предельного равновесия

n =

(
2
√

3P

KIC

√
lh

)2

(15)

Приведем некоторые оценки. Найдем диапазон расстояний между разрывами на
исходной трещине сжатия. В рассматриваемом сценарии разрушения эффективная
податливость среды ледяного покрова (эффективный модуль упругости) можно оце-
нить, например, по скорости сближения берегов канала, оставляемого ледоколом при
движении в сжатых льдах. По данным, приведенным в [11] при сжатии в 2 балла
(соответствует сжимающим напряжениям на уровне 20 кПа) сплоченного ледяного
покрова Eef ∼ 2 − 6 МПа. В других источниках [12] даются более высокие значе-
ния эффективных характеристик льда. Оценка размера l для приведенных значений
эффективного модуля упругости дана на Рис.8.

Для оценки области распространения рассматриваемого сценария разрушения ве-
личину P свяжем с усилием пролома ледяного покрова.
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Рис. 8.

Будем придерживаться следующей картины развития локального разрушения на
контакте: В области локального контакта образуются сколы меняющие геометрию
области контакта и, в частности, меняющие направление локальных сил. [13] Ана-
логичный механизм, провоцирующий выход кромки плавающего льда из плоскости
ледяного покрова, реализуется при локальном разрушении на силовом контакте со-
седних плавающих пластин льда при сжатии [14].

Это создает возможность взаимного проскальзывания блоков по вновь образован-
ным наклонным поверхностям, чему способствует развитие подвижного слоя раздроб-
ленного материала. Тогда появляется механизм отклонения в вертикальной плоскости
торцов соседних взаимодействующих льдин при проскальзывании по этим наклонным
структурам в среде дробленого льда по мере его сжатия. Подъемная сила в такой си-
стеме определяется способностью среды мелкобитого льда передавать касательные
нагрузки на торцы взаимодействующих льдин. Условие возможности инициирования
наползания может быть представлено как условие достижения касательными силами
на торцах плавающих льдин величин, достаточных для их необходимого отклонения
по вертикали. Здесь для оценки уровня усилия пролома воспользуемся простым со-
отношением, полученным при анализе обламывания кромки льда ледоколом [15]

P ' kσfh2; k = 1.64− 1.7 (16)

где σf – изгибная прочность ледяного покрова, h – толщина льда. Сопоставляя (15)
и (16) , для оценки снизу (при активности максимального изгибающего момента на
одной балке) получим:

n ' c

l

(
σfh

KIC

)2

; c ' 35 (17)
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В ситуации с участием реально наблюдаемых уровней механических характеристик
ледяного покрова при малых напряжениях ледового сжатия (1-2 балла) наиболее ве-
роятно отделение одной или двух полос на краю ледяного покрова (n∼1-2), более
частое деление на полосы требует высокого напряжения сжатия. Кроме того, совпа-
дение по фазе изгибных колебаний балок под действием сканирующих нагрузок на
их торцах увеличивает активность действующих в системе балок изгибающих момен-
тов, расширяя тем самым диапазон действия механизма разрушения. Можно также
отметить, что произведение (nl), характеризующее поперечный размер области, охва-
ченной данным видом разрушения, в рамках масштабного постоянства механических
характеристик зависит только от толщины ледяного покрова.
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STRUCTURE OF FRACTURE UNDER THE JOINT OPERATION OF TWO
MECHANISMS OF LOCAL DESTRUCTION

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of theRAS, Moscow, Russian Federation

Abstract. Examples of brittle fracture scenarios are considered, in which two mechanisms of local
fracture participate - the development of normal fracture cracks and compaction, or hummocking,
under compression. The work is a continuation of studies of fracture structures under compression
[1]. It is shown that in a model situation with a chain of holes in a plate, the choice of the mechanism
of formation of local fracture centers or their joint action depends on the orientation of the system
of holes relative to the compression axis. Another example relates to the process of destruction of
the ice cover when it is compressed under the influence of currents and wind load. The fracture
variant is considered, in which two types of fracture interact: the fracture localized in the form of a
crack-like defect during compression (hummocking) and the formation of accompanying transverse
ruptures dividing the loaded ice sheet section into a series of bands along the compression stresses.

Keywords: local fracture, normal fracture crack, compression, compaction, fracture structure.
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Аннотация. В настоящей работе изучено влияние наличия остаточных напряжений в образ-
це углерод-эпоксидного композита, сформировавшихся в процессе его производства, на такие
возможные дефекты как межслоевое расслоение. Исследование посвящено анализу НДС в
регулярных образцах вблизи зоны дефекта в течение цикла отверждения, а также при обра-
зовании свободного края в материале после разреза в зависимости от длины трещины. Для
моделирования процесса отверждения решалась связанная тепловая и прочностная задача в
условиях плоской деформации. Для описания поведения композитного материала в процессе
производства, включая процессы формования, полимеризации, развития остаточных напря-
жений и деформаций, была разработана и реализована специальная пользовательская под-
программа для ПО ABAQUS. В частности, в данной работе была проанализирована история
величин скоростей энерговыделения в режимах раскрытия трещины по механизму нормаль-
ного отрыва и поперечного сдвига в процессе полимеризации и последующего разрезания с
образованием свободного края.

Обнаружен незначительный рост значений GI , GII в вершине трещины в процессе полиме-
ризации и многократное превышение этих значений после механического среза. В результате
численного моделирования выявлено, что остаточные напряжения не оказывают существен-
ного влияния на рост дефекта в композите на этапе его изготовления, но при приложении
дальнейшей нагрузки на образец могут способствовать интенсивному росту расслоения.

Ключевые слова: композит, остаточные напряжения, дефект, разрушение, интенсивность
освобождения энергии.
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Введение
В последние десятилетия повышенное внимание уделяется глубокому пониманию

процессов, вызванных остаточными напряжениями в слоистых композитах, а имен-
но искажению формы и возможному повреждению изделия еще на стадии его изго-
товления. Наличие остаточных напряжений в композиционных материалах вызыва-
ет появление таких дефектов, как деламинация, коробление, а также повреждение
связующего, что в свою очередь оказывает существенное влияние на статическую и
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усталостную прочность созданного на их основе изделия. Несмотря на то, что возмож-
ности методов моделирования процессов были улучшены за последние десятилетия,
задача предсказания возникновения локализованных производственных дефектов и
остаточных напряжений на этапе проектирования изделия по-прежнему не полно-
стью решена из-за недостаточной разработки теоретической базы, большого коли-
чества входных параметров (технологического процесса и материала) и отсутствия
надежной масштабируемой методики. В результате процесс изготовления крупных
композитных конструкций все еще требует значительных трудозатрат, связанных с
эмпирической оптимизацией. В работе [1] показано, что при моделировании характер
разрушения для образца полимерного композитного материала (ПКМ) существенно
изменяется при учете влияния технологических напряжений в композите. В частно-
сти, некоторый тип трещин, а именно ориентированных в продольном направлении
вдоль приложения нагрузки, может быть реализован только в моделях, где учтены
остаточные напряжения. Максимальное напряжение, полученное при моделировании,
для образцов AS4/8552-1 после полимеризации могут быть близки к предельным и
не должны быть проигнорированы в последующем прочностном анализе. Существу-
ет предположение, что остаточные напряжения вблизи свободного края оказывают
существенное влияние на дальнейшее распространение и рост трещин. В настоящем
исследовании проведен анализ влияния присутствия остаточных напряжений, образо-
вавшихся в процессе производства, на дефект расслаивания в углеродно-эпоксидном
композитном образце в процессе отверждения и после приложения нагрузки. Таким
образом, была предпринята попытка изучить природу поля напряжений в процес-
се изготовления и возможного роста трещины вблизи свободного края. В настоящей
работе рассматривается пример углеродно-эпоксидного композита AS4/8552-1 ввиду
его популярности в инженерной практике и наличия большого количества экспери-
ментальных данных в литературе [2-4].
Описание задачи
Для анализа был рассмотрен углеродно-эпоксидный композит AS4/8552-1 с уклад-

кой [00/900]12. Геометрия образца и укладка схематически показаны на Рис. 1.
Задача оценки влияния присутствия остаточных напряжений в образце углерод-

эпоксидного композита, сформировавшихся в процессе его производства, на такие
возможные дефекты как межслоевое расслоение состояла из двух этапов. Первая
часть исследования посвящена анализу напряженно-деформированного состояния в
регулярных образцах вблизи зоны дефекта (расслоения) в течение цикла отвержде-
ния, вторая часть посвящена изучению изменения поля остаточных напряжений после
разрезания и образования свободного края в материале в зависимости от длины тре-
щины. Для моделирования отверждения решалась связанная тепловая и прочностная
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Рис. 1 Образец углеродно-эпоксидного композита AS4/8552-1 с укладкой [00/900]12

задача в условиях плоской деформации. Для описания поведения материала во время
полимеризации была использована специальная модель материала, которая учитыва-
ет изменения физико-механических свойств связующего и наполнителя (волокон) во
времени и в зависимости от температуры [5-6]. Для температурных начальных и гра-
ничных условий использовался цикл отверждения, рекомендованный производителем
[3]. Параметры материала, используемые при моделировании, соответствуют техни-
ческому описанию, предоставленного производителем материала [3]. На втором этапе
исследования изготовленный образец с расслоением был разрезан на две части. Была
проанализирована история изменения интенсивности энерговыделения в режимах I,
II (GI , GII) с течением времени в процессе полимеризации и разрезания образца с
образованием свободного края.
Описание КЭМ и методики
В настоящей работе задача решалась в двумерной постановке (для случая плос-

ких деформаций) ввиду наличия симметрии укладки. Для решения задачи отвержде-
ния производился связанный тепло-прочностной анализ в конечно-элементном пакете
ABAQUS с применением разработанной пользовательской подпрограммой модели ма-
териала. Для учета кинетики полимеризации смолы и описания микромеханики ПКМ
в процессе призводства была применена доработанная псевдо-вязкоупругая модель
(CHILE). В разработанной модели материала деформация матрицы для каждого ин-
кремента времени рассчитывалась отдельно для слоев с направлением укладки 00 и
900. Описание модели и ее верификация приведена в работе [6].

С целью правильного расчета деформаций и напряжений в образце был осуществ-
лен переход из локальных систем координат слоев в глобальную систему координат
[1]. В процессе моделирования влиянием оснастки на образец в процессе отверждения
пренебрегли ввиду минимального сопротивления формы усадке. Образец считался
свободным для перемещений на всех этапах расчета. Трещина моделировалась по-
средством seam crack technique с учетом контактного взаимодействия surface-to-surface
в виду невозможности применения типовых техник виртуального закрытия трещины
(VCCT) и расширенного метода конечных элементов (XFEM) [7] для моделирования
трещин при решении связанной тепло-прочностной задачи. Трещина длиной 0,5, 1, 2
и 6 мм располагалась между 00 и 900 слоем, как показано на Рис.2.
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Рис. 2 КЭ модель образца AS4/8552-1 с укладкой [00/900]12 , плотностью сетки 8
элементов на слой в зоне дефекта и длиной трещины 2 мм

Рис. 3 Схема вычисления GI и GII (MCCI process) для 4-х узловых прямоугольных
элементов

Для каждой длины трещины были рассчитаны интенсивности выделения энергии
GI и GII для проверки выполнения критериев разрушения fI и fII по формулам (1)
и (2) [8] во время отверждения образца и после разрезания.

fI =
GI
GIc

=
1

2

(
∆ν ·Ry
∆a · b

)
1

GIc
(1)

fII =
GII
GIIc

=
1

2

(
∆u ·Rx
∆a · b

)
1

GIIc
(2)

Схема вычисления GI и GII приведена на Рис.3.
Процесс резки был реализован с помощью специальной методики моделирования,

которая деактивирует взаимодействие (контакт) между двумя частями разрезанного
образца после моделирования цикла отверждения с использованием дополнительного
шага анализа. Поскольку сингулярность ожидается на фронте расслаивания, более
мелкая сетка была сделана только в этой зоне, а более крупные элементы использу-
ются поблизости. На каждый слой приходится 8 элементов по толщине. Модель была
построена с использованием элементов CPE3T, CPE4RT таким образом, что элементы
в зоне дефекта имели идеальную квадратную форму.
Результаты моделирования



АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ НА ВОЗМОЖНЫЕ ДЕФЕКТЫ... 63

Рис. 4 Распределение напряжений в образце с укладкой [00/900]12 и длиной трещины
6 мм после полимеризации и после резки(в масштабе перемещений х20)

Результаты конечно-элементного моделирования – распределение остаточных на-
пряжений для отвержденного образца с имеющимся расслоением длиной 6 мм до
разреза образца и их перераспределение после разреза представлены на Рис. 4.

При моделировании разреза возникает эффект концентрации максимальных напря-
жений в локальных зонах области свободного края. На Рис. 4 показано, что абсолют-
ное максимальное напряжение в продольном направлении в основном сосредоточено
в довольно небольшой области на свободном крае и близко к предельному напряже-
нию композитного материала [3]. Стоит отметить, что после механического выреза
в небольшой области у вершины трещины напряжение в продольном направлении
(σ33) по своему значению также близко к предельному. Таким образом, существует
вероятность зарождения микротрещин в образце в процессе изготовления, а также
при сравнительно небольшой нагрузке во время эксплуатации. Для оценки влияния
длины имеющегося дефекта (трещины) в композите на вероятность дальнейшего ро-
ста в процессе полимеризации образца и дальнейшей механической обработки была
проанализирована история изменения интенсивности энерговыделения в режимах I,
II (GI , GII). Значения параметров GI и GII в зависимости от длины трещины после
полимеризации образца и после идеального разреза, имитирующего механическую
обработку, приведены на Рис.5 и Рис.6.

Длина изначального дефекта в образце не существенно и не совсем явно влияет
на значение интенсивности энерговыделения GI и GII за исключением интенсивности
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Рис. 5 Значение GI в зависимости от длины трещины после полимеризации и после
выреза

Рис. 6 Значение GII в зависимости от длины трещины после полимеризации и после
выреза

GIC GIIC GIIIC
Н/м Н/м Н/м

280. . . 293.4 790. . . 2590 790. . . 2590

Таблица 1. Мода I, Мода II и Мода III скорости выделения критической энергии

энерговыделения в режиме I в процессе изготовления образца. Для оценки характера
изменения значений GI и GII с течением времени и оценки возможного дальнейшего
роста трещин проведен анализ изменения fI и fII с течением времени для образца с
трещиной 6 мм. Значения интенсивностей освобождения критических энергий приве-
дено в Таблице 1 на основании экспериментов, описанных в источниках [9,10].

Как видно из Рис.8, резкий рост значений скоростей происходит в момент созда-
ния идеального выреза, при этом абсолютное значение критериев разрушения много
меньше 1, что свидетельствует об отсутствии дополнительного роста трещины.

Реальные конструкции из ПКМ могут работать под действием многократных на-
грузок, в том числе циклических. При циклических нагрузках критические значения
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Рис. 8 Кривая усталости для материалов AS4/8552 и AS4/3501-6

интенсивностей освобождения энергии имеют тенденцию к уменьшению с увеличени-
ем числа циклов. На Рис.9 для образца AS4/8552 показано изменение значения нор-
мализованной энергии разрушения Gmax в зависимости от числа циклов, полученных
в ходе экспериментального исследования [11]. Предел усталости, полученный для 3
миллионов циклов нагрузки составляет 50% от статической критической энергии для
материала AS4/8552. С последующим увеличением числа циклов существует веро-
ятность дальнейшего снижения критического значения энергии, что, как следствие,
может привести к раскрытию и росту трещины. Эти результаты свидетельствуют о
том, что предельные значения трещиностойкости при типовом усталостном нагруже-
нии на порядки превышают значения, реализуемые в образце под действием остаточ-
ных напряжений. Таким образом, усталостные характеристики ПКМ не изменятся от
наличия начальных дефектов-расслоений.
Выводы
В настоящей работе было изучено влияние наличия остаточных напряжений в об-

разце углерод-эпоксидного композита, образовавшихся в процессе производства, на
такие возможные дефекты как расслоение. Было проведено исследование распределе-
ния напряжений вблизи вершины трещины и свободного края углеродно-эпоксидного
многослойного композита AS4/8552 посредством численного моделирования. Задача
была решена для случая плоской деформации для композитного образца с уклад-
кой [00/900]12 и идеальным прямым перпендикулярным разрезом после отверждения.
Поведение материала в процессе отверждения и распределение остаточных напря-
жений изучалось с использованием разработанной пользовательской подпрограммы,
которая была реализована в системе ABAQUS. На основании результатов моделиро-
вания можно сделать вывод, что максимальные напряжения в образце в продольном
направлении близки к предельным. Максимальные напряжения после разрезания об-
разца сосредоточены в небольшой области возле свободного края. Таким образом,
существует вероятность зарождения микротрещин в образце в процессе изготовле-
ния, а также при сравнительно небольшой нагрузке во время эксплуатации. При этом
в процессе изготовления материала и механического разрезания готовой композитной
пластины рост значений характеристик трещиностойкости достаточно мал по сравне-
нию со статическими показателями, что позволяет сделать заключение об отсутствии
дополнительного роста дефектов. Более того, полученные значения характеристик
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малы и в сравнении с усталостными показателями трещиностойкости, что означает,
что присутствие сравнительно небольших дефектов в материале или их появление в
процессе изготовления не внесет существенного изменения в усталостные показатели
прочности изделия.
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ANALYSIS OF THE INFLUENCE OF RESIDUAL STRESSES ON POSSIBLE
DEFECTS FORMED DURING PRODUCTION OF CARBON-EPOXY

COMPOSITES
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Abstract. In the present study, the effect of presence of residual stresses inherited during
manufacturing on delamination defect in carbon-epoxy composite specimen is investigated. The
research is devoted to understanding of strain-stress state in regular specimens near defect
zone during cure cycle and after free edge cut depending on crack length. To describe the
behavior of the composite material during manufacturing process- including processes of formation,
polymerization, development of residual stresses and strains, the special user subroutine was
developed and implemented in ABAQUS FEM software. The history of energy release rates under
mode I, II (GIc, GIIc) where analyzed over time during process of polymerization and free edge
cut.

A slight increase in the GI and GII values at the crack tip during polymerization and a multiple
excess of these values after a mechanical cut is shown. Obtained by modelling values for stress
components are essential and cannot be ignored in consequent structural analysis. The results of
the study can be applied for prediction of residual stresses in composite structure by means of
simulation and further understanding the nature of fracture of composites.

Keywords: composite, residual stress, defect, energy release rate.
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Аннотация. Для прямолинейной трещины со связями в концевой области на границе соеди-
нения материалов получены выражения для расчета раскрытия трещины вне зоны, занятой
связями, и напряжений за вершиной трещины. Рассматривается действие однородных – нор-
мальной и сдвиговой – внешних нагрузок. Размер концевой области трещины не полагается
малым по сравнению с длиной трещины. Выполнено сопоставление с результатами, получен-
ными методом граничных элементов.

Ключевые слова: концевая область трещины, соединение материалов, раскрытие трещины,
напряжения за вершиной трещины.
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Введение. Модели трещины со связями в концевой области можно разделить на
два типа по форме представления напряжений в вершине трещины в состоянии пре-
дельного равновесия: 1) суммарный коэффициент интенсивности напряжений (КИН)
от действия внешних нагрузок и связей в концевой области полагается равным нулю,
следствием чего является ограниченность и непрерывность напряжений в вершине
трещины; 2) суммарный КИН в вершине трещины не равен нулю, т.е. предполагается
сингулярное поле напряжений в вершине трещины.

Модели первого типа называют когезионными моделями концевой области трещи-
ны [1]. Эти модели применяются для однородных материалов, если процессы продви-
жения вершины трещины и формирования сил сцепления взаимосвязаны и определя-
ются одним физическим механизмом. Модели второго типа – это модели трещины со
связями в концевой области – bridged crack models, см. [2]. Эти модели используются,
если процессы деформирования и разрушения в концевой области трещины включа-
ют в себя несколько физических механизмов, например, в адгезионных соединениях
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Рис. 1. Модель трещины со связями в концевой области, на границе соединения материалов

или композиционных материалах. Модель трещины со связями в концевой области
применяется при оценке трещиностойкости различных видов композиционных мате-
риалов [3,4]. Новые направления в применении модели трещины со связями в концевой
области возникают при анализе процесса самозалечивания трещин, который может
рассматриваться как процесс восстановления связей между поверхностями трещины
(формирования концевой области) [5].

Для трещины на границе соединения материалов выделим часть трещины длины
d, примыкающую к её вершине (концевую область трещины), в которой поверхности
трещины взаимодействуют так, что это взаимодействие сдерживает раскрытие тре-
щины (см. рис. 1, µ1,2 и ν1,2 - модули сдвига и коэффициенты Пуассона материалов
подобластей 1 и 2, ux,y и qx,y – компоненты раскрытия трещины и усилий в связях в
концевой области трещины). Опишем взаимодействие берегов трещины в рамках ме-
ханической модели трещины со связями в концевой области, не выделяя конкретных
причин взаимодействия. Ввиду различия упругих свойств соединенных материалов
в связях между берегами трещины, возникают, даже при одноосном растяжении, уси-
лия Q (x), имеющие нормальную qy (x) и касательную qx (x) составляющие:

Q (x) = qy (x)− iqx (x) , i2 = −1 (1)

К берегам трещины приложены нормальные и касательные напряжения, численно
равные qy(x) и qx(x), соответственно.

Соотношение, связывающее компоненты раскрытия трещины и усилия в связях
(закон деформирования связей), представим в форме квазилинейных зависимостей
[6, 7]:

uy(x)− iux(x) = cy(x, σ)qy(x)− icx(x, σ)qx(x), cy,x(x, σ) = γ1 ,2(x, σ)
H

Eb
(2)

где uy ,x(x) – проекции раскрытия трещины на оси координат OX и OY (рис. 1),
функции cy, x(x, σ) – эффективные податливости связей, зависящие от положения
связи вдоль концевой области и модуля вектора усилий в связях σ(x) =

√
q2
x + q2

y ,
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Рис. 2. Прямолинейная трещина со связями в концевой области при действии растягивающих
σ0 и сдвиговых τ0 нагрузок

H – линейный размер, пропорциональный толщине зоны неоднородности на участ-
ке соединения материалов, Eb – эффективный модуль упругости связей, γ1 ,2(x, σ)-
безразмерные функции.

Рассмотрим прямолинейную трещину длины 2` с концевыми областями d1 и d2

(равными при одноосном растяжении), расположенную на границе соединения двух
полуплоскостей из различных материалов, при действии внешних однородных нор-
мальной σ0 и сдвиговой τ0 нагрузок (рис.2). Усилия в связях qx,y(x) в концевой об-
ласти трещины подлежат определению из решения задачи при заданных внешних
нагрузках и известном законе деформирования связей. Размеры концевых областей
d1,2 не предполагаются малыми по сравнению с длиной трещины, а усилия в связях
зависят как от принятого закона деформирования связей, так и от размера концевой
области. Раскрытие в концевой области трещины на границе между двумя разными
материалами (см. (2)) u(x) = uy(x)− iux(x) можно, ввиду линейности задачи теории
упругости, представить так:

u(x) = u∞(x) + uQ(x), u∞(x) = u∞y(x)− iu∞x(x), uQ(x) = uQy(x)− iuQx(x) (3)

где u∞(x) – раскрытие трещины от действия напряжений −σ0 и −τ0 на берегах трещи-
ны без связей [8], uQ(x) – раскрытие трещины (сближение берегов трещины), обуслов-
ленное усилиями −qy,x(x), возникающими в связях при действии внешних нагрузок, и
приложенными на берегах трещины в концевой области, компоненты с индексами x, y
в (3) – проекции соответствующих слагаемых раскрытия трещины на оси координат
OX и OY , (см. рис. 1).

Выражение (3) является исходным при получении системы сингулярных интегро -
дифференциальных уравнений (СИДУ) для определения усилий в связях в концевой
области трещины [6,7]. Дифференцируя выражение (3), имеем

∂u(x)

∂x
−
∂uQ(x)

∂x
=

∂u∞(x)

∂x
(4)
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В этом уравнении производная раскрытия трещины в концевой области ∂u(x)/∂x
определяется дифференцированием выражения (2), производная раскрытия трещи-
ны от действия усилий qx,y(x), приложенных на берегах трещины, ∂uQ(x)/∂x может
быть получена, исходя из выражения для производных перемещений берегов трещины
при действии произвольных нормальных и касательных усилий на берегах трещины,
расположенной на границе соединения материалов [6], а производная раскрытия тре-
щины без связей при действии однородных внешних напряжений определяется, исходя
из аналитического решения [8]. После подстановки представлений для производных,
дифференцирования в уравнении (4) и алгебраических преобразований, можно полу-
чить на промежутке ` − d ≤ x ≤ ` нелинейную систему СИДУ для определения
усилий в концевой области трещины qx,y(x). Методика формирования и схема числен-
ного решения СИДУ приведены в [6, 7]. После решения СИДУ раскрытие трещины
в концевой области определяется из выражения (2). Для полного решения задачи
необходимо также определение раскрытия трещины вне концевой области трещины и
напряжений за вершиной трещины на границе соединения материалов.
Определение раскрытия берегов трещины вне концевой области. Раскры-

тие берегов трещины вне концевой области (0 ≤ x0 < `− d)

∆u (x0) = ∆uy (x0)− i∆ux (x0) (5)

может быть получено после определения усилий в связях и раскрытия трещины вдоль
концевой области интегрированием выражения (4):

∆u (x0) = u∞ (x0) +

`∫
x0

∂uQ(x)

∂x
dx (6)

Здесь u∞ (x) – раскрытие трещины без связей под действием внешних однородных
растягивающих (σ0) и сдвиговых (τ0) напряжений

u∞y(x)− iu∞x(x) =
A

4ch(πβ)

√
`2 − x2

(
`− x
`+ x

)−iβ
(σ0 − iτ0) , (7)

A =
κ1 + 1

µ1
+
κ2 + 1

µ2
, β =

1

2π
ln(

µ2κ1 + µ1

µ1κ2 + µ2
), (8)

где β – биупругая постоянная, определяющая степень различия механических свойств
материалов подобластей, κ1,2 = 3 − 4ν1,2 или κ1,2 = (3 − ν1,2)/(1 + ν1,2) для плоской
деформации или плоского напряженного состояния, соответственно.

Производная раскрытия трещины (x > 0) при наличии связей в концевой области
трещины, определяется выражением [6,7]

∂uQ(x)

∂x
=
A(1− α)

4(1 + α)
(qx(x) + iqy(x) )−

− A

2π
√
`2 − x2

(
`− x
`+ s

)−iβ `∫
`−d

√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
(R1(x, ξ)− iR2(x, ξ))dξ (9)

Здесь R1(s, t) = xpy (t) ; R2(s, t) = ξpx (t) – при растяжении, R1(s, t) =
ξpy (t) ; R2(s, t) = xpx (t) – при сдвиге, а амплитуды усилий в связях py,x опреде-
ляются как
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py(x)− ipx(x) = (qy(x)− iqx(x))

(
`− x
`+ x

)i β
(10)

Запишем выражения (6) для компонент раскрытия трещины вне зоны связей для
случая растягивающей нагрузки σ0 с учетом соотношений (9) и (10). После разделения
действительный и мнимых частей выражений, получаем

∆uy (x0) = uy∞ (x0) +
A(1− α)

4(1 + α)

`∫
d−`

qx (x) dx− A

2π

`∫
x0

F1 (x)√
`2 − x2

dx (11)

∆ux (x0) = ux∞ (x0)− A(1− α)

4(1 + α)

`∫
d−`

qy (x) dx− A

2π

`∫
x0

F2 (x)√
`2 − x2

dx (12)

Здесь uy∞, ux∞– компоненты раскрытия трещины без связей при действии растяги-
вающей нагрузки σ0 (см. (7))

u∞y(x)− iu∞x(x) =
Aσ0

4ch(πβ)

√
`2 − x2

0 (cosφ (x0)− i sinφ (x0)) , φ (x0) = β ln
`− x0

`+ x0

(13)
Функции F1,2 (x) имеют вид

F1 (x) = x cosφ (x) I1 (x)− sinφ (x) I2 (x) , F2 (x) = x sinφ (x) I1(x) + cosφ (x) I2(x),
(14)

где I1,2 (x) определяется так

I1 (x) =

`∫
`−d

√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
py (ξ) dξ, I2 (x) =

`∫
`−d

ξ
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
px (ξ) dξ (15)

При действии сдвиговых нагрузок τ0 структура формул (11)-(12) не изменяется. Ком-
поненты раскрытия трещины без связей при действии сдвиговой нагрузки (см. (7))
имеют вид

u∞y(x)− iu∞x(x) = − Aτ0

4ch(πβ)

√
`2 − x2

0 (sinφ (x0) + i cosφ (x0)) (16)

Функции F1,2 (x) и I1,2 (x) для случая сдвиговой нагрузки, с учетом выражений (9) и
(10), принимают вид

F1 (x) = cosφ (x) I1 (x)−x sinφ (x) I2 (x) , F2 (x) = sinφ (x) I1(x)+x cosφ (x) I2(x) (17)

I1 (x) =

`∫
`−d

ξ
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
py (ξ) dξ, I2 (x) =

`∫
`−d

√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
px (ξ) dξ (18)

При совместном действии растягивающей и сдвиговой внешних нагрузок итоговые
перемещения определяются суммированием.

Вычисление напряжений на границе соединения материалов. В модели
трещины со связями в концевой области напряжения на границе соединения мате-
риалов σyy, σxy на продолжении трещины (|x| > `) при действии внешних нагрузок
σ0, τ0 определяются выражением [6,7]

σyy(x) + iσxy(x) =
(
σextyy (x) + σintyy (x)

)
+ i
(
σextxy (x) + σintxy (x)

)
(19)
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Здесь σextyy (x), σextxy (x) - напряжения на продолжении трещины от действия внешних
нагрузок σ0, τ0, приложенных на удаленной границе [9]

σextyy (x) + iσextxy (x) = (σo + iτo)
(x+ 2`βi)√
x2 − `2

(
x− `
x+ `

)i β
, x > `, (20)

σintyy (x), σintxy (x) - напряжения на продолжении трещины от действия нагрузок qy,x(x)
на берегах трещины (усилий в связях), которые определяются выражением (см. [9],
формула (6.24)), x > `

σintyy (x)+iσintxy (x) =
ch(πβ)

π
√
x2 − `2

(
x− `
x+ `

)i β `∫
−`

√
`2 − ξ2

ξ − x

(
`+ ξ

`− ξ

)i β
(qy(ξ)+iqx(ξ))dξ (21)

Преобразуем выражение (21) с учетом соотношения (10) и свойств функций qx,y(x) и
px,y(x). Выражение (10) с заменой i→ −i подставим в (21)

σintyy (x) + iσintxy (x) =
ch(πβ)

π
√
x2 − `2

(
x− `
x+ `

)i β `∫
−`

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py (ξ) + ipx (ξ)) dξ (22)

Рассмотрим растягивающие нагрузки. Преобразуем интеграл в (22) с учетом того, что
qx = qy = 0 при |x| < `− d

H (x) =

+`∫
−`

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) + ipx(ξ)) dξ = H1 (x) +H2 (x) (23)

где

H1 (x) =

−`+d∫
−`

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) + ipx(ξ))dξ ; H2 (x) =

`∫
`−d

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) + ipx(ξ))dξ

Интеграл H1 (x) преобразуем, меняя местами пределы интегрирования, выполнив за-
мену переменной ξ → −ξ, а также учитывая, что при растяжении px (−ξ) = −px (ξ) [7]

H1 (x) = −
−`∫

−`+d

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) + ipx(ξ))dξ = −

`∫
`−d

√
`2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ)− ipx(ξ))dξ (24)

Получаем

H (x) =

`∫
`−d

(√
`2 − ξ2

ξ − x
−
√
`2 − ξ2

ξ + x

)
py(ξ)dξ + i

`∫
`−d

(√
`2 − ξ2

ξ − x
+

√
`2 − ξ2

ξ + x

)
px(ξ)dξ

(25)
В итоге имеем

H (x) = Hσ0
y (x) + iHσ0

x (x) =

`∫
`−d

2x
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
py(ξ)dξ + i

`∫
`−d

2ξ
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
px(ξ)dξ (26)



ТРЕЩИНА С КОНЦЕВОЙ ОБЛАСТЬЮ... 75

Рис. 3. Нормальная составляющая раскрытия трещины, κ0-относительная жесткость связей

В случае сдвиговых нагрузок τ0 аналогичные преобразования дают

H (x) = Hτ0
y (x) + iHτ0

x (x) =

`∫
`−d

2ξ
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
py(ξ)dξ + i

`∫
`−d

2x
√
`2 − ξ2

ξ2 − x2
px(ξ)dξ (27)

Интегралы в соотношениях (26)-(27) не являются сингулярными, т.к. x > `.
Запишем итоговые выражения для напряжений на продолжении трещины (см.(19))
при наличии связей в концевой области трещины, x > `
А) Растяжение: (φ (x) = β ln x−`

x+`)

σxy (x) =
σ0√
x2 − `2


x sinφ (x) + 2β` cosφ (x) +

+
ch(πβ)

πσ0

[
sinφ (x)Hσ0

y (x) + cosφ (x)Hσ0
x (x)

]
 (28)

σyy (x) =
σ0√
x2 − `2


x cosφ (x)− 2β` sinφ (x) +

+
ch(πβ)

πσ0

[
cosφ (x)Hσ0

y (x)− sinφ (x)Hσ0
x (x)

]
 (29)

В) Сдвиг: (φ (x) = β ln x−`
x+`)

σxy (x) =
τ0√

x2 − `2


x cosφ (x)− 2β` sinφ (x) +

+
ch(πβ)

πτ0

[
sinφ (x)Hτ0

y (x) + cosφ (x)Hτ0
x (x)

]
 (30)

σyy (x) =
τ0√

x2 − `2


− x sinφ (x)− 2β` cosφ (x) +

+
ch(πβ)

πτ0

[
cosφ (x)Hτ0

y (x)− sinφ (x)Hτ0
x (x)

]
 (31)

Приведенные выше выражения для напряжений за вершиной трещины на границе
соединения материалов справедливы при x > `. Выражения для вычисления напря-
жений при x < −` могут быть получены при изменении знака биупругой постоянной
(β → −β) в выражениях (28)-(31).
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Рис. 4. Нормальные напряжения на границе соединения материалов за вершиной трещины

На рис. 3 и рис. 4 показаны нормальная составляющая раскрытия трещины и нор-
мальные напряжения на границе соединения материалов ( отношение модулей упру-
гости материалов E1/E2 = 5) за вершиной трещины, полученные на основе соотно-
шений, приведённых в данной работе, а также численно (методом граничных элемен-
тов [10]) для различных размеров концевой области трещины. Раскрытие трещины
нормировано величиной раскрытия в центре аналогичной трещины без связей u0. Ре-
зультаты расчетов обоими методами практически совпадают.
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Abstract. For a straight interfacial crack with bridged zone the expressions for calculating the
opening of the crack outside of the bridged zone and stresses ahead of the crack tip are obtained.
The action of uniform normal and shear external loads is considered. The size of the crack bridged
zone is not considered small compared with the length of the whole crack. A comparison with the
results obtained by the boundary element method is presented.
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Аннотация. Рассматривается влияние остаточных напряжений, формирующихся при раз-
личных видах поверхностной обработки элементов пар трения, на скорость накопления кон-
тактно-усталостных повреждений, возникающих при циклическом нагружении поверхностей
взаимодействующих тел в условиях трения качения при наличии поверхностного изнашива-
ния. Исследовано влияние относительного проскальзывания, коэффициента трения скольже-
ния, величины остаточных напряжений на распределение амплитудных значений максималь-
ных касательных напряжений. Полученные результаты использованы для анализа влияния
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ются образование выщербин (например, в системе колесо-рельс), отслаивание покры-
тий, усталостное изнашивание, возникающее при фрикционном контакте шерохова-
тых поверхностей.
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Общий подход к моделированию контактно-усталостного разрушения шероховатых
тел изложен в [1]. Этот подход основан на построении функции поврежденности по-
верхностных слоев материалов, зависящей от значений напряжений в каждой точке.
Процесс накопления контактно-усталостной поврежденности на макроуровне может
заканчиваться удалением материала в количествах, не позволяющих в дальнейшем
полноценно использовать деталь с дефектной поверхностью. На микроуровне накоп-
ление контактно-усталостной поврежденности приводит к усталостному изнашива-
нию — массовому отделению частиц малого размера. Характерной особенностью уста-
лостного разрушения поверхностей является то обстоятельство, что после единичного
акта разрушения, произошедшего в некоторый момент времени, оставшаяся часть ма-
териала, характеризующаяся известной функцией распределения повреждений, вновь
вступает в контакт, т.е. материал несет в себе следы истории процесса.

Процесс изнашивания может иметь различную природу: помимо усталостной, это
абразивный, адгезионный износ и т.п. Сочетание двух типов разрушения — поверх-
ностного изнашивания, имеющего природу, отличную от усталостной, и выкрашива-
ние материала по контактно-усталостному механизму имеет место, например, в си-
стеме колесо-рельс. Было показано [2, 3], что равномерное изнашивание приводит к
замедлению процесса накопления поврежденности в подповерхностных слоях. Совре-
менные исследования затрагивают проблемы сочетания адгезионного и усталостного
механизмов изнашивания [4], а также влияния твердости на скорость износа и накоп-
ления поврежденности [5].

Последняя работа является экспериментальной и затрагивает вопрос об упрочне-
нии поверхностных слоев материала для повышения их сопротивления абразивному
изнашиванию. Во многих случаях при такой обработке формируется поле остаточных
напряжений, на которое накладывается напряжённое состояние, возникающее при их
циклическом деформировании в условиях фрикционного взаимодействия. Влияние
остаточных напряжений на появление усталостных трещин при одноосном цикличе-
ском нагружении достаточно хорошо изучено. В частности, в монографии [6] и ря-
де других исследований показано, что наличие сжимающих остаточных напряжений
препятствует распространению усталостных трещин, а растягивающие напряжения
ускоряют разрушение. Работ, посвящённых изучению образования контактно-уста-
лостных повреждений при наличии остаточных напряжений, немного, и они содер-
жат, в основном, экспериментальный материал. Так, исследования, проведённые в [7],
показывают, что остаточные напряжения в поверхностных слоях материала железно-
дорожного колеса существенно меняются при значительном фрикционном разогреве
в условиях торможения. В результате проведённых испытаний подшипниковой стали
на контактную усталость, сопровождающихся пластической деформацией, установле-
но [8], что вблизи поверхности изначально сжимающие остаточные напряжения пе-
реходят в растягивающие. Изучение влияния свойств материалов железнодорожных
рельсов и особенностей их поверхностной обработки на возникающие распределения
остаточных напряжений проведено в [9].

Вопрос о влиянии остаточных напряжений на время работы трибосопряжения в
условиях многоциклового упругого нагружения до момента зарождения усталостной
трещины исследован в работе [10]. Возможность варьирования поля остаточных на-
пряжений за счёт выбора соответствующих технологий обработки поверхностных сло-
ёв материалов является инструментом для увеличения долговечности узлов трения,
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разрушающихся по контактно-усталостному механизму, а также в результате абра-
зивного изнашивания.

В данной работе исследуется совместное влияние поля остаточных напряжений и
абразивного поверхностного изнашивания на процесс накопления контактно-усталост-
ных повреждений при циклическом фрикционном взаимодействии.
Метод моделирования контактной усталости при циклическом фрикци-

онном нагружении. Для моделирования процесса накопления контактно-усталост-
ных повреждений в материале, подвергнутом циклическому нагружению, необходимо
провести выбор функции, связывающей скорость накопления поврежденности с на-
пряженным состоянием поверхностных слоев материала.

Существуют разные физические подходы к моделированию поврежденности, в ко-
торых скорость накопления поврежденности рассматривается как функция напряже-
ний в данной точке, температуры и других параметров в зависимости от механизма
разрушения, вида материала и других факторов. При построении модели контактно-
усталостного разрушения поверхности используется макроскопический подход, кото-
рый состоит в построении положительной неубывающей во времени функции Q(M, t),
характеризующей меру повреждения материала в точке M(x, y, z) и зависящей от
значений напряжений в данной точке. Для исследования накопления контактно-уста-
лостных повреждений часто используется модель линейного суммирования поврежде-
ний (в каждый момент времени приращение поврежденности не зависит от величи-
ны накопленной поврежденности). Разрушение наступает в момент времени t∗, когда
функция поврежденности достигнет заданного порогового значения.

В данном исследовании считалось, что скорость ∂Q(x, y, z, t)/∂t накопления уста-
лостных повреждений связана со значением напряжений, соответствующих выбран-
ному критерию разрушения для изучаемого материала, степенной зависимостью вида

q(x, y, z, t) =
∂Q(x, y, z, t)

∂t
= c(σ(x, y, z, t))m, (1)

где c и m — некоторые постоянные, определяемые экспериментально. В каче-
стве критериальных напряжений для упругих материалов рассматривалась разница
∆τ1(x, y, z, t) между максимальным и минимальным значениями максимальных каса-
тельных напряжений в точке (x, y, z) за один цикл нагружения; в случае эластомерных
материалов — амплитудные значения приведенных напряжений. Разрушение наступа-
ет тогда, когда поврежденность в некоторой точке достигает критической величины.
В нормированной системе отсчета это условие можно записать в виде

Q(x, y, z, L) = 1, (2)

где L — количество циклов до разрушения.
Таким образом, для расчета функции поврежденности необходимо определить поле

внутренних напряжений, которое зависит от характера взаимодействия контактиру-
ющих тел.
Постановка задачи и метод расчёта контактных и внутренних напряже-

ний. Рассмотрим задачу о качении с постоянной линейной скоростью V , направлен-
ной по оси x, и угловой скоростью ω бесконечного упругого цилиндра по упругому
основанию из того же материала под действием нормальной к поверхности силы P
и тягового момента M (рис. 1). Контактирующая поверхность цилиндра описывается
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Рис. 1. Схема контакта

функцией f(x) = −x2/(2R), где R — радиус цилиндра. Эта задача может исследо-
ваться в плоской квазистатической постановке (в сечении xOz плоскостью, перпен-
дикулярной оси цилиндра). В основании действуют растягивающие или сжимающие
остаточные напряжения σresx (x, z), не зависящие от времени. Влияние преднапряжён-
ного состояния на решение контактной задачи будем считать пренебрежимо малым
(для некоторых частных случаев это доказано в [11]).

Для рассматриваемой задачи граничные условия имеют вид

w1(x) + w2(x) + f(x) = d, (3)

где w1(x), w2(x) — нормальные упругие перемещения поверхностей основания и ци-
линдра; d — сближение рассматриваемых упругих тел.

В условиях качения с проскальзыванием область контакта (−a, a) разбивается
на подобласти скольжения Ω1, в которой трение скольжения моделируется законом
Амонтона–Кулона, и сцепления Ω2, в которой равна нулю скорость s относительного
проскальзывания поверхностей контактирующих тел, а касательные напряжения не
превосходят предельные сдвиговые напряжения [12]:

|s(x)| > 0, q(x) = µp(x)s/|s|, (x) ∈ Ω1,

|s(x)| = 0, |q(x)| 6 µp(x), (x) ∈ Ω2,
(4)

где q(x) и p(x) — соответственно касательные и нормальные напряжения на площадке
контакта; µ — коэффициент трения.

Для одинаковых материалов цилиндра и основания распределение касательных на-
пряжений не влияет на распределение контактных давлений, для определения кото-
рых можно воспользоваться решением задачи Герца о контакте двух упругих цилин-
дров [12]:

p(x) =
E∗
√
a2 − x2

4πR
, −a < x < a, a =

√
4RP

πE∗
, (5)

где E∗ — приведённый модуль упругости.
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Распределение касательных напряжений при качении с проскальзыванием упругого
цилиндра по основанию из того же материала, удовлетворяющее граничным услови-
ям (4), имеет вид [13]

q(x) =


µp(x) =

µE∗

4πR

√
a2 − x2, −a < x < c,

q1(x) =
µE∗

4πR

[√
a2 − x2 −

√
(a− x)(x− c)

]
, c < x < a,

(6)

c = a

[
2δR

µa
− 1

]
, δ =

ωR− V
V

.

Используя выражения (5) и (6) для контактных напряжений и принцип суперпо-
зиции, определим распределение внутренних напряжений с учётом поля остаточных
растягивающих (сжимающих) напряжений σresx (x, z) по известным соотношениям [12]:

σx(x, z) = σ0
x(x, z) + σresx (x, z), σz(x, z) = σ0

z(x, z), τxz(x, z) = τ0
xz(x, z), (7)

где

σ0
x(x, z) = −2z

π

a∫
−a

p(α)(x− α)2dα

((x− α)2 + z2)2
− 2

π

c∫
−a

µp(α)(x− α)3dα

((x− α)2 + z2)2
− 2

π

a∫
c

q1(α)(x− α)3dα

((x− α)2 + z2)2
,

σ0
z(x, z) = −2z3

π

a∫
−a

p(α) dα

((x− α)2 + z2)2
− 2z2

π

c∫
−a

µp(α)(x− α) dα

((x− α)2 + z2)2
− 2z2

π

a∫
c

q1(α)(x− α) dα

((x− α)2 + z2)2
,

τ0
xz(x, z) = −2z2

π

a∫
−a

p(α)(x− α) dα

((x− α)2 + z2)2
− 2z

π

c∫
−a

µp(α)(x− α)2dα

((x− α)2 + z2)2
− 2z

π

a∫
c

q1(α)(x− α)2dα

((x− α)2 + z2)2
.

Метод расчёта контактно-усталостных повреждений с учетом поверх-
ностного изнашивания. Для расчёта контактно-усталостных повреждений в по-
верхностных слоях материала при циклически изменяющемся поле напряжений вос-
пользуемся макроскопическим подходом, описанным выше, при этом в качестве кри-
терия накопления усталостных повреждений рассмотрим величину амплитудных зна-
чений ∆τmax(z, t) максимальных касательных напряжений. Таким образом, скорость
накопления повреждений определяется согласно следующему выражению [1]:

∂Q(z, t)

∂t
= c

(
∆τmax(z, t)

p0

)m
. (8)

Здесь Q(z, t) — распределение поврежденности вдоль оси Oz в момент времени t; p0 —
максимальные контактные давления (p0 =

√
PE∗/(πR)), параметры m и c связаны с

прочностными свойствами материала и определяются экспериментально [14].
Распределение максимальных касательных напряжений в случае плоской дефор-

мации можно рассчитать по формуле [12]:

τmax(x, z) =
1

2

√
(σ0
x(x, z) + σresx (x, z)− σ0

z(x, z))
2 + 4 (τ0

xz(x, z))
2, (9)

где компоненты тензора напряжений σ0
x(x, z), σ0

z(x, z) и τ0
xz(x, z) определяются из со-

отношений (7).
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Тогда амплитудные значения ∆τmax(z) максимальных касательных напряжений на
фиксированном расстоянии z от поверхности можно определить как

∆τmax(z) = max
x

∆τmax(x, z) = max
x

[
τmax(x, z)− 1

2
|σresx (x, z)|

]
. (10)

Здесь сделано предположение, что в условиях качения по упругому основанию пе-
риодической системы цилиндров под его поверхностью чередуются нагруженные и
ненагруженные области.

Заметим, что при каждом фиксированном значении координат (x, z) функция
∆τmax(x, z) (10) имеет при малых положительных значениях σresx (x, z) следующее
асимптотическое разложение:

∆τmax(x, z) = τ0
max(x, z)− 1

2

(
1− σ0

x(x, z)− σ0
z(x, z)

2τ0
max(x, z)

)
σresx (x, z) +

+O
(
(σresx (x, z))2

)
,

τ0
max(x, z) =

1

2

√
(σ0
x(x, z)− σ0

z(x, z))
2 + 4(τ0

xz(x, z))
2.

(11)

Таким образом, из (11) получаем, что при малых значениях σresx (x, z) амплитудные
значения максимальных касательных напряжений меньше, чем в случае нулевых оста-
точных напряжений.

Скорость изнашивания, имеющего природу, отличную от усталостной, зависит от
ряда параметров: контактного давления, величины области проскальзывания Ω1, ве-
личины коэффициента трения скольжения, износостойкости материала и т.п. [15]. В
задаче о качении, рассматриваемой в данной работе, условия изнашивания одинако-
вы для всех точек полуплоскости. Будем рассматривать установившийся режим изна-
шивания, характеризующийся постоянной линейной скоростью K. В предположении
линейного суммирования повреждений [1] и независимости напряженного состояния
в упругом теле от накопленных в нем повреждений из (8) получим следующее соот-
ношение для функции поврежденности, справедливое при отсутствии изнашивания:

Q(z, t) = tc

(
∆τmax(z)

p0

)m
, t = NT, (12)

где T — время одного цикла; N — количество циклов.
При наличии изнашивания скорость (8) накопления контактно-усталостных повре-

ждений в фиксированной точке материала непрерывно меняется в связи со смещени-
ем поверхности. В этом случае поврежденность в точке Z, связанной c неизношенной
поверхностью материала, рассчитывается согласно следующему соотношению:

Q(Z, t) = c

t∫
0

θ

(
∆τmax(Z −Kθ)

p0

)m
dθ, Z > Kt. (13)

Условие зарождения контактно-усталостной трещины определим как

Q(z,N∗T ) = Q∗, (14)

где N∗ — количество циклов до начала разрушения; Q∗ — критическое значение по-
врежденности, соответствующее началу зарождения усталостной трещины.
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а) б)

Рис. 2. Распределение максимальных касательных напряжений τmax(x, z)/p0 в основании под
цилиндром: а) при σres(z) = 0; б) при σres(z) = 0,1p0. µ = 0,4, δ′ = 0,14

Анализ результатов расчётов. Разработанный алгоритм был применен для рас-
чёта распределения максимальных касательных напряжений и их амплитуды в при-
сутствии полей остаточных напряжений, а также функции поврежденности матери-
ала в условиях трения качения с учетом изнашивания поверхности основания. Вход-
ными параметрами модели являются коэффициент трения скольжения µ, величина
δ′ = δR/a, характеризующая проскальзывание, остаточные напряжения σres(z), кото-
рые для определённости полагались зависящими только от расстояния от поверхно-
сти.

На рис. 2 приведены изолинии распределения максимальных касательных напряже-
ний τmax(x, z), полученные без учёта остаточных напряжений и при действии посто-
янных растягивающих остаточных напряжений. Помимо увеличения максимальных
значений функции τmax(x, z) растягивающие остаточные напряжения частично ниве-
лируют асимметрию относительно оси Oz этой функции, обусловленную наличием
сил трения.

С целью исследования накопления контактно-усталостных повреждений проведён
анализ амплитудных значений максимальных касательных напряжений ∆τmax(z)/p0,
являющихся функцией расстояния от поверхности (см. (10)).

Результаты расчётов, представленные на рис. 3, позволяют провести анализ влия-
ния величины коэффициента трения скольжения и значений постоянных по глубине
растягивающих остаточных напряжений на амплитуду максимальных касательных
напряжений. Остаточные напряжения уменьшают перепады максимальных касатель-
ных напряжений в основании. Заметим, что этот эффект является нелинейным —
увеличение остаточных напряжений с 0 до 0,1p0 приводит к уменьшению значения
максимума функции ∆τ1(z) с 0,323 до 0,315 (кривые 1 и 2 на рис. 3, а), в то время как
изменение σresx с 0,2p0 до 0,5p0 почти не влияет на вид этой функции (кривые 3 и 4).
Полученные результаты согласуются с асимптотическим анализом соотношения (9),
проведённым в п. 2.

Результаты расчёта показывают (рис. 3, б ), что увеличение коэффициента трения
увеличивает амплитудные значения максимальных касательных напряжений. Инте-
ресно отметить, что при выбранных параметрах расчёта наличие остаточных напря-
жений приводит к приближению к поверхности максимального значения перепада
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а) б)

Рис. 3. Зависимость амплитудных значений максимальных касательных напряжений от рас-
стояния от поверхности: а) при разных значениях растягивающих напряжений: µ = 0, 4,
δ′ = 0,14, σres

x /p0 = 0; 0,1; 0,2; 0,5 (кривые 1–4 соответственно); б) при разных значениях
коэффициента трения: σres

x /p0 = 0,1 (сплошные линии), σres
x /p0 = 0 (штриховые линии),

δ′ = 0,14, µ = 0, 1; 0,35; 0,6 (кривые 1–3 и 1′–3′ соответственно)

напряжений, что может быть причиной уменьшения глубины образования контакт-
но-усталостных дефектов.

При анализе напряжённого состояния были использованы безразмерные величины,
позволяющие обобщать полученные результаты на разные пары трения качения.

Для расчёта процесса накопления поврежденности на основании соотношений (12)–
(14) необходимо использовать параметры m и c, определяемые экспериментально
для конкретного материала. В качестве примера для расчётов были использованы
результаты экспериментов на контактную усталость для рельсовой стали [16], поз-
волившие получить путём перерасчёта, предложенного в [14], значения m = 1,684,
c = 9,344825999 · 10−23.

Функция накопления контактно-усталостных повреждений определялась для под-
поверхностных слоев материала при наличии остаточных напряжений и без них, ва-
рьировалась также скорость износа (рис. 4). Поверхностное изнашивание увеличи-
вает время до достижения критических значений поврежденности, одновременно с
этим приводит к тому, что поврежденность более равномерно распределяется по глу-
бине. Во всех случаях точка максимального значения поврежденности постепенно
смещается к поверхности, при этом для материала с остаточными напряжениями при
относительно высокой скорости изнашивания (штриховые кривые на рис. 4,б ) в ито-
ге локализуется на поверхности, а значение поврежденности не достигает критиче-
ского. Таким образом, износ препятствует накоплению поврежденности. Разница в
результатах, полученная для материалов с нулевыми и ненулевыми остаточными на-
пряжениями, обусловлена только разницей в амплитудах максимальных касательных
напряжений. Однако следует отметить, что в общем случае обработка поверхностных
слоев, приводящая к появлению остаточных напряжений, изменяет и их прочностные
свойства (параметры m и c), а также износостойкость.
Выводы. В данном исследовании предложен численно-аналитический метод рас-

чёта контактно-усталостных повреждений в подповерхностных слоях взаимодейству-
ющих тел в условиях трения качения при наличии поверхностного изнашивания.
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а) б)

Рис. 4. Зависимости поврежденности Q от расстояния от поверхности материала при
σres
x /p0 = 0 (кривые 1–4) и σres

x /p0 = 0,1 (кривые 1′–7′). Скорость износа: а) 1 мм за 2,4 · 107

циклов; б) 3 мм за 2,4 · 107 циклов. N = 2,4 · 106; 4,8 · 106; 7,2 · 106; 9,6 · 106; 12,0 · 106; 14,4 · 106;
16,8 · 106 (кривые 1–7 соответственно), радиус пятна контакта 7,5 мм, максимальное контакт-
ное давление 1010 МПа, µ = 0,4, δ′ = 0,02

Проведён анализ влияния распределений остаточных растягивающих напряжений
на амплитудные значения максимальных касательных напряжений при разных зна-
чениях коэффициента трения в области контактного взаимодействия; в частности,
показано, что растягивающие остаточные напряжения увеличивают максимальные
значения максимальных касательных напряжений, но уменьшают их амплитудные
значения.

На примере расчёта процесса накопления контактно-усталостных повреждений в
рельсовой стали показано, что поверхностное изнашивание увеличивает время до до-
стижения критических значений поврежденности, одновременно с этим приводит к
тому, что поврежденность более равномерно распределяется по глубине. При отно-
сительно высокой скорости изнашивания в связи с удалением поврежденных слоев
материала критические значения поврежденности не достигаются.
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MODELING OF FATIGUE DAMAGE ACCUMULATION IN MULTIPLE
CONTACT OF PRE-STRESSED BODIES IN THE PRESENCE OF WEAR

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia
Abstract. Residual stresses are formed during various types of surface treatment of elements
of friction pairs. The effect of the residual stresses on the rate of fatigue damage accumulation is
considered for the case of cyclic rolling contact in the presence of surface wear. The effect of relative
slippage, friction coefficient, and residual stresses on the distribution of the amplitude values of the
principal shear stress is studied. The results are used to analyze the effect of the residual stresses
and the surface wear rate on the fatigue damage accumulation.

Keywords: contact problem, rolling friction, wear, internal stresses, fatigue damage accumulation.
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Аннотация. Получены наборы материальных и геометрических параметров силового поля
DREIDING и балочного элемента, точно воспроизводящие механические модули графена в
рамках стандартного метода ММ и метода МСМ. Эти методы реализованы в компьютер-
ных кодах Pioner и MSC.Marc соответственно. Компьютерное моделирование частот и форм
собственных колебаний однослойного графенового листа показало, что как частоты, так и
соответствующие им формы собственных колебаний, полученные обоими методами, близки
между собой, а также близки к частотам и формам колебаний почти квадратной сплошной
пластинки, моделирующей ОГЛ.
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Введение
Метод молекулярной механики (ММ) широко используется для моделирования де-

формаций, колебаний и выпучивания углеродных тонкостенных наноструктур: одно-
слойных графеновых листов (ОГЛ), однослойных углеродных нанотрубок, фуллере-
нов и т. д. Так как графен является структурным материалом для этих наноструктур,
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то разработка как методов ММ, так и компьютерных кодов для их реализации, вос-
производящих с высокой точностью механические модули графена (модуль Юнга,
коэффициент Пуассона и модуль изгибной жесткости), позволяют адекватно опреде-
лить как частоты и формы колебаний, так и критические нагрузки и формы выпучи-
вания этих наноструктур. Метод ММ можно разделить на стандартный метод ММ,
основанный на прямом использовании силовых полей атомных взаимодействий и ме-
тод молекулярной структурной механики (МСМ), в котором потенциальные энергии
атомных взаимодействий аппроксимируются потенциальными энергиями балочных
элементов и/или ферм. Мы реализуем стандартный метод ММ с помощью силового
поля DREIDING [1], а метод МСМ — с помощью балочных элементов Бернулли–
Эйлера с круглым поперечным сечением. Мы реализуем первый метод в коде Pioner
[2], а второй метод — в коммерческом коде MSC.Marc [3]. Цель настоящей работы
состоит, во-первых, в установлении параметров силового поля DREIDING, а также
материальных и геометрических параметров балочных элементов, точно моделирую-
щих механические модули графена и, во-вторых, в проведении сравнительного ана-
лиза частот и форм собственных колебаний почти квадратного ОГЛ, полученных
стандартным методом ММ и методом МСМ.
Параметры моделей графена, точно воспроизводящие его механические

модули
Мы провели в [4] анализ имеющихся в литературе данных о механических модулях

графена, основанных как на квантово-механических расчетах, так и на эксперимен-
тальных исследованиях. Из этого анализа следует, что значения модуля Юнга Y ,
коэффициета Пуассона ν и модуля изгибной жесткости D

Y = 345 Н/м, ν = 0.17, D = 0.245 аДж. (1)

можно полагать близкими к реальным значениям.
В соответствии с силовым полем DREIDING [1], потенциальную энергию ковалент-

ных взаимодействий атомов углерода в атомной решетке графена можно представить
в виде разложения на элементарные потенциальные энергии вида:

• потенциальная энергия растяжения связи (потенциал Морзе)

Vbs(r) ≡ D̄[e−2ᾱ(r−re) − 2e−ᾱ(r−re)], (2)

где r — расстояние между атомами углерода, re — межатомное расстояние, со-
ответствующее минимальной потенциальной энергии растяжения связей, D̄ —
глубина потенциальной ямы, а ᾱ — заданный параметр, определяющий форму
потенциала;
• потенциальная энергия изменения угла между соседними связями

Vba(θ) ≡ 1

2
kba(cos θ − cos θ0)2/ sin2 θ0, (3)

где θ0 и θ — отсчетное и текущее значения угла между соседними связями, а
kba — параметр модели;
• потенциальная энергия кручения связи

Vda(φ) ≡ 1

2
kda(1− cos 2φ), (4)

где φ — текущее значение двугранного угла, а kda — параметр модели;
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• потенциальная энергия инверсии связи (энергия угла, соответствующая выхо-
ду атома из плоскости трех соседних атомов)

Via(ψ) ≡ kia(1− cosψ), (5)

где ψ — текущее значение угла инверсии, а kia — параметр модели.
В [4] показано, что при использовании стандартного метода ММ, следующий набор

параметров силового поля DREIDING

ᾱ = 22.92 нм−1, D̄ = 0.685240 аДж, re = 0.142 нм, kba = 1.329928 аДж,
kda = 0.090289 аДж, kia = 0.144463 аДж. (6)

точно воспроизводит механические модули графена (1).
Потенциальную энергию малых деформаций прямолинейной балки Бернулли-

Эйлера из упругого материала можно представить суммой трех элементарных энер-
гий:

• энергия продольной деформации балки при изменении ее длины на ∆L

VA(∆L) ≡ 1

2
Eb
A

L
(∆L)2; (7)

• энергия изгиба балки на угол ∆α

VB(∆α) ≡ 1

2
Eb

I

L
(2∆α)2; (8)

• энергия кручения балки на угол ∆β

VT (∆β) ≡ 1

2
Gb
J

L
(∆β)2. (9)

Здесь L — длина балки, A — площадь ее поперечного сечения, I и J — момент инер-
ции и полярный момент инерции поперечного сечения балки соответственно, Eb и
Gb — модуль Юнга и модуль сдвига материала балки. Параметры A, I, J круглого
поперечного сечения балки выражаются через ее диаметр db следующим образом:

A =
π

4
d2
b , I =

π

64
d4
b , J =

π

32
d4
b . (10)

В [5] показано, что при использовании метода МСМ, следующий набор параметров
балки

d = 0, 121565 нм, L = 0, 142 нм, Eb = 8808, 127 нН/нм2, Gb = 705, 997 нН/нм2

(11)
точно воспроизводит механические модули графена (1).
Компьютерные коды, реализующие метод ММ
Для реализации стандартного метода ММ мы используем конечно-элементный код

Pioner [2]. При этом для каждой из элементарных энергий (2)-(5) силового поля
DREIDING развита формулировка специализированного конечного элемента [6]. Ком-
пьютерные моделирования собственных колебаний ОГЛ, представленные ниже, прове-
дены с использованием набора параметров (6) силового поля DREIDING. Для реали-
зации метода МСМ мы используем коммерческий конечно-элементный код MSC.Marc
[3]. При этом для моделирования ковалентных связей атомов углерода мы используем
конечные элементы прямолинейной балки Бернулли-Эйлера (элемент №52 в класси-
фикации MSC.Marc) с круглым поперечным сечением с использованием набора пара-
метров (11).
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Формы Циклические частоты свободных колебаний (в ТГц)
(m,n) ММ метод МСМ метод ω̃mn (12)
(1,1) 0.0459 0.0465 0.0464
(2,1) 0.1138 0.1149 0.1149
(1,2) 0.1161 0.1171 0.1171
(2,2) 0.1829 0.1857 0.1857
(3,1) 0.2270 0.2287 0.2291
(1,3) 0.2330 0.2347 0.2350
(3,2) 0.2949 0.2995 0.2998
(2,3) 0.2989 0.3034 0.3035

Таблица 1. Циклические частоты свободных колебаний и соответствующие формы ОГЛ

Результаты компьютерных моделирований
В первую очередь, используя представительные ячейки графена для моделирова-

ния однородных деформаций, мы подтвердили, что наборы параметров (6), (11) с
высокой точностью воспроизводят механические модули графена обоими методами
(стандартным ММ и МСМ).

Затем мы провели частотный анализ почти квадратного шарнирно опертого по
всем сторонам ОГЛ, состоящего из 1530 атомов углерода со сторонами 6.149 нм ×
6.248 нм в направлениях «кресло» и «зигзаг» соответственно. Атомы моделируются
сосредоточенными частицами с массами ma = 0.019927 нНпс2/нм , равным массам
атомов углерода. Далее частоты и формы собственных колебаний ОГЛ мы будем
сравнивать с соответствующими частотами и формами собственных колебаний экви-
валентной упругой пластинки. Обозначая через ω̃mn и Wmn циклические частоты (в
ТГц) и нормальный к поверхности пластинки прогиб (в нм) для соответствующей
формы собственных колебаний пластинки соответственно, где m и n — количество
полуволн вдоль сторон пластинки с длинами a1 и a2 (в нм) соответственно, имеем

ω̃mn =
π

2

√
Dp

ρs

(
m2

a2
1

+
n2

a2
2

)
, Wmn = A sin

mπx1

a1
sin

nπx2

a2
. (12)

Здесь x1, x2 — декартовы координаты поверхности пластинки вдоль ее сторон с длина-
ми a1 и a2 соответственно, A — амплитуда прогиба пластинки (в нм), которая прини-
мает произвольные значения, Dp — изгибная жесткость материала пластинки (в аДж)
и ρs — плотность массы материала пластины на единицу ее площади (масса/площадь)
(в нН · пс2/нм3 ). При моделировании ОГЛ пластинкой, мы приравниваем изгибную
жесткость материала упругой пластинки изгибной жесткости графена, т.е. полага-
ем Dp = 0.245 аДж, для значения ρs мы используем значение массовой плотности
графена на единицу площади

ρs = ma/Sa = 0.7607524 нН · пс2/нм3 (= 0.7607524 · 10−6 кг/м2),

а значения a1 и a2 приравниваем длинам сторон в направлениях «кресло» и «зигзаг»
соответственно.

Результаты частотного анализа приведены в табл. 1 (m и n — числа полуволн вдоль
сторон «кресло» и «зигзаг» соответственно).
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Так как все полученные моды свободных колебаний близки друг с другом, то на
рис. 1 представлены только формы свободных колебаний ОГЛ, полученные в ком-
пьютерных моделированиях стандартным методом ММ.

Рис. 1

Из приведенных в табл. 1 значений циклических частот собственных колебаний
и отмеченной близости соответствующих им форм (рис. 1) следует, что оба метода
(стандартный ММ и МСМ) могут успешно применяться к определению частот и форм
собственных колебаний ОГЛ.
Заключение
Получены наборы материальных и геометрических параметров силового поля

DREIDING и балочного элемента, точно воспроизводящие механические модули гра-
фена в рамках стандартного метода ММ и метода МСМ. Эти методы реализованы
в компьютерных кодах Pioner и MSC.Marc соответственно. Компьютерное моделиро-
вание частот и форм собственных колебаний ОГЛ показало, что как частоты, так и
соответствующие им формы собственных колебаний, полученные обоими методами,
близки между собой, а также близки к частотам и формам колебаний почти квадрат-
ной сплошной пластинки, моделирующей ОГЛ.
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Abstract. Sets of material and geometric parameters of the DREIDING force field and beam
element, which accurately reproduce the mechanical modules of graphene in the framework of the
standard MM method and the MSM method, are obtained. These methods are implemented in
computer codes Pioner and MSC.Marc, respectively. Computer simulation of the frequencies and
modes of natural vibrations of a single-layer graphene sheet showed that both the frequencies and
the corresponding modes of natural vibrations obtained by both methods are close to each other,
as well as close to the frequencies and modes of vibration of an almost square continuous plate
simulating a single-layer graphene sheet.
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ЛОКАЛИЗАЦИЯ МАКСИМАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
В ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ВОЛНАХ В УПРУГИХ СТЕРЖНЯХ
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Аннотация. Рассмотрены максимальные напряжения в осесимметричных волнах в упругих
стержнях для положительных значений коэффициента Пуассона. Обнаружена особая длина
волны, для которой имеет место наибольшее значение максимального растяжения на оси по
отношению к максимальному растяжению на поверхности. Показано, что и особая длина
волна, и наибольшее значение отношений растяжений не зависят от коэффициента Пуассона.

Ключевые слова: упругость, стержень круглого сечения, волны Похгаммера–Кри, коэф-
фициент Пуассона, максимальное растяжение, максимальный сдвиг.
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Введение. Цилиндрические стержни круглого сечения, как конструкционный эле-
мент, широко распространены. Расчет прочности любой конструкции требует нахож-
дение напряженно-деформированного состояния (НДС), в том числе — наибольших
значений напряжений (максимальные растяжение и сдвиг). Напряжения возникают
не только из-за статических напряжений, но и по причине вибраций. Таким образом,
также необходимо изучать и НДС, вызванные упругими волнами.

L.A.Pochhammer в 1876 г. [1] и C.Chree в 1886 г. [2,3] независимо вывели основные
уравнения для волн в упругом круговом цилиндре. Позже (в работах [4–14] и др.)
были получены решения для осесимметричных, изгибных и крутильных волн Пог-
хаммера–Кри, построены дисперсионные соотношения.

Сегодня исследование волн Погхаммера–Кри продолжается в нескольких направ-
лениях (см., напр., [15–23]): изменение геометрии задачи (вместо цилиндра — цилин-
дрическая полость в неограниченной среде, труба или другая осесимметричная кон-
струкция), изменение механических свойств материала (в модель добавляются вяз-
кость, термоупругость и т.д.), изменение распределения свойств (рассматриваются
неоднородные и анизотропные конструкции).
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Работа [24] посвящена изучению структуры полей напряжений в волнах Погхам-
мера–Кри. В частности, показано, что максимальные величины напряжений (растя-
жения и сдвига) могут локализоваться не только на поверхности стержня, но и на
его оси. В работе [25] рассмотрена локализация максимумов напряжений для сталь-
ного стержня, получены диапазоны частот для внешней и внутренней локализаций,
получены отношения максимумов напряжений на оси и на поверхности стержня.

Представленная работа продолжает работу [25] и рассматривает локализацию мак-
симумов напряжений для упругого стержня для коэффициента Пуассона 0,001 6 ν 6
6 0,499.
Расчет напряжений. Рассматривается бесконечный упругий стержень радиу-

сом a. Материал стержня имеет модуль Юнга E, коэффициент Пуассона ν, плот-
ность ρ.

В работе [24] получены следующие выражения для осесимметричной волны Пох-
гаммера–Кри:

ur = 2U
h

κa

[(
c2

c2
2

− 2

)
J1(κa)J1(hr) + 2J1(ha)J1(κr)

]
sin(γz − ωt),

uz = 2Uγ

[
−
(
c2

c2
2

− 2

)
J1(κa)

κa
J0(hr) + 2

(
c2

c2
1

− 1

)
J1(ha)

ha
J0(κr)

]
cos(γz − ωt),

(1)

где ω — круговая частота волны; γ — волновое число; c = ω/γ — фазовая скорость
волны; c1 =

√
(λ+ 2µ)/ρ — скорость волн расширения в бесконечной среде; c2 =

=
√
µ/ρ — скорость волн сдвига в бесконечной среде; λ, µ — параметры Ламе; h =

= γ
√

(c/c1)2 − 1, κ = γ
√

(c/c2)2 − 1 — вспомогательные параметры; Jn(x) — функция
Бесселя; U — обобщенная амплитуда.

С помощью (1) получены напряженно-деформированные состояния стержня по-
средством дифференцирования и применения закона Гука. В работе [24] показано,
что в осесимметричных волнах максимумы растягивающих и сдвиговых напряжений
могут находиться не только на поверхности стержня, но и на его оси.
Исследование нулевой моды. В работе [25] исследован бесконечный упругий

стержень с параметрами, соответствующими стали (E = 2,0 · 1011 Па, ν = 0,28,
ρ = 7800 кг/м3). Рассмотрены НДС для волн с частотой и фазовой скоростью, со-
ответствующих нулевой моде (диапазон частот — до 3 МГц).

Вычислены максимальное растяжение σtension и максимальный сдвиг σshear на оси
(r = 0) и поверхности (r = a) стержня, введены отношения

Rtension =
max
r=0

σtension(ω)

max
r=a

σtension(ω)
и Rshear =

max
r=0

σshear(ω)

max
r=a

σshear(ω)
.

Получено, что максимальное растяжение локализуется на оси при ω . 1,3 МГц, и
максимальный сдвиг — при ω . 1,7 МГц.

В продолжение работ [24, 25] вычислены отношения Rtension и Rshear для коэффи-
циентов Пуассона в диапазоне 0,001 6 ν 6 0,499 (особые значения ν = 0 и ν = 0,5
исключены из данного исследования, так как в этих точках дисперсионное соотноше-
ние вырождается, это предмет для следующих исследований).

Отношения Rtension и Rshear в зависимости от относительной длины волны l/a пред-
ставлены на рис. 1 и рис. 2 соответственно.
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Рис. 1. Отношение Rtension в зависимости от относительной длины волны

Рис. 2. Отношение Rshear в зависимости от относительной длины волны

На графиках привлекает внимание особая точка, соответствующая длине волны
l∗ ≈ 3,412a. Для всех рассмотренных ν отношение Rtension имеет максимум в этой
точке, и при этом это значение одно и то же: Rtension ≈ 3,164. Отношение Rshear
также имеет одно и то же значение Rshear ≈ 2,741 для данной длины волны, но это
значение не максимальное (максимумы Rshear соответствуют разным длинам волн и
имеют разные значения).
Заключение. Обнаружена длина волны, для которой максимальное растяжение

на оси в три с лишним раза больше, чем на поверхности. Этот результат важен для
контроля напряжений в стержневых конструкциях.

С другой стороны, пока нет объяснения, почему l∗/a имеет именно такое значение и
почему не зависит от коэффициента Пуассона, почему максимальное Rtension также не
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зависит от свойств материала. Получение ответов на поставленные вопросы требует
следующих исследований.
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V. V.Mokryakov

LOCALIZATION OF MAXIMAL STRESSES IN AXISYMMETRIC WAVES
IN ELASTIC RODS FOR POSITIVE POISSON’S RATIO

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russia

Abstract. The maximum stresses in axisymmetric waves in elastic rods for positive values of the
Poisson’s ratio are considered. A special wavelength has been found for which the ratio of axial
maximal extension to surface maximal extension has the largest value. It is shown that both the
special wavelength and the largest value of the extensions ratio are independent of the Poisson’s
ratio.
Keywords: elasticity, cylindrical rod, Pochhammer–Chree waves, Poisson’s ratio, maximal
extension, maximal shear.
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Введение
Последнее время материалы с отрицательным коэффициентом Пуассона (ауксети-

ки) привлекают все больше внимания [1, 2]. В силу своих необычных свойств нали-
чие ауксетических включений существенно влияет на механическое поведение ком-
позитных материалов в сравнении с композитами из материалов с положительным
коэффициентом Пуассона. Исследования слоистых композитов, содержащих слои с
положительными и отрицательными коэффициентами Пуассона, первоначально ка-
сались изотропных материалов. В [3] дан анализ растяжения многослойных компози-
тов. Авторами определены аналитические зависимости эффективного модуля Юнга
при продольном и поперечном растяжении. Проведено сопоставление аналитических
результатов с экспериментальными. Установлено, что в случае композитов с различ-
ными положительными коэффициентами Пуассона правила смесей нарушаются. По-
ведение эффективного модуля Юнга многослойных пластин с чередующимися ауксе-
тическими и неауксетическими слоями при помощи метода конечных элементов ис-
следовано в [4]. В работе принято, что модули Юнга слоев одинаковы, коэффициент
Пуассона неауксетического слоя равен 0.4, а ауксетического -0.9. Авторами установ-
лено, что эффективный модуль Юнга, соответствующий растяжению по нормали к
плоскости пластины [5], может в несколько раз превосходить модули Юнга слоев и
зависит от количества слоев и порядка их укладки. Выявлено, что сильное влияние
на величину эффективного модуля Юнга оказывало отношение ширины слоя к его
толщине. В [6] исследовано поведение двухслойных композитов, содержащих ауксети-
ческий слой, при растяжении по нормали к плоскости пластины. В работе принято,
что модули Юнга обоих слоев равны, их коэффициенты Пуассона равны по вели-
чине и имеют разный знак. Установлено, что для таких композитов правила смесей
не выполняются и эффективный модуль Юнга композита может значительно (в 1.5
раза) превосходить значение модуля Юнга слоев. Зависимость эффективного модуля
Юнга двухслойного цилиндрического композита из ауксетического и неауксетическо-
го слоев от отношения модулей Юнга слоев при равных по величине коэффициентах
Пуассона разного знака исследована в [7] при продольном растяжении композитов.
Авторами установлено, что для таких пластин наблюдается существенное отличие
эффективного модуля Юнга от значения, полученного с использованием правила сме-
сей. Для некоторых отношений модулей Юнга пластин отмечено, что эффективный
модуль Юнга может превосходить по своей величине наибольший из модулей Юнга
слоев. Поведение концентрических цилиндрических трехслойных композитов с аук-
сетическими слоями анализируется в [7, 8], где исследуется растяжение и кручение
таких композитов, соответственно. В [7] анализировался случай растяжения компо-
зита вдоль продольной оси. Наличие ауксетического слоя оказывало сильное влияние
на величину эффективного модуля Юнга, хотя он оказался ограничен между значе-
ниями модуля Юнга слоев. Аналогичное поведение было свойственно и эффективно-
му коэффициенту Пуассона. Поведение тонких двухслойных пластин из кристаллов
различных систем при продольном растяжении проанализировано в [9–12]. Автора-
ми установлено, что эффективные модуль Юнга и коэффициенты Пуассона тонких
двух- и трехслойных пластин из кристаллов могут значительно отличаться от зна-
чений, предсказываемых по правилам смесей. Для некоторых пластин эффективный
модуль Юнга мог превосходить значения модуля Юнга составляющих кристаллов.
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Ниже анализируются эффективные упругие характеристики при продольном рас-
тяжении двухслойных пластин из гексагональных и кубических кристаллов. В Раз-
деле 2 получены формулы для эффективных упругих характеристик. В Разделе 3
и Разделе 4 проводится численный анализ эффективных упругих характеристик на
основе экспериментальных данных по упругим константам из справочника [13]. В
Разделе 5 приводится краткое заключение.
2. Продольное растяжение двухслойных пластин из гексагональных и

кубических кристаллов
Рассмотрена задача продольного растяжения тонкой двухслойной пластины из гек-

сагональных и кубических кристаллов. Считаем, что слой 1 заполняет гексагональ-
ный кристалл, а слой 2 – кубический. В каждом из слоев кристаллы ориентированы
таким образом, что оси 6 и 4 порядка гексагонального и кубического кристалла, соот-
ветственно, нормальны плоскости пластины. В слое 1 кристаллофизические оси X1 и
X2 направлены вдоль граней. В слое 2 оси X1 и X2 могут быть повернуты на некоторый
угол ϕ в плоскости пластины (Рис.1). При таких ориентациях кристаллов, лаборатор-
ная система координат xyz совпадает с системой координат X1X2X3. Для описания
упругого поведения кристаллов в первом слое необходимо 5 независимых коэффици-
ентов податливости (s1

11,s1
12,s1

13,s1
33,s1

44), во втором слое необходимо 7 коэффициентов
(s̄2

11,s̄2
12,s̄2

13,s̄2
16,s̄2

33,s̄1
44,s̄2

66), зависящих от угла ϕ и 3-х коэффициентов податливости
кубического кристалла (s2

11,s2
12,s2

44). Здесь и далее верхний индекс обозначает номер
пластины. Эти коэффициенты образуют матрицы

||s1
ij|| =


s1

11 s1
12 s1

13 0 0 0
s1

12 s1
11 s1

13 0 0 0
s1

13 s1
13 s1

33 0 0 0
0 0 0 s1

44 0 0
0 0 0 0 s1

44 0
0 0 0 0 0 2(s1

11 − s1
12)

,

||̄s2
ij|| =


s̄2

11 s̄2
12 s̄2

13 0 0 s̄2
16

s̄2
12 s̄2

11 s̄2
13 0 0 −s̄2

16

s̄2
13 s̄2

13 s̄2
33 0 0 0

0 0 0 s̄2
44 0 0

0 0 0 0 s̄2
44 0

s̄2
16 −s̄2

16 0 0 0 s̄2
66

,

где s̄2
ij – эффективные коэффициенты податливости, определяемые выражениями

s̄2
11 = s2

11 − 0.5∆ sin2 2ϕ,
s̄2

12 = s2
12 + 0.5∆ sin2 2ϕ,

s̄2
13 = s2

12, s̄2
16 = −0.5∆ sin 4ϕ

s̄2
44 = s2

44, s̄2
66 = s2

44 + 2∆ sin2 2ϕ,
∆ = s2

11 − s2
12 − 0.5s2

44.

Предполагается, что деформации однородны

ε1
xx = ε2

xx, ε1
yy = ε2

yy, ε1
xy = ε2

xy. (1)
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Рис. 1. Ориентация кристаллофизических систем координат двухслойной пластины

Продольное растяжение тонкой двухслойной пластины в направлении оси x удельной
силой P позволяет написать уравнения равновесия следующим образом

h1σ
1
xx + h2σ

2
xx = P, h1σ

1
yy + h2σ

2
yy = 0. (2)

Отсутствие изгибного момента накладывает следующее ограничение на компоненты
напряжений ∫ h1

0
σ1
xyzdz +

∫ h1+h2

h1

σ2
xyzdz = 0. (3)

Закон Гука для каждого из слоев имеет вид
ε1
xx = s1

11σ
1
xx + s1

12σ
1
yy

ε1
yy = s1

12σ
1
xx + s1

11σ
1
yy

ε1
zz = s1

13

(
σ1
xx + σ1

yy

)
ε1
xy = 2

(
s1

11 − s1
12

)
σ1
xy

,


ε2
xx = s̄2

11σ
2
xx + s̄2

12σ
2
yy + s̄2

16σ
2
xy

ε2
yy = s̄2

12σ
2
xx + s̄2

11σ
2
yy − s̄2

16σ
2
xy

ε2
zz = s̄2

13

(
σ2
xx + σ2

yy

)
ε2
xy = s̄2

16

(
σ2
xx − σ2

yy

)
+ s̄2

66σ
2
xy

(4)

С использованием условий (1)-(3) из уравнений (4) определяются компоненты напря-
жений

σ1
xx =

h2(s111k1−s112k2)+h1((k1)2−(k2)2)
(h2s111+h1k1)

2−(h2s112+h1k2)
2 P, σ1

yy = h2
s111k2−s112k1

(h2s111+h1k1)
2−(h2s112+h1k2)

2P,

σ2
xx =

h2((s111)2−(s112)2)+h1(s111k1−s112k2)
(h2s111+h1k1)

2−(h2s112+h1k2)
2 P, σ2

yy = −h1
s111k2−s112k1

(h2s111+h1k1)
2−(h2s112+h1k2)

2P.

σ1
xy =

s̄216(2h1+h2)

2(2h1+h2)h2(s111−s112)+(h1)2s̄266

[
h2(s111−s112)

h2(s111−s112)+h1(k1−k2)

]
P,

σ2
xy = − s̄216h1

2(2h1+h2)h2(s111−s112)+(h1)2s̄266

[
h1(s111−s112)

h2(s111−s112)+h1(k1−k2)

]
P,

где

k1 = s̄2
11+

(s̄2
16h1)2

2 (2h1 + h2)h2

(
s1

11 − s1
12

)
+ h2

1s̄
2
66

, k2 = s̄2
12−

(s̄2
16h1)2

2 (2h1 + h2)h2

(
s1

11 − s1
12

)
+ h2

1s̄
2
66

,
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Им соответствуют деформации

ε1
xx = ε2

xx =
s111h1((k1)2−(k2)2)+k1h2((s111)2−(s112)2)

(h2s111+h1k1)
2−(h2s112−h1k2)

2 P,

ε1
yy = ε2

yy =
s112h1((k1)2−(k2)2)+k2h2((s111)2−(s112)2)

(h2s111+h1k1)
2−(h2s112−h1k2)

2 P,

ε1
zz = s1

13
k1+k2

h2(s111+s212)+h1(s211+s212)
P, ε2

zz = s̄2
13
h2((s111)2−(s112)2)+h1(s111+s112)(k1+k2)

(h2s111+h1k1)
2−(h2s112+h1k2)

2 P.

Выражения для эффективных модуля Юнга и коэффициентов Пуассона пластины
принимают вид

Eeff =

(
λs1

11 + k1

)2 − (λs1
12 + k2

)2
(1 + λ)

[
s1

11 (k1 − k2)2) + k1λ
(
(s1

11)2 − (s1
12)2

)] , (5)

νeffxy =
s1

12

(
(k1)2 − (k2)2)

)
+ k2λ

(
(s1

11)2 − (s1
12)2

)
k1λ

(
(s1

11)2 − (s1
12)2)

)
+ s1

11 ((k1)2 − (k2)2)
, (6)

ν1
xz
eff

= −s1
13 (k1 + k2)

λ
(
s1

11 − s1
12

)
+ k1 − k2

λk1

(
(s1

11)2 − (s2
12)2

)
+ s1

11 ((k1)2 − (k2)2)
, (7)

ν2
xz
eff

= −s̄2
13

(
s1

11 + s1
12

) λ
(
s1

11 − s1
12

)
+ k1 − k2

λk1

(
(s1

11)2 − (s2
12)2

)
+ s1

11 ((k1)2 − (k2)2)
, (8)

λ = h2/h1

Данные эффективные характеристики являются функциями коэффициентов упруго-
сти слоев, отношения толщин λ и угла ϕ с периодом π/2. Если ввести обозначения

α = 1 + Λ
1+Λ

[ν1xy−ν2xy]
2

1−(ν2xy)2+Λ[1−(ν1xy)]
,

< E >= 1+Λ
1+λE

1, Λ = λE
2

E1 ,

Ek = 1
sk11
, νkxy = − sk12

sk11
, k = 1, 2,

ν1
xz = − s113

s111
, ν2

xz = − s212
s211

< ν >=
ν1xy+λν2xy

1+λ

то в частном случае кристаллов с ϕ = 0 выражения (5)–(8) можно переписать в виде

Eeff =
P

(h1 + h2) εxx
= α < E >, (9)

νeffxy =
ν1
xy

[
1− (ν2

xy)
2
]

+ ν2
xyΛ

[
1− (ν1

xy)
2
]

1− (ν2
xy)

2 + Λ
[
1− (ν1

xy)
2
] , (10)

ν1 eff
xz = ν1

xz

(
1− ν2

xy

) Λ
(
1 + ν1

xy

)
+ 1 + ν2

xy

1 + (ν2
xy)

2 + Λ
[
1− (ν1

xy)
2
] , (11)

ν2 eff
xz = ν2

xz

(
1− ν1

xy

) Λ
(
1 + ν1

xy

)
+ 1 + ν2

xy

1 + (ν2
xy)

2 + Λ
[
1− (ν1

xy)
2
] . (12)
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Здесь α – коэффициент пропорциональности между эффективным модулем Юнга (5)
и средневзвешенным модулем Юнга < E >, < ν > – средневзвешенный коэффициент
Пуассона.

С использованием значений коэффициентов упругости из справочника [13] был про-
веден численный анализ изменчивости эффективных модуля Юнга и коэффициентов
Пуассона двухслойных пластин из гексагональных и кубических кристаллов. В спра-
вочнике приведены данные более чем для 1000 кубических и 170 гексагональных кри-
сталлов. Одна четверть всех кубических кристаллов являются ауксетиками [14]. К
таким материалам можно отнести калий, кальций, железо, литий, никель и т.д. При
выбранной ориентации кристаллофизической системы координат ауксетиками оказы-
ваются кристаллы Zn и MoS2 [15].
3. Эффективные характеристики двухслойных пластин из гексагональ-

ных и кубических кристаллов при одинаковой ориентации кристаллофизи-
ческих систем координат в слоях

Значения эффективного модуля Юнга большинства пластин (75% всех рассмот-
ренных) из двух неауксетических кристаллов практически совпадают с значениями,
предсказанными по правилу смесей (Фойгта) (|1 − α| < 0.01). Среди всех проана-
лизированных пластин из двух неауксетиков, коэффициент α меняется в диапазоне
1.0 ≤ α ≤ 1.25. Если же в одном из слоев находится кристалл с отрицательным коэф-
фициентом Пуассона, то эффективный модуль Юнга пластины может гораздо силь-
нее отклоняться от значений, предсказываемых правилом смесей. У таких пластин
коэффициент α меняется в диапазоне 1.0 ≤ α ≤ 1.68.

Таблица 1. Максимальные значения параметра αmax и отношения эффективного модуля Юн-
га Eeff к модулю Юнга наиболее жесткого слоя (Emax) некоторых пластин из неауксетиче-
ских гексагональных и кубических кристаллов

Пластина αmax λ
(
Eeff

Emax

)
max

λmax
E1,
ГПа ν1

xy
E2,
ГПа ν2

xy

CuCl–TetraCyanoethylene 1.13 1.27 1.10 1.70 18.9 0.68 20.2 0.05
In2Bi–TetraCyanoethylene 1.15 1.16 1.07 2.44 16.4 0.72 20.2 0.05
CuCl-NaH(CH3COO)2 1.08 1.28 1.06 1.71 18.9 0.68 19.7 0.20
Ti–SnTe-25 mole% GeTe 1.06 1.15 1.06 1.12 103 0.49 103 0.03

Cd-Mg 14.01 at% Mg–NiTi 1.05 0.90 1.05 0.90 47.8 0 47.8 0.44
Co–Li2O 1.04 1.11 1.03 1.30 195 0.46 198 0.09

У ряда двухслойных пластин (около 500 из 188000) значения эффективного модуля
Юнга превосходят модули Юнга наиболее жесткого слоя. Все эти пластины имеют
близкие значения модуля Юнга слоeв (E1 и E2). Как правило, разница между ве-
личинами E1 и E2 составляет не более 1 ГПа. Наибольший эффект среди пластин
из двух неауксетиков достигается в случае кристаллов CuCl и tetraCyanoEthylene
(Рис.2(а)). Коэффициент α для этой пластины меняется в интервале 1.04 ≤ α ≤ 1.12,
наибольшее различие достигается при λ = 1.29. У этой пластины оба слоя имеют
близкие модули Юнга небольшой величины – около 20 ГПа. Такой эффект наблюда-
ется и для двухслойных пластин с большими значениями модуля Юнга. Например,
он имеет место у пластины из неауксетических кристаллов Ti и SnTe - 12 mole %
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Рис. 2. Эффективный модуль Юнга по правилу смесей, эффективный модуль Юнга двух-
слойной пластины CuCl и TetraCyanoethylene (а) и Ti–SnTe 12 mole % GeTe (б) при ϕ = 0

Рис. 3. Эффективный модуль Юнга двухслойных пластин Ho–Sm0.75Tm0.25S(а) и Mn5Si3–
TmSe(б) при ϕ=0

GeTe, у которой модули Юнга обоих слоев превосходят 100 ГПа. Эффективный мо-
дуль Юнга этой пластины при некоторых отношениях толщин превосходит модуль
Юнга наиболее жесткого слоя на 5% (Рис.2(б)). Для всех пластин из Табл.1 модули
Юнга слоев имеют близкие значения, однако их коэффициенты Пуассона значитель-
но отличаются. Если значения модулей Юнга слоев близки, как в случае кристаллов
Ho и Sm0.75Tm0.25S (E1 = 65.4 ГПа и E2 = 65.4 ГПа), а коэффициенты Пуас-
сона значительно отличаются (ν1

xy = 0.28, ν2
xy = −0.46), то эффективный мо-

дуль Юнга существенно отклоняется от значения, рассчитанного по правилу смесей
(Рис.3(a)). У данной пластины при 0.1 ≤ λ ≤ 10 коэффициент α меняется в пре-
делах 1.05 ≤ α ≤ 1.16 с максимумом αmax = 1.16 при λ = 0.92, что соответствует
Eeff = 75.9 ГПа. Пластина, составленная из кристаллов Ti и TmSe (Рис.4), явля-
ется другим примером такого поведения. Максимальное значение ее эффективного
модуля Юнга Eeff = 148 ГПа, что превышает модули Юнга исходных кристаллов
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Таблица 2. Максимальные значения параметра αmax и отношения эффективного модуля Юн-
га Eeff к модулюЮнга наиболее жесткого слоя (Emax) некоторых пластин из гексагональных
и кубических кристаллов с ауксетическим слоем

Пластина αmax λ
(
Eeff

Emax

)
max

λmax E1,ГПа ν1
xy E2,ГПа ν2

xy

BN3–TmSe 1.42 1.21 1.30 0.88 138 0.55 115 -0.50
Ti–TmSe 1.36 0.87 1.29 1.06 103 0.89 115 -0.50

Ti–Sm0.7Y0.3S 1.31 1.11 1.25 0.89 103 0.89 93.0 0.49
Ho–Sm0.75Tm0.25S 1.16 0.92 1.16 0.92 65.4 0.28 65.4 -0.46

Рис. 4. Распределения эффективного модуляЮнга (а) и продольного коэффициента Пуассона
(б) по параметру толщины двухслойной пластины из кристаллов Ti и TmSe при ϕ=0

более чем на 30 ГПа (E1 = 103 ГПа, E2 = 115 ГПа) при λ = 1.04. Подобный эффект
наблюдается в случаях, когда модули Юнга слоев различаются на несколько десятков
ГПа (Рис.3(б)), но только при значительном различии величин ν1

xy и ν2
xy (более 0.7).

Такое поведение характерно более чем для 1100 (из 74310) пластин с ауксетическим и
неауксетическим слоями при ϕ = 0. Качественно поведение эффективного коэффици-
ента Пуассона пластин с ауксетическим слоем не отличается от поведения для случая
двух неауксетиков. Для ряда пластин с ауксетическими слоями возможна ситуация,
когда пластина является ауксетической, с эффективным коэффициентом Пуассона
меньшей величины, чем даваемый правилом смесей, a ее эффективный модуль Юнга
превосходит значение модуля Юнга наиболее жесткого слоя (Рис.4).

У всех пластин величина продольного эффективного коэффициента Пуассона огра-
ничена величинами коэффициентов Пуассона слоев. Существенное влияние на вели-
чину эффективных коэффициентов Пуассона оказывает отношение модулей Юнга
E2/E1. Это видно на примере пластин с гексагональным кристаллом C7H12. Его мо-
дуль Юнга имеет низкую величину(E1 = 0.74 ГПа), а коэффициент Пуассона выходит
за ограничения для изотропных материалов (ν1

xy = 0.76). На Рис.5(а) и Рис.5(б) пред-
ставлены зависимости эффективных модуля Юнга и коэффициентов Пуассона пла-
стины C7H12-С(алмаз) (E2 = 1051 ГПа, ν2

xy = 0.10). Значения эффективного модуля
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Рис. 5. Эффективный модуль Юнга (а) и коэффициенты Пуассона (б) двухслойной пластины
из кристаллов C7H12 и C при ϕ = 0

Юнга данной пластины неотличимы от значений, даваемых правилом смесей, а эф-
фективный коэффициент Пуассона νeffxy практически не отличается от коэффициента
Пуассона алмаза, но демонстрирует существенное отклонение от < ν >. Аналогичное
поведение наблюдается, если более жестким является слой 1: эффективный модуль
Юнга практически не отличается от < E >, а эффективный коэффициент Пуассо-
на почти неотличим от νxy более жесткого слоя. В случае, когда пластины имеют
близкие значения модуля Юнга, эффективный коэффициент Пуассона практически
не отличается от значений, предсказанных по правилу смесей.
4. Эффективные характеристики двухслойных пластин при различной

ориентации кристаллофизических систем координат
При учете ненулевого угла ϕ количество пластин, для которых эффективные зна-

чения модуля Юнга существенно отклоняются от значений, предсказанных правилом
смесей, увеличивается. При одинаковой ориентации кристаллофизических систем ко-
ординат таких пластин около 400. Если двухслойная пластина составлена из неауксе-
тических кристаллов различной ориентации, то этот эффект проявляется более чем у
3000 пластин (из 113568), а в случаях когда один из слоев является ауксетиком коли-
чество таких пластин составляет 11 425 (из 74310). Это в несколько раз превосходит
количество пластин с таким поведением при ϕ = 0. Отметим, что при нулевом угле
ориентации ауксетиками являются кубические кристаллы только с s12 > 0. У куби-
ческих кристаллов с s12 < 0 ауксетические свойства могут проявляться при углах
ориентации близких к π/4. Наибольшее различие между величиной эффективного
модуля Юнга и модулей Юнга слоев в относительных и абсолютных величинах име-
ет место у пластин CuCl–NiCr2O4 (Рис.6(а)) и Ag2Al – Cu-14.5 wt% Al-3.15 wt% Ni
(Рис.6(б)), соответственно. Первая пластина составлена из кристаллов с близкими
величинами модуля Юнга (E1 = 18.9 ГПа, E2 = 26.0 ГПа) и большим различием меж-
ду коэффициентами Пуассона (ν1

xy = 0.68, ν2
xy = −0.77). Эффективный модуль Юнга

этой пластины достигает своей максимальной величины Eeff = 46.7 ГПа при λ = 0.85,
что почти на 80% превосходит модуль Юнга наиболее жесткого слоя. В случае пла-
стины Ag2Al – Cu-14.5 wt% Al-3.15 wt% Ni модули Юнга слоев равны E1 = 84.0 ГПа,
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Рис. 6. Эффективный модуль Юнга пластин CuCl–NiCr2O4(а) и
Ag2Al – Cu-14.5 wt% Al-3.15 wt% Ni(б) при ϕ = π/4

E2 = 75.6 ГПа, а эффективный модуль Юнга равен Eeff = 116 ГПа, который достига-
ется при λ = 0.85, что почти на 38% превосходит модуль Юнга наиболее жесткого
слоя. Экстремальные значения эффективного модуля Юнга почти всех пластин до-
стигаются при ϕ = 0 или ϕ = π/4. Исключением являются двухслойные пластины,
составленные из гексагональных кристаллов (Bе, MoS2, Zn) с близкими к нулю ко-
эффициентами Пуассона νxy и кубических кристаллов W, Ti-71 at% V, Mo-26.9 at %
Re, {Gd0.67Er0.33}3(Sc,Ga)2Ga3O12 с близким к нулю параметром анизотропии ∆, чьи
эффективные характеристики практически не изменяются с ϕ.

Эффективный продольный коэффициент Пуассона при изменении отношения тол-
щин от 0.1 до 10 принимает отрицательные значения только для пластин, у которых
один из слоев является ауксeтиком. Не обнаружено пластин, для которых эффектив-
ный продольный коэффициент Пуассона имел бы отрицательные значения большей
величины, чем у составляющих кристаллов. C изменением угла ϕ поведение пласти-
ны может значительно изменяться за счет того, что коэффициент Пуассона одного
из слоев становится отрицательным. Такое поведение имеет место у пластины из кри-
сталлов C7H12 и TmSe. При ϕ = 0 кристалл TmSe является ауксетиком и эффек-
тивный продольный коэффициент Пуассона пластины отрицателен (Рис.7(a)), а при
ϕ = π/4 νeffxy > 0 (Рис.7(б)) для всех отношений толщин. Некоторые пластины могут
иметь отрицательный эффективный продольный коэффициент Пуассона значитель-
ной величины и эффективный модуль Юнга, превышающий значение модуля Юнга
наиболее жесткого слоя. Примерами таких пластин являются C7H12 − In-25 at% Tl и
Cd-Mg 14.01 at% Mg − {Y0.74Er0.26}Al5O12.

Важным частным случаем является случай двухслойной пластины из различным
образом ориентированных гексагонального и кубического кристаллов одинаковой тол-
щины. Эффективный модуль Юнга пластин, составленных из двух неауксетических
слоев, при λ = 1 может превосходить модуль Юнга наиболее жесткого слоя. Таких
пластин насчитывается более 2500 и во всех случаях наибольшее различие между
эффективным модулем Юнга и наибольшим модулем Юнга составляющего слоя до-
стигается при ϕ = 0 или ϕ = π/4. Более чем у 7600 пластин (из 113000) коэффициент
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Рис. 7. Эффективный продольный коэффициент Пуассона νeffxy двухслойной пластины C7H12
– TmSe при ϕ = 0 (a) и ϕ = π/4(б)

Рис. 8. Эффективный модуль Юнга Eeff и средний модуль Юнга по Фойгту < E > двухслой-
ных пластин С7H12 – In-25 at% Tl (a) и CuCl – {Y0.74Er0.26}Al5O12 (б) при λ = 1

α > 1.01. Более чем на 5% значения эффективного модуля Юнга превосходят значе-
ния модуля Юнга, предсказанного по правилу смесей, у 2300 пластин. Если один из
слоев содержит ауксетик, то эффективный модуль Юнга превосходит значения моду-
ля Юнга наиболее жесткого слоя у 9257 пластин из 74310. Количество пластин, для
которых α > 1.05, возрастает по сравнению с предыдущим случаем и составляет бо-
лее 4700 пластин. В обоих случаях коэффициент α меняется в широком диапазоне: от
0.9 до 1.26 в случае двух неауксетиков, и от 0.93 до 2.16 при наличии ауксетического
слоя. Так, эффективный модуль Юнга более чем в 2 раза превосходит предсказание
по правилу смесей у пластины C7H12 − In-25 at% Tl (Рис.8(а)) и более чем на 75% у
пластины CuCl− {Y0.74Er0.26}Al5O12 (Рис.8(б)).

Эффективный продольный коэффициент Пуассона всех пластин из неауксетиче-
ских кристаллов при переменном ϕ и λ = 1 остается положительным. Минимальные
значения этого эффективного коэффициента Пуассона практически у всех пластин
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Рис. 9. Поперечные эффективные коэффициенты Пуассона пластины Be–TmSe при λ = 1

достигаются при ϕ равном 0 или π/4, исключение составляют 400 пластин, содержа-
щих кубические кристаллы с ∆ = 0. То же справедливо для пластинок, содержащих
ауксетический слой. Среди таких пластин находятся те, для которых νeffxy отрица-
телен, однако не выявлено ни одной пластины для которой данный коэффициент
Пуассона принимал бы отрицательные значения большей величины чeм у исходных
кристаллов.

Эффективные поперечные коэффициенты Пуассона большинства пластин положи-
тельны. Это связано с тем, что отношение, входящее в (7) и (8), всегда положительно.
Данное отношение входит в оба эффективных поперечных коэффициента Пуассона
и, поэтому, качественно поведение этих коэффициентов Пуассона для каждого слоя
одинаковы. Эффективные поперечные коэффициенты Пуассона могут принимать от-
рицательные значения только для пластин с s1

13 > 0 или s2
12 > 0. Пластина из кри-

сталлов Be-TmSe (Рис.9) является примером пластины с таким поведением. В случае
слоев одинаковой толщины (λ = 1) эффективные поперечные коэффициенты Пуассо-
на слоев значительно различаются. Такая пластина будет расширяться в поперечном
направлении при растяжении.
Заключение
Рассмотрена задача продольного растяжения двухслойных пластин из гексагональ-

ных и кубических кристаллов. Проведен анализ изменчивости эффективных характе-
ристик пластин для всех возможных комбинаций из двух типов кристаллов перечис-
ленных в справочнике [13]. Установлено, что значения эффективных характеристик
пластин могут существенно отклоняться от значений, полученных по правилу сме-
сей. Показано, что если модули Юнга исходных кристаллов имеют близкие значения,
то эффективный модуль Юнга пластины может превосходить модуль Юнга наиболее
жесткого слоя. Показано, что эффективный модуль Юнга может значительно превос-
ходить модульЮнга наиболее жесткого слоя как в абсолютных, так и в относительных
величинах. Установлено, что на данный эффект оказывает существенное влияние раз-
ница между величинами коэффициента Пуассона кристаллов. Так, в случае если один
из кристаллов является ауксетиком, при различии между модулямиЮнга в несколько
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десятков ГПа эффективный модуль Юнга превосходит модуль Юнга наиболее жест-
кого слоя при |ν1

xy − ν2
xy| > 0.7. Не обнаружено пластин, для которых бы продольный

коэффициент Пуассона νeffxy превосходил величины коэффициентов Пуассона, как по-
ложительные, так и отрицательные, исходных кристаллов. Значения νeffxy некоторых
пластин значительно отличаются от значений даваемых правилом смесей по Фойгту.
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TWO-LAYERED PLATES OF HEXAGONAL AND CUBIC CRYSTALS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS

Abstract. The problem of longitudinal tesnsion of two-layered plate of hexagonal and cubic
crystals with different orientations of crystallophysic coordinate systems is discussed. Analytical
dependences of effective Young’s modulus and Poisson’s ratios on layer thickness ratio are obtained.
Numerical analysis of plates from all possible combinations of hexagonal and cubic crystals is
performed. It is established that significant deviation of effective Young’s modulus values from
predictions by mixture rule takes place in the case when one of the layers is auxetic. Effective
Young’s modulus can have greater value than values of Young’s modulus of crystals at both layers.
The ratio of Young’s modulus of crystals has great influence on the value of effective Poisson’s
ratio.

Keywords: two-layered plates, effective properties, cubic crystals, hexagonal crystals
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Аннотация. В статье приведены результаты исследования по обработке образцов из цин-
ка короткими импульсами высокоэнергетического электромагнитного поля. Целью работы
являлась исследование возможности залечивания микропор и микротрещин внутри материа-
ла. Приводится описание используемого оборудования и методики экспериментов. Проведен
анализ полученных экспериментальных данных. На основе исследования микроструктуры
металла до и после воздействия полем подтверждается предположение о том, что в процессе
воздействия высокоэнергетическим полем в металле может происходить уменьшение его по-
ристости и как следствие значительное увеличение предельной пластической деформации до
разрушения. Показано, что уменьшение пористости не является результатом рекристаллиза-
ции, которая при исследуемом воздействии практически не происходит.

Ключевые слова: импульсное электромагнитное воздействие, залечивание микродефектов,
высокоэнергетическое поле.
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1. Введение
Цинк и его сплавы является биосовместимыми и биоразлагаемыми материалами,

имеющими большие перспективы для использования в медицине. Возможность улуч-
шения механических свойств цинка с использованием высокотехнологичных методов
его обработки позволило бы существенно расширить эти перспективы.

О влиянии электрического тока в металлах на их на механические свойства из-
вестно достаточно давно. Так, авторами работы [1] было показано, что усталостную
долговечность стали можно увеличить, если приложить электрический ток во время
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нагружения. Исследования влияния импульсного тока высокой плотности на монокри-
сталлические металлы показали, что подвижность дислокаций может увеличиваться
за счет их взаимодействия со свободными электронами, движимыми электромагнит-
ным полем [2,3]. Что, по мнению авторов, приводило к скачкообразному уменьшению
предела текучести металлов при одновременном нагружении и воздействии полем.

Гипотеза о том, что в металлах под действием кратковременных импульсов высо-
коэнергетического электромагнитного поля (ВЭМП) может происходить залечивание
объемных несплошностей типа микопор и микротрещин высказывалась рядом иссле-
дователей [4–7]. Авторы исходили из того что в окрестности таких дефектов в част-
ности в их острых кончиках происходит концентрация напряженности электромаг-
нитного поля и, как следствие, интенсивное тепловыделение. Из решения модельных
задач получалось, что при этом в вершинах макротрещин могут возникать сжимаю-
щие напряжения, а их берега могут сближаться [6, 7].

Интересные результаты были получены в работе [8], в которой исходя из термоди-
намических соображений, было показано, что в проводящем материале может про-
исходить уменьшение большой оси эллиптической трещины, если приложенный ток
превышает некоторую пороговую величину.

На основе связанной модели воздействия импульсным ВЭМП на материал с микро-
дефектами в работах [9–11] было показано, что в металле может происходить умень-
шение объема микродефектов и, как следствие, пористости материала, вплоть до пол-
ного залечивания некоторых микропор и микротрещин посредством сварки их берегов
расплавленным металлом.

Имеющиеся эксперименты [2, 3, 12–16] подтверждали предположение, что внутри
материала происходит восстановление сплошности структуры, сопровождаемое изме-
нением объемного содержания микродефектов, в частности увеличением плотности
материала до и после воздействия полем. Кроме того это выражалось для иссле-
дуемых материалов в улучшении их макроскопических механических характеристик:
увеличении предельной пластической деформации до разрушения или увеличении ко-
личества циклов до разрушения при циклическом нагружении. Необходимо отметить
интересные результаты, полученные в работе [16], в которой были залечены поверх-
ностные микротрещины, образовавшиеся при прокатке в листе из титанового сплава.

Однако гипотеза о залечивании микропор и микротрещин внутри материала полу-
чила в вышеперечисленных работах лишь косвенное экспериментальное подтвержде-
ние. Между тем представляется, что данную гипотезу следует подтвердить непосред-
ственным исследованием микроструктуры металла до и после воздействия ВЭМП.

Целью настоящей работы является экспериментальное подтверждение возможно-
сти залечивания микропор и микротрещин размерами до 1,0 мкм, образовавшихся в
поликристаллическом цинке в результате интенсивного пластического деформирова-
ния, при воздействии на него ВЭМП c заданными параметрами. При этом объектом
исследования является непосредственно изменения микроструктуры внутри метал-
ла, а не изменения его макроскопических характеристик, произошедшие в результате
рассматриваемого воздействия.
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2. Эксперименты
Объектом исследования был цинк марки Ц0 (Zn 99,975%), химический состав кото-

рого приведен в таблице 1. Материал имел поликристаллическую структуру. Образцы
вырезались механическим способом из листа металла вдоль направления прокатки,
после чего им придавалась соответствующая форма путем холодного фрезерования
(рис. 1). Сам цинковый лист имел размеры 500х1000х10 мм и был изготовлен путем
горячей прокатки.

Таблица 1. Химический состав Ц0 (Zn 99,975% масс.)

Zn, Массовая доля примесей, не более %

не менее % Fe Al Cu As Pb Sn Cd Всего
примесей

99.975 0.005 0.005 0.001 0.0005 0.013 0.001 0.004 0.025

Размеры образца указаны на рис. 1. На рис. 2 показан образец, установленный в
зажимы машины MTS Synergy 400, на котором также виден внешний экстензометр,
закрепленный на образце. Начальная базовая длина (расстояние между контактами
экстензометра в момент времени t = 0) принималась равной l0 = 40 мм.

Рис. 1. Форма и размеры образцов

Собирательная рекристаллизация в чистом цинке начинается уже при комнатной
температуре. Однако температура рекристаллизации цинка увеличивается с увеличе-
нием содержания примесей. Сильное влияние на нее оказывает их химический состав.
Температура рекристаллизации может достигать нескольких сотен градусов Цельсия
в разбавленных сплавах цинка с магнием или алюминием, когда содержание этих
металлов в цинке составляет всего лишь 0,1%). Систематические данные об измене-
нии температуры собирательной рекристаллизации от химического состава примесей
цинка в литературе отсутствуют.

Цинк марки Ц0 начинает изменять поликристаллическую структуру при темпера-
туре 50◦С.
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Однако проводимая в настоящей работе температурная обработка не имела цель
провести собирательную рекристаллизацию в цинке и получить однородную и равно-
осную поликристаллическую структуру металла. Как будет показано ниже, исследуе-
мый горячекатаный цинк марки Ц0 имеет сравнительно однородную поликристалли-
ческую структуру со средним размером зерна порядка нескольких 100 мкм правиль-
ной формы. Ее целью было произвести в цинке релаксацию внутренних остаточных
напряжений, возникших в результате прокатки и последующей холодной механиче-
ской обработки.

Поэтому до испытаний образцы подвергались температурной обработке по следу-
ющей программе: образцы в течение 15 мин нагревались в печи от комнатной темпе-
ратуры до температуры 50◦С и выдерживались при ней еще в течение 3,5 мин. После
этого вынимались из печи и помещались в достаточный объем воды с температурой
3◦С на 10 мин.

При проведении экспериментов применялось следующее основное оборудование: -
универсальная разрывная машина «MTS Synergy 400»; - оптческий микроскоп «Zeiss
Axio Imager.D1m»; - генератор импульсного ВЭМП «ГОРН»; - сканирующий элек-
тронный микроскоп «Quanta 650».

Рис. 2. Растягиваемый образец в захватах разрывной машины

Исследуемые образцы подвергались одноосному растяжению за пределом текучести
вплоть до полного разрушения. При этом в цинке имело место развитое пластическое
течение. Скорость движения верхнего зажима разрывной машины ( нижний зажим
был неподвижным) во всех экспериментах задавалась равной 1,0 мм/мин.

В экспериментах сравнивались микроструктуры образцов нижеприведенных серий.
Серия состояла из 5 образцов каждого из номеров:

1) нерастянутых;
2) растянутых до разрыва;
3) растянутых до предразрушения;
4) растянутых до предразрушения, а затем подвергнутых воздействию импульсного

ВЭМП.
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Образцы №2 растягивались до разрыва (макроразрушения) образца. Эксперименты
показывали, что разрыву образца предшествовало интенсивное пластическое течение
материала с образованием шейки в месте разрыва.

Образцы №3 растягивались до состояния, предшествующего разрыву образца (рис.
3, кривая 1), после чего разгружались.

На рис. 3 по оси абцисс отложено относительное удлинение базовой длины (инже-
нерная деформация) ε = l/l0 − 1, где l0 – начальная базовая длина в момент времени
t0, l – текущая базовая длина в момент времени t. По оси ординат на рис. 3 отложено
инженерное напряжение σ = F/S0, где F - приложенная нагрузка (Н), S0 – начальная
площадь поперечного сечения образца.

Данное близкое к макроразрушению состояние определялось как такое НДС, при
котором напряжение достигало величины σ∗ = 0, 97σmax , где σmax – предел прочно-
сти при растяжении (определяемый как максимальное напряжение в экспериментах с
образцами серии №2, доведенных до макроразрушения). После чего образец №3 раз-
гружался.

Эксперименты показали, что при этом значении напряжения в образцах отчетли-
во просматривалось образование шейки. При дальнейшем нагружении происходил
разрыв образца. А именно, если образцы №3 повторно растягивались, вплоть до раз-
рушения, то величина деформации до макроразрушения не превышала 2% (рис. 3.,
кривая 2). При этом достигаемые напряжения не превышали 90% σmax. Поэтому для
удобства принималось, что вышеуказанное НДС, до которого растягивались образцы
№3, непосредственно предшествует разрыву образца.

Данное напряженно-деформированное состояние образца будем далее называть
предразрушенным состоянием.
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Рис. 3. Диаграммы растяжения образцов серии №3
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Образцы №4 растягивались до напряжения σ∗ = 0, 97σmax, разгружались, а затем
подвергались воздействию исследуемого ВЭМП. Как будет показано ниже, цинк мар-
ки Ц0 при разрушении в тестах на растяжение ведет себя квази-вязко, в нем при
развитой пластичности происходил рост существующих микропор и микротрещин,
а также зарождение новых подобных дефектов и их последующий рост. Это сопро-
вождается образованием шейки в месте последующего разрыва (макроразрушения)
образца (рис. 2).

Залечивание поврежденности именно в области шейки (области с максимальной
поврежденностью, в которой идет формирование поверхности последующего макро-
разрушения) после обработки образца ВЭМП позволяет увеличить предельную пла-
стическую деформацию до разрушения. Поэтому основной интерес для исследования
представляли микродефекты и поврежденность(пористость) внутри материала, кото-
рые наблюдались вблизи шейки в образцах №3 и №4 и вблизи поверхности разрушения
в образцах №2.

Шлифы изготавливались в плоскости, показанной на рис. 4 образца вдоль про-
дольной оси симметрии образца в области шейки). По этим шлифам исследовалась
микроструктура металла.

Рис. 4. Образец и плоскость шлифов (серым цветом показаны место и плоскость, в которой
изготавливались шлифы)

Изготовленные шлифы изучались с помощью сканирующего электронного и оп-
тического микроскопов в области шейки при различных увеличениях. Исследование
шлифов с помощью двух разных микроскопов (рис. 5) показало, что для исследования
микродефектов размерами до 0,2 мкм в цинке достаточно использовать оптический
микроскопом с увеличением х2000. Дефекты на соответствующих микрофотографи-
ях отображаются черным цветом. Линейные размеры микропор и микротрещин, на-
блюдаемых на этих фотографиях, находятся в диапазоне 0,2-2 мкм (за исключением
макродефекта с размером несколько 100 мкм слева на рис. 5).

В работе изучалось влияние ВЭМП на изменение микроструктуры материала об-
разцов.

Исследуемое ВЭМП представляло собой серию периодически приложенных к
образцу близких к прямоугольным импульсов электрического тока. Генератор
импульсного ВЭМП «ГОРН» позволял генерировать поле следующего вида: напря-
женность исследуемого ВЭМП подбиралась такой, чтобы оно индуцировало в металле
ток с максимальной плотностью j ≈ 4, 0 · 108 А/м2 с формой единичного импульса,
приведенной на рис. 6, и продолжительностью единичного импульса примерно 20 мкс.
Период составлял 1000 мкс. Продолжительность приложенной серии импульсов - 3,0 с.

3. Результаты экспериментов
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а) б)

Рис. 5. Микропоры и микротрещины в области образования шейки, наблюдаемые в образце
С, (а) в оптический микроскоп, (б) в сканирующий электронный микроскоп

Рис. 6. Форма, величина и продолжительность единичного импульса ВЭМП

В результате исследования шлифов установлено, что в нерастянутом образце №1
наблюдается небольшое количество микропор и микротрещин с размерами в преде-
лах от 0,2 мкм до 100 мкм. Типичная микроструктура недеформированного образца
№1 приведена на рис. 7. Фотография выполнена с помощью оптического микроскопа
при увеличении х400. Микродефекты отображаются темным цветом (наблюдаются на
рис. 7 в виде темных областей или пятнышек на светлом фоне).

Исследование поверхностей разрушения образцов №2 показало, что цинк данной
марки при растяжении разрушается по смешанному или квазивязкому типу разруше-
ния. Поверхность разрушения металла показывает черты, характерные для вязкого
разрушения, включая в себя чешуйчатые поверхности раздела с множественными
кавернами (ямками) размерами от 0,2 до 1,0 мкм (рис. 8). В тоже время на поверх-
ности разрушения наблюдается некоторое количество гладких поверхностей раздела
расщепленных зерен, что характерно для хрупко-разрушающихся материалов. Дан-
ный механизм соответствует достаточно большой наблюдаемой величине суммарной
предельной пластической деформации до разрушения равной 19,56% (рис. 3).
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Рис. 7. Микроструктура образца №1. По горизонтали толщина образца составляет 2.4 мм,
справа и слева видны вертикальные поверхности образца

Рис. 8. Микроструктура поверхности разрыва (макроразрушения) образца №2. При
увеличении х2000

Помимо поверхности разрыва (рис. 7) микродефекты наблюдаются также и на шли-
фах. Например, в состоянии предшествующем разрыву в области шейки образца №3
наблюдались дефекты различных размеров от 0,2 мкм до нескольких 100 мкм (рис. 5).

Пористость цинка рассчитывалась по суммарной площади микродефектов с опре-
деленными размерами, видимой на шлифах.

Фотография микроструктуры образца №2 в области образования шейки, аналогич-
ная фотографии на рис. 7, представлена на рис. 9. На ней хорошо просматривается
сечение поверхности макроразрушения плоскостью шлифа, имеющее сильно изломан-
ный характер.

Вязкое макроразрушение происходит при достижении пористостью в точках образ-
ца определенного критического значения (ориентировочно для цинка, как показывают
проведенные эксперименты, это значение пористости не превышает 20%).

На рис. 10 представлены диаграммы растяжения образца №4 до и после воздействия
исследуемым ВЭМП. Обозначения те же, что и на рис. 3. Образцы №4 сначала растя-
гивались до предразрушенного состояния, когда напряжения σ∗ = 0, 97σmax. При этом
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Рис. 9. Микроструктура образца №2 в области поверхности макроразрушения и
образования шейки. По горизонтали толщина образца составляет 2.4мм, справа и слева

видны вертикальные поверхности образца

средняя деформация достигала значения 17,1% (рис. 10, кривая 1). Затем подверга-
лись воздействию исследуемого ВЭМП. После обработки полем образцы приобретали
способность дополнительно деформироваться еще на 11,6% (рис. 10, кривая 2). В ре-
зультате величина суммарной предельной пластической деформации до разрушения
увеличивалась до 27,7%.
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Рис. 10. Диаграммы растяжения образцов серии №4 (кривая 1 - до воздействия ВЭМП,
кривая 2 - после воздействия ВЭМП)

Таким образом, в результате воздействия исследуемым ВЭМП суммарная предель-
ная пластическая деформация до разрушения цинка марки Ц0 увеличивалась на
41,62% (по сравнению с образцами №2). Это свидетельствует о том, что количество
микропор и микротрещин в образцах №4 значительно уменьшается после воздействия
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импульсным ВЭМП вследствие чего материал может дальше растягиваться не раз-
рушаясь. Такого увеличения суммарной предельной пластической деформации невоз-
можно достичь при отжиге.

Фотография микроструктуры образца №4 в области образования шейки после воз-
действия исследуемым ВЭМП, аналогичная фотографиям на рис. 7 и рис. 9, пред-
ставлена на рис. 11.

Рис. 11. Микроструктура образца №4 в области образования шейки. По горизонтали
толщина образца составляет 2.4мм, справа и слева видны вертикальные поверхности

образца

Сопоставление рис. 7, рис. 9 и рис. 11 показывает, что количества микродефек-
тов в образцах №1, №2 и №4 существенно отличаются друг от друга. Максимальное
количество микродефектов и соответственно пористость (количество темного цвета)
наблюдается в образце №2 (рис. 9). Напротив, в недеформированном образце №1 мик-
родефектов очень мало (рис. 7). После воздействия импульсным ВЭМП пористость
в значительной степени залечивается. А именно, количество и суммарная площадь
микродефектов на шлифах в образце №4 (рис. 11) сильно уменьшается по сравнению
с их количеством и площадью на шлифах в образце №2 на рис. 9.

На рис. 12,а представлена микрофотография области в образце №2, указанной
стрелкой на рис. 9 при увеличении х2000. А на рис. 12,б представлена микрофото-
графия области в образца №4, указанной стрелкой на рис. 11. Количество дефектов
и соответственно локальная пористость в образце на рис. 12,а более чем на порядок
превосходит их количество и локальную пористость на рис. 12,б. Пористость рассчи-
тывалась для микродефектов размерами 0,2-1,0 мкм. Пористость в области форми-
рующейся поверхности разрушения локально достигает значений 0,20 (рис. 12,а).

Сопоставление микроструктуры шлифов исследуемых образцов при различных уве-
личениях (рис. 7-12) доказывает, что при приложении исследуемого ВЭМП к пласти-
чески деформированным образцам №4 в области образования в них шейки наблюда-
ется значительное уменьшения пористости.

Во введении были упомянуты результаты проведенного численного моделирова-
ния [9–11], в соответствии с которыми в цинке при воздействии исследуемым импульс-
ным ВЭМП может иметь место уменьшение пористости материала. Это уменьшение
пористости обусловлено изменением формы и объема микропор и микротрещин в ма-
териале вплоть до полного исчезновения некоторых дефектов. Процесс уменьшения
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а) б)

Рис. 12. Поры в шейке: (а) без ВЭМП в образце №2; (б) после воздействия ВЭМП в образце
№4

пористости цинка происходит за счет концентрации ВЭМП на дефектах, интенсивно-
го выделения джоулева тепла, сопровождаемых фазовыми превращениями (плавле-
нием, испарением) и возникновением высоких сжимающих напряжений в окрестности
микродефектов. Полное исчезновение может протекать путем сварки берегов микро-
трещин расплавленным металлом. Полученные экспериментальные данные подтвер-
ждают реальность такого механизма.

Отметим также некоторые важные в контексте настоящего исследования аспекты
изменения поликристаллической структуры цинка марки Ц0 в процессе пластического
деформирования и воздействия исследуемым ВЭМП.

Типичная поликристаллическая структура недеформированного образца №1 при-
ведена на рис. 13. В образцах №1 зерна имеют размеры от 50-500 мкм. Внутри зерен
хорошо просматриваются двойники.

Типичная поликристаллическая структура сильно деформированного образца №2
в области шейки приведена на рис. 14. В образцах №2 количество двойников в зернах
значительно увеличивается, при этом размер зерен незначительно уменьшается.

Поликристаллическая структура образца №4 в области шейки после воздействия
исследуемым ВЭМП приведена на рис. 15. После приложения ВЭМП размер зерен
практически в металле практически не изменяется по сравнению с образцами №2, од-
нако наблюдается незначительное изменение количества двойников в зернах по срав-
нению с образцами №2.

Аналогичные изменения поликристаллической структуры наблюдаются также на
рис. 7, рис. 9 и рис. 11.

Исследования изменений поликристаллических структур образцов позволяет за-
ключить, что при пластическом деформировании цинка этой марки вплоть до разры-
ва динамическая рекристаллизация проходит медленно. Однако при этом значитель-
но увеличивается количество двойников в зернах. После воздействия ВЭМП в цинке
происходит незначительное изменение количества двойников в зернах, в то время как
размер зерен практически не изменяется.
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Рис. 13. Зерна и двойники в образце №1

Рис. 14. Зерна и двойники в образце №1

Из сравнения рис. 7, рис. 9 и рис. 11 также видно, что исследуемое воздействие
ВЭМП практически не изменяет средний размер зерна в цинке, но несколько изменяет
количество двойников в зернах.
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Рис. 15. Зерна и двойники в образе №4 в области шейки после воздействия ВЭМП

Таким образом, наблюдаемое залечивание пористости в цинке при воздействии
ВЭМП происходит по механизму, описанному в работах [9–11], а не за счет рекри-
сталлизации при исследуемом воздействии.
4. Вывод
В результате приложения исследуемого короткоимпульсного ВЭМП к образцам из

поликристаллического цинка внутри них наблюдалось уменьшение пористости вслед-
ствие залечивания микропор и микротрещин размерами 0,2-1,0 мкм, которые воз-
никли в процессе пластической деформации при растяжении до предразрушенного
состояния.

В результате воздействия исследуемым ВЭМП суммарная предельная пластиче-
ская деформация до разрушения цинка марки Ц0 увеличивалась на 41,62%. Такого
увеличения предельной пластической деформации невозможно достичь при отжиге.

При пластическом деформировании цинка этой марки вплоть до разрыва дина-
мическая рекристаллизация проходит медленно. Однако значительно увеличивается
количество двойников в зернах.

В результате воздействия ВЭМП в цинке происходит незначительное уменьшение
количества двойников в зернах, в то время как размер зерен практически не изменя-
ется. Это исключает возможность залечивания микродефектов за счет рекристалли-
зации при исследуемом воздействии ВЭМП.

Полученные экспериментальные данные согласуются с результатами численного
моделирования, проведенного авторами.
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ABOUT HEALING OF POROSITY IN METAL UNDER HIGH ENERGY
ELECTROMAGNETIC FIELD
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Abstract. The article presents the results of a study of treatment short pulses of a high-energy
electromagnetic field on samples from zinc. The aim of the work was to study the possibility of
healing micropores and microcracks inside the material. The description of the used equipment and
experimental methods is given. The obtained experimental data are analyzed. Based on the study of
the microstructure of the metal before and after exposure to the field, The assumption is confirmed
that under the considered treatment in zinc, there may be a decrease in the damage(porosity) of
the material and, as a result, a significant increase in the limit plastic strain before fracture. It is
shown that the decrease in porosity is not the result of recrystallization, which practically does not
occur under the studied influence.
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Аннотация. В работе исследовано кручение стержней из анизотропно упрочняющегося
жесткопластического материала. Получены интегралы, определяющие напряженное и де-
формированное состояния стержня при линеаризованном условии пластичности. Построены
линии разрыва напряжений.
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Введение. Кручение представляет собой один из видов деформации тел, харак-
теризующийся взаимным поворотам его поперечных сечений под влиянием момен-
тов, действующих в этих сечениях. Кручение стержней довольно часто встречается
в инженерной практике, особенно в машиностроении. Теория кручения изотропных
и анизотропных стержней из идеального жесткопластического материала изложена
в работах [1–3]. В работах [4–6] исследовано кручение неоднородных и составных
стержней из идеального жесткопластического материала. Переход к случаю круче-
ния стержней из упрочняющегося материала приводит к определенным трудностям:
задача перестает быть статически определимой, необходимо совместное рассмотре-
ние полей напряжений и деформаций. Возникают трудности при точной постановке
задачи. Отдельные случаи в линеаризованной постановке рассмотрены в работе [7].
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Основные результаты. Соотношения теории кручения стержней из анизотропно
упрочняющегося жесткопластического материала могут быть записаны в виде

σx = σy = σz = 0,

τxy = 0, τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y);
(1)

уравнение равновесия —
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0; (2)

условие текучести —

(τxz − cexz)2 + (τyz − ceyz)2 = k, (k = const); (3)

соотношения ассоциированного закона течения —
dexz

τxz − cexz
=

deyz
τyz − ceyz

, ex = ey = ez = exy = 0, (4)

где σij — компоненты напряжения; eij — компоненты деформации; k — предел теку-
чести.

Будем предполагать, что упрочнение линейное (c = const).
Условие текучести (3) в плоскости τxz, τyz представляет окружность радиуса k

(рис. 1), центр которой находится в точке с координатами γ1 = cexz, γ2 = ceyz.

Рис. 1.

Предположим, что окружность условия текучести (3) заменена замкнутой ломан-
ной M1M2M3...MnM1 (рис. 1):

Ai(τxz − cexz) +Bi(τyz − ceyz) = k, (5)

где A2
i +B2

i = 1; Ai, Bi = const; i = 1, 2, ... , n. Условие (5) представляет на некотором
отрезке линеаризованное условие текучести (3). Рассматривая условие (5) в качестве
пластического потенциала, получим вместо (4) соотношение

dexz
Ai

=
deyz
Bi

. (6)
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Интегрируя соотношение (6) и часть соотношений (4) и учитывая, что в начальный
момент закручивания компоненты деформации eij равны 0, получим

exz
Ai

=
eyz
Bi
, ex = ey = ez = exy = 0. (7)

Из (7) следует
Biexz −Aieyz = 0. (8)

Предположим, что компоненты перемещения u, v, w имеют вид

u = θyz, v = −θxz, w = w(x, y), (9)

где θ — крутка, w — депланация.
Соотношения связи между компонентами деформации и компоненты перемещения

с учетом (8) имеют вид

exz =
1

2

(
∂w

∂x
+ θy

)
, eyz =

1

2

(
∂w

∂y
− θx

)
. (10)

Из (10) получим
∂exz
∂y
− ∂eyz

∂x
= θ. (11)

Согласно (8) из (5) получим

Ai

(
τxz −

Ai
Bi
ceyz

)
+Bi(τyz − ceyz) = k. (12)

Тогда из соотношений (12), (8) имеем

eyz =
Bi
c

(−k +Aiτxz +Biτyz), (13)

eyz =
Ai
c

(−k +Aiτxz +Biτyz). (14)

Подставив выражения (13), (14) для компонент деформаций в (11), получим

A2
i

∂τxz
∂y

+AiBi

(
∂τyz
∂y
− ∂τxz

∂x

)
−B2

i

∂τyz
∂x

= cθ. (15)

Уравнению равновесия (2) удовлетворим, полагая

τxz =
∂U

∂y
, τyz = −∂U

∂x
. (16)

Подставляя выражения (16) в соотношение (15), получим уравнение

A2
i

∂2U

∂y2
− 2AiBi

∂2U

∂x∂y
+B2

i

∂2U

∂x2
= cθ. (17)

Решение уравнения (17) будем искать в виде полинома

U = aix
2 + biy

2 + cixy + dix+ giy, (18)

где ai, bi, ci, di, gi = const. Согласно (18) из (17) следует

2biA
2
i + 2aiB

2
i − 2AiBici = cθ. (19)

Согласно (18) из (16) следует, что для компонент напряжения справедливы соот-
ношения

τxz = 2biy + cix+ gi, τyz = −2aix− ciy − di. (20)
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С учетом (20) из (13), (14) имеем

eyz =
Bi
c

(−k + (2biAi − ciBi)y + (ciAi − 2aiBi)x+ giAi − diBi) , (21)

exz =
Ai
c

(−k + (2biAi − ciBi)y + (ciAi − 2aiBi)x+ giAi − diBi) . (22)

Рассмотрим кручение стержня прямоугольного сеченияm1m2m3m4 со сторонами 2l
и 2n (рис. 2, слева). На контуре сечения вектор касательного напряжения ~τ = (τxz, τyz)
параллелен контуру.

Рис. 2.

В рассматриваемом случае линеаризованное условие пластичности (5) выберем та-
ким образом, чтобы вектор ~rl = (Ai, Bi) был параллелен отрезку mimi+1 контура
(рис. 2). Здесь мы имеем четыре линеаризованных условия текучести:

A1(τxz − cexz) +B1(τyz − ceyz) = k, (23)

A2(τxz − cexz) +B2(τyz − ceyz) = k, (24)

A3(τxz − cexz) +B3(τyz − ceyz) = k, (25)

A4(τxz − cexz) +B4(τyz − ceyz) = k. (26)

Вдоль отрезка m1m2 имеем

x = l, τxz = 0, A1 = 0, B1 = 1, b1 = 0, a1 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m1m2,

τxz = c1(x− l), τyz = −cθx− c1y − di, (27)

exz = 0, eyz =
1

c
(−k − c1y − cθx− di). (28)

Вдоль отрезка m2m3 имеем

y = −n, τyz = 0, A2 = 1, B2 = 0, a2 = 0, b2 =
1

2
cθ.
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В области, примыкающей к отрезку m2m3,

τyz = −c2(y + n), τxz = cθy + c2x+ g2, (29)

eyz = 0, exz =
1

c
(−k − cθy + c2x+ g2). (30)

Вдоль отрезка m3m4 имеем

x = l, τxz = 0, A3 = 0, B3 = −1, b3 = 0, a3 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m3m4,

τxz = c3(x+ l), τyz = −cθx− c3y − di, (31)

exz = 0, eyz =
1

c
(k − c3y − cθx− di). (32)

Вдоль отрезка m4m1 имеем

y = −n, τyz = 0, A4 = −1, B4 = 0, a4 = 0, b4 =
1

2
cθ.

В области, примыкающей к отрезку m4m1,

τyz = −c4(y − n), τxz = cθy + c4x+ g2, (33)

eyz = 0, exz =
1

c
(k + cθy + c4x+ g2). (34)

Особо следует остановиться на линиях разрыва напряжений (линии m1L1, m2L1,
m3L3,m4L3, L1L3 на рис. 2), которые являются следом исчезающих жестких областей.
На них всегда выполняются соотношения

exz = eyz = 0. (35)

Согласно (27)–(34) и (36) получим следующие уравнения линий разрыва напряжений:

m1L1 : y = n+ (x− l), (36)

m2L1 : y = −n− (x− l), (37)

m3L3 : y = −n+ (x+ l), (38)

m4L3 : y = n− (x− l), (39)

L1L3 : y = 0. (40)

На рис. 2 построены линии разрыва напряжений m1L1, m2L1, m3L3, m4L3, L1L3, ко-
торые пересекаются в точках L1, L3.

Согласно (36), (37), (38), (39), (40) из (27)–(34) имеем следующие соотношения для
компонент напряжений и деформаций:

в области m1L1L2:

τxz = −cθ(x− l), τyz = k − cθ(−y + n+ x− l), (41)

exz = 0, eyz = −θ(−y + n+ x− l); (42)

в области m2L1L2:

τxz = cθ(x− l), τyz = k − cθ(y + n+ x− l), (43)

exz = 0, eyz = −θ(y + n+ x− l); (44)

в области m2L1N2:

τxz = k + cθ(y + n+ x− l), τyz = −cθ(y + n), (45)
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exz = θ(y + n+ x− l), eyz = 0; (46)

в области L1N2N3L3:
τxz = k + cθy, τyz = 0, (47)

exz = θy, eyz = 0; (48)

в области m3L3N3:

τxz = k − cθ(−y − n+ x+ l), τyz = cθ(y + n), (49)

exz = −θ(−y − n+ x+ l), eyz = 0; (50)

в области m3L3L4:

τxz = −cθ(x+ l), τyz = −k + cθ(y + n− x− l), (51)

exz = 0, eyz = θ(y + n− x− l); (52)

в области m4L3L4:

τxz = cθ(x+ l), τyz = −k − cθ(y − n+ x+ l), (53)

exz = 0, eyz = −θ(y − n+ x+ l); (54)

в области m4L3N4:

τxz = −k + cθ(y − n+ x+ l), τyz = −cθ(y − n), (55)

exz = θ(y − n+ x+ l), eyz = 0; (56)

в области L1N1N4L3:
τxz = −k + cθy, τyz = 0, (57)

exz = θy, eyz = 0; (58)

в области m1L1N1:

τxz = −k + cθ(y − n− x+ l), τyz = cθ(y − n), (59)

exz = θ(y − n− x+ l), eyz = 0. (60)

На отрезках L1L2, L3L4 терпит разрыв компонента напряжения τxz. Разрыв компо-
ненты τxz в данном случае допустим, контактирующее напряжение τyz при переходе
через отрезки L1L2, L3L4 непрерывно. Аналогично, на отрезках N1N2, N3N4 терпит
разрыв компонента напряжения τyz, а контактирующее напряжение τxz непрерывно.
Следует отметить, что линии разрыва напряжений L1L2, L3L4, N1N2, N3N4 не явля-
ются следом жесткой области, а являются следствием исследуемой предельной схемы.
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1. Введение. Ниличие уникальных (экзотических) свойств 3D-материалов (ме-
таматериалов, тканых композитов, ауксетиков [1]) являются несомненным преиму-
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пригодными для использования в качестве легких компонент и конструкциях в раз-
личных отраслях современной промышленности [2]. В настоящее время около 50%
деталей самолетов изготавливается из композиционных материалов [3]. Кроме того,
композитные материалы все чаще используются в автомобильной промышленности.
Исследования показали, что с 2015 года ежегодный рост использования композитов в
автомобильной промышленности увеличился на 5%.

Мировой спрос на композиционные материалы растет с каждым днем [4].Титано-
вые композиты имеют более широкий спектр применения по сравнению с обычными
титановыми сплавами из-за их более высокой жесткости и прочности [3–9]. Еще од-
на особенность титановых композитов — высокая износостойкость и устойчивость к
коррозии [9], что также делает их пригодными для широкого спектра автопромыш-
ленных и аэрокосмических приложений. Эти свойства обеспечиваются добавлением
частиц TiC (карбид титана) или TiB (борид титана) [6]. Превосходная механическая
прочность, отличная биосовместимость, низкая плотность, устойчивость к коррозии
и высокие температурные характеристики делают титановые композиты применимы-
ми в большинстве отраслей, где требуется использование легких материалов, напри-
мер, в компонентах газотурбинных двигателей, предприятиях пищевой промышлен-
ности, высокопроизводительных автомобильных деталях, авиакосмической промыш-
ленность, атомных электростанция, химической промышленности, теплообменниках
нефтеперерабатывающих заводов, морском оборудовании, медицинских устройствах,
электронике, биомедицинских приложениях (имплантаты и протезы), энергетике и
оборонной промышленности.

Технологии аддитивного производства — наиболее экономически выгодная техно-
логия для производства и обработки титановых композитов, поскольку она решает
большинство проблем традиционного производства композитов [9]. Композиционные
материалы обычно состоят из определенной матрицы в виде однородной фазы, ар-
мирования в виде дисперсной фазы и границы раздела или связующего вещества,
которое соединяет материалы вместе [5,6]. Механические свойства и микроструктура
композитных материалов могут контролироваться путем правильного выбора состав-
ляющих материалов. Преимущества аддитивного производства композитов очевидны.
Прежде всего — это создание геометрически сложных деталей, которые невозможно
создать с помощью субтрактивных производственных процессов. Кроме того, были
проведены исследования по улучшению физико-механических свойств титана за счет
введения других материалов в композиты, которые являются подходящими материа-
лами для большинства современных промышленных применений.

Проблемы математического анализа процессов наращивания твердых тел в живой
[10–14] и не живой природе [15–29] неизменно привлекают внимание отечественных и
зарубежных исследователей. Далее в статье будем придерживаться терминологией и
аппаратом теории подробно изложенной в монографии [18].

2. Постановка задачи. Исследуем напряженно–деформируемое состояние на-
ращиваемого тела изготовленного из однородного вязкоупругого стареющего мате-
риала. Момент изготовления основного тела примем за начало отсчета внутреннего
времени задачи. Примем, что в начальный момент времени основное тело занимало
некоторую область Ω1 с треугольным поперечным сечением, имеющим границу L1
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Рис. 1. Поперечное сечение наращиваемого призматического стержня

(см. рис. 1). В момент в момент τ0 к торцам основного призматического тела прикла-
дываются нагружающие усилия, статически эквивалентные паре с моментом M(t).
Будем полагать, что боковая поверхность основного тела свободна от напряжений.

Далее, в некоторый момент времени, обозначим его через τ1 ≥ τ0, начинается непре-
рывное наращивание тела последовательным присоединением к внешней поверхности
основного тела новых элементов, изготовленных из материала произведенного од-
новременно с основным телом. Причем, будем полагать, что новые приращиваемые
элементы находятся в свободном состоянии. Обозначим через L(t) распространяющу-
юся границу поперечного сечения дополнительного тела Ω(t), которая изменяется с
течением времени. Кроме того, заметим, что L(τ1) = L1 и Ω(τ1) = Ω1. Граница L(t)

сечения Ω(t) состоит из двух участков L(t) =
∗
L(t)

⋃
Lσ(t), где

∗
L(t) — граница роста,

к которой в текущий момент времени осуществляется приток материала, при этом
∗
L(t) =

∗
L при τ ≤ τ1, Lσ(t) — граница, свободная от напряжений.

Будем считать, что момент приложения нагрузки к приращиваемым элементам
τ0 = τ0(x1, x2) совпадает с моментом их присоединения к наращиваемому основному
телу ∗τ =

∗
τ(x1, x2). Далее примем следующее сокращение

τ0(x1, x2) =

{
τ0, (x1, x2) ∈ Ω1;
∗
τ(x1, x2), (x1, x2) ∈

∗
Ω(t).

(1)

Момент времени τ2 ≥ τ1 свяжем с окончанием процесса наращивания. С этого
момента оно занимает область с поперечным сечением Ω2 = Ω(τ2) и границей L2 =
L(τ2). Заметим, что всюду далее рассматривается достаточно медленные процессы,
такие, что в уравнениях движения сплошной среды можно пренебречь инерционными
членами.



142 МИХИНМ. Н., МУРАШКИНЕ.В.

3. Методика решения краевой задачи. Краевая задача о деформировании
основного тела, изготовленного из вязкоупругого стареющего тела на интервале вре-
мени [τ0, τ1], предшествующем началу процесса наращивания, представляет собой тра-
диционную задачу кручения, аналогичную рассмотренной в [30–32]. Задачу, реше-
ние которой моделирует процесс непрерывного наращивания на интервале времени
t ∈ [τ1, τ2] назовем начально-краевой задачей для непрерывно наращиваемого тела.
Дальнейшие рассмотрения, для удобства, будем проводить в декартовой прямоуголь-
ной системе координат с осью Ox3 совпадающей с осью симметрии стержня.

Для рассматриваемого случая призматического стержня уравнения равновесия сле-
дует принять в виде

∂3σ13 = 0, ∂1σ23 = 0, ∂1σ13 + ∂2σ23 = 0, ∂k =
∂

∂k
. (2)

Соотношения Коши между скоростями деформации Dij и скоростями перемеще-
ний vi в декартовой прямоугольной системе координат, учитывая симметрию краевой
задачи, примут вид

D11 = ∂1v1 = 0, D22 = ∂2v2 = 0, D33 = ∂3v3 = 0,

2D12 = ∂1v2 + ∂2v1 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.
(3)

Определяющие уравнения однородного вязкоупругого стареющего континуума для
не нулевых компонент тензора напряжений σij и тензора малых деформаций εij мож-
но принять в форме

σ13 = 2G(I + Nτ0)ε13, σ23 = 2G(I + Nτ0)ε23, (4)

где G — модуль сдвига или второй параметр Ламе, I — тождественный интегральный
оператор, а для интегрального оператора N справедливы соотношения

(I + Nτ 0)−1 = I− Lτ0 , Lsf(t) =

t∫
s

f(τ)K1(t, τ)dτ, (5)

K1(t, τ) = G(τ)∂τ [G−1(τ) + ω(t, τ)]. (6)

Здесь K1(t, τ) — ядро ползучести, ω(t, τ) — мера ползучести при сдвиге.
Краевое условие на неподвижной части наращиваемой границы принимает вид

(x1, x2) ∈ Lσ(t) : n1σ13 + n2σ23 = 0. (7)

Краевое условие на распространяющейся поверхности наращивания
∗
L(t) запишем в

форме

(x1, x2) ∈
∗
L(t) : n1∂tσ13 + n2∂tσ23 = 0. (8)

При этом необходимо потребовать выполнения условия равновесия торцевых сече-
ний дополнительного тела Ω(t), т.е.

M(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2,

∫∫
Ω(t)

σ13dx1dx2 =

∫∫
Ω(t)

σ23dx1dx2 = 0. (9)

В соотношениях (7)–(9) n = {n1, n2}— единичный вектор внешней нормали боковой
поверхности тела. Значения всех физических полей в момент времени τ0 ≤ t ≤ τ1

известны из решения задачи для основного тела.
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Отличительными особенностями начально-краевой задачи для растущего тела (2)–
(9), выводящими ее за рамки классических задач механики деформируемого твердого
тела, являются:

(i) нарушение условия совместности деформаций в области, занимаемой дополни-
тельным телом, и выполнение лишь его аналога и аналога соотношений Коши
в скоростях соответствующих величин (это обстоятельство позволяет учиты-
вать этот факт, что приращиваемые элементы до момента присоединения к
основному телу могут подвергаться деформирующим воздействиям независи-
мо от процессов, протекающих в самом теле);

(ii) зависимость определяющих соотношений от функции τ0 = τ0(x1, x2), которая
может иметь разрывы первого рода.

Введем обозначение σ0
ij = (I − Lτ0)σijG

−1 и преобразуем задачу наращиваемого
вязкоупругого тела с определяющими соотношениями (2)–(9) к задаче наращивания
упругого тела, описываемого законом Гука. В результате не сложных преобразований
получим

∂1σ
0
13 + ∂2σ

0
23 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.,

σ0
13 = 2ε13, σ0

23 = 2ε23, M(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2,

(x1, x2) ∈ Lσ(t) : n1σ13 + n2σ23 = 0, (x1, x2) ∈
∗
L(t) : n1∂tσ13 + n2∂tσ23 = 0.

(10)

Преобразуем начально-краевую задачу (10) к краевой задаче относительно скоро-
стей деформации, скоростей перемещений и скоростей операторных напряжений. Для
этого продифференцируем по t уравнение равновесия и уравнения состояния. В итоге
получим следующую краевую задачу:
∂1S13 + ∂2S23 = 0, 2D13 = ∂1v3 + ∂3v1, 2D23 = ∂3v2 + ∂2v3.,

S0
13 = 2D13, S0

23 = 2D23, Sij = ∂tσ
0
ij , (x1, x2) ∈ L(t) : n1S13 + n2S23 = 0,

∂tM
0(t) =

∫∫
Ω(t)

(x1S23 − x2S13)dx1dx2 +

∮
∗
L(t)

(x1
∗
σ23 − x2

∗
σ13)sndl,

(11)

причем ∗
σ13(x1, x2) = σ13(x1, x2,

∗
τ(x1, x2)) и ∗

σ23(x1, x2) = σ23(x1, x2,
∗
τ(x1, x2)), sn —

скорость движения растущей границы вдоль нормали.
Дополненные начальными условиями для основного тела при t = τ1 соотноше-

ния (12), ставят начально-краевую задачу с внутренним параметром времени t.
Для величин Sij и vi справедливы формулы:

v1 = −∂tθ(t)x2x3, v2 = ∂tθ(t)x1x3, v3 = ∂tθ(t)ϕt,

S13 = ∂tθ(t)(∂1ϕt − x2), S23 = ∂tθ(t)(∂2ϕt + x1),
(12)

где ϕt = ϕ(x1, x2, t) — неизвестная функция кручения, θ(t) — угол закручивания
стержня. Функция кручения ϕt является гармонической в области Ω(t), а значит удо-
влетворяет краевому условию

(x1, x2) ∈ L(t) : ∂nϕt = x2n1 − x1n2.

Таким образом, решение задачи кручения с использованием функции кручения ϕt
сводится к определению в области поперечного сечения Ω(t) гармонической функции
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по заданному значению ее нормальной производной на контуре L(t), т.е. к решению
классической задачи Неймана.

Очевидно, что с учетом (12) можно получить

∂tM
0(t) = ∂tθ(t)D(t) +

∫
L∗(t)

(x1
∗
σ23 − x2

∗
σ13) dl,

D(t) =

∫∫
Ω(t)

(x2
1 + x2

2 + x1∂2ϕ− x2∂1ϕ) dx1dx2,

(13)

где D(t) — переменная жесткость растущего тела при кручении.
Рассмотрим два возможных варианта постановки задачи:

(i) задан момент M(t), а требуется определить напряжения σij , перемещения ui
и крутку θ(t);

(ii) задана крутка θ(t), а требуется определить σij , ui и момент M(t).

Решение первого варианта постановки (когда задан крутящий момент M(t)) мож-
но построить следующим образом: по краевому условию определим функцию ϕt, по
формулам (13) найдем θ(t), по формулам (12) найдем vi и Sij , наконец, истинные
напряжения σij восстановим по формуле (10).

Для второго варианта постановки определим функцию кручения ϕ(x1, x2, t), най-
дем vi и Sij по формулам (12), восстановим истинные напряжения σij при помощи
(10), определим крутящий момент M(t) на основании условия равновесия торцевых
сечений (9).

4. Кручение тела после прекращения процесса наращивания. Рассмот-
рим теперь этап кручения тела после прекращения роста. Пусть в момент времени τ2

наращивание тела прекращается. В этот момент оно занимает область с поперечным
сечением Ω2, ограниченную кривой L2. В этом случае получаем задачу, аналогичную
(10). Тогда для величин vi и Sij применимы формулы (12), в которых необходимо
положить t = τ2. Напряжения, перемещения и крутка в этом случае можно найти
согласно формулам (10).

В итоге неклассические краевые задачи, возникающие при исследовании кручения
наращиваемых тел сводятся к известным краевым задачам, содержащим некоторый
внутренний параметр. По найденным решениям последних полностью восстанавлива-
ется напряженно-деформированное состояние тела при помощи формул расшифров-
ки:

σij(x1, x2, t) = G(t){σij(x1, x2, τ0)G−1(τ0)[1 +

t∫
τ0

R(t, τ)dτ ]+

+

t∫
τ0

[Sij(x1, x2, τ) +

τ∫
τ0

Sij(x1, x2, ς)dςRij(t, τ)]dτ},

u(x1, x2, t) = u(x1, x2, τ0) +

t∫
τ0

v(x1, x2, τ)dτ, θ(t) = θ(τ0) +

t∫
τ0

∂tθ(τ) dτ.

(14)



КРУЧЕНИЯ ПРИЗМАТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ ... 145

Для решения классических краевых задач с параметром применим два метода тео-
рии функций комплексного переменного. Первый метод основан на применении кон-
формного отображения, а второй — на приведении уравнения границы растущего тела
к специальному виду (см. [31, 32]).

Рассмотрим метод конформного отображения. Введем сопряженную с ϕ(x1, x2, t)
гармоническую функцию ψ(x1, x2, t), связанную с ней условиями Коши–Римана [31]:

∂1ϕ = ∂2ψ, ∂2ϕ = −∂1ψ.

Граничное условие для функции ψ(x1, x2, t) примет вид

(x1, x2) ∈ L(t) : ψ =
x1

2 + x2
2

2
+ C(t),

где C(t) некоторая функция произвольная функция времени.
Таким образом, задачу кручения можно считать решенной, если мы сумеем отоб-

разить конформно область Ω(t) на круг [32]. В этом случае, естественно, область Ω(t)
должна быть односвязной.

Пусть z = x1 + ix2 = ω(ζ, t) конформное отображение области Ω на круг |ς| < 1,
окружность, которую обозначим γ.

Определим комплексную функцию кручения

F (z, t) = ϕ+ iψ,

где ϕ — функция кручения, а ψ сопряженная с ней функция. Если функция F (z, t)
будет выражена через ζ, т.е. F (z, t) = f(ζ, t), то f(ζ) будет функцией, голоморфной
внутри γ.

Действительная часть ψ функции

−if(ζ, t) = ψ − iϕ
будет удовлетворять на γ граничному условию ψ = (x2

1 + x2
2)/2. Обозначая через

σ = eiρ точки на контуре получим, что на γ имеем

ψ =
1

2
ω(σ, t)ω(σ, t).

Теперь найдем голоморфную внутри γ функцию по граничным значениям ее дей-
ствительной части [31,32]:

f(ζ, t) =
1

2π

∫
γ

ω(σ, t)ω(σ, t)

σ − ζ
dσ + С1(t), (15)

где C1(t) — произвольная функция.
Используя (15), мы можем определить как функцию ψ(x1, x2, t), которая является

действительной частью функции −if(ζ, t), так и функцию ϕ(x1, x2, t), которая явля-
ется мнимой частью функции−if(ζ, t).

Таким образом, по найденной гармонической функции, можно напряжения, пере-
мещения и крутку (или момент) растущего призматического тела в любой момент
времени.

Теперь рассмотрим метод основанный на приведении уравнения границы к специ-
альному виду.

Рассмотрим комплексную функцию кручения

F (z, t) = ϕ+ iψ,
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где ϕ — функция кручения, а ψ сопряженная с ней функция.
С учетом формул

F (z, t) + F (z, t) = 2ReF (z, t), F (z, t)− F (z, t) = 2ImF (z, t).

Граничное условие в комплексной форме запишется следующим образом:

z ∈ L(t) : F (z, t)− F (z, t) = zz.

Пусть соотношение между z и z для точек контура можно привести к виду

z ∈ L(t) : zz = h(z, t) + h(z, t) ,

причем h(z, t) — функция, аналитическая внутри контура поперечного сечения. Тогда
справедливо равенство

F (z, t) = ih(z, t) + C(t),

где C(t) — произвольная функция, которую можно принять равной нулю.
Определив комплексную функцию кручения F (z, t), получим функцию кручения

ϕ = Re{F (z, t)}. Данным методом решаются такие задачи, как кручение эллипса,
кручение равностороннего треугольника, кручение кругового вала с продольной вы-
точкой.

5. Решение задачи кручения растущего треугольного вязкоупругого
стержня. В качестве примера рассмотри задачу кручения растущего призматическо-
го стержня с поперечным сечением в форме правильного треугольника под действием
крутящего моментаM(t). Граница поперечного сечения L(t) является границей роста,

т.е. L(t) =
∗
L(t). Материал среды вязкоупругий и стареющий, т.е. его свойства зависят

от времени. Рассмотрим наращивание стержня по закону подобия, при котором за
время наращивания сторона равностороннего треугольника увеличится в два раза,
a2 = 2a1 (рис. 1).

Будем считать, что новые приращиваемые элементы не напряжены. Ввиду мате-
матической эквивалентности получаемых задач на каждом рассматриваемом этапе,
достаточно рассмотреть только этап наращивания.

Найдем функцию кручения ϕ(x1, x2, t). Для этого уравнение

(x1 − a(t))((x1 + 2a(t))2 − 3x2
2) = 0,

контура L(t) преобразуем в комплексную форму, сделав замену

x1 =
1

2
(z + z), x2 = − i

2
(z − z)

В комплексной форме уравнение равностороннего треугольника примет вид

F (z, t) = − i

6a(t)
z3.

Отделяя действительную часть, получим функцию кручения в виде

ϕ(x1, x2, t) = (3x2
1x2 − x3

2)/(6a(t)). (16)
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Если задана крутка θ(t), то вычислив производную ∂tθ(t), находим величины vi,
S13 и S23:

v1 = −∂tθ(t)x2x3 , v2 = ∂tθ(t)x1x3, v3 = ∂tθ(t)(3x
2
1x2 − x3

2)/(6a(t)),

S13 = ∂tθ(t)(∂1ϕt − x2) =
∂tθ(t)

a(t)
(x1 − a(t))x2,

S23 = ∂tθ(t)(∂2ϕt + x1) =
∂tθ(t)

2a(t)
(x2

1 + 2a(t)x1 − x2
2).

(17)

Истинные напряжения и перемещения восстанавливаются по формулам (14). И на-
конец, определим M(t) на основании первой формулы из (9).

При заданном моменте M(t) поступим следующим образом. Сначала находим про-
изводную ∂tM

0(t) по формуле

∂tM
0(t) = ∂tM(t)G−1(t) +

t∫
τ0(x1,x2)

∂τM(t)∂tω(t, τ)dτ +M(τ0(x1, x2))∂tω(t, τ0(x1, x2)).

Затем находим скорость крутки ∂tθ(t)

∂tθ(t) =
5

9
√

3a4(t)
∂tM

0(t).

Скорость перемещений vi находим по формулам (17), а величины S13 и S23 находим
по формулам

S13 =
5(x1 − a(t))x2

9
√

3a5(t)
∂tM

0(t),

S23 =
5(x2

1 + 2a(t)x1 − x2
2)

18
√

3a5(t)
∂tM

0(t).

Истинные напряжения, перемещения и крутка восстанавливаются по форму-
лам (14).

Для построения решений на этапах до и после наращивания достаточно в функции
кручения принять t = τ1 и t = τ2 соответственно.

6. Пример расчета задачи кручения растущего треугольного призма-
тического стержня. Решим краевую задачу описанную в предыдущих разделах
статьи для материала с модулем упруго–мгновенной деформации сдвига и мерой пол-
зучести при сдвиге в форме [18]

G(t) = G0(1− e−α0t), ω(t, τ) = (D0 + Fe−βτ )(1− e−γ(t−τ)).

Перейдем к безразмерным величинам, используя: предельный модуль сдвига G0,
коэффициент γ в аппроксимации меры ползучести и начальную длину a1 = a(τ1)
стороны равностороннего треугольника. Сделаем замену переменных по формулам:

t∗ = γt, τ∗1 = γτ1, τ∗2 = γτ2, a∗(t∗) = a(t)/a1, a∗1 = a1/a1 = 1, a∗2 = a2/a1,

M∗(t∗) = M(t)G−1
0 a−3, α∗ = α0/γ, β

∗ = β/γ, γ∗ = γ/γ = 1, D∗0 = D0G0, F
∗ = FG0
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Рис. 2. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается одновременно с приложени-
ем постоянного крутящего момента

Рис. 3. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается одновременно с приложе-
нием постоянного крутящего момента

Рис. 4. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается с некоторой паузой, после
приложения постоянного крутящего момента

Рис. 5. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается с некоторой паузой, после
приложения постоянного крутящего момента

и, опуская звездочки в обозначениях, зададимся следующими значениями функций и
параметров:

a1 = 1, a2 = 2, a(t) = a1(t+ τ2 − 2τ1)(τ2 − τ1)−1, α0 = 2,

γ = 0.06, β = 0.031/0.06, A = 0.5, D0 = 0.5522, F = 4.

Исследуем распределение интенсивности касательных напряжений вдоль отрезка,
соединяющего центр тяжести треугольника и середину стороны треугольника. Интен-
сивность касательных напряжений при кручении дается формулой σi =

√
σ2

13 + σ2
23.
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Рис. 6. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается спустя длительный проме-
жуток времени, после приложения постоянно-
го крутящего момента

Рис. 7. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается спустя длительный про-
межуток времени, после приложения посто-
янного крутящего момента

Всюду далее на графиках штриховыми линиями будем обозначать распределения
интенсивности касательных напряжений в момент начала наращивания, штрихпунк-
тирной — в готовом теле без учета процесса наращивания, сплошной линией — пре-
дельное распределение интенсивности касательных напряжений при больших значе-
ниях времени.

Рассмотрим случай постоянного момента M(t) = 1. Рассмотрим процессы на-
ращивания, которые начинаются одновременно с приложением крутящего момен-
та (τ0 = τ1 = 0.1). На рис. 2 показано распределение интенсивности касательных
напряжений при быстром наращивании (τ2 = 0.4); а на рис. 3 — распределение ин-
тенсивности касательных напряжений при медленном наращивании (τ2 = 5.1).

Рассмотрим процессы наращивания, которые начинаются с некоторой паузой, после
приложения крутящего момента (τ0 = 0.1, τ1 = 0.3). На рис. 4 показано распределе-
ние интенсивности касательных напряжений при быстром наращивании (τ2 = 0, 6); а
на рис. 5 — распределение интенсивности касательных напряжений при медленном
наращивании (τ2 = 5, 3).

Рассмотрим процессы наращивания, которые начинаются спустя длительный про-
межуток времени, после приложения крутящего момента (τ0 = 0.1, τ1 = 2). На Рис. 6
показано распределение интенсивности касательных напряжений при быстром нара-
щивании (τ2 = 2.3); а на рис. 7 — распределение интенсивности касательных напря-
жений при медленном наращивании (τ2 = 7).

Предположим, что момент возрастает по линейному закону: M(t) = t. На рис. 8
показано распределение интенсивности касательных напряжений при медленном на-
ращивании, которое начинается в момент приложения крутящего момента (τ0 = τ1 =
0.1, τ2 = 5.1); а на рис. 9 — распределение интенсивности касательных напряже-
ний при быстром наращивании, которое начинается спустя малый промежуток вре-
мени (τ0 = 0.1, τ1 = 0.3, τ2 = 5.1). В каждом рассматриваемом случае максимум
интенсивности касательных напряжений достигается на границе готового тела.
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Рис. 8. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса медленного наращивания,
которое начинается в момент приложения ли-
нейного крутящего момента

Рис. 9. Интенсивность касательных напряже-
ний для процесса быстрого наращивания, ко-
торое начинается спустя малый промежуток
времени, после приложения линейного крутя-
щего момента

Рис. 10. Интенсивность касательных напря-
жений для процесса медленного наращива-
ния, которое начинается спустя малый проме-
жуток времени, после приложения линейного
крутящего момента

Рис. 11. Распределение интенсивности каса-
тельных напряжений при котором максимум
достигается во внутренней точке дополни-
тельного тела

На рис 10 показано распределение интенсивности касательных напряжений при
медленном наращивании, которое начинается спустя малый промежуток време-
ни (τ0 = 0.1, τ1 = 2, τ2 = 7). В этом случае максимум интенсивности касательных
напряжений достигается на границе основного и дополнительного тел.

Рассмотрим случай ступенчатого момента

M(t) =

{
0, 1 t ≤ T,
1, 8 t > T.
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Если взять T ∈ (τ1, τ2), то максимум интенсивности касательных напряжений до-
стигается внутри дополнительного тела. На рис 11 приведены изменения интенсивно-
сти касательных напряжений при T = 3.

7. Выводы.

(i) В предлагаемой работе приводится пример применения теории поверхностного
роста развиваемой в школе академика Н. Х. Арутюняна для исследования
задачи кручения призматического стержня.

(ii) Дана постановка начально-краевых задач деформирования наращиваемого по
боковой поверхности стержня треугольного сечения.

(iii) Предложены методы решения поставленных краевых задач. Методы реше-
ния основаны на приведении неклассических задач наращивания вязкоупру-
гих стареющих тел к задачам теории упругости с внутренним параметром,
использовании теории аналитических функций для решения. Истинные пара-
метры напряженно-деформированного состояния восстановлены по формулам
расшифровки.

(iv) Численными экспериментами установлено, что при кручении в готовом теле
без учета процесса наращивания максимум интенсивности касательных напря-
жений достигается на границе тела. При наращивании максимум интенсивно-
сти касательных напряжений может достигаться на границе раздела основного
и дополнительного тел, на границе готового тела и даже в произвольной точке
дополнительного тела.

(v) Полученные результаты могут служить основой для решения важных при-
кладных задач для деталей и элементов конструкций, изготавливаемых при
помощи современных технологий из функционально градиентных материалов.
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TORSION OF A GROWING PRISMATIC BAR WITH TRIANGULAR
CROSS-SECTION MADE OF A FUNCTIONAL-GRADED MATERIAL

Russian State University for the Humanities, Branch in Domodedovo, Russia

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper considers the problem of torsion of a growing triangular cross-section bar
made of a viscoelastic aging functionally-graded material with integral boundary conditions at
the ends. The process of continuous growth under the influence of torque is studied. Methods for
solving the set boundary value problems by reducing the problems of the growth theory to the
problems of the theory of elasticity with an internal parameter are proposed. Deciphering formulas
are given to restore the true parameters of the stress-strain state. The distribution of the shear
stress intensity at different stages of the growth process is investigated. Calculations of the problem
of torsion of a prismatic bar with a cross-section in the form of a regular triangle are presented.

Keywords: growing solids, propagating growing surface, residual stress, functionally–graded
material, viscoelasticity, aging material
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стях сильных разрывов в микрополярных термоупругих средах. Условия совместности силь-
ных разрывов 4-тензора Пиолы–Кирхгофа и 4-тензора энергии–импульса выводятся из прин-
ципа наименьшего действия. Приведена определяющая форма микрополярного термоупру-
гого потенциала для изотропных и гемитропных сред. Развиваемая псевдотензорная форму-
лировка условий совместности сильных разрывов может быть применена при моделировании
динамики изотропных и гемитропных микрополярных термоупругих сред.
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1. Предварительные сведения и вводные замечания. Термодинамика
физико-механических процессов зачастую связана с распространением в трехмерном
пространстве поверхности, при переходе через которую исследуемые физические поля
претерпевают сильный разрыв, т.е. сами поля непрерывны, а их производные, начиная
с первой, вообще говоря, разрывны. Это наблюдается, например, при моделировании
ударных воздействий, коротко-импульсных возмущений, процессов фазового перехо-
да, многочисленных процессов аддитивный технологий. Современные конструкцион-
ные материалы (в частности, метаматериалы, биоматериалы и т.д.) могут обладать
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микроструктурными особенностями и для моделирования их поведения может потре-
боваться привлечение неклассических моделей механики сплошных сред [1, 2].

Бурное развитие методов аддитивных технологий существенно упростило произ-
водство 3D–материалов. Лазерное напыление металлических сплавов ускоряет про-
цессы изготовления изделий из титановых сплавов сложной геометрии и состава. Про-
изводимые таким способом 3D–изделия и 3D–материалы обладают сложными анизо-
тропными термомеханическими свойствами, в том числе, наличием микроструктуры.

Постановка краевых условий на поверхностях разрывов физических полей явля-
ется нетривиальной задачей механики континуума. Для корректного решения волно-
вых задач теории микрополярной термоупругости требуется привлечение теоретико-
полевого формализма [1–3] и аппарата алгебры относительных тензоров [4–11]. От-
носительные тензоры естественным образом возникают в механике и термодинами-
ке микрополярных упругих сред. В частности, таковыми выступают: естественных
элемент объема, псевдоплотность Лагранжиана, 4-псевдотензор Пиолы–Кирхгофа, 4-
псевдотензор энергии–импульса. Формулировка основных законов термодинамики и
определяющих уравнений микрополярной теории упругости в терминах относитель-
ных тензоров (псевдотензоров) позволяет более глубоко понять физическую и геомет-
рическую природу физических полей.

В настоящей работе мы будем придерживаться терминологии и обозначений, при-
нятых в монографии [1].

Первый вводный раздел статьи посвящен краткому литературному обзору иссле-
дуемой проблемы и ее актуальности.

Во втором разделе сформулирован принцип наименьшего действия. Получена ди-
вергентная форма законов сохранения. Указана форма вектора тока в условиях ко-
нечных вариаций.

Третий раздел статьи посвящен проблемам вывода условий совместности сильных
разрывов на распространяющихся в трехмерном пространстве поверхностях. Вводит-
ся понятие скачка физического поля. Получены 4-ковариантные условия совместности
сильных разрывов 4-псевдотензора Пиолы—Кирхгофа и 4-псевдотензора энергии—им-
пульса поля и их трехмерные аналоги.

Полученные в предыдущем разделе условия совместности сильных разрывов кон-
кретизируются в четвертом разделе статьи для термоупругих микрополярных сред.

2. Принцип наименьшего действия в механике сплошных деформируе-
мых сред. В основе теоретико-полевого формализма лежит принцип наименьшего
действия. Интегральный функционал действия в четырехмерном пространстве—вре-
мени с элементарным естественным объемом d4X = dX1dX2dX3dX4 можно предста-
вить в виде

= =

∫
L(Xβ, ϕk, ∂αϕ

k)d4X, (1)

где ϕk — полевые переменные, ∂α (α = 1, 2, 3, 4) — оператор полного дифференциро-
вания по пространственно-временной координате Xα.

Использование естественного элемента объема подразумевает, что Лагранжиан бу-
дет являться относительным скаляром (псевдоскаляром) веса +1. При использовании
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инвариантного элемента объема dV , имеющего нулевой вес, Лагранжиан будет абсо-
лютным скаляром.1

Согласно принципу наименьшего действия (δ — символ первой вариации интеграль-
ного функционала)

δ= = 0,

т.е. действие (1) экстремально для всех допустимых вариаций физических полей ϕk
и неварьируемых пространственных координатах Xα.

Законы сохранения при использовании теоретико–полевого формализма записыва-
ются через вектор тока в дивергентной форме

∂βJ
β = 0,

причем вектор тока Jβ вычисляется в терминах конечных вариаций согласно

Jβ =
∂L

∂(∂βϕk)
δ′ϕk +

(
Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)

)
δ′Xα. (2)

где δ′ обозначает конечную вариацию.
Первая вариация действия (1) для конечных вариаций физических полей и

пространственно-временных координат получается в виде [1]

δ′= =

∫
(∂βJ

β)d4X. (3)

Отметим, что выражение (2) для вектора тока по существу получено Э. Нетер
в 1918 г. с помощью теории вариационных симметрий интегрального функционала
действия.

3. Совместность сильных разрывов на распространяющихся в трехмер-
ном пространстве поверхностях. Рассмотрим в трехмерном пространстве рас-
пространяющуюся двустороннюю поверхность Σ±. Ее аналог Σ

4

± в четырехмерном
пространстве неподвижен. Будем полагать, что физическое поле непрерывно при пе-
реходе через эту поверхность, а его пространственные градиенты терпят разрыв.

Воспользовавшись теоремой Остроградского–Гаусса, перейдем к поверхностным
интегралам в формуле (3), в итоге при закрепленных вариациях δϕk и δXβ получим

δ= =

∫
Σ+

JβNβdΣ−
∫

Σ−

JβNβdΣ, (4)

где Nβ — 4-вектор нормали к поверхности Σ
4
.

Отсюда при условии непрерывности вариаций δϕk и δXβ можно получить 4-
ковариантные условия совместности сильных разрывов

Nβ
[
− ∂L
∂(∂βϕk)

]
= 0, Nβ

[
Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)

]
= 0. (5)

Здесь и далее, квадратными скобками будем обозначать скачки заключенных в них
величин при переходе через поверхность Σ

4
.

1Заинтересованный читатель может найти теорию отсноительных тензоров (псевдотензоров) в
многомерных пространствах (в нашем случае, четырехмерных пространствах) в классических руко-
водствах по тензорному анализу и многомерной геометрии [4–13].
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Приняв обозначения для 4-псевдотензора Пиола—Кирхгофа и 4-псевдотензора
энергии—импульса поля

S
4

β·
·k = − ∂L

∂(∂βϕk)
, T β··α = Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)
, (6)

условия совместности (5) можно преобразовать к трехмерной форме

− c
[
T 4·
·4
]

+ nµ
[
Tµ··4
]

= 0, −c
[
T 4·
·λ
]

+ nµ
[
Tµ··λ
]

= 0 (λ, µ = 1, 2, 3),

− c[S
4

4·
·k] + nµ[S

4

µ·
·k ] = 0 (µ = 1, 2, 3),

(7)

где c— нормальная скорость распространения поверхности Σ, nµ — единичный вектор
3-нормали.

Условия совместности для сильных разрывов физических полей необходимо допол-
нить геометрическими и кинематическими условиями совместности Адамара—Тома-
са [14] второго и первого порядка справедливыми для произвольного поля ϕk.

4. Условия совместности сильных разрывов в термоупругих микропо-
лярных средах. Псевдоскалярную плотность действия в (1) зададим в форме

L =
1

2
ρRgkj∂4x

k∂4x
j +

1

2
ρRgij

ab
I∂4d

a

i∂4d
b

j − ψ(Xα, xj , d
a

j , ϑ, ∂4ϑ, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αϑ). (8)

Здесь Xα (α = 1, 2, 3) — лагранжевы координаты; xj (j = 1, 2, 3) — эйлеровы ко-
ординаты; d

a

j (a = 1, 2, 3) — директоры, детерминирующие микроповорот;2 ϑ— темпе-

ратурное смещение. Здесь
ab
I — тензор микроинерции, ρR — референциальная плот-

ность, gij — метрический тензор пространства, ψ— псевдоплотность свободной энер-
гии Гельмгольца.

Уравнения поля в этом случае принимают вид:

∂αS
α·
·j − ∂4Pj = − ∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a
Mα·
·j +

a
Aj − ∂4(

a
Qj) = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ∂4s =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3),

(9)

и дополняются определяющими уравнениями:

Sα··j = − ∂L
∂(∂αxj)

,
a
Mα·
·j = − ∂L

∂(∂αd
a

j)
,

a
Aj =

∂L
∂d
a

j
,

Pj =
∂L

∂(∂4xj)
,

a
Qj =

∂L
∂(∂4d

a

j)
, s =

∂L
∂(∂4ϑ)

, jαR =
∂L

∂(∂αϑ)
.

(10)

2Отметим, что микроповорот может быть как малым, так и конечным.
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Условия совместности на поверхности сильного разрыва поля в микрополярной
среде, согласно (7), записываются в форме:

−c[L − Pl∂4x
l −

a
Ql∂4d

a

l − s∂4ϑ] + nµ[Sµ··l ∂4x
l +

a
Mµ·
·l ∂4d

a

l − jµR∂4ϑ] = 0,

c[Pl∂λx
l +

a
Ql∂λd

a

l + s∂λϑ] + nµ[Lδµλ + Sµ··l ∂λx
l +

a
Mµ·
·l ∂λd

a

l − jµR∂λϑ] = 0,

cρRgkl[∂4x
k] = nµ[Sµ··l ], cρRgkl

ab
I [∂4d

a

k] = nµ[
a
Mµ·
·l ],

c[s] = nµ[jµR] (l, λ, µ = 1, 2, 3).

(11)

5. Заключение и выводы.
(1) Рассматривается конвенциональная процедура вывода условий совместности

на поверхностях сильных разрывов в термоупругих микрополярных контину-
умах.

(2) Теоретико-полевой формализм дополняется аппаратом алгебры и анализа от-
носительных тензоров в четырехмерном пространстве.

(3) Условия совместности сильных разрывов 4-псевдотензора Пиолы–Кирхгофа и
4-псевдотензора энергии–импульса выводятся из принципа наименьшего дей-
ствия.

(4) Сформулированы условия совместности на распространяющейся в трехмерном
пространстве поверхности сильного разрыва перемещений, температурных пе-
ремещений и микровращений для микрополярного термоупругого континуума.

(5) Развитую в работе псевдотензорную формулировку условий совместности
сильных разрывов можно применять в динамике изотропных и гемитропных
микрополярных термоупругих сред.
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E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

COMPATIBILITY OF STRONG DISCONTINUITIES IN MICROPOLAR
THERMOELASTIC MEDIA. A PSEUDOTENSOR FORMULATION

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with the regular procedures for deriving compatibility conditions on
the surfaces of strong discontinuities in thermoelastic micropolar media. The jump conditions
of the Piola–Kirchhoff 4-pseudotensor and the energy-momentum 4-pseudotensor are derived
from the principle of least action. The compatibility conditions on the propagating strong
discontinuity surface are explicitly formulated for a micropolar thermoelastic continuum. The
developed pseudotensor formulation of the compatibility conditions for strong discontinuities can
be applied to the dynamic problems for isotropic and hemitropic micropolar thermoelastic media.

Keywords: microstructure, micropolarity, director, strong rupture, compatibility condition,
Lagrangian, isotropy, hemitropia, additive technologies
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ИНФОРМАЦИЯ О ПОСТОЯННО ДЕЙСТВУЮЩИХ СЕМИНАРАХ
В ИНСТИТУТЕ ПРОБЛЕМ МЕХАНИКИ

ИМ.А.Ю.ИШЛИНСКОГО РАН
СЕМИНАР ЛАБОРАТОРИИ МЕХАНИКИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ

ПРОЦЕССОВ ИПМЕХ РАН
под руководством д.ф.-м.н. Лисовенко Дмитрия Сергеевича

10 июня 2019 г.

А.В. Волков

ПРИМЕНЕНИЕ МИКРО-ДИЛАТАЦИОННОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ
УТОЧНЁННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ПОРИСТЫХ
МАТЕРИАЛОВ

Институт прикладной механики РАН, г.Москва, Россия

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.016

Аннотация. Доклад по материалам кандидатской диссертации. Будут представлены следу-
ющие результаты: Разработка методов уточненного описания пористых материалов, сред с
микро-дилатацией, и разработка теоретической базы для идентификации материальных кон-
стант микро-дилатационной теории на основе простых экспериментальных методик. Постро-
ение аналитических и численных решений в рамках микродилатационной теории упругости и
термоупругости для прикладных задач деформациях балки, слоя, полого цилиндра. Сравне-
ние результатов численных и аналитических решений для проверки точности реализованных
численных методов моделирования и для исследования областей возможного применения
простых аналитических решений, без привлечения численного моделирования. Исследование
неклассических масштабных эффектов, возникающих в задачах микродилатационной теории
упругости.

This study was in part financially supported by the Ministry of Science and Higher Education
of the Russian Federation (State Registration Number AAAA-A20-120011690132-4) and by the
Russian Foundation for Basic Research project no. 18-01-00844.
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14 июня 2019 г.

М.А. Гоник

ВЫРАЩИВАНИЕ МОНОКРИСТАЛЛОВ В СТРОГО КОНТРОЛИРУЕМЫХ
ТЕПЛОВЫХ УСЛОВИЯХ

ООО «Центр материаловедения «Фотон», г.Москва, Россия

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.017

Аннотация. В представленной работе рассматривается установление основных закономер-
ностей формирования совершенных по структуре и однородных по составу кристаллов, а
также разработка физико-технологических основ выращивания монокристаллов широкого
класса материалов из тонкого слоя расплава методом осевого теплового потока на фронте
кристаллизации (ОТФ методом). Для достижения поставленной цели решались следующие
задачи: исследование численными методами тепло– и массопереноса при росте кристаллов;
обеспечение расчетов теплофизическими данными о кристалле и его расплаве; проектирова-
ние и изготовление оборудования для выращивания кристаллов и изучения закономерностей
формирования их структуры; разработка автоматической системы, обеспечивающей созда-
ние необходимых тепловых условий при росте кристаллов и их поддержание в течение всего
цикла кристаллизации; изучение особенностей выращивания кристаллов с использованием
погруженного в расплав нагревателя.

18 сентября 2019 г.

Ю.Н. Радаев, Е.В.Мурашкин

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА
Г.И. БЫКОВЦЕВА В МЕХАНИКЕ РАСТУЩИХ КОНТИНУУМОВ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.018

Аннотация. В представленной работе предлагается методика постановки граничных условий
в краевых задачах механики растущих тел. При выводе определяющих соотношений на по-
верхности наращивания используется аппарат алгебры рациональных инвариантов. Проведен
вывод различных вариантов физически непротиворечивых дифференциальных ограничений
на поверхности наращивания. Полученные условия справедливы для весьма широкого круга
материалов и метаматериалов. Для использования сформулированных дифференциальных
ограничений в конкретных приложениях необходима их экспериментальная идентификация.
По этой причине полученные результаты могут служить общей основой в прикладных иссле-
дованиях по механике растущих тел. Работа выполнена при поддержке Российского научного
фонда проект № 17-19-01257.
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25 сентября 2019 г.

Д.В. Гандилян

ВЛИЯНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ НА НАПРЯЖЕННОЕ
СОСТОЯНИЕ В ПЛАСТИНЕ С ДВУМЯ КРУГЛЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.019

Аннотация. В настоящей работе рассмотрена задача о двух равных отверстиях в плоскости
при равномерном всестороннем растяжении с учетом эффектов поверхностной упругости.
Задача решается в приближении плоской деформации с использованием биполярных коор-
динат и разложения в ряд. Решение представляет интерес для случая достаточно близких
отверстий. В этом случае, несмотря на довольно простую геометрию, из-за небольшого рас-
стояния между отверстиями можно ожидать появления сравнительно значимых различий
между поверхностными и объемными свойствами.

05 ноября 2019 г.

Д.М. Идрисов

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТСЛОЕНИЯ ОРТОТРОПНЫХ
МАТЕРИАЛОВ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.020

Аннотация. Рассматривается задача о полосе, состоящей из двух ортотропных упругих сло-
ев, разделенных полу-бесконечной трещиной, расположенной вдоль линии между слоями.
Предполагается, что упругие слои имеют отношение толщин один к двум, а также разные
упругие константы, ограниченные определенными условиями (равенство нулю второго пара-
метра Дандура, условие дегенеративности и т.д.). Для рассматриваемой задачи выполнено
численное моделирование в программном комплексе МКЭ, для четырех различных комби-
наций приложенных сил и моментов. Механическая нагрузка была приложена на расстоя-
ние равное двадцатикратной ширине пластины. По полученным распределениям компонент
тензора напряжений, вдоль линии, разделяющей два слоя, с помощью прямого метода рас-
считаны коэффициенты интенсивности напряжений. Показано, что полученные результаты
соответствуют аналитическому решению для случая, когда нагрузка приложена на бесконеч-
ности.
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06 ноября 2019 г.
E. T.Akinlabi, S.A. Akinlabi*, R. M. Mahamood, E.V. Murashkin

ADDITIVE MANUFACTURING TECHNOLOGY: LASER MATERIAL
PROCESSING AND FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS

University of Johannesburg, Johannesburg, South Africa
Инситут проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

УДК: 539.374

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.021

Abstract. Professor Akinlabi’s research and her team has focused on the field of advanced
and modern manufacturing processes like Laser Additive Manufacturing (AM), in particular
laser material processing. Her other research work is focused on laser metal deposition and
functionally graded materials of titanium-based alloys and other materials. Some of the studies
she has been involved in focus on cladding titanium with titanium carbide for enhanced wear
properties, the cladding of titanium alloy biological implants with hydroxyapatite (HAP) for
improved osteo-integration, and the cladding of Grade 5 titanium alloy with copper for improved
corrosion properties for marine applications. Akinlabi focuses her investigations on the development
of advanced metallic coatings on Ti-6Al-4V substrate using additive manufacturing technology
for improved surface performance; with targeted applications in the aerospace, automotive, and
shipbuilding industries. This work makes a substantial contribution to knowledge by bringing
the theoretical clarity and experimental studies required for the effective assessment of surface
degradation mechanisms in additive manufactured Ti-6Al-4V alloy. This is ascribed to the
elimination of high residual stresses and crack formation through the optimization of laser
processing parameters, leading to enhanced quality of the coatings, surface adhesion between the
substrate and the reinforcement materials, microstructural evolution and thus improved mechanical
properties. Her research was developed to produce advanced innovative corrosion-wear resistant
coatings with enhanced hardness, tribological property, and sustainable anti-corrosion performance
thereby, consequently lengthening the lifespan and durability of titanium and its alloys, eliminating
material loss and equipment damage, minimizing cost of maintenance, and reduced failure of this
material. Despite all the benefits derived from AM technology, there are still a lot of unresolved
issues with the technology that has hindered its performance and commercialisation thereby
limiting its application to high tolerant utilizations. Professor Akinlabi research on additive
manufacturing techniques had produced near-net-shape, light weight and high strength components
which has gradually revolutionized the manufacturing sector. The use of the technology is now
providing sustainable production benefits, as ability to repair and manufacture components can now
be employed to increase product life circle. Against this background, the Additive Manufacturing
technology is in itself referred to as a technology of the future despite its versatile applications in
the industry. On the other hand, Functionally Graded Materials (FGMs) are advanced materials
usually developed for specific and tailored applications. The FGMs also referred to as materials of
the future as its applications are not yet fully explored for tailored applications. In this talk, Prof
Akinlabi shared some of her research endeavours in the field of AM and FGMs, and also shared
the scope on the primary objectives of the joint project which was to be undertaken on FGM of
Titanium alloy and Titanium Carbide.

The study was supported by SA (NRF) / RUSSIA (RFBR) joint science and technology research
collaboration (project No. RUSA180527335500/19-51-60001).

*Prof E. T. Akinlabi is now Director, Pan African University for Life and Earth Sciences
Institute, Ibadan, Nigeria.
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