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Аннотация. Статья посвящена член-корреспонденту РАН, доктору физико-математических
наук, профессору, заслуженному деятель науки Российской Федерации Р.В. Гольдштейну. В
настоящей библиографической заметке приводятся биографические сведения об этом круп-
ном ученом, который хорошо известен в России и за рубежом. Представлены сведения о его
вкладе в развитие механики деформирования и разрушения.
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1. Введение
Р.В. Гольдштейн (1940–2017 гг.) — выдающийся российский ученый, член-кор-

респондент РАН, доктор физико-математических наук, профессор, заслуженный де-
ятель науки Российской Федерации, лауреат Государственной премии РФ в области
науки — ученый широкого профиля в области механики деформируемого твердого те-
ла и ее приложений в технике и технологии. Ему принадлежит ряд фундаментальных
результатов в теории упругости, механике прочности и разрушения, механике кон-
тактного взаимодействия, нано-, микро- и мезомеханике материалов, механике льда
и ледяного покрова.
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Р.В. Гольдштейн родился 7 мая 1940 г. в городе Москве. Интерес к математике и ме-
ханике проявился у Р.В. Гольдштейна в школьные годы. Этому способствовали заня-
тия в математическом кружке при МГУ им. М.В. Ломоносова. Руководила кружком
группа студентов механико-математического факультета во главе с В.И. Арнольдом.

Р.В. Гольдштейн окончил с отличием в 1962 г. механико-математический факультет
МГУ им. М.В. Ломоносова (с 3-го курса получал стипендию им. Н.Е. Жуковского).
После окончания в 1965 г. аспирантуры в Институте механики АН СССР был при-
глашен во вновь созданный Институт проблем механики АН СССР (ныне — Инсти-
тут проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН), где и проработал более 50 лет
(с 1988 г. руководителем созданной им Лабораторией механики прочности и разру-
шения материалов и конструкций). Его кандидатская диссертация была посвящена
исследованию поверхностных волн и связанных с ними резонансных явлений в упру-
гих телах (научные руководители — Г.И. Баренблатт и Р.Л. Салганик), докторская
диссертация — развитию механики разрушения крупногабаритных конструкций.

Р.В. Гольдштейн и его коллеги успешно применяли результаты своих фундамен-
тальных исследований для решения прикладных задач. Непосредственное участие в
интерпретации натурных наблюдений и результатов экспериментов при постановке
задач и широта охвата проблем механики в работах Р.В. Гольдштейна позволили ему
с коллегами получить значимые результаты при решении задач, относящихся к про-
мышленности, транспорту и медицине.

К такой деятельности, в частности, относится участие в экспедиции на ледоколах
в составе группы сотрудников ИПМех РАН в 1981 г., вызванной назревшими вопро-
сами механики ледяного покрова при организации зимней навигации по Северному
морскому пути. На основе анализа проведенных наблюдений и экспериментов было
предложено объяснение явлений, вызванных напряженным состоянием зимнего ледя-
ного покрова при движении ледокола, разработаны основы методики моделирования
этих явлений. Они также были полезны при решении крупномасштабных задач ме-
ханики разрушения ледяного покрова при взаимодействии с ледоколом и сооружени-
ями на шельфе арктических морей в условиях сжатия льдов, что нашло отражение в
ряде публикаций, патентов и нормативных документов. Другой пример относится к
постановке и анализу результатов полномасштабного эксперимента, моделирующего
механику начальной фазы Чернобыльской аварии, проведенного с группой сотруд-
ников под эгидой МАГАТЭ, что позволило уточнить причины и сценарий развития
разрушения реактора.

Работы Р.В. Гольдштейна получили широкое международное признание, он был из-
бран почетным членом (1993 г.) и почетным Вице-Президентом (2011 г.) Международ-
ного Конгресса по разрушению, почетным членом (2010 г.), членом Исполнительного
Комитета Европейского общества по прочности конструкций (1996–2012 гг.), действи-
тельным членом (2009 г.) и членом Научного Комитета Отделения инженерных на-
ук (2010–2013 гг.) Европейской Академии наук, членом Европейской Академии наук
и искусств (2011 г.), действительным членом Американской Ассоциации содействия
развитию науки (2012 г.), членом Исполнительного Комитета Американского Обще-
ства по экспериментальной механике (2014 г.). Заслуги Р.В. Гольдштейна в области
механики разрушения, на Международных Конференциях по Разрушению (ICF) бы-
ли отмечены золотыми медалями Гриффитса (2013 г.) и Ирвина (2017 г.) и избранием
в руководящие органы ICF.
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Р.В. Гольдштейн был ответственным секретарем редколлегии журнала ”Известия
Российской Академии наук. Механика твердого тела”, членом редколлегии журналов
”Вычислительная механика сплошных сред”, ”Физическая мезомеханика”, ”Деформа-
ция и разрушение материалов”, ”Письма о материалах”, международных журналов
”Int. J. of Fracture”, ”Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures”. В качестве
научного редактора он подготовил более 20 книг и специальных выпусков междуна-
родных журналов.

Большое внимание Р.В. Гольдштейн уделял подготовке молодых ученых, будучи
более 30 лет профессором (по совместительству) в ”МАТИ”- Российском государствен-
ном технологическом университете им. К.Э. Циолковского (с 2015 г. присоединен к
Московскому авиационному институту (НИУ)), был руководителем филиала кафедры
”Физика” при ИПМех РАН и руководителем от ИПМех РАН Научно-образовательного
Центра ”Механика и ее приложения в технике и технологии”. Им создана одна из веду-
щих научных школ РФ в области механики прочности и разрушения. 19 его учеников
стали кандидатами наук и 5 — докторами наук. Ниже приведен краткий обзор работ
Р.В. Гольдштейна по основным обозначенным направлениям и их приложениям.
2. Динамическая теория упругости
Исследованы и объяснены резонансные явления, связанные с переходом через рэ-

леевскую скорость в задачах о движении нагрузок и штампов по границе упругого
полупространства (полуплоскости), а также при распространении трещин хрупкого
разрушения.

Суть резонансных явлений поясним на примере стационарного движения со скоро-
стью V нормальной нагрузки по границе полуплоскости.

Решение задачи показывает, что если скорость стационарного движения нагрузки
совпадает со скоростью распространения поверхностной волны Рэлея (v = cR), то
напряжения и смещения в любой точке полупространства становятся бесконечными.
При переходе через рэлеевскую скорость меняются знаки напряжений и смещений
во всех точках полупространства. В частности, при дорэлеевской скорости (v < cR)
поверхность полуплоскости прогибается под нагрузкой, а на сверхрэлеевских сR <
v < c2 (с2 - скорость поперечных волн, картина обратная и поверхность выпучивается
под нагрузкой.

Для того, чтобы разобраться в причинах и механизмах описанных явлений была
решена аналитически нестационарная задача о движении с постоянной скоростью на-
грузки, приложенной к границе полуплоскости в некоторый момент времени t = 0,
и рассмотрен процесс установления стационарного решения [1]. Анализ показал, что
при рэлеевской скорости движения нагрузки напряжения в окрестности, движущейся
вместе с нагрузкой, возрастают пропорциональные времени t. Следовательно, движе-
ние в окрестности нагрузки никогда не станет установившимся, что и отражает факт
несуществования стационарного решения при рэлеевской скорости перемещения на-
грузки.

Ситуация вполне аналогична резонансу в обычной колебательной системе с од-
ной степенью свободы. Нарастание амплитуды напряжений пропорционально време-
ни связано с совпадением скорости движения источника возмущений со скоростью
распространения собственных волн упругого полупространства - поверхностных волн
Рэлея.
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Изменение знака смещений при переходе через рэлеевскую скорость в стационар-
ном решении аналогично сдвигу фазы колебаний на 180� по отношению к фазе воз-
мущающей силы при переходе через резонансную частоту в системе с одной степенью
свободы. Качественное объяснение смены знака смещений в следующем. При сверхр-
элеевской скорости движения нагрузки ее передний край догоняет вызванное им же
в предыдущий момент поднятие поверхности впереди нагрузки.

Скорость поверхностных волн оказывается критической - теоретически предельной
скоростью распространения трещины в изотропной однородной упругой среде. Этот
факт был установлен рядом исследователей в конце 50-х — начале 60-х годов (Е. Yoffe,
Г.И. Баренблатт и Г.П. Черепанов, J.W. Craggs).

Более сложные проявления резонансных эффектов связаны с распространением
трещин в кусочно-однородных телах по границам соединения упругих материалов с
различными упругими свойствами [2, 3]. В этом случае есть несколько критических
скоростей, совпадающих со скоростями поверхностных волн, которые могут распро-
страняться вдоль границ соединения материалов при различных условиях их контак-
та. Один из таких типов волн был найден в [3] - это поверхностные волны в телах,
когда на линии соединения отсутствует взаимное проскальзывание тел, но возможно
их взаимное смещение по нормали к границе (односторонние ограничения). Интерес-
но, что при движении трещины по границе полностью соединенных тел (на границе
непрерывны и напряжения, и смещения) критическими оказываются как скорости по-
верхностных волн Стоунли, отвечающих этому типу граничных условий, так и поверх-
ностных волн, соответствующих упомянутому типу граничных условий и граничным
условиям налегания с возможным проскальзыванием, а также скорости рэлеевских
волн для каждого из соединенных материалов.
3. Механика хрупкого и квазихрупкого разрушения
3.1. Методы построения условий хрупкого и квазихрупкого разрушения

элементов конструкций с трещинами при статических и медленно меняю-
щихся нагрузках

В [4] получены оценки коэффициента интенсивности напряжений на контуре плос-
кой трещины нормального разрыва. Доказано, что в точке касания контуров двух
плоских трещин коэффициент интенсивности объемлемой трещины не превосходит
коэффициента интенсивности напряжений объемлющей ее трещины. Этот результат
в ряде случаев помогает оценить степень опасности трещиноподобного дефекта, име-
ющего в плане произвольную, достаточно сложную форму, не прибегая к решению
соответствующей задачи теории упругости, а используя известный набор решений.
В частности, можно использовать аналитические решения для трещин канонической
формы и форм, получающихся из канонических путем преобразования инверсии [5].
Этот результат в дальнейшем был обобщен на класс псевдодифференциальных урав-
нений порядка не выше второго [6]. Помимо локальных характеристик решения, таких
как коэффициенты интенсивности напряжений, при анализе напряженного состояния
упругих тел с трещинами большую роль играют и некоторые интегральные характе-
ристики. Например, компоненты объема трещины входят в выражение для дальнего
поля. Кроме того, они важны в случаях, когда имеется приток газа или жидкости в
трещину. Оценкам интегральных характеристик решения как для трещин нормально-
го, так и произвольного разрыва посвящены работы [7–10]. Совокупность результатов
по оценкам локальных и интегральных характеристик решения задач о трещинах во-
шла в монографию [11].
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Разработаны численно-аналитические методы граничных интегральных уравнений
и граничных функционалов для решения пространственных задач теории упругости о
трещинах (в том числе и с учетом возможного взаимодействия поверхностей трещин,
а также расположения трещин на границах раздела в кусочно-однородных телах)
[12–18].

Построены интегральные уравнения задачи об упругом включении и получены ана-
литические решения в случае включения канонической формы, в том числе, когда в
нем происходят фазовые превращения [19, 20]. Было выполнено несколько работ по
идентификации полостей или включений шаровой формы с помощью переопределен-
ных данных на внешней границе упругого тела [21,22].
3.2. Модели и методы расчета хрупкого и квазихрупкого разрушения

материалов с учетом их структуры, в частности, пористой, слоистой, во-
локнистой

Разработаны модели и методы расчета хрупкого и квазихрупкого разрушения ма-
териалов с учетом их структуры, в частности, пористой, слоистой, волокнистой.

Развиты модели упорядоченного разрушения, в рамках которых описан ряд законо-
мерностей формирования иерархии упорядоченных систем трещин и трещиноподоб-
ных дефектов, в том числе формирования эшелонов трещин (систем параллельных
трещин, центры которых расположены на некоторой прямой или кривой) в пористой
среде при сжатии [23,24], в конструкционных сталях при наводораживании [25,26], в
слоистой среде при растяжении и сдвиге [27].

Разработаны модели и методы расчета зарождения и развития трещин-отслоений
по границам соединения в слоистых элементах конструкций, получающих все большее
распространение в технике.

Развит метод решения осесимметричных задач о трещинах на границах соединения
в слоистой среде [13]. Численное моделирование, выполненное для среды, состоящей
из двух полупространств, соединенных промежуточным упругим слоем, позволило
обнаружить эффект, присущий именно слоистой среде: в случае, когда слой из мало-
сжимаемого материала находится между много более жесткими средами, существует
диапазон размеров трещин, в котором их развитие происходит устойчиво. Показано,
что существует резкая зависимость между толщиной слоев композиционного матери-
ала и величиной критического размера трещины. Эту зависимость можно учесть при
подборе толщин слоев в композитах.

В последнее время весьма актуальны проблемы оценки условий возникновения и
развития отслоений тонких покрытий. В связи с этим был выполнен [18] асимптоти-
ческий анализ пространственной задачи о трещине- отслоении в двухслойной упругой
пластине. В результате удалось сформулировать инженерный метод моделирования
отслоений покрытия как пластинок со специальными условиями закрепления, что
существенно упрощает расчеты критических параметров отслоений.

Разработана модель трещины на границе соединения, учитывающая наличие нели-
нейно деформируемых связей в промежуточном адгезионном слое [28, 29]. Модель
позволяет описывать как стадию зарождения дефекта, так и стадию его роста.

В модели не используется предположение о малости концевых областей трещин,
где действуют связи, в сравнении с длиной трещины, поэтому модель применима
и для описания коротких трещин. Выполненные расчеты для соединений полимер-
полимер позволили получить зависимость адгезионной трещиностойкости от индекса
полимеризации (длины полимерных молекул) [30].
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Выполнено моделирование формирования структур разрушения в условиях мно-
гоосного сжатия, в том числе с большой долей всестороннего сжатия, когда обра-
зуются трещиноподобные вытянутые поперек оси максимального сжатия дефекты–
трещины сжатия, рост которых сопровождается сопряженными процессами компак-
тирования материала в концевой области трещины сжатия и выносом его в полости
трещины [31–33].

Проведены экспериментальные исследования и моделирование формирования и
эволюции эшелона трещин отрыва в окрестности магистрального продольного сдвига
при хрупком разрушении. Показано, что развитие структур разрушения при продоль-
ном сдвиге происходит посредством иерархического изменения характерного масшта-
ба процесса-многократного перехода к более крупным элементам структуры разруше-
ния (когда из исходного эшелона выделяется периодическая система трещин большего
размера, а также происходит периодическое слияние этих трещин в процессе их роста
с образованием более крупных — формируется эшелон следующего масштаба) [34,35].
Влияние взаимодействия процессов деформирования и разрушения, происходящих в
различных масштабах, на формирование упорядоченных систем нарушений рассмот-
рено в работе [36].
3.3. Критерии искривления траектории трещины
Разработаны критерии и выполнено моделирование искривления траекторий роста

трещин при хрупком и квазихрупком разрушении. Предложен критерий искривле-
ния и роста трещины произвольного разрыва в изотропном теле, когда на ее контуре
отличны от нуля коэффициенты интенсивности напряжений, связанных с отрывом,
с поперечным и продольным сдвигами [37]. Методом внешних и внутренних разло-
жений дано обоснование критерия локальной симметрии при искривлении трещин в
отсутствии продольного сдвига и предложено обобщение этого критерия для ситуации
общего положения, когда наряду с отрывом имеются поперечный и продольный сдвиг.
Выполнено численное моделирование методом сингулярных интегральных уравнений
траекторий криволинейных трещин в условиях плоской деформации и плоского на-
пряженного состояния [38]. Изучено влияние упругой анизотропии материала на ис-
кривление трещины, моделируемой тонким эллиптическим отверстием, в условиях
одно- и двухосного нагружения и получены условия ее искривления [39–42]. Зако-
номерности преломления траектории трещины при пересечении ею границы раздела
(поверхности, где имеет место трение) исследованы экспериментально [43] и теоре-
тически [44]. Построена модель процесса и получены оценки параметров геометрии
комбинированного отрывно-сдвигового разрушения, согласующиеся с данными экспе-
римента, а также найдены условия его инициирования и развития.
4. Механика пластического разрушения
Разработаны методы оценки и моделирования условий пластического разрушения

при статическом нагружении элементов конструкций с трещинами.
Развит полуэмпирический способ описания пластического разрушения при стати-

ческом нагружении конструкционных материалов типа сталей низкой и средней проч-
ности. Его основу составляют методика косвенного определения трещиностойкости по
результатам испытаний малых образцов с трещиной и методика построения условий
роста трещин в крупногабаритных конструкциях в результате натурных эксперимен-
тов и моделирования. Обе методики опираются на соображения подобия и исполь-
зуют резкую температурную зависимость прочностных свойств и трещиностойкости
указанных материалов [45,46].
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Оказывается, что условия разрушения крупногабаритной конструкции из стали
низкой и средней прочности (например, сосуда давления) можно смоделировать, про-
ведя испытание его геометрически подобной уменьшенной модели при соответственно
пониженной температуре.

Для построения численно-аналитических оценок условий пластического разруше-
ния развит метод верхней и нижней оценок, опирающийся на установленный вариа-
ционный принцип в теории жесткопластических течений с образованием трещин от-
рыва [47].

Исследования в области механики разрушения позволили предложить структурно-
континуальный подход для описания катастрофического разрушения иерархических
сложных технических систем [48]. В рамках подхода разработан принцип распределе-
ния защитных ресурсов по структурным уровням системы с целью предотвращения
ее катастрофического разрушения [49].
5. Механика льда и ледяного покрова
Развит подход к описанию разрушения льда и ледяного покрова, в том числе при

взаимодействии с ледоколами и ледостойкими конструкциями [50, 51]. Сформулиро-
вана модель формирования тороса при сжатии ледяного покрова и введена качествен-
ная мера сопротивления материала развитию тороса-торосостойкость. Дана класси-
фикация по параметрам механики разрушения основных форм разрушения ледяного
покрова ледоколом с учетом ледового сжатия, позволяющая рассчитывать ледовое
сопротивление. Предложены тактические приемы работы ледоколов в сжатых льдах,
включая приемы проводки судов и освобождения их от ледового сжатия. В качестве
примера можно отметить, что ледокол может освободить судно от ледового сжатия,
сделав определенный дугообразный канал, отходящий от судна.

Разработаны модели формирования наблюдаемых по данным космического мони-
торинга крупномасштабных структур ледяного покрова [52].

Выполнены (2003–2015 гг.) моделирование и расчеты ледовых нагрузок на ледо-
стойкие конструкции для глубоководных районов континентального шельфа. Пред-
ложены модели процессов разрушения крупногабаритных ледовых массивов при вза-
имодействии с инженерными сооружениями. Модели учитывают возможности ини-
циирования в ледовых массивах магистральных разрывов и контактного разрушения
льда при большой площади контакта [53]. Модель контактного разрушения преду-
сматривает возможность перемещения очага локального разрушения по поверхности
контакта, наблюдаемого в экспериментах в условиях опытового ледового бассейна.
Разработаны критерии подобия для физического моделирования натурных процес-
сов разрушения льда в зоне контактного взаимодействия с учетом механических и
физических процессов различной природы (движения твердого тела в жидкости, раз-
рушения льда, экструзии частиц разрушенного льда в области контакта) [54]. Разра-
ботана модель процесса развития берегового навала льдов на мелководье. Предложен
механизм и сформулированы критерии реализации навала.

Предсказано теоретически существование краевых волн, распространяющихся
вдоль кромки ледяного покрова и экспоненциально затухающих в поперечном направ-
лении вдоль его поверхности [55,56]. Подобные волны были впоследствии обнаружены
экспериментально в ходе полевых исследований американскими учеными.
6. Результаты по нано- и микромеханике, нано- и микроэлектронике
С начала 1990х годов Р.В. Гольдштейном вместе с учениками и коллегами получен

ряд фундаментальных результатов в области нано- и микромеханики и прочности
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материалов и изделий. В первую очередь, эти исследования были направлены на ре-
шение проблем обеспечения прочности и долговечности изделий микро- и субмикро-
электроники. Разработаны модели и выполнено моделирование процессов деградации
многоуровневых межсоединений (проводящих дорожек) изделий микро- и субмик-
роэлектроники вследствие действия механических нагрузок и электромиграции [57].
Получены оценки долговечности межсоединений. Для изделий масштаба чипа, изго-
товленных по методу перевернутого кристалла, осуществлено моделирование условий
разрушения при термомеханическом нагружении [58]. Результаты этих исследований
подытожены в обзорной работе [59]. Выполнено моделирование условий, приводящих
к формированию упрочненных геттерированных зон в пластинах-подложках крем-
ния. Выполнено моделирование эволюции морфологии поверхности SiGe квантовых
точек на подложке Si (001) при осаждении покрывающего слоя кремния при различ-
ных температурах роста [60–62]. На основе анализа напряженно-деформированного
состояния получены условия перехода квантовая точка-квантовое кольцо. Резуль-
таты моделирования использованы для качественного объяснения явлений, наблю-
даемых экспериментально при гетероэпитаксиальном росте: трансформация кванто-
вых точек в квантовые кольца, образование вертикальных массивов, так называ-
емых, нанолинз. Выполнено моделирование механического поведения современных
металл-оксид-полупроводник полевых транзисторов, имеющих кремний-германиевый
исток/сток и канал и выращенных на подложках различных ориентаций. Выполнено
моделирование роста кислородосодержащих преципитатов в кристаллах кремния [63].
Предложен энергетический критерий потери сферичности преципитатами в процессе
их роста. Показано, что процесс потери сферичности как когерентными, так и неко-
герентными преципитатами управляется единым безразмерным комплексом. Пред-
ложена модель процесса химико-механического полирования – одного из основных
технологических процессов современной нано- и микроэлектроники [64, 65]. Модель
учитывает сопряженные процессы диффузии активной рабочей жидкости в поверх-
ностный слой и механического воздействия полировальника и частиц, содержащихся
в рабочей жидкости на характеристики полирования. Получены соотношения, обоб-
щающие эмпирический закон Престона и выражающие взаимосвязь скорости поли-
рования и механической нагрузки с учетом перечисленных факторов. Выполнен ана-
лиз химико-механического полирования вольфрама с учетом зарождения и развития
очагов осаждения окисной пленки. Показано, что скоростное полирование связано с
удалением указанных очагов, что подтверждается сравнением с известными экспери-
ментальными данными.

Начиная с 2003 г. выполнен ряд работ по моделированию прочности и процес-
сов разрушения наноматериалов и наноструктурных объектов [66, 67]. Разработаны
дискретно-континуальные механические модели деформирования нанотрубок, систем
нанотрубок, графеновых плоскостей и их совокупностей. Предложены алгоритмы,
реализованные в виде программ, для моделирования процессов деформирования и
образования дефектов структуры нанотрубок. Исследованы задачи изгиба и потери
устойчивости при изгибе на моделях однослойных нанотрубок и системы слоев гек-
сагональной структуры. Разработаны схемы и прототипы устройств для проведения
механических испытаний нано- и микромасштабных образцов. Выполнено модели-
рование испытаний нанотрубок на разрыв и определены предельные деформации.
Разработан метод оценки влияния промежуточного слоя, образующегося вокруг на-
ночастиц в нанокомпозите, на эффективные деформационные характеристики этого
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композита [68]. Предложена обобщенная модель атомистической трещины и найдены
условия применимости континуального подхода теории трещин для описания условий
роста трещин наномасштаба [69,70]. Этот цикл работ подытожен в работе [71].

Предложено кинетическое уравнение, описывающее эволюцию размера зерна ма-
териала в процессах интенсивной пластической деформации, приводящих, в частно-
сти, к получению наномасштабной структуры; при этом учтена зависимость скорости
изменения размера зерна от скорости вращения бесконечно малого объема матери-
ала относительно главных осей тензора напряжений [72]. Выполнен сравнительный
анализ поведения жесткопластических решений в окрестности поверхностей макси-
мального трения и в процессе равноканальной экструзии. Определена мера вращения
элементарных материальных объемов относительно главных осей тензора напряже-
ний, входящая в предложенное кинетическое уравнение для размера зерна и показано,
что эта мера принимает одно и тоже численное значение в двух рассмотренных про-
цессах. Эти результаты составляют основу для развития метода предсказания фор-
мирования слоя интенсивных пластических деформаций в окрестности поверхностей
трения в процессах обработки материалов давлением. Предложен подход к описанию
влияния масштабного фактора на толщину пограничного слоя с сильно измененными
свойствами вблизи поверхностей контакта рабочего тела и инструмента (поверхностей
трения) [73,74]. Подход опирается на предположение о том, что толщина пограничного
слоя определяется скоростью деформаций и расстоянием, пройденным материальной
точкой вдоль поверхности трения.

Выполнены исследования эффектов поверхностной упругости и поверхностных
остаточных напряжений при деформировании различных тел с наноструктурными
элементами [75, 76]. С учетом поверхностной упругости и поверхностных остаточных
напряжений дано обобщение аналитического решения задачи о деформации матери-
ала внутри и вне шарового включения в упругой среде, при однородных собственных
деформациях внутри включения и заданных напряжениях вдали от него (обобщенная
задача Эшелби). Выявлен масштабный эффект на нанометровых масштабах (зависи-
мость деформаций от диаметра включений). Показано, что при определенных услови-
ях (для ряда кубических кристаллов) влияние остаточных напряжений превосходит
эффект поверхностной упругости. Выполнено дискретно-континуальное моделирова-
ние композитов с нанонаполнителями. Разработана модель трехфазного композита с
упругой анизотропией.

Группа под руководством и при участии Р.В. Гольдштейна и В.А. Городцова, Д.С.
Лисовенко выполнила исследования по механике материалов с отрицательным коэф-
фициентом Пуассона (ауксетиков), весьма перспективных для использования в техни-
ке и медицине [77–81]. В частности, среди кристаллов различных сингоний выделены
кристаллы, обладающие ауксетическими свойствами. Изучены эффекты, проявляю-
щиеся при деформировании нано- и микротрубок из таких материалов. Показано, что
ауксетичность может сохраняться и исчезать при сворачивании ауксетика в трубку.
Возможно и появление ауксетичности у трубки из неауксетика. Выявлены линейный
прямой и обратный эффекты Пойнтинга, имеющие место для нано- и микротрубок из
кубических, тетрагональных и орторомбических кристаллов (кручение трубок сопро-
вождается их растяжением (сжатием) и обратно – кручение сопровождает растяжение
трубок).
7. Основные прикладные результаты
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Результаты фундаментальных исследований успешно применены для решения при-
кладных задач. Начиная с 1960-х годов Р.В. Гольдштейн принимал участие, а с 1975 г.
по 1990 г. являлся и научным руководителем от ИПМех РАН комплексной работы,
выполнявшейся в области специальной техники по решению Директивных органов.
В результате этих исследований разработаны и утверждены в 1989 г. соответствую-
щими ведомствами нормы дефектности для ответственных изделий из композитных
полимерных материалов.

Другое направление прикладных исследований - разработка методов оценки ре-
сурса и безопасности оборудования для транспортировки, подготовки и переработки
углеводородного сырья, содержащего сероводород (научный рук. работ со стороны
ИПМех РАН). Эти работы проводятся с 1976 г. совместно с предприятиями Минхим-
нефтемаша СССР, Мингазпрома СССР (ныне ПАО ОАО «ГАЗПРОМ»). В результате
этих работ создан «Временный регламент технического освидетельствования трубо-
проводов и оборудования установок комплексной подготовки газа Оренбургского га-
зоконденсатного месторождения».

В 2013–2015 гг. в работах совместных с ФГУП ЦАГИ предложена (совместно с Е.И.
Шифриным и П.С. Шушпанниковым) методика оценки остаточной прочности панели
из углерод-углеродного композита при наличии в ней ударных повреждений.

С 2003 г. под руководством Р.В. Гольдштейна и при его непосредственном участии в
интересах ОАО «ГАЗПРОМ» (ныне ПАО «ГАЗПРОМ») проводятся работы по моде-
лированию и расчету ледовых нагрузок на ледостойкие конструкции применительно к
освоению месторождений углеводородного сырья в зоне шельфа Арктических морей.
Разработанный в совместных исследованиях с ООО «Газпром ВНИИГАЗ» расчет-
ный случай возможного поворота заякоренных ледостойких платформ при взаимо-
действии с ледовым полем сейчас нашел отражение в подготовленном ООО «Газпром
ВНИИГАЗ» Проекте Стандарта по расчету ледовых нагрузок на ледостойкие кон-
струкции в зоне Арктического шельфа.

С 2003 г. совместно с сотрудниками проведены работы по биомедицинской механике
в тесном контакте с МНТК «Микрохирургия глаза». В частности, совместно с сотруд-
никами МНТК разработана и в 1986 г. защищена авторским свидетельством конструк-
ция опорных элементов интракапсулярного искусственного хрусталика глаза. Многие
годы хрусталик с опорными элементами предложенной конструкции успешно исполь-
зуется в оперативной практике.
8. Заключение
Научные работы Р.В. Гольдштейна внесли существенный вклад развитие механики

деформирования и разрушения.
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отвечающим трем различным типам краевых условий. В статье также предложен алгоритм
идентификации повреждений, вносимых трещинами. Помимо этого, высказано предположе-
ние, что для однозначной идентификации трещиноподобных дефектов на самом деле до-
статочно знать два спектра. Для проверки этого предположения разработана модификация
предложенного ранее численного алгоритма. Рассмотрены численные примеры. Полученные
результаты дают основание полагать, что высказанное предположение справедливо.
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Введение
Задача рассматривается в рамках широко распространенной модели, в которой по-

перечные трещины при поперечных колебаниях стержня моделируются невесомы-
ми пружинами, работающими на поворот [1-4]. В работе [5] доказано, что любое ко-
нечное число трещин однозначно определяется по трем спектрам, отвечающим трем
типам краевых условий. Результат получен сведением исходной задачи к обратной
спектральной задаче для обыкновенного дифференциального оператора четвертого
порядка на отрезке. Это позволило воспользоваться известными результатами [6-9].
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Поскольку в результате сведения задачи к дифференциальному уравнению четверто-
го порядка получилось уравнение частного вида, содержащее лишь одну неизвестную
функцию, можно предположить, что в действительности верен более сильный ре-
зультат и все трещины можно идентифицировать с помощью лишь двух спектров. В
представленной статье данная гипотеза проверяется на численных примерах.
Математическая формулировка задачи
Рассмотрим балку длины l, занимающую интервал 0 < x < l. Площадь сечения S

балки предполагается постоянной. Предполагается, что пружины, моделирующие по-
перечные трещины, расположены в точках x1; x2; : : : ; xn, причем x1 < x2 < � � � < xn.
Амплитуды поперечного перемещения оси балки при поперечных колебаниях на ин-
тервале xj�1 < x < xj обозначим yj(x), где j = 1; 2; : : : ; n + 1. Уравнение гармониче-
ских поперечных колебаний на интервале xj�1 < x < xj имеет следующий вид

y
(4)
j (x) = �yj(x); � = !2�S=EI; (j = 1; 2; :::; n+ 1); xj�1 < x < xj (1)

где E - модуль Юнга, I - момент инерции поперечного сечения, � - плотность матери-
ала, ! - собственная частота, верхний индекс (4) обозначает производную четвертого
порядка.

Условия сопряжения в местах расположения пружин имеют вид

yj(xj) = yj+1(xj); y00j (xj) = y00j+1(xj); y000j (xj) = y000j+1(xj) (2)
y0j+1(xj)� y0j(xj) = �j = cjy

00
j (xj); cj > 0; j = 1; 2; :::; n (3)

где cj податливость j-ой пружинки.
Рассмотрим четыре типа условий на концах стержня. Во всех случаях предполага-

ется, что правый конец свободен
�
y00n+1(l) = y000n+1(l) = 0

�
. Случаю защемления левого

конца соответствуют условия

y1(0) = y01(0) = 0 (4)
Условие шарнирного опирания левого конца имеет вид

y1(0) = y001(0) = 0 (5)
Условие, приводящее к несамосопряженной задаче на собственные значения

y1(0) = y0001 (0) = 0 (6)
Случаю скользящей заделки соответствуют краевые условия

y01(0) = y0001 (0) = 0 (7)
Собственные значения, определяемые уравнениями (1), (2), (3) и краевыми усло-

виями, при которых правый конец стержня свободен, а условия на левом конце удо-
влетворяют соотношениям (4), (5), (6) и (7) обозначим �i; �i; �i и �i, соответственно.
Требуется определить положения пружин (трещин) x1; x2; : : : ; xn и их податливости
ci по указанным собственным значениям.

В [5], с помощью техники, развитой в [10,11], задача сведена к уравнению

w(4)(x) = �

241 +
4X
j=1

cj�(x� xj)

35w(x) (8)
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Здесь �(x� xi) - дельта-функция, сосредоточенная в точке xi, и для функции w(x)
выполнены следующие краевые условия: w(l) = w0(l) = 0, а на левом конце условия
(4), (5), (6) и (7) переходят в краевые условия w00(0) = w000(0) = 0, w(0) = w00(0) = 0,
w0(0) = w00(0) = 0 и w0(0) = w000(0) = 0 соответственно.

В [6-8] рассмотрено уравнение более общего вида�
r(x)w00(x)

�00
= �m(x)w(x) (9)

где m(x) и w(x) регулярные, но неизвестные функции. Доказано, что эти функции
однозначно восстанавливаются по трем спектрам �, � и �. Хотя функция m(x), опре-
деляемая уравнением (8) является сингулярной, доказательство, приведенное в [6-8]
полностью проходит и для этого случая. Вместе с тем, уравнение (8) содержит только
одну неизвестную функцию, что дает основание полагать, что для ее восстановления
достаточно знать только два спектра. Это предположение мы проверим численно с
помощью алгоритмов, разработанных в [5,12].
Численный алгоритм идентификации трещин
Для реализации численного алгоритма немного переформулируем рассматривае-

мую задачу в соответствии с подходом, развитым в [5,12]. Предположим, что трещины
снижают локальную жесткость балки, но не влияют на ее плотность. Тогда, вместо
уравнений (1), (2), (3) следует рассмотреть уравнение поперечных колебаний балки с
переменным модулем Юнга E�(x)�

p(x)u00(x)
�00

= �u(x); p(x) = E�(x)=E (10)

С помощью конечно-элементной модели балки и кусочно-постоянной аппроксима-
ции функции p(x) прямая задача сводится к следующей задаче на собственные зна-
чения �

Kq(p)� �(q)M
�
dq = 0; (q = 1; 2; 3) (11)

где индекс q указывает на тип краевых условий, Kq - матрица жесткости, отве-
чающая данному типу краевых условий, M - матрица масс, �(q) - соответствующие
собственные значения, dq - собственные векторы, p = (p1; : : : ; pN ) - вектор относи-
тельных жесткостей элементов, pj = E�j =E, 0 < pj � 1.

Используемый в [5] алгоритм заключался в решении последовательности оптими-
зационных задач. Предполагалось, что в результате проведения экспериментов оказа-
лись известны собственные значения поперечных колебаний балки ~�

(q)
k , k = 1; : : : ; N ,

q = 1; 2; 3, соответствующие трем типам краевых условий. Для определения компо-
нент вектора p рассматривалась последовательность минимизационных задач с це-
левыми функциями, использующими различное количество известных собственных
значений N

FN (p) =
3X
q=1

NX
k=1

 
�

(q)
k (p)� ~�

(q)
k

~�
(q)
k

!2

(12)

Для поиска минимума введенных целевых функций использовался оптимизацион-
ный алгоритм Левенберга-Марквардта [13]. В качестве начального приближения вы-
бирался вектор p = (1; : : : ; 1), соответствующий неповрежденной балке. Элементы,
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Рис. 1 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления двух трещин.

для которых pi < 1, признаются поврежденными. Для уточнения локализации де-
фектов нужно рассматривать более мелкие разбиения отрезка, занимаемого балкой.
При этом, участки стержня, признанные неповрежденными при грубом разбиении,
считаются неповрежденными и в дальнейшем.

Для проверки нашего предположения о том, что достаточно знать лишь два спектра
воспользуемся аналогичным алгоритмом с той разницей, что в целевых функциях
будет использовано только два спектра

FN (p) =
2X
q=1

NX
k=1

 
�

(q)
k (p)� ~�

(q)
k

~�
(q)
k

!2

(13)



ОБНАРУЖЕНИЕ МНОЖЕСТВЕННЫХ ТРЕЩИН В БАЛКЕ... 23

Рис. 2 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления трех трещин.

В численных примерах сравним результаты, получаемые с помощью трех и двух
спектров.
Численные примеры
Рассмотрим балку длины l = 1м квадратного сечения со стороной h = 0:02м, модуль

Юнга материала E = 2:1 � 1011Н=м2, плотность материала � = 7800кг=м3, коэффи-
циент Пуассона � = 0:3. Во всех рассмотренных примерах стержень, путем после-
довательного измельчения разбиения, в итоге был разбит на 88 элементов. Сперва
рассмотрим задачу идентификации двух открытых, поперечных, односторонних тре-
щин. Первая трещина относительной длины s1 = a1=h = 0:1 расположена в точке
x1 = 0:1м, вторая трещина расположена в точке x2 = 0:6м и имеет относительную
длину s2 = 0:15. Здесь ai - длины трещин. Используя метод, предложенный в [10], бы-
ли получены собственные значения, соответствующие поврежденному стержню ~�i, ~�i
и ~�i, которые являются входными данными для описанного алгоритма. На Рис.1 при-
ведено сравнение результатов, полученных при использовании двух спектров ~�i, ~�i и
всех трех рассматриваемых спектров. По оси x отложены номера элементов, а по оси y
величины , соответствующие податливостям элементов. Элементы занумерованы сле-
ва направо. Черные вертикальные полосы соответствуют результатам, полученным с
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Рис. 3 Сравнение решений, полученных при использовании трех и двух спектров
для восстановления четырех трещин.

помощью всех трех спектров. Светлые вертикальные полосы соответствуют резуль-
татам, полученным с помощью двух спектров ~�i и ~�i. Величины N соответствуют
количеству используемых собственных значений при построении целевых функций.
Из рисунка видно, что результаты, полученные с помощью собственных значений,
отвечающих двум типам краевых условий, хорошо соответствуют результатам, по-
лученным с помощью собственных значений, отвечающих всем трем типам краевых
условий, которые, как было показано в [5], хорошо соответствуют искомым поврежде-
ниям.

В следующем примере добавим к имеющимся трещинам еще одну трещину, распо-
ложенную в точке x3 = 0:8м и имеющую относительную длину s3 = 0:2. Результаты
восстановления показаны на Рис.2. Из рисунка видно, что результаты, полученные
с помощью трех и двух спектров хорошо согласуются как друг с другом, так и с
рассматриваемыми повреждениями.

Добавим, наконец, еще одну трещину размером s4 = 0:05 в точку x4 = 0:4м. На
Рис.3 показаны результаты восстановления четырех трещин. Видно, что здесь также
результаты хорошо согласуются друг с другом и с рассматриваемыми повреждениями.
Выводы
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Рассмотрено несколько численных примеров, результаты которых подтверждают
высказанную раньше гипотезу о том, что знания двух спектров, отвечающих двум раз-
личным типам краевых условий, достаточно для однозначного восстановления любого
конечного числа поперечных трещин в стержне. Примеры приведены для спектров с
условиями на концах: свободно опертый – свободный и защемленный – свободный.
Для выбора именно этих двух условий имеются определенные основания, однако,
численно проверялись и другие пары спектров с условиями на концах: скользящий
– свободный и свободно опертый – свободный, а также защемленный – свободный и
скользящий – свободный. Хотя полученные результаты также были удовлетворитель-
ными, но несколько хуже представленных здесь.
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DETECTION OF MULTIPLE CRACKS IN A BEAM BY MEANS NATURAL
FREQUENCIES OF TRANSVERSE VIBRATIONS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of theRAS, Moscow, Russian Federation

Abstract. A problem of detection of multiple transverse cracks in a beam by means of natural
frequencies of transverse vibrations is considered. It is proved in the recent paper of the authors
that an arbitrary number of cracks can be uniquely determined by three spectra corresponding
to three types of the end conditions. An algorithm of reconstruction the damages corresponding
the cracks is also developed. In addition, it was assumed that the cracks can be detected using
only two spectra. To verify this supposition a modification of the previously developed algorithm
is proposed. Numerical examples are considered. The obtained results confirm the assumption.
Keywords: beam, cracks, transverse vibration, natural frequencies, inverse problem, numerical
algorithm.
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Аннотация. В статье рассматриваются дифференциальные уравнения для потенциалов,
обеспечивающие выполнение связанных векторных дифференциальных уравнений линейной
теории микрополярной упругости в случае гармонической зависимости поля перемещений и
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торных дифференциальных уравнений микрополярной теории упругости для потенциалов
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1. Предварительные сведения и вводные замечания. Микрополярная теория упру-
гости, впервые предложенная в классическом сочинении [1], выступает как естествен-
ное обобщение теории упругости, хорошо известной и как инженерная, и как фи-
зическая наука [2]. Микрополярная теория упругости предолжила свой рецепт пре-
одоления трудностей, с которыми столкнулась теория упругости, пытаясь, например,
объяснить поведение зернистых сред или картину распространения высокочастотных
акустических волн через поликристаллические структуры. Уравнения микрополяр-
ной теории упругости достаточно хорошо известны [3, 4]. Их вывод, основанный на
принципе виртуальных перемещений, имеется в статье [5].

Целью представляемой работы является исследование связанной системы вектор-
ных дифференциальных уравнений линейной микрополярной теории изотропного
упругого тела в случае гармонической зависимости полей перемещений и микровра-
щений от времени. Их изучение и преобразование с помощью динамических потен-
циалов (безвихревых и вихревых) приводит к различным системам векторных диф-
ференциальных уравнений (как связанным, так и не связанным). С теоретической и
прикладной точек зрения наиболее интересны только те, который обеспечивают пе-
реход от связанных уравнений к несвязанным. Родственные проблемы и постановки
задач возникают также в прикладных задачах связанной термоупругости и особен-
но в вопросах распространения гармонических волн в гиперболических термоупругих
средах [6].

В представляемой работе, которая по-существу представляет собой обобщение мето-
дов и результатов [7], развивается альтернативная схема расщепления основной свя-
занной системы векторных дифференциальных уравнений гармонической микропо-
лярной теории упругости на несвязанные уравнения. Последние будут иметь форму
винтовых уравнений. Ниже приводятся минимально необходимые сведения, касающи-
еся таких уравнений (см., например, [9]).

Векторное поле � в трехмерном пространстве называется винтовым (screw field),
если оно удовлетворяет следующему соотношению:

�� (r��) = 0;

т.е. вихрь векторного поля оказывается коллинеарным направлению самого поля

r�� = A�;

где множитель A характеризуется термином анормальность (abnormality) поля. В том
случае, когда множитель A есть постоянная величина:
1) все кратные (повторные) вихри векторного поля �

r��; r� (r��); r� (r� (r��)); : : :

также будут винтовыми полями, причем с той же самой анормальностью A;
2) поле � будет удовлетворять векторному уравнению Гельмгольца

�� +A2� = 0;

3) винтовое поле � с постоянной анормальностью A всегда представимо в форме

� = A(rh)� d +A2hd + (d �r)rh;

где d—постоянный единичный директор в трехмерном пространстве, h—некоторое
скалярное поле, удовлетворяющее уравнению Гельмгольца

�h+A2h = 0:
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2. Дифференциальные уравнения линейной теории микрополярной упругости в тер-
минах перемещений и микровращений. Система связанных векторных дифференци-
альных уравнений линейной микрополярной теории упругости имеет вид [5]:(

G[(1 + c1)r �ru + (1� c1 + 2�(1� 2�)�1)rr � u + 2c1r� �] = �@�@�u;

GL2[(1 + c2)r �r�+ (1� c2 + 2c3)rr � �]� 2Gc1(2��r� u) = I@�@��:
(1)

где �—плотность; I —коэффициент микроинерции; u— вектор перемещения; �— век-
тор микровращения; G—модуль сдвига; � —коэффициент Пуассона; L— характерная
длина микрополярной теории упругости; c1, c2, c3 —физически безразмерные опреде-
ляющие постоянные; r — трехмерный оператор Гамильтона; @� —частное дифферен-
цирование по времени при фиксированных пространственных переменных.

Приведенная выше система векторных дифференциальных уравнений с частными
производными (1) представляется наиболее приемлемой с физической точки зрения.
Однако в современной литературе она не получила широкого распространения, по-
скольку оптимальным считается другой набор определяющих постоянных. По этой
причине введем новые определяющие постоянные �, �, 
, �, �, " согласно

G = �;
2�

1� 2�
=
�

�
; GL2 = 
;

c1 =
�

�
; c2 =

"



; c3 =

�

2

:

Заметим, что они систематически используются в монографиях [3, 4] и множестве
других публикаций, посвященных линейной микрополярной теории упругости изо-
тропного тела. В результате система связанных уравнений линейной микрополярной
теории упругости (1) преобразуется к следующей форме:(

(�+ �)r �ru + (�� �+ �)rr � u + 2�r� � = �@�@�u;

(
 + ")r �r�+ (
 � "+ �)rr � �� 2�(2��r� u) = I@�@��;
(2)

или также(
(�+ 2�)rr � u� (�+ �)r� (r� u) + 2�r� � = �@�@�u;

(� + 2
)rr � �� (
 + ")r� (r� �)� 2�(2��r� u) = I@�@��:
(3)

Векторное дифференциальное уравнение (3) будет рассматрваться в областях трех-
мерного пространства, обладающих свойством поверхностной односвязанности: любая
замкнутая поверхность, целиком расположенная в области может быть стянута в точ-
ку, не выходя за границу области. Такое требование совершенно необходимо для того,
чтобы любое безвихревое векторное поле имело бы потенциал, а любое векторное
поле с нулевой расходимостью оказывалось бы вихревым, т.е. имело бы векторный
потенциал.

Зависимость от времени предполагается гармонической, т.е. физические поля пред-
ставляются как произведения комплексных амплитуд (за которыми мы сохраним те
же обозначения, что и для самих полей) на комплексную гармоническую экспоненту
ei!t, где !—циклическая частота.
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3. Потенциалы перемещений и микровращенией. Связанные уравнения для потен-
циалов. Воспользуемся разложениями Гельмгольца для векторов перемещений и мик-
ровращений

u = r� + r�	;

� = r� + r�H;
(1)

которые представляют указанные векторные поля с помощью скалярных потенциалов
�, � и векторных потенциалов 	, H.

К ним можно присоединять (а можно и не присоединять) различные калибровоч-
ные условия. В частности, стандартными принято считать условия, фиксирующие
нулевую расходимость векторных потенциалов

r �	 = 0; r �H = 0: (2)

Подстановка разложений (1) в систему дифференциальных уравнений (3) позволя-
ет получить уравнения для скалярных и векторных потенциалов.

Дифференциальные уравнения для скалярных потенциалов �, � не связанны меж-
ду собой и поэтому рассматриваются как два независимых уравнения

��� 1

c2
k
(@�)

2� = 0;

��� 1

�c
2
k
(@�)

2�� 
2

�c
2
k
� = 0:

Здесь постоянные c2
k, �c

2
k и 
2 выражаются в терминах определяющих постоянных

согласно

c2
k =

�+ 2�

�
; �c

2
k =

� + 2


I
; 
2 =

4�

I
:

Для векторных потенциалов 	, H получаются два связанных между собой вектор-
ных дифференциальных уравнения8><>:

A?	 + 2d2
?r�H = 0;

B?H +

2

2 88
�
c2
?

r�	 = 0;
(3)

где были введены постоянные

d2
? =

8c2
?

88c2
?
; 8c2

? =
�

�
; 88c2

? =
�+ �

�
; 88

�
c2
? =


 + �

I
; (4)

и, кроме того, — два дифференциальных оператора второго порядка

A? = �� 1
88c2
?

(@�)
2; B? = �� 1

88
�
c2
?

(@�)
2 � 
2

88
�
c2
?
: (5)

Система (3) сохраняет свой вид независимо от использования того или иного усло-
вия калибровки. В частности, можно вообще отказаться от калибровочных условий
(2).

Исследование связанных уравнений для векторных потенциалов перемещений и
микровращений вызывает значительные трудности и поэтому мы сосредоточимся
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именно на этих уравнениях. Начнем с того, что дифференциальные операторы A?
и B? в условиях гармонической зависимости от времени сводятся к

A? = � +
!2

88c2
?
; B? = � +

!2

88
�
c2
?
� 
2

88
�
c2
?
: (6)

В рамках настоящего исследования удобно ввести следующие две постоянные

�2
? =

!2

88c2
?
; �2

? = Abs
!2 � 
2

88
�
c2
?

и привести операторы A? и B? к следующему виду:

A? = � + �2
?; B? = �� �2

?; (7)

где выбор того или иного знака в выражении для B? зависит от величины цикличе-
ской частоты

!2 � 
2 ? 0:

В итоге в гармоническом случае связанная система уравнений для потенциалов
приобретает вид 8><>:

(� + �2
?)	 + 2d2

?r�H = 0;

(�� �2
?)H +


2

2 88
�
c2
?

r�	 = 0:
(8)

Ограничимся исследованием высокочастотных гармонических волн, когда цикли-
ческая частота ! оказывается выше порогового значения, определяемого постоянной

. Тогда последняя система уравнений приводится к8><>:

(� + �2
?)	 + 2d2

?r�H = 0;

(� + �2
?)H +


2

2 88
�
c2
?

r�	 = 0;
(9)

с целью сокращения записи введем обозначение

g2
? =


2

88
�
c2
?
d2
?;

после чего окончательно приходим к следующей системе уравнений:8><>:
(� + �2

?)	 + 2d2
?r�H = 0;

(� + �2
?)H +

g2
?

2d2
?

r�	 = 0:
(10)

Внимательный анализ проведенных рассуждений показывает, что связанная систе-
ма уравнений для потенциалов (10) получается также и в несколько иной форме (и
снова без учета калибровки потенциалов):8><>:

�r� (r�	) + �2
?	 + 2d2

?r�H = 0;

�r� (r�H) + �2
?H +

g2
?

2d2
?

r�	 = 0:
(11)
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4. Представление вихревых составляющих перемещений и микровращений винто-
выми векторными полями. Представление вихревых составляющих перемещений и
микровращений с помощью винтовых векторных полей решает главную задачу на-
стоящего исследования: переход от связанной системы дифференциальных уравне-
ний (11) к несвязанным уравнениям, что в конечном итоге должно позволить найти
аналитические подходы к решению прикладных задач механики микрополярных кон-
тинуумов.

Достижение этой цели начинается с рассмотрения вихревых составляющих пере-
мещений и микровращений как одного и того же вихревого векторного поля �, но с
различными масштабными факторами:�r�	 = a�;

r�H = b�;
(1)

при этом буде выполнено естественное калибровочное условие

r �� = 0:

Подстановка (1) в систему векторных дифференциальных уравнений (11) позволяет
получить следующую систему уравнений относительно поля �:8><>:

�ar� (r��) + �2
?a� + 2d2

?br�� = 0;

�br� (r��) + �2
?b� +

g2
?

2d2
?
ar�� = 0:

В левой части первого из уравнений приведенной выше системы добавим и отнимем
одно и то же слагаемое (c—некоторая постоянная)

cr��;

то же самое выполним и со вторым уравнением и слагаемым (d—некоторая постоян-
ная)

dr��:

После ряда преобразований убеждаемся в том, что, если положить

a

c
=
c+ 2d2

?b

a�2
?

;
b

d
=
d+ (2d2

?)�1g2
?a

b�2
?

;

то связанные уравнения для потенциалов будут удовлетворяться, когда(
�cr�� + a�2

?� = 0;

�dr�� + b�2
?� = 0:

Получить одно независимое уравнение для определения векторного поля � удается,
если принять, что

c

d
=
�2
?
�2
?

a

b
;

тогда оказывается достаточной выполнимость следующего винтового уравнения

�r�� + p�2
?� = 0; (2)

где p представляет собой отношение

p =
a

c
:
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Обратимся далее к нахождению постоянных. Всего их четыре: a, b, c, d. Из них
можно образовать три независимых отношения:

p =
a

c
; q =

b

c
; s =

d

c
:

Для указанных отношений из предыдущих рассуждений получаются ровно три неза-
висимых уравнения 8>>>>>><>>>>>>:

p2�2
? = 1 + 2qd2

?;

q2�2
? = s2 + ps

g2
?

2d2
?
;

ps
�2
?
�2
?

= q:

Из данной выше системы уравнений можно определить постоянную q, получив сна-
чала квадратное уравнение

2d2
?�

2
?q

2 + (�2
? � �2

? � g2
?)q �

g2
?

2d2
?

= 0;

из которого находятся два различных вещественных значения для q:

4d2
?�

2
?q = �2

? + g2
? � �2

? �
q

(�2
? + g2

? � �2
?)2 + 4g2

?�
2
?:

Для постоянной p также получаются два различных вещественных значения со-
гласно

2�4
?p

2 = �2
? + g2

? + �2
? �

q
(�2
? + g2

? + �2
?)2 � 4�2

?�
2
?:

Начиная с этого момента, введем два значения p1, p2, которые соответствуют поло-
жительному и отрицательному знакам в приведенной только что формуле, и введем
также два значения K1, K2, положив

�4
?p

2
1; 2 = K2

2; 1; �2
?p1 = �K2; �2

?p2 = �K1:

Заметим, что волновые числа K1, K2 в силу своего определения упорядочены со-
гласно

K2 > K1 > 0:

Таким образом, всего для параметра p имеется четыре различных вещественных
значения

�K1; �K2;

в результате векторное поле � должно удовлетворять одному из четырех винтовых
уравнений

�r���K2; 1� = 0; (3)
где знаки � и индексы 1, 2 между собой никак не согласованы.

Таким образом, имеется ровно четыре независимых поля1

�
2
�; �

2
+; �

1
�; �

1
+;

которые должны быть интегралами несвязанных векторных уравнений (3) и линей-
ные комбинации которых будут определять вихревые части векторов перемещений и

1Приводимые ниже обозначения для четырех различных вариантов векторного поля Υ согласо-
ваны с четырьмя уравнениями (3), выписанными в сокращенной форме.
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микровращений в соответствии с (1). При этом следует учитывать, что однозначно
определяется лишь отношение b=a и, поскольку

b

a
=
q

p
;

то отношение b=a имеет четыре различных значения, которые без труда находятся из
данных выше формул.

Полнота рассматриваемых в работе представлений гармонических полей переме-
щений и микровращений с помощью четырех винтовых векторных полей может быть
установлена известными (и сравнительно простыми) методами, изложение которых
заинтересованный читатель обнаружит в статье [7].

Полученные в работе результаты нацелены на их использование в прикладных за-
дачах, связанных с распространением гармонических (монохроматических) волн пе-
ремещений и микровращений вдоль длинных цилиндрических волноводов и в этом
смысле выступают как дальнейшее развитие методов и результатов, содержащихся в
книге [6].

5. Заключение.

1. Исследуется система связанных векторных дифференциальных уравнений ли-
нейной теории микрополярной упругости в терминах перемещений и микро-
вращений в случае гармонической зависимости физических полей от времени
(монохроматические волны перемещений и микровращений).

2. Получены несвязанные уравнения для скалярных и связанные уравнения век-
торных потенциалов, задающих поля перемещений и микровращений в соот-
ветствии с представлением Ламе, выполнение которых обеспечивает выполне-
ние векторных дифференциальных уравнений линейной теории микрополяр-
ной упругости.

3. Развита альтернативная схема расщепления связанных векторных дифферен-
циальных уравнений микрополярной теории упругости для потенциалов на
несвязанные уравнения, основанная на пропорциональности вихревых состав-
ляющих перемещений и микровращений одному вихревому винтовому полю.

4. Проблема нахождения вихревых составляющих перемещений и микровраще-
ний сведена к решению четырех несвязанных между собой векторных винто-
вых дифференциальных уравнений первого порядка с частными производны-
ми.

5. Получено представление векторов перемещений и микровращений с помощью
четырех винтовых векторов, обеспечивающее выполнимость связанных век-
торных дифференциальных уравнений линейной теории микрополярной упру-
гости.

6. Полнота рассматриваемых в работе представлений гармонических полей пе-
ремещений и микровращений с помощью четырех винтовых векторных полей
может быть установлена известными (и достаточно простыми) методами.

7. Результаты настоящей работы могут быть использованы в прикладных зада-
чах, связанных с распространением гармонических (монохроматических) волн
перемещений и микровращений вдоль длинных волноводов.
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MEDIA BY FOUR SCREW FIELDS
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Abstract. The paper is devoted to study of the coupled vector differential equations of the linear
theory of micropolar elasticity formulated in terms of displacements and microrotations in the case
of a harmonic dependence of the physical fields on time. An alternative analysis aimed at splitting
the coupled vector differential equation of the linear theory of micropolar elasticity into uncoupled
equations is given. It is based on a notion of proportionality of the vortex parts of the displacements
and microrotations to the single vector, which satisfies the screw equation well known from the
mathematical physics. As a result, the problem of finding the vortex parts of the displacements
and microrotations fields is reduced to solution of four uncoupled screw differential equations of
the first order with partial derivatives. Obtained results are to be used in applied problems of the
micropolar elasticity and in particular in studies of harmonic wave propagation along waveguides.
Keywords: micropolar elasticity, displacement vector, microrotation vector, coupled, vector
potential, vortex part, screw equation, screw field, Helmholtz equation
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ГИДРОМЕХАНИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В ПРОЦЕССЕ
ВЫРАЩИВАНИЯ КРИСТАЛЛОВ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО
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Аннотация. Рассмотрен один из механизмов гидромеханической неустойчивости при выра-
щивании кристаллов из расплава методом Чохральского, связанный с явлением образования
«холодных термиков» в подкристальной области. С этой целью проанализированы результа-
ты, полученные по двум математическим моделям: 1 – без и 2 – с учетом процесса кристалли-
зации. В первом случае модельной жидкостью был этанол, а положение фронта кристалли-
зации задавалось изотермой кристаллизации и было неизменным. В рамках такого подхода
были исследованы особенности перехода от стационарного течения жидкости к его неустойчи-
вым модам, сопровождающимся формированием, развитием и отрывом «холодного термика»
от фронта (изотермы) кристаллизации. Во втором случае модельными расплавами были два
материала с температурой плавления, близкой к комнатной: гептадекан и галлий, которые
существенно различаются коэффициентами теплопроводности. В этом случае было изучено
влияние термомеханических параметров на формирование формы фронта кристаллизации и
возникновение гидромеханической неустойчивости в виде «холодных термиков».

Ключевые слова: выращивание кристаллов, метод Чохральского, моделирование, гидроди-
намика, теплоперенос, фронт кристаллизации
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Введение
Проблема неустойчивости потока расплава при выращивании кристаллов по методу

Чохральского (Cz) является предметом многих экспериментальных и теоретических
работ, в которых анализируются флуктуации температуры в расплаве для конкрет-
ных условий роста кристаллов кремния (см., например, обзор [1]). Прямое численное
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Рис. 1.

моделирование неустойчивых течений на основе полных уравнений Навье-Стокса ак-
туально и мало изучено для разных гидродинамических моделей, включая модель
Cz.

Первые попытки таких вычислений методами конечных разностей [2] и конечных
элементов [3] выявили значительное влияние параметров сетки. В последующие годы
методы численного моделирования были улучшены путем применения консерватив-
ной и более точной аппроксимации уравнений. Увеличение компьютерных ресурсов
позволило значительно увеличить количество узлов сетки и обеспечить существен-
ное снижение «математической» вязкости. Прямое численное моделирование тече-
ния, соответствующее ламинарно-турбулентному переходу, стало возможным после
долговременной проверки стационарных течений в Cz-модели [5,6]. Подобная работа
опубликована в [10] с использованием данных физического моделирования [7].

Целью данной работы являлось изучение процессов конвективного теплообмена на
двух моделях метода Чохральского: 1 – с использованием этанола в качестве модель-
ной жидкости без учета процесса кристаллизации, 2 – с использованием в качестве
модельных жидкостей материалов с температурой плавления, близкой к комнатной
(гептадекан и галлий), с учетом процесса кристаллизации. Обсуждается явление об-
разования «холодных термиков» под фронтом кристаллизации (ФК). Результаты ма-
тематического моделирования верифицировались по данным лабораторных экспери-
ментов [8, 9].
Математическое моделирование без учета процесса кристаллизации
Численное моделирование гидродинамических неустойчивых течений в Cz-осесим-

метричной модели на основе приближения Навье-Стокса-Буссинеска проводилось с
последующим вычислением средней скорости, температурных полей и спектров флук-
туаций. В зависимости от температуры тигля исследовались скорость, колебания тем-
пературы и динамика «холодных термиков».

Геометрия расчетной области, где 1 – тигель, 2 – модель кристалла в виде диска, 3
– свободная поверхность, и расположение контрольных точек S1–S5 в жидкости для
регистрации температурных пульсаций показаны на Рис. 1. Координаты точек [см]:
1) z = 9.82, r = 2.68; 2) z = 9.82, r = 5.36; 3) z = 5.16, r = 2.68; 4) z = 5.16, r = 14.25;
5) z = 0.50, r = 2.68.

Жидкость заполняет цилиндрический объем радиуса RC = 14:75 см до высоты
Н = 10:32 см. Диск радиуса RS = 5:36 см расположен на поверхности жидкости соосно
с тиглем. Термические условия были следующими: температура диска TS = 300 K,
дно тигля теплоизолировано, боковая стенка нагрета до температуры TW = TS + �T .



ГИДРОМЕХАНИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В ПРОЦЕССЕ ВЫРАЩИВАНИЯ... 39

Рис. 2.

Теплофизические параметры этанола: � = 0:79 г/см3 – плотность; �T = 1:1 � 10�3

1/K – коэффициент объемного теплового расширения; @�=@T = –0:083 дин/(см �
K) – коэффициент поверхностного теплового расширения; � = 1:54 � 10�2 см2/с
– кинематическая вязкость; � = 1:75 � 103 эрг/(см � c � К) – теплопроводность;
CP = 2:43 � 107 эрг/(г � K) – теплоемкость. В расчетах использовалась равномер-
ная конечно-разностная сетка: для осесимметричного случая – 15750 узлов (r � z :
150� 105).

Структура течения обусловлена тепловой гравитационной и термокапиллярной
конвекцией под действием сил на свободной поверхности жидкости. В данной ра-
боте изучался переход к гидродинамически неустойчивым течениям при изменении
разности температур между боковой стенкой тигля и диском �T . Анализ неустойчи-
вости течения проводился на основе записей в каждой точке сетки для статистически
однородного температурного поля в объеме жидкости с последующими усредняющи-
ми итерациями с течением времени, выполненными с шагом 0.01 с за 200 с. Одно-
временно вычислялись среднеквадратичные отклонения температурных пульсаций.
Достижение статистически однородного температурного поля контролировалось по
пульсациям температуры в контрольных точках (см. S1–S5 на Рис. 1), для которых
рассчитаны амплитудно-частотные характеристики пульсаций.

В графической форме визуализировалась эволюция «холодного термика»: образо-
вание, развитие и отрыв от поверхности диска, суть которой заключается в следу-
ющем. В гравитационном поле неоднородность распределения температуры в тигле
вызывает движение расплава под действием гравитационной тепловой конвекции, ко-
торое усиливается дополнительным влиянием термокапиллярных сил на свободной
поверхности жидкости. В результате жидкость поднимается около нагреваемой стен-
ки бокового тигля, затем перемещается в радиальном направлении к холодному диску.
Под диском наблюдается опускное движение охлажденной жидкости.

При увеличении �T от 4 до 15 K структуры опускного течения под диском су-
щественно изменяются. При малом значении �T = 4 K опускная струя достигает
дна тигля, не теряя первоначальной формы. Существенные радиальные изменения ее
формы становятся заметными при больших значениях �T = 10 и 15 K, они также
изменяются во времени. Например, при �T = 15 K имеет место радиальный поворот
струи от оси к боковой стенке, что заметно по изотермам вблизи дна тигля. На Рис. 2
приведена мгновенная картина изотерм при �T = 15 K, на которой процесс эволюции
«холодного термика» под холодным диском хорошо заметен: его формирование вбли-
зи края диска, увеличение по направлению к центру и затем отрыв от диска около
центрального нисходящего потока.
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Рис. 3.

Для анализа неустойчивых во времени течений и переноса тепла при �T = 15 K
были рассчитаны средние значения пульсации температурного поля. Для поля сред-
ней температуры hT i можно выделить три области: 1 – вблизи нагреваемой боковой
стенки тигля, где подъемный поток образует пограничный слой; 2 – под свободной
поверхностью, где большая часть объема жидкости имеет вертикальную температур-
ную стратификацию; 3 – область под диском, где жидкость охлаждается и течет на
дно с большой скоростью, делая на дне резкий поворот, что заметно по локальным
изотермам. Максимальное значение пульсаций температуры hTP i = 1:4 K имеет место
вблизи диска и равно 9% �T .

На Рис. 3 показаны осевые профили средней температуры hT i и пульсаций hTP i
в среднем поперечном сечении (r = RS=2) при �T = 15 K (здесь: S1 – контрольная
точка из Рис. 1). В осевых распределениях можно заметить пограничные слои у диска.
Изменение температуры в пограничном слое (� 12 К) существенно превышает такое
же изменение в пограничном слое вблизи дна тигля. Максимальное значение hTP i
наблюдается в средней части пограничного слоя около диска (� 1:4 K), вблизи дна
оно меньше (� 0:6 K). Толщина пограничного слоя у диска составляет � 1:1 см.

Соответствующая спектральная мощность флуктуаций температуры в контроль-
ной точке S1 показана на Рис. 4.

Спектр флуктуаций температуры заметно дискретен, в нем выделяются частоты с
наивысшей спектральной мощностью. Экспериментальные данные [8], соответствую-
щие дискретному спектру ламинарно-турбулентного перехода, хорошо согласуются с
этими результатами расчетов.
Математическое моделирование с учетом процесса кристаллизации
В отличие от предыдущей части, данная модель учитывает процесс кристаллиза-

ции. Схема математической модели показана на Рис. 5: расплавленная (1) и кристал-
лическая (2) части модельного материала; поверхность (3) диска (4), термостатиро-
ванная при TS ; цилиндрический тигель (5) с боковой стенкой, термостатированной
при TW > TS , и теплоизолированным дном; форма ФК при температуре плавления
TM (6); датчики температуры S1–S3.
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Рис. 4.

Рис. 5.

Размеры: цилиндрический тигель (RC = 14:75 см, H = 10:32 см, H=RC = 0:7), ко-
аксиальный диск (RS = 5:36 см, RС=RS = 2:75). Расположение датчиков температуры
(z; r) [см]: S1–(5:16; 1:34); S2–(0:5; 1:34); S3–(5:16; 14:25).

Расплавленная фракция (1) кристаллизуется при температуре плавления TM . Рас-
плавленное состояние обеспечивается нагреванием боковой стенки (5) до температуры
TW > TM . Дно тигля и свободная поверхность расплава (пунктирная линия) являют-
ся адиабатическими. Центральную часть поверхности расплава закрыта твердым дис-
ком (4), коаксиальным тиглю, его температура TS < TM по всей поверхности (3). Этот
диск можно вращать со скоростью 
S . Охлаждение диска приводит к кристаллизации
расплавленного материала под его поверхностью с образованием твердой области (2).
Три датчика (S1–S3) помещены в расплав для регистрации изменений температуры
и спектрального анализа.

При учете процесса кристаллизации полагается зависимость от температуры плот-
ности �(T ), теплопроводности �(T ) и динамической вязкости жидкости �(T ).

Предполагается, что между кристаллом (твердой фракцией) и расплавом (жидкой
фракцией) существует промежуточная фракция – область кристаллизации при значе-
ниях температуры T , больших температуры солидуса TSOL и меньших температуры
ликвидуса TLIQ, в которой задается линейное изменение доли жидкой фракции.
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Для твердой фракции и области кристаллизации при T < TLIQ решается уравнение
теплопереноса, а для жидкой фракции решаются совместно уравнение теплопереноса
и уравнения Навье-Стокса в приближении Буссинеска.

Изучались изменения формы ФК в зависимости от задаваемых температур TW , TS
и скорости вращения диска 
S для двух режимов конвективного теплообмена: 1 – при
тепловой конвекции, 2 – при тепловой конвекции и вращении кристалла.

Таблица 1.

Параметр Гептадекан Галлий
TM [K] 295 302.8
температура плавления
� [г/см3]
плотность

0.787 (273 K),
0.778 (295 K),
0.769 (303 K)

5.904 (298 K),
6.093 (303 K)

�T [1/K]
коэф. теплового расширения

1.17�10�3 1.21�10�3

� [см2/с]
кинематическая вязкость

5.187�10�2 (295 K) 3.24�10�3 (323 K)

� [дин/см]
поверхностное натяжение

28.1 (295 K),
21.4 (373 K)

706 (323 K),
705 (373 K)

@�=@T [дин/см�К]
изменение пов. натяжения

8.38�10�2 2�10�2

� [ерг/с�см�K]
теплопроводность

1.368�103 (295 K),
1.319�103 (313 K)

2.81�105 (300 K),
2.60�105 (304 K)

Cp [ерг/г�К)]
теплоемкость

2.247�107 3.73�106

Q [ерг/г]
скрытая теплота плавления

3.2�109 8.0�108

Pr = ��Cp=�
число Прандтля

66 0.03

Gr = g�TR
3
S�T=�2

число Грасгофа
2.21�105 7.60�107

Mn = (@�=@T )RSCP�T=��
число Марангони

4.79�104 —

Re = R2
S
S=�

число Рейнольдса
5.54�102 8.0�103

Расчеты были проведены для двух материалов с температурой плавления, близ-
кой к температуре окружающей среды: гептадекана при TМ = 295 K и галлия при
TМ = 302:8 K. Теплофизические параметры и критерии подобия для этих материалов
приведены в Таблице 1. Значения критериев вычислены для фиксированной разности
температур между боковой стенкой и диском �T = 3:37 K.

Нагрев боковой стенки тигля приводит к возникновению тепловой конвекции в гра-
витационном поле, нагретый расплав движется вверх вдоль стенки к охлажденному
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Рис. 6.

диску. Это движение усиливается действием термокапиллярных сил на свободной по-
верхности расплава. При этом у диска кристаллизуется твердая фракция (2) (см.
Рис. 5), объем и форма которой зависят от конвективного режима. В соответствии
с экспериментом [9] режим тепловой конвекции в гептадекане рассматривался при
TS = 292:3 K – на диске, TW = 295:9 K – на боковой стенке тигля. В качестве формы
ФК бралась форма изотермы TSOL.

Результаты расчетов показали, что при кристаллизации гептадекана возникает од-
новихревой стационарный поток, при этом модуль скорости достигает максимального
значения Vm = 1:01 см/с в нисходящем потоке вблизи оси. Однако скорость потока
вблизи боковой стенки тигля гораздо меньше: Vm ’ 5:1�10�2 см/с. Формируется вер-
тикальная стратификация температурного поля согласно распределению изотерм на
Рис. 6, которая характеризуется тем, что верхние поверхностные слои становятся бо-
лее нагретыми, чем нижние. Существенная температурная неоднородность возникает
в области, где охлажденный расплав течет вдоль ФК.

Для поиска возможностей управления формой ФК были рассчитаны различные
режимы тепловой конвекции в зависимости от числа Gr и разности температур �T .

В первом случае при �T = 3:37 K, когда число Gr изменялось в пределах:
22:1–2:21 � 105, установлено, что при низких числах Gr скорость потока мала и
теплопередача выполняется в режиме теплопроводности, а твердая фаза охватыва-
ет всю центральную область материала. Однако с увеличением числа Gr происходит
уменьшение закристаллизовавшейся части. Стоит отметить, что при �T = 1:6 K и
Gr = 1:1�105, соответствовавших TW = 295:9 K и TS = 294:3 K, конвективный режим
отличался небольшим повышением температуры диска, что выпрямляло форму ФК.
Поэтому можно сказать, что форма ФК зависит не только от интенсивности тепловой
конвекции (или числа Gr) и разности температур �T , но и от температуры диска TS .

Интересны также закономерности изменения формы ФК для материалов с более
высокой теплопроводностью. С этой целью выполнены расчеты для галлия (здесь для
сравнения результатов у галлия предполагалось TM = 295 K). В этом случае число
Pr для расплавленной части было уменьшено до 0.03, что отвечает значениям для
расплавленных металлов и полупроводников. Использованы примерно те же темпе-
ратурные параметры, что и для гептадекана: �T = 3:37 K, TW = 295:9 K, TS = 292:53
K и в пределах того же диапазона чисел Gr : 380–3:8 � 105. Изотермы и форма ФК
для такого варианта показаны на Рис. 7.

Для небольшого числа Gr = 3:8�102 закристаллизовавшаяся часть занимает толь-
ко центр тигля, на Рис. 7 соответствующий контур ФК показан пунктирной линией. В
этом случае поток слабый, а теплопередача соответствует режиму теплопроводности.
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Рис. 7.

Однако поток становится сильнее при большом числе Gr = 3:8 � 105, что приводит
к существенному нагреву центра тигля. Это видно по существенному искривлению
изотерм в направлении течения, показанным сплошными линиями на Рис. 7.

Можно отметить некоторые различия в форме ФК по сравнению с гептадеканом.
Например, при больших числах Gr закристаллизовавшаяся часть охватывает боль-
ший объем центра тигля. Поэтому можно сказать, что зависимость формы ФК от
тепловой конвекции для веществ с высокой теплопроводностью (металлы, полупро-
водники) значительно ниже, чем для органических и оксидных веществ с низкой теп-
лопроводностью.

Рис. 8.

Графики наиболее важных характеристик были построены в зависимости от числа
Грасгофа для различных температур TS охлаждаемого диска, а также для больших и
малых чисел Прандтля. Боковая стенка тигля рассматривалась как источник нагрева,
а охлаждаемый диск – часть радиатора. Расчеты выполнялись до достижения теп-
лового баланса, когда интегральный тепловой поток на боковой стенке отличался от
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потока на диске не более, чем на 5%. Эти графики показаны на Рис. 8 для величины
выпуклости � ФК: 1–Pr = 66, TS = 292:53 K; 2–Pr = 66, TS = 294:23 K; 3–Pr = 0:03,
TS = 292:53 K; 4–Pr = 0:05 [9].

Тепловой поток на диске выражается относительным интегральным значением чис-
ла Нуссельта Nu, которое рассчитывается как отношение интегрального теплового
потока для конкретного числа Gr к его значению в режиме теплопроводности [9].
Следует отметить, что величина � уменьшается вместе с увеличением числа Gr. Ее
большие значения соответствуют меньшему числу Pr (см. кривые 1 и 3). Например,
при Gr = 104 значения отличаются в 2.5 раза: � = 3:5 см для больших Pr = 66
и � = 8:7 см при малых Pr = 0:03. Как отмечено выше, изменение температуры
охлаждаемого диска TS вызывает значительное уменьшение выпуклости ФК. Для
Gr = 105 и большего числа Pr значения � отличаются в 5 раз: � = 2:5 см для
TS = 292:53 K и � = 0:5 см для TS = 294:3 K (см. кривую 1 и метку 2). Теплоотвод от
диска увеличивается при увеличении числа Gr, причем этот рост намного выше для
больших чисел Pr (см. кривые 1, 3, 4). При Gr = 105 значения отличаются примерно
в 1.7 раза (Nu = 3:1 для Pr = 66 и Nu = 1:8 для Pr = 0:03).

Согласно [9], данные для кривой 4 были получены при малых значениях числа
Прандтля (Pr = 0:05). Они хорошо соответствуют результатам этой работы при Pr =
0:03 (кривая 3). Изменения температуры TS на диске также приводят к определенным
различиям. Например, для Gr ’ 105 и большого числа Pr значения Nu различаются
примерно в 1.1 раза: Nu = 3:1 при TS = 292:53 K, Nu = 3:4 при TS = 294:3 K (см.
кривую 1 и метку 2). Такое увеличение теплоотвода объясняется влиянием небольшого
увеличения TS на 1:77 K, что существенно меньше уменьшения величины выпуклости
ФК, вызванного им.

Влияние вращения кристалла на форму ФК обсуждалось в течение длительного
времени (начиная с публикации [4]). Оно основано на идее ламинарного двухвихре-
вого потока в тигле. Один вихрь вызван тепловой конвекцией в нагретом тигле, а
другой вихрь, имеющий противоположное направление движения, вызван вращением
кристалла. При этих аргументах форма ФК не вычисляется, а ее выпуклость или во-
гнутость оценивается качественно на основе отношения чисел Грасгофа и Рейнольдса
следующим образом: 
 = Gr=Re2. Обычно предполагается, что при 
 > 1 преобладает
тепловая конвекция и имеет место выпуклая форма ФК, а для 
 < 1 – вынужденная
конвекция, вызванная вращением кристалла, обеспечивает вогнутую форму ФК. Эти
взгляды были полезны и экспериментально протестированы много раз. В частности,
оценивался критический радиус кристалла, соответствующий инверсии формы ФК
(от сильно выпуклой до слегка вогнутой для стадии роста конусной части монокри-
сталла).

В данной работе такая проверка проведена на основе экспериментальных данных о
кристаллизации гептадекана, характеризующегося большим значением числа Прандт-
ля (аналогично оксидным, органическим материалам): Pr = 66. Тепловые условия
следующие: TS = 292:53 K – на диске, TW = 295:9 K – на боковой стенке тигля
(разность температур �T = 3:37 K). Рассмотрено комбинированное действие термо-
гравитационной и термокапиллярной конвекции наряду с вынужденной конвекцией,
вызванной вращением диска с угловой скоростью 
S = 1 рад/с. Значения теплофи-
зических параметров и рассчитанных критериев подобия приведены в Таблице 1.

В соответствии со структурой течения, приведенной на Рис. 9, основное подъемное
движение, вызванное термогравитационной конвекцией, имеет место вблизи боковой
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Рис. 9.

Рис. 10.

стенки тигля. Его средняя скорость достигает 7:7�10�2 см/с. Поток несколько усили-
вается за счет влияния термокапиллярных сил под свободной поверхностью расплава
в радиальном направлении к ФК.

По распределению изотерм [K] на Рис. 10 можно сказать, что охлаждение диска
приводит к кристаллизации расплавленной части, расположенной под ним, с образо-
ванием выпуклой затвердевшей области.

Однако вращение диска с этой затвердевшей областью сильно влияет на течение
расплава в тигле. Центробежные силы при вращении твердой выпуклой области вызы-
вают вихревое движение, направленное против вихря тепловой конвекции. Скорость
вращения достигает большого значения (5.56 см/с) и весь объем расплава оказывает-
ся вовлеченным во вращательное движение. Однако интенсивность меридионального
потока (радиальная и осевая компоненты скорости) значительно ниже. Рядом с осью
тигля расплав движется вверх с осевой скоростью 0.414 см/с, а затем отбрасывается в
радиальном направлении от центра центробежными силами, что влияет на конфигу-
рацию затвердевающей поверхности. Поток противоположного направления приводит
к уменьшению влияния тепловой конвекции на форму ФК и создает в ее центре про-
гиб вверх, такую форму обычно называют W-образной. В этом случае 
 = 0:72, что
соответствует преобладанию вынужденной конвекции (
 < 1). В целом, структура
течения сохраняется, но интенсивности вихрей подвержены колебаниям. Это вызвано
периодическим возникновением и отрывом «холодных термиков» от ФК.
Заключение
Представленный в статье метод Чохральского является основной технологией выра-

щивания монокристаллов, дефектообразование в которых при их выращивании зави-
сит от гидромеханической неустойчивости термомеханических процессов вблизи ФК
на стадии, предшествующей кристаллизации.
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С использованием двух гидромеханических моделей (1 – без и 2 – с учетом процес-
са кристаллизации) показано, что одним из важных механизмов гидромеханической
неустойчивости является явление образования «холодных термиков» вблизи ФК. В
статье проанализированы амплитудно-частотные характеристики, связанные с дли-
тельностью возникновения, развития и отрыва «холодных термиков» от ФК в зави-
симости от тепловых параметров (�T и Gr).

Показано, что в первой модели, использующей в качестве модельной жидкости эта-
нол, при �T = 15 K гидромеханическая неустойчивость соответствует ламинарно-
турбулентному переходу с явно выраженным дискретным спектром колебаний темпе-
ратуры в области существования «холодных термиков».

На основе второй модели, использующей материалы, кристаллизующиеся при тем-
пературе, близкой к комнатной (гептадекан и галлий), показано формирование формы
ФК в зависимости от интенсивности вихрей, вызванных действием тепловой и вынуж-
денной конвекции. Представленные графики выпуклости ФК и числа Nu на ФК по-
строены для различных чисел Gr и температур охлаждаемого диска TS , а также для
больших и малых значений числа Pr. В условиях кристаллизации расплава гептаде-
кана подтверждено явление образования, развития и отрыва «холодных термиков» от
ФК. Установлено, что динамика поведения «холодных термиков» и соответствующая
частота температурных колебаний у ФК существенно зависят от скорости вращения
диска.
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HYDROMECHANIC INSTABILITY OF CRYSTALS GROWTH BY
CZOCHRALSKI METHOD
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Abstract. The mechanism of hydromechanical instability during Czochralski crystal growth

from a melt is considered, which is associated with the formation of “cold plumes” under the
crystal. For this purpose, the results obtained by two mathematical models: 1 – without and 2
– taking into account the crystallization process are analyzed. In the first case, an ethanol was
as the model fluid, and the position of the crystallization front was set by the crystallization
isotherm and was unchanged. Within the framework of this approach, the features of a transition
from a stationary fluid flow to its unstable modes were studied, which are accompanied by the
formation, development, and separation of “cold plumes” from the crystallization front (isotherm).
In the second case, the model melts were as two materials with a melting point close to room
temperature: heptadecane and gallium, which significantly differ in thermal conductivity. In this
case, the influence of thermomechanical parameters on the formation of the crystallization front
shape and the occurrence of hydromechanical instability in the form of "cold plumes"was studied.
Keywords: crystal growth, Czochralski method, simulation, fluid dynamics, heat transfer, cold
plumes, crystallization front.
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СТРУКТУРА РАЗРУШЕНИЯ ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ
ДВУХ МЕХАНИЗМОВ ЛОКАЛЬНОГО РАЗРУШЕНИЯ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. Рассмотрены примеры сценариев хрупкого разрушения, в которых участвуют
два механизма локального разрушения – развитие трещин нормального разрыва и компакти-
рование, либо торошение, при сжатии. Работа является продолжением исследований структур
разрушения в условиях сжатия [1]. Показано, что в модельной ситуации с цепочкой отверстий
в пластине выбор механизма формирования локальных очагов разрушения или их совмест-
ного действия зависит от ориентации системы отверстий относительно оси сжатия. Другой
пример относится к процессу разрушения ледяного покрова при его сжатии под действием
течений и ветровой нагрузки. Рассмотрен вариант разрушения, в котором происходит вза-
имодействие двух видов разрушения – локализованное в виде трещиноподобного дефекта
разрушение при сжатии (торошении) и формирование сопутствующих поперечных разры-
вов, разбивающих нагружаемый участок ледяного покрова на ряд полос вдоль напряжений
сжатия.

Ключевые слова: локальное разрушение, трещина нормального разрыва, сжатие, компак-
тирование, структура разрушения.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.44.2.005

УДК: 539.4/621

Введение
Традиционный подход к сценарию разрушения в механике разрушения базирует-

ся на отыскании условий, соответствующих инициированию и развитию некоторого
фиксированного механизма локального разрушения. Вместе с тем существуют ситуа-
ции в которых появляется возможность одновременной или периодической готовности
к реализации двух или большего количества локальных механизмов разрушения. К
ним относится, например, развитие разрушения в окрестности отверстия или ряда
отверстий в пористой среде при сжатии [2]. Показано, что к трещинам нормального
разрыва, приуроченным к областям концентрации растяжения у отверстий, добавля-
ются очаги разрушения (компактирования) в областях концентрации сжатия.

Коротко остановимся на специфике последних. В условиях интенсивных сжима-
ющих нагрузок, в высокопористых материалах проявляются специфические формы
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разрушения, связанные с локализованным уплотнением за счет заполнения порово-
го пространства, либо частичного удаления материала или изменения его фазового
или структурного состояний [3]. Инициирование такого вида разрушения может ре-
ализоваться в окрестности концентратора напряжений (отверстия). Образующаяся
при разрушении вытянутая полость, заполненная уплотненной, но сохраняющей по-
движность, средой зарождается в диаметральной плоскости инициирующего отвер-
стия поперек оси сжатия, а ее поперечный размер в развитой концевой части близок
к постоянному, и не связан с размером отверстия. Образующиеся вытянутые дефекты
геометрически подобны трещине (их продольный размер много больше характерной
толщины), а процессы разрушения в их окрестностях сосредоточены в малых кон-
цевых областях. Узкие трещиноподобные зоны уплотненного материала, интерпре-
тируемые как трещины сжатия (anti-mode 1 crack), наблюдаются и в тектонических
структурах сжатия в окрестности вершин разлома (магистрального тектоническо-
го сдвига) [4]. Условия предельного равновесия таких дефектов (трещин сжатия) в
упругой среде аналогичны условиям равновесия трещин, имеющих начальное рас-
крытие. Поэтому для анализа разрушения таких объектов (трещин сжатия) может
быть привлечен аппарат механики разрушения. Недавние лабораторные исследова-
ния показали, что локализация уплотнений является важным механизмом разруше-
ния в пористых горных породах (песчаниках с пористостью от 13 до 28%). Обзор
этих работ можно найти, например в [3]. Образование зон уплотнения сопровождает-
ся всплесками акустической активности [5]. В рассматриваемом сценарии важно, что
локальная реализация одного механизма разрушения создает условия активизации
другого механизма у того же отверстия. В модельной ситуации с системой отверстий
выбор механизма формирования локальных очагов разрушения зависит от ориен-
тации линейной цепочки отверстий относительно оси сжатия. Форма разрушения в
виде сливающихся продольных разрывов доминирует в ряде отверстий, ось которого
близка к оси сжатия. Инициирование трещин в этом случае происходит в областях
концентрации растяжения. Затем следует устойчивое подрастание и слияние трещин с
образованием продольного магистрального разрыва. Картина разрушения совпадает
со сценарием развитой ранее модели разрывов, ориентированных вдоль главных сжи-
мающих напряжений в окрестности дефектов под действием напряжений, близких
к одноосному сжатию [6]. Трещиноподобные зоны уплотнения становятся ведущими
структурообразующими дефектами при увеличении угла наклона цепочки отверстий
до � � 45�. Они распространяются между областями концентрации сжатия у сосед-
них отверстий. Для промежуточных значений угла наклона � = 15��45� наблюдается
вариант разрушения при совместном участии двух типов локальных механизмов раз-
рушения - к трещинам нормального разрыва, образующим эшелон, приуроченный
к областям концентрации растяжения соседних отверстий, добавляются очаги раз-
рушения (компактирования) в областях концентрации сжатия. Такой механизм раз-
рушения формирует специфические структуры разрушения. Их совместное действие
при росте трещин разрывов и соединении их с очагами компактирования у соседних
отверстий приводит к обособлению фрагментов, ограниченных этими нарушениями.
Инициирование разрушения на линии отверстий в гипсовом образце при одноосном
сжатии под углом � = 25� показано на Рис.1, Рис.2 где изображены начальная и ко-
нечная стадии образования системы отдельностей по линии отверстий. Приведенная
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Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Ðèñ. 3. Ðèñ. 4.

íà Ðèñ.3 ñõåìà èçîëèíèé ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé � min è êîíòóð îáðàçóþùèõñÿ îòäåëü-
íîñòåé â òàêîì îáðàçöå Ðèñ.4 ïîêàçûâàþò ñâÿçü î÷àãîâ ðàçðóøåíèÿ ñ êîíöåíòðàöèåé
íàïðÿæåíèé ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ â îêðåñòíîñòÿõ ñîñåäíèõ îòâåðñòèé.

Ñèñòåìà ìàëûõ ôðàãìåíòîâ, îáðàçóþùàÿñÿ ïî òàêîìó ñöåíàðèþ íà ëèíèè îòâåð-
ñòèé, ïðè ïðîäîëæåíèè äåôîðìèðîâàíèè îáðàçöà ôîðìèðóåò ¾òðåòüå òåëî¿ - ñòðóêòó-
ðó ðàçðóøåíèÿ, àêòèâíîñòü êîòîðîé (â äàííîì ñëó÷àå ñïîñîáíîñòü ê ïåðåêàòûâàíèþ
ôðàãìåíòîâ) õàðàêòåðíà äëÿ äàëüíåéøåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñòàâøèìèñÿ íåíà-
ðóøåííûìè áëîêàìè îáðàçöà - ñäâèãà ïî ýòîé ëèíèè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî îïèñàííûé
ñöåíàðèé ïðåäñòàâëÿåò îäèí èç ìåõàíèçìîâ çàðîæäåíèÿ ïîäâèæíîé ñòðóêòóðû îáëà-
ñòè òðåíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå.

Äðóãîé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê ïðîöåññó ðàçðóøåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî ó÷àñòêà
ñïëîøíîãî ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïðè åãî ñæàòèè ïîä äåéñòâèåì òå÷åíèé è âåòðîâîé íà-
ãðóçêè. Íàáëþäàåìàÿ êàðòèíà ÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ ëåäÿíûõ ïîëåé íà ïîëîñû îáû÷-
íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëåäñòâèå ðàçðóøåíèÿ ïîä âëèÿíèåì âîëíåíèÿ. Ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ìåõàíèçì ðàçâèòèÿ ñòðóêòóð ðàçðóøåíèÿ â
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òàêèõ óñëîâèÿõ. Ðàññìîòðèì âàðèàíò ðàçðóøåíèÿ, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò âçàèìîäåé-
ñòâèå äâóõ âèäîâ ðàçðóøåíèÿ � òîðîøåíèÿ ïðè ñæàòèè è ñîïóòñòâóþùèõ ðàçðûâîâ
Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ðàçðóøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì íàðóøåíèÿ, ïîïåðå÷íîãî ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëå-
íèþ ñæàòèÿ. Îíî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì ¾òðåùèíû ñæàòèÿ¿. Ïðè äîìèíè-
ðîâàíèè ñæàòèÿ â òîíêîì ëåäÿíîì ïîêðîâå ðàçâèâàþòñÿ ñèñòåìû òðåùèíîïîäîáíûõ
ñòðóêòóð ñæàòèÿ � íàñëîåíèé ñ ïåðåõëåñòîì áåðåãîâ èëè òîðîøåíèÿ, îðèåíòèðîâàí-
íûõ ïî íîðìàëè ê ñæèìàþùèì íàãðóçêàì [7]. Ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå òàêèõ ýëåìåíòîâ
ìàêðîñòðóêòóðû ëåäÿíîãî ïîêðîâà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöè-
åíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèí ñæàòèÿ K h (óñëîâèÿìè
ðàçðóøåíèÿ â ìàëîé ïî îòíîøåíèþ ê ðàçìåðó äåôåêòà êîíöåâîé îáëàñòè). Â çàâèñè-
ìîñòè îò ñâîéñòâ ëüäà è òîëùèíû ëåäÿíîãî ïîêðîâà â íåé ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ ðàç-
ëè÷íûå ìåõàíèçìû ðàçðóøåíèÿ îò ëîêàëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ÷òî õàðàêòåðíî
äëÿ òîíêèõ ëüäèí (òîëùèíîé ìåíåå 30 ñì), äî ïëàñòè÷åñêîãî ëîêàëèçîâàííîãî ñäâèãà
èëè õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ïðè ñæàòèè.

Î÷àãè è ïîëîñû íàñëîåíèé è òîðîñîâ (òðåùèí ñæàòèÿ) âî âðåìÿ ñâîåãî ðàçâèòèÿ
ñîïðîâîæäàþòñÿ âòîðè÷íûìè ðàçðûâàìè â íàïðàâëåíèè ñæàòèÿ (ïîïåðåê òðàåêòîðèè
òðåùèíû ñæàòèÿ), îáðàçóÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó íàðóøåíèé. Ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ
âòîðè÷íûõ ðàçðûâîâ ñëóæèò èçìåíåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè òðå-
ùèí ñæàòèÿ. Òàêèå âòîðè÷íûå ðàçðûâû ôèêñèðóþòñÿ â îêðåñòíîñòè ñòðóêòóð ñæà-
òèÿ - òîðîñîâ è íàñëîåíèé [8�10]. Îöåíêè íà ìîäåëüíûõ ìàòåðèàëàõ [7]. ïîêàçûâàþò,
÷òî âåëè÷èíà K h � êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñæàòèÿ
â âåðøèíå òðåùèí ñæàòèÿ � àíàëîãà òðåùèíîñòîéêîñòè - íà ïîðÿäîê áîëüøå òðåùè-
íîñòîéêîñòè ìàòåðèàëà - K IC . Ïîýòîìó ìàëîâåðîÿòíà îáðàòíàÿ êàðòèíà � ïîÿâëåíèå
âòîðè÷íûõ òðåùèí ñæàòèÿ â îêðåñòíîñòè ìàãèñòðàëüíûõ ðàçðûâîâ.

Óïîìÿíóòàÿ òðåùèíà ñæàòèÿ â ëåäÿíîì ïîêðîâå òîëùèíîé áîëåå 0.3 ì â ñâîåé êîí-
öåâîé îáëàñòè äåìîíñòðèðóåò íà÷àëüíóþ ñòàäèþ òîðîøåíèÿ � ëîêàëüíîå îáëàìûâàíèå
êðîìêè ëüäà ïðè èçãèáå. Ïðè ýòîì ôîðìèðóåòñÿ íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé ïîïåðå÷íûé
ðàçìåð òðåùèíû ñæàòèÿ � âûòÿíóòîé ïîïåðåê ñæàòèÿ îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ. Ïðè ìà-
ëûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ îí îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì ñòàòè÷åñêîãî èçãèáà êðîìêè ëüäà
íà ãèäðàâëè÷åñêîì îñíîâàíèè.
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Ðèñ. 5. Ðèñ. 6. Ðèñ. 7.

Äëÿ ïîÿâëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ðàçðûâîâ â ýòîé îáëàñòè íóæíî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî
óñëîâèå � 1 = � t , ãäå -� t ïðî÷íîñòü ïðè ðàñòÿæåíèè.

Â ðåçóëüòàòå ïåðâîíà÷àëüíî îäíîðîäíàÿ ïëàâàþùàÿ ïëàñòèíà ëüäà, ïåðåñåêàåìàÿ
òðåùèíîé ñæàòèÿ, ïîëó÷àåò îïåðåíèå â âèäå ñèñòåìû ïîïåðå÷íûõ ðàçðûâîâ. Äàëåå
âñòóïàåò â äåéñòâèå êèíåìàòè÷åñêèé ìåõàíèçì òîðîøåíèÿ êàê ðåàêöèè ëåäÿíîãî ïî-
êðîâà íà ïðèëîæåííóþ íàãðóçêó. Ïðèâåäåì çäåñü âàðèàíò ðåàëèçàöèè òàêîãî ìåõàíèç-
ìà äëÿ ñëó÷àÿ íàãðóæåíèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ëåäÿíîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíîé áîêîâîé
ïîâåðõíîñòüþ âäîëü îñè ñæàòèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå ðàçðûâîâ ïðè ïðîäâèæåíèè òðåùèíû ñæàòèÿ è ðàç-
áèâàåò íàãðóæàåìûé îáúåì ëüäà íà ðÿä ïîëîñ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñæàòèÿ (Ðèñ.5).
Êàæäàÿ èç ïîëîñ íà ëèíèè òðåùèíû ñæàòèÿ êîíòàêòèðóåò ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîñîé
ïî äðóãóþ ñòîðîíó òðåùèíû ñæàòèÿ. Ýòîò êîíòàêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñëàáëåííóþ
çîíó ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ âíåøíèõ íàïðÿæåíèé ñæàòèÿ è ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî
îáëàñòüþ òîðîøåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè ñèëîâîãî êîíòàêòà ïîëîñ ñîìêíóòûå áåðåãà òðåùèíû ñæà-
òèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçëè÷íîãî ðîäà íåîäíîðîäíîñòè ëîêàëüíîãî íàãðóæåíèÿ êàê
âñëåäñòâèå ñëåäîâ ëîêàëèçîâàííûõ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè êîíöå-
âîé îáëàñòè, òàê è ïî ïðè÷èíå íàëè÷èÿ îáëîìêîâ ëüäà. Ýòî ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâòîðíîãî ëîêàëèçîâàííîãî ðàçðóøåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà ïðè
âîçðàñòàíèè êîíòàêòíîé íàãðóçêè è ñìûêàíèè áåðåãîâ òðåùèíû ñæàòèÿ. Ïîñêîëü-
êó ëîêàëèçîâàííîå ðàçðóøåíèå â îáëàñòè êîíòàêòà, êàê è â êîíöåâîé çîíå òðåùèíû
ñæàòèÿ, ïðîèñõîäèò ïîðöèÿìè, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ íà âñå êîí-
òàêòíûå íåîäíîðîäíîñòè, ïðîöåññ â öåëîì èäåíòè÷åí ñêàíèðîâàíèþ î÷àãîì ðàçðó-
øåíèÿ ëèíèè êîíòàêòà ñîïðÿæåííûõ ïîëîñ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñÿ
òîðîøåíèå íà òîðöàõ áàëîê, ñîïðîâîæäàåìîå êèíåìàòè÷åñêèìè ñìåùåíèÿìè ïîëîñ
ïîä âëèÿíèåì âîçíèêàþùåãî ïðè ëîêàëèçîâàííîì ðàçðóøåíèè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà
â ïëîñêîñòè ëåäÿíîãî ïîêðîâà. Ïîýòîìó ïîëîñà ïîëó÷àåò èìïóëüñû êèíåìàòè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ (èçãèáà) â ïëîñêîñòè ëåäÿíîãî ïîêðîâà, âûíóæäàþùèå åå ñîâåðøàòü êîëå-
áàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ÷àñòîòîé, êîððåëèðóþùåé ñ ÷àñòîòîé äâèæåíèÿ
î÷àãà êîíòàêòíîãî ðàçðóøåíèÿ ïî ôðîíòó êîíòàêòà òîðöîâ áàëîê, â ñâîþ î÷åðåäü çà-
âèñÿùåé îò èíòåíñèâíîñòè ñæàòèÿ. Ýòè êèíåìàòè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðàñòàëêèâàþò ñî-
ñåäíèå ïîëîñû, ÷åì ñîçäàþò ïðîòèâîäàâëåíèå â ïîïåðå÷íîì îòíîñèòåëüíî îñè ñæàòèÿ
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íàïðàâëåíèè, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ îïèñûâàåìîãî ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ
îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû.

Â ìîäåëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü íà êàæäîé èç ñòîðîí òðåùèíû ñæà-
òèÿ ñèñòåìó ïîëîñ â âèäå ðÿäà áàëîê, íàãðóæàåìûõ ýòèìè áëóæäàþùèìè ìîìåíòàìè,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåæäó áàëêàìè ïîääåðæèâàåòñÿ ðàçâèòèå ðàçðûâîâ â íàïðàâëåíèè
âäîëü âíåøíåãî ñæàòèÿ (Ðèñ.6, Ðèñ.7). Êàæäàÿ èç ïîëîñ ñîäåðæèò òàêæå íà ñâîåì
òîðöå îáëàñòü òîðîøåíèÿ, â êîòîðîé ïðîäîëæàåòñÿ ñêàíèðîâàíèå î÷àãîì ðàçðóøåíèÿ
ôðîíòà êîíòàêòà. Â ïðîöåññå ñêàíèðîâàíèÿ íàãðóçêè ïî ôðîíòàì êîíòàêòà âåëè÷è-
íà è çíàê ìîìåíòà â êàæäîé ýôôåêòèâíîé áàëêå ìåíÿåòñÿ. Îöåíêó ýôôåêòà ñ òî÷êè
çðåíèÿ âëèÿíèÿ íà ðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü, îáðàùàÿñü ê ìàêñèìàëüíîìó
ìîìåíòó, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ïîäðàñòàíèå ðàçðûâîâ, îêîíòóðèâàþùèõ áàëêè. Óñëî-
âèÿ ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ðàçðûâà ìåæäó áàëêàìè íà êðàþ ëåäÿíîãî ïîëÿ áëèçêè
ê òàêîâûì äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïàðû áàëîê, íàãðóæåííûõ ìàêñèìàëüíûì èçãèáàþùèì
ìîìåíòîì [9].

K I = K IC (4)

K I =
2
p

3M

l
3
2 h

; (5)

ãäå M èçãèáàþùèé ìîìåíò íà òîðöå áàëêè, M max ' P l. (Ð - óñèëèå íà êîíòàêòå ïðè
îáëàìûâàíèè ïîðöèîííîãî ôðàãìåíòà êðîìêè ëüäà). Îòñþäà

K Imax =
2
p

3P
p

lh
; (6)

Ñîãëàñíî (6), ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ðàçðûâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íåîãðàíè÷åííî. Îãðàíè÷åíèå äëèíû ðàçðûâà (è ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà ïîëîñû - áàëêè)
ïðè ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ëèíèè êîíòàêòà ñõåìå ðàçðóøåíèÿ íàñòóïàåò, êîãäà
ïîâîðîò òîðöà áàëêè âäàëè îò î÷àãà êîíòàêòíîãî ðàçðóøåíèÿ ïåðåêðûâàåò îòêðûòóþ
÷àñòü îáëàñòè êîíòàêòà (ðàçìåð � r ). Óãîë ïîâîðîòà òîðöà óïðóãîé áàëêè, íàãðóæåí-
íîé ìîìåíòîì

� =
ML
EI

; I =
hl3

12
(7)

Äëÿ óñëîâèÿ ñìûêàíèÿ ïðè ìàëûõ óãëàõ ïîâîðîòà

l =
r

sin �
'

r
�

(8)

Ïîëó÷èì îöåíêó ìàêñèìàëüíîé äëèíû ðàçðûâà

L '
(Eh)2:5

12� (1 � � 2) (3�g )0:5 P � 1
(9)

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âàðèàíò íàãðóæåíèÿ ëîêàëüíûìè óñèëèÿìè, ïðèâîäÿùèé
ê ðàçâèòèþ òðåùèí ìåæäó ýôôåêòèâíûìè áàëêàìè ëåäÿíîãî ïîêðîâà, íå èñ÷åðïûâà-
åò âîçìîæíûå ñèòóàöèè. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ñëó÷àé, êîãäà ñèëû P îò
ëîêàëüíûõ î÷àãîâ êîíòàêòíîãî ðàçðóøåíèÿ, ïåðåìåùàÿñü ïî îáëàñòè êîíòàêòà, ñèì-
ìåòðè÷íî ñõîäÿòñÿ ê óñòüþ òðåùèíû ìåæäó áàëêàìè. Òîãäà âîçíèêàåò èçãèáàþùèé
ìîìåíò ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèè, ñîçäàþùèé ïðè âñòðå÷íîì èçãèáå áàëîê â óñòüå
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ðàçëîìà îïîðó è ðàñòÿæåíèå â åãî êîíöåâîé ÷àñòè. Ýíåðãèÿ èçãèáà ñîñåäíèõ áàëîê ïî
ýòîìó ñöåíàðèþ

U� = 2
Z L

0

M 2
� dx

2EI
=

3P2L
2Ehl 3 (10)

Óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàçâèòèÿ òðåùèíû

G =
dU�

dA
=

3P2

2Eh2l
(11)

Ñëåäîâàòåëüíî

K I =

p
3P

p
2lh

(12)

Ñðàâíèâàÿ (6) è (12), ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðâûé âàðèàíò ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ áîëåå
áëàãîïðèÿòåí äëÿ ðàçâèòèÿ òðåùèí - ðàçðûâîâ ìåæäó áàëêàìè.

Ðàñïðîñòðàíåíèþ îáëàñòè óïîðÿäî÷åííîãî ðàçðóøåíèÿ îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû, êàê
ñêàçàíî âûøå, ïðåïÿòñòâóåò äåôîðìàöèÿ ýôôåêòèâíûõ áàëîê ìåæäó ýòîé ãðàíèöåé
è ðàññìàòðèâàåìûìè áàëêàìè. Ó÷èòûâàÿ ïàññèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ýòèõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ áàëîê èçãèáó, ìîæíî íàéòè ãðàíèöó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîöåññà. Ïðåíåáðåãàÿ ñî-
ïðîòèâëåíèåì òðåíèÿ íà êîíòóðàõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ áàëîê, ïðèìåì, ÷òî ñîâîêóï-
íûé ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû áàëîê ðàâåí ñóììå ìîìåíòîâ èíåðöèè èíäèâèäóàëüíûõ
áàëîê

I � ' � I = nI (13)

ãäå n � êîëè÷åñòâî áàëîê ìåæäó òðåùèíîé è ñâîáîäíûì êðàåì.
Îòñþäà è èç (6) ïðè ñîõðàíåíèè óñëîâèé ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷èì

K I =
2
p

3P
p

nlh
; K I � K IC (14)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ðàçìåð îáëàñòè, îõâà÷åííîé ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðóêòóðû
ðàçðóøåíèÿ � êîëè÷åñòâî áàëîê ìåæäó ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è òðåùèíîé, â êîòîðîé åùå
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

n =

 
2
p

3P

K IC
p

lh

! 2

(15)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îöåíêè. Íàéäåì äèàïàçîí ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàçðûâàìè íà
èñõîäíîé òðåùèíå ñæàòèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñöåíàðèè ðàçðóøåíèÿ ýôôåêòèâíàÿ
ïîäàòëèâîñòü ñðåäû ëåäÿíîãî ïîêðîâà (ýôôåêòèâíûé ìîäóëü óïðóãîñòè) ìîæíî îöå-
íèòü, íàïðèìåð, ïî ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ áåðåãîâ êàíàëà, îñòàâëÿåìîãî ëåäîêîëîì ïðè
äâèæåíèè â ñæàòûõ ëüäàõ. Ïî äàííûì, ïðèâåäåííûì â [11] ïðè ñæàòèè â 2 áàëëà
(ñîîòâåòñòâóåò ñæèìàþùèì íàïðÿæåíèÿì íà óðîâíå 20 êÏà) ñïëî÷åííîãî ëåäÿíîãî
ïîêðîâà Eef � 2 � 6 ÌÏà. Â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ [12] äàþòñÿ áîëåå âûñîêèå çíà÷å-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ëüäà. Îöåíêà ðàçìåðà l äëÿ ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé
ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè äàíà íà Ðèñ.8.

Äëÿ îöåíêè îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ âå-
ëè÷èíó P ñâÿæåì ñ óñèëèåì ïðîëîìà ëåäÿíîãî ïîêðîâà.
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Ðèñ. 8.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé êàðòèíû ðàçâèòèÿ ëîêàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ íà
êîíòàêòå: Â îáëàñòè ëîêàëüíîãî êîíòàêòà îáðàçóþòñÿ ñêîëû ìåíÿþùèå ãåîìåòðèþ
îáëàñòè êîíòàêòà è, â ÷àñòíîñòè, ìåíÿþùèå íàïðàâëåíèå ëîêàëüíûõ ñèë. [13] Àíà-
ëîãè÷íûé ìåõàíèçì, ïðîâîöèðóþùèé âûõîä êðîìêè ïëàâàþùåãî ëüäà èç ïëîñêîñòè
ëåäÿíîãî ïîêðîâà, ðåàëèçóåòñÿ ïðè ëîêàëüíîì ðàçðóøåíèè íà ñèëîâîì êîíòàêòå ñî-
ñåäíèõ ïëàâàþùèõ ïëàñòèí ëüäà ïðè ñæàòèè [14].

Ýòî ñîçäàåò âîçìîæíîñòü âçàèìíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ áëîêîâ ïî âíîâü îáðàçîâàí-
íûì íàêëîííûì ïîâåðõíîñòÿì, ÷åìó ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèå ïîäâèæíîãî ñëîÿ ðàçäðîá-
ëåííîãî ìàòåðèàëà. Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì îòêëîíåíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
òîðöîâ ñîñåäíèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ëüäèí ïðè ïðîñêàëüçûâàíèè ïî ýòèì íàêëîííûì
ñòðóêòóðàì â ñðåäå äðîáëåíîãî ëüäà ïî ìåðå åãî ñæàòèÿ. Ïîäúåìíàÿ ñèëà â òàêîé ñè-
ñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ ñðåäû ìåëêîáèòîãî ëüäà ïåðåäàâàòü êàñàòåëüíûå
íàãðóçêè íà òîðöû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ëüäèí. Óñëîâèå âîçìîæíîñòè èíèöèèðîâàíèÿ
íàïîëçàíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê óñëîâèå äîñòèæåíèÿ êàñàòåëüíûìè ñèëàìè
íà òîðöàõ ïëàâàþùèõ ëüäèí âåëè÷èí, äîñòàòî÷íûõ äëÿ èõ íåîáõîäèìîãî îòêëîíåíèÿ
ïî âåðòèêàëè. Çäåñü äëÿ îöåíêè óðîâíÿ óñèëèÿ ïðîëîìà âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòûì ñî-
îòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïðè àíàëèçå îáëàìûâàíèÿ êðîìêè ëüäà ëåäîêîëîì [15]

P ' k� f h2; k = 1 :64� 1:7 (16)

ãäå � f � èçãèáíàÿ ïðî÷íîñòü ëåäÿíîãî ïîêðîâà, h � òîëùèíà ëüäà. Ñîïîñòàâëÿÿ (15)
è (16) , äëÿ îöåíêè ñíèçó (ïðè àêòèâíîñòè ìàêñèìàëüíîãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà íà
îäíîé áàëêå) ïîëó÷èì:

n '
c
l

�
� f h
K IC

� 2

; c ' 35 (17)
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Â ñèòóàöèè ñ ó÷àñòèåì ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ óðîâíåé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïðè ìàëûõ íàïðÿæåíèÿõ ëåäîâîãî ñæàòèÿ (1-2 áàëëà) íàèáîëåå âå-
ðîÿòíî îòäåëåíèå îäíîé èëè äâóõ ïîëîñ íà êðàþ ëåäÿíîãî ïîêðîâà (n � 1-2), áîëåå
÷àñòîå äåëåíèå íà ïîëîñû òðåáóåò âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ. Êðîìå òîãî, ñîâïà-
äåíèå ïî ôàçå èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëîê ïîä äåéñòâèåì ñêàíèðóþùèõ íàãðóçîê íà
èõ òîðöàõ óâåëè÷èâàåò àêòèâíîñòü äåéñòâóþùèõ â ñèñòåìå áàëîê èçãèáàþùèõ ìîìåí-
òîâ, ðàñøèðÿÿ òåì ñàìûì äèàïàçîí äåéñòâèÿ ìåõàíèçìà ðàçðóøåíèÿ. Ìîæíî òàêæå
îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ( nl ), õàðàêòåðèçóþùåå ïîïåðå÷íûé ðàçìåð îáëàñòè, îõâà-
÷åííîé äàííûì âèäîì ðàçðóøåíèÿ, â ðàìêàõ ìàñøòàáíîãî ïîñòîÿíñòâà ìåõàíè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê çàâèñèò òîëüêî îò òîëùèíû ëåäÿíîãî ïîêðîâà.
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STRUCTURE OF FRACTURE UNDER THE JOINT OPERATION OF TWO
MECHANISMS OF LOCAL DESTRUCTION

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russian Federation

Abstract. Examples of brittle fracture scenarios are considered, in which two mechanisms of local
fracture participate - the development of normal fracture cracks and compaction, or hummocking,
under compression. The work is a continuation of studies of fracture structures under compression
[1]. It is shown that in a model situation with a chain of holes in a plate, the choice of the mechanism
of formation of local fracture centers or their joint action depends on the orientation of the system
of holes relative to the compression axis. Another example relates to the process of destruction of
the ice cover when it is compressed under the in�uence of currents and wind load. The fracture
variant is considered, in which two types of fracture interact: the fracture localized in the form of a
crack-like defect during compression (hummocking) and the formation of accompanying transverse
ruptures dividing the loaded ice sheet section into a series of bands along the compression stresses.

Keywords : local fracture, normal fracture crack, compression, compaction, fracture structure.
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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíî âëèÿíèå íàëè÷èÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â îáðàç-
öå óãëåðîä-ýïîêñèäíîãî êîìïîçèòà, ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â ïðîöåññå åãî ïðîèçâîäñòâà, íà òàêèå
âîçìîæíûå äåôåêòû êàê ìåæñëîåâîå ðàññëîåíèå. Èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî àíàëèçó ÍÄÑ â
ðåãóëÿðíûõ îáðàçöàõ âáëèçè çîíû äåôåêòà â òå÷åíèå öèêëà îòâåðæäåíèÿ, à òàêæå ïðè îáðà-
çîâàíèè ñâîáîäíîãî êðàÿ â ìàòåðèàëå ïîñëå ðàçðåçà â çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðåùèíû. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îòâåðæäåíèÿ ðåøàëàñü ñâÿçàííàÿ òåïëîâàÿ è ïðî÷íîñòíàÿ çàäà÷à â
óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà â ïðîöåññå
ïðîèçâîäñòâà, âêëþ÷àÿ ïðîöåññû ôîðìîâàíèÿ, ïîëèìåðèçàöèè, ðàçâèòèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿ-
æåíèé è äåôîðìàöèé, áûëà ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ñïåöèàëüíàÿ ïîëüçîâàòåëüñêàÿ ïîä-
ïðîãðàììà äëÿ ÏÎ ABAQUS. Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé ðàáîòå áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà èñòîðèÿ
âåëè÷èí ñêîðîñòåé ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ðåæèìàõ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû ïî ìåõàíèçìó íîðìàëü-
íîãî îòðûâà è ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ïðîöåññå ïîëèìåðèçàöèè è ïîñëåäóþùåãî ðàçðåçàíèÿ ñ
îáðàçîâàíèåì ñâîáîäíîãî êðàÿ.

Îáíàðóæåí íåçíà÷èòåëüíûé ðîñò çíà÷åíèé GI , GII â âåðøèíå òðåùèíû â ïðîöåññå ïîëèìå-
ðèçàöèè è ìíîãîêðàòíîå ïðåâûøåíèå ýòèõ çíà÷åíèé ïîñëå ìåõàíè÷åñêîãî ñðåçà. Â ðåçóëüòàòå
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûÿâëåíî, ÷òî îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåí-
íîãî âëèÿíèÿ íà ðîñò äåôåêòà â êîìïîçèòå íà ýòàïå åãî èçãîòîâëåíèÿ, íî ïðè ïðèëîæåíèè
äàëüíåéøåé íàãðóçêè íà îáðàçåö ìîãóò ñïîñîáñòâîâàòü èíòåíñèâíîìó ðîñòó ðàññëîåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : êîìïîçèò, îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ, äåôåêò, ðàçðóøåíèå, èíòåíñèâíîñòü
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óñòàëîñòíóþ ïðî÷íîñòü ñîçäàííîãî íà èõ îñíîâå èçäåëèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âîçìîæ-
íîñòè ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ áûëè óëó÷øåíû çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ,
çàäà÷à ïðåäñêàçàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ äåôåêòîâ è
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ èçäåëèÿ ïî-ïðåæíåìó íå ïîëíî-
ñòüþ ðåøåíà èç-çà íåäîñòàòî÷íîé ðàçðàáîòêè òåîðåòè÷åñêîé áàçû, áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà è ìàòåðèàëà) è îòñóòñòâèÿ
íàäåæíîé ìàñøòàáèðóåìîé ìåòîäèêè. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ èçãîòîâëåíèÿ êðóïíûõ
êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé âñå åùå òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ òðóäîçàòðàò, ñâÿçàííûõ ñ
ýìïèðè÷åñêîé îïòèìèçàöèåé. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè õàðàêòåð
ðàçðóøåíèÿ äëÿ îáðàçöà ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà (ÏÊÌ) ñóùåñòâåííî
èçìåíÿåòñÿ ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â êîìïîçèòå. Â ÷àñòíî-
ñòè, íåêîòîðûé òèï òðåùèí, à èìåííî îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè
âäîëü ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî â ìîäåëÿõ, ãäå ó÷òåíû
îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ìîäåëèðîâàíèè,
äëÿ îáðàçöîâ AS4/8552-1 ïîñëå ïîëèìåðèçàöèè ìîãóò áûòü áëèçêè ê ïðåäåëüíûì è
íå äîëæíû áûòü ïðîèãíîðèðîâàíû â ïîñëåäóþùåì ïðî÷íîñòíîì àíàëèçå. Ñóùåñòâó-
åò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ âáëèçè ñâîáîäíîãî êðàÿ îêàçûâàþò
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå è ðîñò òðåùèí. Â íàñòîÿùåì
èññëåäîâàíèè ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ïðèñóòñòâèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, îáðàçî-
âàâøèõñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, íà äåôåêò ðàññëàèâàíèÿ â óãëåðîäíî-ýïîêñèäíîì
êîìïîçèòíîì îáðàçöå â ïðîöåññå îòâåðæäåíèÿ è ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Òàêèì
îáðàçîì, áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èçó÷èòü ïðèðîäó ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ïðîöåñ-
ñå èçãîòîâëåíèÿ è âîçìîæíîãî ðîñòà òðåùèíû âáëèçè ñâîáîäíîãî êðàÿ. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð óãëåðîäíî-ýïîêñèäíîãî êîìïîçèòà AS4/8552-1 ââèäó
åãî ïîïóëÿðíîñòè â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå è íàëè÷èÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ â ëèòåðàòóðå [2-4].

Îïèñàíèå çàäà÷è
Äëÿ àíàëèçà áûë ðàññìîòðåí óãëåðîäíî-ýïîêñèäíûé êîìïîçèò AS4/8552-1 ñ óêëàä-

êîé [00=900]12. Ãåîìåòðèÿ îáðàçöà è óêëàäêà ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.
Çàäà÷à îöåíêè âëèÿíèÿ ïðèñóòñòâèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â îáðàçöå óãëåðîä-

ýïîêñèäíîãî êîìïîçèòà, ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â ïðîöåññå åãî ïðîèçâîäñòâà, íà òàêèå
âîçìîæíûå äåôåêòû êàê ìåæñëîåâîå ðàññëîåíèå ñîñòîÿëà èç äâóõ ýòàïîâ. Ïåðâàÿ
÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â
ðåãóëÿðíûõ îáðàçöàõ âáëèçè çîíû äåôåêòà (ðàññëîåíèÿ) â òå÷åíèå öèêëà îòâåðæäå-
íèÿ, âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èçìåíåíèÿ ïîëÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå
ðàçðåçàíèÿ è îáðàçîâàíèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ â ìàòåðèàëå â çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðå-
ùèíû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòâåðæäåíèÿ ðåøàëàñü ñâÿçàííàÿ òåïëîâàÿ è ïðî÷íîñòíàÿ
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Ðèñ. 1 Îáðàçåö óãëåðîäíî-ýïîêñèäíîãî êîìïîçèòà AS4/8552-1 ñ óêëàäêîé [00=900]12

çàäà÷à â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà âî âðåìÿ
ïîëèìåðèçàöèè áûëà èñïîëüçîâàíà ñïåöèàëüíàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ ó÷èòûâà-
åò èçìåíåíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñâÿçóþùåãî è íàïîëíèòåëÿ (âîëîêîí) âî
âðåìåíè è â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû [5-6]. Äëÿ òåìïåðàòóðíûõ íà÷àëüíûõ è ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçîâàëñÿ öèêë îòâåðæäåíèÿ, ðåêîìåíäîâàííûé ïðîèçâîäèòåëåì
[3]. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà, èñïîëüçóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè, ñîîòâåòñòâóþò òåõíè-
÷åñêîìó îïèñàíèþ, ïðåäîñòàâëåííîãî ïðîèçâîäèòåëåì ìàòåðèàëà [3]. Íà âòîðîì ýòàïå
èññëåäîâàíèÿ èçãîòîâëåííûé îáðàçåö ñ ðàññëîåíèåì áûë ðàçðåçàí íà äâå ÷àñòè. Áûëà
ïðîàíàëèçèðîâàíà èñòîðèÿ èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ðåæèìàõ I,
II ( GI , GII ) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ïðîöåññå ïîëèìåðèçàöèè è ðàçðåçàíèÿ îáðàçöà ñ
îáðàçîâàíèåì ñâîáîäíîãî êðàÿ.

Îïèñàíèå ÊÝÌ è ìåòîäèêè
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ðåøàëàñü â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå (äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñ-

êèõ äåôîðìàöèé) ââèäó íàëè÷èÿ ñèììåòðèè óêëàäêè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòâåðæäå-
íèÿ ïðîèçâîäèëñÿ ñâÿçàííûé òåïëî-ïðî÷íîñòíîé àíàëèç â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå
ABAQUS ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé ïîëüçîâàòåëüñêîé ïîäïðîãðàììîé ìîäåëè ìà-
òåðèàëà. Äëÿ ó÷åòà êèíåòèêè ïîëèìåðèçàöèè ñìîëû è îïèñàíèÿ ìèêðîìåõàíèêè ÏÊÌ
â ïðîöåññå ïðèçâîäñòâà áûëà ïðèìåíåíà äîðàáîòàííàÿ ïñåâäî-âÿçêîóïðóãàÿ ìîäåëü
(CHILE). Â ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ìàòåðèàëà äåôîðìàöèÿ ìàòðèöû äëÿ êàæäîãî èí-
êðåìåíòà âðåìåíè ðàññ÷èòûâàëàñü îòäåëüíî äëÿ ñëîåâ ñ íàïðàâëåíèåì óêëàäêè 00 è
900. Îïèñàíèå ìîäåëè è åå âåðèôèêàöèÿ ïðèâåäåíà â ðàáîòå [6].

Ñ öåëüþ ïðàâèëüíîãî ðàñ÷åòà äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â îáðàçöå áûë îñóùåñòâ-
ëåí ïåðåõîä èç ëîêàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñëîåâ â ãëîáàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
[1]. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âëèÿíèåì îñíàñòêè íà îáðàçåö â ïðîöåññå îòâåðæäåíèÿ
ïðåíåáðåãëè ââèäó ìèíèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ôîðìû óñàäêå. Îáðàçåö ñ÷èòàëñÿ
ñâîáîäíûì äëÿ ïåðåìåùåíèé íà âñåõ ýòàïàõ ðàñ÷åòà. Òðåùèíà ìîäåëèðîâàëàñü ïî-
ñðåäñòâîì seam crack technique ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ surface-to-surface
â âèäó íåâîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òèïîâûõ òåõíèê âèðòóàëüíîãî çàêðûòèÿ òðåùèíû
(VCCT) è ðàñøèðåííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (XFEM) [7] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
òðåùèí ïðè ðåøåíèè ñâÿçàííîé òåïëî-ïðî÷íîñòíîé çàäà÷è. Òðåùèíà äëèíîé 0,5, 1, 2
è 6 ìì ðàñïîëàãàëàñü ìåæäó 00 è 900 ñëîåì, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.2.
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Ðèñ. 2 ÊÝ ìîäåëü îáðàçöà AS4/8552-1 ñ óêëàäêîé [00=900]12 , ïëîòíîñòüþ ñåòêè 8
ýëåìåíòîâ íà ñëîé â çîíå äåôåêòà è äëèíîé òðåùèíû 2 ìì

Ðèñ. 3 Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ GI è GII (MCCI process) äëÿ 4-õ óçëîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ýëåìåíòîâ

Äëÿ êàæäîé äëèíû òðåùèíû áûëè ðàññ÷èòàíû èíòåíñèâíîñòè âûäåëåíèÿ ýíåðãèè
GI è GII äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ f I è f II ïî ôîðìóëàì (1)
è (2) [8] âî âðåìÿ îòâåðæäåíèÿ îáðàçöà è ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.
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1
2
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�
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f II =
GII
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=

1
2

�
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�a � b

�
1

GIIc
(2)

Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ GI è GII ïðèâåäåíà íà Ðèñ.3.
Ïðîöåññ ðåçêè áûë ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ìåòîäèêè ìîäåëèðîâàíèÿ,

êîòîðàÿ äåàêòèâèðóåò âçàèìîäåéñòâèå (êîíòàêò) ìåæäó äâóìÿ ÷àñòÿìè ðàçðåçàííîãî
îáðàçöà ïîñëå ìîäåëèðîâàíèÿ öèêëà îòâåðæäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîãî
øàãà àíàëèçà. Ïîñêîëüêó ñèíãóëÿðíîñòü îæèäàåòñÿ íà ôðîíòå ðàññëàèâàíèÿ, áîëåå
ìåëêàÿ ñåòêà áûëà ñäåëàíà òîëüêî â ýòîé çîíå, à áîëåå êðóïíûå ýëåìåíòû èñïîëüçó-
þòñÿ ïîáëèçîñòè. Íà êàæäûé ñëîé ïðèõîäèòñÿ 8 ýëåìåíòîâ ïî òîëùèíå. Ìîäåëü áûëà
ïîñòðîåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ CPE3T, CPE4RT òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýëåìåíòû
â çîíå äåôåêòà èìåëè èäåàëüíóþ êâàäðàòíóþ ôîðìó.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
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Ðèñ. 4 Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â îáðàçöå ñ óêëàäêîé [00=900]12 è äëèíîé òðåùèíû
6 ìì ïîñëå ïîëèìåðèçàöèè è ïîñëå ðåçêè(â ìàñøòàáå ïåðåìåùåíèé õ20)

Ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íà-
ïðÿæåíèé äëÿ îòâåðæäåííîãî îáðàçöà ñ èìåþùèìñÿ ðàññëîåíèåì äëèíîé 6 ìì äî
ðàçðåçà îáðàçöà è èõ ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïîñëå ðàçðåçà ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 4.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçðåçà âîçíèêàåò ýôôåêò êîíöåíòðàöèè ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé â ëîêàëüíûõ çîíàõ îáëàñòè ñâîáîäíîãî êðàÿ. Íà Ðèñ. 4 ïîêàçàíî, ÷òî àáñîëþò-
íîå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíî
â äîâîëüíî íåáîëüøîé îáëàñòè íà ñâîáîäíîì êðàå è áëèçêî ê ïðåäåëüíîìó íàïðÿæå-
íèþ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà [3]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ìåõàíè÷åñêîãî âûðåçà
â íåáîëüøîé îáëàñòè ó âåðøèíû òðåùèíû íàïðÿæåíèå â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè
(� 33) ïî ñâîåìó çíà÷åíèþ òàêæå áëèçêî ê ïðåäåëüíîìó. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
âåðîÿòíîñòü çàðîæäåíèÿ ìèêðîòðåùèí â îáðàçöå â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ, à òàêæå
ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé íàãðóçêå âî âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè. Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ
äëèíû èìåþùåãîñÿ äåôåêòà (òðåùèíû) â êîìïîçèòå íà âåðîÿòíîñòü äàëüíåéøåãî ðî-
ñòà â ïðîöåññå ïîëèìåðèçàöèè îáðàçöà è äàëüíåéøåé ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè áûëà
ïðîàíàëèçèðîâàíà èñòîðèÿ èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ðåæèìàõ I,
II ( GI , GII ). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ GI è GII â çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðåùèíû ïîñëå
ïîëèìåðèçàöèè îáðàçöà è ïîñëå èäåàëüíîãî ðàçðåçà, èìèòèðóþùåãî ìåõàíè÷åñêóþ
îáðàáîòêó, ïðèâåäåíû íà Ðèñ.5 è Ðèñ.6.

Äëèíà èçíà÷àëüíîãî äåôåêòà â îáðàçöå íå ñóùåñòâåííî è íå ñîâñåì ÿâíî âëèÿåò
íà çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ GI è GII çà èñêëþ÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè
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Ðèñ. 5 Çíà÷åíèå GI â çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðåùèíû ïîñëå ïîëèìåðèçàöèè è ïîñëå
âûðåçà

Ðèñ. 6 Çíà÷åíèå GII â çàâèñèìîñòè îò äëèíû òðåùèíû ïîñëå ïîëèìåðèçàöèè è ïîñëå
âûðåçà

GIC GIIC GIIIC
Í/ì Í/ì Í/ì

280. . . 293.4 790. . . 2590 790. . . 2590

Òàáëèöà 1. Ìîäà I, Ìîäà II è Ìîäà III ñêîðîñòè âûäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè

ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ðåæèìå I â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ îáðàçöà. Äëÿ îöåíêè õàðàêòåðà
èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé GI è GII ñ òå÷åíèåì âðåìåíè è îöåíêè âîçìîæíîãî äàëüíåéøåãî
ðîñòà òðåùèí ïðîâåäåí àíàëèç èçìåíåíèÿ f I è f II ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ îáðàçöà ñ
òðåùèíîé 6 ìì. Çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé îñâîáîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïðèâå-
äåíî â Òàáëèöå 1 íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â èñòî÷íèêàõ [9,10].

Êàê âèäíî èç Ðèñ.8, ðåçêèé ðîñò çíà÷åíèé ñêîðîñòåé ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ñîçäà-
íèÿ èäåàëüíîãî âûðåçà, ïðè ýòîì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ìíîãî
ìåíüøå 1, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîãî ðîñòà òðåùèíû.

Ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè èç ÏÊÌ ìîãóò ðàáîòàòü ïîä äåéñòâèåì ìíîãîêðàòíûõ íà-
ãðóçîê, â òîì ÷èñëå öèêëè÷åñêèõ. Ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóçêàõ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
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Ðèñ. 8 Êðèâàÿ óñòàëîñòè äëÿ ìàòåðèàëîâ AS4/8552 è AS4/3501-6

èíòåíñèâíîñòåé îñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè èìåþò òåíäåíöèþ ê óìåíüøåíèþ ñ óâåëè÷åíè-
åì ÷èñëà öèêëîâ. Íà Ðèñ.9 äëÿ îáðàçöà AS4/8552 ïîêàçàíî èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëèçîâàííîé ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ Gmax â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà öèêëîâ, ïîëó÷åííûõ
â õîäå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ [11]. Ïðåäåë óñòàëîñòè, ïîëó÷åííûé äëÿ 3
ìèëëèîíîâ öèêëîâ íàãðóçêè ñîñòàâëÿåò 50% îò ñòàòè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ
ìàòåðèàëà AS4/8552. Ñ ïîñëåäóþùèì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà öèêëîâ ñóùåñòâóåò âåðî-
ÿòíîñòü äàëüíåéøåãî ñíèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ÷òî, êàê ñëåäñòâèå,
ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàñêðûòèþ è ðîñòó òðåùèíû. Ýòè ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î
òîì, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ òðåùèíîñòîéêîñòè ïðè òèïîâîì óñòàëîñòíîì íàãðóæå-
íèè íà ïîðÿäêè ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ, ðåàëèçóåìûå â îáðàçöå ïîä äåéñòâèåì îñòàòî÷-
íûõ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, óñòàëîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ÏÊÌ íå èçìåíÿòñÿ îò
íàëè÷èÿ íà÷àëüíûõ äåôåêòîâ-ðàññëîåíèé.

Âûâîäû
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëî èçó÷åíî âëèÿíèå íàëè÷èÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â îá-

ðàçöå óãëåðîä-ýïîêñèäíîãî êîìïîçèòà, îáðàçîâàâøèõñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, íà
òàêèå âîçìîæíûå äåôåêòû êàê ðàññëîåíèå. Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëå-
íèÿ íàïðÿæåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû è ñâîáîäíîãî êðàÿ óãëåðîäíî-ýïîêñèäíîãî
ìíîãîñëîéíîãî êîìïîçèòà AS4/8552 ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Çàäà÷à
áûëà ðåøåíà äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ êîìïîçèòíîãî îáðàçöà ñ óêëàä-
êîé [00=900]12 è èäåàëüíûì ïðÿìûì ïåðïåíäèêóëÿðíûì ðàçðåçîì ïîñëå îòâåðæäåíèÿ.
Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà â ïðîöåññå îòâåðæäåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿ-
æåíèé èçó÷àëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ïîëüçîâàòåëüñêîé ïîäïðîãðàììû,
êîòîðàÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â ñèñòåìå ABAQUS. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îáðàçöå â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè áëèçêè ê ïðåäåëüíûì. Ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ îá-
ðàçöà ñîñðåäîòî÷åíû â íåáîëüøîé îáëàñòè âîçëå ñâîáîäíîãî êðàÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü çàðîæäåíèÿ ìèêðîòðåùèí â îáðàçöå â ïðîöåññå èçãîòîâëå-
íèÿ, à òàêæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé íàãðóçêå âî âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè. Ïðè ýòîì
â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ ìàòåðèàëà è ìåõàíè÷åñêîãî ðàçðåçàíèÿ ãîòîâîé êîìïîçèòíîé
ïëàñòèíû ðîñò çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê òðåùèíîñòîéêîñòè äîñòàòî÷íî ìàë ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñòàòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá îòñóòñòâèè
äîïîëíèòåëüíîãî ðîñòà äåôåêòîâ. Áîëåå òîãî, ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê
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ìàëû è â ñðàâíåíèè ñ óñòàëîñòíûìè ïîêàçàòåëÿìè òðåùèíîñòîéêîñòè, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî ïðèñóòñòâèå ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ äåôåêòîâ â ìàòåðèàëå èëè èõ ïîÿâëåíèå â
ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ íå âíåñåò ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ â óñòàëîñòíûå ïîêàçàòåëè
ïðî÷íîñòè èçäåëèÿ.
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ANALYSIS OF THE INFLUENCE OF RESIDUAL STRESSES ON POSSIBLE
DEFECTS FORMED DURING PRODUCTION OF CARBON-EPOXY

COMPOSITES

1Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia,

2Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation.

Abstract. In the present study, the e�ect of presence of residual stresses inherited during
manufacturing on delamination defect in carbon-epoxy composite specimen is investigated. The
research is devoted to understanding of strain-stress state in regular specimens near defect
zone during cure cycle and after free edge cut depending on crack length. To describe the
behavior of the composite material during manufacturing process- including processes of formation,
polymerization, development of residual stresses and strains, the special user subroutine was
developed and implemented in ABAQUS FEM software. The history of energy release rates under
mode I, II (GIc , GIIc ) where analyzed over time during process of polymerization and free edge
cut.

A slight increase in the GI and GII values at the crack tip during polymerization and a multiple
excess of these values after a mechanical cut is shown. Obtained by modelling values for stress
components are essential and cannot be ignored in consequent structural analysis. The results of
the study can be applied for prediction of residual stresses in composite structure by means of
simulation and further understanding the nature of fracture of composites.

Keywords : composite, residual stress, defect, energy release rate.
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Ðèñ. 1. Ìîäåëü òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè, íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ

èëè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëàõ. Ìîäåëü òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îöåíêå òðåùèíîñòîéêîñòè ðàçëè÷íûõ âèäîâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòå-
ðèàëîâ [3,4]. Íîâûå íàïðàâëåíèÿ â ïðèìåíåíèè ìîäåëè òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé
îáëàñòè âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå ïðîöåññà ñàìîçàëå÷èâàíèÿ òðåùèí, êîòîðûé ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè òðåùèíû
(ôîðìèðîâàíèÿ êîíöåâîé îáëàñòè) [5].

Äëÿ òðåùèíû íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ âûäåëèì ÷àñòü òðåùèíû äëèíû
d, ïðèìûêàþùóþ ê å¼ âåðøèíå (êîíöåâóþ îáëàñòü òðåùèíû), â êîòîðîé ïîâåðõíîñòè
òðåùèíû âçàèìîäåéñòâóþò òàê, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå ñäåðæèâàåò ðàñêðûòèå òðå-
ùèíû (ñì. ðèñ. 1, � 1;2 è � 1;2 - ìîäóëè ñäâèãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ìàòåðèàëîâ
ïîäîáëàñòåé 1 è 2, ux;y è qx;y � êîìïîíåíòû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû è óñèëèé â ñâÿçÿõ â
êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû). Îïèøåì âçàèìîäåéñòâèå áåðåãîâ òðåùèíû â ðàìêàõ ìå-
õàíè÷åñêîé ìîäåëè òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè, íå âûäåëÿÿ êîíêðåòíûõ
ïðè÷èí âçàèìîäåéñòâèÿ. Ââèäó ðàçëè÷èÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñîåäèíåííûõ ìàòåðèàëîâ
â ñâÿçÿõ ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû, âîçíèêàþò, äàæå ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè, óñè-
ëèÿ Q (x), èìåþùèå íîðìàëüíóþ qy (x) è êàñàòåëüíóþ qx (x) ñîñòàâëÿþùèå:

Q (x) = qy (x) � iqx (x) ; i 2 = � 1 (1)

Ê áåðåãàì òðåùèíû ïðèëîæåíû íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ÷èñëåííî
ðàâíûå qy(x) è qx (x), ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîìïîíåíòû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû è óñèëèÿ â ñâÿçÿõ
(çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé), ïðåäñòàâèì â ôîðìå êâàçèëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé
[6,7]:

uy(x) � iu x (x) = cy(x; � )qy(x) � icx (x; � )qx (x); cy;x (x; � ) = 
 1 ;2(x; � )
H
Eb

(2)

ãäå uy ;x (x) � ïðîåêöèè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû íà îñè êîîðäèíàò OX è OY (ðèñ. 1),
ôóíêöèè cy; x (x; � ) � ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè ñâÿçåé, çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ

ñâÿçè âäîëü êîíöåâîé îáëàñòè è ìîäóëÿ âåêòîðà óñèëèé â ñâÿçÿõ � (x) =
q

q2
x + q2

y ,
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Ðèñ. 2. Ïðÿìîëèíåéíàÿ òðåùèíà ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè ïðè äåéñòâèè ðàñòÿãèâàþùèõ
� 0 è ñäâèãîâûõ � 0 íàãðóçîê

H � ëèíåéíûé ðàçìåð, ïðîïîðöèîíàëüíûé òîëùèíå çîíû íåîäíîðîäíîñòè íà ó÷àñò-
êå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ, Eb � ýôôåêòèâíûé ìîäóëü óïðóãîñòè ñâÿçåé, 
 1 ;2(x; � )-
áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíóþ òðåùèíó äëèíû 2` ñ êîíöåâûìè îáëàñòÿìè d1 è d2
(ðàâíûìè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè), ðàñïîëîæåííóþ íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ äâóõ
ïîëóïëîñêîñòåé èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ îäíîðîäíûõ íîð-
ìàëüíîé � 0 è ñäâèãîâîé � 0 íàãðóçîê (ðèñ.2). Óñèëèÿ â ñâÿçÿõ qx;y (x) â êîíöåâîé îá-
ëàñòè òðåùèíû ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ
íàãðóçêàõ è èçâåñòíîì çàêîíå äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé. Ðàçìåðû êîíöåâûõ îáëàñòåé
d1;2 íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû, à óñèëèÿ â ñâÿçÿõ
çàâèñÿò êàê îò ïðèíÿòîãî çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé, òàê è îò ðàçìåðà êîíöåâîé
îáëàñòè. Ðàñêðûòèå â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû íà ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ ðàçíûìè
ìàòåðèàëàìè (ñì. (2)) u(x) = uy(x) � iu x (x) ìîæíî, ââèäó ëèíåéíîñòè çàäà÷è òåîðèè
óïðóãîñòè, ïðåäñòàâèòü òàê:

u(x) = u1 (x) + uQ(x); u1 (x) = u1 y(x) � iu 1 x (x); uQ(x) = uQy (x) � iu Qx (x) (3)

ãäåu1 (x) � ðàñêðûòèå òðåùèíû îò äåéñòâèÿ íàïðÿæåíèé � � 0 è � � 0 íà áåðåãàõ òðåùè-
íû áåç ñâÿçåé [8],uQ(x) � ðàñêðûòèå òðåùèíû (ñáëèæåíèå áåðåãîâ òðåùèíû), îáóñëîâ-
ëåííîå óñèëèÿìè � qy;x (x), âîçíèêàþùèìè â ñâÿçÿõ ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê, è
ïðèëîæåííûìè íà áåðåãàõ òðåùèíû â êîíöåâîé îáëàñòè, êîìïîíåíòû ñ èíäåêñàìè x; y
â (3) � ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû íà îñè êîîðäèíàò
OX è OY, (ñì. ðèñ. 1).

Âûðàæåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïðè ïîëó÷åíèè ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî -
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÄÓ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé â ñâÿçÿõ â êîíöåâîé
îáëàñòè òðåùèíû [6,7]. Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (3), èìååì

@u(x)
@x

�
@uQ(x)

@x
=

@u1 (x)
@x

(4)
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Â ýòîì óðàâíåíèè ïðîèçâîäíàÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â êîíöåâîé îáëàñòè @u(x)=@x
îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (2), ïðîèçâîäíàÿ ðàñêðûòèÿ òðåùè-
íû îò äåéñòâèÿ óñèëèé qx;y (x), ïðèëîæåííûõ íà áåðåãàõ òðåùèíû, @uQ(x)/ @xìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà, èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû
ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîëüíûõ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû,
ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ [6], à ïðîèçâîäíàÿ ðàñêðûòèÿ òðå-
ùèíû áåç ñâÿçåé ïðè äåéñòâèè îäíîðîäíûõ âíåøíèõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ
èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [8]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ,
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (4) è àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî ïîëó-
÷èòü íà ïðîìåæóòêå ` � d � x � ` íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ÑÈÄÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
óñèëèé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû qx;y (x). Ìåòîäèêà ôîðìèðîâàíèÿ è ñõåìà ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ÑÈÄÓ ïðèâåäåíû â [6, 7]. Ïîñëå ðåøåíèÿ ÑÈÄÓ ðàñêðûòèå òðåùèíû
â êîíöåâîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (2). Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
íåîáõîäèìî òàêæå îïðåäåëåíèå ðàñêðûòèÿ òðåùèíû âíå êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû è
íàïðÿæåíèé çà âåðøèíîé òðåùèíû íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ.

Îïðåäåëåíèå ðàñêðûòèÿ áåðåãîâ òðåùèíû âíå êîíöåâîé îáëàñòè. Ðàñêðû-
òèå áåðåãîâ òðåùèíû âíå êîíöåâîé îáëàñòè (0 � x0 < ` � d)

� u (x0) = � uy (x0) � i � ux (x0) (5)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óñèëèé â ñâÿçÿõ è ðàñêðûòèÿ òðåùèíû âäîëü
êîíöåâîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (4):

� u (x0) = u1 (x0) +

`Z

x0

@uQ(x)
@x

dx (6)

Çäåñüu1 (x) � ðàñêðûòèå òðåùèíû áåç ñâÿçåé ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ îäíîðîäíûõ
ðàñòÿãèâàþùèõ (� 0) è ñäâèãîâûõ (� 0) íàïðÿæåíèé

u1 y(x) � iu 1 x (x) =
A

4ch(�� )

p
`2 � x2

�
` � x
` + x

� � i�

(� 0 � i� 0) ; (7)

A =
� 1 + 1

� 1
+

� 2 + 1
� 2

; � =
1

2�
ln(

� 2� 1 + � 1

� 1� 2 + � 2
); (8)

ãäå� � áèóïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñòåïåíü ðàçëè÷èÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ ïîäîáëàñòåé, � 1;2 = 3 � 4� 1;2 èëè � 1;2 = (3 � � 1;2)=(1 + � 1;2) äëÿ ïëîñêîé
äåôîðìàöèè èëè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîèçâîäíàÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû (x > 0) ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè
òðåùèíû, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [6,7]

@uQ(x)
@x

=
A(1 � � )
4(1 + � )

(qx (x) + iqy(x) ) �

�
A

2�
p

`2 � x2

�
` � x
` + s

� � i� `Z

` � d

p
`2 � � 2

� 2 � x2 (R1(x; � ) � iR 2(x; � ))d� (9)

Çäåñü R1(s; t) = xpy (t) ; R2(s; t) = �p x (t) � ïðè ðàñòÿæåíèè, R1(s; t) =
�p y (t) ; R2(s; t) = xpx (t) � ïðè ñäâèãå, à àìïëèòóäû óñèëèé â ñâÿçÿõ py;x îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê
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py(x) � ipx (x) = ( qy(x) � iqx (x))
�

` � x
` + x

� i �

(10)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ (6) äëÿ êîìïîíåíò ðàñêðûòèÿ òðåùèíû âíå çîíû ñâÿçåé äëÿ
ñëó÷àÿ ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè� 0 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9) è (10). Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûé è ìíèìûõ ÷àñòåé âûðàæåíèé, ïîëó÷àåì

� uy (x0) = uy1 (x0) +
A(1 � � )
4(1 + � )

`Z

d� `

qx (x) dx�
A
2�

`Z

x0

F1 (x)
p

`2 � x2
dx (11)

� ux (x0) = ux1 (x0) �
A(1 � � )
4(1 + � )

`Z

d� `

qy (x) dx�
A
2�

`Z

x0

F2 (x)
p

`2 � x2
dx (12)

Çäåñüuy1 ; ux1 � êîìïîíåíòû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû áåç ñâÿçåé ïðè äåéñòâèè ðàñòÿãè-
âàþùåé íàãðóçêè � 0 (ñì. (7))

u1 y(x) � iu 1 x (x) =
A� 0

4ch(�� )

q
`2 � x2

0 (cos� (x0) � i sin � (x0)) ; � (x0) = � ln
` � x0

` + x0
(13)

Ôóíêöèè F1;2 (x) èìåþò âèä

F1 (x) = x cos� (x) I 1 (x) � sin � (x) I 2 (x) ; F2 (x) = x sin � (x) I 1(x) + cos � (x) I 2(x);
(14)

ãäåI 1;2 (x) îïðåäåëÿåòñÿ òàê

I 1 (x) =

`Z

` � d

p
`2 � � 2

� 2 � x2 py (� ) d�; I 2 (x) =

`Z

` � d

�
p

`2 � � 2

� 2 � x2 px (� ) d� (15)

Ïðè äåéñòâèè ñäâèãîâûõ íàãðóçîê � 0 ñòðóêòóðà ôîðìóë (11)-(12) íå èçìåíÿåòñÿ. Êîì-
ïîíåíòû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû áåç ñâÿçåé ïðè äåéñòâèè ñäâèãîâîé íàãðóçêè (ñì. (7))
èìåþò âèä

u1 y(x) � iu 1 x (x) = �
A� 0

4ch(�� )

q
`2 � x2

0 (sin � (x0) + i cos� (x0)) (16)

Ôóíêöèè F1;2 (x) è I 1;2 (x) äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèãîâîé íàãðóçêè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (9) è
(10), ïðèíèìàþò âèä

F1 (x) = cos � (x) I 1 (x) � x sin � (x) I 2 (x) ; F2 (x) = sin � (x) I 1(x)+ x cos� (x) I 2(x) (17)

I 1 (x) =

`Z

` � d

�
p

`2 � � 2

� 2 � x2 py (� ) d�; I 2 (x) =

`Z

` � d

p
`2 � � 2

� 2 � x2 px (� ) d� (18)

Ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ðàñòÿãèâàþùåé è ñäâèãîâîé âíåøíèõ íàãðóçîê èòîãîâûå
ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñóììèðîâàíèåì.

Âû÷èñëåíèå íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Â ìîäåëè
òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòå-
ðèàëîâ � yy ; � xy íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû (jxj > ` ) ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê
� 0; � 0 îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì [6,7]

� yy (x) + i� xy (x) =
�
� ext

yy (x) + � int
yy (x)

�
+ i

�
� ext

xy (x) + � int
xy (x)

�
(19)
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Çäåñü� ext
yy (x); � ext

xy (x) - íàïðÿæåíèÿ íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû îò äåéñòâèÿ âíåøíèõ
íàãðóçîê � 0; � 0, ïðèëîæåííûõ íà óäàëåííîé ãðàíèöå [9]

� ext
yy (x) + i� ext

xy (x) = ( � o + i� o)
(x + 2 `�i )
p

x2 � `2

�
x � `
x + `

� i �

; x > `; (20)

� int
yy (x); � int

xy (x) - íàïðÿæåíèÿ íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû îò äåéñòâèÿ íàãðóçîê qy;x (x)
íà áåðåãàõ òðåùèíû (óñèëèé â ñâÿçÿõ), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (ñì. [9],
ôîðìóëà (6.24)), x > `

� int
yy (x)+ i� int

xy (x) =
ch(�� )

�
p

x2 � `2

�
x � `
x + `

� i � `Z

� `

p
`2 � � 2

� � x

�
` + �
` � �

� i �

(qy(� )+ iqx (� ))d� (21)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (21) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (10) è ñâîéñòâ ôóíêöèé qx;y (x) è
px;y (x). Âûðàæåíèå (10) ñ çàìåíîé i ! � i ïîäñòàâèì â (21)

� int
yy (x) + i� int

xy (x) =
ch(�� )

�
p

x2 � `2

�
x � `
x + `

� i � `Z

� `

p
`2 � � 2

� � x
(py (� ) + ipx (� )) d� (22)

Ðàññìîòðèì ðàñòÿãèâàþùèå íàãðóçêè. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â (22) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
qx = qy = 0 ïðè jxj < ` � d

H (x) =

+ `Z

� `

p
`2 � � 2

� � x
(py(� ) + ipx (� )) d� = H1 (x) + H2 (x) (23)

ãäå

H1 (x) =

� `+ dZ

� `

p
`2 � � 2

� � x
(py(� ) + ipx (� ))d� ; H2 (x) =

`Z

` � d

p
`2 � � 2

� � x
(py(� ) + ipx (� ))d�

Èíòåãðàë H1 (x) ïðåîáðàçóåì, ìåíÿÿ ìåñòàìè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, âûïîëíèâ çà-
ìåíó ïåðåìåííîé � ! � � , à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè px (� � ) = � px (� ) [7]

H1 (x) = �

� `Z

� `+ d

p
`2 � � 2

� � x
(py(� ) + ipx (� ))d� = �

`Z

` � d

p
`2 � � 2

� � x
(py(� ) � ipx (� ))d� (24)

Ïîëó÷àåì

H (x) =

`Z

` � d

 p
`2 � � 2

� � x
�

p
`2 � � 2

� + x

!

py(� )d� + i

`Z

` � d

 p
`2 � � 2

� � x
+

p
`2 � � 2

� + x

!

px (� )d�

(25)
Â èòîãå èìååì

H (x) = H � 0
y (x) + iH � 0

x (x) =

`Z

` � d

2x
p

`2 � � 2

� 2 � x2 py(� )d� + i

`Z

` � d

2�
p

`2 � � 2

� 2 � x2 px (� )d� (26)
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Ðèñ. 3. Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, � 0-îòíîñèòåëüíàÿ æåñòêîñòü ñâÿçåé

Â ñëó÷àå ñäâèãîâûõ íàãðóçîê � 0 àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò

H (x) = H � 0
y (x) + iH � 0

x (x) =

`Z

` � d

2�
p

`2 � � 2

� 2 � x2 py(� )d� + i

`Z

` � d

2x
p

`2 � � 2

� 2 � x2 px (� )d� (27)

Èíòåãðàëû â ñîîòíîøåíèÿõ (26)-(27) íå ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè, ò.ê. x > ` .
Çàïèøåì èòîãîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû (ñì.(19))
ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû, x > `
À) Ðàñòÿæåíèå: (� (x) = � ln x� `

x+ ` )

� xy (x) =
� 0p

x2 � `2

8
<

:

x sin � (x) + 2 �` cos� (x) +

+
ch(�� )

�� 0

�
sin � (x) H � 0

y (x) + cos � (x) H � 0
x (x)

�

9
=

;
(28)

� yy (x) =
� 0p

x2 � `2

8
<

:

x cos� (x) � 2�` sin � (x) +

+
ch(�� )

�� 0

�
cos� (x) H � 0

y (x) � sin � (x) H � 0
x (x)

�

9
=

;
(29)

Â) Ñäâèã: (� (x) = � ln x� `
x+ ` )

� xy (x) =
� 0p

x2 � `2

8
<

:

x cos� (x) � 2�` sin � (x) +

+
ch(�� )

�� 0

�
sin � (x) H � 0

y (x) + cos � (x) H � 0
x (x)

�

9
=

;
(30)

� yy (x) =
� 0p

x2 � `2

8
<

:

� x sin � (x) � 2�` cos� (x) +

+
ch(�� )

�� 0

�
cos� (x) H � 0

y (x) � sin � (x) H � 0
x (x)

�

9
=

;
(31)

Ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé çà âåðøèíîé òðåùèíû íà ãðàíèöå
ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ ñïðàâåäëèâû ïðè x > ` . Âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿ-
æåíèé ïðè x < � ` ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè èçìåíåíèè çíàêà áèóïðóãîé ïîñòîÿííîé
(� ! � � ) â âûðàæåíèÿõ (28)-(31).
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Ðèñ. 4. Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ çà âåðøèíîé òðåùèíû

Íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4 ïîêàçàíû íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû è íîð-
ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ ( îòíîøåíèå ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè ìàòåðèàëîâ E1=E2 = 5 ) çà âåðøèíîé òðåùèíû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ñîîòíî-
øåíèé, ïðèâåä¼ííûõ â äàííîé ðàáîòå, à òàêæå ÷èñëåííî (ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ [10]) äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû. Ðàñêðûòèå òðåùèíû
íîðìèðîâàíî âåëè÷èíîé ðàñêðûòèÿ â öåíòðå àíàëîãè÷íîé òðåùèíû áåç ñâÿçåé u0. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îáîèìè ìåòîäàìè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.
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BRIDGED CRACK � OPENING OUTSIDE OF THE BRIDGED ZONE AND
STRESSES AT THE MATERIAL INTERFACE

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. For a straight interfacial crack with bridged zone the expressions for calculating the
opening of the crack outside of the bridged zone and stresses ahead of the crack tip are obtained.
The action of uniform normal and shear external loads is considered. The size of the crack bridged
zone is not considered small compared with the length of the whole crack. A comparison with the
results obtained by the boundary element method is presented.

Keywords : crack bridged zone, interface crack opening, stresses ahead of the crack tips.
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Îáùèé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ øåðîõîâàòûõ
òåë èçëîæåí â [1]. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ïîâðåæäåííîñòè ïî-
âåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìàòåðèàëîâ, çàâèñÿùåé îò çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé â êàæäîé òî÷êå.
Ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîé ïîâðåæäåííîñòè íà ìàêðîóðîâíå ìîæåò
çàêàí÷èâàòüñÿ óäàëåíèåì ìàòåðèàëà â êîëè÷åñòâàõ, íå ïîçâîëÿþùèõ â äàëüíåéøåì
ïîëíîöåííî èñïîëüçîâàòü äåòàëü ñ äåôåêòíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íà ìèêðîóðîâíå íàêîï-
ëåíèå êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîé ïîâðåæäåííîñòè ïðèâîäèò ê óñòàëîñòíîìó èçíàøèâà-
íèþ � ìàññîâîìó îòäåëåíèþ ÷àñòèö ìàëîãî ðàçìåðà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ óñòà-
ëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîñëå åäèíè÷íîãî
àêòà ðàçðóøåíèÿ, ïðîèçîøåäøåãî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ìà-
òåðèàëà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâðåæäåíèé, âíîâü
âñòóïàåò â êîíòàêò, ò.å. ìàòåðèàë íåñåò â ñåáå ñëåäû èñòîðèè ïðîöåññà.

Ïðîöåññ èçíàøèâàíèÿ ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó: ïîìèìî óñòàëîñòíîé, ýòî
àáðàçèâíûé, àäãåçèîííûé èçíîñ è ò.ï. Ñî÷åòàíèå äâóõ òèïîâ ðàçðóøåíèÿ � ïîâåðõ-
íîñòíîãî èçíàøèâàíèÿ, èìåþùåãî ïðèðîäó, îòëè÷íóþ îò óñòàëîñòíîé, è âûêðàøèâà-
íèå ìàòåðèàëà ïî êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîìó ìåõàíèçìó èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ñè-
ñòåìå êîëåñî-ðåëüñ. Áûëî ïîêàçàíî [2, 3], ÷òî ðàâíîìåðíîå èçíàøèâàíèå ïðèâîäèò ê
çàìåäëåíèþ ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè â ïîäïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ. Ñîâðå-
ìåííûå èññëåäîâàíèÿ çàòðàãèâàþò ïðîáëåìû ñî÷åòàíèÿ àäãåçèîííîãî è óñòàëîñòíîãî
ìåõàíèçìîâ èçíàøèâàíèÿ [4], à òàêæå âëèÿíèÿ òâåðäîñòè íà ñêîðîñòü èçíîñà è íàêîï-
ëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè [5].

Ïîñëåäíÿÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé è çàòðàãèâàåò âîïðîñ îá óïðî÷íå-
íèè ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìàòåðèàëà äëÿ ïîâûøåíèÿ èõ ñîïðîòèâëåíèÿ àáðàçèâíîìó
èçíàøèâàíèþ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðè òàêîé îáðàáîòêå ôîðìèðóåòñÿ ïîëå îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèé, íà êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêàþùåå ïðè èõ
öèêëè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè â óñëîâèÿõ ôðèêöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âëèÿíèå
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà ïîÿâëåíèå óñòàëîñòíûõ òðåùèí ïðè îäíîîñíîì öèêëè÷å-
ñêîì íàãðóæåíèè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíî. Â ÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè [6] è ðÿ-
äå äðóãèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ñæèìàþùèõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé
ïðåïÿòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ óñòàëîñòíûõ òðåùèí, à ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ
óñêîðÿþò ðàçðóøåíèå. Ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ èçó÷åíèþ îáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíî-óñòà-
ëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ïðè íàëè÷èè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, íåìíîãî, è îíè ñîäåð-
æàò, â îñíîâíîì, ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë. Òàê, èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåä¼ííûå â [7],
ïîêàçûâàþò, ÷òî îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ â ïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ ìàòåðèàëà æåëåçíî-
äîðîæíîãî êîëåñà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ ïðè çíà÷èòåëüíîì ôðèêöèîííîì ðàçîãðåâå
â óñëîâèÿõ òîðìîæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííûõ èñïûòàíèé ïîäøèïíèêîâîé ñòàëè
íà êîíòàêòíóþ óñòàëîñòü, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé, óñòàíîâëå-
íî [8], ÷òî âáëèçè ïîâåðõíîñòè èçíà÷àëüíî ñæèìàþùèå îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ ïå-
ðåõîäÿò â ðàñòÿãèâàþùèå. Èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ æåëåçíîäîðîæíûõ
ðåëüñîâ è îñîáåííîñòåé èõ ïîâåðõíîñòíîé îáðàáîòêè íà âîçíèêàþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïðîâåäåíî â [9].

Âîïðîñ î âëèÿíèè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà âðåìÿ ðàáîòû òðèáîñîïðÿæåíèÿ â
óñëîâèÿõ ìíîãîöèêëîâîãî óïðóãîãî íàãðóæåíèÿ äî ìîìåíòà çàðîæäåíèÿ óñòàëîñòíîé
òðåùèíû èññëåäîâàí â ðàáîòå [10]. Âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàíèÿ ïîëÿ îñòàòî÷íûõ íà-
ïðÿæåíèé çà ñ÷¼ò âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåõíîëîãèé îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòíûõ ñëî-
¼â ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì äëÿ óâåëè÷åíèÿ äîëãîâå÷íîñòè óçëîâ òðåíèÿ,



80 È. Ã. ÃÎÐß×ÅÂÀ, Å. Â. ÒÎÐÑÊÀß

ðàçðóøàþùèõñÿ ïî êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîìó ìåõàíèçìó, à òàêæå â ðåçóëüòàòå àáðà-
çèâíîãî èçíàøèâàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ïîëÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé è
àáðàçèâíîãî ïîâåðõíîñòíîãî èçíàøèâàíèÿ íà ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñò-
íûõ ïîâðåæäåíèé ïðè öèêëè÷åñêîì ôðèêöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè.

Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîé óñòàëîñòè ïðè öèêëè÷åñêîì ôðèêöè-
îííîì íàãðóæåíèè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñò-
íûõ ïîâðåæäåíèé â ìàòåðèàëå, ïîäâåðãíóòîì öèêëè÷åñêîìó íàãðóæåíèþ, íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè âûáîð ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùåé ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè ñ íà-
ïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìàòåðèàëà.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ôèçè÷åñêèå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ïîâðåæäåííîñòè, â êî-
òîðûõ ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íàïðÿæå-
íèé â äàííîé òî÷êå, òåìïåðàòóðû è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíèçìà
ðàçðóøåíèÿ, âèäà ìàòåðèàëà è äðóãèõ ôàêòîðîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè êîíòàêòíî-
óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, êîòî-
ðûé ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîëîæèòåëüíîé íåóáûâàþùåé âî âðåìåíè ôóíêöèè Q(M; t ),
õàðàêòåðèçóþùåé ìåðó ïîâðåæäåíèÿ ìàòåðèàëà â òî÷êå M (x; y; z) è çàâèñÿùåé îò
çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé â äàííîé òî÷êå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòà-
ëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ëèíåéíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîâðåæäå-
íèé (â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèðàùåíèå ïîâðåæäåííîñòè íå çàâèñèò îò âåëè÷è-
íû íàêîïëåííîé ïîâðåæäåííîñòè). Ðàçðóøåíèå íàñòóïàåò â ìîìåíò âðåìåíè t � , êîãäà
ôóíêöèÿ ïîâðåæäåííîñòè äîñòèãíåò çàäàííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñêîðîñòü @Q(x; y; z; t )=@tíàêîïëåíèÿ óñòà-
ëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáðàí-
íîìó êðèòåðèþ ðàçðóøåíèÿ äëÿ èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà, ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ âèäà

q(x; y; z; t ) =
@Q(x; y; z; t )

@t
= c(� (x; y; z; t ))m ; (1)

ãäå c è m � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèàëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ðàññìàòðèâàëàñü ðàçíèöà
� � 1(x; y; z; t ) ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ìàêñèìàëüíûõ êàñà-
òåëüíûõ íàïðÿæåíèé â òî÷êå (x; y; z) çà îäèí öèêë íàãðóæåíèÿ; â ñëó÷àå ýëàñòîìåðíûõ
ìàòåðèàëîâ � àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ íàïðÿæåíèé. Ðàçðóøåíèå íàñòóïà-
åò òîãäà, êîãäà ïîâðåæäåííîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû.
Â íîðìèðîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Q(x; y; z; L ) = 1 ; (2)

ãäåL � êîëè÷åñòâî öèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèè ïîâðåæäåííîñòè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîëå

âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, êîòîðîå çàâèñèò îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ êîíòàêòèðó-
þùèõ òåë.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðàñ÷¼òà êîíòàêòíûõ è âíóòðåííèõ íàïðÿæå-
íèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êà÷åíèè ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ V , íàïðàâëåí-
íîé ïî îñè x, è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ! áåñêîíå÷íîãî óïðóãîãî öèëèíäðà ïî óïðóãîìó
îñíîâàíèþ èç òîãî æå ìàòåðèàëà ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ñèëû P
è òÿãîâîãî ìîìåíòà M (ðèñ. 1). Êîíòàêòèðóþùàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà îïèñûâàåòñÿ
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Ðèñ. 1. Ñõåìà êîíòàêòà

ôóíêöèåé f (x) = � x2=(2R), ãäå R � ðàäèóñ öèëèíäðà. Ýòà çàäà÷à ìîæåò èññëåäî-
âàòüñÿ â ïëîñêîé êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå (â ñå÷åíèè xOz ïëîñêîñòüþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè öèëèíäðà). Â îñíîâàíèè äåéñòâóþò ðàñòÿãèâàþùèå èëè ñæèìàþùèå
îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ � res

x (x; z), íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Âëèÿíèå ïðåäíàïðÿæ¼í-
íîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì
(äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòî äîêàçàíî â [11]).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

w1(x) + w2(x) + f (x) = d; (3)

ãäå w1(x), w2(x) � íîðìàëüíûå óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòåé îñíîâàíèÿ è öè-
ëèíäðà; d � ñáëèæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ óïðóãèõ òåë.

Â óñëîâèÿõ êà÷åíèÿ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì îáëàñòü êîíòàêòà (� a; a) ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäîáëàñòè ñêîëüæåíèÿ 
 1, â êîòîðîé òðåíèå ñêîëüæåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ çàêîíîì
Àìîíòîíà�Êóëîíà, è ñöåïëåíèÿ 
 2, â êîòîðîé ðàâíà íóëþ ñêîðîñòü s îòíîñèòåëüíîãî
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé êîíòàêòèðóþùèõ òåë, à êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå
ïðåâîñõîäÿò ïðåäåëüíûå ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ [12]:

js(x)j > 0; q(x) = �p (x)s=jsj; (x) 2 
 1;

js(x)j = 0 ; jq(x)j 6 �p (x); (x) 2 
 2;
(4)

ãäåq(x) è p(x) � ñîîòâåòñòâåííî êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïëîùàäêå
êîíòàêòà; � � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Äëÿ îäèíàêîâûõ ìàòåðèàëîâ öèëèíäðà è îñíîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé íå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòî-
ðûõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Ãåðöà î êîíòàêòå äâóõ óïðóãèõ öèëèí-
äðîâ [12]:

p(x) =
E �

p
a2 � x2

4�R
; � a < x < a; a =

r
4RP
�E � ; (5)

ãäåE � � ïðèâåä¼ííûé ìîäóëü óïðóãîñòè.
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Ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè êà÷åíèè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì óïðóãîãî
öèëèíäðà ïî îñíîâàíèþ èç òîãî æå ìàòåðèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì (4), èìååò âèä [13]

q(x) =

8
>><

>>:

�p (x) =
�E �

4�R

p
a2 � x2; � a < x < c;

q1(x) =
�E �

4�R

hp
a2 � x2 �

p
(a � x)(x � c)

i
; c < x < a;

(6)

c = a
�

2�R
�a

� 1
�

; � =
!R � V

V
:

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5) è (6) äëÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèöèè, îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñ ó÷¼òîì ïîëÿ îñòàòî÷íûõ
ðàñòÿãèâàþùèõ (ñæèìàþùèõ) íàïðÿæåíèé � res

x (x; z) ïî èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèÿì [12]:

� x (x; z) = � 0
x (x; z) + � res

x (x; z); � z(x; z) = � 0
z (x; z); � xz (x; z) = � 0

xz (x; z); (7)

ãäå

� 0
x (x; z) = �

2z
�

aZ

� a

p(� )(x � � )2d�
((x � � )2 + z2)2 �

2
�

cZ

� a

�p (� )(x � � )3d�
((x � � )2 + z2)2 �

2
�

aZ

c

q1(� )(x � � )3d�
((x � � )2 + z2)2 ;

� 0
z (x; z) = �

2z3

�

aZ

� a

p(� ) d�
((x � � )2 + z2)2 �

2z2

�

cZ

� a

�p (� )(x � � ) d�
((x � � )2 + z2)2 �

2z2

�

aZ

c

q1(� )(x � � ) d�
((x � � )2 + z2)2 ;

� 0
xz (x; z) = �

2z2

�

aZ

� a

p(� )(x � � ) d�
((x � � )2 + z2)2 �

2z
�

cZ

� a

�p (� )(x � � )2d�
((x � � )2 + z2)2 �

2z
�

aZ

c

q1(� )(x � � )2d�
((x � � )2 + z2)2 :

Ìåòîä ðàñ÷¼òà êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ñ ó÷åòîì ïîâåðõ-
íîñòíîãî èçíàøèâàíèÿ. Äëÿ ðàñ÷¼òà êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé â ïî-
âåðõíîñòíûõ ñëîÿõ ìàòåðèàëà ïðè öèêëè÷åñêè èçìåíÿþùåìñÿ ïîëå íàïðÿæåíèé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì ïîäõîäîì, îïèñàííûì âûøå, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå êðè-
òåðèÿ íàêîïëåíèÿ óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ðàññìîòðèì âåëè÷èíó àìïëèòóäíûõ çíà-
÷åíèé � � max (z; t) ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü
íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ [1]:

@Q(z; t)
@t

= c
�

� � max (z; t)
p0

� m

: (8)

ÇäåñüQ(z; t) � ðàñïðåäåëåíèå ïîâðåæäåííîñòè âäîëü îñè Oz â ìîìåíò âðåìåíè t; p0 �
ìàêñèìàëüíûå êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ ( p0 =

p
PE � =(�R )), ïàðàìåòðû m è c ñâÿçàíû ñ

ïðî÷íîñòíûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà è îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî [14].
Ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîð-

ìàöèè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå [12]:

� max (x; z) =
1
2

q
(� 0

x (x; z) + � res
x (x; z) � � 0

z (x; z))2 + 4 ( � 0
xz (x; z))2; (9)

ãäå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé � 0
x (x; z), � 0

z (x; z) è � 0
xz (x; z) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñî-

îòíîøåíèé (7).
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Òîãäà àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ � � max (z) ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà
ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè z îò ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

� � max (z) = max
x

� � max (x; z) = max
x

�
� max (x; z) �

1
2

j� res
x (x; z)j

�
: (10)

Çäåñü ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â óñëîâèÿõ êà÷åíèÿ ïî óïðóãîìó îñíîâàíèþ ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû öèëèíäðîâ ïîä åãî ïîâåðõíîñòüþ ÷åðåäóþòñÿ íàãðóæåííûå è
íåíàãðóæåííûå îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîîðäèíàò (x; z) ôóíêöèÿ
� � max (x; z) (10) èìååò ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ � res

x (x; z) ñëåäóþùåå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

� � max (x; z) = � 0
max (x; z) �

1
2

�
1 �

� 0
x (x; z) � � 0

z (x; z)
2� 0

max (x; z)

�
� res

x (x; z) +

+ O
�
(� res

x (x; z))2
�

;

� 0
max (x; z) =

1
2

p
(� 0

x (x; z) � � 0
z (x; z))2 + 4( � 0

xz (x; z))2:

(11)

Òàêèì îáðàçîì, èç (11) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ � res
x (x; z) àìïëèòóäíûå

çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå íóëåâûõ îñòà-
òî÷íûõ íàïðÿæåíèé.

Ñêîðîñòü èçíàøèâàíèÿ, èìåþùåãî ïðèðîäó, îòëè÷íóþ îò óñòàëîñòíîé, çàâèñèò îò
ðÿäà ïàðàìåòðîâ: êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ, âåëè÷èíû îáëàñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ 
 1, âå-
ëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, èçíîñîñòîéêîñòè ìàòåðèàëà è ò.ï. [15]. Â
çàäà÷å î êà÷åíèè, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå, óñëîâèÿ èçíàøèâàíèÿ îäèíàêî-
âû äëÿ âñåõ òî÷åê ïîëóïëîñêîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì èçíà-
øèâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ K . Â ïðåäïîëîæåíèè
ëèíåéíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïîâðåæäåíèé [1] è íåçàâèñèìîñòè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ
â óïðóãîì òåëå îò íàêîïëåííûõ â íåì ïîâðåæäåíèé èç (8) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîò-
íîøåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîâðåæäåííîñòè, ñïðàâåäëèâîå ïðè îòñóòñòâèè èçíàøèâàíèÿ:

Q(z; t) = tc
�

� � max (z)
p0

� m

; t = NT; (12)

ãäåT � âðåìÿ îäíîãî öèêëà; N � êîëè÷åñòâî öèêëîâ.
Ïðè íàëè÷èè èçíàøèâàíèÿ ñêîðîñòü (8) íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðå-

æäåíèé â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìàòåðèàëà íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ â ñâÿçè ñî ñìåùåíè-
åì ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâðåæäåííîñòü â òî÷êå Z , ñâÿçàííîé c íåèçíîøåííîé
ïîâåðõíîñòüþ ìàòåðèàëà, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

Q(Z; t ) = c

tZ

0

�
�

� � max (Z � K� )
p0

� m

d�; Z > Kt: (13)

Óñëîâèå çàðîæäåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíîé òðåùèíû îïðåäåëèì êàê

Q(z; N � T) = Q� ; (14)

ãäåN � � êîëè÷åñòâî öèêëîâ äî íà÷àëà ðàçðóøåíèÿ; Q� � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïî-
âðåæäåííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó çàðîæäåíèÿ óñòàëîñòíîé òðåùèíû.
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à) á)

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé � max (x; z)=p0 â îñíîâàíèè ïîä
öèëèíäðîì: à) ïðè � res (z) = 0 ; á) ïðè � res (z) = 0 ;1p0. � = 0 ;4, � 0 = 0 ;14

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òîâ. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ ðàñ-
÷¼òà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è èõ àìïëèòóäû â ïðè-
ñóòñòâèè ïîëåé îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå ôóíêöèè ïîâðåæäåííîñòè ìàòåðè-
àëà â óñëîâèÿõ òðåíèÿ êà÷åíèÿ ñ ó÷åòîì èçíàøèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè îñíîâàíèÿ. Âõîä-
íûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ � , âåëè÷èíà
� 0 = �R=a, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîñêàëüçûâàíèå, îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ � res(z), êîòî-
ðûå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëàãàëèñü çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ îò ïîâåðõíî-
ñòè.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû èçîëèíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-
íèé � max (x; z), ïîëó÷åííûå áåç ó÷¼òà îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé è ïðè äåéñòâèè ïîñòî-
ÿííûõ ðàñòÿãèâàþùèõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé. Ïîìèìî óâåëè÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè � max (x; z) ðàñòÿãèâàþùèå îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ ÷àñòè÷íî íèâå-
ëèðóþò àñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè Oz ýòîé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì
ñèë òðåíèÿ.

Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé ïðîâåä¼í
àíàëèç àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé � � max (z)=p0,
ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ îò ïîâåðõíîñòè (ñì. (10)).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3, ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè àíàëèç âëèÿ-
íèÿ âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ è çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ ïî ãëóáèíå
ðàñòÿãèâàþùèõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà àìïëèòóäó ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé. Îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ óìåíüøàþò ïåðåïàäû ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëü-
íûõ íàïðÿæåíèé â îñíîâàíèè. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì �
óâåëè÷åíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ñ 0 äî 0;1p0 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ
ìàêñèìóìà ôóíêöèè � � 1(z) ñ 0,323 äî 0,315 (êðèâûå 1 è 2 íà ðèñ. 3,à), â òî âðåìÿ êàê
èçìåíåíèå � res

x ñ 0;2p0 äî 0;5p0 ïî÷òè íå âëèÿåò íà âèä ýòîé ôóíêöèè (êðèâûå 3 è 4).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèì àíàëèçîì ñîîòíîøåíèÿ (9),
ïðîâåä¼ííûì â ï. 2.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïîêàçûâàþò (ðèñ. 3,á), ÷òî óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
óâåëè÷èâàåò àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Èíòå-
ðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ ðàñ÷¼òà íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ íàïðÿ-
æåíèé ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåíèþ ê ïîâåðõíîñòè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåïàäà



ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀÊÎÏËÅÍÈß ÊÎÍÒÀÊÒÍÎ-ÓÑÒÀËÎÑÒÍÛÕ ÏÎÂÐÅÆÄÅÍÈÉ 85

à) á)

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò ïîâåðõíîñòè: à) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé: � = 0 ; 4,
� 0 = 0 ;14, � res

x =p0 = 0 ; 0,1; 0,2; 0,5 (êðèâûå 1�4 ñîîòâåòñòâåííî); á) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ: � res

x =p0 = 0 ;1 (ñïëîøíûå ëèíèè), � res
x =p0 = 0 (øòðèõîâûå ëèíèè),

� 0 = 0 ;14, � = 0 ; 1; 0,35; 0,6 (êðèâûå 1�3 è 10� 30 ñîîòâåòñòâåííî)

íàïðÿæåíèé, ÷òî ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû îáðàçîâàíèÿ êîíòàêò-
íî-óñòàëîñòíûõ äåôåêòîâ.

Ïðè àíàëèçå íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû,
ïîçâîëÿþùèå îáîáùàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ðàçíûå ïàðû òðåíèÿ êà÷åíèÿ.

Äëÿ ðàñ÷¼òà ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (12)�
(14) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðû m è c, îïðåäåëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî
äëÿ êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ ðàñ÷¼òîâ áûëè èñïîëüçîâàíû
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà êîíòàêòíóþ óñòàëîñòü äëÿ ðåëüñîâîé ñòàëè [16], ïîç-
âîëèâøèå ïîëó÷èòü ïóò¼ì ïåðåðàñ÷¼òà, ïðåäëîæåííîãî â [14], çíà÷åíèÿ m = 1 ;684,
c = 9 ;344825999� 10� 23.

Ôóíêöèÿ íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé îïðåäåëÿëàñü äëÿ ïîä-
ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ìàòåðèàëà ïðè íàëè÷èè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé è áåç íèõ, âà-
ðüèðîâàëàñü òàêæå ñêîðîñòü èçíîñà (ðèñ. 4). Ïîâåðõíîñòíîå èçíàøèâàíèå óâåëè÷è-
âàåò âðåìÿ äî äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîâðåæäåííîñòè, îäíîâðåìåííî ñ
ýòèì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîâðåæäåííîñòü áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ãëó-
áèíå. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ òî÷êà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîâðåæäåííîñòè ïîñòåïåííî
ñìåùàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè, ïðè ýòîì äëÿ ìàòåðèàëà ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðè
îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ñêîðîñòè èçíàøèâàíèÿ (øòðèõîâûå êðèâûå íà ðèñ. 4, á) â èòî-
ãå ëîêàëèçóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè, à çíà÷åíèå ïîâðåæäåííîñòè íå äîñòèãàåò êðèòè÷å-
ñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, èçíîñ ïðåïÿòñòâóåò íàêîïëåíèþ ïîâðåæäåííîñòè. Ðàçíèöà â
ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííàÿ äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ íóëåâûìè è íåíóëåâûìè îñòàòî÷íûìè íà-
ïðÿæåíèÿìè, îáóñëîâëåíà òîëüêî ðàçíèöåé â àìïëèòóäàõ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáðàáîòêà ïîâåðõíîñòíûõ
ñëîåâ, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîÿâëåíèþ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, èçìåíÿåò è èõ ïðî÷íîñòíûå
ñâîéñòâà (ïàðàìåòðû m è c), à òàêæå èçíîñîñòîéêîñòü.

Âûâîäû. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðåäëîæåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ-
÷¼òà êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé â ïîäïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ òåë â óñëîâèÿõ òðåíèÿ êà÷åíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíîãî èçíàøèâàíèÿ.
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à) á)

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ïîâðåæäåííîñòè Q îò ðàññòîÿíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà ïðè
� res

x =p0 = 0 (êðèâûå 1�4) è � res
x =p0 = 0 ;1 (êðèâûå 10� 70). Ñêîðîñòü èçíîñà: à) 1 ìì çà 2;4 � 107

öèêëîâ; á) 3 ìì çà 2;4 � 107 öèêëîâ. N = 2 ;4 � 106; 4;8 � 106; 7;2 � 106; 9;6 � 106; 12;0 � 106; 14;4 � 106;
16;8� 106 (êðèâûå 1�7 ñîîòâåòñòâåííî), ðàäèóñ ïÿòíà êîíòàêòà 7,5 ìì, ìàêñèìàëüíîå êîíòàêò-
íîå äàâëåíèå 1010 ÌÏà, � = 0 ;4, � 0 = 0 ;02

Ïðîâåä¼í àíàëèç âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèé îñòàòî÷íûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé
íà àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ðàçíûõ çíà-
÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî, ÷òî ðàñòÿãèâàþùèå îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþò ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, íî óìåíüøàþò èõ àìïëèòóäíûå
çíà÷åíèÿ.

Íà ïðèìåðå ðàñ÷¼òà ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðåæäåíèé â
ðåëüñîâîé ñòàëè ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå èçíàøèâàíèå óâåëè÷èâàåò âðåìÿ äî äî-
ñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîâðåæäåííîñòè, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ïîâðåæäåííîñòü áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ãëóáèíå. Ïðè îòíî-
ñèòåëüíî âûñîêîé ñêîðîñòè èçíàøèâàíèÿ â ñâÿçè ñ óäàëåíèåì ïîâðåæäåííûõ ñëîåâ
ìàòåðèàëà êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîâðåæäåííîñòè íå äîñòèãàþòñÿ.
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MODELING OF FATIGUE DAMAGE ACCUMULATION IN MULTIPLE
CONTACT OF PRE-STRESSED BODIES IN THE PRESENCE OF WEAR

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. Residual stresses are formed during various types of surface treatment of elements
of friction pairs. The e�ect of the residual stresses on the rate of fatigue damage accumulation is
considered for the case of cyclic rolling contact in the presence of surface wear. The e�ect of relative
slippage, friction coe�cient, and residual stresses on the distribution of the amplitude values of the
principal shear stress is studied. The results are used to analyze the e�ect of the residual stresses
and the surface wear rate on the fatigue damage accumulation.

Keywords : contact problem, rolling friction, wear, internal stresses, fatigue damage accumulation.
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òî ðàçðàáîòêà êàê ìåòîäîâ ÌÌ, òàê è êîìïüþòåðíûõ êîäîâ äëÿ èõ ðåàëèçàöèè, âîñ-
ïðîèçâîäÿùèõ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðàôåíà (ìîäóëü Þíãà,
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü èçãèáíîé æåñòêîñòè), ïîçâîëÿþò àäåêâàòíî îïðåäå-
ëèòü êàê ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé, òàê è êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè è ôîðìû âûïó÷è-
âàíèÿ ýòèõ íàíîñòðóêòóð. Ìåòîä ÌÌ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñòàíäàðòíûé ìåòîä ÌÌ,
îñíîâàííûé íà ïðÿìîì èñïîëüçîâàíèè ñèëîâûõ ïîëåé àòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé è ìå-
òîä ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðíîé ìåõàíèêè (ÌÑÌ), â êîòîðîì ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè
àòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè ýíåðãèÿìè áàëî÷íûõ
ýëåìåíòîâ è/èëè ôåðì. Ìû ðåàëèçóåì ñòàíäàðòíûé ìåòîä ÌÌ ñ ïîìîùüþ ñèëîâîãî
ïîëÿ DREIDING [1], à ìåòîä ÌÑÌ � ñ ïîìîùüþ áàëî÷íûõ ýëåìåíòîâ Áåðíóëëè�
Ýéëåðà ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ìû ðåàëèçóåì ïåðâûé ìåòîä â êîäå Pioner
[2], à âòîðîé ìåòîä � â êîììåð÷åñêîì êîäå MSC.Marc [3]. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû
ñîñòîèò, âî-ïåðâûõ, â óñòàíîâëåíèè ïàðàìåòðîâ ñèëîâîãî ïîëÿ DREIDING, à òàêæå
ìàòåðèàëüíûõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áàëî÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî÷íî ìîäåëèðóþ-
ùèõ ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðàôåíà è, âî-âòîðûõ, â ïðîâåäåíèè ñðàâíèòåëüíîãî àíà-
ëèçà ÷àñòîò è ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïî÷òè êâàäðàòíîãî ÎÃË, ïîëó÷åííûõ
ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ÌÌ è ìåòîäîì ÌÑÌ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëåé ãðàôåíà, òî÷íî âîñïðîèçâîäÿùèå åãî ìåõàíè÷åñêèå
ìîäóëè

Ìû ïðîâåëè â [4] àíàëèç èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûõ î ìåõàíè÷åñêèõ ìîäóëÿõ
ãðàôåíà, îñíîâàííûõ êàê íà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ, òàê è íà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Èç ýòîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà Y ,
êîýôôèöèåòà Ïóàññîíà � è ìîäóëÿ èçãèáíîé æåñòêîñòè D

Y = 345 Í/ì ; � = 0 :17; D = 0 :245 àÄæ: (1)

ìîæíî ïîëàãàòü áëèçêèìè ê ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèëîâûì ïîëåì DREIDING [1], ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êîâàëåíò-

íûõ âçàèìîäåéñòâèé àòîìîâ óãëåðîäà â àòîìíîé ðåøåòêå ãðàôåíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðàçëîæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè âèäà:

� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ñâÿçè (ïîòåíöèàë Ìîðçå)

Vbs(r ) � �D [e� 2 �� (r � r e) � 2e� �� (r � r e) ]; (2)

ãäår � ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà, re � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàñòÿæåíèÿ ñâÿçåé, �D �
ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, à �� � çàäàííûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ôîðìó
ïîòåíöèàëà;

� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èçìåíåíèÿ óãëà ìåæäó ñîñåäíèìè ñâÿçÿìè

Vba(� ) �
1
2

kba(cos� � cos� 0)2=sin2 � 0; (3)

ãäå � 0 è � � îòñ÷åòíîå è òåêóùåå çíà÷åíèÿ óãëà ìåæäó ñîñåäíèìè ñâÿçÿìè, à
kba � ïàðàìåòð ìîäåëè;

� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êðó÷åíèÿ ñâÿçè

Vda(� ) �
1
2

kda(1 � cos 2� ); (4)

ãäå� � òåêóùåå çíà÷åíèå äâóãðàííîãî óãëà, à kda � ïàðàìåòð ìîäåëè;
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� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èíâåðñèè ñâÿçè (ýíåðãèÿ óãëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûõî-
äó àòîìà èç ïëîñêîñòè òðåõ ñîñåäíèõ àòîìîâ)

Via( ) � kia(1 � cos ); (5)

ãäå � òåêóùåå çíà÷åíèå óãëà èíâåðñèè, à kia � ïàðàìåòð ìîäåëè.
Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ÌÌ, ñëåäóþùèé íàáîð

ïàðàìåòðîâ ñèëîâîãî ïîëÿ DREIDING

�� = 22:92 íì � 1; �D = 0 :685240àÄæ; re = 0 :142 íì ; kba = 1 :329928àÄæ;

kda = 0 :090289àÄæ; kia = 0 :144463àÄæ: (6)

òî÷íî âîñïðîèçâîäèò ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðàôåíà (1).
Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìàëûõ äåôîðìàöèé ïðÿìîëèíåéíîé áàëêè Áåðíóëëè-

Ýéëåðà èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóììîé òðåõ ýëåìåíòàðíûõ ýíåð-
ãèé:

� ýíåðãèÿ ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè áàëêè ïðè èçìåíåíèè åå äëèíû íà � L

VA (� L ) �
1
2

Eb
A
L

(� L )2; (7)

� ýíåðãèÿ èçãèáà áàëêè íà óãîë � �

VB (� � ) �
1
2

Eb
I
L

(2� � )2; (8)

� ýíåðãèÿ êðó÷åíèÿ áàëêè íà óãîë � �

VT (� � ) �
1
2

Gb
J
L

(� � )2: (9)

ÇäåñüL � äëèíà áàëêè, A � ïëîùàäü åå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, I è J � ìîìåíò èíåð-
öèè è ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè ñîîòâåòñòâåííî, Eb è
Gb � ìîäóëü Þíãà è ìîäóëü ñäâèãà ìàòåðèàëà áàëêè. Ïàðàìåòðû A, I , J êðóãëîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åå äèàìåòð db ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =
�
4

d2
b; I =

�
64

d4
b; J =

�
32

d4
b: (10)

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ÌÑÌ, ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ
áàëêè

d = 0 ; 121565íì ; L = 0 ; 142 íì ; Eb = 8808; 127 íÍ/íì 2; Gb = 705; 997 íÍ/íì 2

(11)
òî÷íî âîñïðîèçâîäèò ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðàôåíà (1).

Êîìïüþòåðíûå êîäû, ðåàëèçóþùèå ìåòîä ÌÌ
Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ÌÌ ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîä

Pioner [2]. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé èç ýëåìåíòàðíûõ ýíåðãèé (2)-(5) ñèëîâîãî ïîëÿ
DREIDING ðàçâèòà ôîðìóëèðîâêà ñïåöèàëèçèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà [6]. Êîì-
ïüþòåðíûå ìîäåëèðîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÎÃË, ïðåäñòàâëåííûå íèæå, ïðîâå-
äåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà ïàðàìåòðîâ (6) ñèëîâîãî ïîëÿ DREIDING. Äëÿ ðåàëè-
çàöèè ìåòîäà ÌÑÌ ìû èñïîëüçóåì êîììåð÷åñêèé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîä MSC.Marc
[3]. Ïðè ýòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé àòîìîâ óãëåðîäà ìû èñïîëüçóåì
êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïðÿìîëèíåéíîé áàëêè Áåðíóëëè-Ýéëåðà (ýëåìåíò •52 â êëàññè-
ôèêàöèè MSC.Marc) ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà ïàðà-
ìåòðîâ (11).
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Ôîðìû Öèêëè÷åñêèå ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (â ÒÃö)
(m; n) ÌÌ ìåòîä ÌÑÌ ìåòîä ~! mn (12)
(1,1) 0.0459 0.0465 0.0464
(2,1) 0.1138 0.1149 0.1149
(1,2) 0.1161 0.1171 0.1171
(2,2) 0.1829 0.1857 0.1857
(3,1) 0.2270 0.2287 0.2291
(1,3) 0.2330 0.2347 0.2350
(3,2) 0.2949 0.2995 0.2998
(2,3) 0.2989 0.3034 0.3035

Òàáëèöà 1. Öèêëè÷åñêèå ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìû ÎÃË

Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíûõ ìîäåëèðîâàíèé
Â ïåðâóþ î÷åðåäü, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâèòåëüíûå ÿ÷åéêè ãðàôåíà äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ îäíîðîäíûõ äåôîðìàöèé, ìû ïîäòâåðäèëè, ÷òî íàáîðû ïàðàìåòðîâ (6), (11) ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäÿò ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðàôåíà îáîèìè ìåòîäàìè
(ñòàíäàðòíûì ÌÌ è ÌÑÌ).

Çàòåì ìû ïðîâåëè ÷àñòîòíûé àíàëèç ïî÷òè êâàäðàòíîãî øàðíèðíî îïåðòîãî ïî
âñåì ñòîðîíàì ÎÃË, ñîñòîÿùåãî èç 1530 àòîìîâ óãëåðîäà ñî ñòîðîíàìè 6.149 íì �
6.248 íì â íàïðàâëåíèÿõ ¾êðåñëî¿ è ¾çèãçàã¿ ñîîòâåòñòâåííî. Àòîìû ìîäåëèðóþòñÿ
ñîñðåäîòî÷åííûìè ÷àñòèöàìè ñ ìàññàìè ma = 0 :019927íÍ ïñ 2/íì , ðàâíûì ìàññàì
àòîìîâ óãëåðîäà. Äàëåå ÷àñòîòû è ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÎÃË ìû áóäåì
ñðàâíèâàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè è ôîðìàìè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ýêâè-
âàëåíòíîé óïðóãîé ïëàñòèíêè. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ~! mn è Wmn öèêëè÷åñêèå ÷àñòîòû (â
ÒÃö) è íîðìàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè ïðîãèá (â íì) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñîîòâåòñòâåííî, ãäå m è n � êîëè÷åñòâî
ïîëóâîëí âäîëü ñòîðîí ïëàñòèíêè ñ äëèíàìè a1 è a2 (â íì) ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

~! mn =
�
2

s
Dp

� s

�
m2

a2
1

+
n2

a2
2

�
; Wmn = A sin

m�x 1

a1
sin

n�x 2

a2
: (12)

Çäåñüx1, x2 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè âäîëü åå ñòîðîí ñ äëèíà-
ìè a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî, A � àìïëèòóäà ïðîãèáà ïëàñòèíêè (â íì), êîòîðàÿ ïðèíè-
ìàåò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, Dp � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè (â àÄæ)
è � s � ïëîòíîñòü ìàññû ìàòåðèàëà ïëàñòèíû íà åäèíèöó åå ïëîùàäè (ìàññà/ïëîùàäü)
(â íÍ � ïñ 2=íì 3 ). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÎÃË ïëàñòèíêîé, ìû ïðèðàâíèâàåì èçãèáíóþ
æåñòêîñòü ìàòåðèàëà óïðóãîé ïëàñòèíêè èçãèáíîé æåñòêîñòè ãðàôåíà, ò.å. ïîëàãà-
åì Dp = 0 :245 àÄæ, äëÿ çíà÷åíèÿ � s ìû èñïîëüçóåì çíà÷åíèå ìàññîâîé ïëîòíîñòè
ãðàôåíà íà åäèíèöó ïëîùàäè

� s = ma=Sa = 0 :7607524íÍ � ïñ 2=íì 3 (= 0 :7607524� 10� 6 êã=ì 2);

à çíà÷åíèÿ a1 è a2 ïðèðàâíèâàåì äëèíàì ñòîðîí â íàïðàâëåíèÿõ ¾êðåñëî¿ è ¾çèãçàã¿
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû ÷àñòîòíîãî àíàëèçà ïðèâåäåíû â òàáë. 1 ( m è n � ÷èñëà ïîëóâîëí âäîëü
ñòîðîí ¾êðåñëî¿ è ¾çèãçàã¿ ñîîòâåòñòâåííî).
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Òàê êàê âñå ïîëó÷åííûå ìîäû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áëèçêè äðóã ñ äðóãîì, òî íà
ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû òîëüêî ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ÎÃË, ïîëó÷åííûå â êîì-
ïüþòåðíûõ ìîäåëèðîâàíèÿõ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ÌÌ.

Ðèñ. 1

Èç ïðèâåäåííûõ â òàáë. 1 çíà÷åíèé öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
è îòìå÷åííîé áëèçîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôîðì (ðèñ. 1) ñëåäóåò, ÷òî îáà ìåòîäà
(ñòàíäàðòíûé ÌÌ è ÌÑÌ) ìîãóò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ ê îïðåäåëåíèþ ÷àñòîò è ôîðì
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÎÃË.

Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åíû íàáîðû ìàòåðèàëüíûõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèëîâîãî ïîëÿ

DREIDING è áàëî÷íîãî ýëåìåíòà, òî÷íî âîñïðîèçâîäÿùèå ìåõàíè÷åñêèå ìîäóëè ãðà-
ôåíà â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ÌÌ è ìåòîäà ÌÑÌ. Ýòè ìåòîäû ðåàëèçîâàíû
â êîìïüþòåðíûõ êîäàõ Pioner è MSC.Marc ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðî-
âàíèå ÷àñòîò è ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÎÃË ïîêàçàëî, ÷òî êàê ÷àñòîòû, òàê è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå îáîèìè ìåòîäàìè,
áëèçêè ìåæäó ñîáîé, à òàêæå áëèçêè ê ÷àñòîòàì è ôîðìàì êîëåáàíèé ïî÷òè êâàäðàò-
íîé ñïëîøíîé ïëàñòèíêè, ìîäåëèðóþùåé ÎÃË.
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Korobeynikov S. N., Alyokhin V. V., Babichev A. V.

MOLECULAR MECHANICS OF SINGLE LAYER GRAPHENE SHEETS

Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of the Siberian Branch of the RAS, Novosibirsk, Russia

Sobolev Institute of Geology and Mineralogy of the Siberian Branch of the RAS, Novosibirsk,
Russia

Abstract. Sets of material and geometric parameters of the DREIDING force �eld and beam
element, which accurately reproduce the mechanical modules of graphene in the framework of the
standard MM method and the MSM method, are obtained. These methods are implemented in
computer codes Pioner and MSC.Marc, respectively. Computer simulation of the frequencies and
modes of natural vibrations of a single-layer graphene sheet showed that both the frequencies and
the corresponding modes of natural vibrations obtained by both methods are close to each other,
as well as close to the frequencies and modes of vibration of an almost square continuous plate
simulating a single-layer graphene sheet.

Keywords : graphene, mechanical moduli, molecular mechanics method.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íûõ âîëíàõ â óïðóãèõ
ñòåðæíÿõ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Îáíàðóæåíà îñîáàÿ äëèíà
âîëíû, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ íà îñè ïî
îòíîøåíèþ ê ìàêñèìàëüíîìó ðàñòÿæåíèþ íà ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî è îñîáàÿ äëèíà
âîëíà, è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îòíîøåíèé ðàñòÿæåíèé íå çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : óïðóãîñòü, ñòåðæåíü êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, âîëíû Ïîõãàììåðà�Êðè, êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà, ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿæåíèå, ìàêñèìàëüíûé ñäâèã.

DOI : 10.37972/chgpu.2020.44.2.010

ÓÄÊ : 539.3

Ââåäåíèå. Öèëèíäðè÷åñêèå ñòåðæíè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, êàê êîíñòðóêöèîííûé ýëå-
ìåíò, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû. Ðàñ÷åò ïðî÷íîñòè ëþáîé êîíñòðóêöèè òðåáóåò íàõîæ-
äåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ), â òîì ÷èñëå � íàèáîëüøèõ
çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé (ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿæåíèå è ñäâèã). Íàïðÿæåíèÿ âîçíèêàþò
íå òîëüêî èç-çà ñòàòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, íî è ïî ïðè÷èíå âèáðàöèé. Òàêèì îáðàçîì,
òàêæå íåîáõîäèìî èçó÷àòü è ÍÄÑ, âûçâàííûå óïðóãèìè âîëíàìè.

L. A. Pochhammer â 1876 ã. [1] è C. Chree â 1886 ã. [2,3] íåçàâèñèìî âûâåëè îñíîâíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ âîëí â óïðóãîì êðóãîâîì öèëèíäðå. Ïîçæå (â ðàáîòàõ [4�14] è äð.)
áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ, èçãèáíûõ è êðóòèëüíûõ âîëí Ïîã-
õàììåðà�Êðè, ïîñòðîåíû äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ñåãîäíÿ èññëåäîâàíèå âîëí Ïîãõàììåðà�Êðè ïðîäîëæàåòñÿ â íåñêîëüêèõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ (ñì., íàïð., [15�23]): èçìåíåíèå ãåîìåòðèè çàäà÷è (âìåñòî öèëèíäðà � öèëèí-
äðè÷åñêàÿ ïîëîñòü â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå, òðóáà èëè äðóãàÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ), èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà (â ìîäåëü äîáàâëÿþòñÿ âÿç-
êîñòü, òåðìîóïðóãîñòü è ò.ä.), èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ (ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåîäíîðîäíûå è àíèçîòðîïíûå êîíñòðóêöèè).
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Ðàáîòà [24] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ïîëåé íàïðÿæåíèé â âîëíàõ Ïîãõàì-
ìåðà�Êðè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé (ðàñòÿ-
æåíèÿ è ñäâèãà) ìîãóò ëîêàëèçîâàòüñÿ íå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ, íî è íà
åãî îñè. Â ðàáîòå [25] ðàññìîòðåíà ëîêàëèçàöèÿ ìàêñèìóìîâ íàïðÿæåíèé äëÿ ñòàëü-
íîãî ñòåðæíÿ, ïîëó÷åíû äèàïàçîíû ÷àñòîò äëÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé ëîêàëèçàöèé,
ïîëó÷åíû îòíîøåíèÿ ìàêñèìóìîâ íàïðÿæåíèé íà îñè è íà ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ðàáîòó [25] è ðàññìàòðèâàåò ëîêàëèçàöèþ ìàê-
ñèìóìîâ íàïðÿæåíèé äëÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà 0;0016 � 6
6 0;499.

Ðàñ÷åò íàïðÿæåíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé óïðóãèé ñòåðæåíü ðàäèó-
ñîì a. Ìàòåðèàë ñòåðæíÿ èìååò ìîäóëü Þíãà E, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � , ïëîò-
íîñòü � .

Â ðàáîòå [24] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé âîëíû Ïîõ-
ãàììåðà�Êðè:

ur = 2U
h
�a

��
c2

c2
2

� 2
�

J1(�a )J1(hr ) + 2 J1(ha)J1(�r )
�

sin(
z � !t );

uz = 2U

�
�

�
c2

c2
2

� 2
�

J1(�a )
�a

J0(hr ) + 2
�

c2

c2
1

� 1
�

J1(ha)
ha

J0(�r )
�

cos(
z � !t );

(1)

ãäå ! � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà âîëíû; 
 � âîëíîâîå ÷èñëî; c = !=
 � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
âîëíû; c1 =

p
(� + 2 � )=� � ñêîðîñòü âîëí ðàñøèðåíèÿ â áåñêîíå÷íîé ñðåäå; c2 =

=
p

�=� � ñêîðîñòü âîëí ñäâèãà â áåñêîíå÷íîé ñðåäå; � , � � ïàðàìåòðû Ëàìå; h =
= 


p
(c=c1)2 � 1, � = 


p
(c=c2)2 � 1 � âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû; Jn (x) � ôóíêöèÿ

Áåññåëÿ;U � îáîáùåííàÿ àìïëèòóäà.
Ñ ïîìîùüþ (1) ïîëó÷åíû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíÿ ïî-

ñðåäñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ çàêîíà Ãóêà. Â ðàáîòå [24] ïîêàçàíî,
÷òî â îñåñèììåòðè÷íûõ âîëíàõ ìàêñèìóìû ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé
ìîãóò íàõîäèòüñÿ íå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ, íî è íà åãî îñè.

Èññëåäîâàíèå íóëåâîé ìîäû. Â ðàáîòå [25] èññëåäîâàí áåñêîíå÷íûé óïðóãèé
ñòåðæåíü ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòàëè ( E = 2 ;0 � 1011 Ïà, � = 0 ;28,
� = 7800 êã/ì 3). Ðàññìîòðåíû ÍÄÑ äëÿ âîëí ñ ÷àñòîòîé è ôàçîâîé ñêîðîñòüþ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íóëåâîé ìîäå (äèàïàçîí ÷àñòîò � äî 3 ÌÃö).

Âû÷èñëåíû ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿæåíèå � tension è ìàêñèìàëüíûé ñäâèã � shear íà îñè
(r = 0 ) è ïîâåðõíîñòè ( r = a) ñòåðæíÿ, ââåäåíû îòíîøåíèÿ

Rtension =
max
r =0

� tension (! )

max
r = a

� tension (! )
è Rshear =

max
r =0

� shear (! )

max
r = a

� shear (! )
:

Ïîëó÷åíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿæåíèå ëîêàëèçóåòñÿ íà îñè ïðè ! . 1;3 ÌÃö, è
ìàêñèìàëüíûé ñäâèã � ïðè ! . 1;7 ÌÃö.

Â ïðîäîëæåíèå ðàáîò [24, 25] âû÷èñëåíû îòíîøåíèÿ Rtension è Rshear äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ Ïóàññîíà â äèàïàçîíå 0;001 6 � 6 0;499 (îñîáûå çíà÷åíèÿ � = 0 è � = 0 ;5
èñêëþ÷åíû èç äàííîãî èññëåäîâàíèÿ, òàê êàê â ýòèõ òî÷êàõ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-
íèå âûðîæäàåòñÿ, ýòî ïðåäìåò äëÿ ñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé).

Îòíîøåíèÿ Rtension è Rshear â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû âîëíû l=a ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 1. Îòíîøåíèå Rtension â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû âîëíû

Ðèñ. 2. Îòíîøåíèå Rshear â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû âîëíû

Íà ãðàôèêàõ ïðèâëåêàåò âíèìàíèå îñîáàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèíå âîëíû
l � � 3;412a. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ � îòíîøåíèå Rtension èìååò ìàêñèìóì â ýòîé
òî÷êå, è ïðè ýòîì ýòî çíà÷åíèå îäíî è òî æå: Rtension � 3;164. Îòíîøåíèå Rshear
òàêæå èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå Rshear � 2;741 äëÿ äàííîé äëèíû âîëíû, íî ýòî
çíà÷åíèå íå ìàêñèìàëüíîå (ìàêñèìóìû Rshear ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì äëèíàì âîëí è
èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ).

Çàêëþ÷åíèå. Îáíàðóæåíà äëèíà âîëíû, äëÿ êîòîðîé ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿæåíèå
íà îñè â òðè ñ ëèøíèì ðàçà áîëüøå, ÷åì íà ïîâåðõíîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí äëÿ
êîíòðîëÿ íàïðÿæåíèé â ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèÿõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêà íåò îáúÿñíåíèÿ, ïî÷åìó l � =a èìååò èìåííî òàêîå çíà÷åíèå è
ïî÷åìó íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ïî÷åìó ìàêñèìàëüíîå Rtension òàêæå íå
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çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ïîëó÷åíèå îòâåòîâ íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû òðåáóåò
ñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé.
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V. V. Mokryakov

LOCALIZATION OF MAXIMAL STRESSES IN AXISYMMETRIC WAVES
IN ELASTIC RODS FOR POSITIVE POISSON'S RATIO

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russia

Abstract. The maximum stresses in axisymmetric waves in elastic rods for positive values of the
Poisson's ratio are considered. A special wavelength has been found for which the ratio of axial
maximal extension to surface maximal extension has the largest value. It is shown that both the
special wavelength and the largest value of the extensions ratio are independent of the Poisson's
ratio.
Keywords : elasticity, cylindrical rod, Pochhammer�Chree waves, Poisson's ratio, maximal
extension, maximal shear.
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Ââåäåíèå
Ïîñëåäíåå âðåìÿ ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (àóêñåòè-

êè) ïðèâëåêàþò âñå áîëüøå âíèìàíèÿ [1, 2]. Â ñèëó ñâîèõ íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ íàëè-
÷èå àóêñåòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîì-
ïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ â ñðàâíåíèè ñ êîìïîçèòàìè èç ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Èññëåäîâàíèÿ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ, ñîäåðæàùèõ ñëîè ñ
ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà, ïåðâîíà÷àëüíî êà-
ñàëèñü èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â [3] äàí àíàëèç ðàñòÿæåíèÿ ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçè-
òîâ. Àâòîðàìè îïðåäåëåíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà
ïðè ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì ðàñòÿæåíèè. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå êîìïîçèòîâ ñ ðàçëè÷-
íûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà ïðàâèëà ñìåñåé íàðóøàþòñÿ. Ïî-
âåäåíèå ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ àóêñå-
òè÷åñêèìè è íåàóêñåòè÷åñêèìè ñëîÿìè ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñ-
ñëåäîâàíî â [4]. Â ðàáîòå ïðèíÿòî, ÷òî ìîäóëè Þíãà ñëîåâ îäèíàêîâû, êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà íåàóêñåòè÷åñêîãî ñëîÿ ðàâåí 0.4, à àóêñåòè÷åñêîãî -0.9. Àâòîðàìè óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñòÿæåíèþ ïî íîðìàëè ê
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû [5], ìîæåò â íåñêîëüêî ðàç ïðåâîñõîäèòü ìîäóëè Þíãà ñëîåâ è
çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ è ïîðÿäêà èõ óêëàäêè. Âûÿâëåíî, ÷òî ñèëüíîå âëèÿíèå
íà âåëè÷èíó ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà îêàçûâàëî îòíîøåíèå øèðèíû ñëîÿ ê åãî
òîëùèíå. Â [6] èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå äâóõñëîéíûõ êîìïîçèòîâ, ñîäåðæàùèõ àóêñåòè-
÷åñêèé ñëîé, ïðè ðàñòÿæåíèè ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Â ðàáîòå ïðèíÿòî,
÷òî ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ ðàâíû, èõ êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ðàâíû ïî âåëè-
÷èíå è èìåþò ðàçíûé çíàê. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òàêèõ êîìïîçèòîâ ïðàâèëà ñìåñåé
íå âûïîëíÿþòñÿ è ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà êîìïîçèòà ìîæåò çíà÷èòåëüíî (â 1.5
ðàçà) ïðåâîñõîäèòü çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà ñëîåâ. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ
Þíãà äâóõñëîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî êîìïîçèòà èç àóêñåòè÷åñêîãî è íåàóêñåòè÷åñêî-
ãî ñëîåâ îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé Þíãà ñëîåâ ïðè ðàâíûõ ïî âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòàõ
Ïóàññîíà ðàçíîãî çíàêà èññëåäîâàíà â [7] ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè êîìïîçèòîâ.
Àâòîðàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òàêèõ ïëàñòèí íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå
ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà îò çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà ñìå-
ñåé. Äëÿ íåêîòîðûõ îòíîøåíèé ìîäóëåé Þíãà ïëàñòèí îòìå÷åíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé
ìîäóëü Þíãà ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ïî ñâîåé âåëè÷èíå íàèáîëüøèé èç ìîäóëåé Þíãà
ñëîåâ. Ïîâåäåíèå êîíöåíòðè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òðåõñëîéíûõ êîìïîçèòîâ ñ àóê-
ñåòè÷åñêèìè ñëîÿìè àíàëèçèðóåòñÿ â [7, 8], ãäå èññëåäóåòñÿ ðàñòÿæåíèå è êðó÷åíèå
òàêèõ êîìïîçèòîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Â [7] àíàëèçèðîâàëñÿ ñëó÷àé ðàñòÿæåíèÿ êîìïî-
çèòà âäîëü ïðîäîëüíîé îñè. Íàëè÷èå àóêñåòè÷åñêîãî ñëîÿ îêàçûâàëî ñèëüíîå âëèÿíèå
íà âåëè÷èíó ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà, õîòÿ îí îêàçàëñÿ îãðàíè÷åí ìåæäó çíà÷å-
íèÿìè ìîäóëÿ Þíãà ñëîåâ. Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå áûëî ñâîéñòâåííî è ýôôåêòèâíî-
ìó êîýôôèöèåíòó Ïóàññîíà. Ïîâåäåíèå òîíêèõ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç êðèñòàëëîâ
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè ïðîàíàëèçèðîâàíî â [9�12]. Àâòîðà-
ìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ýôôåêòèâíûå ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà òîíêèõ
äâóõ- è òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí èç êðèñòàëëîâ ìîãóò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò çíà-
÷åíèé, ïðåäñêàçûâàåìûõ ïî ïðàâèëàì ñìåñåé. Äëÿ íåêîòîðûõ ïëàñòèí ýôôåêòèâíûé
ìîäóëü Þíãà ìîã ïðåâîñõîäèòü çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà ñîñòàâëÿþùèõ êðèñòàëëîâ.
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Íèæå àíàëèçèðóþòñÿ ýôôåêòèâíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïðè ïðîäîëüíîì ðàñ-
òÿæåíèè äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Â Ðàç-
äåëå 2 ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Â Ðàçäåëå 3
è Ðàçäåëå 4 ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê íà
îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî óïðóãèì êîíñòàíòàì èç ñïðàâî÷íèêà [13]. Â
Ðàçäåëå 5 ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå çàêëþ÷åíèå.

2. Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ è
êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ òîíêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ãåê-
ñàãîíàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñëîé 1 çàïîëíÿåò ãåêñàãîíàëü-
íûé êðèñòàëë, à ñëîé 2 � êóáè÷åñêèé. Â êàæäîì èç ñëîåâ êðèñòàëëû îðèåíòèðîâàíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñè 6 è 4 ïîðÿäêà ãåêñàãîíàëüíîãî è êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà, ñîîò-
âåòñòâåííî, íîðìàëüíû ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Â ñëîå 1 êðèñòàëëîôèçè÷åñêèå îñè X 1 è
X2 íàïðàâëåíû âäîëü ãðàíåé. Â ñëîå 2 îñè X 1 è X2 ìîãóò áûòü ïîâåðíóòû íà íåêîòîðûé
óãîë ' â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû (Ðèñ.1). Ïðè òàêèõ îðèåíòàöèÿõ êðèñòàëëîâ, ëàáîðàòîð-
íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xyz ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò X 1X2X3. Äëÿ îïèñàíèÿ
óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëîâ â ïåðâîì ñëîå íåîáõîäèìî 5 íåçàâèñèìûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ïîäàòëèâîñòè ( s1

11,s1
12,s1

13,s1
33,s1

44), âî âòîðîì ñëîå íåîáõîäèìî 7 êîýôôèöèåíòîâ
(�s2

11,�s2
12,�s2

13,�s2
16,�s2

33,�s1
44,�s2

66), çàâèñÿùèõ îò óãëà ' è 3-õ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè
êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà (s2

11,s2
12,s2

44). Çäåñü è äàëåå âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð
ïëàñòèíû. Ýòè êîýôôèöèåíòû îáðàçóþò ìàòðèöû

jjs1
ij jj =

0

B
B
B
B
B
B
@

s1
11 s1

12 s1
13 0 0 0

s1
12 s1

11 s1
13 0 0 0

s1
13 s1

13 s1
33 0 0 0

0 0 0 s1
44 0 0

0 0 0 0 s1
44 0

0 0 0 0 0 2(s1
11 � s1

12)

1

C
C
C
C
C
C
A

;

jj�s 2
ij jj =

0

B
B
B
B
B
B
@

�s2
11 �s2

12 �s2
13 0 0 �s2

16
�s2

12 �s2
11 �s2

13 0 0 � �s2
16

�s2
13 �s2

13 �s2
33 0 0 0

0 0 0 �s2
44 0 0

0 0 0 0 �s2
44 0

�s2
16 � �s2

16 0 0 0 �s2
66

1

C
C
C
C
C
C
A

;

ãäå �s2
ij � ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè, îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèÿìè

�s2
11 = s2

11 � 0:5� sin 2 2';
�s2

12 = s2
12 + 0 :5� sin 2 2';

�s2
13 = s2

12; �s2
16 = � 0:5� sin 4 '

�s2
44 = s2

44; �s2
66 = s2

44 + 2� sin 2 2';
� = s2

11 � s2
12 � 0:5s2

44:

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåôîðìàöèè îäíîðîäíû

"1
xx = "2

xx ; "1
yy = "2

yy ; "1
xy = "2

xy : (1)
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Ðèñ. 1. Îðèåíòàöèÿ êðèñòàëëîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû

Ïðîäîëüíîå ðàñòÿæåíèå òîíêîé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè îñè x óäåëüíîé
ñèëîé P ïîçâîëÿåò íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

h1� 1
xx + h2� 2

xx = P; h1� 1
yy + h2� 2

yy = 0 : (2)

Îòñóòñòâèå èçãèáíîãî ìîìåíòà íàêëàäûâàåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà êîìïîíåíòû
íàïðÿæåíèé

Z h1

0
� 1

xy zdz +
Z h1+ h2

h1

� 2
xy zdz = 0 : (3)

Çàêîí Ãóêà äëÿ êàæäîãî èç ñëîåâ èìååò âèä
8
>><

>>:

"1
xx = s1

11� 1
xx + s1

12� 1
yy

"1
yy = s1

12� 1
xx + s1

11� 1
yy

"1
zz = s1

13

�
� 1

xx + � 1
yy

�

"1
xy = 2

�
s1

11 � s1
12

�
� 1

xy

;

8
>><

>>:

"2
xx = �s2

11� 2
xx + �s2

12� 2
yy + �s2

16� 2
xy

"2
yy = �s2

12� 2
xx + �s2

11� 2
yy � �s2

16� 2
xy

"2
zz = �s2

13

�
� 2

xx + � 2
yy

�

"2
xy = �s2

16

�
� 2

xx � � 2
yy

�
+ �s2

66� 2
xy

(4)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé (1)-(3) èç óðàâíåíèé (4) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû íàïðÿ-
æåíèé

� 1
xx =

h2(s1
11 k1 � s1

12 k2)+ h1((k1 )2 � (k2 )2)
(h2s1

11 + h1k1)2
� (h2s1

12 + h1k2)2 P; � 1
yy = h2

s1
11 k2 � s1

12 k1

(h2s1
11 + h1k1)2

� (h2s1
12 + h1k2)2 P;

� 2
xx =

h2((s1
11 )2 � (s1

12 )2)+ h1(s1
11 k1 � s1

12 k2)
(h2s1

11 + h1k1)2
� (h2s1

12 + h1k2)2 P; � 2
yy = � h1

s1
11 k2 � s1

12 k1

(h2s1
11 + h1k1)2

� (h2s1
12 + h1k2)2 P:

� 1
xy = �s2

16 (2h1+ h2 )
2(2h1+ h2 )h2(s1

11 � s1
12 )+( h1 )2 �s2

66

�
h2(s1

11 � s1
12 )

h2(s1
11 � s1

12 )+ h1 (k1 � k2 )

�
P;

� 2
xy = � �s2

16 h1

2(2h1+ h2 )h2(s1
11 � s1

12 )+( h1 )2 �s2
66

�
h1(s1

11 � s1
12 )

h2(s1
11 � s1

12 )+ h1 (k1 � k2 )

�
P;

ãäå

k1 = �s2
11+

(�s2
16h1)2

2 (2h1 + h2) h2
�
s1

11 � s1
12

�
+ h2

1�s2
66

; k2 = �s2
12�

(�s2
16h1)2

2 (2h1 + h2) h2
�
s1

11 � s1
12

�
+ h2

1�s2
66

;
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Èì ñîîòâåòñòâóþò äåôîðìàöèè

"1
xx = "2

xx =
s1

11 h1((k1 )2 � (k2 )2)+ k1h2((s1
11 )2 � (s1

12 )2)
(h2s1

11 + h1k1)2
� (h2s1

12 � h1k2)2 P;

"1
yy = "2

yy =
s1

12 h1((k1 )2 � (k2 )2)+ k2h2((s1
11 )2 � (s1

12 )2)
(h2s1

11 + h1k1)2
� (h2s1

12 � h1k2)2 P;

"1
zz = s1

13
k1+ k2

h2(s1
11 + s2

12 )+ h1(s2
11 + s2

12 ) P; "2
zz = �s2

13
h2((s1

11 )2 � (s1
12 )2)+ h1(s1

11 + s1
12 )(k1+ k2 )

(h2s1
11 + h1k1)2

� (h2s1
12 + h1k2)2 P:

Âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïëàñòèíû
ïðèíèìàþò âèä

E ef f =

�
�s 1

11 + k1
� 2 �

�
�s 1

12 + k2
� 2

(1 + � )
�
s1

11 (k1 � k2)2) + k1�
�
(s1

11)2 � (s1
12)2

�� ; (5)

� ef f
xy =

s1
12

�
(k1)2 � (k2)2)

�
+ k2�

�
(s1

11)2 � (s1
12)2

�

k1�
�
(s1

11)2 � (s1
12)2)

�
+ s1

11 ((k1)2 � (k2)2)
; (6)

� 1
xz

ef f
= � s1

13 (k1 + k2)
�

�
s1

11 � s1
12

�
+ k1 � k2

�k 1
�
(s1

11)2 � (s2
12)2

�
+ s1

11 ((k1)2 � (k2)2)
; (7)

� 2
xz

ef f
= � �s2

13

�
s1

11 + s1
12

� �
�
s1

11 � s1
12

�
+ k1 � k2

�k 1
�
(s1

11)2 � (s2
12)2

�
+ s1

11 ((k1)2 � (k2)2)
; (8)

� = h 2=h1

Äàííûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîýôôèöèåíòîâ óïðóãî-
ñòè ñëîåâ, îòíîøåíèÿ òîëùèí � è óãëà ' ñ ïåðèîäîì �= 2. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

� = 1 + �
1+�

[� 1
xy � � 2

xy ]2

1� (� 2
xy )2+� [1� (� 1

xy )] ;

< E > = 1+�
1+ � E 1; � = � E 2

E 1 ;

E k = 1
sk

11
; � k

xy = � sk
12

sk
11

; k = 1 ; 2;

� 1
xz = � s1

13
s1

11
; � 2

xz = � s2
12

s2
11

< � > =
� 1

xy + �� 2
xy

1+ �

òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðèñòàëëîâ ñ ' = 0 âûðàæåíèÿ (5)�(8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

E ef f =
P

(h1 + h2) " xx
= � < E >; (9)

� ef f
xy =

� 1
xy

�
1 � (� 2

xy )2
�

+ � 2
xy �

�
1 � (� 1

xy )2
�

1 � (� 2
xy )2 + �

�
1 � (� 1

xy )2
� ; (10)

� 1 ef f
xz = � 1

xz

�
1 � � 2

xy

� �
�
1 + � 1

xy

�
+ 1 + � 2

xy

1 + ( � 2
xy )2 + �

�
1 � (� 1

xy )2
� ; (11)

� 2 ef f
xz = � 2

xz

�
1 � � 1

xy

� �
�
1 + � 1

xy

�
+ 1 + � 2

xy

1 + ( � 2
xy )2 + �

�
1 � (� 1

xy )2
� : (12)
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Çäåñü� � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì Þíãà (5)
è ñðåäíåâçâåøåííûì ìîäóëåì Þíãà < E > , < � > � ñðåäíåâçâåøåííûé êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè èç ñïðàâî÷íèêà [13] áûë ïðî-
âåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç èçìåí÷èâîñòè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ
Ïóàññîíà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Â ñïðà-
âî÷íèêå ïðèâåäåíû äàííûå áîëåå ÷åì äëÿ 1000 êóáè÷åñêèõ è 170 ãåêñàãîíàëüíûõ êðè-
ñòàëëîâ. Îäíà ÷åòâåðòü âñåõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêàìè [14]. Ê
òàêèì ìàòåðèàëàì ìîæíî îòíåñòè êàëèé, êàëüöèé, æåëåçî, ëèòèé, íèêåëü è ò.ä. Ïðè
âûáðàííîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëîôèçè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò àóêñåòèêàìè îêàçû-
âàþòñÿ êðèñòàëëû Zn è MoS2 [15].

3. Ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëü-
íûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëîôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò â ñëîÿõ

Çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà áîëüøèíñòâà ïëàñòèí (75% âñåõ ðàññìîò-
ðåííûõ) èç äâóõ íåàóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ çíà÷åíèÿìè,
ïðåäñêàçàííûìè ïî ïðàâèëó ñìåñåé (Ôîéãòà) ( j1 � � j < 0:01). Ñðåäè âñåõ ïðîàíà-
ëèçèðîâàííûõ ïëàñòèí èç äâóõ íåàóêñåòèêîâ, êîýôôèöèåíò � ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå
1:0 � � � 1:25. Åñëè æå â îäíîì èç ñëîåâ íàõîäèòñÿ êðèñòàëë ñ îòðèöàòåëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì Ïóàññîíà, òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïëàñòèíû ìîæåò ãîðàçäî ñèëü-
íåå îòêëîíÿòüñÿ îò çíà÷åíèé, ïðåäñêàçûâàåìûõ ïðàâèëîì ñìåñåé. Ó òàêèõ ïëàñòèí
êîýôôèöèåíò � ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå 1:0 � � � 1:68.

Òàáëèöà 1. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � max è îòíîøåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þí-
ãà E ef f ê ìîäóëþ Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ ( Emax ) íåêîòîðûõ ïëàñòèí èç íåàóêñåòè÷å-
ñêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ

Ïëàñòèíà � max �
�

E ef f

Emax

�

max
� max

E 1,
ÃÏà

� 1
xy

E 2,
ÃÏà

� 2
xy

CuCl�TetraCyanoethylene 1.13 1.27 1.10 1.70 18.9 0.68 20.2 0.05
In2Bi�TetraCyanoethylene 1.15 1.16 1.07 2.44 16.4 0.72 20.2 0.05

CuCl-NaH(CH3COO)2 1.08 1.28 1.06 1.71 18.9 0.68 19.7 0.20
Ti�SnTe-25 mole% GeTe 1.06 1.15 1.06 1.12 103 0.49 103 0.03

Cd-Mg 14.01 at% Mg�NiTi 1.05 0.90 1.05 0.90 47.8 0 47.8 0.44
Co�Li 2O 1.04 1.11 1.03 1.30 195 0.46 198 0.09

Ó ðÿäà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí (îêîëî 500 èç 188000) çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ
Þíãà ïðåâîñõîäÿò ìîäóëè Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ. Âñå ýòè ïëàñòèíû èìåþò
áëèçêèå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà ñëîeâ ( E 1 è E 2). Êàê ïðàâèëî, ðàçíèöà ìåæäó âå-
ëè÷èíàìè E 1 è E 2 ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1 ÃÏà. Íàèáîëüøèé ýôôåêò ñðåäè ïëàñòèí
èç äâóõ íåàóêñåòèêîâ äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ CuCl è tetraCyanoEthylene
(Ðèñ.2(à)). Êîýôôèöèåíò � äëÿ ýòîé ïëàñòèíû ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå 1:04 � � � 1:12,
íàèáîëüøåå ðàçëè÷èå äîñòèãàåòñÿ ïðè � = 1 :29. Ó ýòîé ïëàñòèíû îáà ñëîÿ èìåþò
áëèçêèå ìîäóëè Þíãà íåáîëüøîé âåëè÷èíû � îêîëî 20 ÃÏà. Òàêîé ýôôåêò íàáëþäà-
åòñÿ è äëÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ Þíãà. Íàïðèìåð,
îí èìååò ìåñòî ó ïëàñòèíû èç íåàóêñåòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ Ti è SnTe - 12 mole %
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Ðèñ. 2. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïî ïðàâèëó ñìåñåé, ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõ-
ñëîéíîé ïëàñòèíû CuCl è TetraCyanoethylene (à) è Ti�SnTe 12 mole % GeTe (á) ïðè ' = 0

Ðèñ. 3. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí Ho�Sm 0.75Tm0.25S(à) è Mn5Si3�
TmSe(á) ïðè ' =0

GeTe, ó êîòîðîé ìîäóëè Þíãà îáîèõ ñëîåâ ïðåâîñõîäÿò 100 ÃÏà. Ýôôåêòèâíûé ìî-
äóëü Þíãà ýòîé ïëàñòèíû ïðè íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ òîëùèí ïðåâîñõîäèò ìîäóëü
Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ íà 5% (Ðèñ.2(á)). Äëÿ âñåõ ïëàñòèí èç Òàáë.1 ìîäóëè
Þíãà ñëîåâ èìåþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ, îäíàêî èõ êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà çíà÷èòåëü-
íî îòëè÷àþòñÿ. Åñëè çíà÷åíèÿ ìîäóëåé Þíãà ñëîåâ áëèçêè, êàê â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ
Ho è Sm0.75Tm0.25S (E 1 = 65:4 ÃÏà è E 2 = 65:4 ÃÏà), à êîýôôèöèåíòû Ïóàñ-
ñîíà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ( � 1

xy = 0 :28, � 2
xy = � 0:46), òî ýôôåêòèâíûé ìî-

äóëü Þíãà ñóùåñòâåííî îòêëîíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ïî ïðàâèëó ñìåñåé
(Ðèñ.3(a)). Ó äàííîé ïëàñòèíû ïðè 0:1 � � � 10 êîýôôèöèåíò � ìåíÿåòñÿ â ïðå-
äåëàõ 1:05 � � � 1:16 ñ ìàêñèìóìîì � max = 1 :16 ïðè � = 0.92, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
E ef f = 75:9 ÃÏà. Ïëàñòèíà, ñîñòàâëåííàÿ èç êðèñòàëëîâ Ti è TmSe (Ðèñ.4), ÿâëÿ-
åòñÿ äðóãèì ïðèìåðîì òàêîãî ïîâåäåíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå åå ýôôåêòèâíîãî
ìîäóëÿ Þíãà E ef f = 148 ÃÏà, ÷òî ïðåâûøàåò ìîäóëè Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ
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Òàáëèöà 2. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � max è îòíîøåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þí-
ãàE ef f ê ìîäóëþ Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ ( Emax ) íåêîòîðûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëüíûõ
è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ àóêñåòè÷åñêèì ñëîåì

Ïëàñòèíà � max �
�

E ef f

Emax

�

max
� max E 1; ÃÏà � 1

xy E 2; ÃÏà � 2
xy

BN3�TmSe 1.42 1.21 1.30 0.88 138 0.55 115 -0.50
Ti�TmSe 1.36 0.87 1.29 1.06 103 0.89 115 -0.50

Ti�Sm 0.7Y0.3S 1.31 1.11 1.25 0.89 103 0.89 93.0 0.49
Ho�Sm0.75Tm0.25S 1.16 0.92 1.16 0.92 65.4 0.28 65.4 -0.46

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà (à) è ïðîäîëüíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
(á) ïî ïàðàìåòðó òîëùèíû äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç êðèñòàëëîâ Ti è TmSe ïðè ' =0

áîëåå ÷åì íà 30 ÃÏà ( E 1 = 103 ÃÏà, E 2 = 115 ÃÏà) ïðè � = 1 :04. Ïîäîáíûé ýôôåêò
íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîäóëè Þíãà ñëîåâ ðàçëè÷àþòñÿ íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
ÃÏà (Ðèñ.3(á)), íî òîëüêî ïðè çíà÷èòåëüíîì ðàçëè÷èè âåëè÷èí � 1

xy è � 2
xy (áîëåå 0.7).

Òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî áîëåå ÷åì äëÿ 1100 (èç 74310) ïëàñòèí ñ àóêñåòè÷åñêèì è
íåàóêñåòè÷åñêèì ñëîÿìè ïðè ' = 0 . Êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöè-
åíòà Ïóàññîíà ïëàñòèí ñ àóêñåòè÷åñêèì ñëîåì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ íåàóêñåòèêîâ. Äëÿ ðÿäà ïëàñòèí ñ àóêñåòè÷åñêèìè ñëîÿìè âîçìîæíà ñèòóàöèÿ,
êîãäà ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ àóêñåòè÷åñêîé, ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
ìåíüøåé âåëè÷èíû, ÷åì äàâàåìûé ïðàâèëîì ñìåñåé, a åå ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà
ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ (Ðèñ.4).

Ó âñåõ ïëàñòèí âåëè÷èíà ïðîäîëüíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà îãðà-
íè÷åíà âåëè÷èíàìè êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ñëîåâ. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âåëè-
÷èíó ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà îêàçûâàåò îòíîøåíèå ìîäóëåé Þíãà
E 2=E1. Ýòî âèäíî íà ïðèìåðå ïëàñòèí ñ ãåêñàãîíàëüíûì êðèñòàëëîì C 7H12. Åãî ìî-
äóëü Þíãà èìååò íèçêóþ âåëè÷èíó( E 1 = 0 :74ÃÏà), à êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âûõîäèò
çà îãðàíè÷åíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ( � 1

xy = 0 :76). Íà Ðèñ.5(à) è Ðèñ.5(á) ïðåä-
ñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïëà-
ñòèíû C 7H12-Ñ(àëìàç) ( E 2 = 1051 ÃÏà ; � 2

xy = 0 :10). Çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ
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Ðèñ. 5. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà (à) è êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà (á) äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû
èç êðèñòàëëîâ C7H12 è C ïðè ' = 0

Þíãà äàííîé ïëàñòèíû íåîòëè÷èìû îò çíà÷åíèé, äàâàåìûõ ïðàâèëîì ñìåñåé, à ýô-
ôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � ef f

xy ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò êîýôôèöèåíòà
Ïóàññîíà àëìàçà, íî äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííîå îòêëîíåíèå îò < � > . Àíàëîãè÷íîå
ïîâåäåíèå íàáëþäàåòñÿ, åñëè áîëåå æåñòêèì ÿâëÿåòñÿ ñëîé 1: ýôôåêòèâíûé ìîäóëü
Þíãà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò < E > , à ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññî-
íà ïî÷òè íåîòëè÷èì îò � xy áîëåå æåñòêîãî ñëîÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíû èìåþò
áëèçêèå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà, ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðàêòè÷åñêè
íå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèé, ïðåäñêàçàííûõ ïî ïðàâèëó ñìåñåé.

4. Ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íîé
îðèåíòàöèè êðèñòàëëîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò

Ïðè ó÷åòå íåíóëåâîãî óãëà ' êîëè÷åñòâî ïëàñòèí, äëÿ êîòîðûõ ýôôåêòèâíûå çíà-
÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà ñóùåñòâåííî îòêëîíÿþòñÿ îò çíà÷åíèé, ïðåäñêàçàííûõ ïðàâèëîì
ñìåñåé, óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè êðèñòàëëîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì êî-
îðäèíàò òàêèõ ïëàñòèí îêîëî 400. Åñëè äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíà ñîñòàâëåíà èç íåàóêñå-
òè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè, òî ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ áîëåå ÷åì ó
3000 ïëàñòèí (èç 113568), à â ñëó÷àÿõ êîãäà îäèí èç ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ àóêñåòèêîì êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ïëàñòèí ñîñòàâëÿåò 11 425 (èç 74310). Ýòî â íåñêîëüêî ðàç ïðåâîñõîäèò
êîëè÷åñòâî ïëàñòèí ñ òàêèì ïîâåäåíèåì ïðè ' = 0 . Îòìåòèì, ÷òî ïðè íóëåâîì óãëå
îðèåíòàöèè àóêñåòèêàìè ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû òîëüêî ñ s12 > 0. Ó êóáè-
÷åñêèõ êðèñòàëëîâ ñ s12 < 0 àóêñåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ ïðè óãëàõ
îðèåíòàöèè áëèçêèõ ê �= 4. Íàèáîëüøåå ðàçëè÷èå ìåæäó âåëè÷èíîé ýôôåêòèâíîãî
ìîäóëÿ Þíãà è ìîäóëåé Þíãà ñëîåâ â îòíîñèòåëüíûõ è àáñîëþòíûõ âåëè÷èíàõ èìå-
åò ìåñòî ó ïëàñòèí CuCl�NiCr 2O4 (Ðèñ.6(à)) è Ag2Al � Cu-14:5 wt% Al -3:15 wt% Ni
(Ðèñ.6(á)), ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ ïëàñòèíà ñîñòàâëåíà èç êðèñòàëëîâ ñ áëèçêèìè
âåëè÷èíàìè ìîäóëÿ Þíãà ( E1 = 18:9 ÃÏà, E2 = 26:0 ÃÏà) è áîëüøèì ðàçëè÷èåì ìåæ-
äó êîýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà ( � 1

xy = 0 :68, � 2
xy = � 0:77). Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà

ýòîé ïëàñòèíû äîñòèãàåò ñâîåé ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû Ee� = 46:7 ÃÏà ïðè � = 0 :85,
÷òî ïî÷òè íà 80% ïðåâîñõîäèò ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ. Â ñëó÷àå ïëà-
ñòèíû Ag2Al � Cu-14:5 wt% Al -3:15 wt% Ni ìîäóëè Þíãà ñëîåâ ðàâíû E1 = 84:0 ÃÏà,
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Ðèñ. 6. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïëàñòèí CuCl� NiCr 2O4(à) è
Ag2Al � Cu-14:5 wt% Al -3:15 wt% Ni(á) ïðè ' = �= 4

E2 = 75:6 ÃÏà, à ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ðàâåí Ee� = 116 ÃÏà, êîòîðûé äîñòèãà-
åòñÿ ïðè � = 0 :85, ÷òî ïî÷òè íà 38% ïðåâîñõîäèò ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî
ñëîÿ. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà ïî÷òè âñåõ ïëàñòèí äî-
ñòèãàþòñÿ ïðè ' = 0 èëè ' = �= 4. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ äâóõñëîéíûå ïëàñòèíû,
ñîñòàâëåííûå èç ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ (Bå, MoS2, Zn) ñ áëèçêèìè ê íóëþ êî-
ýôôèöèåíòàìè Ïóàññîíà � xy è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ W, Ti-71 at% V, Mo-26.9 at %
Re, f Gd0:67Er0:33g3(Sc; Ga)2Ga3O12 ñ áëèçêèì ê íóëþ ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè � , ÷üè
ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ ñ ' .

Ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ òîë-
ùèí îò 0.1 äî 10 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ ïëàñòèí, ó êîòîðûõ
îäèí èç ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ àóêñeòèêîì. Íå îáíàðóæåíî ïëàñòèí, äëÿ êîòîðûõ ýôôåêòèâ-
íûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èìåë áû îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ áîëüøåé
âåëè÷èíû, ÷åì ó ñîñòàâëÿþùèõ êðèñòàëëîâ. C èçìåíåíèåì óãëà ' ïîâåäåíèå ïëàñòè-
íû ìîæåò çíà÷èòåëüíî èçìåíÿòüñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îäíîãî
èç ñëîåâ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Òàêîå ïîâåäåíèå èìååò ìåñòî ó ïëàñòèíû èç êðè-
ñòàëëîâ C7H12 è TmSe. Ïðè ' = 0 êðèñòàëë TmSe ÿâëÿåòñÿ àóêñåòèêîì è ýôôåê-
òèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïëàñòèíû îòðèöàòåëåí (Ðèñ.7(a)), à ïðè
' = �= 4 � ef f

xy > 0 (Ðèñ.7(á)) äëÿ âñåõ îòíîøåíèé òîëùèí. Íåêîòîðûå ïëàñòèíû ìîãóò
èìåòü îòðèöàòåëüíûé ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà çíà÷èòåëü-
íîé âåëè÷èíû è ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà, ïðåâûøàþùèé çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà
íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ C7H12 � In-25 at% Tl è
Cd-Mg 14:01 at% Mg � f Y0:74Er0:26gAl 5O12.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû èç ðàçëè÷íûì
îáðàçîì îðèåíòèðîâàííûõ ãåêñàãîíàëüíîãî è êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëîâ îäèíàêîâîé òîë-
ùèíû. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïëàñòèí, ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ íåàóêñåòè÷åñêèõ
ñëîåâ, ïðè � = 1 ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ. Òàêèõ
ïëàñòèí íàñ÷èòûâàåòñÿ áîëåå 2500 è âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàèáîëüøåå ðàçëè÷èå ìåæäó
ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì Þíãà è íàèáîëüøèì ìîäóëåì Þíãà ñîñòàâëÿþùåãî ñëîÿ äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè' = 0 èëè ' = �= 4. Áîëåå ÷åì ó 7600 ïëàñòèí (èç 113000) êîýôôèöèåíò
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Ðèñ. 7. Ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � ef f
xy äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû C 7H12

� TmSe ïðè ' = 0 (a) è ' = �= 4(á)

Ðèñ. 8. Ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà Ee� è ñðåäíèé ìîäóëü Þíãà ïî Ôîéãòó < E > äâóõñëîé-
íûõ ïëàñòèí Ñ 7H12 � In-25 at% Tl (a) è CuCl � {Y 0.74Er0.26 }Al 5O12 (á) ïðè � = 1

� > 1:01. Áîëåå ÷åì íà 5% çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þíãà ïðåâîñõîäÿò çíà÷å-
íèÿ ìîäóëÿ Þíãà, ïðåäñêàçàííîãî ïî ïðàâèëó ñìåñåé, ó 2300 ïëàñòèí. Åñëè îäèí èç
ñëîåâ ñîäåðæèò àóêñåòèê, òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ìîäó-
ëÿ Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ ó 9257 ïëàñòèí èç 74310. Êîëè÷åñòâî ïëàñòèí, äëÿ
êîòîðûõ � > 1:05, âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì è ñîñòàâëÿåò áî-
ëåå 4700 ïëàñòèí. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíò � ìåíÿåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå: îò
0.9 äî 1.26 â ñëó÷àå äâóõ íåàóêñåòèêîâ, è îò 0.93 äî 2.16 ïðè íàëè÷èè àóêñåòè÷åñêîãî
ñëîÿ. Òàê, ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà áîëåå ÷åì â 2 ðàçà ïðåâîñõîäèò ïðåäñêàçàíèå
ïî ïðàâèëó ñìåñåé ó ïëàñòèíû C7H12 � In-25 at% Tl (Ðèñ.8(à)) è áîëåå ÷åì íà 75% ó
ïëàñòèíû CuCl � f Y0:74Er0:26gAl 5O12 (Ðèñ.8(á)).

Ýôôåêòèâíûé ïðîäîëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âñåõ ïëàñòèí èç íåàóêñåòè÷å-
ñêèõ êðèñòàëëîâ ïðè ïåðåìåííîì ' è � = 1 îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ìèíèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ýòîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðàêòè÷åñêè ó âñåõ ïëàñòèí
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Ðèñ. 9. Ïîïåðå÷íûå ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ïëàñòèíû Be�TmSe ïðè � = 1

äîñòèãàþòñÿ ïðè ' ðàâíîì 0 èëè �= 4, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò 400 ïëàñòèí, ñîäåðæà-
ùèõ êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû ñ� = 0 . Òî æå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïëàñòèíîê, ñîäåðæàùèõ
àóêñåòè÷åñêèé ñëîé. Ñðåäè òàêèõ ïëàñòèí íàõîäÿòñÿ òå, äëÿ êîòîðûõ � ef f

xy îòðèöà-
òåëåí, îäíàêî íå âûÿâëåíî íè îäíîé ïëàñòèíû äëÿ êîòîðîé äàííûé êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà ïðèíèìàë áû îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ áîëüøåé âåëè÷èíû ÷eì ó èñõîäíûõ
êðèñòàëëîâ.

Ýôôåêòèâíûå ïîïåðå÷íûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà áîëüøèíñòâà ïëàñòèí ïîëîæè-
òåëüíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îòíîøåíèå, âõîäÿùåå â (7) è (8), âñåãäà ïîëîæèòåëüíî.
Äàííîå îòíîøåíèå âõîäèò â îáà ýôôåêòèâíûõ ïîïåðå÷íûõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
è, ïîýòîìó, êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà äëÿ êàæäîãî ñëîÿ
îäèíàêîâû. Ýôôåêòèâíûå ïîïåðå÷íûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ìîãóò ïðèíèìàòü îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ ïëàñòèí ñ s1

13 > 0 èëè s2
12 > 0. Ïëàñòèíà èç êðè-

ñòàëëîâ Be-TmSe (Ðèñ.9) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïëàñòèíû ñ òàêèì ïîâåäåíèåì. Â ñëó÷àå
ñëîåâ îäèíàêîâîé òîëùèíû ( � = 1 ) ýôôåêòèâíûå ïîïåðå÷íûå êîýôôèöèåíòû Ïóàññî-
íà ñëîåâ çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Òàêàÿ ïëàñòèíà áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ â ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèè ïðè ðàñòÿæåíèè.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðîäîëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí èç ãåêñàãîíàëü-

íûõ è êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ïðîâåäåí àíàëèç èçìåí÷èâîñòè ýôôåêòèâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïëàñòèí äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé èç äâóõ òèïîâ êðèñòàëëîâ ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â ñïðàâî÷íèêå [13]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê
ïëàñòèí ìîãóò ñóùåñòâåííî îòêëîíÿòüñÿ îò çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ïðàâèëó ñìå-
ñåé. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìîäóëè Þíãà èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ èìåþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ,
òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïëàñòèíû ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå
æåñòêîãî ñëîÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñ-
õîäèòü ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå æåñòêîãî ñëîÿ êàê â àáñîëþòíûõ, òàê è â îòíîñèòåëüíûõ
âåëè÷èíàõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà äàííûé ýôôåêò îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ðàç-
íèöà ìåæäó âåëè÷èíàìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êðèñòàëëîâ. Òàê, â ñëó÷àå åñëè îäèí
èç êðèñòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ àóêñåòèêîì, ïðè ðàçëè÷èè ìåæäó ìîäóëÿìè Þíãà â íåñêîëüêî
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äåñÿòêîâ ÃÏà ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðåâîñõîäèò ìîäóëü Þíãà íàèáîëåå æåñò-
êîãî ñëîÿ ïðè j� 1

xy � � 2
xy j > 0:7. Íå îáíàðóæåíî ïëàñòèí, äëÿ êîòîðûõ áû ïðîäîëüíûé

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � ef f
xy ïðåâîñõîäèë âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà, êàê ïî-

ëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå, èñõîäíûõ êðèñòàëëîâ. Çíà÷åíèÿ � ef f
xy íåêîòîðûõ

ïëàñòèí çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé äàâàåìûõ ïðàâèëîì ñìåñåé ïî Ôîéãòó.
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Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS

Abstract. The problem of longitudinal tesnsion of two-layered plate of hexagonal and cubic
crystals with di�erent orientations of crystallophysic coordinate systems is discussed. Analytical
dependences of e�ective Young's modulus and Poisson's ratios on layer thickness ratio are obtained.
Numerical analysis of plates from all possible combinations of hexagonal and cubic crystals is
performed. It is established that signi�cant deviation of e�ective Young's modulus values from
predictions by mixture rule takes place in the case when one of the layers is auxetic. E�ective
Young's modulus can have greater value than values of Young's modulus of crystals at both layers.
The ratio of Young's modulus of crystals has great in�uence on the value of e�ective Poisson's
ratio.

Keywords : two-layered plates, e�ective properties, cubic crystals, hexagonal crystals
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ðèñòîñòè è êàê ñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïðåäåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè äî
ðàçðóøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî óìåíüøåíèå ïîðèñòîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðåêðèñòàëëèçà-
öèè, êîòîðàÿ ïðè èññëåäóåìîì âîçäåéñòâèè ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñõîäèò.
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1. Ââåäåíèå
Öèíê è åãî ñïëàâû ÿâëÿåòñÿ áèîñîâìåñòèìûìè è áèîðàçëàãàåìûìè ìàòåðèàëàìè,

èìåþùèìè áîëüøèå ïåðñïåêòèâû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìåäèöèíå. Âîçìîæíîñòü óëó÷-
øåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ öèíêà ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ ìåòîäîâ
åãî îáðàáîòêè ïîçâîëèëî áû ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ýòè ïåðñïåêòèâû.

Î âëèÿíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ìåòàëëàõ íà èõ íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-
âåñòíî äîñòàòî÷íî äàâíî. Òàê, àâòîðàìè ðàáîòû [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñòàëîñòíóþ
äîëãîâå÷íîñòü ñòàëè ìîæíî óâåëè÷èòü, åñëè ïðèëîæèòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê âî âðåìÿ
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íàãðóæåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ èìïóëüñíîãî òîêà âûñîêîé ïëîòíîñòè íà ìîíîêðè-
ñòàëëè÷åñêèå ìåòàëëû ïîêàçàëè, ÷òî ïîäâèæíîñòü äèñëîêàöèé ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ
çà ñ÷åò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè, äâèæèìûìè ýëåêòðîìàãíèò-
íûì ïîëåì [2,3]. ×òî, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ïðèâîäèëî ê ñêà÷êîîáðàçíîìó óìåíüøåíèþ
ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìåòàëëîâ ïðè îäíîâðåìåííîì íàãðóæåíèè è âîçäåéñòâèè ïîëåì.

Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â ìåòàëëàõ ïîä äåéñòâèåì êðàòêîâðåìåííûõ èìïóëüñîâ âûñî-
êîýíåðãåòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÂÝÌÏ) ìîæåò ïðîèñõîäèòü çàëå÷èâàíèå
îáúåìíûõ íåñïëîøíîñòåé òèïà ìèêîïîð è ìèêðîòðåùèí âûñêàçûâàëàñü ðÿäîì èññëå-
äîâàòåëåé [4�7]. Àâòîðû èñõîäèëè èç òîãî ÷òî â îêðåñòíîñòè òàêèõ äåôåêòîâ â ÷àñò-
íîñòè â èõ îñòðûõ êîí÷èêàõ ïðîèñõîäèò êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ è, êàê ñëåäñòâèå, èíòåíñèâíîå òåïëîâûäåëåíèå. Èç ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ
çàäà÷ ïîëó÷àëîñü, ÷òî ïðè ýòîì â âåðøèíàõ ìàêðîòðåùèí ìîãóò âîçíèêàòü ñæèìàþ-
ùèå íàïðÿæåíèÿ, à èõ áåðåãà ìîãóò ñáëèæàòüñÿ [6,7].

Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [8], â êîòîðîé èñõîäÿ èç òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîâîäÿùåì ìàòåðèàëå ìîæåò ïðî-
èñõîäèòü óìåíüøåíèå áîëüøîé îñè ýëëèïòè÷åñêîé òðåùèíû, åñëè ïðèëîæåííûé òîê
ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ ïîðîãîâóþ âåëè÷èíó.

Íà îñíîâå ñâÿçàííîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ èìïóëüñíûì ÂÝÌÏ íà ìàòåðèàë ñ ìèêðî-
äåôåêòàìè â ðàáîòàõ [9�11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ìåòàëëå ìîæåò ïðîèñõîäèòü óìåíü-
øåíèå îáúåìà ìèêðîäåôåêòîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ïîðèñòîñòè ìàòåðèàëà, âïëîòü äî ïîë-
íîãî çàëå÷èâàíèÿ íåêîòîðûõ ìèêðîïîð è ìèêðîòðåùèí ïîñðåäñòâîì ñâàðêè èõ áåðåãîâ
ðàñïëàâëåííûì ìåòàëëîì.

Èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòû [2, 3, 12�16] ïîäòâåðæäàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âíóòðè
ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò âîññòàíîâëåíèå ñïëîøíîñòè ñòðóêòóðû, ñîïðîâîæäàåìîå èçìå-
íåíèåì îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ ìèêðîäåôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè
ìàòåðèàëà äî è ïîñëå âîçäåéñòâèÿ ïîëåì. Êðîìå òîãî ýòî âûðàæàëîñü äëÿ èññëå-
äóåìûõ ìàòåðèàëîâ â óëó÷øåíèè èõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê:
óâåëè÷åíèè ïðåäåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè äî ðàçðóøåíèÿ èëè óâåëè÷åíèè êî-
ëè÷åñòâà öèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ ïðè öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü
èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [16], â êîòîðîé áûëè çàëå÷åíû ïîâåðõ-
íîñòíûå ìèêðîòðåùèíû, îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè ïðîêàòêå â ëèñòå èç òèòàíîâîãî ñïëàâà.

Îäíàêî ãèïîòåçà î çàëå÷èâàíèè ìèêðîïîð è ìèêðîòðåùèí âíóòðè ìàòåðèàëà ïîëó-
÷èëà â âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ëèøü êîñâåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäå-
íèå. Ìåæäó òåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äàííóþ ãèïîòåçó ñëåäóåò ïîäòâåðäèòü íåïîñðåä-
ñòâåííûì èññëåäîâàíèåì ìèêðîñòðóêòóðû ìåòàëëà äî è ïîñëå âîçäåéñòâèÿ ÂÝÌÏ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå âîçìîæíî-
ñòè çàëå÷èâàíèÿ ìèêðîïîð è ìèêðîòðåùèí ðàçìåðàìè äî 1,0 ìêì, îáðàçîâàâøèõñÿ â
ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì öèíêå â ðåçóëüòàòå èíòåíñèâíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ, ïðè âîçäåéñòâèè íà íåãî ÂÝÌÏ c çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì îáúåêòîì
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èçìåíåíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû âíóòðè ìåòàë-
ëà, à íå èçìåíåíèÿ åãî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ïðîèçîøåäøèå â ðåçóëüòàòå
ðàññìàòðèâàåìîãî âîçäåéñòâèÿ.
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2. Ýêñïåðèìåíòû
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ áûë öèíê ìàðêè Ö0 (Zn 99,975%), õèìè÷åñêèé ñîñòàâ êîòî-

ðîãî ïðèâåäåí â òàáëèöå 1. Ìàòåðèàë èìåë ïîëèêðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Îáðàçöû
âûðåçàëèñü ìåõàíè÷åñêèì ñïîñîáîì èç ëèñòà ìåòàëëà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïðîêàòêè,
ïîñëå ÷åãî èì ïðèäàâàëàñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìà ïóòåì õîëîäíîãî ôðåçåðîâàíèÿ
(ðèñ. 1). Ñàì öèíêîâûé ëèñò èìåë ðàçìåðû 500õ1000õ10 ìì è áûë èçãîòîâëåí ïóòåì
ãîðÿ÷åé ïðîêàòêè.

Òàáëèöà 1. Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ Ö0 (Zn 99,975% ìàññ.)

Zn, Ìàññîâàÿ äîëÿ ïðèìåñåé, íå áîëåå %

íå ìåíåå % Fe Al Cu As Pb Sn Cd
Âñåãî
ïðèìåñåé

99.975 0.005 0.005 0.001 0.0005 0.013 0.001 0.004 0.025

Ðàçìåðû îáðàçöà óêàçàíû íà ðèñ. 1. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí îáðàçåö, óñòàíîâëåííûé â
çàæèìû ìàøèíû MTS Synergy 400, íà êîòîðîì òàêæå âèäåí âíåøíèé ýêñòåíçîìåòð,
çàêðåïëåííûé íà îáðàçöå. Íà÷àëüíàÿ áàçîâàÿ äëèíà (ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíòàêòàìè
ýêñòåíçîìåòðà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ) ïðèíèìàëàñü ðàâíîé l0 = 40 ìì.

Ðèñ. 1. Ôîðìà è ðàçìåðû îáðàçöîâ

Ñîáèðàòåëüíàÿ ðåêðèñòàëëèçàöèÿ â ÷èñòîì öèíêå íà÷èíàåòñÿ óæå ïðè êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðå. Îäíàêî òåìïåðàòóðà ðåêðèñòàëëèçàöèè öèíêà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷å-
íèåì ñîäåðæàíèÿ ïðèìåñåé. Ñèëüíîå âëèÿíèå íà íåå îêàçûâàåò èõ õèìè÷åñêèé ñîñòàâ.
Òåìïåðàòóðà ðåêðèñòàëëèçàöèè ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ ñîòåí ãðàäóñîâ Öåëüñèÿ
â ðàçáàâëåííûõ ñïëàâàõ öèíêà ñ ìàãíèåì èëè àëþìèíèåì, êîãäà ñîäåðæàíèå ýòèõ
ìåòàëëîâ â öèíêå ñîñòàâëÿåò âñåãî ëèøü 0,1%). Ñèñòåìàòè÷åñêèå äàííûå îá èçìåíå-
íèè òåìïåðàòóðû ñîáèðàòåëüíîé ðåêðèñòàëëèçàöèè îò õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ïðèìåñåé
öèíêà â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò.

Öèíê ìàðêè Ö0 íà÷èíàåò èçìåíÿòü ïîëèêðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðè òåìïåðà-
òóðå50� Ñ.
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Îäíàêî ïðîâîäèìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå òåìïåðàòóðíàÿ îáðàáîòêà íå èìåëà öåëü
ïðîâåñòè ñîáèðàòåëüíóþ ðåêðèñòàëëèçàöèþ â öèíêå è ïîëó÷èòü îäíîðîäíóþ è ðàâíî-
îñíóþ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìåòàëëà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èññëåäóå-
ìûé ãîðÿ÷åêàòàíûé öèíê ìàðêè Ö0 èìååò ñðàâíèòåëüíî îäíîðîäíóþ ïîëèêðèñòàëëè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñî ñðåäíèì ðàçìåðîì çåðíà ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ 100 ìêì ïðàâèëü-
íîé ôîðìû. Åå öåëüþ áûëî ïðîèçâåñòè â öèíêå ðåëàêñàöèþ âíóòðåííèõ îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèé, âîçíèêøèõ â ðåçóëüòàòå ïðîêàòêè è ïîñëåäóþùåé õîëîäíîé ìåõàíè÷å-
ñêîé îáðàáîòêè.

Ïîýòîìó äî èñïûòàíèé îáðàçöû ïîäâåðãàëèñü òåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêå ïî ñëåäó-
þùåé ïðîãðàììå: îáðàçöû â òå÷åíèå 15 ìèí íàãðåâàëèñü â ïå÷è îò êîìíàòíîé òåìïå-
ðàòóðû äî òåìïåðàòóðû 50� Ñ è âûäåðæèâàëèñü ïðè íåé åùå â òå÷åíèå 3,5 ìèí. Ïîñëå
ýòîãî âûíèìàëèñü èç ïå÷è è ïîìåùàëèñü â äîñòàòî÷íûé îáúåì âîäû ñ òåìïåðàòóðîé
3� Ñ íà 10 ìèí.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïðèìåíÿëîñü ñëåäóþùåå îñíîâíîå îáîðóäîâàíèå: -
óíèâåðñàëüíàÿ ðàçðûâíàÿ ìàøèíà ¾MTS Synergy 400¿; - îïò÷åñêèé ìèêðîñêîï ¾Zeiss
Axio Imager.D1m¿; - ãåíåðàòîð èìïóëüñíîãî ÂÝÌÏ ¾ÃÎÐÍ¿; - ñêàíèðóþùèé ýëåê-
òðîííûé ìèêðîñêîï ¾Quanta 650¿.

Ðèñ. 2. Ðàñòÿãèâàåìûé îáðàçåö â çàõâàòàõ ðàçðûâíîé ìàøèíû

Èññëåäóåìûå îáðàçöû ïîäâåðãàëèñü îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ çà ïðåäåëîì òåêó÷åñòè
âïëîòü äî ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïðè ýòîì â öèíêå èìåëî ìåñòî ðàçâèòîå ïëàñòè÷åñêîå
òå÷åíèå. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåðõíåãî çàæèìà ðàçðûâíîé ìàøèíû ( íèæíèé çàæèì
áûë íåïîäâèæíûì) âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ çàäàâàëàñü ðàâíîé 1,0 ìì/ìèí.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñðàâíèâàëèñü ìèêðîñòðóêòóðû îáðàçöîâ íèæåïðèâåäåííûõ ñåðèé.
Ñåðèÿ ñîñòîÿëà èç 5 îáðàçöîâ êàæäîãî èç íîìåðîâ:

1) íåðàñòÿíóòûõ;
2) ðàñòÿíóòûõ äî ðàçðûâà;
3) ðàñòÿíóòûõ äî ïðåäðàçðóøåíèÿ;
4) ðàñòÿíóòûõ äî ïðåäðàçðóøåíèÿ, à çàòåì ïîäâåðãíóòûõ âîçäåéñòâèþ èìïóëüñíîãî

ÂÝÌÏ.
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Îáðàçöû •2 ðàñòÿãèâàëèñü äî ðàçðûâà (ìàêðîðàçðóøåíèÿ) îáðàçöà. Ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçûâàëè, ÷òî ðàçðûâó îáðàçöà ïðåäøåñòâîâàëî èíòåíñèâíîå ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå
ìàòåðèàëà ñ îáðàçîâàíèåì øåéêè â ìåñòå ðàçðûâà.

Îáðàçöû •3 ðàñòÿãèâàëèñü äî ñîñòîÿíèÿ, ïðåäøåñòâóþùåãî ðàçðûâó îáðàçöà (ðèñ.
3, êðèâàÿ 1), ïîñëå ÷åãî ðàçãðóæàëèñü.

Íà ðèñ. 3 ïî îñè àáöèññ îòëîæåíî îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå áàçîâîé äëèíû (èíæå-
íåðíàÿ äåôîðìàöèÿ) � = l=l0 � 1, ãäål0 � íà÷àëüíàÿ áàçîâàÿ äëèíà â ìîìåíò âðåìåíè
t0, l � òåêóùàÿ áàçîâàÿ äëèíà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïî îñè îðäèíàò íà ðèñ. 3 îòëîæåíî
èíæåíåðíîå íàïðÿæåíèå � = F=S0, ãäåF - ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà (Í), S0 � íà÷àëüíàÿ
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà.

Äàííîå áëèçêîå ê ìàêðîðàçðóøåíèþ ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿëîñü êàê òàêîå ÍÄÑ, ïðè
êîòîðîì íàïðÿæåíèå äîñòèãàëî âåëè÷èíû � � = 0 ; 97� max , ãäå � max � ïðåäåë ïðî÷íî-
ñòè ïðè ðàñòÿæåíèè (îïðåäåëÿåìûé êàê ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå â ýêñïåðèìåíòàõ ñ
îáðàçöàìè ñåðèè •2, äîâåäåííûõ äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ). Ïîñëå ÷åãî îáðàçåö •3 ðàç-
ãðóæàëñÿ.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷åíèè íàïðÿæåíèÿ â îáðàçöàõ îò÷åòëè-
âî ïðîñìàòðèâàëîñü îáðàçîâàíèå øåéêè. Ïðè äàëüíåéøåì íàãðóæåíèè ïðîèñõîäèë
ðàçðûâ îáðàçöà. À èìåííî, åñëè îáðàçöû •3 ïîâòîðíî ðàñòÿãèâàëèñü, âïëîòü äî ðàç-
ðóøåíèÿ, òî âåëè÷èíà äåôîðìàöèè äî ìàêðîðàçðóøåíèÿ íå ïðåâûøàëà 2% (ðèñ. 3.,
êðèâàÿ 2). Ïðè ýòîì äîñòèãàåìûå íàïðÿæåíèÿ íå ïðåâûøàëè 90% � max . Ïîýòîìó äëÿ
óäîáñòâà ïðèíèìàëîñü, ÷òî âûøåóêàçàííîå ÍÄÑ, äî êîòîðîãî ðàñòÿãèâàëèñü îáðàçöû
•3, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò ðàçðûâó îáðàçöà.

Äàííîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáðàçöà áóäåì äàëåå íàçûâàòü
ïðåäðàçðóøåííûì ñîñòîÿíèåì.

Ðèñ. 3. Äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ ñåðèè •3
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Îáðàçöû •4 ðàñòÿãèâàëèñü äî íàïðÿæåíèÿ � � = 0 ; 97� max , ðàçãðóæàëèñü, à çàòåì
ïîäâåðãàëèñü âîçäåéñòâèþ èññëåäóåìîãî ÂÝÌÏ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, öèíê ìàð-
êè Ö0 ïðè ðàçðóøåíèè â òåñòàõ íà ðàñòÿæåíèå âåäåò ñåáÿ êâàçè-âÿçêî, â íåì ïðè
ðàçâèòîé ïëàñòè÷íîñòè ïðîèñõîäèë ðîñò ñóùåñòâóþùèõ ìèêðîïîð è ìèêðîòðåùèí,
à òàêæå çàðîæäåíèå íîâûõ ïîäîáíûõ äåôåêòîâ è èõ ïîñëåäóþùèé ðîñò. Ýòî ñîïðî-
âîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì øåéêè â ìåñòå ïîñëåäóþùåãî ðàçðûâà (ìàêðîðàçðóøåíèÿ)
îáðàçöà (ðèñ. 2).

Çàëå÷èâàíèå ïîâðåæäåííîñòè èìåííî â îáëàñòè øåéêè (îáëàñòè ñ ìàêñèìàëüíîé
ïîâðåæäåííîñòüþ, â êîòîðîé èäåò ôîðìèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè ïîñëåäóþùåãî ìàêðî-
ðàçðóøåíèÿ) ïîñëå îáðàáîòêè îáðàçöà ÂÝÌÏ ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ïðåäåëüíóþ ïëà-
ñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ äî ðàçðóøåíèÿ. Ïîýòîìó îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿëè ìèêðîäåôåêòû è ïîâðåæäåííîñòü(ïîðèñòîñòü) âíóòðè ìàòåðèàëà, êîòî-
ðûå íàáëþäàëèñü âáëèçè øåéêè â îáðàçöàõ •3 è •4 è âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ
â îáðàçöàõ •2.

Øëèôû èçãîòàâëèâàëèñü â ïëîñêîñòè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4 îáðàçöà âäîëü ïðî-
äîëüíîé îñè ñèììåòðèè îáðàçöà â îáëàñòè øåéêè). Ïî ýòèì øëèôàì èññëåäîâàëàñü
ìèêðîñòðóêòóðà ìåòàëëà.

Ðèñ. 4. Îáðàçåö è ïëîñêîñòü øëèôîâ (ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû ìåñòî è ïëîñêîñòü, â êîòîðîé
èçãîòàâëèâàëèñü øëèôû)

Èçãîòîâëåííûå øëèôû èçó÷àëèñü ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåãî ýëåêòðîííîãî è îï-
òè÷åñêîãî ìèêðîñêîïîâ â îáëàñòè øåéêè ïðè ðàçëè÷íûõ óâåëè÷åíèÿõ. Èññëåäîâàíèå
øëèôîâ ñ ïîìîùüþ äâóõ ðàçíûõ ìèêðîñêîïîâ (ðèñ. 5) ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ìèêðîäåôåêòîâ ðàçìåðàìè äî 0,2 ìêì â öèíêå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îïòè÷åñêèé
ìèêðîñêîïîì ñ óâåëè÷åíèåì õ2000. Äåôåêòû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèêðîôîòîãðàôè-
ÿõ îòîáðàæàþòñÿ ÷åðíûì öâåòîì. Ëèíåéíûå ðàçìåðû ìèêðîïîð è ìèêðîòðåùèí, íà-
áëþäàåìûõ íà ýòèõ ôîòîãðàôèÿõ, íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå 0,2-2 ìêì (çà èñêëþ÷åíèåì
ìàêðîäåôåêòà ñ ðàçìåðîì íåñêîëüêî 100 ìêì ñëåâà íà ðèñ. 5).

Â ðàáîòå èçó÷àëîñü âëèÿíèå ÂÝÌÏ íà èçìåíåíèå ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà îá-
ðàçöîâ.

Èññëåäóåìîå ÂÝÌÏ ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ñåðèþ ïåðèîäè÷åñêè ïðèëîæåííûõ ê
îáðàçöó áëèçêèõ ê ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîâ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ãåíåðàòîð
èìïóëüñíîãî ÂÝÌÏ ¾ÃÎÐÍ¿ ïîçâîëÿë ãåíåðèðîâàòü ïîëå ñëåäóþùåãî âèäà: íàïðÿ-
æåííîñòü èññëåäóåìîãî ÂÝÌÏ ïîäáèðàëàñü òàêîé, ÷òîáû îíî èíäóöèðîâàëî â ìåòàëëå
òîê ñ ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ j � 4; 0 � 108 À/ì 2 ñ ôîðìîé åäèíè÷íîãî èìïóëüñà,
ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 6, è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ïðèìåðíî 20 ìêñ.
Ïåðèîä ñîñòàâëÿë 1000 ìêñ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïðèëîæåííîé ñåðèè èìïóëüñîâ - 3,0 ñ.

3. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ




