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6 сентября 2020 исполняется 90 лет со дня рождения выдающегося российского
ученого в области механики деформируемого твердого тела, теории упругости и пла-
стичности, теории предельного состояния и несущей способности тел и конструкций
доктора физико-математических наук, профессора Дюиса Даниловича Ивлева.

Дюис Данилович Ивлев родился в г. Чебоксары в семье преподавателя Чуваш-
ского педагогического института (сейчас Чувашский государственный педагогиче-
ский университет им. И. Я. Яковлева) Данила Осиповича Ивлева. После оконча-
ния средней школы в 1948 г. он поступил на механико–математический факультет
МГУ им. М. В. Ломоносова. Как он сам указывал в своих воспоминаниях, в выборе
механико-математического факультета МГУ сыграло много обстоятельств личных и
не совсем личных, например, таких как географическое расположение факультета в
то время на Моховой улице. Впоследствии, как он всегда указывал, о своем выборе
никогда не жалел. В Университете он активно посещал лекции А. Г. Куроша, С. Н. Ба-
хвалова, А. Я. Хинчина, А. П. Минакова, П. К. Рашевского, А. И. Маркушевича,
С. Л. Соболева, М. М. Филоненко–Бородича, А. А. Космодемьянского, Л. И. Седо-
ва и др. Деканом мехмата в те времена был В. В. Голубев, заместителем декана по
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научной части –– П. В. Мясников, отец В. П. Мясникова, позже должность декана
занял Ю. Н. Работнов. Курсовая работа на третьем году обучения в университете
была написана Дюисом Даниловичем под руководством Андрея Петровича Минако-
ва и была связана с сухим трением. Данная работа произвела на Андрея Петровича
хорошее впечатление, и положительная оценка сыграла большую роль в его жизни,
когда во время его последующей учебы в аспирантуре он рекомендовал Д. Д. Ивлева
Владимиру Николаевичу Щелкачеву, заведующему кафедрой теоретической механи-
ки Московского нефтяного института имени академика Губкина, где впоследствии
он проработал ассистентом на этой кафедре полтора года. Следующая его курсо-
вая работа была связана с повторными нагружениями упругопластического тела и
была удостоена 3 места на конкурсе студенческих работ механико–математического
факультета. До поступления в аспирантуру он несколько месяцев проработал в Под-
липках (г. Королев), где уже работал Леонид Викторович Ершов. С тех пор началась
их совместная работа. В аспирантуре он вместе с В. Д. Клюшниковым и С. А. Ше-
стериковым принял участие в работе семинара кафедры теории пластичности, кото-
рой заведовал Ю. Н. Работнов. Впоследствии к ним присоединились Б. Д. Аннин,
Ю. В. Немировский, О. В. Соснин и др. В 1956 г. после окончания аспирантуры при
Институте механики МГУ он успешно защитил диссертацию на соискание ученой
степени кандидата физико-математических наук на тему «Приближенное решение
упругопластических задач методом малого параметра». Первым оппонентом диссер-
тации был В. В. Соколовский, вторым — Г. С. Шапиро. Впоследствии, на основе
кандидатской диссертации совместно с Леонидом Викторовичем Ершовым была из-
дана монография «Метод возмущений в теории упругопластического тела», которая
легла в основу ряда кандидатских и докторских диссертаций. В феврале 1957 г. по-
сле защиты диссертации Алексей Антонович Ильюшин, будучи директором, принял
Д. Д. Ивлева на должность младшего научного сотрудника Института механики АН
СССР, где он проработал вплоть до октября 1958 г.

В 1959 г. в возрасте 29 лет Дюис Данилович защитил диссертационную работу по
теме «Пространственная задача теории идеальной пластичности» в диссертационном
совете при МГУ и получил степень доктора физико-математических наук.

В октябре 1959 г. Д. Д. Ивлев как один из самых молодых докторов физико-
математических наук страны был приглашен в Воронежский государственный уни-
верситет, где руководил созданной им кафедрой теории упругости и пластичности,
одновременно заведовал кафедрой сопротивления материалов в Воронежском поли-
техническом институте и читал лекции по математике в Воронежском педагогическом
институте. С этой даты ведет начало созданная Дюисом Даниловичем Воронежская
школа механики, в которой сейчас насчитывается более 30 докторов, среди них как
прямые ученики Дюиса Даниловича, так и учеными следующих поколений. Среди
учеников следует выделить Г. И. Быковцева, И. А. Бережного, В. В. Дудукаленко.
Сейчас в Воронеже работают такие ученые, как А. Д. Чернышев, А. Н. Спорых-
ин, Ю. А. Россихин, и М. В. Шитикова и др., в Москве и Самаре — Ю. Н. Радаев,
Комсомольске-на-Амуре А. А. Буренин и А. И. Хромов (ученик Г. И. Быковцева), в
Новосибирске — А. Ф. Ревуженко, в Минске — А. В. Чигарев.

По возвращении в Москву, Дюис Данилович работал профессором кафедры высшей
математики Московского высшего технического училища им. Н.Э. Баумана, позднее
заведовал этой кафедрой (1966–1970 гг.), а впоследствии (1971–1982 гг.) — кафедрой
высшей математики во Всесоюзном заочном политехническом институте.
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В 1982 г. Д. Д. Ивлев вернулся на родину в г. Чебоксары, где работал в ЧГУ
им. И.Н. Ульянова сначала заведующим кафедрой математического анализа, а потом
заведующим кафедрой механики деформируемого твердого тела и деканом физико-
математического факультета (1982–1993 гг.). Под его председательством был открыт
диссертационный совет по защите диссертаций на соискание ученой степени доктора
физико-математических наук по специальности «Механика деформируемого твердого
тела». В истории науки Чувашии это был первый докторский диссертационный совет.

В 1993 г. Д. Д. Ивлев перешел на работу в Чувашский государственный педагогиче-
ский университет им. И. Я. Яковлева, где заведовал кафедрой математического ана-
лиза. С самого начала работы в педагогическом университете он не только обеспечил
функционирование докторского диссертационного совета по механике деформируемо-
го твердого тела, но придал ему качественно новый статус – регионального совета с
привлечением ведущих ученых страны в области механики твердых тел и конструк-
ций. За время работы в вузе под его научным руководством и консультированием
подготовлено более 30 кандидатов наук и 3 доктора наук.

Основными научными результатами Д. Д. Ивлева считается развитие общей тео-
рии предельных статически определимых состояний тел с математическим анализом
уравнений гиперболического типа, в которой классические результаты плоской задачи
являются частным разделом общей теории. Ряд исследований посвящен упрочняю-
щемуся телу, деформационной теории пластичности, построению моделей сложных
сред, статике и динамике сыпучих сред, механике квазихрупкого разрушения и др.

Профессором Д. Д. Ивлевым опубликовано более 250 научных и методических тру-
дов, в том числе 9 монографий. Являлся экспертом Высшей аттестационной комиссии,
членом редакционной коллегии журнала «Известия РАН. Механика твердого тела»,
ответственным редактором журнала «Вестник Чувашского государственного педаго-
гического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния»,
членом экспертного совета ВАК РФ по математике и механике.

За большие заслуги в области высшего образования и научной деятельности
Д.Д. Ивлев был награжден медалями «За доблестный труд в Великой Отечествен-
ной войне 1941–1945 гг.», «50 лет Победы в Великой Отечественной войне 1941–1945
гг.», «60 лет Победы в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.», медалью ордена
«За заслуги перед Отечеством» II степени, высшей наградой Национальной академии
наук и искусств Чувашской Республики —- Золотой медалью им. И. Я. Яковлева,
нагрудным значком «За отличные успехи в работе», знаком «Изобретатель СССР».

Научная школа, основанная Дюисом Даниловичем Ивлевым, продолжает успешно
работать в г. Чебоксары, а его идеи и сейчас оказывают существенное влияние на
развитие механики деформируемого твердого тела в России.
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Рис. 1. Кафедра математического анализа в ЧГПУ им. И.Я. Яковлева

Рис. 2. После заседания диссертационного совета в ЧГПУ им. И.Я. Яковлева
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Рис. 3. Участники III Всесоюзного съезда по теоретической и прикладной механике

Рис. 4. Лауреаты Государственной премией Чувашской Республики в области науки и техники
за 2006 год
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– С. 149–152 (cовм. c Л.В. Ершовым).

11. Упруго-пластическое состояние эллиптической трубы, находящейся под дей-
ствием внутреннего давления //Известия АН СССР. Отделение технических
наук. – 1957. – № 9. – С. 130–134 (cовм. c Л.В. Ершовым).

12. Вдавливание тонкого лезвия в пластическую среду // Известия АН СССР.
Отделение технических наук. – 1957. – № 10. – С. 89–93.

13. Об определении перемещений в задаче Л.А. Галина // Прикладная математика
и механика. – 1957. – Т. 21, вып. 5. – С. 716–718.

14. Приближенное решение плоских упругопластических задач теории идеаль-
ной пластичности // Вестник МГУ. – 1957. – № 5. – С. 17–26 (cовм. c
Л.В. Ершовым).

1958
15. О потере устойчивости вращающихся дисков // Известия АН СССР. Отделе-

ние технических наук. – 1958. – № 1. – С. 124–125 (cовм. c Л.В. Ершовым).
16. О некоторых работах К.Н.Шевченко по теории пластичности // Известия АН

СССР. Отделение технических наук. – 1958. – № 2. – С. 159–162.
17. Об общих уравнениях теории идеальной пластичности и статики сыпучей сре-

ды // Прикладная математика и механика. – 1958. – Т. 22, вып. 1. – С. 90–96.
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18. Приближенное решение упругопластических осесимметрических задач теории
идеальной пластичности // Вестник МГУ. – 1958. – № 2. – С. 47–56 (cовм. c
Л.В. Ершовым).

19. О разрывных решениях пространственных задач теории идеальной пластично-
сти // Прикладная математика и механика. – 1958. – Т. 22, вып. 4. – С. 480–486.

20. О некоторых частных решениях уравнений осесимметричной теории идеаль-
ной пластичности и обобщение решения Л.Прандтля о сжатии пластической
полосы шероховатыми плитами // Прикладная математика и механика. – 1958.
– Т. 22, вып. 5. – С. 673–678.

21. К построению теории идеальной пластичности // Прикладная математика и
механика. – 1958. – Т. 22, вып. 6. – С. 850–855.

22. Об одном классе решений общих уравнений теории идеальной пластичности //
Известия АН СССР. Отделение технических наук. – 1958. – № 11. – С. 107–109.

23. Об одном частном решении общих уравнений теории идеальной пластичности
в цилиндрических координатах // Доклады АН СССР. – 1958. – Т. 123, № 6.
– С. 488–490.

1959
24. Об одном частном решении общих уравнений теории идеальной пластичности

в цилиндрических координатах при условии пластичности Треска // Известия
АН СССР. Отделение технических наук. – 1959. – № 1. – С. 132–133.

25. О соотношениях, определяющих пластическое течение при условии пластич-
ности Треска и его обобщениях // Доклады АН СССР. – 1959. – Т. 124, № 6.
– С. 546–549.

26. О вдавливании жестких штампов в пластическое полупространство // При-
кладная математика и механика. – 1959. – Т. 23, вып. 2. – С. 247–281.

27. К теории разрушения твердых тел // Прикладная математика и механика. –
1959. – Т. 23, вып. 3. – С. 618–624.

28. О выводе соотношений, определяющих пластическое течение при условии пол-
ной пластичности // Известия АН СССР. Отделение технических наук. – 1959.
– № 3. – С. 137.

29. Об изотропном упрочнении пластических тел // Доклады АН СССР. – 1959.
– Т. 127, № 4. – С. 777–779.

30. К определению перемещений в задаче Л.А. Галина // Прикладная математика
и механика. – 1959. – Т. 23, вып. 5. – С. 987–988.

31. К теории идеальной пластической анизотропии // Прикладная математика и
механика. – 1959. – Т. 23, вып. 6. – С. 1107–1114.

32. К теории осесимметричного напряженного состояния при условии пластично-
сти Треска // Известия АН СССР. Отделение технических наук. Механика и
машиностроение. – 1959. – № 6. – С. 112–114.

1960
33. К теории идеально затвердевающих сред // Доклады АН СССР. – 1960. –

Т. 130, № 4. – С. 742–745.
34. Об уравнениях линеаризованных пространственных задач теории идеальной

пластичности // Доклады АН СССР. – 1960. – Т. 130, № 6. – С. 1232–1235.
35. О границе пластического состояния материала // Известия АН СССР. Отде-

ление технических наук. Механика и машиностроение. 1960. – № 1. – С. 161.
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36. О свойствах соотношений закона анизотропного упрочнения пластического ма-
териала // Прикладная математика и механика. – 1960. – Т. 24, вып. 1. –
С. 144–146.

37. О постулате изотропии в теории пластичности // Известия АН СССР. Отделе-
ние технических наук. Механика и машиностроение. – 1960. – № 2. – С. 125–127.

38. К теории плоской деформации упрочняющегося пластического материала //
Прикладная математика и механика. – 1960. – Т. 24, вып. 4. – С. 707–710.

39. Об экстремальных свойствах условий пластичности // Прикладная математи-
ка и механика. – 1960. – Т. 24, вып. 5. – С. 951–955.

40. К построению гидродинамики вязкой жидкости // Доклады АН СССР. – 1960.
– Т. 135, № 2. – С. 280–282.

41. О работе B.C.Ленского Некоторые новые данные о пластичности металлов при
сложном нагружении // Известия АН СССР. Отделение технических наук.
Механика и машиностроение. – 1960. – № 6. – С. 179–180.

42. К теории вдавливания штампа в пластическую среду // Журнал приклад-
ной механики и технической физики. – 1960. – № 3. – С. 214–216 (cовм. c В.
А.Жалниным).

43. 0 вдавливании тонкого тела вращения в пластическое полупространство //
Журнал практической механики и технической физики. – 1960. – № 4. –
С. 75–78.

1961
44. Об определении предельной нагрузки тел, вдавливаемых в пластическую сре-

ду // Известия АН СССР. Отделение технических наук. Механика и машино-
строение. – 1961. – № 1. – С. 173–174 (cовм. c Г. И.Быковцевым).

45. К теории неустановившейся ползучести // Проблемы механики сплошной сре-
ды : сб. ст., посв. 70-летию акад. Н. И.Мусхелишвили. – М. : Изд-во АН СССР,
1961. – С. 157–160.

46. Об определении поверхности выпучивающегося материала при вдавливании
тонкого лезвия в пластическое полупространство // Прикладная математика
и механика. – 1961. – Т. 25, вып. 2. – С. 332–335.

47. К теории сферического деформированного состояния идеально пластических
сред // Журнал прикладной механики и технической физики. – 1961. – № 1.
– С. 72–75 (cовм. c Т. Н.Мартыновой).

48. Об устойчивости полосы при сжатии // Доклады АН СССР. – 1961. – Т. 138,
№5. – С. 1047–1049 (cовм. c Л. В. Ершовым).

49. К построению теории упругости // Доклады АН СССР. – 1961. – Т. 138. – №6.
– С. 1321–1324.

50. Об основных соотношениях теории анизотропной сыпучей среды // Журнал
прикладной механики и технической физики. – 1961. – № 2. – С. 116–121 (cовм.
c Т. Н.Мартыновой).

51. О математическом описании поведения упругого изотропного тела при помощи
кусочнолинейного потенциала // Прикладная математика и механика. – 1961.
– Т. 25, вып. 5. – С. 897–905.

52. О кручении винтовых стержней из идеально жесткопластического материа-
ла // Известия АН СССР. Отделение технических наук. Механика и машино-
строение. – 1961. – № 5. – С. 124–126.
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53. О вдавливании кольцевого штампа в пластическое полупространство // Жур-
нал прикладной механики и технической физики. – 1961. – № 6. – С. 153–154
(cовм. c В. А.Жалниным, В. С.Мищенко).

54. Об учете сжимаемости в теории идеально пластических сред // Прикладная
математика и механика. – 1961. – Т. 25, вып. 6. – С. 1126–1128 (cовм. c Т.
Н.Мартыновой).

55. О двойных числах и их функциях // Математическое просвещение. – 1961. –
№ 6. – С. 197–203.

1962
56. Об идеально пластическом течении материала с учетом остаточных микрона-

пряжений // Прикладная математика и механика. – 1962. – Т. 26, вып. 4. –
С. 709–714.

57. К теории предельного равновесия оболочек вращения при кусочнолинейных
условиях пластичности // Известия АН СССР. Отделение технических наук.
Механика и машиностроение. – 1962. – № 6. – С. 95–102.

1963
58. К теории сжимаемых идеально пластических сред // Прикладная математика

и механика. – 1963. – Т. 27, вып. 3. – С. 589–592 (cовм. c Т. Н.Мартыновой).
59. О кручении призматических стержней из упрочняющегося материала при ли-

неаризованном условии пластичности // Известия АН СССР. Отделение тех-
нических наук. Механика и машиностроение. – 1963. – № 3. – С. 115–118 (cовм.
c В. В.Дудукаленко).

60. К теории сложных сред // Доклады АН СССР. – 1963. – Т. 148, № 1. – С. 64–67.
61. Об условии полной пластичности для осесимметричного состояния // Журнал

прикладной механики и технической физики. – 1963. – № 3. – С. 102–104 (cовм.
c Т. Н.Мартыновой).

62. О предельном состоянии осесимметричных тел при условиях сопротивления
сдвигу и отрыву // Известия АН СССР. Отделение технических наук. Меха-
ника и машиностроение. – 1963. – № 5. – С. 79–85 (cовм. c Т. Н.Мартыновой).

63. О кручении анизотропно упрочняющихся стержней при линеаризованном за-
коне пластического течения // Известия АН СССР. Отделение технических
наук. Механика и машиностроение. – 1963. – № 5. – С. 173–175 (cовм. c
В.В.Дудукаленко).

64. О кручении призматических стержней из идеально пластического материала
с учетом микронапряжений // Журнал прикладной механики и технической
физики. 1963. – № 5. – С. 154–157 (cовм. c И. А.Бережным).

65. Об уравнениях вязкопластического тела при кусочнолинейных потенциалах //
Известия АН СССР. Отделение технических наук. Механика и машинострое-
ние. – 1963. – № 6. – С. 12–16 (cовм. c В. А. Знаменским).

66. О сжатии полосы из упрочняющегося пластического материала жесткими ше-
роховатыми плитами // Доклады АН СССР. – 1963. – Т. 153, № 5. – С. 1024–
1026 (cовм. c В. В.Дудукаленко).

1964
67. К теории осесимметричного состояния идеально пластического материала //

Журнал прикладной механики и технической физики. – 1964. – № 5. – С. 102–
108 (cовм. c Г. И.Быковцевым, Т.Н.Мартыновой).
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68. О функциях нагружения анизотропного упрочняющегося пластического ма-
териала // Прикладная математика и механика. – 1964. – Т. 28, вып. 4. –
С. 794–797 (cовм. c Г. И.Быковцевым, В. В.Дудукаленко).

69. О предельном состоянии слоистых пластин и оболочек вращения // Известия
АН СССР. Отделение технических наук. Механика и машиностроение. – 1964.
– № 4. – С. 77–86 (cовм. c Ю. П.Листровой, Ю. В.Немировским).

70. Об устойчивости пластин в общем случае нелинейной деформационной теории
при малых деформациях // Прикладная механика. – 1964. – № 2. – С. 117–123
(cовм. c И. Д.Легеней).

71. Пластичности теория (математич.) // Физический энциклопедический сло-
варь. – М. : Сов. энцикл., 1964. – С. 37–39.

72. Пластический шарнир // Физический энциклопедический словарь. – М. : Сов.
энцикл., 1964. – С. 37.

73. Пластичности условия // Физический энциклопедический словарь. – М. : Сов.
энцикл., 1964. – С. 39.

1965
74. О влиянии вязкости на механическое поведение упруго-пластических сред //

Доклады АН СССР. – 1965. – Т. 163, № 3. – С. 595–598 (cовм. c И.
А.Бережным).

75. О свойствах общих уравнений теории идеальной пластичности // Доклады АН
СССР. – 1965. – Т. 164, № 4 (cовм. c Т. Н.Мартыновой).

76. О свойствах общих уравнений теории идеальной пластичности при кусочноли-
нейных потенциалах // Известия АН СССР. Механика твердого тела. – 1965.
– № 1. – С. 56–69 (cовм. c Г. И.Быковцевым, Т. Н.Мартыновой).

77. К теории устойчивости пластины в общем случае деформационной теории :
тр. всесоюз. конф. по устойчивости. – М. : Стройиздат, 1965.

1966
78. Теория идеальной пластичности. – М. : Наука, 1966. – 232 с.

1967
79. О некоторых случаях интегрируемости соотношений теории упрочняющихся

пластических сред при сингулярных поверхностях текучести // Инженерный
журнал. Механика твердого тела. – 1967. – № 1. – С. 143–144 (cовм. c Л.
В. Ершовым).

80. О диссипативной функции в теории упрочняющихся пластических сред //
Прикладная математика и механика. – 1967. – Т. 31, вып. 2. – С. 346–348.

81. Об условиях квазихрупкого разрушения // Прикладная математика и меха-
ника. – 1967. – Т. 31, вып. 5. – С. 537–542 (cовм. c Л. В. Ершовым).

82. О деформационных теориях пластичности при сингулярных поверхностях на-
гружения // Прикладная математика и механика. – 1967. – Т. 32, вып. 5. –
С. 887–889.

83. О диссипативной функции в теории пластических сред // Доклады АН СССР.
– 1967. – Т. 176, № 5. – С. 1037–1039.

84. О соотношениях на поверхностях разрыва напряжений в трехмерных
идеально-пластических телах // Доклады АН СССР. – 1967. – Т. 176, № 5.
– С. 1039–1042 (cовм. c Г. И.Быковцевым, Ю. М.Мяснянкиным).

85. Об одном построении теории трещин // Инженерный журнал. Механика твер-
дого тела. – 1967. – № 6. – С. 91–94.
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86. О теории трещин квазихрупкого разрушения // Журнал прикладной механи-
ки и технической физики. – 1967. – № 6. – С. 88–128.

1968
87. О соотношениях на поверхности разрыва напряжений в трехмерных идеально

жесткопластических телах // Прикладная математика и механика. – 1968. –
Т. 38, вып. 3. – С. 472–477 (cовм. c Г.И.Быковцевым, Ю.М.Мяснянкиным).

88. О кинематических соотношениях на поверхности скольжения в идеальных
жесткопластических телах // Прикладная математика и механика. – 1968. –
Т. 38, вып. 4. – С. 623–631 (cовм. c Г. И.Быковцевым, Ю. М.Мяснянкиным).

89. К задаче о внедрении гладкого клинообразного в плане штампа с плоским
основанием в жесткопластическое пространство // Инженерный журнал. Ме-
ханика твердого тела. – 1968. – № 6. – С. 115–118 (cовм. c Р. И.Непершиным).

1969
90. О деформационных теориях пластичности // Проблемы гидродинамики и ме-

ханики сплошной среды : сб. ст., посв. 60-летию акад. Л. И.Седова. – М., 1969.
– С. 233–239.

1970
91. О диссипативных функциях в теории вязкопластических сред // Проблемы

механики сплошной среды : (к 60-летию акад. В. В.Новожилова). – 1970. –
С. 67–70 (cовм. c И. А.Бережным, Е. В.Макаровым)

92. Об одной неполной задаче теории идеальной пластичности // Труды НИИ
математики ВГУ. – 1970. – С. 145–148.

93. О деформационных моделях теории пластичности и сплошных сред // При-
кладная математика и механика. – 1970. – Т. 40, вып. 3. – С. 553–557 (cовм. c
И. А.Бережным, Е. В.Макаровым).

1971
94. Об уравнениях теории идеальной пластичности в компонентах скоростей пе-

ремещений // Прикладная математика и механика. – 1971. – Т. 41, вып. 1. –
С. 183–185 (cовм. c А. Д.Чернышевым).

95. Теория упрочняющегося пластического тела. – М. : Наука, 1971. – 232 с. (cовм.
c Г.И .Быковцевым).

1972
96. О приобретенной анизотропии пластических тел // Механика сплошной сре-
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Д.Д. Ивлев родился 6 сентября 1930 года в г. Чебоксары. После окончания средней
школы в 1948 г. поступил на механико-математический факультет Московского госу-
дарственного университета им. М.В. Ломоносова, который окончил в 1953 г. В 1956
г., после окончания аспирантуры при Институте механики МГУ, он успешно защитил
диссертацию "Приближенное решение упруго-пластических задач методом малого па-
раметра". В 1959 г. после защиты диссертации "Пространственная задача теории иде-
альной пластичности Д.Д. Ивлев получает степень доктора физико-математических
наук.

Д.Д. Ивлев принадлежит к ученым, включившимся в работу по механике неупру-
гого деформирования во второй половине пятидесятых годов, в их числе были В.Д.
Клюшников, С.А. Шестериков, Б.А. Друянов, Л.В. Ершов, М.И. Ерхов, М.А. Задо-
ян, О.В. Соснин и др. В области теории идеальной пластичности Д.Д. Ивлев развил
построение теории, распространяющей на общий случай свойства соотношений, пред-
ложенных Сен-Венаном для плоской задачи теории идеальной пластичности: статиче-
ская определимость, гиперболический тип уравнений. Д.Д. Ивлевым было показано,
что соотношения, соответствующие ребру призмы Треска, принадлежат к гипербо-
лическому типу; существуют площадки скольжения, вдоль которых касательные на-
пряжения максимальны, что отражает механизм пластического деформирования и
лежит в основе теории идеальной пластичности.

Уравнения пространственной задачи теории пластичности, соответствующие пере-
сечению двух гладких поверхностей текучести, были сформулированы А.Ю. Ишлин-
ским (1944 г.). Д.Д. Ивлев (1959 г.) показал, что соотношения, соответствующие
условию полной пластичности, являются статически определимыми, соответствую-
щие уравнения принадлежат к гиперболическому типу. Были определены уравнения,
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определяющие кинематику пластического течения, показано, что они также принад-
лежат к гиперболическому типу. Установлено, что характеристические многообразия
уравнений, определяющих напряженное и деформированное состояние, совпадают.
Эти результаты были распространены на случай анизотропных и сжимаемых сред.

Использование условий изотропии пространственного состояния сплошных сред,
предложенное А.Ю. Ишлинским, позволило установить с кинематических позиций
максимальную свободу течения сред при условии равенства двух главных напряже-
ний, т.е. при условии полной пластичности (Д.Д. Ивлев, А.Ю. Ишлинский).

Д.Д. Ивлевым выполнен ряд исследований по стационарному и нестационарно-
му течению идеально-пластического материала. Исследованы разрывы напряжений и
скоростей деформаций для пространственного состояния идеально-пластических тел,
предложены уравнения обобщенной плоской задачи теории идеальной пластичности,
полученные соотношения обобщают известные соотношения Г. Генки и Х. Гейрингер.

Ряд исследований Д.Д. Ивлева посвящен определению точных решений, опреде-
ляющих пространственное пластическое течение идеально-пластического материала
между шероховатыми плитами.

Многие исследования Д.Д. Ивлева посвящены деформационной теории пластично-
сти, вопросам построения моделей теории упругости и гидродинамике, предельному
состоянию конструкций, статике и динамике сыпучих сред, механике квазихрупкого
разрушения и др.

Цикл работ Д.Д. Ивлева посвящен линеаризированным задачам жестко-
пластического и упруго-пластического состояния тел. Метод малого параметра, раз-
витый в работах Д.Д. Ивлева, позволил получить решение ряда плоских, осесиммет-
ричных, пространственных задач упругопластического состояния тел и определить
неизвестную границу, отделяющую область пластического состояния материала, опи-
сываемую уравнениями гиперболического типа, от области упругого состояния тела,
описываемой уравнениями эллиптического типа. На примере разложения в ряд клас-
сических решений Л.А. Галина и Г.П. Черепанова было установлено их совпадение
с решениями, полученными непосредственно методом малого параметра и показана
достаточно быстрая сходимость приближений.

В биографии Дюиса Даниловича Ивлева особое место занимает период его пре-
бывания в Воронеже. Именно в этот период в полную меру раскрылся его талант
ученого, педагога и организатора.

В Воронеж он приехал в 1959 году уже сложившимся, известным широкой мировой
научной общественности 29-летним ученым. Известность и авторитет Д.Д. Ивлеву
принесли результаты, полученные в области математической теории пластичности.
Наряду с А.Ю.Ишлинским, В.Прагером, Ф.Ходжем и другими учеными Д.Д. Ивлев
принадлежит к числу основоположников нового направления в построении теории
пластичности — теории течения.

Воронеж принял Д.Д. Ивлева приветливо. В университет он был принят по пригла-
шению ректора Б.И.Михантьева, ему была предоставлена хорошая квартира в уни-
верситетском доме в центре города, куда вскоре переехала его семья – жена Юлия
Дмитриевна и двое маленьких детей, сын Саша и дочь Аня. Тогда же ему была предо-
ставлена возможность создать на математико-механическом факультете и возглавить
новую кафедру – кафедру теории упругости и пластичности. Новые условия позволи-
ли Д.Д. Ивлеву в полной мере развернуть научную и образовательную деятельность,
проявить небывалый потенциал творчества. На новой кафедре Д.Д. Ивлев занялся
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постановкой новых учебных курсов, содержание которых отвечало современным на-
правлениям механики деформируемого твердого тела. Причем, каждый из курсов он
разрабатывал и читал студентам сначала сам, таким образом в течение первых двух-
трех лет он прочитал все курсы учебного плана кафедры. Этот задел позволил ему
выработать методические рекомендации по каждому курсу и, поручая кому-либо из
сотрудников новый курс, Дюис Данилович со знанием дела давал методические со-
веты по организации этого курса. Все аспиранты и молодые преподаватели посещали
лекции профессора Д.Д. Ивлева и брали их за основу курсов, которые впоследствии
читали сами. Дюис Данилович был требователен и к себе и к своим ученикам: каждый
курс обязательно должен был регулярно обновляться, пополняясь самыми последни-
ми научными результатами. Следует заметить, что практически все базовые курсы
современной кафедры механики и компьютерного моделирования – наследницы ка-
федры теории упругости и пластичности – были поставлены и отточены профессором
Д.Д. Ивлевым.

Талантливый ученый, прекрасный организатор и превосходный педагог Дюис Да-
нилович сумел в короткий срок осуществить перестройку работы механиков Воро-
нежского университета, активизировать их научную и методическую работу. Лекции
и научные семинары проф. Д.Д. Ивлева оставляли незабываемые впечатления, вос-
хищали ясностью мышления и способностью глубоко проникать в суть обсуждаемых,
вопросов. Под влиянием Д.Д. Ивлева наступили годы paсцвета механики как в Во-
ронежском университете, так и в других вузах г. Воронежа. Созданная профессором
Д.Д. Ивлевым воронежская научная школа механики деформируемого твердого тела
быстро получила союзное, а затем и мировое признание.

Одновременно Дюис Данилович начал руководство научной работой студентов и
аспирантов. Семинары, организованные Д.Д. Ивлевым, проходили 1 – 2 раза в неделю.
Появление публикации с новыми результатми или новой книги с близкой тематикой
сразу же выносилось на семинар для изучения и обсуждения. Таким образом Д.Д.
Ивлев держал своих учеников на острие современной науки. Дюис Данилович умел
вселить уверенность в своих учеников, вдохновить их на научный поиск, поддержать
в трудную минуту. Участие в научно-исследовательской работе стало каждодневной
потребностью сотрудников и аспирантов. На рис.1 – Д.Д. Ивлев (второй слева) с
коллегами и учениками на первомайской демонстрации, 1960 год.

В исследованиях, проводимых проф. Д.Д. Ивлевым и его учениками, большое вни-
мание было уделено развитию нового логического или, как говорил Д.Д. Ивлев, мо-
дельного построения теории пластичности. В работах Д.Д. Ивлева получили развитие
вопросы двойственного, эквивалентного построения теории пластичности: исходя из
формулировки условия пластичности и ассоциированного закона пластического те-
чения и исходя из определения диссипативной функции и ассоциированного закона
нагружения. Значительные результаты получены в области построения моделей для
сред, обладающих сложными реологическими свойствами. Именно в воронежский пе-
риод деятельности Д.Д. Ивлева им была написана и издана монография «Теория
идеальной пластичности», ставшая настольной книгой многих ученых, аспирантов и
студентов.

«Несомненно, что в теории пластичности имя Ивлева должно быть в одном ряду
с именами Прандтля, Ильюшина, Хилла, Соколовского, Ходжа, Быковцева, а теория
пластичности наряду с газовой динамикой и механикой разрушения была в основе
прогресса механики в прошлом, двадцатом веке. Подобно Гуку и Эйлеру, Ивлев –
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Рис. 1.

честный труженик науки, мало заботящийся о продаже своей продукции. Подобно
Эйлеру, роль и научные результаты Ивлева недооцениваются или вовсе умалчиваются
в западной печати. Подобно La Fayette, профессор Ивлев всегда руководствовался
принципом справедливости в научной борьбе, от которой он не уклонялся как многие,
а решительно вмешивался, чтобы помочь правой стороне.» [1]

В те годы в Воронеже работали известные математики, среди них М.А. Красносель-
ский, деятельность и личность которого, по словам Д.Д. Ивлева, произвели на него
большое впечатление. Сотрудничество с математиками было весьма плодотворным,
в то время Д.Д. Ивлев общался также с С.Г. Крейном, Ю.Г. Борисовичем, В.И. Со-
болевым и другими. Возглавляемая Д.Д. Ивлевым кафедра стала центром организа-
ции научной работы ученых-механиков Воронежа. В работе кафедрального семинара
участвовали преподаватели вузов города, научные работники институтов, работники
промышленных предприятий города. Кафедральный семинар стал общегородским.
Под руководством профессора Д.Д. Ивлева ежегодно проводились научные конфе-
ренции и школы, в работе которых принимали участие ученые из Москвы, Ленин-
града, Киева, Новосибирска, Ростова-на-Дону, Казани, Перми, Харькова, Краснода-
ра, Куйбышева, Риги и др. городов. На семинары и конференции «к Д.Д. Ивлеву»
приезжали такие известные ученые, как академики Ю.Н. Работнов, Л.А. Галин, про-
фессора Л.М. Качанов, В.Д. Клюшников, Г.П. Черепанов, Л.В. Ершов, Ю.Р. Леппик,
Ю.В. Немировский, М.И. Ерхов, Н.А. Талицких (участник создания и редактор всех
журналов АН СССР по механике), Зенон Мруз (Польша) и др. Работы Д.Д. Ивлева и
его учеников вызывали повышенный интерес у ученых нашей страны и зарубежья, их
существенное влияние на формирование математической теории пластичности было
и остается общепризнанным.
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На факультете начал работать диссертационный совет, и ученики Д.Д. Ивлева
становились «остепененными» исследователями и преподавателями. Авторитет Д.Д.
Ивлева, как талантливого исследователя и организатора науки, умелого руководителя
коллектива, прекрасного педагога, продолжал расти. Начали поступать предложения
из Москвы, но Дюис Данилович не торопился принять решение – он понимал, что в
Москве у него не будет таких возможностей и свободы действий, которыми он обладал
в Воронеже.

Нужно также отметить пристальное внимание, которое Д.Д. Ивлев уделял про-
явившим исследовательский талант ученикам. Среди них Д.Д. Ивлев выделял Г.И.
Быковцева: «Среди моих аспирантов был Геннадий Иванович Быковцев, он обладал
всеми теми качествами, которыми характеризуется слово – талант. Геннадий Ива-
нович стал крупным ученым.» («Опыт автобиографии», 2000 г.). Дюис Данилович
заметил талантливого юношу, с первых дней общения с ним сумел оценить его потен-
циал и всячески способствовал развитию его творческой активности. Совместно с Г.И.
Быковцевым, ставшим в скором времени профессором, Д.Д. Ивлев проводил фунда-
ментальные исследования общих соотношений теории упрочняющегося пластического
материала. В 1971 году в издательстве «Наука» вышла совместная с Г.И. Быковце-
вым монография «Теория упрочняющегося пластического тела», также получившая
самую высокую оценку научной общественности. С именем Г.И. Быковцева связа-
но и создание в Воронежском университете факультета прикладной математики и
механики, а также создание кафедры технической кибернетики и теории автоматиче-
ского регулирования. Вместе со своими учениками профессорами Г.И. Быковцевым и
И.А. Бережным Д.Д. Ивлев активно участвовал в создании научных школ механики
деформируемого твердого тела в Куйбышеве (Самаре) и Владивостоке. Д.Д. Ивлев
оказывал всяческую поддержку всем молодым талантливым ученым, поручая им от-
ветственные дела: Г.И. Быковцев был избран заведующим кафедрой гидроаэромеха-
ники и теоретической механики, В.В. Дудукаленко – заведующим кафедрой теории
упругости и пластичности. Многие из его первых учеников достигли замечательных
результатов в научных исследованиях, стали известными учеными, руководителями
коллективов: И.Д. Легеня возглавлял математико-механический факультет универси-
тета, Г.И. Быковцев был организатором и первым руководителем нового факультета
в университете – прикладной математики и механики, он же организовал и возглавил
новую кафедру – технической кибернетики и теории автоматического регулирования,
В.А. Жалнин был заместителем декана, деканом факультета прикладной математики
и механики, А.Н. Спорыхин стал заслуженным деятелем науки РФ, заведующим ка-
федрой теоретической и пракладной механики, Ю.П. Листрова возглавляла кафедру
теории упругости и пластичности, В.М. Зеленев возглавляет в Воронежском педа-
гогическом университете кафедру физики, В.Д. Коробкин возглавлял долгое время
кафедру теоретической механики в Воронежском архитектурно-строительном универ-
ситете, И.А. Бережной был генеральным конструктором одного из закрытых авиаци-
онных КБ, А.В. Чигарев многие годы возглавлял кафедру в Белорусском националь-
ном техническом университете, Т.Д. Семыкина, Ю.М. Мяснянкин, В.А. Баскаков,
Г.Ф. Филатов и многие другие ученики Д.Д. Ивлева первого поколения стали докто-
рами наук, профессорами.

Воспитанник научной школы профессора Д.Д. Ивлева Г.И. Быковцев продолжил
ее новаторские традиции и на новом факультете Воронежского университета, и впо-
следствии в Самарском и Дальневосточном университетах, а в начале двухтысячных
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годов – в качестве заместителя директора Института автоматики и процессов управ-
ления (ИАПУ) Дальневосточного отделения Российской Академии наук.

Наряду с заведованием кафедрой теории упругости и пластичности в универси-
тете Д.Д. Ивлев некоторое время заведовал кафедрой сопротивления материалов в
Воронежском политехническом институте, поставив курс сопротивления материалов
на современный для того времени уровень. Как и в университете лекции, которые
он читал для студентов, посещали все преподаватели кафедры. В Воронежском пе-
дагогическом институте Д.Д. Ивлев преподавал по приглашению ректора института
В.С. Постникова курс математики. Кроме того в политехническом и педагогическом
институтах он руководил аспирантурой, из которой впоследствии также выходили вы-
сококвалифицированные педагоги и ученые. В своей научной деятельности профессор
Д.Д. Ивлев не ограничивался чистой теорией. Он устанавливает и развивает связи с
механиками-практиками. Именно в годы его работы в Воронежском университете на
факультете заключаются первые хоздоговора с производственными предприятиями
Воронежа – КБ «Химавтоматика», завод «Эникмаш». Ряд исследований профессо-
ра Д.Д. Ивлева посвящен определению точных решений задач, имеющих прикладное
значение.

В эти же годы Д.Д. Ивлев был избран председателем профсоюзного комитета пре-
подавателей Воронежского университета. Можно только догадываться, как много вре-
мени Д.Д. Ивлев уделял работе в университете. Может быть поэтому он часто любил
работать по выходным и праздничным дням, приглашая домой своих аспирантов и
дипломников.

Нельзя не отметить весьма важную роль, как в воронежском, так и в других пе-
риодах жизни Д.Д. Ивлева, его супруги Юлии Дмитриевны: на ее плечи легли все
домашние заботы, к которым добавились и приемы гостей. Несмотря на признанный
и непререкаемый среди учеников авторитет Д.Д. Ивлева, в коллективе сложились
очень дружеские отношения. Замечательный рассказчик, наделенный обаянием, так-
том и остроумием, Дюис Данилович всегда являлся центром притяжения коллектива.
Дом Дюиса Даниловича становился рабочим кабинетом, куда постоянно приходили
аспиранты, коллеги, приезжие гости. Юлия Дмитриевна всегда была готова принять
и накормить всех, кто бывал в доме Ивлевых, а гостей каждый день было предоста-
точно. Бывало и так, что приехавшие на семинар «к Д.Д. Ивлеву» размещались в
квартире Дюиса Даниловича, и их тоже брала под свою опеку Юлия Дмитриевна.

Нужно вспомнить еще об одной черте Д.Д. Ивлева. И сам Дюис Данилович, и мно-
гие из его учеников оказались не только заядлыми футбольными болельщиками, но и
любителями самим сразиться на футбольном поле. Тренировки и матчи проводились
по всем правилам спортивного этикета. Регулярные футбольные баталии, которые
Д.Д. Ивлев организовывал вместе со своими аспирантами и коллегами в городском
парке, стали не просто развлечением, разрядкой после напряженной умственной рабо-
ты. Каждая такая встреча заканчивалась бурным обсуждением тактики и стратегии
игроков, анализом ситуаций, возникавших на футбольном поле, и зачастую это го-
рячее обсуждение продолжалось уже в стенах кафедры перед семинаром... и тут же
назначались «принципиалки». Так назывались дополнительно назначаемые матчи в
тех случаях, когда участники дискуссии не могли придти к единому мнению в оценке
действий игроков. Несмотря на небольшую разницу в возрасте Дюиса Даниловича
и его первых учеников, масштаб его личности был таков, что ученики относились к
нему с безоговорочным почтением.
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Так в короткий по времени воронежский период своей деятельности Д.Д. Ивлев
сумел собрать вокруг себя команду единомышленников, которые и составили ядро
структуры, получившей в научной среде название воронежской научной школы ма-
тематической теории пластичности профессора Д.Д. Ивлева В своем «Опыте авто-
биографии» Дюис Данилович писал: «Мне нравятся слова, принадлежащие Уильяму
Фолкнеру: «Каждого человека может спасти не масса человеческая, не система, не
общество, а только он сам, наделенный способностью и желанием отличать добро от
зла. Только он сам, не допустивший, чтобы его страхом, обманом или подачками за-
ставили отказаться от права и долга отличать справедливость от несправедливости,
мужество от трусости, жертвенность от алчности, сострадание от эгоизма.

Если вы не будете бояться замечать эти различия и делать свой выбор, тогда вы
измените мир»».

В 1965 году Д.Д. Ивлев возвращается в Москву, но связь с Воронежем, с воронеж-
скими механиками не прерывается. Он продолжает руководить аспирантами, ежегод-
но приезжает в Воронеж с лекциями по современным проблемам механики пластично-
сти, продолжает оказывать влияние на развитие механики в Воронежском универси-
тете. При деятельном участии профессора Д.Д. Ивлева в Воронежском университете
были открыты новые диссертационные советы. Его ученики теперь возглавляют уче-
ные советы по защите кандидатских и докторских диссертаций, работают доцентами
и профессорами во многих учебных заведениях Воронежа, Самары, Минска и Влади-
востока.

Профессор Д.Д. Ивлев поддерживал тесную научную связь с учеными-механиками
и других городов, внимательно следил за жизнью каждого воспитанника созданной
им замечательной научной школы. Каждый приезд Дюиса Даниловича в Воронеж
являлся крупным событием в научной жизни города. Коллеги, друзья, ученики проф.
Д.Д. Ивлева высоко ценили в нем научную смелость и талант, испытывали к нему
любовь и благодарность за щедрость, сопереживание, доброжелательность и душевное
благородство. На рис.2 – Д.Д. Ивлев (верхний ряд, седьмой справа) в Воронеже в
кругу своих учеников, 2007 год.

Вся последующая научная деятельность проф. Д.Д. Ивлева также связана с меха-
никой деформируемого твердого тела и ее важнейшей составляющей – теорией пла-
стичности.

Весомый вклад внесен им в теорию упрочняющегося пластического материала:
проф. Д.Д. Ивлев развил представления, основанные на трансляционном механиз-
ме упрочнения, предложенные в исследованиях А.Ю. Ишлинского и В. Прагера. Им
предложено построение моделей сложных сред, основанных на использовании внут-
ренних механизмов пластичности, вязкости и упругости.

В этой области механики сплошных сред проф. Д.Д. Ивлев совместно со своим
учеником проф. Г.И. Быковцевым выполнил фундаментальные исследования общих
соотношений теории упрочняющегося пластического материала.

Д.Д. Ивлеву принадлежит около 300 опубликованных работ, в том числе 7 моногра-
фий. В наши дни настольными книгами наших механиков являются уже упомянутые
выше монографии Д.Д. Ивлева "Теория идеальной пластичности М.: Наука, 1966 г.,
Д.Д. Ивлева и Г.И. Быковцева "Теория упрочняющегося пластического тела"– М.:
Наука, 1971 г., а также монография Д.Д. Ивлева и Л.В. Ершова "Метод возмущений
в теории упруго-пластического тела М.: Наука, 1978. В 1998 году Дальневосточное
отделение РАН опубликовало совместную монографию профессоров Г.И. Быковцева
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Рис. 2.

и Д.Д. Ивлева "Теория пластичности являющуюся одним из фундаментальных тру-
дов по математической теории пластичности. В 2001 и 2003 годах в издательстве
Физматлит вышла книга Д.Д. Ивлева и А.Ю. Ишлинского «Математическая теория
пластичности», в 2008 году в этом же издательстве – книга «Предельное состояние
деформируемых тел и горных пород», в авторский коллектив вошли Д.Д. Ивлев, Л.А.
Максимова, Р.И. Непершин, Ю.Н. Радаев, С.И. Сенашов, Е.И. Шемякин.

Перечисленные исследования далеко неполно охватывают проблематику научной
деятельности профессора Д.Д. Ивлева и его учеников. В созданной им научной шко-
ле защищены более двух десятков докторских диссертаций и около ста кандидатских.
Результаты, полученные Д.Д. Ивлевым, имеют фундаментальный характер для ме-
ханики деформируемого твердого тела.

Д.Д. Ивлев был председателем диссертационного совета по присуждению уче-
ной степени доктора физико-математических наук, членом экспертного совета ВАК
РФ, членом Национального комитета РАН по теоретической и прикладной механике,
ответственным редактором журнала «Вестник Чувашского государственного педа-
гогического университета им.И.Я. Яковлева. Серия «Механика предельного состо-
яния»». Д.Д. Ивлеву было присвоено звание заслуженного деятеля науки РФ, он
был избран действительным членом Национальной академии наук и искусств Чуваш-
ской Республики, академиком Международной инженерной академии и Инженерно-
технологической академии Чувашской Республики. Д.Д. Ивлев – лауреат Государ-
ственной премии Чувашской Республики в области науки и техники (2006 г.).
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1. Предварительные сведения и вводные замечания. Истоки микрополярных тео-
рий следует искать в трудах В. Фойгта (W. Voigt, 1887 г.). Микрополярная теория
упругости, впервые с необходимой полнотой изложенная в [1], может рассматриваться
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как дальнейшее обобщение теории упругости. Теория упругости, как известно, дав-
но сформировалась сначала как инженерная, а затем и как физическая наука [2].
Классическая теория упругости довольно хорошо объясняет механическое поведение
реальных твердых деформируемых тел во всех случаях, когда «зернистость» строения
тел не является существенной для объяснения их деформаций, т.е когда внутренний
характерный размер «зерна» заметно меньше геометрических размеров самого тела.

Моделирование состояний подобных «зернистых» структур основывается на пред-
положении о том, что положение элемента тела задается его местом в пространстве, а
его пространственная ориентация— при помощи трех ортонормированных векторов,
которые называются директорами. В микрополярных теориях положения и ориен-
тации считаются кинематически независимыми. В линейной теории вместо одного
тензора деформаций необходимо использовать два асимметричных тензора второго
ранга. В этих моделях напряженное состояние представляется асимметричным тен-
зором силовых напряжений и дополнительно — асимметричным тензором моментных
напряжений, поэтому упругие тела в любой несимметричной теории характеризуются
весьма значительным числом определяющих постоянных.

Уравнения микрополярной теории упругости достаточно хорошо известны [3–5] (см.
также более ранние первоисточники [6–9]). Их вывод, основанный на принципе вир-
туальных перемещений, имеется в статье [10].

Целью работы является изучение связанной системы векторных дифференциаль-
ных уравнений линейной микрополярной теории изотропного упругого тела в слу-
чае гармонической зависимости полей перемещений и микровращений от времени.
Их внимательный анализ и различные преобразования с помощью потенциалов пе-
ремещений и микровращений (безвихревых и вихревых) позволяют получить новые
системы векторных дифференциальных уравнений (как связанные, так и не связан-
ные). Естественно, что наиболее интересны только те, которые обеспечивают переход
от связанных уравнений к несвязанным. Ясно, что несвязанные уравнения лучше под-
даются дальнейшему исследованию.

Весьма похожие постановки задач возникают также в прикладных задачах связан-
ной линейной термоупругости [11]. Особенно это относится к вопросам распростра-
нения гармонических волн в гиперболических термоупругих средах [12]. Представ-
ляемая работа может рассматриваться как развитие подхода, изложенного в нашей
предыдущей работе [13], где выполнено расщепление основной связанной системы век-
торных дифференциальных уравнений гармонической микрополярной теории упруго-
сти на несвязанные уравнения. В этой же работе показано фундаментальное значение
винтовых уравнений в теории гармонических задач механики упругих тел. Заметим,
что минимально необходимые сведения, относящиеся к винтовым уравнениям, могут
быть найдены, например, в книге [14]. Полученные в настоящей работе результаты
могут найти применение в прикладных задачах механики деформируемого твердого
тела, связанных с распространением гармонических волн перемещений и микровра-
щений, характеризующихся заданным азимутальным числом, вдоль длинных цилин-
дрических волноводов. С другой стороны они выступают как дальнейшее развитие
методов и результатов, изложенных в книге [12].

Содержание представляемой работы может быть охарактеризовано следующим об-
разом. После вводного раздела рассматриваются линейные связанные дифференци-
альные уравнения микрополярной теории упругости, сформулированные в терминах
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вектора перемещений и вектора микровращений. Приводится ряд форм таких уравне-
ний. Затем, в третьем разделе, вводятся потенциалы перемещений и микровращений,
исходя из разложения векторного поля на вихревую и безвихревую составляющие.
Для потенциалов (двух скалярных и двух векторных) получена несвязанная система
для скалярных потенциалов и связанная система дифференциальных уравнений для
векторных потенциалов, которые замещают исходную систему уравнений линейной
микрополярной теории упругости в том смысле, что обеспечивают выполнимость ос-
новных уравнений микрополярной теории. В следующем, четвертом разделе вводится
вихревое векторное поле, удовлетворяющее естественному калибровочному условию,
которое само по себе оказывается в состоянии выступить как полная реализация вих-
ревых частей перемещений и микровращений. Указанное векторное поле на самом
деле складывается из четырех винтовых векторных полей. В пятом разделе получено
представление четырех винтовых векторных полей в терминах двух метагармониче-
ских векторов. Шестой раздел посвящен тем соотношениям микрополярной теории,
которые необходимы для представления асимметричного тензора деформации, тен-
зора изгиба—кручения, векторов и тензоров напряжений и моментных напряжений в
терминах метагармонических потенциалов. Аккуратное оперирование с этими форму-
лами подразумевает введение фундаментальных антисимметричных псевдотензоров
и символов.

2. Связаннные уравнения линейной теории микрополярной упругости в терминах
перемещений и микровращений. Связанные векторные дифференциальные уравнения
линейной микрополярной теории упругости, сформулированные в терминах переме-
щений и микровращений, имеют вид [10]:{

G[(1 + c1)∇ ·∇u + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u + 2c1∇× φ] = ρ∂2
··u,

GL2[(1 + c2)∇ ·∇φ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · φ]− 2Gc1(2φ−∇× u) = I∂2
··φ.

(1)

где ρ—плотность; I—коэффициент микроинерции; u— вектор перемещения; φ— век-
тор микровращения; G—модуль сдвига; ν —коэффициент Пуассона; L— характерная
длина микрополярной теории упругости; c1, c2, c3 —физически безразмерные опреде-
ляющие постоянные; ∇— трехмерный оператор Гамильтона; ∂· —частное дифферен-
цирование по времени при фиксированных пространственных переменных.

Система векторных дифференциальных уравнений с частными производными (1) в
современной литературе обычно заменяется другой. Достаточно ввести определяющие
постоянные α, β, γ, λ, µ, ε согласно

G = µ,
2ν

1− 2ν
=
λ

µ
, GL2 = γ,

c1 =
α

µ
, c2 =

ε

γ
, c3 =

β

2γ

после чего система (1) преобразуется к следующей более или менее общепринятой
форме [3, 4]:{

(µ+ α)∇ ·∇u + (µ− α+ λ)∇∇ · u + 2α∇× φ = ρ∂2
··u,

(γ + ε)∇ ·∇φ+ (γ − ε+ β)∇∇ · φ− 2α(2φ−∇× u) = I∂2
··φ,

(2)
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которая без труда преобразуется в{
(λ+ 2µ)∇∇ · u− (µ+ α)∇× (∇× u) + 2α∇× φ = ρ∂2

··u,

(β + 2γ)∇∇ · φ− (γ + ε)∇× (∇× φ)− 2α(2φ−∇× u) = I∂2
··φ.

(3)

В настоящей работе векторное дифференциальное уравнение (3) будет рассматри-
ваться в областях трехмерного пространства, обладающих свойством поверхностной
односвязанности: любая замкнутая поверхность, целиком расположенная в области
может быть стянута в точку, не выходя за границу области.

Зависимость от времени в дальнейшем исследовании предполагается гармониче-
ской, т.е. любое физическое поле Γ представляется как произведение комплексной
амплитуды (за которой мы сохраним то же самое обозначение Γ, что и для самого
поля) на комплексную гармоническую экспоненту eiωt, где ω—циклическая частота.

3. Связанные уравнения для потенциалов перемещений и микровращенией. Вос-
пользуемся хорошо известными разложениями Гельмгольца для векторов перемеще-
ний и микровращений на вихревые и безвихревые части

u = ∇Φ + ∇×Ψ,

φ = ∇Σ + ∇×H,
(4)

которые представляют указанные векторные поля с помощью скалярных потенциалов
Φ, Σ и векторных потенциалов Ψ, H.

Присоединим к (4) (хотя по-существу в этом нет никакой необходимости) калибро-
вочные соотношения

∇ ·Ψ = 0,

∇ ·H = 0.
(5)

Подстановка разложений Гельмгольца (4) в систему дифференциальных уравнений
(3) позволяет после ряда преобразований (не использующих калибровочные условия)
получить уравнения для скалярных и векторных потенциалов.

Дифференциальные уравнения для скалярных потенциалов Φ, Σ не связаны между
собой и поэтому рассматриваются как два независимых уравнения

∆Φ− 1

c2
‖
(∂·)

2Φ = 0,

∆Σ− 1

µc
2
‖
(∂·)

2Σ− Ω2

µc
2
‖
Σ = 0.

(6)

Здесь постоянные c2
‖, µc

2
‖ и Ω2 выражаются в терминах определяющих постоянных

согласно

c2
‖ =

λ+ 2µ

ρ
, µc

2
‖ =

β + 2γ

I
, Ω2 =

4α

I
.

Для векторных потенциалов Ψ, H получаются два связанных между собой вектор-
ных дифференциальных уравнения

A⊥Ψ + 2d2
⊥∇×H = 0,

B⊥H +
Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0,

(7)
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где были введены постоянные

d2
⊥ =

8c2
⊥

88c2
⊥
, 8c2

⊥ =
α

ρ
, 88c2

⊥ =
µ+ α

ρ
, 88

µ
c2
⊥ =

γ + ε

I
; (8)

и, кроме того, — два дифференциальных оператора второго порядка

A⊥ = ∆− 1
88c2
⊥

(∂·)
2, B⊥ = ∆− 1

88
µ
c2
⊥

(∂·)
2 − Ω2

88
µ
c2
⊥
. (9)

Исследование связанных уравнений для векторных потенциалов перемещений и
микровращений вызывает значительные трудности и поэтому мы сосредоточимся
именно на этих уравнениях.

Прежде всего заметим, что дифференциальные операторы A⊥ и B⊥ в условиях
гармонической зависимости от времени сводятся к

A⊥ = ∆ +
ω2

88c2
⊥
, B⊥ = ∆ +

ω2

88
µ
c2
⊥
− Ω2

88
µ
c2
⊥
. (10)

Далее введем следующие две постоянные:

α2
⊥ =

ω2

88c2
⊥
, β2

⊥ = Abs
ω2 − Ω2

88
µ
c2
⊥

,

после чего операторы A⊥ и B⊥ преобразуются к следующему виду:

A⊥ = ∆ + α2
⊥, B⊥ = ∆± β2

⊥, (11)

где выбор того или иного знака в выражении для B⊥ зависит от величины цикличе-
ской частоты изменения гармонических полей

ω2 − Ω2 ≷ 0.

В итоге в гармоническом случае связанная система уравнений для потенциалов
приобретает вид 

(∆ + α2
⊥)Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

(∆± β2
⊥)H +

Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0.

(12)

Ограничимся исследованием высокочастотных гармонических волн, когда цикли-
ческая частота ω оказывается выше порогового значения, определяемого постоянной
Ω. Тогда система уравнений (12) приводится к

(∆ + α2
⊥)Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

(∆ + β2
⊥)H +

Ω2

2 88
µ
c2
⊥
∇×Ψ = 0.

(13)

Для упрощения записи введем обозначение

g2
⊥ =

Ω2

88
µ
c2
⊥
d2
⊥.
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Окончательно приходим к следующей системе уравнений:
(∆ + α2

⊥)Ψ + 2d2
⊥∇×H = 0,

(∆ + β2
⊥)H +

g2
⊥

2d2
⊥
∇×Ψ = 0.

(14)

Внимательный анализ проведенных рассуждений показывает, что связанная систе-
ма уравнений для потенциалов (14) получается также и в несколько иной форме (и
снова без учета калибровки потенциалов):

−∇× (∇×Ψ) + α2
⊥Ψ + 2d2

⊥∇×H = 0,

−∇× (∇×H) + β2
⊥H +

g2
⊥

2d2
⊥
∇×Ψ = 0.

(15)

Для скалярных потенциалов Φ, Σ в случае гармонической зависимости полей пе-
ремещений и микровращений от времени на основании (6) приходим к уравнениям

(∇ ·∇) Φ + α2
‖Φ = 0,

(∇ ·∇) Σ + β2
‖Σ = 0,

(16)

где

α2
‖ =

ω2

c2
‖
, β2

‖ = Abs
ω2 − Ω2

88
µ
c2
‖

.

4. Фундаментальное винтовое векторное поле микрополярной теории упругости.
Представление вихревых составляющих перемещений и микровращений с помощью
винтовых векторных полей решает главную задачу настоящего исследования: переход
от связанной системы дифференциальных уравнений (15) к несвязанным уравнениям,
что в конечном итоге должно позволить найти аналитические подходы к решению
прикладных задач механики микрополярных континуумов.

Достижение этой цели начинается с рассмотрения вихревых составляющих пере-
мещений и микровращений как одного и того же вихревого векторного поля Υ, но с
различными масштабными факторами:{∇×Ψ = aΥ,

∇×H = bΥ;
(17)

при этом a priori будет выполнено естественное калибровочное условие

∇ ·Υ = 0.

Векторное поле Υ играет центральную роль во всем дальнейшем исследовании,
поэтому мы будем называть его фундаментальным винтовым полем микрополярной
теории.

Подстановка (17) в систему векторных дифференциальных уравнений (15) позво-
ляет получить следующую систему уравнений относительно поля Υ:

−a∇× (∇×Υ) + α2
⊥aΥ + 2d2

⊥b∇×Υ = 0,

−b∇× (∇×Υ) + β2
⊥bΥ +

g2
⊥

2d2
⊥
a∇×Υ = 0.
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В левой части первого из уравнений приведенной выше системы добавим и отнимем
одно и то же слагаемое (c—некоторая постоянная)

c∇×Υ;

то же самое выполним и со вторым уравнением и слагаемым (d—некоторая постоян-
ная)

d∇×Υ.

После ряда преобразований убеждаемся в том, что, если положить

a

c
=
c+ 2d2

⊥b

aα2
⊥

,
b

d
=
d+ (2d2

⊥)−1g2
⊥a

bβ2
⊥

,

то связанные уравнения для потенциалов будут удовлетворяться, когда{
−c∇×Υ + aα2

⊥Υ = 0,

−d∇×Υ + bβ2
⊥Υ = 0.

Получить одно независимое уравнение для определения векторного поля Υ удается,
если принять, что

c

d
=
α2
⊥
β2
⊥

a

b
;

тогда оказывается достаточной выполнимость следующего винтового уравнения

−∇×Υ + pα2
⊥Υ = 0, (18)

где p представляет собой отношение

p =
a

c
.

Обратимся далее к нахождению постоянных. Всего их четыре: a, b, c, d. Из них
можно образовать три независимых отношения:

p =
a

c
, q =

b

c
, s =

d

c
.

Для указанных отношений из предыдущих рассуждений получаются ровно три неза-
висимых уравнения 

p2α2
⊥ = 1 + 2qd2

⊥,

q2β2
⊥ = s2 + ps

g2
⊥

2d2
⊥
,

ps
α2
⊥
β2
⊥

= q.

Из данной выше системы уравнений можно определить постоянную q, получив сна-
чала квадратное уравнение

2d2
⊥α

2
⊥q

2 + (α2
⊥ − β2

⊥ − g2
⊥)q −

g2
⊥

2d2
⊥

= 0,

из которого находятся два различных вещественных значения для q:

4d2
⊥α

2
⊥q = β2

⊥ + g2
⊥ − α2

⊥ ±
√

(β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥)2 + 4g2

⊥α
2
⊥.
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Для постоянной p2 также получаются два различных вещественных значения со-
гласно

2α4
⊥p

2 = β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥ ±

√
(β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥)2 − 4α2

⊥β
2
⊥.

Начиная с этого момента, введем два значения p1, p2, которые соответствуют поло-
жительному и отрицательному знакам в приведенной только что формуле, и введем
также два положительных значения K1, K2 с помощью соотношений

α4
⊥p

2
1, 2 = K2

2, 1, α2
⊥p1 = ∓K2, α2

⊥p2 = ∓K1.

Ясно, что постоянные (волновые числа)K1,K2 могут быть вычислены на основании

√
2K2 =

√
β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥ +

√
(β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥)2 − 4α2

⊥β
2
⊥,

√
2K1 =

√
β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥ −

√
(β2
⊥ + g2

⊥ + α2
⊥)2 − 4α2

⊥β
2
⊥.

(19)

Заметим, что волновые числа K1, K2 в силу своего определения упорядочены со-
гласно

K2 > K1 > 0.

Таким образом, всего для параметра p имеется четыре различных вещественных
значения

∓K1, ∓K2;

в результате векторное поле Υ должно удовлетворять одному из четырех винтовых
уравнений

−∇×Υ∓K2, 1Υ = 0, (20)
где знаки ∓ и индексы 1, 2 между собой никак не согласованы.

Таким образом, имеется ровно четыре независимых поля1

Υ
2
−, Υ

2
+, Υ

1
−, Υ

1
+,

которые должны быть интегралами несвязанных векторных уравнений (20) и линей-
ные комбинации которых будут определять вихревые части векторов перемещений и
микровращений в соответствии с (17). При этом следует учитывать, что однозначно
определяется лишь отношение b/a и, поскольку

b

a
=
q

p
,

то отношение b/a имеет четыре различных значения, которые без труда находятся из
данных выше формул.

Обозначая четыре указанных значения отношения b/a через
b

a
= ∓g2, 1,

в итоге приходим к формуле для вихревых частей перемещений и микровращений

∇×
(

Ψ
H

)
=

(
1
−g2

)
Υ
2
− +

(
1
g2

)
Υ
2

+ +

(
1
−g1

)
Υ
1
− +

(
1
g1

)
Υ
1

+. (21)

1Приводимые ниже обозначения для четырех различных вариантов векторного поля Υ согласо-
ваны с четырьмя уравнениями (20), выписанными в сокращенной форме.
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В этой формуле мы полагаем

g2, 1 =
β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥ ±

√
(β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥)2 + 4α2

⊥g
2
⊥

4d2
⊥K2, 1

. (22)

Заметим, что здесь знаки ± согласованы с индексами 2, 1, т.е. последняя формула на
самом деле определяет два вещественных значения параметра g.

5. Представление вихревых частей перемещений и микровращений в терминах двух
метагармонических векторов. Следуя [13], винтовые уравнения (20) будем решать,
вводя два новых вихревых векторных потенциала Π

1
и Π

2
в соответствии с

Υ
1
∓ = ∇×Π

1
∓K1Π

1
,

Υ
2
∓ = ∇×Π

2
∓K2Π

2
.

(23)

Эти два потенциала предполагаются вихревыми, т.е.

∇ ·Π
1

= 0, ∇ ·Π
2

= 0.

Для того, чтобы векторные поля Υ
2
−, Υ

2
+, Υ

1
−, Υ

1
+ удовлетворяли винтовым урав-

нениям (20) потенциалы Π
1
и Π

2
, в свою очередь, должны удовлетворять уравнениям

Гельмгольца2

(∇ ·∇) Π
1

+K2
1Π

1
= 0,

(∇ ·∇) Π
2

+K2
2Π

2
= 0.

(24)

Подставляя в формулу (21) представления (23) для векторных полей
Υ
2
−, Υ

2
+, Υ

1
−, Υ

1
+, пренебрегая затем несущественным множителем 2, после

ряда преобразований получаем

∇×
(

Ψ
H

)
=

(
∇×Π

1
+ ∇×Π

2

g1K1Π
1

+ g2K2Π
2

)
или также

∇×
(

Ψ
H

)
=

(
∇× ∇×
g1K1 g2K2

)(Π
1

Π
2

)
. (25)

Заметим, что

g2, 1K2, 1 =
β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥ ±

√
(β2
⊥ + g2

⊥ − α2
⊥)2 + 4α2

⊥g
2
⊥

4d2
⊥

и справедливы неравенства
g2 > 0 > g1.

2В современной научной литературе уравнения Гельмгольца часто называют метагармоническими
уравнениями (metaharmonic equations), а иx регулярные решения—метагармоническими функциями
(в данном случае — метагармоническими векторными полями).
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Принимая во внимание разложения (4) и (25), приходим к следующему представ-
лению перемещений и микровращений в терминах двух метагармонических потенци-
алов: (

u
φ

)
= ∇

(
Φ
Σ

)
+

(
∇×Π

1
+ ∇×Π

2

g1K1Π
1

+ g2K2Π
2

)
. (26)

Здесь скалярные и векторные потенциалы должны удовлетворять метагармониче-
ским уравнениям (см. (16) и (24)) с волновыми числами α‖, β‖, K1, K2:

((∇ ·∇) + α2
‖)Φ = 0,

((∇ ·∇) + β2
‖)Σ = 0;

((∇ ·∇) +K2
1 ) Π

1
= 0,

((∇ ·∇) +K2
2 ) Π

2
= 0.

(27)

6. Представления для деформаций, силовых и моментных напряжений. На осно-
вании представлений (26) могут быть получены также выражения для деформаций,
силовых и моментных напряжений в терминах метагармонических потенциалов. Сна-
чала нам потребуются некоторые вспомогательные представления и формулы микро-
полярной теории упругости.

Определим имеющие фундаментальное значение в микрополярных теориях симво-
лы перестановок εijk, εijk соотношениями

εijk = εijk =


+1, если i, j, k = 123, 231, 312;

−1, если i, j, k = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.

Символы перестановок— относительные тензоры (псевдотензоры) весов +1 и −1
соответственно.

Далее рассмотрим локальные базисные триэдры, связанные с выбранной коорди-
натной системой в трехмерном пространстве: ı

s
(s = 1, 2, 3) — локальный ковариантный

базис;
s
ı (s = 1, 2, 3) — локальный контравариантный (взаимный) базис.

Базисные векторы и взаимные базисные векторы удовлетворяют следующему со-

отношению: ı
s
· kı =

k
δ
s
(k = 1, 2, 3; s = 1, 2, 3).

Наряду с символами перестановок определим ориентирующий псевдоскаляр (отно-
сительный скаляр веса +1)

e = ı
1
· (ı

2
× ı

3
).

Подчеркнем, что e > 0 для правоориентированной координатной системы, e < 0
для левоориентированной координатной системы.

Введем также следующий относительный скаляр отрицательного веса −1:

e−1 =
1
ı · (2
ı× 3

ı).

Наконец, рассмотрим истинные e-тензоры (тензоры перестановок) eijk, eijk:

eijk = eεijk,

eijk = e−1εijk,
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т.е.

eskl =

{
+
√
gεskl, если e > 0;

−√gεskl, если e < 0;

eskl =


+

1
√
g
εskl, если e > 0;

− 1
√
g
εskl, если e < 0.

Ясно, что

ı
s
× ı
k

= eskl
l
ı,

s
ı× k

ı = esklı
l
,

eskl = ı
s
· (ı
k
× ı

l
),

eskl =
s
ı · (kı × l

ı).

Учитывая изложенное выше, для e-тензора

e = esklı
s
⊗ ı
k
⊗ ı

l

нетрудно получить формулу
−I× I = e,

где I— единичный тензор.
Далее рассмотрим асимметричный тензор деформации линейной микрополярной

теории упругости
ε = ∇⊗ u− e · φ,

или
ε = ∇⊗ u− φ · e,

а также
ε = ∇⊗ u + φ · (I× I)

и
ε = ∇⊗ u + (I× I) · φ.

Тензор изгиба—кручения представляет собой градиент поля микроповоротов, т.е.
он представляет собой тензор второго ранга

κ = ∇⊗ φ
Следующие фундаментальные соотношения позволяют определить тензоры сило-

вых и моментных напряжений

t = n · σ, m = n · µ,
где t, m— векторы сил и моментов, действующих на плоский элемент, нормальный
единичному директору n.

В случае изотропной среды определяющие уравнения линейного микрополярного
упругого тела будут иметь вид

σ = (µ+ α)ε+ (µ− α)εT + λtr ε I,
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µ = (γ + ε)κ+ (γ − ε)κT + βtrκ I.

С их помощью без труда получаются формулы для векторов силовых и моментных
напряжений t и m{

t = 2µ(n ·∇)u + (µ− α)n× (∇× u) + λn(∇ · u) + 2αn× φ,
m = βn(∇ · φ) + 2γ(n ·∇)φ+ (γ − ε)n× (∇× φ).

Они используются в прикладных задачах микрополярной теории упругости при
постановке граничных условий.

Метагармонические потенциалы вводятся в данные выше формулы на основании

∇ · u = −α2
‖Φ,

∇ · φ = −β2
‖Σ;

∇× u = −(∇ ·∇) Π
1
− (∇ ·∇) Π

2
= K2

1 Π
1

+K2
2 Π

2
,

∇× φ = g1K1∇×Π
1

+ g2K2∇×Π
2
.

Следует отметить, что в некоторых случаях метагармонические уравнения (27) мо-
гут быть решены разделением пространственных переменных. Это справедливо, в
частности, в случае цилиндрической области. Поэтому полученные представления
(26) могут находить применение в прикладных задачах механики деформируемого
твердого тела, связанных с распространением гармонических волн перемещений и
микровращений, характеризующихся заданным азимутальным числом, вдоль длин-
ных цилиндрических волноводов.
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Аннотация. Рассматриваются колебания заполненного жидкостью трубопровода относи-
тельно горизонтальной оси, опирающегося на две опоры — одна из которых неподвижна,
другая может смещаться в горизонтальном направлении. Начальное движение трубы харак-
теризуется её изгибным отклонением в вертикальной плоскости, угловым во вращательном
движении вокруг горизонтальной оси и гидравлическим ударом, при действии которого внут-
реннее давление на стенки трубы приобретает вид δ-толчков. Исходная система уравнений
колебаний трубопровода приводится к уравнению Дуффинга. В переменных «действие-угол»
получена граница стохастичности, которая отделяет детерминированную область решения
от стохастической. Получено диффузионное уравнение типа Фоккера–Планка–Колмогорова,
решение которого определяет функцию плотности вероятности, с помощью которой можно
находить случайные параметры колебаний трубы для оценки её движения.

Ключевые слова: трубопровод, колебания, уравнение Дуффинга, переменные действие-
угол, граница стохастичности, стохастическое уравнение.
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УДК: 539.3

Введение. Трубопроводы являются одним из ключевых компонентов современной
промышленности, энергетики, сельского хозяйства и других многих развиваемых тех-
нологических процессов, связанных с транспортировкой жидкости и газа. Прокладка
трубопроводов проходит в разных климатических и ландшафтных условиях, которые
вместе с переменными внутренними нагрузками могут вызывать на его отдельных
участках колебательные движения. Колебания могут носить регулярный и нерегу-
лярный характер. Вопросами деформирования труб и шлангов при статическом и
динамическом нагружении занимались многие ученые. Ссылки на некоторые из них
можно найти в работе [1]. В работах [1, 2] рассмотрены пространственные колебания
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трубопровода под действием переменного внутреннего давления с учётом гидравли-
ческого удара и сил инерции. В [2] исследованы свободные колебания трубопровода.
Показано, что при учёте сил Архимеда и сил инерции Кориолиса происходит рост вра-
щательных и изгибных колебаний. В работе [1] на примере стального трубопровода с
учетом окружной и продольной деформаций трубы исследована инерционная и инер-
ционно-упругая стадия колебаний. В данной работе, используя условия нагружения
трубопровода работ [1, 2], приводится условие, при котором колебательный процесс
стохастизируется без априорных предположений о наличии в системе случайных па-
раметров [3–6].
Постановка задачи. Рассматриваются пространственные колебания трубы, за-

крепленной по концам к неподвижной и подвижной опорам [1, 2]. В начальный мо-
мент времени под действием собственного веса и внутреннего давления на стенки со
стороны жидкости труба имеет прогиб w0 и отклонена на угол ϑ0 от вертикальной
плоскости. Предполагается, что с одновременным отпусканием без начальной скоро-
сти трубы (t0 = 0) происходит гидравлический удар, который приводит к изменению
внутреннего давления — появлению δ-толчков. Колебательный процесс учитывает си-
лу сопротивления, инерционные силы переносного и относительного движения, силу
Архимеда.
Главная часть. Пусть длина трубы l, внутренний радиус r, толщина стенки тру-

бы h и суммарная масса трубы и жидкости m.
На элемент трубы длины dx и массой dm = (m/l) dx действуют силы сопротивления

[1,2]
d~Fс = −µ~Va dx, (1)

где µ — коэффициент сопротивления; ~Va — абсолютная скорость, равная сумме пере-
носной ~Ve и относительной ~Vr скоростей:

~Va = ~Ve + ~Vr. (2)

Здесь

Vr =
dw

dt
= ẇ, Ve =

dϑ

dt
= ϑ̇. (3)

Сила сопротивления (1) с учетом (2) распадается на две силы:

d~Fс = d~Fсe + d~Fсr, (4)

где
dFсe = µwθ dx, dFсr = µw dx. (5)

Силы инерции нормальная, касательная и Кориолисова соответственно будут

dF in = wϑ̇2 dm, dF iτ = wϑ̈ dm, dF ik = 2ϑ̇ẇ dm. (6)

Дифференциальное уравнение изгибных колебаний трубы с учетом окружной и
осевой деформаций будет [1, 2]

ẅ +
EIl

m
wIV − (K − PS)ϑ

m
w′′ − wϑ̇2 + µ

l

m
w − g +

B

m
= 0; (7)

здесь штрихами обозначены производные по x; E — модуль Юнга среды; S — пло-
щадь поперечного сечения трубы; I — осевой момент инерции; K — сила продольного
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натяжения трубы [1,2]:

K =
ES

2l

l∫
0

(
∂w

∂x

)2

dx;

B — сила Архимеда, действующая на всю трубу: B = πρlg(r + h), где ρ — плотность
среды.

Решение задачи запишем в одномодовом приближении в виде

w(x, t) = f(t) sin
πx

l
. (8)

С помощью метода Бубнова–Галеркина получим уравнения, которые можно запи-
сать в виде

1

2
ϑ̈f2 +

µl3

m
ϑ̇+ f

(
2(gm−K)

mπ
sinϑ+ ϑ̇ḟ

)
= 0, (9)

f̈ +
µl

m
ḟ +

EIπ4

ml3
f =

4

π

(
g − K

m

)
−
[
ESπ4

4ml3
f3 − S π

2

ml
(P0 + P1 sin(ϕt+ ϕ0))f

]
. (10)

Полагая в (9)–(10) угловые перемещения и затухание малыми, придем к уравнению
изгибных колебаний типа Дуффинга:

f̈ +
EIπ4

ml3
f +

ESπ4

4ml3
f3 =

4

π

(
g − K

m

)
+ S

π2

ml
(P0 + P1 sin(ϕt+ ϕ0))f. (11)

Правую часть данного уравнения, состоящую из двух переменных слагаемых, пред-
ставим в виде функциональных δ-толчков, длящихся бесконечно малое время и сле-
дующих периодически с периодом T = 2π/Ω [3, 4]:

Φ(t) = ω0f
∞∑

n=−∞
δ(t− nT ). (12)

Здесь ω0 — собственная частота; Ω — частота возмущаюшей силы, n = 1, 2, ... .
Предполагается δ-образность какой-либо производной, что соответствует присут-

ствию большого числа гармоник в спектральном составе внешнего возмущения.
Между двумя толчками решение запишем в виде [4]

f = A cos

[(
1 +

3

32

S

I
A2

)
ω0t+ ϕ

]
. (13)

С помощью комплексного вектора и оператора сдвига аналогично работам [3, 5]
можно получить уравнения в конечных разностях для амплитуды и фазы колебаний
трубопровода:

An+1 = 0,5An(2 + ε sin 2ϕ), (14)

ϕn+1 =
{
ϕn + 2π

ω

Ω
+ (2Γn cosϕn − ε sinϕn) + ε cos2 ϕn

}
, (15)

где фигурные скобки обозначают дробную часть аргумента;

Γn =
3SA2

n

32IΩ
εω. (16)

Если вычисление корреляционной функции U(ϕ) приводит к соотношению

Un =
1

Γn
, (17)
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то условие выполнения некоррелированности фаз lim
n→∞

Un = 0 будет, когда

Γn � 1. (18)

Выполнение (18) эквивалентно закону релаксации (расцеплению корреляций). За-
тухание корреляций ведет к стохастизации процесса [5, 6].

Вычислим корреляционную функцию Un для фазы ϕ. Для n = 1 имеем

U1 = 6

2

1∫
0

ϕ{Γϕ} dϕ−
1∫

0

{Γϕ} dϕ

 . (19)

Аналогичные выкладки приводят к формуле

Un ≈
cn
Γn

= cne
−nlgΓ, (20)

где cn — медленно меняющаяся предэкспонента. Формула выражает расцепление фа-
зовых корреляций, что приводит к случайной последовательности фаз. Расцепление
корреляций происходит за время t′ = (lgΓ)−1, которое намного меньше единицы и
много меньше периода изменения последовательных значений фаз. При выполнении
условия Γn � 1 для изучения процесса колебаний трубопровода нужно привлекать
методы теории вероятностей. Γn = 1 будет границей стохастичности [3, 4]. Гамильто-
ниан H для переменных p(t) = ḟ(t), f(t), где ḟ = ∂H/∂p, dotp = −∂H/∂f , будет

H = H0 + εH1, (21)

H0 = 0,5

(
p2 + ω2

0f
2 − Sω2

0

8I
f4

)
, H1 = 0,5f2

∞∑
n=−∞

δ(t− nT ).

В переменных действие-угол (I, θ) уравнение движения можно записать в виде [3]

İ = −ε∂H1

∂θ
, (22)

ϑ = ω(İ) + ε
∂H1

∂I
. (23)

В дальнейшем членом ε∂H1/∂I в силу малости можно пренебречь.
Введем функцию плотности вероятности G(I, θ, t) и запишем уравнение Лиувиля

∂G

∂t
= (M0 + εδM)w, (24)

где

M0 = −ω ∂

∂θ
, δM =

(
∂H1

∂θ

∂

∂I
− ∂H1

∂I

∂

∂θ

)
.

Разложим функции G(I, θ, t), R(I, θ, t) = ∂H1
∂θ (I, θ, t) в ряды Фурье:

G(I, θ, t) =

∞∑
n=−∞

Gn(I, t) exp(inθ), (25)

R(I, θ, t) =
∞∑

n,k=−∞
Rn,k(I) exp[i(nω + kΩt)]. (26)
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Подставляя (25 )–(26 ) в (24), получим уравнение Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва [3–6]:

∂Gn
∂t

+ inθ̇wn + ε
∂

∂I

∑
n,k

Rn,k(I)wn−k

 = 0. (27)

Для начального распределения Γn(I, 0) = Γ0(I, 0)δn,0, где δn,0 — символ Кронекера,
уравнение (27) приводится к виду

∂G0

∂t
+

∂

∂I
[γIw0]− 0,5

∂2

∂I2
[2γI2G0] = 0. (28)

Здесь γ = 8ε2πΩ. По данному уравнению можно составить единственным образом
дифференциальное уравнение, описывающее случайный процесс, особенностью кото-
рого является наличие внешней возмущающей силы в виде «белого шума»

√
(t):

〈
√

(t)〉 = 0, 〈
√

(t)
√

(t+ ∆t)〉 =
N0

2
δ(∆t), (29)

где N0 — постоянная спектральная плотность белого шума.
Стохастическое дифференциальное уравнение, соответствующее уравнению (28),

будет

İ = 2I

√
γ

N0

√
(t). (30)

В старых переменных колебания трубы будут

ḟ = 0,5f
√

2γ
√

0(t). (31)

В (31) сделано предположение, что белый шум имеет единичную спектральную
плотность на всей оси частот.

Уравнение ФПК, соответствующее уравнению (31), имеет вид

∂G0

∂t
= − ∂

∂f

(γ
4

+G0

)
+ 0,5

∂2

∂f2
(γf2G0). (32)

Решение (32) дает значение функции плотности состояния, с помощью которой
можно проводить исследования в стохастической области случайных колебаний тру-
бопровода, в частности, оценивать устойчивость колебаний в среднем квадратическом
и по вероятности.
Заключение. Рассмотрены пространственные колебания трубы, закрепленной по

концам к неподвижной и подвижной опорам, под действием собственного веса, внут-
реннего давления с учётом силы сопротивления, инерционных сил и гидравлического
удара. Сложное динамическое нагружение трубы дает возможность выделения возму-
щающей силы в виде функциональных δ-толчков. Получена граница стохастичности,
отделяющая детерминированную область решения от стохастической.

Приводится стохастическое диффузионное уравнение типа Фоккера–Планка–Кол-
могорова, решение которого определяет функцию плотности вероятности, с помощью
которой можно находить случайные параметры колебаний трубы для оценки её со-
стояния.
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Abstract. Vibrations of a liquid-filled pipeline relative to the horizontal axis are considered.
The pipe is supported by two supports — a movable and a fixed one. The initial movement of
the pipe is characterized by is bending, angular deflection and hydraulic shok, after which the
internal pressure on the pipe walls takes the form of δ-shoks. The system of equations for pipeline
vibrations is reduced to the Duffing equation. A stochasticity boundary is obtained that divides
the deterministic domain of the solution from the stochastic one. The Fokker–Plank–Kolmogorov
diffusion equation is obtained, which makes it possible to determine the standard deviation of the
bending vibrations of the pipe.
Keywords: pipeline, oscillation, Duffing equation, action-angle variables, stochastic boundary,
stochastic equation.
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Аннотация. С использованием принципа трехмерного подобия напряженно-деформиро-
ванного состояния в структурных элементах конструкции осуществлено численное модели-
рование статического сжатие образцов из пористого алюминия. Принцип позволяет учесть
неоднородность распределения напряжений и деформаций, вызванных наличием пор, и ва-
рьировать количеством структурных элементов (представительных объемов) при сохранении
коэффициента пористости и характерных размеров образца. Расчетно–экспериментальным
методом осуществлена идентификация диаграмма деформирования материала основы пори-
стого алюминия. На основании сравнения численных и экспериментальных данных о сжатии
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Введение
В современной технике все большее применение находят пористые металлы, кото-
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и электропроводностью и имеют отличные демпфирующие свойства. Определение
напряженно–деформированного состояния является актуальной задачей при проек-
тировании конструкций из пористых металлов. На механические свойства пористых
материалов в основном влияют коэффициент пористости [1–3], форма полостей [4–6]
и характеристики материала основы [7, 8]. На практике влияние этих факторов учи-
тывают посредством усреднения механических свойств и переходят к рассмотрению
сплошного материала [9]. В этом случае не учитывается неоднородность напряженно–
деформированного состояния в представительном объеме. Использование точной гео-
метрической структуры пористого материала позволяет численно смоделировать осо-
бенности распределения напряжений и деформаций [10], но подобный расчет тре-
бует огромного количества вычислительных ресурсов. Неоднородность напряженно–
деформированного состояния при наличии пор можно оценить при помощи принципа
трехмерного подобия, сформулированного следующим образом: при деформировании
в подобных условиях нагружения геометрически подобных тел из одинакового ма-
териала напряжения и деформации, возникающие в конструкции, идентичны. Этот
принцип позволяет заменить набор одинаковых представительных объемов на один
геометрически подобный им структурный элемент, в котором при моделировании ре-
ализуется среднее по этому набору напряженно–деформированное состояние. Такой
подход учитывает неоднородность напряженно–деформированного состояния в струк-
турном элементе при сохранении величины пористости и характерных размеров де-
формируемого тела. Появляется возможность управлять объемом вычислительных
ресурсов посредством варьирования количеством структурных элементов. В рабо-
тах [11, 12] показана эффективность принципа двумерного подобия при численном
моделировании упругопластического изгиба и устойчивости густо перфорированных
пластин и оболочек. В данной работе описан экспериментально расчетный метод иден-
тификации диаграммы деформирования основы пористого материала и представлены
результаты исследования эффективности принципа трехмерного подобия для задач
статического сжатия пористых образцов.
Идентификация диаграммы деформирования материала основы
Восстановление диаграммы деформирования материала основы осуществляется на

базе экспериментальных данных о статическом сжатии пористого образца в жест-
кой обойме. При испытании использовался цилиндрический образец диаметром 30
мм и высотой 20 мм. Начальная пористость образца в эксперименте составляла 0,64.
Максимальные значения условной деформации образца при сжатии достигали 45%.
При этом контактного взаимодействия берегов пор не наблюдалось. Восстановление
диаграммы деформирования материала основы осуществлялось посредством методи-
ки, предложенной в работе [13]. Пористый алюминий из–за наличия полостей имеет
геометрически сложную внутреннюю структуру, и вследствие этого — переменное
поперечное сечение, как в недеформированном состоянии, так и в процессе сжатия.
Построение истинной диаграммы деформирования материала основы производилось
итерационным путем. В каждой итерации осуществлялась коррекция зависимости ин-
тенсивности истинных напряжений σi от интенсивности логарифмических деформа-
ций ei таким образом, чтобы удовлетворить с заданной точностью экспериментальной
зависимости сжимающей силы от перемещения захватного приспособления испыта-
тельной машины. С этой целью строится корректировочная функция α(e) = Fэ(e)

Fчм(e) ,
Fэ(e), Fчм(e) — экспериментальная и численно полученная зависимости сжимающей
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силы от относительного изменения длины образца. По результатам численного моде-
лирования определяется зависимость максимального значения интенсивности дефор-
маций emaxi (e) от относительного изменения длины образца. Корректировка истинной
диаграммы деформирования осуществляется по формуле: σ̄i(emaxi ) = α(e)σi(e

max
i ).

Итерационный процесс корректировки продолжается до тех пор, пока зависимости
Fэ(e) и Fчм(e) не совпадут с точностью 5%. Для первой итерации корректировки
можно использовать любую выпуклую диаграмму деформирования упрочняющегося
материала [13]. В данном исследовании в качестве начальной была принята диаграмма
деформирования для пористого образца, полученная из экспериментальных данных
в предположении, что образец состоит из сплошного материала. Для численного мо-
делирования выбран кубический структурный элемент с шаровидной порой внутри.
Коэффициент пористости определялся, как отношение объемов полости и куба, огра-
ничивающего структурный элемент. При испытаниях на сжатие начальная пористость
образца составляла 0,64. Необходимого значения пористости возможно достичь, если
взять полость в виде куба со скругленными ребрами и вершинами. На рисунке 1 пред-
ставлена геометрическая модель структурного элемента, которая позволяет учесть
возможную локальную потерю устойчивости в перегородках между порами.

Рис. 1. Структурный элемент

При моделировании статического сжатия пористого образца в жесткой обойме пред-
полагалось, что все структурные элементы деформируются одинаково. Поэтому для
проведения вычислений использовался один столбец высотой 20 мм, состоящий из
пяти представительных объёмов. Моделирование сжатия пористой структуры осу-
ществлено методом конечных элементов с использование программного комплекса
Abaqus [14]. Конечно–элементная модель одного структурного элемента состояла из
14240 расчетных ячеек. Для моделирования использован лагранжев конечный эле-
мент с восемью узлами. В программном комплексе Abaqus такой тип конечного эле-
мента имеет обозначение C3D8R. На нижнем торце рассмотренного столбца из струк-
турных элементов задавалось нулевое значение вертикальных перемещений, на верх-
нем торце — постоянная скорость вертикальных перемещений. Величина скорости
сжатия равнялась 1 мм/с, что позволяло пренебречь нестационарными эффектами.
В расчёте на боковых поверхностях задавались нулевые значения нормальных пере-
мещений и касательных напряжений. При интегрировании по времени использована
явная схема типа «крест».

Используемая методика позволила за 4 итерации получить истинную диаграмму
деформирования материала основы с точностью менее 5%. Описанный способ позво-
ляет осуществлять идентификацию диаграммы деформирования материала основы
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для пористых образцов первоначально однородной структуры при больших дефор-
мациях и неоднородном напряженно–деформированном состоянии различного вида
(растяжение, сжатие, сдвиг).

Для проверки достаточной точности построенной диаграммы деформирования с
использованием 5 структурных элементов было проведено численное моделирование
сжатия столбцов высотой 20 мм из 10 и 20 представительных объемов. Связь между
истинными напряжениями и деформациями в материале основы описывалась вос-
становленной диаграммой деформирования. Постановка задачи численного модели-
рования аналогична постановке для столбца из 5 структурных элементов в жесткой
обойме. Расчеты показали, что результаты для 5, 10 и 20 структурных элементов раз-
личаются менее чем на 1%, при этом отличие усилий не превышает 5% от эксперимен-
тальных данных. Таким образом, для восстановления диаграммы деформирования
материала основы достаточно столбца из 5 структурных элементов. При моделирова-
нии сжатия напряженно–деформированное состояние во всех структурных элементах
одинаково кроме граничных, в которых нарушается принцип трехмерного подобия
из–за задания на их торцах постоянных скоростей перемещения. В представительных
объемах происходит локальная потеря устойчивости перегородок между порами при
относительном перемещении подвижного торца 0,1. Локальная потеря устойчивости
происходит во всех внутренних структурных элементах одновременно.

Для моделирования сжатия пористого образца в жесткой обойме с учетом реаль-
ного размера структурного элемента, который равнялся 0,3 мм, понадобилось бы рас-
смотреть столбец из 67 структурных элементов. Применение принципа трехмерного
подобия для пористого материала позволило осуществить процедуру идентификации
диаграммы деформирования материала основы с использованием столбца из 5 струк-
турных элементов.
Использование принципа трехмерного подобия при моделировании сжа-

тия пористых образцов со свободными боковыми поверхностями
При экспериментальном исследовании статического сжатия пористого тела со сво-

бодными боковыми поверхностями использовался цилиндрический образец высотой
20 мм и диаметром 70 мм. С использованием принципа трехмерного подобия и вос-
становленной диаграммы деформирования материала основы исследовано статиче-
ское сжатие пористого образца со свободными боковыми поверхностями. В качестве
геометрических моделей рассмотрены параллелепипеды с одним и пятью представи-
тельными объёмами по высоте и с различным количеством структурных элементов в
горизонтальной плоскости. На рисунке 2 продемонстрированы геометрические моде-
ли пористого образца. Для снижения вычислительных затрат учтена геометрическая
симметрия сжимаемой структуры и рассмотрена 1

4 часть конструкции. На поверхно-
стях, вырезающих 1

4 часть расчетной области, задавалось равенство нулю нормальных
перемещений и касательных напряжений.

Как и в задаче сжатия пористого образца в жесткой обойме, на нижнем торце за-
давалось нулевое значение вертикальных перемещений, на верхнем торце — скорость
вертикальных перемещений, равная 1 мм/с.

На рисунке 3 представлена зависимость сжимающей силы, приведенной к площади
поперечного сечения экспериментального образца, от относительного перемещения
верхнего торца и количества структурных элементов.
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Рис. 2. Геометрические модели пористой структуры: а — 1 элемент, б — 9 элементов, в — 25
элементов, г — 125 элементов

Рис. 3. Изменение сжимающей силы от относительного перемещения верхнего торца образца
в зависимости от количества структурных элементов

Максимальные погрешности наблюдаются для одного структурного элемента при
относительном перемещении верхнего торца более 0,4. Связано это с тем, что осред-
нение одним структурным элементом неоднородных вдоль радиуса напряженно-
деформированных состояний в структурных элементах недостаточно для получения
результатов с приемлемой точностью. Численное моделирование показало, что для
геометрических моделей с 9, 25 и 125 представительными объемами наблюдаются
различия напряженно–деформированного состояние в структурных элементах по ме-
ре удаления от центра геометрической модели. Локальная потеря устойчивости в
перегородках происходит при относительном перемещении подвижного торца 0,06.
Сначала теряют устойчивость перегородки в структурных элементах, прилежащих
к боковым свободным поверхностям. При дальнейшем сжатии образца наблюдается
потеря устойчивости во внутренних структурных элементах. В последний момент те-
ряют устойчивость перегородки в структурных элементах, расположенных в центре
геометрической модели. Результаты расчетов с 9, 25 и 125 структурными элемента-
ми различаются менее чем на 1%, при этом отличие усилий от экспериментальных
данных не превышает 6%.

Для проведения численного расчета сжатия пористого образца со свободными боко-
выми поверхностями с учетом реального размера представительного объема, равного
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0,3 мм, потребовалось бы порядка 187 тыс. структурных элементов. Принцип трех-
мерного подобия позволил смоделировать сжатие пористого образца со свободными
боковыми поверхностями с использованием 9 структурных элементов.
Заключение
Исследована эффективность применения принципа трехмерного подобия при чис-

ленном моделировании сжатия образцов из пористого алюминия. Данный принцип
позволяет учесть неоднородность распределения напряжений, деформаций при на-
личии полостей и сократить объем вычислительных ресурсов путем варьирования
количеством структурных элементов, сохраняя коэффициент пористости и характер-
ные размеры конструкции. С использованием принципа трехмерного подобия разрабо-
тан экспериментально–расчётный метод идентификации диаграммы деформирования
материала основы пористого образца. При численном моделировании сжатия цилин-
дрического образца из пористого алюминия в жесткой обойме с использованием явной
схемы интегрирования по времени применение принципа трехмерного подобия сокра-
тило на два порядка объем вычислительных ресурсов, а при моделировании сжатия
образца со свободными боковыми поверхностями — на 5 порядков. Это позволило
за 4 часа осуществить расчеты неоднородного напряжено–деформированного состоя-
ния образцов из пористого алюминия на локальном четырехъядерном персональном
компьютере.
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THREE-DIMENSIONAL MODELING OF LARGE DEFORMATIONS FOR
POROUS METALS AND DEFINITION OF THEIRS STRESS–STRAIN

DIAGRAMS

National Research Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Russia

Abstract. Using the principle of three–dimensional similarity of the stress–strain state in
structural elements of the construction, a numerical simulation of static compression of specimen
made of porous aluminum was performed. The principle allows us to take into account the
heterogeneity of the distribution of stresses and deformations caused by the presence of pores, and
to vary the number of structural elements (representative volumes) while maintaining the porosity
coefficient and the characteristic size of the specimen. The numerical and experimental method
was used to identify the stress–strain diagram of the carcass material. Based on the comparison
of numerical and experimental data on the compression of porous specimen, the effectiveness of
applying the three–dimensional similarity principle for this class of problems is estimated.
Keywords: porous metals, three–dimensional similarity principle, finite element method,
compression, strain diagram.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ПРОЦЕССОВ СЛОЖНОГО УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО
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Аннотация. Представлена верификация математической модели теории процессов путем
сравнения численных расчетов с экспериментальными данными при сложном упругопласти-
ческом деформирования стали 45 по некоторым многозвенным ломаным траекториям.

Ключевые слова: пластичность, теория процессов, сложное нагружение, многозвенная тра-
ектория деформирования, моделирование процессов, экспериментальные данные.
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При численном моделировании процессов сложного неупругого деформирования
материалов по плоским неаналитическим траекториям в девиаторном пространстве
формоизменения А.А. Ильюшина [1] использованы определяющие соотношения тео-
рии упругопластических процессов, которые в скалярной форме имеют вид [2]

dSk
ds

= M1
dЭk
ds

+

(
dσ

ds
−M1 cosϑ1

)
Sk
σ
,
dϑ1

ds
+ κ1 = −M1

σ
sinϑ1, (1)

где Sk,Эk(k = 1, 3) – координаты векторов напряжений σ̄ и деформаций Э̄ формо-
изменения соответственно; s – длина дуги траектории деформирования; ϑ1 – угол

© Алексеев А. А., Зубчанинов В. Г., Гультяев В. И., 2020
Алексеев Андрей Алексеевич
e-mail: alexeew@bk.ru, кандидат технических наук, доцент кафедры сопротивления матери-
алов, теории упругости и пластичности, Тверской государственный технический университет,
г. Тверь, Россия,
Зубчанинов Владимир Георгиевич
e-mail: vlgzub@gmail.com, доктор технических наук, профессор кафедры сопротивления ма-
териалов, теории упругости и пластичности, Тверской государственный технический универ-
ситет, г. Тверь, Россия,
Гультяев Вадим Иванович
e-mail: vig0@mail.ru, доктор технических наук, заведующий кафедрой автомобильные доро-
ги, основания и фундаменты, Тверской государственный технический университет, г. Тверь,
Россия.

Поступила 20.06.2020
64



ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ... 65

сближения, функционал векторных свойств материала; ϑ0
1 – значение ϑ1 в началь-

ной точке аналитического участка траектории; σ – функционал процесса скалярных
свойств материала; κ1 – кривизна,M1, dσ/ds – функционалы процесса, зависящие от
параметров внутренней геометрии траектории деформаций: s, κ1, ϑ

0
1. Определяющие

соотношениями (1) в соотвествии с частным постулатом изотропии А.А. Ильюшина [1]
учитывают как скалярные свойства материалов, характеризующие связь между инва-
риантами девиаторов напряжений и деформаций, так и векторные свойства, характе-
ризующие несоосность девиаторов напряжений, деформаций и их приращений. Угол
сближения ϑ1 характеризует отклонение вектора напряжений от касательной к тра-
ектории деформирования в каждой ее точке и отражает влияние векторных свойств
материала на процесс деформирования.

В качестве закона упрочнения для процессов, близких к простому нагружению мо-
жет быть использован приближенный закон упрочнения Одквиста–Ильюшина σ =
Ф(s), который мало отличается от универсального закона Роша и Эйхингера σ = Ф(Э)
при простом нагружении и не учитывает историю нагружения в явном виде. Такое
пренебрежение параметрами внутренней геометрии траектории деформирования κ1

и ϑ0
1 может приводить к недостоверным результатам при практических расчетах, осо-

бенно для траекторий большой кривизны и траекторий с ϑ0
1 > 90◦. Поэтому создание

новых математических моделей, описывающих неупругое деформирование материа-
лов и построение на их базе более точных аппроксимаций функционалов, учитываю-
щих все параметры сложности процесса, является важной задачей теории пластично-
сти.

Для многозвенных прямолинейных траекторий, имеющих сложную историю нагру-
жения, предложены аппроксимации функционалов

σ(s) = Ф(s) +Afp0 Ω (∆s)−∆σк, (2)

M1 = 2Gp +
(
2G− 2G0

p

)
f q, (3)

где ∆s = s − sтк – приращение длины дуги траектории после ее первого излома в
некоторой точке K ; ∆σк = Ф(sтк)− σт

к – разница в точках излома между значениями
универсальной функции Одквиста–Ильюшина и расчетным значением модуля векто-
ра напряжений σт

к; G – модуль упругости второго рода (модуль сдвига); 2Gp = Ф(s)/s
– удвоенный пластический модуль при простом нагружении; индекс «нолик» у пла-
стического модуля сдвига Gp соответствует его значению в точке излома траектории;

Ω (∆s) = −
[
γ∆s e−γ∆s + b

(
1− e−γ∆s

)]
– функция, описывающая после излома траектории скалярный нырок напряжений
при сложной разгрузке и последующем вторичном пластическом деформировании;

f =
1− cosϑ1

2
; f0 = f(ϑ0

1) =
1− cosϑ0

1

2

– функция, учитывающая ориентацию вектора напряжений в процессе деформирова-
ния и ее значение в точке излома для каждого из участков неаналитической траекто-
рии; A, b, γ, p, q – параметры аппроксимаций, которые определялись по предложеной
методике на основе базовых опытов по двузвенным ломаным [3], для которых имеется
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уже достаточно большой банк экспериментальных данных. Для аппроксимации уни-
версальной функции упрочнения Одквиста–Ильюшина использовались выражения

σ = Ф(s) =


2G

α
(1− e−αs), если 0 < s ≤ sт,

σт + 2G∗(s− sт) + σ∗(1− e−β(s−sт)), если s > sт,

где σт =
√

2/3σт; σт – предел текучести при растяжении; sт – граница участков
диаграммы деформирования, разделяющая упругую часть и площадку текучести
(0 ≤ s ≤ sт) от участка самоупрочнения материала (s > sт); σ∗, G∗, α, β – экспе-
риментально определяемые параметры материала из опытов на простое нагружение.

Для определения параметров аппроксимаций функционалов [3] использован базо-
вый опыт для двузвенной ломаной с углом 135 градусов. Общая диаграмма прослежи-
вания процесса деформирования σ(s) такой траектории в сравнении с универсальной
функцией σ = Ф(s) представлена на рис. 1.

Рис. 1. К определению параметров аппроксимаций функционалов.

Для вычисления параметров были получены формулы

ω =
Ф(smax)− σ(smax)

Ф(sм)− σ(sм)
=

b

b+ e−(1+b)
, b = LambertW

(
− ωe

−1

ω − 1

)
;

A =
Ф(smax)− σ(smax)

b fp0
, γ =

dФ0
ds + 2G

A(1 + b)
=

b fpo
(
dФ0
ds + 2G

)
[Ф(smax)− σ(smax)](1 + b)

,

позволяющие при найденном значении параметра b и различных показателях степени
p найти спектр значений параметров A, b, γ, выбор которых определяется наилучшим
соответствием данным базового опыта.

При заданных начальных условиях для координат вектора деформаций Эk (k =
1, 3) и угла сближения ϑ0

1 определяющие соотношения (1) с конкретизированными
функционалами (2), (3) сведены к задаче Коши, для численного решения которой
и определения координат вектора напряжений Sk (k = 1, 3) и угла ϑ1 для каждо-
го участка неаналитической траектории использовался метод Рунге-Кутты четвер-
того порядка точности в программном приложении MathWorks MATLAB. То есть,
для моделирования процессов задаются экспериментальные траектории деформаций,
а траектории напряжений получаются в результате интегрирования определяющих
соотношений.
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Экспериментальное исследование было выполнено на автоматизированном испы-
тательном комплексе СН-ЭВМ имени А.А. Ильюшина в лаборатории механических
испытаний кафедры «Сопротивление материалов, теории упругости и пластичности»
Тверского государственного технического университета. В качестве образцов для мак-
роэкспериментальных исследований были использованы тонкостенные цилиндриче-
ские оболочки из стали 45, имеющие в рабочей части длину l = 110 мм, толщину
h = 1 мм и диаметр срединной поверхности d = 31 мм, в стенках которых при до-
статочно большом отношении радиуса к толщине реализуется плоское напряженное
состояние. Процесс нагружения предполагался изотермическим, а деформации – ма-
лыми. Начальная изотропия материала образцов с достаточной степенью точности
была подтверждена в опытах при простом (пропорциональном) нагружении. Экс-
перименты реализованы при непрерывном деформирования образцов с постоянной
скоростью 10−6 сек−1, которая позволяет выбрать кратковременную ползучесть ма-
териала при нормальной температуре и исследовать процессы упругопластического
деформирования без эффектов ползучести.

Для оценки достоверности расчетных результатов по предлагаемой математической
модели на плоскости Э1 − Э3 девиаторного пространства деформаций E5 реализова-
ны неаналитические многозвенные кусочно-ломаные траектории. Программа первого
эксперимента [3] при жестком (кинематическом) нагружении по траектории дефор-
маций, состоящей из четырех звеньев с углами излома θ = 135◦, представлена на рис.
2, а экспериментальные и расчетные результаты – на рис. 3–5. Экспериментальные
данные на рисунках обозначены точками, модельные данные – сплошной линией.

Рис. 2. Четырехзвенная траектория деформа-
ций.

Рис. 3. Отклик по напряжениям.

Эксперименты показывают, что начальное отклонение ϑ0
1 вектора напряжений при

изломе траектории соответствует углу излома ϑ0
1 ≈ θ только в случае предшествую-

щего простого нагружения, то есть при первом изломе многозвенной траектории или
для двузвенных ломаных [4]. Поэтому, например, для траектории деформаций на рис.
2 углы излома одинаковые θ = 135◦, но величины скалярных «нырков» напряжений
различны (см. рис. 4). Значение ϑ0

1 уменьшается (см. рис. 5), если излом траектории
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Рис. 4. Диаграмма деформирования σ − s .

Рис. 5. Диаграмма ϑ1 −∆s.

происходит в сторону отклонения вектора напряжений (второй излом для траекто-
рии на рис. 2), и увеличивается когда излом происходит в сторону противополож-
ную отклонению вектора напряжений (третий излом). Таким образом, на величины
«нырков» напряжений влияют не углы излома траектории θ, одинаковые в данном
опыте, а начальное отклонение ϑ0

1 вектора напряжений. Это необходимо учитывать
в численных расчетах, поэтому в модели при последующих изломах для начального
отклонения вектора напряжений принималось ϑ0

1 = θ ± ϑк
1 , где ϑк

1 - расчетное зна-
чение угла сближения в конце предшествующего участка перед изломом траектории
деформаций.

Программа второго эксперимента (рис. 6) представляет пятизвенную траекторию
деформаций [5] с углами излома 56, 3◦, 33, 7◦, 90◦, 121◦, причем в этой траектории все
изломы производились в сторону противоположную от отклонения вектора напряже-
ний, то есть значение ϑ0

1 увеличивалось. Экспериментальные и модельные данные для
данной траектории изображены на рис. 7–9.

Для рассмотренных траекторий деформаций сопоставление модельных данных с
экспериментальными показывает их качественное и удовлетворительное количествен-
ное соответствие по скалярным свойствам, в том числе модельные данные адекватно
описывают нырки напряжений (см рис. 4, 8) после изломов траектории на различные
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Рис. 6. Пятизвенная траектория деформаций. Рис. 7. Отклик по напряжениям.

Рис. 8. Диаграмма деформирования σ − s .

по величине углы. Также наблюдается хорошее соответствие расчетной и эксперимен-
тальных кривых, характеризующих векторные свойства материала (см. рис. 5, 9). Это
показывает достаточную для практических задач точность построенных аппроксима-
ций функционалов используемой математической модели теории процессов.

Таким образом, проведенная верификация математической модели теории про-
цессов при сопоставлении результатов расчета и экспериментальных данных при
упругопластическом деформировании материала сталь 45 по плоским многозвенным
кусочно-ломаным траекториям подтверждает правильность моделирования процессов
сложного нагружения материала для данного класса траекторий деформаций.
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Рис. 9. Диаграмма ϑ1 −∆s.
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технологической практики, так и для фундаментальной механики деформируемого
твердого тела.

На трубах, подверженных внутреннему давлению, тестировались различные тео-
рии ползучести [1]. Задача о деформировании трубы интересна тем, что напряженное
состояние в ней является трехосным и все главные значения тензора напряжений от-
личны от нуля. При этом задача является простейшей одномерной задачей.

Здесь в рамках теории малых деформаций рассматривается краевая задача о де-
формировании толстостенной цилиндрической трубы вследствие действия равномер-
ного внутреннего давления, когда накапливаемые материалом необратимые деформа-
ции могут быть как деформациями ползучести, так и пластичности.
1. Основные соотношения модели. Полные деформации dij в рамках модели

малых деформаций представляют собой сумму обратимой eij и необратимой pij сла-
гаемых

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

. (1)

В зависимостях (1) ui — компоненты вектора перемещений, xi — пространственные
координаты точек деформируемого тела.

Для тензора напряжений в теории малых деформаций справедлив закон Гука

σij = λekkδij + 2µeij . (2)

Здесь λ, µ — параметры Ламе.
Предполагается, что необратимые деформации pij нарастают в деформируемом ма-

териале с самого начала процесса деформирования. При этом необратимые деформа-
ции могут быть двух видов: необратимыми деформациями ползучести и пластически-
ми деформациями. Моделирование поведения материала при накоплении им сначала
необратимых деформаций ползучести, а затем пластических деформаций будем про-
водить, используя подход, впервые предложенный в [2, 3]. Этот подход заключается
в том, что первоначальное накопление необратимых деформаций материала связано
с его вязкими свойствами. Затем с ростом напряжений и при выходе их на поверх-
ность текучести механизм производства необратимых деформаций меняется с мед-
ленного вязкого на быстрый пластический. На продвигающихся по деформируемому
телу упругопластических границах изменяются механизмы накопления необратимых
деформаций с ползучести на пластичность и наоборот. Условие непрерывности необ-
ратимых деформаций на упругопластических границах приводит к необходимости
согласования законов ползучести и пластичности.

На примере рассматриваемой здесь краевой задачи покажем согласование в законе
ползучести Нортона [4] и в условии пластичности максимального приведенного на-
пряжения (критерий Ивлева – Ишлинского) [5] в условиях активного нагружения.
Условие Ивлева – Ишлинского является кусочно-линейным. Использование кусочно-
линейных потенциалов при построении моделей необратимого деформирования стало
классическим в теории идеальной пластичности. Помимо условия Ивлева – Ишлин-
ского можно отметить условие пластичности максимального касательного напряже-
ния (условие Треска) и некоторые другие. Благодаря такому подходу при исследова-
нии необратимого деформирования удалось получить ряд фундаментальных резуль-
татов теории идеальной пластичности.
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Диссипативный механизм деформирования свяжем только с вязкими и пластиче-
скими свойствами материалов. Если напряженное состояние деформируемого мате-
риала еще не достигло поверхности текучести, диссипативный механизм деформиро-
вания определяется степенным законом ползучести Нортона [4]

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ =
3

2
max |σi − σ| , γij = εvij =

∂V

∂σij
. (3)

В зависимостях (3) σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, σ =
1
3 (σ1 + σ2 + σ3), εvij — тензор скоростей деформаций ползучести, B, n — заданные
параметры ползучести материала.

Когда возрастающие с ростом нагрузки напряжения достигают поверхности нагру-
жения, диссипативный механизм деформирования изменяется с вязкого на пластиче-
ский и инициируется процесс пластического течения. Выберем условие пластичности
максимального приведенного напряжения (критерий Ивлева – Ишлинского) [5] в ка-
честве поверхности текучести.

max |σi − σ| =
4

3
k. (4)

Здесь k — предел текучести.
Для скоростей пластических деформаций εpij выполняется ассоциированный закон

пластического течения

γij = εpij = ξ
∂f

∂σij
, γij = εpij = ξk

∂f (k)

∂σij
, ξ > 0, ξk > 0. (5)

Первая форма ассоциированного закона соответствует грани условия пластичности
(4), а вторая — ребру этого же условия.

К моменту времени, когда начинается процесс пластического течения, в деформи-
руемом материале уже имеются накопленные необратимые деформации ползучести.
Они становятся начальными для последующего роста пластических деформаций.
2. Постановка краевой задачи и ее решение до пластического течения.

Рассмотрим цилиндрический слой вязкоупругопластического материала, расположен-
ный между двумя соосными цилиндрами с радиусами r = r0 и r = R (R > r0). Этот
слой находится под воздействием возрастающего со временем давления, равномерно
приложенного к его внутренней поверхности. Таким образом, краевые условия задачи
в цилиндрической системе координат r, ϕ, z можно представить в виде

σrr|r=r0 = −p(t), σrr|r=R = 0, (6)

где p(t) — задаваемая функция давления.
Для отличных от нуля компонент тензора деформаций в рассматриваемом случае

из формул (1) получим

drr = err + prr =
∂u

∂r
, dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

r
, dzz = ezz + pzz = 0. (7)

В зависимостях (7) через u обозначена единственная отличная от нуля компонента
ur вектора перемещений.
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Согласно закону Гука (2) получим соотношения для диагональных компонент тен-
зора напряжений, все остальные компоненты которого равны нулю,

σrr = (λ+ 2µ)err+λ (eϕϕ + ezz) , σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λ (err + ezz) ,

σzz = (λ+ 2µ)ezz + λ (err + eϕϕ) .
(8)

Решение поставленной краевой задачи будем искать в рамках квазистаического
подхода. Для этого запишем единственное для рассматриваемого случая уравнение
равновесия

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0. (9)

Из соотношений (3) имеем

V = B

(
σϕϕ −

1

2
σrr −

1

2
σzz

)n
, εvrr =

∂prr
∂t

= −1

2
εϕϕ = −1

2

∂pϕϕ
∂t

= εvzz =

=
∂pzz
∂t

= −1

2
Bn

(
σϕϕ −

1

2
σrr −

1

2
σzz

)n−1

,

εvrr + εvϕϕ+εvzz = 0, prr + pϕϕ + pzz = 0.

(10)

Используя зависимости (7) и (10) получим:

err =
∂u

∂r
− prr, eϕϕ =

u

r
+ 2prr, ezz = −prr. (11)

Подставляя соотношения (11) в зависимости (8), найдем

σrr = (λ+ 2µ)
∂u

∂r
+λ

u

r
− 2µprr, σϕϕ = λ

∂u

∂r
+ (λ+ 2µ)

u

r
+ 4µprr,

σzz = λ
∂u

∂r
+ λ

u

r
− 2µprr.

(12)

Перепишем уравнение равновесия (9) с учетом зависимостей (12)

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2
=

2µ

λ+ 2µ

(
∂prr
∂r

+ 3
prr
r

)
. (13)

Компонента тензора необратимых деформаций prr(r, t) = −pϕϕ удовлетворяет диф-
ференциальному уравнению, следующему из второй формулы (10) и зависимостей
(12),

∂prr
∂t

= −1

2
Bnµn−1

(
−∂u
∂r

+ 2
u

r
+ 6prr

)n−1

. (14)

К системе уравнений (13) и (14) с краевыми условиями (6) добавим начальное усло-
вие prr(r, 0) = 0. Для решения полученной системы дифференциальных уравнений
была разработана конечно-разностная схема.
3. Пластическое течение. Увеличение давления со временем приводит к тому,

что в момент времени t = t0 выполняется условие пластичности (4) на внутренней гра-
нице r = r0 цилиндрического слоя. В дальнейшем от внутренней границы r = r0 ци-
линдрического слоя происходит разрастание области r0 ≤ r ≤ m(t), в которой накап-
ливаются необратимые деформации за счет пластического течения. В вязкоупругой
области m(t) ≤ r ≤ R материал продолжает накапливать необратимые деформации
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ползучести. Упругопластическая граница r = m(t) движется от внутренней грани-
цы слоя к внешней и отделяет растущую пластическую область от уменьшающейся
вязкоупругой области.

Перепишем условие пластичности Ивлева – Ишлинского (4) в следующей форме

σϕϕ − 1/2σrr − 1/2σzz = 2k. (15)

Отметим, что соотношения (11) и (12) остаются верными в обеих областях дефор-
мирования r0 ≤ r ≤ m(t) и m(t) ≤ r ≤ R.

Сделав несложные арифметические вычисления над зависимостями (12) и (15) най-
дем компоненту prr тензора необратимых деформаций в области пластического тече-
ния r0 ≤ r ≤ m(t)

prr =
1

6

(
∂u

∂r
− 2

u

r
+ 2

k

µ

)
. (16)

Учитывая соотношения (12) и (16) уравнение равновесия в области пластического
течения r0 ≤ r ≤ m(t) примет вид

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− a2 u

r2
=

6k

3λ+ 5µ

1

r
, a =

√
3λ+ 2µ

3λ+ 5µ
. (17)

Решенив дифференциальное уравнение (17), получим перемещение в области r0 ≤
r ≤ m(t)

u = C1(t)ra + C2(t)r−a + 2kr/µ, (18)

где C1(t), C2(t) – неизвестные функции интегрирования.
В области m(t) ≤ r ≤ R остаются верными уравнения (13) и (14). К данным урав-

нениям добавим краевые условия (6) и условия непрерывности перемещений и компо-
ненты prr тензора необратимых деформаций на упругопластической границе r = m(t).
Таким образом получается система уравнений, из которой методом конечных разно-
стей находятся следующие величины: перемещение u и компонента необратимых де-
формаций prr в вязкоупругой области m(t) ≤ r ≤ R; функции интегрирования C1(t),
C2(t); упругопластическая граница m(t).

В некоторый последующий момент времени t = t1 напряженное состояние дефор-
мируемого материала в окрестности внутреннего цилиндра r = r0 достигает ребра
призмы Ивлева – Ишлинского (4):

σϕϕ − 1/2σrr − 1/2σzz = −σrr + 1/2σϕϕ + 1/2σzz = 2k. (19)

Начиная с момента времени t = t1 от внутренней границы цилиндрического слоя
r = r0 разрастается еще одна область пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t), в которой
напряжения удовлетворяют условию (19). В области m1(t) ≤ r ≤ m(t) пластическое
течение осуществляется при выполнении условия (15). В уменьшающейся вязкоупру-
гой области m(t) ≤ r ≤ R продолжают накапливаться необратимые деформации пол-
зучести. Теперь в материале цилиндрического слоя движутся две упругопластические
границы r = m(t) и r = m1(t). Упругопластическая граница r = m(t) отделяет область
вязкоупругого деформирования m(t) ≤ r ≤ R от области течения m1(t) ≤ r ≤ m(t). А
упругопластическая граница r = m1(t) отделяет пластические области r0 ≤ r ≤ m1(t)
и m1(t) ≤ r ≤ m(t) друг от друга.
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В вязкоупругой области m(t) ≤ r ≤ R продолжают выполняться зависимости (13)
и (14). Выражения (16) и (18) справедливы в области пластического течения m1(t) ≤
r ≤ m(t).

Из второй формы ассоциированного закона (5) и условия пластичности (19) для
области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t) найдем

εprr = −1/2ξ1 − ξ2, εpϕϕ = ξ1 + 1/2ξ2, εpzz = −1/2ξ1 + ξ2,

εprr + εpϕϕ + εpzz = 0, prr + pϕϕ + pzz = 0.
(20)

Из условия (19) и соотношений (8) следует, что

err + eϕϕ − 2ezz = 0. (21)

С учетом зависимостей (20) и (21) из соотношений (7) в области течения r0 ≤ r ≤
m1(t) получим

err =
∂u

∂r
− prr, eϕϕ =

1

3

(
2
u

r
− ∂u

∂r

)
+ prr, ezz =

1

3

(
∂u

∂r
+
u

r

)
. (22)

Подставив соотношения (22) в (8), найдем

σrr = (λ+ 2µ)
∂u

∂r
+ λ

u

r
− 2µprr, σzz =

(
λ+

2µ

3

)(
∂u

∂r
+
u

r

)
,

σϕϕ =

(
λ− 2µ

3

)
∂u

∂r
+

(
λ+

4µ

3

)
u

r
+ 2µprr.

(23)

В пластической области r0 ≤ r ≤ m1(t) из (19) и (23) найдем компоненту prr тензора
необратимых деформаций

prr =
1

3

(
2
∂u

∂r
− u

r
+ 2

k

µ

)
. (24)

Из уравнения равновесия (9) в области течения r0 ≤ r ≤ m1(t) с учетом (23) и (24)
следует дифференциальное уравнение для перемещения

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2
=

8k

3λ+ 2µ

1

r
. (25)

Учитывая первое краевое условие из (6), получим решение уравнения (25) в виде

u =
4k

3λ+ 2µ
r ln

r

r0
+
C3(t)

r
− 3

2

p(t)

3λ+ 2µ
r. (26)

Уравнения (13) и (14), выполняющиеся в вязкоупругой области m(t) ≤ r ≤ R, вме-
сте со вторым условием из (6) и условиями непрерывности перемещений и компонен-
ты prr тензора необратимых деформаций на упругопластических границах r = m(t)
и r = m1(t) являются системой уравнений для следующих величин: u, prr в области
m(t) ≤ r ≤ R, C1(t), C2(t), C3(t), m(t) и m1(t).

При расчетах использовалась линейная функция p(t) = αt и значения постоянных:
n = 3, Bnµ3/α = 82.12, λ/µ = 3.9, r0/R = 0.1, k/µ = 0.003. Распределение ненулевых
компонент prr, pϕϕ и pzz тензора необратимых деформаций в зависимости от безраз-
мерного радиуса r/R в момент времени τ = αt/µ = 0.015 показано на рис. 1. На рис. 2
представлены графики напряжений σrr, σϕϕ и σzz и обратимых деформаций err, eϕϕ
и ezz в этот же момент времени.
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Рис. 1. Распределение компонент тензора необратимых деформаций по слою

Рис. 2. Распределение компонент тезоров напряжений и обратимых деформаций по слою

Здесь решена одномерная краевая задача о необратимом деформировании мате-
риала толстостенной цилиндрической трубы. Предварительно материал накапливает
необратимые деформации ползучести. Затем они становятся начальными для после-
дующего накопления пластических деформаций. Сначала напряженное состояние в
процессе пластического течения удовлетворяет грани условия пластичности Ивлева
– Ишлинского, а потом выходит на ребро указанного условия. В прошлом году ав-
торами решена подобная задача, в которой вместо условия пластичности Ивлева –
Ишлинского рассматривалось условие пластичности Треска [6]. В полученном здесь
решении область пластического течения, соответствующая грани условия Ивлева –
Ишлинского, оказалась очень узкой в отличие от области течения, соответствующей
грани условия Треска. Также имеются отличия во внешнем виде компонент ezz, pzz
и σzz. Это связано с тем, что при условии Ивлева – Ишлинского все эти компоненты
присутствуют изначально, а при условии Треска они сначала равны нулю и начинают
изменяться только при выходе напряженного состояния на ребро призмы.
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Аннотация. В работе теоретически найдена микрогеометрия поверхности трения фрикци-
онной пары тормозного механизма, соответствующая равномерному распределению контакт-
ного давления на поверхности. Построена замкнутая система алгебраических уравнений, поз-
воляющая получить решение задачи оптимального проектирования пары трения «барабан-
накладка» тормозного механизма грузового автомобиля в зависимости от геометрических и
механических характеристик его элементов.

Ключевые слова: фрикционная пара, накладка, барабан, износ, равномерное распределение
контактного давления.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.56.69.008
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Введение. Исследования напряженно-деформированного состояния в деталях
фрикционной пары тормозного механизма «барабан-накладка», широко используе-
мых в различных грузовых автомобилях, показывают, что деформации и контактное
давление распределяются неравномерно по трущимся поверхностям. Неравномерное
распределение контактного давления на поверхности трения служит причиной нерав-
номерного износа накладки и барабана. В связи с этим необходимо, чтобы проек-
тируемая фрикционная пара «барабан-накладка» обладала минимальной неравно-
мерностью распределения давления на трущихся поверхностях барабана и наклад-
ки. Повысить работоспособность фрикционной пары тормозного механизма «бара-
бан-накладка» возможно конструкторско-технологическими методами, в частности,
изменяя микрогеометрию узла трения. В настоящее время имеется недостаточно ре-
шений задач по определению микрогеометрии поверхности трения [1–12], при которой
созданное поле напряжений препятствует разрушению элементов пары трения. Реше-
ние этой проблемы будет способствовать повышению работоспособности фрикционной
пары «барабан-накладка» тормозного механизма.
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Цель работы — разработка математической модели контактного взаимодействия
и изнашивания для фрикционной пары «барабан-накладка», позволяющей рассчи-
тать оптимальную микрогеометрию поверхности трения, при которой распределение
контактного давления близко к равномерному для заданных режимах торможения
автомобиля.
Постановка задачи. Рассмотрим напряженно-деформированное состояние фрик-

ционной накладки при торможении автомобиля. При многократном повторно-крат-
ковременном режиме торможения происходит взаимодействие между контактирую-
щими поверхностями накладки и барабана, возникают силы трения, приводящие к
изнашиванию материалов сопряжения. Для определения контактного давления необ-
ходимо рассмотреть износоконтактную задачу о вдавливании накладки в поверхность
тормозного барабана [13].

Считается, что к внутренней поверхности барабана с механическими характеристи-
ками G1 (модуль упругости) и µ1 (коэффициент Пуассона материала) прижимается
накладка с характеристиками G и µ. При этом область контакта занимает всю ширину
накладки и не меняется при торможении.

Полагаем, что выполняются условия плоской деформации. Отнесем накладку к
полярной системе координат rθ, выбрав начало координат в центре концентрических
окружностей L0 и L с радиусами R0 и R соответственно. Представим неизвестную
границу наружного контура накладки L′ в виде

r = ρ(θ); ρ(θ) = R+ εH(θ), H(θ) =

∞∑
k=0

(a0
k cos kθ + b0k sin kθ),

в которой функция H(θ) подлежит определению. Здесь ε = Rmax/R — малый пара-
метр; Rmax — наибольшая высота впадины (выступа) неровности профиля накладки.

Аналогично, неизвестный заранее внутренний контур барабана близок круговому
и может быть представлен в виде

ρ1(θ) = R′1 + εH1(θ); H1(θ) =

∞∑
k=0

(a1
k cos kθ + b1k sin kθ),

в которой функция H1(θ) также подлежит определению при решении задачи оптими-
зации.

Требуется определить микрогеометрию поверхности трения (функции H(θ) и
H1(θ)), при которых распределенное контактное давление трущейся пары было бы
близко к равномерному для заданных режимах торможения автомобиля. Это допол-
нительное условие позволяет определить искомые функции H(θ) и H1(θ).
Метод решения. Для решения поставленной задачи оптимизации вначале реша-

ется износоконтактная задача о вдавливании накладки в поверхность барабана [13].
Условие, связывающее перемещения накладки и барабана, имеет вид

v1 + v2 = δ(θ), (|θ| 6 θ0), (1)

где δ(θ) — осадка точек поверхности накладки и барабана, определяемая формой
поверхности накладки и барабана, а также величиной прижимающей силы P ; 2θ0 —
угол обхвата фрикционных накладок.

В зоне контакта, помимо нормального давления p(θ, t), действует касательное уси-
лие, связанное с контактным давлением по закону Амонтона–Кулона.
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Усилия трения τrθ(θ, t) способствуют тепловыделению в области контакта. Общее
количество тепла в единицу времени пропорционально мощности сил трения. Ко-
личество тепла, выделяемое в единицу времени на единичной площади контакта с
координатой θ, будет

Q(θ, t) = V fp(θ, t),

где V — скорость движения автомобиля в момент торможения; f — коэффициент
трения пары.

Общее количество тепла Q(θ, t) будет расходоваться следующим образом: поток
тепла в накладку Q1(θ, t) и поток тепла на повышение температуры барабана Qb(θ, t).

Для перемещений накладки и барабана имеем

v1 = v1e + v1r + v1w, v2 = v2e + v2r + v2w.

Здесь v1e — термоупругие перемещения точек контактной поверхности накладки;
v1r — перемещения, вызванные смятием микровыступов поверхности накладки; v1w —
перемещения, вызванные изнашиванием поверхности накладки; v2e, v2r, v2w — то же
для тормозного барабана.

Для определения v1e, v1r и v2e, v2r решаются задачи термоупругости для накладки
и барабана соответственно. Коэффициенты теплопроводности материалов накладки
и барабана в осевом, окружном и радиальном направлении приняты одинаковыми и
независимыми от координат и температуры. Накладку будем моделировать круговым
(кривым) брусом с сечением, близким к узкому прямоугольнику (рис. 1).

Рис. 1. Схема расчета оптимальной микрогеометрии поверхности трения фрикционной на-
кладки

Для накладки имеет место

∆T = 0, при r = ρ(θ) λ
∂T

∂n
= −Q, T = Tc при r = R0,

T = Tc при θ = 0; T = Tc при θ = 2θ0,

при r = ρ(θ) σn = −p(θ), τnt = −fp(θ), при r = R0 vr = 0, vθ = 0.
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На прямолинейных концах накладки граничные условия принимаются в виде

R∫
R0

σθ dr = 0,

R∫
R0

τrθ dr = 0,

R∫
R0

σθr dr = 0 при θ = ±θ0.

Здесь λ — коэффициент теплопроводности материала накладки; ∆ — оператор Ла-
пласа; T — температурная функция; Tc — температура окружающей среды; n, t —
нормаль и касательная к наружной поверхности накладки; vr, vθ — радиальная и ка-
сательная составляющие вектора перемещений точек L соответственно; σr, σθ, τrθ —
компоненты тензора напряжений.

Аналогично ставится задача термоупругости для определения перемещений v2e, v2r

контактной поверхности барабана.
Для определения v1w и v2w используется кинетическое уравнение изнашивания ма-

териала для накладки и барабана [14,15].
Температурные функции, напряжения и перемещения в накладке и тормозном ба-

рабане, а также контактное давление ищем в виде разложений по малому параметру,
в которых пренебрегаем для упрощения членами, содержащими степени выше первой:

T = T (0) + εT (1) + ... , σt = σ
(0)
t + εσ

(1)
t + ... , τnt = τ

(0)
nt + ετ1

nt + ... ,

u = u(0) + εu(1) + ... , v = v(0) + εv(1) + ... , p = p(0) + εp(1) + ... .

Значения температуры и компонент напряжений при r = ρ(θ) найдем, разлагая
в ряд выражения для напряжений в окрестности r = R. С помощью метода возму-
щений для граничной задачи термоупругости получаем последовательность краевых
задач для накладки с круговыми границами для внутренней и наружной поверхно-
сти [16]. Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференциальных урав-
нений плоской термоупругости. Решение краевой задачи теории теплопроводности в
каждом приближении ищется методом разделения переменных. При решении задачи
термоупругости в каждом приближении используется термоупругий потенциал пере-
мещений и метод степенных рядов.

На основе полученного решения задачи термоупругости и интегрирования кинети-
ческого уравнения изнашивания материала накладки в нулевом приближении нахо-
дим перемещения v0

1 ее контактной поверхности. Аналогично решается задача тер-
моупругости для тормозного барабана. На основе полученного решения задачи тер-
моупругости для барабана и кинетического уравнения изнашивания материала тор-
мозного барабана в нулевом приближении находится перемещение v0

2 его контактной
поверхности. Найденные величины v0

1 и v0
2 подставляются в основное контактное усло-

вие (1) в нулевом приближении.
Алгебраизацию основного контактного уравнения проводим аналогично [1]. В ре-

зультате получаем бесконечную алгебраическую систему относительно α0
k (k = 0, 1,

2, ...), β0
k (k = 1, 2, ...) и α1

k, β
1
k и т.д. Полученные системы позволяют численными

методами найти контактное давление в нулевом приближении.
Далее аналогично строится решение износоконтактной задачи в первом приближе-

нии. Повторяя процедуру построения алгебраических систем для нахождения иско-
мых коэффициентов, получаем бесконечную алгебраическую систему относительно
α1
k,0 (k = 0, 1, 2, ...), β1

k,0 (k = 0, 1, 2, ...) и α1
k,1, β

1
k,1 и т.д.
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В правые части бесконечных алгебраических систем входят коэффициенты a0
k, b

0
k,

a1
k, b

1
k разложения функций H(θ) и H1(θ). При известных функциях H(θ) и H1(θ) по-

лученные системы дают возможность найти контактное давление p1(θ, t). Полученная
алгебраическая система уравнений пока не является замкнутой.

В правые части полученных алгебраических систем входят коэффициенты a0, a0
k,

b0k, a
1
0, a1

k, b
1
k разложения функций H(θ) и H1(θ). Для построения недостающих урав-

нений используем критерий равномерного распределения контактного давления на
поверхности трения накладки и барабана. Пусть p̄ будет оптимальное значения кон-
тактного давления на поверхности трения. Величину p̄ требуется определить в про-
цессе решения задачи оптимального проектирования.

Формула для контактного давления, которую символически можно записать в виде

p(θ, t) = F (θ, t, a0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) (k = 1, 2, ... ,m), (2)

показывает, что контактное давление линейно зависит от искомых коэффициентов a0
k,

b0k, a
1
k, b

1
k рядов Фурье функций H(θ) и H1(θ).

Таким образом, функции H(θ) и H1(θ), описывающие профиль поверхности тре-
ния, должны быть выбраны так, чтобы обеспечивалось равномерное распределение
контактного давления наилучшим образом.

Для построения недостающих алгебраических уравнений для нахождения коэф-
фициентов a0

k, b
0
k, a

1
k, b

1
k функций H(θ) и H1(θ) используем принцип наименьших

квадратов.
Контактное давление p узла трения является независимой переменной θ и (4m+ 2)

параметра a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k. Время считается свободным параметром. Параметры

a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k постоянны (в общем случае зависят от времени), но заранее неиз-

вестны и подлежат определению. Для отыскания неизвестных параметров производим
ряд вычислений.

Разобьем отрезок [−θ0, θ0] изменения θ на M частей, где M > 4m+ 2:

θi = −θ0 + i∆θ, ∆θ =
2θ0

M
, (3)

p(θi, t) = F (θi, t, a
0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) (i = 1, 2, ... ,M).

Найдем такие значения неизвестных параметров, которые будут обеспечивать значе-
ниям функции контактного давления (3) постоянное значение наилучшим образом.

Принцип наименьших квадратов утверждает, что наиболее вероятными значениями
параметров будут такие, при которых сумма квадратов отклонений εi будет наимень-
шей:

U =

M∑
m=1

[
F (θi, t, a

0
0, a

0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k)− p̄

]2 → min . (4)

Для любого момента времени рассматриваем a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k, b
1
k (k = 1, 2, ... ,m)

как независимые переменные и приравниваем нулю частные производные от левой
части (4) по этим переменным. В результате получим (4m+ 3) уравнений с (4m+ 3)
неизвестными:

∂U

∂a0
0

= 0,
∂U

∂a0
k

= 0,
∂U

∂b0k
= 0, (k = 1, 2, ... ,m), (5)

∂U

∂a1
0

= 0,
∂U

∂a1
k

= 0,
∂U

∂b1k
= 0,

∂U

∂p̄
= 0.
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Составление и решение системы (5) значительно упрощается, так как функция F (θi, t,
a0

0, a
0
k, b

0
k, a

1
0, a

1
k, b

1
k) линейна относительно неизвестных параметров. Эта система урав-

нений замыкает бесконечную алгебраическую систему износоконтактной задачи и сов-
местно с ней должна решаться для фиксированных значений времени.
Анализ результатов моделирования. Совместное решение полученных систем

уравнений позволяет найти приближенные значения коэффициентов a0
k, b

0
k, a

1
k, b

1
k, p̄

и αk, βk. В рассматриваемой задаче имеется много свободных параметров, таких как
различные теплофизические и механические характеристики материалов, геометри-
ческие размеры накладки и тормозного барабана, скорость движения автомобиля.
Для численной реализации предложенного метода были проведены расчеты приме-
нительно к тормозным механизмам грузовых автомобилей КамАЗ-5320. В качестве
постоянных параметров были приняты: R = 0,19 м; hH = 0,016 м — толщина наклад-
ки; bH = 0,14 — ширина накладки; Rδ = 0,2 м; RHδ = 0,25 м — наружный радиус
барабана; f = 0,35; K1 = 1,5 · 10−6; K2 = 2 · 10−8 — коэффициенты износостойкости
материала накладки и барабана; E = 6,9 · 103 МПа; E1 = 1,8 · 105 МПа; µ = 0,4;
µ1 = 0,3 для серого чугуна материала барабана.

Были найдены значения параметров управления (коэффициенты a0
0, a0

k, b
0
k, a

1
0, a1

k,
b1k) в зависимости от физико-механических характеристик фрикционной пары «бара-
бан-накладка» для разных моментов времени. В разложении искомых функций H(θ)
и H1(θ) ограничивались k = 5 членами.

Результаты расчета по определению микрогеометрии контактной поверхности тре-
ния в начальный момент t = 0 (для различных скоростей движения автомобиля при
торможении) приведены в табл. 1.

Таблица 1. Значения коэффициентов Фурье для оптимальной шероховатости (мкм)
(строка 1 относится к шероховатости накладки)

a0 a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3 b4 b5
V = 50 км/ч

1 0,432 0,345 –0,273 0,226 0,128 0,080 0,459 0,319 –0,147 0,108 0,072
2 0,304 0,221 0,202 –0,188 0,104 0,076 0,265 0,231 0,126 0,079 0,066

V = 80 км/ч
1 0,499 0,433 –0,347 0,268 0,155 0,083 0,479 0,329 –0,218 0,137 0,082
2 0,332 0,219 0,149 –0,121 0,103 0,080 0,284 0,249 0,153 0,012 0,079

Заключение. Знание коэффициентов a0
k, b

0
k, a

1
k, b

1
k функций H(θ) и H1(θ) поз-

воляет на стадиях проектирования и изготовления выбирать класс шероховатости
обработанной внешней поверхности накладки и внутренней поверхности тормозного
барабана, обеспечивающий повышение износостойкости фрикционной пары тормоз-
ной системы грузового автомобиля за счет равномерного распределения контактного
давления.
Обозначения: p(θ, t) — контактное давление между накладкой и барабаном при

торможении; ε — малый параметр; H(θ) — функция, описывающая микрогеометрию
наружной поверхности накладки; H1(θ) — функция, описывающая микрогеометрию
внутренней поверхности тормозного барабана; R и R0 — радиусы окружностей кон-
туров L и L0 соответственно; a0

k, b
0
k — коэффициенты ряда Фурье функции H(θ);



86 Э.С. ВЕЛИЗАДЕ

a1
k, b

1
k — коэффициенты ряда Фурье функции H1(θ); ρ(θ) — функция, описывающая

наружную поверхность накладки; f — коэффициент трения фрикционной пары; t —
время; V — скорость движения автомобиля в момент торможения; α0

k, β
0
k, α

0
k,0, β

0
k,0,

α1
k, β

1
k, α

0
k,1, β

0
k,1 — коэффициенты ряда Фурье для функций, определяющих контакт-

ное давление; T (r, θ) — температурная функция; λ — коэффициент теплопроводности
материала накладки; τ0 — предельная удельная сила трения, ниже которой истира-
ние поверхности фрикционной пары практически не происходит; Rmax — наибольшая
высота неровности поверхности накладки; ∆ — оператор Лапласа; Q∗(θ, t) — поток
тепла на повышение температуры накладки.
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OPTIMUM DESIGN OF FRICTION PAIR WITH UNIFORM PRESSURE

FOR A BRAKE MECHANISM

Azerbaijan Technical University, Baku, Azerbaijan

Abstract. In the present work a microgeometry of friction surface for friction pair of a brake
mechanism is theoretically found. The obtained microgeometry corresponds to uniform distribution
of contact pressure on the surface. A closed system of algebraic equations is constructed. It
allows one to obtain the solution of the optimal design problem for a “drum-lining” friction pair
of the truck’s brake mechanism depending on geometric and mechanical characteristics of brake
mechanism elements.

Keywords: friction pair, lining, drum, wear, uniform distribution of contact pressure.
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Аннотация. Исследуется длительное разрушение оболочки и пластины при ползучести в
активной среде в условиях нестационарного сложного напряженного состояния. Учет влия-
ния среды на время до разрушения осуществляется с помощью введения в определяющие и
кинетические дробно-линейные соотношения функции от интегрально средней концентрации
среды. Проведено сравнение времен до разрушения при использовании скалярного и вектор-
ного параметров поврежденности. Определены особенности использования дробно-линейной
модели для описания процессов длительного разрушения.
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Введение. Актуальность решения вопросов о безопасной эксплуатации матери-
алов и элементов конструкций несомненна. Наиболее часто ответственные элементы
конструкций во время длительной эксплуатации подлежат воздействию ряда деструк-
тивных факторов, среди них надо отметить следующие: высокая температура и ак-
тивная рабочая и/или окружающая среда в сочетании с продолжительным действием
внешних нагрузок. Таким воздействиям, например, подвергаются типовые элементы
конструкций как оболочка и пластина. Влияние активной среды может определяться
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как диффузионным проникновением ее элементов внутрь материала, так и коррози-
онно-активным влиянием, которому присуще активные химические процессы взаимо-
действия рабочих и/или окружающих сред с материалами элементов конструкций.
Особое значение приобретает изучение таких процессов при высокотемпературном
длительном нагружении металлических материалов и конструкций в условиях пол-
зучести [1–7].

В настоящей статье рассматривается диффузионное влияние активной среды на
оболочку и пластину, которые изготовлены из металлических материалов. Указанные
типовые элементы находятся в условиях нестационарного длительного нагружения
при воздействии на них высоких температур, которые вызывают в металлическом
материале процессы ползучести. С учетом накопления повреждений такие процессы
с течением времени приводят к разрушению элементов конструкций.

Исследования по этим направлениям актуальны и имеют как фундаментальный,
так и прикладной характер при расчете элементов конструкций энергетического и
авиационно-космического назначения.
1.Дробно-линейная модель ползучести. Для описания ползучести металлов

и сплавов в одномерном случае наибольшее распространение получила степенная за-
висимость скорости установившейся ползучести ṗ от напряжения σ, которая имеет
вид

ṗ = ασn, α = const .

Она достаточно хорошо аппроксимирует экспериментальные данные в выбранном уз-
ком диапазоне напряжений для широкого класса металлических материалов и спла-
вов, но, как отмечал Ю.Н.Работнов [1], если брать достаточно широкий диапазон
напряжений, то показатель степени n становится зависящим от напряжения σ.

Одним из возможных вариантов соотношений для описания процессов ползучести
является дробно-линейная зависимость [8], которая в ряде случаев позволяет доста-
точно хорошо выразить скорость ползучести как функцию от напряжения в широком
диапазоне напряжений. С.А.Шестериков и М.А.Юмашева предложили использовать
такую зависимость в следующем виде:

ṗ = β
σ − σ0

σb − σ
, σ > 0, β = const,

где σ0 — предел ползучести (при σ < σ0 деформация ползучести практически от-
сутствует), во многих случаях можно принять σ0 = 0; σb — предел кратковременной
прочности при соответствующей температуре испытания.

При напряжениях, близких к σb, скорость деформации ползучести ṗ существенно
возрастает, и в рассматриваемые времена наступает разрушение. Таким образом, в
указанном дробно-линейном соотношении напряжение σb выполняет роль предельно-
го напряжения. В отличие от стандартной степенной зависимости, где напряжение
может выбираться сколь угодно большим, в данной сингулярной зависимости напря-
жение ограничено величиной σb, что является более обоснованным с физической и
механической точек зрения.

Качественный график зависимости, предложенной С.А.Шестериковым и М.А.
Юмашевой, при σ0 = 0 представлен на рис. 1.
2.Диффузия активной среды. Приближенный метод решения уравнения

диффузии. Для анализа процесса диффузии активной окружающей среды внутрь
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Рис. 1. Дробно-линейная зависимость скорости деформации ползучести от напряжения при
σ0 = 0

материала предлагается приближенный метод решения уравнения диффузии, осно-
ванный на введении диффузионного фронта, распространяющегося от поверхности
пластины или оболочки (далее по тексту пластина и оболочка обозначены как ти-
повой элемент) [2, 5, 6]. Такой подход позволяет разделить все поперечное сечение
типового элемента на возмущенную (где среда уже проникла в материал) и невозму-
щенную (где еще нет проникновения среды) области и затем отслеживать во времени
движение границы между этими областями. Зависимость концентрации c активной
среды в материале типового элемента от времени аппроксимируется в виде полинома,
причем граничные и начальные условия выполняются точно, а уравнение диффузии
удовлетворяется интегрально во всем поперечном сечении типового элемента.

В дальнейшем для анализа влияния агрессивной среды на время до разрушения
типового элемента будет использована безразмерная интегрально средняя концентра-
ция c̄m(t̄), которая получена с использованием указанного приближенного метода и
имеет вид

c̄m(t̄) =

1∫
0

c̄(z̄, t̄) dz =


1

3

√
t̄ при 0 < t̄ 6 1,

1− 2

3
exp

[
−1

4
(t̄− 1)

]
при t̄ > 1.

(1)

Здесь введены безразмерные переменные z̄ = 2z/H, t̄ = 48Dt/H2, c̄ = c/c0, где z —
координата вдоль толщины стенки типового элемента (z = 0 на срединной линии
поперечного сечения пластины или оболочки, z > 0 на выпуклой стороне пластины);
t — время; c0 — постоянная концентрация на границе материала типового элемента и
внешней активной среды; D = const — коэффициент диффузии.
3.Цилиндрическая оболочка. Постановка задачи. Рассмотрим длинную тон-

костенную цилиндрическую оболочку без днищ с радиусом срединной поверхности R
и толщиной стенки H. Пусть эта оболочка находится под действием растягивающей
осевой силы P и внутреннего давления Q. Оболочка находится в активной среде.
Влияние активной среды определяется диффузионным проникновением ее элементов
внутрь материала. Рассматривается одномерный диффузионный процесс. Кривизна
тонкостенной оболочки мала и отношение толщины стенки оболочки к ее радиусу
много меньше единицы. Этот факт позволяет с высокой степенью точности рассмат-
ривать диффузию среды в стенку оболочки как диффузию в плоскую пластину.

Задача является статически определимой и напряженное состояние определяется
только внешними нагрузками. Напряженное состояние в оболочке является плоским
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(с нулевым радиальным напряжением σrr) и однородным (напряженное состояние
одно и то же и не зависит от пространственных координат).

3.1.Дробно-линейная модель ползучести. Учет влияния активной среды. Опре-
деление компонент напряженно-деформированного состояния. Компоненты тензора
напряжений получены из уравнений равновесия элементарного объема тела (уравне-
ния теории оболочек [9]):

σzz =
P

2πRH
, σθθ =

RQ

H
. (2)

Учет влияния активной среды произведен путем введения в дробно-линейное опреде-
ляющее соотношение функции от интегрально средней концентрации активной среды
f(c̄m(t̄)) в материале оболочки [6,8]:

ṗu =
Aσu

σb − σu
f(c̄m(t̄)), (3)

где ṗu — интенсивность скоростей деформаций ползучести, здесь и далее точка над
соответствующим символом означает производную по времени t̄; σu — интенсивность
напряжений; A — материальная константа. В дальнейших расчетах будем использо-
вать линейный вид функции f(c̄m(t̄)):

f(c̄m(t̄)) = 1 + ac̄m(t̄), f(0) = 1, (4)

где a — константа, определяемая из экспериментов по длительной прочности с учетом
влияния окружающей активной среды [4,10].

Примем следующие гипотезы: деформации малы, несжимаемость материала, упру-
гопластическими деформациями пренебрегаем по сравнению с деформациями ползу-
чести. С дополнительным учетом гипотезы пропорциональности девиаторов напря-
жений и скоростей деформаций ползучести для несжимаемого тела [1, 2] получим
выражения для компонент скоростей осевой ṗzz и окружной ṗθθ деформации ползу-
чести:

ṗzz =
Af(c̄m(t̄))

σb − σu

(
σzz −

1

2
σθθ

)
, ṗθθ =

Af(c̄m(t̄))

σb − σu

(
σθθ −

1

2
σzz

)
. (5)

В результате соотношения (2) и (5) определяют напряженно-деформированное сос-
тояние цилиндрической оболочки с учетом использования дробно-линейной модели
ползучести.

3.2.Дробно-линейная модель длительного разрушения. Учет влияния активной
среды. Скалярный и векторный параметры поврежденности. Критерии разрушения.
Для определения времени до разрушения оболочки используем кинетическую теорию
ползучести и длительной прочностиЮ.Н.Работнова [1] и введем в кинетические урав-
нения функцию от интегрально среднего уровня концентрации c̄m(t̄). Кинетическое
уравнение при учете скалярного параметра поврежденности рассмотрим в следующем
виде [6]:

ω̇ =
dω

dt̄
=

Cσu
σb − σu

f(c̄m(t̄)), ω(t̄ = 0) = 0. (6)

Критерием разрушения является достижение параметром поврежденности ω∗(t̄ =
= t̄∗ω) = 1 значения, равного единице в момент времени t̄ = t̄∗ω.

Как вариант развития моделирования накопления повреждений в условии длитель-
ного высокотемпературного нагружения можно в качестве параметра поврежденно-
сти взять вектор Ω(Ω1,Ω2,Ω3) [11,12], компоненты которого связаны с пространством
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главных напряжений σi (i = 1, 2, 3). В настоящей работе оси введенной цилиндриче-
ской системы координат (z, θ, r) являются главными осями напряженно-деформиро-
ванного состояния. Поскольку в рассматриваемой оболочке напряженное состояние
плоское и однородное, кинетические уравнения при учете векторного параметра по-
врежденности Ω [11, 12] примем в следующем виде [6]:

Ω̇i =
dΩ

dt̄
=


Cσi

σb − σi
f(c̄m(t̄)) при σi > 0,

0 при σi 6 0,
i = z, θ, (7)

где Ωi — проекция вектора поврежденности на i-ю ось системы координат.
Критерием разрушения является достижение длиной Ω вектора Ω значения, рав-

ного единице:

Ω =
√

(Ωz)2 + (Ωθ)2, Ω(t̄ = 0) = 0, Ω∗ = Ω(t̄ = t̄∗Ω) = 1.

В настоящей работе рассмотрены две программы нестационарного нагружения обо-
лочки: раздельная и комбинированная во времени.

В раздельной программе сначала к рассматриваемой длинной цилиндрической обо-
лочке прикладывается внутреннее давление Q > 0 в течение времени 0 < t̄ 6 t̄1. При-
мем t̄1 = 0,5t̄∗1 (где t̄∗1 — время до разрушения рассматриваемой оболочки при действии
только этого внутреннего давления Q), при этом осевая растягивающая сила P = 0.
Затем в течение времени t̄1 < t̄ < t̄∗ (где t̄∗ — время до разрушения оболочки в конце
программы нагружения) к рассматриваемой оболочке прикладывается осевая растя-
гивающая сила P > 0, при этом внутреннее давление равно нулю (т.е. выполняются
условия Q = 0, P > 0).

Комбинированная программа отличается тем, что осевая сила P > 0 действует
на обеих стадиях нагружения, при этом действие внутреннего давления аналогично
по стадиям раздельной программы нагружения. Дополнительно принимается условие
P = 2πR2Q.

3.3. Анализ полученных результатов. В результате расчета были получены без-
размерные времена до разрушения при раздельной и комбинированной программах
нагружения c использованием скалярного параметра поврежденности t̄∗ω = 0,614 и с
использованием векторного параметра поврежденности t̄∗Ω = 0,817. Отношение вре-
мен до разрушения равно ξ = t̄∗Ω/t̄

∗
ω = 1,33. Таким образом, время до разрушения при

использовании векторного параметра поврежденности превышает время до разруше-
ния, полученное при использовании скалярного параметра поврежденности.

При выбранном условии P = 2πR2Q времена до разрушения цилиндрической обо-
лочки при раздельной и комбинированной программах нагружения совпадают. Это
справедливо как при применении скалярного, так и векторного параметров повре-
жденности. При таком как P = 2πR2Q зависимом друг от друга задании внешних
нагрузок безразмерные параметры C = (σbH − RQ)/(RQ) и P = P/(2πRHσb − P )
должны удовлетворять условию СP = 1.

При независимом задании рассматриваемых внешних нагрузок безразмерные па-
раметры C и P задаются независимо друг от друга.
4.Пластина при нестационарном сложном напряженном состоянии.

Дробно-линейная модель ползучести и длительной прочности с учетом вли-
яния активной среды. Определение времени до разрушения. Аналогичные ги-
потезы, подходы (дробно-линейная модель, приближенный метод решения уравнения
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диффузии, скалярный и векторный параметры поврежденности) были применены при
исследовании длительного разрушения пластины в активной среде. В соответствии с
постановкой задачи пластина находится в условиях нестационарного сложного напря-
женного состояния при кусочно-постоянном действии изгибающих моментовM1 иM2,
распределенных по взаимно ортогональным краям пластины [6]. В табл. 1 приведены
результаты расчета времен до разрушения t̄∗ω и t̄∗Ω при использовании скалярного
и векторного параметров поврежденности соответственно для различных значений
ζ = M2/M1.

Таблица 1. Времена до разрушения для различных значений ζ

ζ = M2/M1 t̄∗ω t̄∗Ω
1,5 0,107 0,123
1 0,160 0,205
0,5 0,292 0,407

На рис. 2 приведены зависимости поврежденности от времени при значениях ζ =
= 0,5, 1, 1,5, полученные при скалярном ω(t̄) (сплошные кривые) и векторном Ω(t̄)
(штриховые кривые) параметрах поврежденности. В интервале времени 0 < t̄ < t̄1
(в результате расчета получено значение t̄1 = 0,08) графики для поврежденности,
полученные с использованием скалярного и векторного подходов, совпадают.

Рис. 2. Зависимости поврежденности от времени при скалярном и векторном подходах

5. Заключение. Проведено сравнение времен до разрушения типовых элементов
конструкций (оболочки и пластины) при использовании скалярного и векторного па-
раметров поврежденности. Время t̄∗Ω до разрушения при использовании векторного
параметра поврежденности превышает время t̄∗ω до разрушения, полученное при ис-
пользовании скалярного параметра поврежденности. Отношение времен до разруше-
ния оболочки равно ξ = t̄∗Ω/t̄

∗
ω = 1,33.

Проведенное исследование показывает различие механизмов накопления поврежде-
ний при длительном высокотемпературном нагружении. Полученный результат под-
тверждает аналогичные результаты, полученные авторами статьи [6] и показанными



О ПРИМЕНЕНИИ ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ПОЛЗУЧЕСТИ 95

в п. 4 настоящей статьи при исследовании длительного нестационарного нагружения
пластины во взаимно ортогональных плоскостях. В указанной работе [6] отношения
времен до разрушения t̄∗Ω/t̄

∗
ω в зависимости от соотношения величин изгибающих мо-

ментов находятся в диапазоне t̄∗Ω/t̄
∗
ω = 1,15÷ 1,39.

Настоящее исследование имеет как фундаментальный характер, так и прикладной
аспект. Предлагаемые подходы и результаты исследования могут быть применены в
энергетической, химической и авиационно-космической отраслях промышленности.
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ON APPLICATION OF A LINEAR FRACTIONAL CREEP AND CREEP
RUPTURE STRENGTH MODEL IN SIMULATION OF LONG-TERM

DESTRUCTION OF TYPICAL STRUCTURAL ELEMENTS IN AN ACTIVE
MEDIUM

Research Institute of Mechanics of Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Abstract. The long-term destruction of the shell and plate during creep in the active medium
under the conditions of an unsteady complex stress state is investigated. The influence of
the medium on the time to fracture is taken into account by introducing a function of the
integral average concentration of the medium into the constitutive and kinetic linear-fractional
relationships. Comparison of the times to failure using the scalar and vector damage parameters is
carried out. The features of using a linear-fractional model to describe long-term fracture processes
are determined.
Keywords: creep, unsteady loading, long-term fracture, linear fractional model, scalar damage
parameter, vector damage parameter, shell, plate.
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Аннотация. Рассматривается деформированное состояние анизотропной нелинейно-неодно-
родной трубы. Примем неоднородность материала как зависимость предела текучести от
координат. На неоднородность материала способны влиять различные факторы, такие как:
ударные воздействия, температура, радиационное облучение и другие. Вдоль эллиптических
кривых предел текучести считается неизменным. Результаты, учитывающие влияние анизо-
тропии на напряженно-деформированное состояние различных конструкций и тел являются
востребованными в современном мире.

Ключевые слова: неоднородность, труба, анизотропия, деформированное состояние.
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Пусть имеется труба, внутри которой действует давление p (рис. 1), a ra — внут-
ренний радиус трубы, rb — внешний радиус трубы.

Допустим, что решение задачи будет зависеть от параметра δ. Пусть

σij = σ0
ij + σIijδ + σIIij δ

2 + ..., u = u0 + uIδ + uIIδ2 + ..., v = v0 + vIδ + vIIδ2 + ...,

где σij — компоненты напряжений; u, v — компоненты перемещений вдоль осей x и y
соответственно. Обозначим

rb
ra

= β,
r

ra
= ρ,

r0
s

ra
= α,

где r0
s — граница раздела пластической и упругой области в нулевом приближении.
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Рис. 1. Толстостенная труба

Предполагается, что в пластической области имеет место условие пластичности
следующего вида [1]:(

σpρ − σpθ
2

)2

+
(
τpρθ

)2
− 2R

σpρ − σpθ
2

cos(2θ + η)− 2τpρθ sin(2θ + η)R+

+R2 − 1− 2δ

(
(ρ cos θ +A)2

a2
+

(ρ sin θ +B)2

b2

)
= 0. (1)

Допустим, что в упргой области метариал обладает свойством несжимаемости, коэф-
фициент Пуассона µ = 1/2.

Согласно [2] компоненты перемещений в нуелвеом приближении представлены в
виде:

u(0)e =
1

2(β2 − 1)E

(
p− 2 ln

1

α
+ 3

(
p− 2 ln

1

α

)
β2

)
, v(0)e = 0. (2)

Найдем компоненты перемещений в приближении №1. При r = 1 на границе раздела
пластической и упругой зон, в соотвествии с [2]имеет место

σ(I)ρ
ρ = a′′0 + a′′1 cos θ + b′′1 sin θ + a′′2 cos(2θ) + b′′2 sin(2θ),

τ
(I)ρ
ρθ = a′′′0 + a′′′1 cos θ + b′′′1 sin θ + a′′′2 cos(2θ) + b′′′2 sin(2θ).

(3)

В соответствии с [3] возможны случаи:
1)

a′′0 = − 2

a2b2
(b2A2 + a2B2) lnα,

a′′′0 = a′′1 = a′′′1 = a′′2 = b′′1 = b′′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

Перемещения примут вид

u(I)e =
(b2A2 + a2B2) lnα(ρ2 + 3β2)

ρ(β2 − 1)Ea2b2
, v(I)e = 0; (4)

2)

a′′1 =
2A

a2
(1− α2), b′′′1 = −2A

a2
(α2 − 1),

a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = a′′2 = b′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.
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Получаем следующие формулы:

u(I)e =
β

E

(
15

14
ĉ1 ln

ρ

β
+

3β2

2ρ2
ĉ2 −

1

2

ρ2

β2
ĉ3

)
cos θ,

v(I)e =
β

E

(
−15

14
ĉ1

[
ln
ρ

β
+

3

5

]
+

3β2

2ρ2
ĉ2 +

11

2

ρ2

β2
ĉ3

)
sin θ,

(5)

где

ĉ1 = 0, ĉ2 = ĉ3 =
(α2 − 1)β

β4 − 1

B

b2
;

3)

b′′1 =
2β

b2
(1− α2), a′′′1 =

2β

b2
(α2 − 1),

a′′′0 = a′′0 = a′′1 = a′′2 = b′′′1 = b′′2 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

Тогда

u(I)e =
β

E

(
15

14
ĉ1 ln

ρ

β
+

3β2

2ρ2
ĉ2 −

1

2

ρ2

β2
ĉ3

)
sin θ,

v(I)e =
β

E

(
15

14
ĉ1

[
ln
ρ

β
+

3

5

]
+

3β2

2ρ2
ĉ2 −

11

2

ρ2

β2
ĉ3

)
cos θ,

(6)

где

ĉ1 = 0, ĉ2 = ĉ3 =
(α2 − 1)β

β4 − 1

B

b2
;

4)

a′′2 =

(
R′α2

a2
−R′α cos(

√
3 lnα)

)
cos η −

√
3αR′ sin(

√
3 lnα) cos η − a3(b2 − a2)

3a2b2
,

b′′2 =

(
R′α2

a2
−R′α cos(

√
3 lnα)

)
(− sin η)−

√
3αR′ sin(

√
3 lnα) sin η,

a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = b′′′1 = a′′1 = b′′1 = a′′′2 = b′′′2 = 0.

В данном случае имеем

u(I)e =
β

E

(
−3c̆1

ρ

β
+ 3c̆2 − 2c̆3

(
ρ

β

)2

+ 4c̆4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 cos(2θ) + b′′2 sin(2θ)),

v(I)e =
β

E

(
3c̆1

ρ

β
+ 3c̆2

(
ρ

β

)−3

+ 7c̆3

(
ρ

β

)3

− c̆4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 sin(2θ)− b′′2 cos(2β)),

(7)

где

c̆1 =
−1 + 2β2 − β−4

2N
, c̆2 =

(
−3 + 2β2 + β4

6N

)
β−4,

c̆3 =

(
−3 + 2β−2 + β−4

6N

)
β2, c̆4 =

(
−1 + 2β2 − β4

2N

)
β−2;

5)
a′′′2 = R′α sin η

[
cos(
√

3 lnα) +
√

3 sin(
√

3 lnα)
]
,

b′′′2 = R′α sin(
√

3 lnα) + cos(
√

3 lnα) cos η+
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+
α3(a2 − b2)

6a2b2
3
(

cos(
√

3 lnα) +
√

3 sin(
√

3 lnα)
)

+
b2 − a2

2a2b2
,

a′′′0 = a′′0 = a′′′1 = b′′′1 = a′′1 = b′′1 = a′′′2 = b′′2 = 0.

Тогда получим

u(I)e=
β

E

(
−3c̄1

ρ

β
+3c̄2

(
ρ

β

)−3

−2c̆3

(
ρ

β

)3

+4c̄3

(
ρ

β

)−1
)

(−a′′′2 sin(2θ)+b′′′2 cos(2θ)),

v(I)e =
β

E

(
3c̄1

ρ

β
+ 3c̄2

(
ρ

β

)−3

+ 7c̄3

(
ρ

β

)3

− c̄4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′′2 sin(2θ) + b′′′2 cos(2θ)),

(8)

где

c̄1 =
4− 4β2

4N
, c̄2 =

(
4β2 − 4β4

12N

)
β−4,

c̄3 =

(
3− 4β−2 − 4β−4

12N

)
β2, c̄4 =

(
−1 + β4

2N

)
β−2.

Сумма перемещений (4), (5), (6), (7), (8) даст результирующее перемещение в упру-
гой зоне:

u(I)e = −(α2 − 1)(ρ4 − 3β4)(Ab2 cos θ +Ba2 sin θ)

2ρ2a2β4 − Eb2
+

+
β

E

(
−3¯̄c1

ρ

β
+ 3¯̄c2

(
ρ

β

)−3

− 2¯̄c3

(
ρ

β

)3

+ 4¯̄c4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 cos(2θ)|b′′2 sin(2θ)) +

+
β

E

(
−3c̄1

ρ

β
+ 3c̄2

(
ρ

β

)−3

− 2c̄3

(
ρ

β

)3

+ 4c̄4

(
ρ

β

)−1
)

(−a′′′2 sin(2θ) + b′′′3 cos(2θ)) +

+
(b2A2 + a2B2)(b3 + 3β2) lnα

ρ(β2 − 1)Ea2b2
,

v(I)e =
(α2 − 1)(11ρ4 + 3β4)(Ab2 sin θ −Ba2 cos θ)

2ρ2a2(β4 − 1)Eb2
+

+
β

E

(
3¯̄c1

ρ

β
+ 3¯̄c2

(
ρ

β

)−3

+ 7¯̄c3

(
ρ

β

)3

− ¯̄c4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′2 cos(2θ)− b′′2 cos(2θ)) +

+
β

E

(
3c̄1

ρ

β
+ 3c̄2

(
ρ

β

)−3

+ 7c̄3

(
ρ

β

)3

− c̄4

(
ρ

β

)−1
)

(a′′′2 cos(2θ) + b′′′2 sin(2θ)). (9)

Ассоциированный закон течения в пластической зоне:

εpp =
depp
dt

= λ
∂f

∂σρ
= λ

(
σρ − σθ

2
−R′ cos(2θ + η)

)
,

εpθ =
depp
dt

= λ
∂f

∂σθ
= λ

(
−σρ − σθ

2
+R′ cos(2θ + η)

)
, (10)

εppθ =
deppθ
dt

=
λ

2

∂f

∂σρθ
= λ

(
τρθ −R′ cos(2θ + η)

)
,
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где εpij — компоненты скоростей деформации; epij — компоненты деформации. В соот-
вествии (10) имеем [4]

εpp + εpθ = 0,

(εpp − ε
p
θ)τ

p
ρθ − δR

′ cos(2θ + η) = εppθ
(
(σpρ − σ

p
θ)− 2δR′ cos(2θ + η)

)
.

(11)

Составляющие напряжений в каждой точке пластической зоны являются фиксиро-
ванными. Всладствие этого, когда даны малые деформации, соотношения (11) могут
быть проинтегрированы по времени. После этого (11) примет вид

epρ + epθ = 0,

(epp − e
p
θ)
(
τpρθ − δR

′ cos(2θ + η)
)

= εpθ(σ
p
ρ − σ

p
θ)− 2δR′ cos(2θ + η).

(12)

Соотношения Коши имеют вид

epp =
∂up

∂ρ
, epθ =

up

ρ
+
∂vp

∂θ
, epρθ =

1

2

(
∂vp

∂ρ
− vp

ρ
+

1

ρ

∂up

∂θ

)
. (13)

В нулевом приближении (12) примет вид

e(0)p
ρ + e

(0)p
θ = 0,(

e(0)p
ρ − e(0)p

θ

)
τ

(0)p
ρθ = e

(0)p
ρθ

(
σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ

)
.

(14)

В исходном нулевом состоянии осесимметричесное состояние трубы задано соотно-
шениями:

τ
(0)p
ρθ = v(0)p = e

(0)p
ρθ = 0, (15)

где τ (0)p
ρθ — часть касательного напряжения в нулевом приближении; v(0)p — часьт пе-

ремещения вдоль θ в нулевом приближении; e(0)p
ρθ — компонента деформации в нулевом

приближении [5].
Из (13) в приближении нулевом имеем:

e(0)p
p =

∂u(0)p

∂ρ
, e

(0)p
θ =

u(0)p

ρ
. (16)

Из (13),(16):

e(0)p
ρ + e

(0)p
θ =

du(0)p

dρ
+
u(0)p

ρ
= 0, (17)

где u(0)p — составляющая перемещений вдоль радиуса ρ. В соотвестствии с (2) решение
уравнения (17) имеет вид

u(0)p =
c

p
, c =

1

2(β2 − 1)E

[(
p− 2 ln

1

α

)
+ 3

(
p− 2 ln

1

α

)
β2

]
. (18)

Из (16), (18) имеем:

e(0)p
p =

du(0)p

dρ
= − c

ρ2
, e

(0)p
θ =

u(0)p

ρ
=

c

ρ2
. (19)

Из (12) в первом приближении получим:

e(I)p
ρ + e

(I)p
θ = 0, (20)

(σ(0)p
ρ − σ(0)p

θ )e
(I)p
ρθ = (e(0)p

ρ − e(0)p
θ )(τ

(I)p
ρθ −R

′ sin(2θ + η)). (21)
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Из (15), (20) справедливо:

e(I)p
ρ + e

(I)p
θ =

∂u(I)p

∂ρ
+
u(I)p

ρ
+

1

ρ

∂v(I)p

∂θ
= 0. (22)

Перепишем (22) в виде

e
(I)p
ρθ =

(e
(0)p
p − e(0)p

θ )(τ
(I)p
ρθ −R

′ sin(2θ + η))

σ
(0)p
ρ − σ(0)p

θ

, (23)

где u(I)p, v(I)p — части перемещений в первом приближении.
Из (15), (23), а также [1] имеем

∂v(I)p

∂ρ
− v(I)p

ρ
+

1

ρ

∂u(I)p

∂θ
=

4c

a2b2ρ3
(Ba2 cos θ −Ab2 sin θ)(α2 − ρ2) +

+
2cR′

ρ2

{
α

ρ

(
cos
(√

3 ln
ρ

a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln
ρ

a

))
− 1

}
sin(2θ + η) +

+
2cα3(a2 − b2)

[
3 cos

(√
3 ln

ρ

a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln
ρ

a

)]
sin(2θ)

6ρ3a2b2
+

+
c

a2b2
(b2 − a2) sin(2θ). (24)

Уравнение несжимаемости (20) определим, предполагая

u(I)p = −1

ρ

∂ψ

∂θ
, v(I)p =

∂ψ

∂ρ
. (25)

Из (24), (25) получим

ρ2∂
2ψ(I)

∂ρ2
− ρ∂

2ψ(I)

∂ρ
− ∂2ψ

∂θ2
=

4c

a2b2ρ
(Ba2 cos θ −Ab2 sin θ)(α2 − ρ2) +

+ 2cR′
{
α

ρ

(
cos
(√

3 ln
ρ

a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln
ρ

a

))
− 1

}
sin(2θ + η) +

+
cα3(a2 − b2)

[
3 cos

(√
3 ln

ρ

a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln
ρ

a

)
−
√

3 sin
(√

3 ln
ρ

a

)]
sin(2θ)

3ρa2b2
+

+
ρ2c

a2b2
(b2 − a2) sin(2θ). (26)

Сумма решения общего решения уравнения и частного решения неоднородного
уравнения даст формулу (26). Частное решение неоднородного уравнения (26):

ψчастн =
cα2

ρ

(
B

b2
cos θ − A

a2
sin θ

)
+ 2cρ ln2 ρ

(
A

a2
sin θ − B

b2
cos θ

)
+

+ (d2 ln ρ+ d1)ρ(sin θ − cos θ) +
c

4a2b2
(b2 − a2)ρ2 sin(2θ) +

+

(
1

ρ
[S sinω + T cosω] +Q

)
sin(2θ + η) +

+
1

ρ
[S1 sinω + T1 cosω]

a2 − b2α3 sin(2θ)

3a2b2
, (27)



К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 103

где

ω =
√

3 ln
ρ

α
, D = 2cR′, S = −

√
3αD

8
, Q = −4, c, d2, d1 = const,

T = −αD
8
, D1 = − c

8
, S1 =

√
3D1, T1 = −3D1.

Из (25), (27) имеем

u(I)p
частн =

1

6ρ2b2a2

([
−12 cos(2θ) + ηa2b2T − 4T1α

3(a2 − b2) cos(2θ)
]

cosω+

+
[
−12 cos(2θ) + ηa2b2S − 4S1α

3(a2 − b2) cos(2θ)
]

sinω−

− 12 cos(2θ) + ηa2b2Qρ+ 3cρ3(a2 − b2) cos(2θ)−

− 12b2
(
−cα

2A

2
+ cρ2A ln2 ρ+

1

2
ρ2a2d2 ln ρ+

1

2
ρ2a2d1

)
cos θ−

− 12a2

(
−cα

2A

2
+ cρ2B ln2 ρ+

1

2
ρ2b2d2 ln ρ+

1

2
ρ2b2d1

)
sin θ

)
,

v(I)p
частн =

1

6ρ2b2a2

([
6a2b2(S

√
3−T ) sin(2θ+η)− 2α3(a2−b2)(

√
3S1−T1) sin(2θ)

]
sinω−

− 3cρ3(a2 − b2) sin(2θ)−

− 12a2

(
cρ2B ln2 ρ+ 2

(
cB +

1

4
d2b

2

)
ρ2 ln ρ+

1

2
ρ2b2(d1 + d2)− 1

2
cα2B

)
cos θ+

+ 12b2
(
cρ2A ln2 ρ+ 2

(
cA+

1

4
d2a

2

)
ρ2 ln ρ+

1

2
ρ2a2(d1 + d2)− 1

2
cα2A

)
sin θ

)
. (28)

Согласно (28) компоненты перемещений в пластической области, соответствующие
решению однородного уравнения (32), имеют вид

u(I)p
одн =

c00

ρ
− c̆11 + c̆12 ln ρ cos θ − ¯̆c11 + ¯̆c11 ln ρ sin θ−

− 2
[
c11 cos

√
3 ln ρ+ c12 sin

√
3 ln ρ

]
sin(2θ)−

[
c21 cos

√
3 ln ρ+ c22 sin

√
3 ln ρ

]
cos(2θ),

v(I)p
одн = c̆11 + c̆121 + ln ρ sin θ + ¯̆c11 + ¯̆c111 + ln ρ cos θ+

+
[
c11 sin

√
3 ln ρ−

√
3 sin

√
3 ln ρ+ c12 sin

√
3 ln ρ−

√
3 cos

√
3 ln ρ

]
sin(2θ) +

+
[
c21 cos

√
3 ln ρ−

√
3 sin

√
3 ln ρ+ c12 sin

√
3 ln ρ−

√
3 cos

√
3 ln ρ

]
cos(2θ). (29)

На упругопластической границе имеют место условия сопряжения [6]

u(I)p = u(I)e, v(I)p = v(I)e при ρ = 1. (30)
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Из (9), (28)–(30) имеем

c̆11 =
0,5(3β4−3α2β4−2cα2E+2cα2Eβ4−1+α2A+0,5 · 2Ea2d1−2Ea2d1β

4)

a2(β4 − 1)E
,

c̆12 =
−3(3β4 − 3α2β4 − 2cα2E + 2cα2Eβ4 + 5− 5α2A− Ea2d2 − Ea2d1β

4)

a2(β4 − 1)E
,

¯̆c11 =
0,5(3β4−3α2β4−2cα2E+2cα2Eβ4−1+α2A+0,5 · 2Ea2d1−2Ea2d1β

4)

b2(β4 − 1)E
,

¯̆c12 =
−(6α2 − 6)B − (2Eb2d1 − d2b

2Eβ4 − 2Eb2d1β
4 + d2b

2E)

b2(β4 − 1)E
;

(31)

c21 = A1 +A2 +A3 +A4 +A5, (32)

где

A1 =

(
a4b4S cosµ+

1

3
α3S1a

2 − b2
)

sin
√

3 lnα

a2b2
,

A2 =
−a(T1(a2 − b2) + 3b4Ta cosµ) cos

√
3 lnα

3b2
,

A3 =
b′′′2 (3β6c̄2 + 4β4c̄4 − 3β2c̄1 − 2c̄3)

2β2E
,

A4 =
a′′2(−3β6c2 − 4β4c4 − 3β2c1 − 2c3)

2β2E
,

A5 =
−(4a4b4Q cosµ+ c(b2 − a2))

4a2b2
;

c22 = B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +B7 +B8 +B9, (33)

где

B1 =

√
3aT1(a2 − b2) cos(

√
3 lnα)

9b2
, B2 =

√
3α3S1(b2 − a2) sin(

√
3 lnα)

9a2b2
,

B3 =

√
3T
([
a2b2 cos η − sin η

]
cos(
√

3 lnα)−
[√

3 sin η
]

sin(
√

3 lnα)
)

3
,

B4 =

√
3S
(
−
[
a2b2 cos η + sin η

]
sin(
√

3 lnα)−
[√

3 sin η
]

cos(
√

3 lnα)
)

3
,

B5 =
−
√

3b′′2(3β6c̄2 + 4β4c̄4 − 3c̄1 − 2c̄3)

6β2E
, B6 =

√
3b′′2(−3β6c̄2 + β4c̄4 − 3c̄1β

2 − 7c̄3)

3β2E
,

B7 =

−
√

3a′′′2

(
−7c̄3 − 3c̄1β

2 + c̄4β
4c2

1

β3
− 3β3

)
3β2Ec2

1

β3

,

B8 =
−
√

3a′′2(−3c2β
6 − 4c4β

4 + 2c3 + 3c1β
2)

6β2E
, B9 =

√
3(4a4b4Q cos η + cb2 − a2)

12a2b2
;

c11 = Z1 + Z2 + Z3 + Z4 + Z5, (34)

где
Z1 = a2b2 cos(

√
3 lnα)T sin η, Z2 = −a2b2 sin(

√
3 lnα)S sin η,
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Z3 =
0,5b′′2(−4c4β

4 − 3c2β
6 + 3c1β

2 + 2c3)

β2E
,

Z4 =
0,5(a′′′2 (4c̄4β

4 + 3c̄2β
6 − 3c̄1β

2 − 2c̄3)

β2E
, Z5 = a2b2Q sin η;

c12 = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 + L7, (35)

где

L1 = −
√

3

3
T
(

(cos η + a2b2 sin η) cos(
√

3 lnα) +
√

3 cos η sin(
√

3 lnα)
)
,

L2 = −
√

3

3
S
(

(cos η − a2b2 sin η) sin(
√

3 lnα) +
√

3 cos η cos(
√

3 lnα)
)
,

L3 =
0,1924T1α

3
(

(a2 − b2) cos(
√

3 lnα)−
√

3(a2 − b2) sin(
√

3 lnα)
)

a2b2
,

L4 =
−0,333S1α

3
(

(a2 − b2) cos(
√

3 lnα)− 0,577(a2 − b2) sin(
√

3 lnα)
)

a2b2
,

L5 =

√
3c̄2b

′′′
2 β

4

E
− 0,577c̄4b

′′′
2 β

2

E
+

1,73c̄1b
′′′
2

E
+

4,04c̄3’¯
′′
2

Eβ2
,

L6 =
0,866c2b

′′
2β

4

E
+

1,154c4b
′′
2β

2

E
− 0,866c1b

′′
2

E
− 0,577c3b

′′
2

Eβ2
,

L7 = −0,866c̄2b
′′′
2 β

4

E
− 1,154c̄4b

′′′
2 β

2

E
+

0,866c̄1b
′′′
2

E
+

0,577c̄3b
′′′
2

Eβ2
,

L8 =
1,732c2a

′′
2β

4

E
− 0,577c4a

′′
2β

2

E
+

1,732c1a
′′
2

E
+

4,04c3a
′′
2

Eβ2
,

L9 = −0,577a2b2Q sin η + 0,2886c

(
1

b2
− 1

a2

)
;

c11 =
(b2A2 + a2B2)(ρ3 + 3β2) lnα

(β2 − 1)Ea2b2
. (36)

Согласно (9), (28)–(36) компоненты перемещений в первом приближении определе-
ны.

Таким образом, было рассмотрено деформированное состояние неоднородной тру-
бы, являющейся в то же время анизотропной. В будущем данный класс задач можно
расширить, принимая во внимания различные условия пластичности, неоднородности
и анизотропии. Результаты расчётов имеет большое прикладное значение, в том числе
и для военной отрасли.
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Abstract. The deformed state of an anisotropic nonlinear inhomogeneous pipe is considered.
Let us take the material inhomogeneity as the dependence of the yield stress on coordinates.
For material heterogeneity are capable of influencing factors such as: shock effects, temperature,
radiation exposure and others. Along the elliptical curves, the yield stress is assumed to be constant.
Results taking into account the effect of anisotropy on stress-strain state of various structures and
physicality in demand in the modern world.
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Аннотация. Рассмотрены динамические методы идентификации модели нелинейно упруго-
го деформируемого тела. По эффективным фазовым скоростям продольных и поперечных
волн, распространяющихся вдоль и поперек оси сжимаемого стержня, возможно определить
пять констант упругости второго и третьего порядков, входящих в соотношения модели. В
статье получены расчетные формулы и приведен пример определения зависимости фазовых
скоростей для полиамида 6.

Ключевые слова: конечные деформации, тензор Генки, модель Генки-Мурнагана, однород-
ное сжатие, акустические волны, идентификация соотношений.
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Введение. Нелинейные упругие модели деформируемых твердых тел получили
широкое распространение как в сфере фундаментальных исследований [1, 2], так и в
области их приложений к решению задач механики эластомеров, биомеханики, меха-
ники грунтов [3]. Как известно [1], такие модели могут учитывать как геометрическую
нелинейность путем использования различных мер конечных деформаций, так и «фи-
зическую» нелинейность поведения реальных материалов, когда закон связи между
напряжениями и деформациями отличается от линейного (квазилинейного). Наибо-
лее актуальными являются модели, в которых учитываются оба типа нелинейности
[1, 2], часто имеющие один порядок относительно градиента перемещений.

Для изотропного материала линейная упругость описывается с помощью двух кон-
стант материала. В случае нелинейной связи между напряжениями и деформациями
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количество материальных констант для изотропного материала может увеличивать-
ся. Например, известная модель Мурнагана [4] содержит пять констант упругости: две
второго порядка и три третьего порядка. Возникает вопрос о достоверном экспери-
ментальном определении этих констант нелинейной упругости. Методы определения
констант можно разделить на статические (квазистатические) и динамические. К ста-
тическим экспериментам относят макромеханические эксперименты по однородному
деформированию специальным образом подготовленных образцов (растяжение, сжа-
тие, изгиб, кручение цилиндрических, призматических или плоских образцов). Пре-
имущество таких экспериментов заключается в доступности требующегося оборудо-
вания и отработанности методики их проведения. Существенным недостатком этих
экспериментов является невозможность достижения в таких опытах больших дефор-
маций из-за потери ими устойчивости или появления неоднородности напряженно-
деформированного состояния.

Макромеханические эксперименты могут проводиться при создании в образцах за-
ведомо неоднородного напряженно-деформированного состояния, например, при кру-
чении сплошных цилиндров [2, 5] или индентировании [6, 7]. Опыты по индентирова-
нию получили в последнее время широкое распространение благодаря относительной
простоте постановки эксперимента и возможности осуществления опытов с образ-
цами, обладающими малым представительным объемом. В таких опытах большие
деформации достигаются без потери устойчивости, однако обработка этих экспери-
ментов предполагает построение сложной математической модели процесса (часто
численной) и решение обратных задач [6, 7].

К динамическим методам определения постоянных упругости относятся экспери-
менты, связанные с прохождением через образец из рассматриваемого материала зву-
ковых волн. Такой подход хорошо известен и широко применяется [8-13], в том числе
и для определения свойств горных пород [3].

В настоящей работе рассматривается вопрос о распространении акустических волн
в нелинейно упругой среде, описываемой соотношениями модели Генки-Мурнагана,
предложенными в работах [6, 7, 14]. Предлагается программа экспериментов для опре-
деления констант этой модели по скоростям распространения продольных и попереч-
ных волн в предварительно деформированном образце. Будет проведен сравнитель-
ный анализ скоростей распространения звуковых волн в полиамиде 6 (Ertalon), полу-
ченных вычислениями в рамках моделей Генки-Мурнагана и Мурнагана, с данными
экспериментов [13].
Основные соотношения модели Генки-Мурнагана. Одной из наиболее широ-

ко используемой моделью нелинейно упругого материала является модель Мурнагана
[4], в которой постулировано существование упругого потенциала, в качестве которого
используется удельная элементарная потенциальная энергия деформаций. В терминах
тензора деформаций Коши-Грина ε выражение для удельной потенциальной энергии
деформаций для модели Мурнагана имеет вид [15, 16]

W = 1
2λJ

2
1 (ε) +GJ2 (ε) + 1

6 (ν1 + 6ν2 + 8ν3) J3
1 (ε)−

−2 (ν2 + 2ν3) J1 (ε) J2 (ε) + 4ν3J3 (ε) ,
(1)

где λ, G – константы упругости Ламе, ν1, ν2, ν3 – константы упругости третьего по-
рядка, J1 (ε) , J2 (ε) , J3 (ε) – алгебраические инварианты тензора деформаций Коши-
Грина.
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Если обозначить ν1/2 + ν2 = l, ν2 + 2ν3 = m, 4ν3 = n, то выражение (1) принимает
вид

W =
1

2
λJ2

1 (ε) +GJ2 (ε) +
1

3
(l + 2m) J3

1 (ε)− 2mJ1 (ε) J2 (ε) + nJ3 (ε) ,

где l, m, n – константы Мурнагана.
В работах [6, 7, 14] была предложена модель нелинейно упругого материала, назван-

ная моделью Генки-Мурнагана, в которой удельная потенциальная энергия деформа-
ций записывается через инварианты тензора логарифмических деформаций Генки Γ
в виде, аналогичном (1)

W = 1
2λJ

2
1 (Γ) +GJ2 (Γ) + 1

6 (ν1 + 6ν2 + 8ν3) J3
1 (Γ)−

−2 (ν2 + 2ν3) J1 (Γ) J2 (Γ) + 4ν3J3 (Γ) ,
(2)

где J1 (Γ) = Γ · ·E, J2 (Γ) = Γ · ·Γ, J3 (Γ) = det Γ – алгебраические инварианты тензора
деформаций Генки.

В рассматриваемых моделях рассматриваются тензоры напряжений: T, второй тен-
зор Пиолы-Кирхгоффа, и ΣR = dV

dV0
R · S · R−1, обобщенный «повернутый» тензор

напряжений, связанные с тензором истинных напряжений Коши S. Тензоры T и ΣR

являются энергетически сопряженными с тензорами деформаций Коши-Грина ε и
Генки Γ соответственно. Для гиперупругих материалов эти тензоры определяются по
выражениям (1) и (2):

T =
∂W

∂ε
, ΣR =

∂W

∂Γ
. (3)

В работах [1, 6, 7, 14] было показано, что выражения (1) и (2) формально могут
быть записаны в виде:

W =
1

2
N · · · ·εε+

1

6
L · · · · · ·εεε, W =

1

2
N · · · ·ΓΓ +

1

6
L · · · · · ·ΓΓΓ, (4)

где тензоры четвертого ранга N и шестого ранга L имеют компоненты (в ортонор-
мированном базисе ei), выражающиеся через упругие постоянные второго и третьего
порядков соответственно:

N1111 = N2222 = N3333 = λ+ 2G,
N1122 = N3311 = N2233 = λ,N1212 = N3131 = N2323 = 2G;

L111111 = L222222 = L333333 = ν1 + 6 ν2 + 8 ν3,
L112222 = L111122 = L113333 = L111133 = L222233 = L223333 = ν1 + 2ν2,
L111212 = L221212 = L332323 = L333131 = L113131 = L222323 = ν2 + 2 ν3,
L232311 = L313122 = L121233 = ν2, L233112 = L123123 = L122331 = ν3,

L112233 = ν1 (остальные нули).

В работе [17] было предложено тензоры N и L представлять разложениями по
базисным тензорам Iαβ и Iαβγ , где α, β, γ = 0, 1, ..., 5, построенным по тензорам кано-
нического базиса А.А. Ильюшина:
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I0 = 1√
3
(e1e1 + e2e2 + e3e3), I1 = 1√

6
(2e3e3 − e1e1 − e2e2) ,

I2 = 1√
2

(e1e1 − e2e2) , I3 = 1√
2
(e1e2 + e2e1),

I4 = 1√
2
(e2e3 + e3e2), I5 = 1√

2
(e3e1 + e1e3);

Iαβ = 1
2

(
IαIβ + IβIα

)
,

Iαβγ = 1
6

(
IαIβIγ + IαIγIβ + IβIαIγ + IβIγIα + IγIαIβ + IγIβIα

)
.

(5)

Такие представления для изотропного материала имеют вид:

N = 3KI00 + 2G
(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

)
, (6)

где K = λ+ 2G/3 и G – модуль объемной упругости и модуль сдвига соответственно;

L = C1I
000 + C2

(
I011 + I022 + I033 + I044 + I055

)
+

+C3

(
2√
6
I111 − 6√

6

(
I122 + I133

)
+ 3√

6

(
I144 + I155

)
+ 3√

2

(
I255 − I244 + 2I345

))
,

(7)

а выражение для удельной потенциальной энергии деформаций в соответствии с (4)
может быть представлено через естественные инварианты тензора Генки в виде:

W =
1

2
Kθ2 +Ge2 +

1

6

(
C1

3
√

3
θ3 +

C2√
3
θe2 +

√
2

3
C3e

3 cos 3γ

)
, (8)

где естественные инварианты θ = Γ··Γ – относительное изменение объема, e2 = Γ̃··Γ̃ –
интенсивность формоизменения, и угол вида деформированного состояния γ, который
определяется из соотношения

∣∣∣Γ̃∣∣∣ = 1
3
√

6
e3 cos 3γ, Γ̃ = Γ − 1

3θE – девиатор тензора
Генки.

Константы, входящие в соотношения (6)-(8), связаны с константами упругости тре-
тьего порядка ν1, ν2, ν3 и константами Мурнагана l, m, n соотношениями:

C1 = 3
√

3 ν1 + 6
√

3 ν2 + 8ν3/
√

3 = 6
√

3l + 2n/
√

3,

C2 = 6
√

3 ν2 + 8
√

3 ν3 = 6
√

3m−
√

3n, C3 = 4 ν3 = n.
(9)

Связь между тензорами напряжений и деформаций получим, используя соотноше-
ния (3) и (4):

ΣR =
∂W

∂Γ
= N · ·Γ +

1

2
Γ · ·L · ·Γ. (10)

Соотношение (10) с учетом разложений (6) и (7) может быть представлено в виде

ΣR = σ0E + τeΓ̃ + τqQ̃, (11)
где σ0, τe, τq – материальные функции: σ0 = Kθ + C1

6
√

3
θ2 + C2

6
√

3
e2, τe = 2G + C2

3
√

3
θ,

τq = C3. Тензор Q̃ определяется как девиатор тензора Γ̃2.
Идентификация модели (11) состоит в определении входящих в эти соотношения

констант материала K, G и C1, C2, c3. В отличие от работ [6, 7], предлагается для
этого использовать динамический метод, предварительно установив связь между ско-
ростями распространения упругих волн и упругими константами.
Уравнение распространения звуковых волн в нелинейно упругом теле.

Общие принципы решения задачи о распространении волн в нелинейно упругих те-
лах заложены в работах [1, 18-20]. Эта задача решается в рамках теории наложения
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малых деформаций на первоначальные большие деформации [18, 19]. В работе [20]
распространение волн рассматривается в рамках теории многократного наложения
больших деформаций. В работе [3] отмечается, что опыт применения динамического
метода к определению упругих постоянных грунтов показывает, что наиболее досто-
верные результаты решения задачи о распространении упругих волн получаются «в
случаях использования теории больших начальных деформаций и учета изменения
расстояния в формах упругих колебаний». В связи с этим при выводе уравнения рас-
пространения волн в нелинейно упругой среде будем исходить из того, что среда до
возникновения в ней волнового поля подвержена конечным деформациям, которые
моделируются соотношениями модели Генки-Мурнагана.

Будем считать, что в нелинейно упругом образце в начальный момент времени t0
отсутствуют деформации и напряжения, а к моменту времени t1 создано однородное
напряженно-деформированное состояние, которому соответствует поле перемещений
u(1)(xxx, t1), конечные деформации Γ(1)(xxx, t1) и поле напряжений Σ

(1)
R (xxx, t1), вычисляе-

мых по соотношениям (10). Будем рассматривать процессы деформаций, в которых
главные оси тензора Генки совпадают с одними и теми же материальными волокнами,
тогда тензор напряжений ΣR связан с тензором истинных напряжений соотношением
ΣR = dV

dV0
S = ρ0

ρ S, поэтому тензор истинных напряжений

S(1) =
ρ

ρ0

(
N · ·Γ(1) +

1

2
Γ(1) · ·L · ·Γ(1)

)
. (12)

Переход от момента времени t0 к моменту t1 считаем квазистатическим, так что
напряжения S(1) удовлетворяют уравнениям равновесия ∇ · S(1) = ρü(1) = 0.

В момент времени t1 в образце возбуждается плоская звуковая волна с полем пе-
ремещений

u(2) = Ape
2πi
l

(n·xxx−ct), (13)
где A – амплитуда, p, |p| = 1, – вектор поляризации, l – длина волны, c – фазовая
скорость волны, n, |n| = 1 – волновая нормаль.

В момент времени t > t1 поле перемещений определяется выражением

u(xxx, t) = u(1)(xxx, t1) + u(2)(xxx, t),

поле деформаций

Γ(xxx, t) = Γ(1)(xxx, t1) + Γ(2)(xxx, t). (14)
Считаем, что деформации, определяемые полем перемещений (12), малы, так что

Γ(2)(xxx, t) =
1

2

(
∇u(2) + u(2)∇

)
. (15)

При t > t1 поле напряжений определяется в соответствии с (12) и (14)

S = ρ
ρ0

(
N · ·

(
Γ(1) + Γ(2)

)
+ 1

2

(
Γ(1) + Γ(2)

)
· ·L · ·

(
Γ(1) + Γ(2)

))
=

= ρ
ρ0

(N · ·Γ(1) + 1
2Γ(1) · ·L · ·Γ(1) + N · ·Γ(2) + 1

2Γ(2) · ·L · ·Γ(1)+

+1
2Γ(1) · ·L · ·Γ(2) + 1

2Γ(2) · ·L · ·Γ(2)).

В последнем выражении первые два слагаемых совпадают с (12), четвертое и пятое
слагаемые равны в силу внутренней симметрии тензора L, а шестое слагаемое имеет
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более высокий порядок малости по сравнению с ∇u(2), и им можно пренебречь. В
соответствии с этим напряжения определяются выражением

S =
ρ

ρ0
S(1) +

ρ

ρ0
C
(
Γ(1)

)
· ·Γ(2), (16)

где C
(
Γ(1)

)
= N+L · ·Γ(1) = ∂ΣR

∂Γ – обобщенный тензор жесткости, и ρ, ρ0 – плотность
материала в моменты времени t и t0 соответственно.

Используя представление тензора N в виде (6) и L в виде (7), получим

C
(
Γ(1)

)
= 3KI00 + 2G

(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

)
+ C1ε0I

00+

+C2
3

(
I0Γ̃(1) + Γ̃(1)I0 + ε0

(
I11 + I22 + I33 + I44 + I55

))
+

+C3

(
ε1√

6

(
2I11 − 2I22 − 2I33 + I44 + I55

)
+ ε2√

2

(
I55 − I44

)
+

+ 2√
6

(
−2ε2I

12 − 2ε3I
13 + ε4I

14 + ε5I
15
)

+ 2√
2

(
−ε4I

24 + ε5I
25 + ε3I

45 + ε4I
35 + ε5I

34
))
,

(17)
где обозначено εα = Iα · ·Γ(1), α = 0..5.

Запишем уравнения движения при отсутствии массовых сил: ∇ ·S = ρ
(
ü(1) + ü(2)

)
и после подстановки соотношений (16) получим

∇ ·C
(
Γ(1)

)
· ·Γ(2) = ρ0ü

(2), (18)

поскольку ∇ · S = ρ
ρ0
∇ · S(1) + ρ

ρ0
∇ ·C

(
Γ(1)

)
· ·Γ(2) и ∇ · S(1) = ρü(1) = 0.

В силу принятого допущения (15) о малости деформаций, появляющихся вслед-
ствие прохождения звуковой волны, найдем выражение для Γ(2)(xxx, t), исходя из пред-
ставления для перемещений (13):

Γ(2)(xxx, t) =
πi

l
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct) (pn + np) . (19)

Вычислим дивергенцию в левой части (18). Легко показать, что в силу внутренней
симметрии тензора обобщенной жесткости ∇·

(
C · ·Γ(2)

)
= ∇·

(
Γ(2) · ·C

)
= ∇Γ(2) · · ·C,

тогда уравнения движения преобразуются к виду ∇Γ(2) · · ·C = ρ0ü, причем, исходя из
(19), ∇Γ(2) = 1

2

(
2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)n (pn + np). Вычислим свертку 1
2n (pn + np)···C =

p · (n ·C · n), тогда левая часть уравнений движения (18) может быть представлена
в виде

(
2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)p · (n ·C · n). Учитывая, что ü(2) = c2
(

2πi
l

)2
Ae

2πi
l

(n·xxx−ct)p,
запишем уравнение (18) в виде

p · (n ·C · n) = ρ0c
2p. (20)

Обозначим n ·C · n = A(n). Тензор A(n) называют акустическим тензором. В соот-
ветствии с представлением (17) для тензора обобщенной жесткости выпишем выра-
жения для компонент акустического тензора, определенных в главных осях тензора
деформаций Γ(1) = Γ

(1)
i eiei, где Γ

(1)
i – главные значения тензора Генки:
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A
(n)
ii =

(
K + 4

3G+ C1
θ

3
√

3
+ C2

2Γ
(1)
i

3
√

3
+ C3

2Γ̃
(1)
i
3

)
n2
i+

+

(
G+ C2

θ
6
√

3
− C3

Γ̃
(1)
k
2

)
n2
j +

(
G+ C2

θ
6
√

3
− C3

Γ̃
(1)
j

2

)
n2
k;

A
(n)
ij = A

(n)
ji =

(
K + G

3 + C1
θ

3
√

3
+ C2

Γi+Γj−Γk
6
√

3
+ C3

Γ̃k
6

)
ninj .

(21)

В формулах (21) все компоненты тензора A(n) получаются путем круговой пере-
становки индексов i, j, k = 1, 2, 3. Отметим также, что тензор A(n) зависит не толь-
ко от материальных констант K, G, C1, C2, C3, предварительных деформаций Γ

(1)
i ,

но и направления распространения волны, задающегося вектором волновой нормали
n = niei.

Уравнение распространения волны получим из (20) в виде, совпадающем по форме
с соотношением, приведенным в [1]:

A(n) · p = ρ0c
2p. (22)

Из уравнения (22) следует, что вектор поляризации звуковой волны является соб-
ственным вектором, а ρ0c

2 – собственным значением акустического тензора A(n). Для
определения фазовых скоростей распространения волн следует задать тензор пред-
варительных деформаций Γ(1) и направление волнового вектора, вычислить компо-
ненты акустического тензора (21), и решить задачу об определении его собственных
значений. Найденные фазовые скорости будут выражены через константы модели.
Выбирая различные предварительные состояния и различные направления распро-
странения волн, можно получить достаточное количество соотношений для определе-
ния констант.
Главные волны. В [1] главными волнами названы упругие волны, волновая нор-

маль которых совпадает с одной из главных осей тензора напряжений (деформаций).
В этом случае вычисление фазовых скоростей значительно упрощается. Рассмотрим
два частных случая предварительного деформирования: чисто объемное сжатие и
растяжение-сжатие в двух взаимно-перпендикулярных направлениях. В первом из
этих случаев в качестве главных осей тензора деформаций может быть взята любая
ортонормированная тройка векторов, а во втором – векторы, в направлении которых
производится растяжение и сжатие, и вектор, им перпендикулярный.

Пусть предварительным напряженно-деформированным состоянием образца явля-
ется чисто объемное деформирование. В этом случае все три главных значения тен-
зора деформаций равны Γ

(1)
i = Γ, а объемная деформация θ = 3Γ. Если волновая

нормаль совпадает с одним из базисных векторов, например n = e1, ненулевыми ока-
зываются только диагональные компоненты акустического тензора (21). Задача об
определении его собственных значений решается тривиально. Тогда фазовые скоро-
сти звуковых волн определятся следующими соотношениями:

для продольной волны p(1) = e1, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 + (3C1 + 2C2) Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
, ρ0c

2
(2) = ρ0c

2
(3) = G+ C2

Γ
2
√

3
.

(23)
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Измерения скоростей распространения волн при таком предварительном деформи-
ровании не позволит определить все константы модели, так как соотношения (23) не
содержат константу C3.

Рассмотрим в качестве предварительного деформированного состояния двухосное
растяжение-сжатие. При таком предварительном состоянии тензор деформаций в
главных осях имеет представление Γ(1) = Γ (e1e1 − e2e2), объемная деформация θ = 0.
Если волна распространяется вдоль первого главного направления, т.е. нормальный
вектор n = e1, то фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e1, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 + (C2 +
√

3C3) 2Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
(2) = G,

ρ0c
2
(3) = G+ 0, 5C3Γ.

(24)

Если волновая нормаль направлена вдоль второго главного направления, т.е. n =
e2, то скорости распространения волн определяются

для продольной волны p(1) = e2, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 − (C2 +
√

3C3) 2Γ
3
√

3
,

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
(2) = G,

ρ0c
2
(3) = G− 0, 5C3Γ.

(25)

Если волновая нормаль n = e3, то скорости распространения волн определяются
выражениями

для продольной волны p(1) = e3, ρ0c
2
(1) = K + 4G

3 ,

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e2

}
,

ρ0c
2
(2) = G+ 0, 5C3Γ,

ρ0c
2
(3) = G− 0, 5C3Γ.

(26)

Отметим, что в последнем случае скорость распространения продольной волны не
зависит от предварительных деформаций, а в случаях (24) и (25) от достигнутых
деформаций не зависит скорость распространения одной из поперечных волн. По
величине эти скорости равны скоростям распространения волн в линейно упругом
материале без предварительных деформаций.

Измерение скоростей распространения продольных и поперечных волн при рас-
смотренном предварительном деформированном состоянии также не позволяет иден-
тифицировать модель, т.к. соотношения (24) – (25) не содержат константу C1. Далее
рассмотрим главные волны в задаче об одноосном сжатии.
Идентификация модели Генки-Мурнагана в опыте на одноосное сжатие.

Рассмотрим главные волны в задаче об одноосном сжатии. В работе [13] предложена
схема эксперимента на одноосное сжатие, в соответствии с которой в предварительно
сжатом стержне, рабочая часть которого имеет поперечное сечение в форме квад-
рата, распространяются волны в направлении оси стержня и в перпендикулярном
направлении. Материал стержня – полиамид 6 (Ertalon). Результатами исследования
являются экспериментальные кривые зависимости скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн от величины предварительного сжатия. Величина мак-
симальной деформации сжатия в экспериментах составляла 0,02. Для рассмотренного
материала из результатов экспериментов определены упругие константы материала:
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константы Ламе: λ = 4, 77 ГПа, G = 1, 37 ГПа, константы Мурнагана: l = −9, 99 ГПа,
m = −8, 23 ГПа, n = −5, 77 ГПа, плотность материала ρ0 = 1073, 4 кг/м3.

При одноосном сжатии тензор истинных напряжений имеет вид S = S11e1e1, тензор
деформаций Γ = Γ1e1e1 +Γ2 (e2e2 + e3e3). Связь между напряжениями и деформаци-
ями определяется соотношением (10). Поперечные деформации Γ2 определяются из
условия равенства нулю напряжений S22 и могут быть найдены из выражения

Γ2(λ) = 6
2A2−A1

(
−
(
2
(
K + G

3

)
+ A1+A2

6 lnλ
)

+

+

√
1
36

(
(A1 +A2)

2
+ 3A3(A1 − 2A2)

)
ln2 λ+

(
KA1 + 2

3GA2

)
lnλ+ 4

(
K + G

3

)2)
,

(27)

где комбинации нелинейных упругих констант C1, C2, C3 обозначены следующим об-
разом: A1 = 4

3

(
C3 − 2√

3
C2

)
, A2 = 4√

3

(
C1 + C2

6

)
, A3 = 4

9

(√
3

2 C1 − C3

)
. Константы C1,

C2, C3 вычисляются через константы Мурнагана по формулам (9).
Рассмотрим волну, распространяющуюся вдоль оси сжимаемого стержня, с векто-

ром волновой нормали n = e1, тогда фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e1,

ρ0c
2
11 = K + 4G

3 +

+
(
C1

3
√

3
+ 2C2

3
√

3
+ 4

9C3

)
Γ1+

+
(

2C1

3
√

3
− 4

9C3

)
Γ2,

для поперечных волн
p(2) = e2

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
12 = ρ0c

2
13 = G+

+
(
C2

6
√

3
+ 1

6C3

)
Γ1 +

(
C2

3
√

3
− 1

6C3

)
Γ2.

(28)

Если волна распространяется перпендикулярно оси сжимаемого стержня, с векто-
ром волновой нормали n = e2, то фазовые скорости распространения

для продольной волны p(1) = e2,
ρ0с2

22 = K + 4G
3 +

(
C1

3
√

3
− 2

9C3

)
Γ1+

+
(

2C1

3
√

3
+ 2C2

3
√

3
+ 2

9C3

)
Γ2

для поперечных волн
p(2) = e1

p(3) = e3

}
,

ρ0c
2
21 = G+

(
C2

6
√

3
− 1

3C3

)
Γ1+

+
(
C2

3
√

3
+ 1

3C3

)
Γ2,

ρ0c
2
23 = G+

(
C2

6
√

3
+ 1

6C3

)
Γ1+

+
(
C2

3
√

3
− 1

6C3

)
Γ2.

(29)

Однако в экспериментах измеряется так называемая эффективная скорость распро-
странения волны Wij = cij

L
L0

[11], в выражении для которой учитывается изменение
размера образца в направлении распространения волны. Отметим, что в обозначении
скорости первый индекс означает направление волновой нормали, а второй индекс –
направление вектора поляризации.

Пять соотношений (28), (29) позволяют определить все пять констант модели по из-
меренным в эксперименте величинам эффективных скоростей распространения волн.
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На рисунке 1 приведены графики изменения эффективной скорости продольной и
поперечной волн, распространяющихся вдоль оси стержня. На рисунке 2 приведены
зависимости эффективных скоростей продольной и поперечных волн, распространяю-
щихся перпендикулярно оси сжимаемого стержня. На графиках аргументом является
величина λ = L

L0
, характеризующая величину деформаций сжатия. На этих рисунках

для сравнения приведены эффективные скорости распространения волн Vij , опреде-
ленные по модели Мурнагана (1), когда в качестве меры деформаций используется
тензор Коши-Грина. При одинаковых значениях констант отличия между скоростя-
ми Wij и Vij , определенными по различным потенциалам, становятся существенными
при деформациях порядка 10%.
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Рис. 1 Эффективные скорости
распространения волн вдоль оси стержня
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Рис. 2 Эффективные скорости
распространения волн в поперечном

направлении

Сопоставление результатов расчетов с опытными данными, приведенными в [13], за-
труднительно, поскольку в этой работе деформации не превышают 2%, а относитель-
ное изменение фазовой скорости не превышает 1% от величин, определяемых линей-
ной теорией упругости. Однако приведенные на рисунках зависимости эффективных
скоростей распространения продольных и поперечных волн качественно подтвержда-
ют экспериментальный факт, приведенный в работе [3]. В этой работе отмечается, что
с ростом степени сжатия фазовая скорость продольной волны, распространяющейся
в направлении сжатия, возрастает (см. рис. 1).
Выводы. В работе в инвариантной форме получено уравнение распространение

акустических волн и выписано выражение для акустического тензора, соответствую-
щего модели нелинейной упругости Генки-Мурнагана. Рассмотрены возможные про-
граммы определения констант модели по величинам скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн, возбуждаемых в образцах с различными предваритель-
ными деформациями. Показано, что все пять констант модели можно определить из
динамических экспериментов, если в образце создать предварительное объемное де-
формирование и деформации растяжения-сжатия в двух взаимно-перпендикулярных
направлениях. Другой вариант идентификации материала состоит в определении кон-
стант модели из опыта на одноосное растяжение образца с поперечным сечением в
форме квадрата. Сравнение результатов расчетов фазовых скоростей распростране-
ния волн по моделям Генки-Мурнагана и Мурнагана показало, что до деформаций
10% эти результаты практически совпадают.
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Abstract. The dynamic methods for selecting models of a nonlinear elastic deformable body are
considered. Depending on the model, five elastic constants of the second and third orders, which
are available in the relations of the models, can be determined. The calculation formulas and the
given example of determining the dependence of phase velocities for polyamide 6 are obtained in
the article.
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К настоящему времени разработано множество эффективных и надежных техноло-
гических приемов (склейка, различные типы сварок, плазменного и холодного газоди-
намического напыления, электронной наплавки и др.), позволяющих создавать раз-
личные гибридные конструкции из практически любых наборов материалов. Разраба-
тываемые в настоящее время методы исследования напряженного состояния и оценки
несущей способности таких композитных конструкций основываются, как правило, на
моделях упругих сред и не позволяют надежно и адекватно оценивать их реальное
поведение. Проблема здесь состоит в том, что от вновь разрабатываемых материалов
требуют, обычно, как можно большего увеличения прочностных и пластических ха-
рактеристик, что приводит к иным перераспределениям напряжений и деформаций
в гибридных конструкциях, чем предсказываемые в рамках упругих расчетов. Кро-
ме того, возникающие нелинейные начально-краевые задачи приводят к серьезным
аналитическим и численным проблемам при реализации процедур их решения [6–13].

В представленной работе разработан новый подход к расчету и анализу предельных
состояний определенного класса полигональных гибридных и однородных пластин,
позволяющий с единых позиций анализировать два принципиально разных состоя-
ния: первое (предельно-упругое), когда во всех составляющих материалах не будет
превышен предел упругости, и второе предельное состояние (состояние предразруше-
ния), когда все материалы или некоторые из них деформируются пластически, но ни
один из них не разрушается.
Формулировка проблемы и основные разрешающие уравнения. Будем рас-

сматривать упругое и неупругое деформирование слоистых пластин симметричной
структуры из несжимаемых материалов, подчиняющихся деформационной теории
пластичности в рамках постановки, изложенной в [14]. Выделим подкласс полиго-
нальных пластин с выпуклым контуром, имеющим прямой угол (треугольных, четы-
рехугольных, пятиугольных). Некоторые из них изображены на рис. 1–4.

Будем использовать декартову систему координат с началом в вершине прямого
угла и осями x и y, направленными вдоль его сторон. Относительно закрепления
контуров рассматриваемых пластин будем считать, что стороны, образующие прямой
угол, могут быть закреплены шарнирно или жестко, а остальные стороны — жестко
защемлены.

В рамках гипотез, сформулированных в [14], основные соотношения для задач попе-
речного изгиба пластин определяются следующим набором выражений. Деформации
εx, εy, εxy связаны с прогибом w(x, y) пластины выражениями

εx = −zκx, εy = −zκy, εxy = −zκxy, (1)

κx =
∂2w

∂x2
, κy =

∂2w

∂y2
, κxy =

∂2w

∂x∂y
, (2)

где z — координата, отсчитываемая от срединной поверхности вдоль нормали к ней.
Напряжения в слоях в соответствии с законом Генки–Ильюшина

σxj =
Φj(εu)

εu

(
εx +

1

2
εy

)
, σyj =

Φj(εu)

εu

(
εy +

1

2
εx

)
,

τj =
Φ(εu)

εu
εxy, (j = 1, 2, ... , n) (3)

εu = |z|κu = |z|(κ2
x + κxκy + κ2

y + κ2
xy)

1/2. (4)
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Изгибающие Mx, My и крутящий Mxy моменты определяются выражениями

Mx = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

σxjz dz, My = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

σyjz dz,

Mxy = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

τjz dz, h0 = 0, (5)

hj — координаты границ раздела слоев. Уравнение равновесия при поперечном изгибе
имеет вид

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ q0φ1(x, y) = 0, (6)

q0 — амплитуда нагрузки, φ1(x, y) — функция ее распределения по поверхности пла-
стинки. Для материалов, равносопротивляющихся растяжению и сжатию, диаграммы
деформирования достаточно надежно могут быть аппроксимированы кубическими
параболами [6,7] и, таким образом, можно принять зависимости

Φj(εu) = Ajεu +Bjε
3
u, (0 6 εu 6 ε∗j ), Bj = − Aj

3(ε∗j )
2
, ε∗j =

3σ∗j
2Aj

, (7)

Aj , σ∗j , ε
∗
j — модуль Юнга, предел прочности и предельная деформация предразру-

шения материала j-го слоя. Зависимости (7) позволяют рассматривать как упругое
(Bj = 0), так и неупругое при Bj 6= 0 состояние материала j-го слоя. Для слоистых
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конструкций по требованиям эксплуатации важно рассматривать два предельных со-
стояния [15]: первое — предельно упругое (когда для всех составляющих материалов
Bj = 0 и εu 6 ε0 6 min(ε0

1, ε
0
2, ... , ε

0
n), где ε0

j = σ0j/Aj и σ0j — предел упругости ма-
териала j-го слоя), и второе состояние — состояние предразрушения (когда Bj 6= 0,
εu 6 ε∗ = min(ε∗1, ε

∗
2, ... , ε

∗
n), σ∗j — предельная деформация предразрушения j-го слоя

материала слоистой пластинки). Эти предельные состояния, разумеется, не характе-
ризуют мгновенного опасного состояния эксплуатации, но указывают на определенные
надёжные эксплуатационные состояния несущей способности и жесткости рассмат-
риваемых слоистых пластин, после превышения которых может достаточно быстро
наступить опасность их реальной эксплуатации вследствие случайных отклонений от
режимов эксплуатации или ускоренной деградации свойств материалов.

Цель работы заключается в разработке относительно простой инженерной мето-
дики установления первого и второго предельных состояний для рассматриваемых
конструкций, а также возможно большего их расширения за счет подбора структу-
ры и расстановки материала слоев в конструкциях. Для реализации указанной цели,
наряду со слоистыми конструкциями, будут одновременно рассматриваться эталон-
ные однослойные пластинки тех же геометрических форм и условий нагружения с
толщиной 2H0 и характеристиками материала A0, B0, σ0

0, σ∗0, ε0
0, ε∗0.

Методика расчета. Для всех рассматриваемых пластин решение будем искать в
единообразной форме

wk(x, y) = WkΨk(x, y), w0(x, y) = W0Ψk(x, y), k = 1, 2, ... , n, (8)

где для слоистых и однородных (эталонных) пластинWk,W0 — константы, а функции
Ψk(x, y) для k-й пластинки подбираются так, чтобы были выполнены соответствую-
щие граничные условия закрепления на контуре. Например, если все три стороны
треугольной пластинки на рис. 1 будут защемлены, то можно принять

Ψ1(x, y) = x2y2
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (9)

Если стороны OA и OB на рис. 1 шарнирно-оперты, а сторона AB защемлена, то

Ψ2(x, y) = x3y3
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (10)

Если стороны OA и AB на рис. 1 защемлены, а сторона OB шарнирно-оперта, то

Ψ3(x, y) = x3y2
(x
a

+
y

b
− 1
)2
, (11)

и если стороны OB и AB защемлены, а сторона OA шарнирно-оперта, то

Ψ4(x, y) = x2y3
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (12)

Если все стороны прямоугольника OACB на рис. 2 защемлены, то

Ψ5(x, y) = x2y2
(x
a
− 1
)2 (y

b
− 1
)2
. (13)

Если же все они шарнирно-оперты, то

Ψ6(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)3
. (14)
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Если стороны AC и BC на рис. 2 защемлены, а стороны OA и OB шарнирно-оперты,
то

Ψ7(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)2 (y

b
− 1
)2
. (15)

Если три стороны OA, OB и AC на рис. 2 шарнирно-оперты, а сторона BC защемлена,
то

Ψ8(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)2
. (16)

Если параллельные стороны OB и AC на рис. 2 шарнирно оперты, а две других OA
и BC защемлены, то

Ψ9(x, y) = x3y2
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)2
. (17)

Если все стороны четырехугольника OACB на рис. 3 защемлены, то

Ψ10(x, y) = x2y2 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − ad]2. (18)

Если стороны OB и OA на рис. 3 шарнирно закреплены, а остальные защемлены, то

Ψ11(x, y) = x3y3 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − d]2. (19)

Если лишь одна сторона OA на рис. 3 шарнирно-оперта, а остальные защемлены, то
будем иметь

Ψ12(x, y) = x3y2 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − ad]2. (20)

Аналогичные выражения получим для трапеции OACB на рис. 4, если в выражениях
(18)–(20) принять d = b.

Используя аппроксимацию (7) и выражения для прогибов (8), получим для изги-
бающих и крутящих моментов эталонных и слоистых пластин выражения

Mx = D1R1(w) +D2R2(w),

My = D1R3(w) +D2R4(w),

Mxy = D1R5(w) +D2R6(w),

(21)

где
R1(w) = 2κx + κy, R2(w) = (2κx + κy)κ

2
u,

R3(w) = 2κy + κx, R4(w) = (2κy + κy)κ
2
u,

R5(w) = κxy, R6(w) = κxyκ
2
u,

(22)

κ2
u = κ2

x + κ2
y + κxκy + κ2

xy,

D1 =
1

3

n∑
j=1

Aj(h
3
j − h3

j−1), D2 =
1

5

n∑
j=1

Bj(h
5
j − h5

j−1). (23)

Для материалов, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию, диаграммы
деформирования достаточно надежно могут быть аппроксимированы кубическими
параболами [7], и, таким образом, можно принять зависимости

Φj(εu) = Ajεu +Bjε
3
u, (0 6 εu 6 ε∗j ), Bj =

Aj
3(ε∗j )

2
, ε∗j =

3σ∗j
2Aj

, (24)

Aj , σ∗j , ε
∗
j — модуль Юнга, предел прочности и предельная деформация предразруше-

ния материала j-го слоя гибридной пластинки. Зависимости (24) позволяют рассмат-
ривать как упругое (при Bj = 0), так и неупругое (при Bj 6= 0) состояния материала
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j-го слоя. Для слоистых конструкций по требованиям эксплуатации важно рассмат-
ривать два предельных состояния [5,15]. Первое — предельно упругое, когда для всех
составляющих материалов Bj = 0 и εu 6 ε0 = min(ε0

1, ε
0
2, ... , ε

0
n), где ε0

j = σ0
j /Aj и σ

0
j —

предел упругости материала j-го слоя. Второе (состояние предразрушения), когда
Bj 6= 0, εu 6 ε∗ = min(ε∗1, ε

∗
2, ... , ε

∗
n), εk — предельная деформация предразрушения

k-го слоя пластинки. При этом, по характеру расположения материалов и геомет-
рическим параметрам слоев, будем выделять подклассы рациональных гибридных
конструкций и гибридных не вполне рациональных конструкций.

Под гибридными рациональными будем понимать такие слоистые гибридные пла-
стинки, в которых при заданном типе нагружения и закрепления первое или второе
предельное состояние реализуется одновременно во всех материалах. Это означает, с
учетом равенств (4), что для таких пластин в случае первого предельного состояния
расположение материалов и геометрические параметры слоев должны удовлетворять
соотношениям

hjκ
0
u = ε0

j , (j = 1, 2, ... , n), (25)

κ0
u =

ε0
1

h1
,

h2

h1
=
ε0

2

ε0
1

,
h3

h1
=
ε0

3

ε0
1

, ... ,
hn
h1

=
ε0
n

ε0
1

, (26)

ε0
n > ε0

n−1 > ... > ε0
1. (27)

Аналогично для второго предельного состояния гибридных рациональных пластин
должны выполняться соотношения

κ∗u =
ε∗1
h1
,

h2

h1
=
ε∗2
ε∗1
,
h3

h1
=
ε∗3
ε∗1
, ... ,

hn
h1

=
ε∗n
ε∗1
, (28)

ε∗n > ε∗n−1 > ... > ε∗1, (29)

которые определяют порядок расстановки материалов по толщине и соотношение
между геометрическими размерами слоев.

Существенно более широкий подкласс «не вполне рациональных проектов» при от-
сутствии ограничивающих требований на порядок расстанови слоев и взаимосвязи
их геометрических параметров можно анализировать, опираясь на концепцию «сла-
бейшего звена» в конкретных случаях. Из заданного множества материалов рассмат-
риваемых слоистых пластин «слабейшее звено» по первому предельному состоянию
определяется требованием

ε0 = min(ε1
0, ε

2
0, ... , ε

n
0 ), (30)

а второму предельному состоянию — требованием

ε∗ = min(ε∗0, ε
∗
0, ... , ε

∗
0). (31)

Тогда, если в рассматриваемой пластине k-й слой материала является слабейшим
звеном по первому предельному состоянию, то для этого случая

Bj = 0, (j = 1, 2, ... , n), κ0
u =

ε0

hk
, κ0

u = max
x,y∈S

κu(x, y). (32)

Для второго предельного состояния аналогичные выражения будут иметь вид

σ∗k = Akhk

[
1 +

Bk
Ak

(hkκu)2

]
, hm <

ε∗m
εk
hk, κu = max

x,y∈S
κu(x, y). (33)
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Пользуясь выражениями (1)–(5) и (7) для Mx, My, Mxy, получим

Mx = D1R1(w) +D2R2(w),

My = D1R3(w) +D2R4(w),

Mxy = D1R5(w) +D2R6(w),

(34)

R1(w) = 2κx + κy, R2(w) = (2κx + κy)κ
2
u,

R3(w) = 2κy + κx, R4(w) = (2κy + κx)κ2
u,

R5(w) = κxy, R6(w) = κxyκ
2
u,

(35)

κ2
u = κ2

x + κ2
y + κxκy + κ2

xy,

D1 =
1

3

n∑
j=1

Aj(h
3
j − h3

j−1), D2 =
1

5

n∑
j=1

Bj(h
5
j − h5

j−1).

И для прогиба w(x, y) из уравнения (6) получим

L1(w) + L2(w) + q0φ(x, y) = 0, (36)

L1(w) = D1

[
∂2R1

∂x2
+ 2

∂R5

∂x∂y
+
∂2R3

∂y2

]
, L2(w) = D2

[
∂2R2

∂x2
+ 2

∂R6

∂x∂y
+
∂2R4

∂y2

]
.

Необходимые граничные условия для уравнения (2) формулируются в зависимости
от условий закрепления на контуре, формулируются на основе граничных условий
классической Кирхгофовской теории пластин.

Учитывая сложный нелинейный характер разрешающего уравнения (36), дальней-
шее численное решение соответствующих задач будем строить на основе удобных мо-
дификаций метода Бубнова–Галеркина [16]. В первом приближении прогиб для соот-
ветствующих пластин будем искать в форме

w(x, y) = CiΨi(x, y), (37)

где Ci = const, а функция Ψi(x, y) подбирается так, чтобы были выполнены соответ-
ствующие граничные условия закрепления на контуре рассматриваемой пластины.

В частности, можно использовать, например, функции (9)–(20). Тогда, используя
для уравнения (37) процедуру приближенного решения задачи по методу Бубнова–Га-
леркина [16], для соответствующих коэффициентов Ci будем получать линейные для
первых предельных состояний и кубические для вторых предельных состояний алгеб-
раические уравнения связи этих коэффициентов с амплитудами действующих нагру-
зок. Аналитические решения этих уравнений можно выписать, пользуясь справочной
литературой [17]. Пользуясь этими решениями с известными выражениями для проги-
бов, далее необходимо решить задачу о поиске экстремума функции двух переменных
x, y ∈ S (S — поверхность рассматриваемой пластинки). Определить max

x,y∈S
κu(x, y).

Процедура решения такой задачи x, y ∈ S также известна из справочной литера-
туры [17]. Для нахождения соответствующих значений предельных нагрузок далее
необходимо использовать формулы (25)–(30) в зависимости от структур расположе-
ния материалов.
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Abstract. For a class of hybrid polygonal plates with contours having a right angle under various
loading and securing conditions, an engineering method has been developed for determining the
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were determined, the necessary systems of resolving equations were obtained, and the method for
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Аннотация. Разработка методики экспериментального определения пластических свойств
листового материала из терморасширенного графита (гибкого графита) в условиях сжимаю-
щих средних напряжений является предметом настоящего исследования. С учетом условий
производства и эксплуатации уплотнительных элементов и требований однородности напря-
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сжатие параллелепипеда в канале), образцы для которых имеют форму сплошного цилиндра
либо куба и собираются из дисков или квадратов, вырезанных из листа. Для колец, изго-
тавливаемых навивкой графитовой фольги на цилиндрический сердечник с последующим
осевым прессованием в матрице, дополнительно предлагаются испытания всесторонним сжа-
тием, осевым сжатием в зазоре между внешней и внутренней упругими цилиндрическими
оболочками, а также растяжением в полудисках. Пластические деформации гибкого графита
сопровождаются дилатансией — связанностью сдвиговых и объемных компонент. Обзор под-
ходящих моделей выделил кэп-модель Димаджио и Сэндлера, для материальных функций и
констант которой получены выражения через измеряемые и контролируемые в перечислен-
ных испытаниях величины. Избыточное количество данных может служить для проверки
адекватности применения кэп-модели для описания пластических свойств гибкого графита.
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Введение
Гибкие графитовые листы и фольги получают прокаткой терморасширенного гра-

фита до плотностей массы около трети плотности кристаллического графита и при-
меняют для изготовления химически инертных прокладок, электродов, датчиков,
устройств вибродемпфирования, теплоизоляции, защиты от электромагнитных по-
лей [1]. В литературе предлагается определять механические и прочностные свой-
ства данного материала исключительно из испытаний на одноосное растяжение [2],
[3], [4] и индентирование [5]. Воспроизводимые в подобных испытаниях напряженно-
деформированные состояния не характеризуются сжимающими средними напряже-
ниями и уплотнением и потому не подходят для расчетов процессов производства и
эксплуатации прокладок из гибкого графита, в которых подобные состояния реали-
зуются во всем объеме изделия. Проектирование подходящих базовых экспериментов
и методики калибровки моделей пластичности поэтому представляется необходимой
и актуальной задачей.

Необратимое уплотнение гибкого графита при сжатии изменяет его упругие, пла-
стические и предельные свойства. Подходящие модели материала встречаются среди
уравнений состояния пористых, порошковых, геологических и других некомпактных
сред и характеризуются связанностью сдвиговых и объемных деформаций (дилатан-
сией). Первый раздел работы посвящен обзору моделей пластического течения по-
добных сред с целью анализа их гибкости при аппроксимации экспериментальных
данных и удобства использования в численных расчетах. Предложен набор базовых
экспериментов, в которых реализуются различные напряженные и деформированные
состояния со сжимающим средним напряжением, достаточный для калибровки мно-
гоконстантных моделей пластичности уплотняемых сред. Все рассматриваемые экс-
перименты рассчитаны на испытания многослойных образцов, изготовленных из пла-
стин или фольг гибкого графита: цилиндрических, кубических либо кольцевых. Для
каждого из испытаний дается вывод соотношений между константами и функциями
простейшей кэп-модели, реализованной в пакете программ LS-DYNAr, и измеряемыми
в экспериментах величинами.
Обзор моделей пластического течения уплотняемых сред
Главной характеристикой критериев текучести некомпактных сред является диа-

грамма Бужинского — предельная кривая в полуплоскости {p, s ≥ 0}, где p = −J1,

J1 = σii, а s = J
′1/2
2 , J ′2 = sijsij/2, sij = σij − σkkδij/3, σij — компоненты тензо-

ра напряжений, и ее эволюция при деформационном упрочнении. Переменная p есть
утроенное среднее напряжение, взятое с противоположным знаком, положительная
при сжимающих средних напряжениях и традиционно используется в механике грун-
тов и порошков. Другой характеристикой подобных критериев является сечение по-
верхности текучести в пространстве главных напряжений σ3 ≤ σ2 ≤ σ1 девиаторной
плоскостью, геометрия которого отражает зависимость от угла вида напряженного
состояния ϑ :

√
3 tg ϑ = µ, где µ = (2σ2−σ1−σ3)/(σ1−σ3), −1 ≤ µ ≤ 1 — параметр

Лоде. Для рассматриваемого класса сред характерен переход в состояние текучести
при определенном значении сжимающего среднего напряжения и следующее за ним
деформационное упрочнение за счет необратимого уплотнения при сжатии. Условия
текучести дилатирующих сред, отражающие эти особенности, описываются замкну-
тыми поверхностями в пространстве главных напряжений и представляют собой мо-
дификации критериев Друкера – Прагера и Кулона – Мора предельного состояния
грунтов либо обобщения критерия Мизеса. Описание множества подобных условий
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текучести в рамках ассоциированного закона пластического течения содержится в
обзорах [6], [7], [8].

Простейшая модель Димаджио и Сэндлера [9] была получена замыканием правиль-
ного кругового конуса текучести Друкера – Прагера эллиптической «крышкой». В ко-
ординатах полуплоскости {p, s ≥ 0} соответствующие предельные контуры несколько
более общей модификации модели задаются уравнениями

f1(s, p) = s− F1(p) = 0, F1(p) = β + αp− γ exp(−δp), p < L(κ) (1)

и

f2(s, p, κ) = s− F2(p, κ) = 0, F2(p, κ) =
√

(X(κ)− L(κ))2 − (p− L(κ))2/R, L ≤ p ≤ X,
(2)

где α, β, γ, δ, R — положительные константы, а L = L(κ), X = X(κ) — положи-
тельные функции параметра упрочнения κ, задающие отрезок на оси p, на котором
располагается крышка,

L(κ) = {κ, κ > 0; 0, κ ≤ 0}, X(κ) = L(κ) +RF1(L(κ)), (3)

εpv = −ω (1− exp(−χ(X(κ)−X0))) , εpv =

∫ t

0
ε̇pkkdt, (4)

где ω, χ, X0 — положительные константы. Ассоциированный с функциями (1), (2)
закон пластического течения ε̇pij = λ̇∂f1,2/∂σij при условии текучести прогнозирует
различные виды дилатансии: пластическое разрыхление ε̇pv = 3(α+γδ exp(−δp))ėp > 0,

где ėp =
√

2ėpij ė
p
ij , ė

p
ij = ε̇pij − ε̇

p
kkδij/3 при p < L (течение на конической поверхности)

и пластическое уплотнение ε̇pv = −3(p − L)ėp/(R2s) < 0 при L ≤ p ≤ X (течение
на эллиптической поверхности) при накоплении сдвиговых деформаций ep =

∫ t
0 ė

pdt.

Модель реализована в пакете программ LS-DYNAr под именем MAT_025 [10].
Описанная выше «кэп-модель» имеет негладкое сопряжение конической и эллипти-

ческой частей поверхности текучести. Простейшее гладкое обобщение модели, пред-
ложенное Швером и Мюррей [11], построено заменой функций f1 и f2 в (1) и (2) на
следующую

f(s, p, κ) = s2 − F 2
1 (p)F3(p, κ) = 0, (5)

где

F3(p, κ) =

{
1, p ≤ L
1− (p−L(κ))2

(X(κ)−L(κ))2
, p > L

(6)

Для учета зависимости от угла вида напряженного состояния ϑ критерий (5) предло-
жено модифицировать следующим образом:

f(s, p, ϑ, κ) = s2 − Λ(ϑ)F 2
1 (p)F3(p, κ) = 0, (7)

где Λ(ϑ) — гладкая материальная функция. Функция (7) аппроксимирует коническую
часть поверхности текучести более гибко, чем это позволяют конус Друкера – Пра-
гера или пирамиды Кулона – Мора и Треска – Кулона. Данная гладкая кэп-модель
также присутствует в библиотеке моделей материалов пакета программ LS-DYNAr под
именем MAT_145 [10].
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Другие гладкие многоконстантные обобщения кэп-модели, учитывающие зависи-
мость от угла вида, предложены в работах [12] применительно к порошковой метал-
лургии, [13] для описания предельного состояния бетона, [14] для геоматериалов с
изменяемой пористостью.

Отдельно от кэп-моделей располагаются различные обобщения критерия Мизеса.
Модель Грина [15]

s2 + αp2 = βσ2
u, (8)

предназначенная для описания пластичности пористых материалов и популярная в
порошковой металлургии, имеет эллиптический вид предельной кривой и в девиатор-
ной плоскости, и в плоскости Бужинского. В (8) σu — предел текучести материала
при отсутствии пористости η = vp/(vp + vm) = 0, где vp, vm — объем пор и материала
в элементарном объеме среды. Оценка несущей способности пористого материала при
сдвиге и гидростатическом давлении позволила вывести зависимость коэффициентов
функции текучести от параметра пористости

α =
1

4

(
3(1− η1/3)

(3− 2η1/4) ln η

)2

, β =

(
3(1− η1/3)

(3− 2η1/4)

)2

. (9)

Модель прогнозирует предел текучести при всестороннем растяжении, не являющий-
ся независимым от пределов текучести на сдвиг и гидростатическое сжатие.

Модель Гарсона – Твергарда – Нидлемана (GTN) [16], [17], предназначенная для
металлов вблизи предельного состояния, использует гладкую неэллиптическую по-
верхность текучести

s2

σ2
u

+ 2η∗q1 ch(−q2p)− 1− (q1η
∗)2 = 0, (10)

где

η∗ =

{
η, η ≤ ηc
ηc + 1/q1−ηc

ηf−ηc (η − ηc), η > ηc
(11)

К (10)-(11) добавляется уравнение эволюции параметра пористости

η̇∗ = (1− η)ε̇pv + (Ω(ϑ)η(1− η) + Γ(ep)
σ2
u

s
)ėp, (12)

где ep =
∫ t

0 ė
pdt — накопленная сдвиговая пластическая деформация, а Ω и Γ — ма-

териальные функции. Модель GTN также присутствует в пакете программ LS-DYNAr

под именем MAT_120 [10].
Существуют и гораздо более сложные модели, не использующие ассоциированный

закон. В работе [18] для описания пластичности пористых металлов использована
формулировка модели Кэйси и Нагди с поверхностями текучести и нагружения в
пространствах напряжений и полных деформаций. Авторы работы [19] применитель-
но к задачам порошковой металлургии использовали предельную поверхность, состав-
ленную из пирамиды Кулона – Мора и эллиптической крышки с неассоциированным
законом пластического течения для описания разрыхления и ассоциированным — для
описания уплотнения. В работе [20] развиваются кэп-модели пластичности с неассо-
циированными законами пластического течения для моделирования деформационных
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процессов в горных породах. Авторами [21] для описания сложного нагружения по-
рошковых материалов сформулирована модель пластического течения с комбиниро-
ванным упрочнением, где за трансляцию поверхности текучести отвечает тензорный
параметр пористости.
Задача идентификации модели по базовым экспериментам
Для идентификации какой-либо из описанных выше моделей пластичности необхо-

димо выбрать набор базовых экспериментов, подходящих по условиям нагружения,
по регистрируемым данным которых определяются константы и функции модели.
Данная обратная задача в большинстве известных работ решается с помощью анали-
тического либо численного решения прямых задач [22], [21], [12].

Для определения пластических свойств гибкого графита в условиях сжимающих
средних напряжений (при наличии сдвиговых) в качестве базовых экспериментов рас-
сматриваются всестороннее и трехосное сжатие цилиндра, свободное и стесненное сжа-
тие цилиндра, сжатие цилиндра в упругой трубе и сжатие параллелепипеда в канале.
Пластины имеют толщину 0.8-1.5 мм и плотность 0.6-0.8 г/см3 (плотность кристалли-
ческого графита 2.1-2.2 г/см3). Испытуемые образцы представляют собой цилиндры
диаметром и высотой 20 мм либо кубы с длиной ребра 20 мм, составленные из дисков
или квадратов, вырезанных из листа. Испытания на сжатие осуществляются на уни-
версальной испытательной машине, снабженной контактным датчиком продольных
перемещений. Приспособления для сжатия цилиндрических образцов описаны в [23].
Испытания на всестороннее и трехосное сжатие по схеме Кармана осуществляются в
камере высокого давления. Еще одним объектом, удобным для испытаний, являются
уплотнительные кольца, которые изготавливают навивкой фольги толщиной 0.4-0.6
мм на цилиндрический сердечник с последующим осевым прессованием в матрице до
плотностей 1.2-1.8 г/см3. Такие кольца можно подвергать испытаниям всесторонним
сжатием, осевым сжатием в зазоре между внешней и внутренней упругими цилиндри-
ческими оболочками, а также растяжением полудисками по стандарту ASTM D2290.

Поскольку в перечисленных испытаниях реализуется уплотнение материала, в пер-
вом приближении рассматривается кэп-модель (1)-(4), в рамках которой уплотнению
соответствует течение на эллиптической части поверхности текучести. Для ее описа-
ния модель имеет три независимых параметра, задающих на плоскости Бужинского
центр L, размер X и форму R эллиптической поверхности текучести, причем первые
два являются функциями пластического уплотнения. Величины, измеримые в ходе
эксперимента, далее теоретически связываются с функциями и константой модели.
Поскольку интересуемые пластические свойства соотвествуют состояниям с пласти-
ческими деформациями существенно превосходящими упругие, последними при по-
лучении оценок мы будем пренебрегать.
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Всестороннее сжатие
Ненулевые компоненты тензора напряжений имеют вид σ33 = σ22 = σ11, поэтому

J1 = 3σ11, J
′
2 = 0 и из критерия текучести (2) следует X = −3σ11. Испытание осу-

ществляется в камере высокого давления; при этом поверхность образца защищается
от проникновения внутрь рабочей жидкости. После испытания с рабочим давлением
−σ11 определяется необратимое относительное изменение объема εpv. Совокупность
испытаний при различных последовательных значениях давления при ее аппрокси-
мации даст материальную функцию X(εpv).

Поперечное сжатие с фиксированными концами
Если ось цилиндрического образца связать с координатой 3, тензор напряже-

ний имеет следующие ненулевые компоненты: σ11 = σ22, σ33, откуда s11 = s22 =
(σ11 − σ33)/3 > 0, s33 = −2(σ11 − σ33)/3, J1 = 2σ11 + σ33, J

′
2 = (σ11 − σ33)2/3. Из

ассоциированного закона пластического течения ε̇pij = λ̇(R2sij − 2(p− L)δij) с учетом
условия стеснения ε̇p33 = 0 следует равенство (R2+3)σ33 = (R2−6)σ11−3L, подстановка
которого в критерий текучести (2) ведет к соотношению

L =
(√

R2 + 3X − 3Rσ11

)
/
(
R+

√
R2 + 3

)
. (13)

После каждого испытания с рабочим давлением из заданного ряда определяется необ-
ратимое относительное изменение объема εpv. С использованием этих данных и данных
испытания на всестороннее сжатие по соотношению (13) определяется зависимость
L(εpv) (константа R должна быть известна).

Трехосное сжатие
Испытание проводится в установке [24], реализующей схему Кармана, снабженной

камерой высокого давления. Структура тензора напряжений совпадает с предыду-
щим случаем, но его компоненты в данном испытании контролируются. Для примера
будем предполагать пропорциональное изменение компонент напряжений σ33 = χσ11,
причем σ11 < σ33 < 0. Критерий текучести

R2(1− χ)2σ2
11 + 3((2 + χ)σ11 + L)2 = 3(X − L)2 (14)

позволяет связать константы и функции модели с контролируемыми параметрами
σ11, χ. Ассоциированный закон пластического течения позволяет получить выражение
для отношений скоростей поперечной к осевой и осевой к объемной пластических
деформаций

ε̇p11

ε̇p33

=
(12 +R2)σ11 + (6−R2)σ33 + 6L

2(6−R2)σ11 + 2(3 +R2)σ33 + 6L
,

ε̇p33

ε̇pv
=

(6−R2)σ11 + (3 +R2)σ33 + 3L

9(2σ11 + σ33 + L),
(15)

которые измеряются после каждого эксперимента с контролируемыми σ11 и σ33. Соот-
ношение (15) может служить для определения функции L(εpv). Если нельзя подобрать
такую R, что функция L(εpv) не будет зависеть от отношения σ11/σ33 (в статистиче-
ском смысле), рассматриваемая модель требует усложнения.

Свободное сжатие
Отождествим радиальную и окружную координаты цилиндра с осями 1 и 2, а на-

правление сжатия — с осью 3. В таком случае σ11 = σ22 = 0, J1 = σ33, s11 = s22 =
−σ33/3, s33 = 2σ33/3, J

′
2 = J2

1/3. На диаграмме Бужинского данному нагружению со-
ответствует прямая, составляющая угол π/6 с осью J1. В зависимости от материала
в момент текучести она может достигнуть сечения эллиптической либо конической
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составляющей предельной поверхности. В первом случае из условие (2) равносильно
соотношению

X − L =
√

(σ33 − L)2 +R2σ2
33/3, (16)

справедливому при σ33, отвечающем моменту начала текучести. При возможности
измерения осевой деформации и поперечной деформации либо относительного изме-
нения объема образца, отношение приращений соответствующих величин может быть
получено из ассоциированного закона течения и имеет вид

ε̇p11

ε̇p33

=
(6−R2)σ33 + 6L

2(3 +R2)σ33 + 6L
,

ε̇p33

ε̇pv
=

(3 +R2)σ33 + 3L

3(2σ33 + 3L)
. (17)

Выражение (2) справедливо как в момент начала текучести, так и для любого момента
деформационного упрочнения.

Растяжение тонкого кольца полудисками
В этом испытании течение происходит на конической части поверхности текуче-

сти в соответствии с законом ε̇pij = λ̇(sij/s + 2F ′1δij), а вместо выражений (16), (17)
появляются

(α+
√

3/3)σ33 + γ exp(δσ33) = β, (18)

ε̇p11/ε̇
p
33 = (α+ γδ exp(δσ33)−

√
3/6)/(α+ γδ exp(δσ33) +

√
3/3). (19)

Здесь оси 1 и 3 соответствуют радиальной и окружной координатам. Если в экспери-
менте регистрируется различие деформаций по толщине и ширине кольца, возника-
ет основание выбора более сложной модели, поскольку потенциал (1) подразумевает
ε̇p11 = ε̇p22.

Условия стыковки контуров (1) (2) в точке p = L, s = (X − L)/R дает следующую
связь материальных функций и констант:

X = βR+ (1 + αR)L− γR exp(−δL). (20)

Стесненное сжатие
Для данного испытания контролируется напряжение σ33, σ11 = σ22, J1 = 2σ11+σ33.

Из условия стеснения ε̇p11 = ε̇p22 = 0 течение на эллиптической крышке сопровождается
напряжениями s11 = s22 = −2(J1 + L)/R2, s33 = 4(J1 + L)/R2, J ′2 = 12(J1 + L)2/R4,

и из критерия текучести (2) следует
√

12/R2 + 1(J1 + L) = L − X. Учитывая, что
s11 = σ11 − J1/3, можно получить связь компонент (R2 + 12)σ11 = (R2 − 6)σ33 − 6L,
откуда (R2 + 12)J1 = 3R2σ33 − 12L и следует соотношение

σ33 = −L/3−
√
R2 + 12(X − L)/R, (21)

которое можно использовать для идентификации материальных констант и функций.
Траектория нагружения на диаграмме Бужинского зависит от закона упрочнения,
который заранее не известен.

Если течение развивается на конической части поверхности текучести, то вслед-
ствие однородности первой степени функии (1) по s следует, что s11 = s22 ∝ s, откуда
и из определения s, s33 ∝ s. Для стесненного сжатия компоненты девиатора напря-
жений соотносятся между собой как s11 = s33/2, поэтому в общем случае необходимо
s = 0, что соответствует вершине конуса, растягивающему среднему напряжению и
разрыхлению. Поскольку такое поведение маловероятно для рассматриваемого мате-
риала, этот случай не будет приниматься во внимание.

Сжатие в упругой цилиндрической оболочке
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В отличие от предыдущих данное испытание позволяет измерять тангенциальные
деформации упругой цилиндрической оболочки, внутри которой происходит осевое
сжатие сплошного цилиндрического образца. Для этого на внешнюю поверхность ци-
линдрической оболочки наклеиваются тензодатчики. В рамках безмоментной теории
упругих оболочек [25] и предположений об однородности деформаций оболочки вдоль
образующей и свободы концов трубы от продольных усилий можно получить следу-
ющую связь компонент σ11 и ε11 :

ε11 =
a

h

σ11

E
, (22)

где a, h — радиус и толщина цилиндрической оболочки, E — модуль Юнга ее мате-
риала. Эти же компоненты реализуются в испытуемом образце.

Тензор напряжений имеет ту же структуру, как и в эксперименте на стесненное
сжатие, однако для тензора пластических деформаций ε̇p11 = ε̇p22 6= 0. Из соотношений
ассоциированного закона течения ε̇p11 = λ̇(R2s11 +2(J1 +L)), ε̇p33 = λ̇(R2s33 +2(J1 +L))
и определений ε̇pv = 2ε̇p11 + ε̇p33, J1 = 2σ11 + σ33 и компонент девиатора напряжений
s11 = (σ11 − σ33)/3, s33 = −2(σ11 − σ33)/3 можно получить следующие равенства:

ε̇p11

ε̇p33

=
(12 +R2)σ11 + (6−R2)σ33 + 6L

2(6−R2)σ11 + 2(3 +R2)σ33 + 6L
,

ε̇p11

ε̇pv
=

(12 +R2)σ11 + (6−R2)σ33 + 6L

18(2σ11 + σ33 + L)
.

(23)
Совместное применение соотношений (22), (23) позволяет определить зависимость
L(εpv) по измерениям σ33, ε

p
11 и dεp11/dε

p
33 при известных значениях объемной пла-

стической деформации и константе R.
Если в качестве образца рассматривается полый цилиндр, его внутренняя поверх-

ность также должна опираться на упругую цилиндрическую оболочку, а осевое сжа-
тие образца происходить в пространстве между внутренней и внешней оболочками,
обеспечивая свободное перемещение образца относительно них. Для обеспечения од-
нородности распределения деформаций и напряжений по радиусу образца толщина
стенки внутренней оболочки h1 должна соотноситься с толщиной стенки внешней
оболочки h2 и радиусами обеих a1, a2 согласно следующему соотношению:

a1

h1
=
a2

h2
. (24)

Это требование следует из (22).
Сжатие в канале
Направим координаты 1 и 2 вдоль оси канала и в поперечном направлении, а

координату 3 — вдоль оси сжатия. В таком случае σ11 = 0, а из условия ε̇p22 = 0
следует s22 = −2(J1 + L)/R2. С учетом определений компонент девиатора напряже-
ний последовательно получаем σ22 = ((R2 − 6)σ33 − 6L)/(2R2 + 6), J1 = (3R2σ33 −
6L)/(2R2 + 6), J1 + L = (3σ33 + 2L)R2/(2R2 + 6), J2 = ((σ22 − σ33)2 + σ2

22 + σ2
33)/6 =

((R4 + 6R2 + 36)σ2
33 + 36σ33L + 12L2)/(2R2 + 6)2. Подставляя данные выражения в

критерий текучести (2), можно получить соотношение(
(R2 + 12)σ2

33 + 12σ33L+ 4L2
)
R2 = 4(R2 + 3)(X − L)2, (25)

которое можно использовать с целью идентификации материальных констант и функ-
ций модели. При возможности измерения сжимающих и поперечных либо объемных
пластических деформаций образца в последовательные моменты времени отношения
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соответствующих скоростей могут быть получены из ассоциированного закона тече-
ния и имеют вид

ε̇p11

ε̇p33

=
(6−R2)σ33 + 6L

(12 +R2)σ33 + 6L
,

ε̇p33

ε̇pv
=

(12 +R2)σ33 + 6L

6(3σ33 + 2L)
. (26)

Выражение (26) справедливо как в момент начала текучести, так и для любого мо-
мента деформационного упрочнения.
Заключение
Для возможности экспериментального определения пластических свойств гибкого

графита в условиях сжимающих средних напряжений предложен ряд стандартных
и нестандартных испытаний, существенно расширяющий эксперименты на одноос-
ное растяжение и индентирование, предлагаемые для этого в немногих существую-
щих работах. Выполнен обзор моделей пластичности дилатирующих сред, к которым
относится гибкий графит, и выбрана простейшая модель, присутствующая в пакете
программ LS-DYNAr. Для всех видов испытаний получены соотношения между кон-
стантами и функциями модели и измеряемыми и контролируемыми в экспериментах
величинами. Результаты требуются для идентификации рассматриваемой модели и
нуждаются в практической апробации.
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A. A. Adamov, I. E. Keller, N. S. Podkina

BASIC EXPERIMENTS FOR IDENTIFICATION OF THE CAP MODEL OF
FLEXIBLE GRAPHITE PLASTICITY

Institute of Continuous Media Mechanics of UB RAS, Perm, Russia

Abstract. The development of a method for experimental determination of the plastic properties
of thermally expanded graphite sheets (flexible graphite) under compressive medium stresses is the
subject of this study. This problem is practically not reflected in publications, with the exception
of several that offer uniaxial tension and indentation tests for its solution. The conditions of
manufacture and operation of sealing elements and uniformity of stress-strain state in the specimen
is allowed to allocate a range of suitable tests (all-round and triaxial compression of cylinder, free
and constrained compression of cylinder, compression of cylinder in an elastic pipe and compression
of parallelepiped in the channel), the samples which have the form of a solid cylinder or cube and
is made of discs or squares cut from the sheet. For rings made by winding graphite foil on a
cylindrical core with subsequent axial compression in the matrix, tests are additionally offered for
all-round compression, axial compression in the gap between the outer and inner elastic cylindrical
shells, as well as stretching in half-disks. A feature of the plastic properties of flexible graphite
is its dilatancy, that is coupling of shear and volumetric plastic strains. A review of the relevant
models was performed, as a result of which DiMaggio and Sandler cap model was selected, its
material functions and constants were associated with the values measured and controlled in the
above tests. The excessive amount of data allows us to check the adequacy of the application of
the cap model to describe the plastic properties of flexible graphite.

Keywords: flexible graphite, cap plasticity models, compacted media, identification, basic
experiments
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Heidelberg: Springer, 2014. P. 49–152.

[8] Kolupaev V., Yu M.-H., Altenbach H. Fitting of the strength hypotheses // Acta Mechanica. 2016.
no. 6 (227). p. 1533–1556.

[9] DiMaggio F., Sandler I. Material models for granular soils // Journal of the Engineering Mechanics
Division ASCE. 1971. no. 97. p. 935–950.

[10] Livermore Software Technology Corporation. LS-DYNA® Keyword User’s Manual. Volume II.
Material Models. Version R10.0. 2017.

[11] Schwer L., Murray Y. A three-invariant smooth cap model with mixed hardening // International
Journal for Numerical and Analytical Methods In Geomechanics. 1994. no. 18. P. 657–688.

[12] Khoei A., Azami A. A single cone-cap plasticity with an isotropic hardening rule for powder
materials // International Journal of Mechanical Sciences. 2005. no. 1 (47). P. 94–109.

[13] Ottosen N. A Failure Criterion for Concrete // Journal of the Engineering Mechanics Division ASCE.
1977. no. 103. P. 527–535.

[14] Mahnken R. Theoretical, numerical and identification aspects of a new model class for ductile
damage // International Journal of Plasticity. 2002. no. 7 (18). p. 801–831.

[15] Green R. A plasticity theory for porous solids // International Journal of Mechanical Sciences. 1972.
no. 4 (14). P. 215–224.

[16] Gurson A. Continuum theory of ductile rupture by void nucleation and growth: Part I – Yield criteria
and flow rules for porous ductile media // Journal of Engineering Materials and Technologies. 1977.
no. 1 (99). P. 2–15.

[17] Tvergaard V., Needleman A. Analysis of the cup–cone fracture in a round tensile bar // Acta
Metallurgica. 1984. no. 32. p. 157–169.

[18] Kim K. Elasto-plastic response of porous metals under triaxial loading // International Journal of
Solids and Structures. 1988. no. 9 (24). P. 937–945.

[19] Gu C., Kim M., Anand L. Constitutive equations for metal powders: application to powder forming
processes // International Journal of Plasticity. 2001. no. 2 (17). P. 147–209.

[20] Garagash I., Nikolaevskiy V. Nonassociated flow laws and plastic strain localization // Advances in
Mechanics. 1989. no. 1 (12). P. 131–183. (in Russian).

[21] Shestakov N., Subich V., Demin V. Compaction, consolidation and failure of porous materials. Moscow:
FIZMATLIT, 2011. 264 p. (in Russian).

Adamov Anatoliy Arsangaleevich, Dr. Sci. Phys. & Math., Senior Researcher, Leading Researcher,
Institute of Continuous Media Mechanics of UB RAS, Perm, Russia.
Keller Ilya Ernstovich, Dr. Sci. Phys. & Math., Associated Professor, Head of laboratory, Institute
of Continuous Media Mechanics of UB RAS, Perm, Russia.
Podkina Nataliya Sergeevna, Head of the test area, JSC “Sealur”, Perm, Russia.



142 А.А. АДАМОВ, И.Э. КЕЛЛЕР, Н.С.ПОДКИНА

[22] Tsemenko V. Deformation of powder media. St.-Petersburg: St.-Petersburg State Technical University
Press, 2001. 104 p. (in Russian).

[23] Adamov A. Comparative analysis of the two-constant generalizations of Hooke’s law for isotropic
elastic materials at finite strains // Journal of Applied Mechanics and Technical Physics. 2001. no. 5
(42). p. 890–897.

[24] High Pressure Triaxial Cell for Metal Powder / P. Doremus, C. Geindreau, A. Martin et al. // Powder
Metallurgy. 1995. no. 4 (38). P. 284–287.

[25] Eliseev V. Mechanics of elastic bodies. St.-Petersburg: St.-Petersburg State Technical University Press,
1999. 341 p. (in Russian).



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №3 (45). С. 143–151

А. C. Бегун, Л. В. Ковтанюк

ДЕФОРМИРОВАНИЕ ВЯЗКОУПРУГОГО ДИСКА,
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ С УСКОРЕНИЕМ

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт автоматики и
процессов управления Дальневосточного отделения Российской академии наук,

г. Владивосток, Россия

Аннотация. Рассматривается деформирование вязкоупругого диска, вращающегося с изме-
няющейся скоростью (разгон, торможение и вращение с постоянной скоростью). Для матема-
тического моделирования процесса деформирования используется теория течения. При пред-
положении плоского напряженного состояния получена система дифференциальных уравне-
ний для определения полей напряжений, обратимых и необратимых деформаций и переме-
щений. Численное решение этой системы уравнений найдено с помощью конечно-разностного
метода. В случае решения осесимметричной задачи используется метод конечных элементов,
реализованный в пакете Freefem++. Рассмотрено деформирование полого диска и диска с
жестким включением, как постоянной толщины, так и переменной.

Ключевые слова: вязкоупругость, вращающийся диск, необратимое деформирование, оста-
точные напряжения.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.66.88.014

УДК: 539.374

Расчету ползучести вращающихся дисков посвящено множество публикаций [1–8]
и др., поскольку во многих механизмах и машинах вращающиеся диски являются
одними из важных элементов. В процессе эксплуатации дисков может происходить
их необратимое деформирование с нежелательными изменениями их функциональ-
ных свойств. Как правило [1–6], при математическом моделировании необратимого
деформирования вращающихся дисков предполагают, что скорость вращения сохра-
няется постоянной. Однако в большинстве случаев диски работают при изменяющихся
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режимах эксплуатации. В работах [7, 8] исследовано деформирование упругого неод-
нородного диска, вращающегося с уменьшающейся скоростью. Настоящая работа по-
священа расчету напряженно-деформированного состояния вязкоупругого диска, вра-
щающегося с изменяющейся скоростью. Последовательно рассматриваются разгон,
вращение с постоянной скоростью и торможение диска. В данном случае наряду с
центробежными силами инерции также учитываются силы инерции, связанные с уг-
ловым ускорением.
Определяющие соотношения. При математическом моделировании исследуе-

мого процесса деформации будем считать малыми. Компоненты тензора полных де-
формаций dij в данном случае определяются как сумма упругих деформаций eij и
деформаций ползучести pij

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

, (1)

здесь ui — компоненты вектора перемещений.
Предполагаем, что напряжения в среде определяются упругими деформациями со-

гласно закону Гука
σij = λekkδij + 2µeij . (2)

где (2) λ, µ — параметры Ламе.
Считаем, что в процессе деформирования напряженное состояние не достигает по-

верхности текучести, а накопление необратимых деформаций свяжем с механизмом
ползучести. Для моделирования процесса ползучести воспользуемся теорией течения.
Тогда связь напряжений со скоростями необратимых деформаций εvij примем в виде
степенного закона ползучести Нортона:

εvij =
∂V

∂σij
, V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) . (3)

В соотношениях (3) B, n постоянные материала, V (σij) — потенциал ползучести,
σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений.

Использование кусочно-линейных потенциалов в (3) приводит к необходимости про-
изводить расчеты в нескольких областях, соответствующих определенным граням и
ребрам. В то же время в рассматриваемом случае вид кусочно-линейного потенциала
сравним по сложности с непрерывным, поэтому в качестве Σ будем использовать

Σ =
√

3/2
√

(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2, σ =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3) (4)

Плоское напряженное состояние. Пусть кольцевой диск, механические свой-
ства которого описаны выше, вращается с переменной угловой скоростью ω(t). Внеш-
ний радиус диска r = R, внутренний — r = r0. Предполагая диск достаточно тонким,
считаем, что реализуется плоское напряженное состояние. Тогда отличными от нуля
будут компоненты напряжений σrr, σϕϕ и σrϕ.

Рассмотрим два вида граничных условий: свободный диск

σrr|r=r0 = σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0. (5)

и диск с жестким включением

ur|r=r0 = 0, σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0. (6)

Считаем, что до начала вращения диска напряжения и деформации в материале
отсутствуют.
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Полные деформации в рассматриваемом случае связаны с перемещениями соотно-
шениями:

drr =
∂ur
∂r

, drϕ =
1

2

(
∂uϕ
∂r
− uϕ

r

)
, dϕϕ =

ur
r
. (7)

Для отличных от нуля компонент тензора скоростей упругих деформаций, исполь-
зуя закон Гука (2), найдем

εerr =
2(λ+ µ)σ̇rr − λσ̇ϕϕ

2µ(3λ+ 2µ)
, εeϕϕ =

2(λ+ µ)σ̇ϕϕ − λσ̇rr
2µ(3λ+ 2µ)

, εerϕ =
σ̇rϕ
2µ

. (8)

Здесь и далее (.) обозначена производная по времени.
С началом процесса необратимые деформации увеличиваются за счет ползучести.

Тогда, воспользовавшись законом ползучести (3), найдем компоненты скоростей необ-
ратимых деформаций

ενrr=
Bn

2
(2σrr−σϕϕ)Q

n

2
−1
, ενϕϕ=

Bn

2
(2σϕϕ−σrr)Q

n

2
−1
, ενrϕ=

3Bn

2
σrϕQ

n

2
−1
,

ενzz = −Bn
2

(σrr + σϕϕ)Q

n

2
−1
, Q = σ2

rr + σ2
ϕϕ − σrrσϕϕ + 3σ2

rϕ. (9)

В случае вращения диска с переменной скоростью на диск будут действовать две
системы инерционных сил, связанные с наличием центростремительного rω2 и угло-

вого ускорений r
dω

dt
. Тогда уравнения равновесия для диска с переменной толщиной

h(r) запишем в виде

∂

∂r
(rh(r)σrr)− σϕϕh(r) = −ρr2ω2h(r),

∂

∂r
(rh(r)σrϕ) + σrϕh(r) = ρr2h(r)

dω

dt
. (10)

Компоненту тензора напряжений σrϕ найдем интегрируя второе уравнение равно-
весия (10) и используя граничное условие (5)

σrϕ =
ρ

r2

dω

dt

 R∫
r

r3h(r)dr

 . (11)

Согласно соотношениям (1) и (7) для скоростей деформаций получим

r
∂εeϕϕ
∂r

+ r
∂εpϕϕ
∂r

+ εeϕϕ + εpϕϕ − εerr − εprr = 0. (12)

При интегрировании первого уравнения равновесия (10) введем функцию напря-
жений ϕ(r, t)

σrr =
ϕ

rh(r)
, σϕϕ =

1

h(r)

∂ϕ

∂r
+ ρω2r2. (13)
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Тогда для определения этой функции напряжений ϕ(r, t) получим дифференциаль-
ное уравнение

r3(7λ+ 6µ)ρω2 + 2(λ+ µ)
(
r
(
∂2ϕ
∂r∂t + r ∂3ϕ

∂2r∂t

)
− ∂ϕ

∂t

)
2rµ(3λ+ 2µ)

+BnQ
n
2
−1×

×

(
7r2ρω2− 2ϕ

r +2
(
∂ϕ
∂r +r ∂

2ϕ
∂r2

))
2

+r
Bn

2

(
2

(
r2ρω2+

∂ϕ

∂r

)
−ϕ
r

)
∂

∂r

[
Q

n
2
−1

]
, (14)

Рис. 1. Распределение напряжений σ̃rr и σ̃ϕϕ

.

Рис. 2. Распределении Σ при различных режимах разгона диска

.

Для численного решения данного уравнения воспользуемся конечно-разностным
методом. Граничные и начальные условия для функции напряжений ϕ(r, t)
для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью:

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(r0, t) = 0, ϕ(R, t) = 0; (15)
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для диска с жестким включением:

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(R, t) = 0,

2(λ+ µ)

(
∂2ϕ

∂r∂t

∣∣∣
r=r0

+ 2ρr2
0ω(t)ω′(t)

)
− λ

r0

∂ϕ

∂t

∣∣∣
r=r0

+

+µ(3λ+ 2µ)Bn

(
2

(
r2

0ρω
2 +

∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=r0

)
− ϕ(r0)

r0

)[
Q(ϕ(r0, t), r0, t)

]n
2
−1

= 0.

По известной функции напряжений ϕ(r, t) можно найти компоненты тензора напря-
жений σrr, σϕϕ, компоненты обратимых err, eϕϕ и необратимых prr, pϕϕ деформаций.
Для нахождения перемещения ur воспользуемся соотношением ur = r(eϕϕ + pϕϕ).
Компоненту перемещений uϕ получим решая дифференциальное уравнение

∂uϕ
∂r
−uϕ
r

= 2(erϕ + prϕ), erϕ=
ρ

2µr2

dω

dt

 R∫
r

r3h(r)dr

 , prϕ =

t∫
0

ενrϕdt, uϕ

∣∣∣
r=r0

=r0 sin θ(t).

Считаем, что угловая скорость в промежутке времени 0 ≤ t ≤ t3 возрастает, затем
при t3 ≤ t ≤ t4 поддерживается постоянной, и далее уменьшается до нуля t4 ≤ t ≤ t7).

Результаты расчетов приведены в безразмерных переменных r̃ = r
R , τ = t

√
α, σ̃ij =

σij
µ

, ũi =
ui
R

при значении постоянных

λ = 79.61ГПа, µ = 119.42ГПа, B = 3.5 · 10−25c−1Паn−1, n = 3,

ρ = 8000
кг
м3
,

r0

R
= 0.2, α = 400c−2, β = 200c−2.

Рис. 3. Изменение напряжений с течением времени

Распределения напряжений в зависимости от радиуса для диска постоянной толщи-
ны в различные моменты времени приведено на рис. 1 (черная линия — вязкоупругое
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решение, синяя линия — упругое). Здесь и далее результаты расчетов приведены для
кусочно-линейного закона изменения углового ускорения. Различие в распределении
Σ при различных режимах разгона диска показано на рис. 2, при более резком разгоне
Σ может существенно увеличиваться даже при одинаковых итоговых скоростях вра-
щения. Изменение напряжений с течением времени показано на рис. 3. Распределение
перемещения ur по радиусу в различные моменты времени приведено на рис. 6. Для
дисков с переменными профилями и одинаковой массой распределение напряжений
σ̃rr и σ̃ϕϕ показано на рис. 5 (h1(r) = krm — красная линия, h2(r) = ke−( r

R
)l — синяя

линия, h3r) = h0 — черная линия).

Рис. 4. Распределение перемещений в зависимости от радиуса

Рис. 5. Распределении напряжений для различных профилей дисков

.

Осесимметричная задача. Для более точного расчета утолщенных вращающих-
ся дисков необходимо решить пространственную задачу с осевой симметрией. Для
этого будем использовать метод конечных элементов. В рассматриваемом случае для
компонент полных деформаций имеем:

drr =
∂ur
∂r

, dϕϕ =
ur
r
, dzz =

∂uz
∂r

, (16)

drϕ =
1

2

(
∂uϕ
∂r
− uϕ

r

)
, drz =

1

2

(
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

)
, dzϕ =

1

2

(
∂uϕ
∂z

)
.

Принцип возможных перемещений запишем в виде∫
V
σ : δεdV =

∫
V
ρf · δudV +

∫
ST

T · δudS, δu (δu = 0 на Su), (17)

где f — вектор массовых сил (в нашем случае силы инерции, связанные с центростре-
мительным и угловым ускорениями), T — поверхностные силы. Шаг по времени ∆t
выберем достаточно малым. Предполагаем, что в момент времени t все величины
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Рис. 6. Распределение интенсивностей напряжений Σ/µ зависимости от радиуса

известны, и необходимо их определить в следующий момент времени t + ∆t. При-
ращения напряжений связаны с приращением обратимых деформаций законом Гука
(2):

∆σij = λ∆ekkδij + 2µ∆eij (18)

Тогда линеаризованное уравнение принципа возможных перемещений, записанное
в приращениях:∫

V
∆σ : δddV =

∫
V
ρt+∆t f · δudV +

∫
ST

t+∆tT · δudS −
∫

V

tσ : δddV . (19)

Численное решение задачи найдено методом конечных элементов с применением
пакета FreeFem++. На рис.5 показаны распределения интенсивностей напряжений в
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зависимости от радиуса в различные моменты времени для диска постоянной толщи-
ны и диска параболического профиля (масса дисков одинаковая).
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ACCELERATION
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Abstract. The deformation of a viscoelastic disk rotating with a changing speed is considered.
Within the framework of the theory of flow, relations are obtained that allow one to calculate the
fields of stresses, strains, displacements, and velocities. To solve these equations in the case of a
plane stress state, the finite-difference method is used, in the case of an axisymmetric problem, the
finite element method implemented in the Freefem ++ package is used. Acceleration, braking and
rotation at a constant speed are considered. The deformation of a hollow disk and a disk with a
hard inclusion of both a constant thickness and a variable is considered.
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Аннотация. Рассматривается задача о сжатии изотропной горной среды с щелью перемен-
ной ширины с концевыми пластическими зонами. Считается, что взаимодействие поверхно-
стей щели под действием тектонических и гравитационных усилий в массиве горной породы
может приводить к возникновению зон контакта. Исследуется случай возникновения несколь-
ких участков контакта берегов щели. При этом считается, что на некоторой части площадки
контакта возникает сцепление берегов, на остальной части возможно проскальзывание. На-
хождение неизвестных параметров, характеризующих частичное закрытие щели, сводится к
решению системы сингулярных интегральных уравнений. Определены контактные напряже-
ния, значения размеров участков контакта и концевых зон пластических деформаций.

Ключевые слова: массив горной породы, щель переменной ширины, концевые зоны пла-
стических деформаций, тектонические и гравитационные усилия, контактные напряжения.
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УДК: 539.375

Введение. В механике горных пород, изучающей закономерности напряженного
состояния и механического поведения горного массива при добыче полезных иско-
паемых, широкое применение имеют методы механики разрушения. Исследование в
области очага разрушения горного массива очень важно в горной науке. Одной из ак-
туальных проблем является исследование разрушения горного массива, ослабленного
различными трещинами, щелями, полостями.

Рассмотрим разрушение массива горной породы, ослабленного прямолинейной ще-
лью переменной ширины h(x), поверхность которой находится под действием внут-
реннего давления p(x). В процессе деформации горного массива в некоторых точках
среды могут появляться зоны, в которых закон Гука не выполняется, т.е. напряже-
ния превосходят предел упругости. Будем горную породу моделировать реальным
хрупким телом в соответствии с моделью Леонова–Панасюка–Дагдейла [1]. По ме-
ре нагружения горного массива силовой нагрузкой будут возникать концевые зоны,
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которые моделируются как области ослабленных межчастичных связей материала
массива [2, 3].

Исследуется квазистатический процесс деформирования горного массива. При на-
личии вблизи щели зон с нарушенной структурой в процесс разрушения вовлекается
достаточно большая часть щели и область, в которой происходит разрушение, рас-
сматривается как некоторый слой (концевая зона), примыкающий к щели и содержа-
щий материал с частично нарушенными связями. Используется модель Леонова–Па-
насюка–Дагдейла, согласно которой пластическая область сосредоточена в некоторой
узкой области на продолжении трещины. Опубликован ряд работ, посвященных иссле-
дованию деформированных тел с трещинами с учетом наличия сил сцепления между
берегами и возможности их контакта [4–15].

Как известно, получить решение задачи механики разрушения с учетом контакта
берегов щели значительно сложнее. Это связано с увеличением числа неизвестных
параметров задачи, таких как контактные напряжения, границы контакта и т.п. В
тоже время эти проблемы с учетом частичного контакта берегов щели представля-
ют значительный интерес при исследовании разрушения горных пород, композитных
материалов и др. Вопросы частичного контактирования берегов щели переменной
ширины в горной породе мало изучены. Учет переменности ширины щели в горном
массиве при контакте ее берегов практически не исследован. В настоящей работе дана
общая постановка задачи, в которой учитывается переменность ширины щели, трение
и сцепление ее берегов при действии тектонических и гравитационных сил. Получено
решение для щели с учетом пластических деформаций в концевых зонах. Контактные
напряжения определяются в квадратурах, что удобно для практического применения
в инженерных расчетах.
Постановка задачи. Рассмотрим массив горной породы, ослабленный прямоли-

нейной щелью переменной ширины h(x), сравнимой с упругими деформациями. При-
нято, что горная порода является однородным и изотропным телом, щель расположе-
на достаточно далеко от поверхности земли. Длина щели принята 2l = b − a. Пусть
тяжелое полупространство y < H ослаблено одной прямолинейной щелью, парал-
лельной поверхности полупространства. Рассматривается модель щели с концевыми
зонами пластических деформаций с постоянными напряжениями.

В процессе нагружения массива горной породы при некотором соотношении физи-
ческих и геометрических параметров среды и действующих тектонических и гравита-
ционных усилий и поверхностных нагрузок появляются зоны сжимающих напряже-
ний, в которых берега щели могут войти в контакт. Это приведет к появлению кон-
тактных напряжений на данном участке берегов щели. Считаем, что в процессе дефор-
мирования берега щели вступают в контакт на участках (αk, βk) (k = 1, 2, ... , n). При-
нято, что каждая площадка контакта состоит из участка сцепления берегов (ck, dk) и
двух участков (αk, ck) и (dk, βk), на которых возможно проскальзывание.

Напряженно-деформированное состояние массива горной породы формируется
главным образом от действия тектонических и гравитационных усилий. Тектониче-
ские усилия принимаем постоянными по глубине массива. Распределение напряжений
в массиве горной породы от действия гравитационных усилий принято согласно ги-
потезе А.Н.Динника:

σx = −λρ∗g(H − y), σy = −ρ∗g(H − y), τxy = 0,
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где σx, σy — горизонтальные и вертикальные нормальные напряжения соответствен-
но; τxy — касательные напряжения; λ = ν/(1 − ν) — коэффициент бокового распора
породы; ν — коэффициент Пуассона; ρ∗ — средняя плотность горного массива; g —
ускорение силы тяжести; (H − y) — глубина рассматриваемой точки массива от по-
верхности земли.

Кроме того, считается, что вдали от щели упругое полупространство сдеформиро-
вано напряжениями (имитирующими тектонические усилия)

σx = σ∞x , σy = σ∞y , τxy = 0,

а поверхность полупространства y = H подвержена постоянной нормальной нагрузке
σy = σ∞y и равной нулю касательной.

Обозначим: L1 — совокупность участков сцепления; L2 — совокупность участков
проскальзывания; L3 — совокупность участков, на которых действует внешнее дав-
ление p(x); L4 — совокупность концевых пластических участков (a1, a) ∪ (b, b1). В
процессе деформирования горного массива в зонах, где берега щели вошли в контакт,
возникают нормальные py(x) и касательные pxy(x) напряжения, значения которых за-
ранее неизвестны и подлежат определению. Отметим, что в рассматриваемом случае
щель состоит из трех областей: 1) противоположные берега щели, нагруженные дав-
лением; 2) концевые зоны пластических деформаций (a1, a) и (b1, b); 3) зоны (αk, βk),
в которых берега щели вошли в контакт.

Граничные условия задачи на берегах щели и концевых зон в рассматриваемой
задаче имеют вид

σy − iτxy = py(x)− ipxy(x) на L1,

σy − iτxy = (1− if0(x))py(x) на L2,

σy − iτxy = −p(x) на L3,

σy − iτxy = σs − iτs на L4,

(1)

∂

∂x
(v+ − v−) = −h′(x) на L1 + L2,

∂

∂x
(u+ − u−) = 0 на L1.

(2)

Здесь принято, что на участках проскальзывания имеют место силы сухого трения
(закон трения принимается в форме Амонтона–Кулона); f0(x) — коэффициент трения;
(u+ − u−) — касательная, (v+ − v−) — нормальная составляющие раскрытия берегов
щели.

Размеры контактных и концевых зон пластических деформаций заранее неизвестны
и подлежат определению.
Метод решения. Напряженное состояние в горном массиве с щелью представим

в виде суммы:
σx = σ0

x + σ1
x, σy = σ0

y + σ1
y , τxy = τ0

xy + τ1
xy. (3)

Здесь σ0
x, σ0

y , τ0
xy — компоненты тензора напряжений в нетронутом (сплошном) массиве

горной породы y < H:

σ0
x + σ0

y = σ∞x + σ∞y +
ρ∗g

2i(1− ν)
(z − z̄ − 2iH),

σ0
y − σ0

x + 2iτ0
xy = σ∞y − σ∞x +

ρ∗g(1− 2ν)

2i(1− ν)
(z − z̄ − 2iH).
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Считается, что щель расположена достаточно далеко от поверхности полупростран-
ства, при этом граничные условия на берегах щели будем удовлетворять точно, а на
границе полупространства приближено, асимптотически. С учетом формул (3) гра-
ничные условия (1) запишем в следующем виде:

σ1
y − iτ1

xy = py(x)− ipxy(x)− (σ0
y − iτ0

xy) на L1,

σ1
y − iτ1

xy = (1− if0(x))py(x)− (σ0
y − iτ0

xy) на L2,

σ1
y − iτ0

xy = −p(x)− (σ0
y − iτ0

xy) на L3,

σ1
y − iτ1

xy = σs − iτs − (σ0
y − iτ0

xy) на L4.

(4)

Напряженное состояние σ1
x, σ1

y , τ1
xy удовлетворяет однородному бигармоническому

уравнению для функций напряжений. Следовательно, компоненты тензора напряже-
ний σ1

x, σ1
y , τ1

xy и вектора перемещений u1, v1 выразим через две кусочно-аналитиче-
ские функции комплексного переменного z = x+ iy Φ(z) и Ω(z) [16]:

σ1
y − iτ1

xy = Φ(z) + Ω(z̄) + (z − z̄)Φ′(z),

2µ
∂

∂x
(u1 + iv1) = κΦ(z)− Ω(z̄)− (z − z̄)Φ′(z),

(5)

где µ — модуль сдвига материла горной породы.
С помощью граничных условий (4) и представлений (5) приходим [16] к задаче

линейного сопряжения с разрывными коэффициентами:

[Φ(t) + Ω(t)]+ + [Φ(t) + Ω(t)]− = 2f(t),

[Φ(t)− Ω(t)]+ − [Φ(t)− Ω(t)]− = 0,
(6)

где

f(t) =


py − ipxy − (σ0

y − iτ0
xy) на L1,

(1− if0(x))py − (σ0
y − iτ0

xy) на L2,
−px − (σ0

y − iτ0
xy) на L3,

σs − iτs − (σ0
y − iτ0

xy) на L4.

Так как напряжения в горном массиве всюду ограничены, решение краевой зада-
чи (6) следует искать в классе всюду ограниченных функций. Решение задачи (6)
имеет вид

Φ(z) = Ω(z) =
X(z)

2πi

b1∫
a1

f(t)

X(t)(t− z)
dt,

X(z) =
√

(z − a1)(z − b1).

(7)

При z → ∞ X(z) → z + O(1/z). Корень под знаком интеграла представляет со-
бой значение ветви соответствующей функции, выделяемой приведенным условием
на верхнем берегу щели.

Из условия разрешимости краевой задачи (6) в классе всюду ограниченных функ-
ций имеем

b1∫
a1

f(t)

X+(t)
dt = 0,

b1∫
a1

tf(t)

X+(t)
dt = 0. (8)

Соотношения (8) служат для определения неизвестных параметров a1 и b1.



156 В. М. МИРСАЛИМОВ

В соотношения (7) и (8) входят неизвестные контактные напряжения py(x), pxy(x).
Для их определения построим интегральные уравнения. Условиями, определяющими
неизвестные функции py(x), pxy(x), являются соотношения (2). Используя вторую
формулу в соотношении (5) и граничные значения функции Φ(z) и Ω(z) на отрезке
y = 0 a1 6 x1 6 b1, получаем

Φ+(x)− Φ−(x) =
2µ

1 + κ

[
∂

∂x
(u+ − u−) + i

∂

∂x
(v+ − v−)

]
. (9)

Теперь, используя формулы Сохоцкого–Племеля [17] и учитывая формулу (7), нахо-
дим

Φ+(x)− Φ−(x) = − iX
+(x)

π

b1∫
a1

f(t)

X+(t)(t− x)
dt. (10)

С помощью соотношений (2), (7), (9) и (10) после ряда преобразований получим
систему интегральных уравнений относительно неизвестных функций py(x), pxy(x):

X+
1 (x)

π

[ ∫
L1+L2

py(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−
b1∫
a1

σ0
y(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−

−
∫
L3

p(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt+

∫
L4

σs

X+
1 (t)(t− x)

dt

]
=

2µ

1 + κ
h′(x), (11)

∫
L1

pxy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt+

∫
L2

f0py(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−

−
b1∫
a1

τ0
xy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt+

∫
L4

τs

X+
1 (t)(t− x)

dt = 0, (12)

где X+
1 (t) =

√
(t− a1)(b1 − t).

Метод численного решения и анализ результатов. Решение интегрального
уравнения (11) может быть получено путем решения соответствующей задачи Рима-
на [17]. Интегральное уравнение (11) представим в виде∫

L1+L2

p∗y(τ)

τ − t
dτ = f∗(t), p∗y(t) =

py(t)

X1(t)
,

f∗(t) =
2µh′(t)

(1 + κ)X1(t)
+

b1∫
a1

σ0
y(τ)

X+
1 (τ)(τ − t)

dτ +

+

∫
L3

p(τ)

X+
1 (τ)(τ − t)

dτ −
∫
L4

σs

X+
1 (τ)(τ − t)

dτ.
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Введем кусочно-аналитическую функцию F∗(z), заданную интегралом Коши, плот-
ность которого является искомым решением интегрального уравнения:

F∗(z) =
1

2πi

∫
L1+L2

p∗y(τ)

t− τ
dτ.

Аналитическая функция F∗(z) представляет собой решение задачи линейного сопря-
жения граничных значений:

F+
∗ (τ) + F−∗ (τ) =

f∗(τ)

πi
. (13)

Решение краевой задачи (13) в классе всюду ограниченных функций имеет вид

F∗(z) =
X2(z)

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (τ)

X+
2 (τ)(t− τ)

dτ,

где

X2(z) =

n∏
k=1

√
(z − αk)(z − βk), f1

∗ (τ) =
f∗(τ)

πi
,

X+
2 (τ) =

n∏
k=1

√
(τ − αk)(τ − βk).

С учетом формул Сохоцкого–Племеля получаем решение интегрального уравне-
ния (11):

p∗y(t) = F+
∗ (t)− F−∗ (t),

F+
∗ (t) = X+

2 (t)

1

2

f1
∗ (t)

X+
2 (t)

+
1

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (τ)

X+
2 (τ)(τ − t)

dτ

 ,

F−∗ (t) = X−2 (t)

−1

2

f1
∗ (t)

X+
2 (t)

+
1

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (τ)

X+
2 (τ)(τ − t)

dτ

 .

Учитывая, что X−2 (t)/X+
2 (t) = −1, имеем

p∗y(t) =
X+

2 (t)

πi

∫
L1+L2

f1
∗ (τ)

X+
2 (τ)(τ − t)

dτ,

откуда следует

py(t) = X+
1 (t)

X+
2 (t)

πi

∫
L1+L2

f1
∗ (τ)

X+
2 (τ)(τ − t)

dτ. (14)

Для определения параметров αk и βk имеем уравнения∫
L1+L2

tk−1f∗(t)

X+
2 (t)

dt = 0, k = 1, 2, ... , n. (15)

Недостающие n уравнений для определения координат концов участков контакта бе-
регов щели получим из условий

v+(αk)− v−(αk) = −h(αk), k = 1, 2, ... , n.
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Имеем

v+(x)− v−(x) =
1

4πiγ

x∫
α1

G(t) dt,

где
γ =

µ

π(1 + κ)
, G(t) = [Φ + Φ̄]+ − [Φ + Φ̄]−.

Используя предыдущие формулы, находим искомые уравнения
α1∫
a1

G(t) dt = −4πiγh(α1),

αk+1∫
βk

G(t) dt = −4πiγ[h(αk+1)− h(βk)], (16)

k = 1, 2, ... , n− 1.

Аналогично, решая сингулярное интегральное уравнение (12), получим

pxy(x) =
X+

1 (x)X+
3 (x)

π2

∫
L1

fxy(τ)

X+
3 (τ)(τ − x)

dτ, (17)

где

X+
3 (x) =

n∏
k=1

√
(x− ck)(x− dk),

fxy(x) = −
∫
L2

f0py(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt+

b1∫
a1

τ0
xy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−
∫
L4

τs

X+
1 (t)(t− x)

dt.

Для определения неизвестных ck и dk имеем∫
L1

tk−1fxy(t)

X+
3 (t)

dt = 0, k = 1, 2, ... ,m. (18)

Недостающие m уравнений для нахождения координат концов участков контакта по-
лучим из условий

u+(ck)− u−(ck) =

ck∫
a1

∂

∂t
(u+ − u−) dt = 0, k = 1, 2, ... ,m.

Имеем
c1∫
a1

[Φ+ − Φ−] dt = −2πiγh(c1),

ck+1∫
dk

[Φ+ − Φ−] dt = −2πiγ[h(ck+1)− h(dk)], (19)

k = 1, 2, ... ,m− 1.

Для определения участков сцепления имеем полную систему уравнений.
При вычислении контактных напряжений и размеров концевых и контактных зон

полагалось, что на берега щели действуют постоянное давление.
С увеличением размера концевой зоны контактные напряжения уменьшаются. Ха-

рактер изменения касательных контактных напряжений pxy(x) вдоль контактной зо-
ны подобен изменению нормальных контактных напряжений py(x), но абсолютные
значения касательных напряжений существенно меньше.
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Для определения предельного состояния, при котором происходит рост щели, ис-
пользуем критическое условие

|(v+ − v−)− i(u+ − u−)| = δc,

где δc — характеристика трещиностойкости материала массива, определяемая экспе-
риментально.
Выводы. Предложена эффективная схема расчета частично закрытой тектониче-

скими и гравитационными силами щели переменной ширины с концевыми зонами под
действием внутреннего давления. Анализ модели частичного закрытия щели перемен-
ной ширины с концевыми зонами в изотропной горной среде при наличии гравитаци-
онных и тектонических усилий сводится к параметрическому исследованию системы
сингулярных интегральных уравнений при различных геометрических и физических
параметрах горной среды. Полученные соотношения позволяют найти решение обрат-
ной задачи, т.е. определить параметры напряженного состояния горного массива, при
которых имеет место заданная область контакта берегов щели переменной ширины.
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ON PARTIAL CLOSURE OF VARIABLE WIDTH SLIT WITH END ZONES

OF PLASTIC DEFORMATIONS IN A ROCK

Azerbaijan Technical University, Baku, Azerbaijan

Abstract. The problem of compression of an isotropic rock medium with a slit of variable width
is considered. The slit has end plastic zones. It is assumed that the interaction of slit surfaces under
tectonic and gravitational forces in a rock mass can lead to the formation of contact zones. The
case of the occurrence of several contact areas of the slit faces is considered. It is assumed that the
cohesion of the faces occurs on some part of the contact area, and slippage is possible on the rest.
Finding unknown parameters characterizing the partial closure of the slit is reduced to solving a
system of singular integral equations. The contact stresses, sizes of contact areas and end zones of
plastic deformations are determined.
Keywords: rock, slit of variable width, end zones of plastic deformations, tectonic and
gravitational forces, contact stresses.
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Аннотация. Строится плоская модель линейно упругого тела, в которой постулат о диф-
феоморфизме (предположение о гладкости поля перемещений) значительно ослаблен. Вместо
одного поля перемещений, которое фигурирует в классической модели, вводятся два гладких
поля перемещений. Рассмотрены постановки краевых задач, доказана теорема единственно-
сти.
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1. Введение. Основные труды профессора Д.Д.Ивлева и его научной школы по-
священы механике деформирования пластических сред [1–3]. Благодаря им ряд раз-
делов теории пластичности приобрел вполне законченный, классический вид.

Как известно, математическая теория пластичности так же, как и теория упру-
гости, базируется на двух постулатах. Первый — среда предполагается сплошной и
второй — поле перемещений предполагается достаточно гладким, т.е. имеет частные
производные по координатам (постулат о диффеоморфизме [4]). Определенные ком-
бинации частных производных представляют собой меры деформаций. На этой осно-
ве строятся определяющие уравнения и затем решаются краевые задачи. Постулат о
диффеоморфизме, как правило, не обсуждается и считается чем-то само собой разу-
меющимся. Кажется удивительным, что необходимость его ослабления можно увидеть
уже на самых первых шагах построения теории. Причем из соображений чисто логи-
ческого характера, даже не прибегая к аргументам, связанным с экспериментальными
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данными о структурных уровнях деформирования реальных сред (горных пород, в
частности).

Действительно, возьмем элементарный объем сплошной среды (рис. 1, плоская де-
формация, статика, упругость). Его кинематика описывается четырьмя векторами
смещений центров граней элементарного объема (восемь степеней свободы). Им соот-
ветствует четыре вектора сил (также восемь степеней свободы). Последние связаны
между собой тремя уравнениями равновесия: два уравнения на силы и одно уравнение
на момент. Остается пять степеней свободы.

Рис. 1.

Далее, определяющие уравнения не должны зависеть от смещения и поворота эле-
ментарного объема как жесткого целого (три степени свободы). Остается пять кинема-
тических инвариантных степеней свободы. Следовательно, определяющих уравнений
должно быть в точности пять. Однако в классической теории упругости их только три
(закон Гука)! Анализ [5] показывает, что два уравнения неявно содержатся в предпо-
ложении о гладкости поля перемещений, т.е. в постулате о диффеоморфизме (ниже
они будут выписаны явно). Таким образом, если говорить о классической модели ли-
нейно упругого тела, то можно сказать, что 60% информации о поведении материала
дает закон Гука и 40% — предположение о существовании частных производных.
Аналогичная ситуация имеет место и в других областях механики [6, c. 402–408]. Это
означает только одно — предположение о гладкости не должно приниматься как са-
мо собой разумеющееся, но должно подвергаться анализу не менее тщательному, чем
анализ собственно определяющих уравнений. Во всех случаях имеет смысл рассмат-
ривать варианты теорий, где это предположение либо снято, либо в той или иной
степени ослаблено.
2. Модель линейно упругого тела. Рассмотрим данную возможность для мо-

дели линейно упругого тела. Обратимся к рис. 1. Обычно элементарный объем среды
представляется как элемент, выделенный координатными поверхностями (линиями в
плоском случае). Для плоских декартовых координат — это элементарные квадраты.
Ничто не мешает элементарные объемы и контакты между ними представлять себе
и так, как это показано на рис. 1. Предположения о существовании частных произ-
водных поля перемещений означает, что локально поле смещений является линейным
и, значит, деформация элементарного объема ABCD может быть только аффинной
(три степени свободы, которые как раз и описываются тремя уравнениями — законом
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Гука — в классической теории). Верно и обратное: если деформация элементарного
объема не сводится к аффинной (т.е. локально поле перемещений является нелиней-
ным), то это возможно только за счет ослабления постулата о диффеоморфизме.

Пять инвариантных кинематических переменных, которые упоминались выше, опи-
сывают относительное изменение длин материальных волокон AC и BD, изменение
угла между ними, а также локальный изгиб элементарного объема ABCD. Если ui(A),
i = 1, 2 — компоненты смещения точки A, то

κi =
1

2

(
ui(A) + ui(C)

2
− ui(B) + ui(D)

2

)
— это компоненты локального изгиба.

Для бесконечно малого элементарного объема относительные смещения точек A и C
(т.е. на контактах вдоль оси Ox1) малы. Поэтому vi — поле смещений, определенное
на контактах этого типа, можно считать гладким.

Аналогично можно считать гладким и поле смещений wi, определенное на контак-
тах типа B, D. Таким образом, одному локально неаффинному полю смещений ui
ставится в соответствие два гладких поля перемещений vi и wi.

В случае линейно упругого тела соответствующая система уравнений имеет вид [5]
∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
+X1 = 0,

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+X2 = 0,

∂v1

∂x1
=

1

E
(σ11 − νσ22),

∂w2

∂x2
=

1

E
(σ22 − νσ11),

∂v2

∂x1
+
∂w1

∂x2
=
σ12

µ
,

v1 − w1 = 2η

(
∂σ11

∂x1
− ∂σ12

∂x2

)
, v2 − w2 = 2η

(
∂σ12

∂x1
− ∂σ22

∂x2

)
,

(1)

где X1, X2 — компоненты объемной силы; E, ν, µ = E/2(1 + ν), η — упругие постоян-
ные; σ11, σ22, σ12 — компоненты тензора напряжений.

Модель (1) переходит в классическую, если положить

v1 − w1 = 0, v2 − w2 = 0. (2)

Это и есть те два уравнения, которые эквивалентны предположению о гладкости поля
перемещений.
3. Теорема единственности. В классической модели фигурирует одно поле пере-

мещений. Поэтому вопрос о корректных краевых задачах решается самым естествен-
ным образом. А как быть с двумя полями перемещений?

Рассмотрим краевые условия, обеспечивающие единственность решения. Прежде
всего отметим, что при η = 0 среда является изотропной, а при η 6= 0 — анизотроп-
ной. В этом смысле можно сказать, что среда является изотропной по отношению к
напряжениям — деформациям и анизотропной по отношению к градиентам напряже-
ний — локальным изгибам. Можно дать различную интерпретацию этого типа ани-
зотропии. Например, можно представить элементарный объем как регулярную упа-
ковку идеально упругих частиц микроуровня (см. рис. 1). Такая упаковка выделяет
два ортогональных направления. Для краткости будем называть их горизонтальным
и вертикальным направлениями или площадками. Возьмем элемент среды 2l × 2l,
ограниченный указанными площадками. Подсчитаем работу внешних сил, отнесем ее
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к (2l)2 и рассмотрим предел при l → 0. В результате для удельной работы получим
выражение в дивергентной форме, которое сразу преобразуем к следующему виду:

W =
∂
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∂x2
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]
. (3)

Пусть s — деформируемая область, ограниченная контуром L с внешней норма-
лью n̄. Тогда∫∫

s

W ds =

∫
L

[(σ11v1 + σ12v2)n1 + (σ12w1 + σ22w2)n2] dl = −
∫
L

Ē · n̄ dl,

где Ē = −(σ11v1 + σ12v2, σ12w1 + σ22w2) — направление линии тока энергии [7–9].
Дальше можно действовать по обычной схеме. Пусть имеется два решения, которые

отметим одним и двумя штрихами. Их разность обозначим без штрихов. Система
уравнений (1) линейна. Поэтому данная система имеет место также и для решения-
разности.

Далее для решения-разности вторая квадратная скобка в (3) тождественно равна
нулю (объемные силы для обоих решений одинаковы). Первая скобка сводится к сум-
ме квадратов и поэтому всегда неотрицательна. Следовательно, единственность будет
иметь место, если

Ē · n̄ = 0, (4)

т.е. для решения-разности поток энергии скользит вдоль границы тела.
Полученное краевое условие совпадает с традиционным только для двух крайних

случаев. В первом случае участок границы горизонтален, n1 = 0, n2 = ±1 и

σ12w1 + σ22w2 = 0. (5)

Следовательно, на этом участке границы задан либо вектор напряжений, либо век-
тор смещений, либо их определенная комбинация, приводящая к условию (5). Для
вертикальных участков границы n1 = ±1, n2 = 0 ситуация аналогична.

В общем случае, когда n1 · n2 6= 0, краевое условие (4) отличается от традици-
онных существенно. Опыт численного решения задач показывает, что удобнее всего
общую ситуацию свести к рассмотренным выше частным случаям [10, 11]. Для этого
достаточно границу тела аппроксимировать ломаной, состоящей из горизонтальных
и вертикальных отрезков. На каждом из таких отрезков можно ставить уже обычные
краевые условия типа (5). Для теоретического обоснования такой задачи изломы гра-
ницы можно сгладить дугами окружностей радиуса r и затем перейти к пределу при
r → 0.
4. Заключение. Таким образом, в плоском случае система определяющих урав-

нений теории упругости должна содержать пять независимых уравнений. В класси-
ческой теории явно формулируются только три уравнения. Два уравнения в неявном
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виде содержатся в постулате о диффеоморфизме — предположении о гладкости по-
ля перемещений. Предположение о гладкости означает, что локально поле смещений
является линейным, а деформация элементарного объема — аффинной. Строится мо-
дель упругости, в которой постулат о диффеоморфизме ослаблен — вместо одного
поля перемещений вводится два поля. Доказана теорема единственности и рассмот-
рены постановки краевых задач.
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Аннотация. Как известно при нагревании твердые тела, в частности металлы, испытыва-
ют температурные деформации, связанные с эффектом линейного расширения. При этом,
несмотря на то, что эти деформации малы, соответствующие им напряжения могут оказаться
достаточно большими, зачастую превосходящими предел текучести материала. В связи с этим
для описания напряженно-деформированных состояний тел, находящихся под действием вы-
соких температур, необходимо учитывать неупругое поведение материалов. Определению на-
пряжений и деформаций в упругопластических задачах посвящено множество работ, в том
числе исследования [1–10]. В некоторых из них [1], [5–10] рассматривается температурное воз-
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нии осесимметричного поля напряжений в плоском диске при воздействии на него точечного
источника тепла (например, точечная сварка). Материал диска моделируется упрочняющей-
ся упругопластической средой. Задача решалась в рамках плоско-напряженного состояния
методом малых возмущений. В аналитическом виде получены соотношения, описывающие
распределение полей напряжений в упругой и пластической областях деформирования. В
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вия неразрывности радиальной и окружной компонент тензора напряжений и радиальной
компоненты вектора перемещений.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим плоский диск, в центре которого помещен то-
чечный источник тепла с большим запасом внутренней энергии. Материал диска бу-
дем моделировать анизотропно упрочняющейся упругопластической средой, физико-
механические константы которой не зависят от распределения температуры. Реше-
ние будем проводить при условии реализации в диске осесимметричного плоского на-
пряженного состояния. В этом случае все величины, характеризующие напряженно-
деформированное состояние рассматриваемого тела будут зависеть лишь от расстоя-
ния r до точечного источника тепла. При этом на бесконечном удалении от него ком-
поненты напряжений стремятся к нулевым значениям. Так как тепловой источник
теоретически может обладать сколь угодно высокой температурой, то в его окрестно-
сти будет возникать зона неупругих деформаций радиусом R(t), зависящим от вре-
мени t.

В рамках приведенной выше постановки задачи напряженно-деформированное сос-
тояние плоского диска в цилиндрической системе координат (r, θ, z) будет описываться
следующими соотношениями:

— уравнение равновесия:
∂σr
∂r

=
σθ − σr

r
, (1.1)

где σr, σθ — радиальная и окружная компоненты тензора напряжений соответственно;
— соотношения Коши:

er =
du

dr
, eθ =

u

r
, (1.2)

где er, eθ — радиальная и окружная компоненты тензора деформаций соответственно,
u — радиальная компонента вектора перемещений;

— связь полных деформаций с пластической и упругой составляющими:

er = epr + eer, eθ = epθ + eeθ, ez = epz + eez, (1.3)

где epr , epθ, e
p
z и eer, e

e
θ, e

e
z — главные компоненты тензора пластических и упругих де-

формаций соответственно.
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В качестве условия пластичности примем условие аналогичное условию
Ишлинского-Прагера [5]:

(σr − σθ − c(epr − e
p
θ))

2 + (σr − c(epr − epz))2 + (σθ − c(epθ − e
p
z))

2 = 2k2, (1.4)

где c — коэффициент упрочнения; k — предел текучести.
Ассоциированный закон пластического течения тогда будет иметь вид

depr = 2dλ(2σr − σθ − c(2epr − e
p
θ − e

p
z)),

depθ = 2dλ(2σθ − σr − c(2epθ − e
p
r − epz)),

depz = −2dλ(σr + σθ + c(2epz − e
p
θ − e

p
r)),

(1.5)

где dλ — скалярный положительный множитель.
Связь напряжений с упругими деформациями выберем в виде закона Гука

σr =
2G

1− ν
[eer + νeeθ − (1 + ν)αT ] , σθ =

2G

1− ν
[eeθ + νeer − (1 + ν)αT ] , (1.6)

где G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; α — коэффициент линейного
температурного расширения; T (r, t) — температура, которая определяется из решения
уравнения теплопроводности (см. [1, 4]).

Граничные условия:
σr

∣∣∣
r=∞

= 0. (1.7)

Условия сопряжения:

[σr]
∣∣∣
r=R

= [σθ]
∣∣∣
r=R

= [u]
∣∣∣
r=R

= 0. (1.8)

В условиях (1.8) квадратные скобки обозначают разность соответствующих вели-
чин в пластической и упругой областях деформирования.

Решение проведем в безразмерных переменных, оставив им их исходные обозначе-
ния. При этом все величины имеющие размерность напряжений отнесем к пределу
текучести материала.
2. Решение и результаты. Для решения данной задачи был использован метод

малого параметра, согласно которому

σr = σ0
r + δσ′r, σθ = σ0

θ + δσ′θ,

er = e0
r + δe′r, eθ = e0

θ + δe′θ, ez = e0
z + δe′z,

c = c0 + δc′, α = α0 + δα′, λ = λ0 + δλ′, R(t) = R0(t) + δR′(t),

(2.1)

где величины с индексом «0» относятся к нулевому приближению, а с индексом «′» —
к первому. Причем

c = δc′, α = α0. (2.2)

Распределение поля напряжений в нулевом приближении для упругой зоны дефор-
мирования, следуя [1], примем в форме

σ0
r = −2G

(
1

r2

(
A(t) + α0(1 + ν)

∫
Tr dr

))
, σ0

θ = −σ0
r − 2GTα0(1 + ν). (2.3)

Напряжения в нулевом приближении для пластической области согласно [1] опре-
делятся соотношениями

σ0
r = σ0

θ = −1. (2.4)
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В первом приближении для упругой зоны согласно [2,3] распределение напряжений
имеет вид

σ′r =
2G

1− ν

[
C1(t)(1 + ν)− C2(t)

1

r2
(1− ν)

]
,

σ′θ =
2G

1− ν

[
C1(t)(1 + ν) + C2(t)

1

r2
(1− ν)

]
. (2.5)

Соотношения, определяющие напряжения в первом приближении в пластической
области:

σ′r =
1

r2

[
3c′r2(1 + 2ν)

G(1 + ν)
−
∫

2Grα0(1 + ν)T dr + C(t)

]
,

σ′θ = − 1

r2

[
3c′r2(1 + 2ν)

G(1 + ν)
−
∫

2Grα0(1 + ν)T dr + C(t)

]
+6c′

(
1 + 2ν

G(1 + ν)
− α0T

)
. (2.6)

В вышеприведенных выражениях C(t), C1(t), C2(t), A(t) — функции времени. Для
определения C1(t) и C2(t), A(t) и радиуса упругопластической границы воспользуемся
линеаризованными условиями сопряжения (1.8) для первого и нулевого приближения
соответственно. Для определения C(t) воспользуемся условием

σ′r(0, t) = 3c′
(

1 + 2ν

G(1 + ν)
− α0T

)
, (2.7)

полученным аналогично [4].
Отметим, что определение решения в упругой области проводилось классическими

методами теории упругости с учетом температурных эффектов, а уравнения для опре-
деления напряженного состояния в пластической зоне в первом приближении были
получены из решения системы (1.1) - (1.6) методом приведенным в [4].

Полагая c = 0, приходим к выражениям для напряжений, полученным в [1] для
упругопластического материала.
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DETERMINATION OF THE STRESS STATE OF A HARDENING DISK
UNDER THE INFLUENCE OF TEMPERATURE
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Abstract. As you know, when heated, solids, in particular metals, experience thermal
deformations associated with the effect of linear expansion. Moreover, in spite of the fact that these
strains are small, the corresponding stresses can be quite large, often exceeding the yield stress of the
material. In this regard, to describe the stress-strain states of bodies exposed to high temperatures,
it is necessary to take into account the inelastic behavior of materials. Determination of stresses
and strains in elastoplastic problems has been the subject of many works, including studies [1–10].
Some of them [1], [5–10] consider the temperature effect on bodies of various configurations. In this
work, we solve the problem of determining the axisymmetric stress field in a flat disk when exposed
to a point heat source (for example, spot welding). The disc material is modeled by a hardening
elastoplastic medium. The problem was solved within the plane-stressed state by the method of
small perturbations. In an analytical form, relations are obtained that describe the distribution of
stress fields in elastic and plastic deformation regions. The conditions of continuity of the radial
and circumferential components of the stress tensor and the radial component of the displacement
vector were used as conditions for conjugation of solutions on the elastoplastic boundary.

Keywords: plasticity, hardening, elasticity, perturbation method, temperature stresses.
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аддитивного производства. Получаемые таким способом материалы обладают микро-
структурными особенностями. Для описания механического поведения таких матери-
алов требуются современные неклассические модели механики сплошных сред. К та-
ким моделям относятся гемитропные микрополярные континуумы. Основной особен-
ностью таких континуумом является чувтсвительность к преобразованиям, изменяю-
щим ориентацию пространства, например, зеркальным отражениям и инверсиям про-
странства. Практическая значимость исследований этой области механики контину-
ума связана с моделированием поведения биоматериалов используемых в трансплан-
тологии медицинских материалах, сотовых конструкциях, керамиках, пенах. Биоло-
гические ткани животного происхождения (мышечная ткань, длинные кости, стенки
кровеносных сосудов) проявляют гемитропные свойства, что подтверждается много-
численными исследованиями [1–3].

Термомеханика микрополярных континуумов бурно развивающаяся область меха-
ники сплошных сред, о чем свидетельствует многочисленные монографии, посвящен-
ные этому вопросу [1–8]. Однако, большинство из них посвящено вопросам моделиро-
вания линейных изотропных микрополярных сред. В общем случае микрополярной
анизотропии упругий материал задается 171-ой определяющей постоянной, что суще-
ственно осложняет анализ систем уравнений, возникающих при решении прикладных
задач. Полуизотропное (гемитропное) тело задается девятью определяющими кон-
стантами, что всего на три больше, чем в изотропном случае.

Волновые задачи механики микрополярных континуумов возникают при моделиро-
вании процессов медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование,
сонография, спектральная допплерография. Теоретической основой для этих мето-
дов могут служить задачи о распространении гармонических волн в сплошной сре-
де [9–12]. Исследованиям решений волновых задач термомеханики микроплярных
континуумов посвященая обширная литература [4–8, 12]. В настоящей работе рас-
сматривается задача о распространении плоской гармонической волны в гемитропном
микрополярном континууме.

2. Динамические уравнения гемитропной микрополярной среды. В ра-
боте [4] приведен подробный вывод динамических уравнений для гемитропных сред.
Векторная форма таких уравнений, в отсутствии массовых сил и моментов, записы-
вается в виде

G[(1 + c1)∇ ·∇u + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+

+ 2c1∇× φ+ Lc′4∇∇ · φ+ Lc′5∇ ·∇φ] = ρü,

GL2
[
(1 + c2)∇ ·∇φ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · φ+ L−1c′4∇∇ · u+

+ L−1c′5∇ ·∇u + L−1c′6∇× φ
]
− 2Gc1(2φ−∇× u) = Iφ̈.

(1)

где введены обозначения

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6, (2)

u— вектор перемещений, φ— вектор микровращений, G— упругий модуль сдвига ,
ν —коэффициент Пуассона, L— характерная длина микрополярной теории, c1, c2, c3,
c4, c5, c6 —не имеющие физической размерности определяющие постоянные, ρ—мас-
совая плотность, I—коэффициент микроинерции, ∇—пространственный оператор
Гамильтона.
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В случае термоупругого континуума уравнения (1) следует дополнить слагаемы-
ми, отвечающими за термоупругую связанность, и уравнением теплопроводности. В
дальнейшем мы будем рассматривать упрощенный вариант связанных уравнений ге-
митропной термоупругой среды, когда из полного набора гемитропных слагаемых
остается только температурный градиент ς∇θ. Система динамических уравнений в
этом случае записыватся в виде

(µ+ α)∇ ·∇u + (µ− α+ λ)∇∇ · u + 2α∇× φ− η∇θ = ρü,

(γ + ε)∇ ·∇φ+ (γ − ε+ β)∇∇ · φ+ 2α∇× u− 4αφ− ς∇θ = Iφ̈,

c

κ
θ̇ = ∇ ·∇θ − 1

κ
(η∇ · u̇ + ς∇ · φ̇),

(3)

где θ—превышение температуры над отсчетной температурой θ0, κ— отношение ко-
эффициента теплопроводности к θ0, c— отношение теплоемкости единицы объема при

постоянной нулевой деформации к θ0, η = 2G
1 + ν

1− 2ν

∗
α, ∗α—коэффициент линейного

теплового расширения, ς = 2GL2
∗
β, GL2 = γ,

∗
β коэффициент теплового искажения.

3. Плоская гармоническая термоупругая волна. Исследуем решения си-
стемы (3) в форме плоских волн перемещений, микровращений и температуры:

u = Aei(k·r−ωt), φ = Sei(k·r−ωt), θ = Bei(k·r−ωt) (4)

где r—радиус-вектор; k— (комплексный) волновой вектор; ω—циклическая частота;
A, S— (комплексные) векторы пространственной поляризации волны; B — (комплекс-
ная) амплитуда температурного инкремента.

В результате подстановки вектора перемещений, вектора микровращений и темпе-
ратуры (4) в динамические уравнения (3) получим уравнения для волнового вектора
k и векторов поляризации плоской волны A, S (k2 = k · k)

− (µ− α+ λ)(k ·A)k− [(µ+ α)k2 − ρω2]A + 2αik× S− ηikB = 0,

− (γ − ε+ β)(k · S)k− [(γ + ε)k2 + 4α− Iω2]A + 2αik×A− ςikB = 0,

− k2B +
c

κ
iωB − η

κ
ω(k ·A)− ς

κ
ω(k · S) = 0,

(5)

Из системы уравнений (5) легко получить выражения для проекций векторов по-
ляризации A и S на волновой вектор k:

A · k =
ηik2B

−(λ+ µ− α)k2 − (µ+ α)k2 + ρω2
,

S · k =
ςik2B

−(β + γ − ε)k2 − (γ + ε)k2 − 4α+ Iω2
.

(6)

Из соотношений (6) видно, что в связанной термоупругой волне (B 6= 0) оба вектора
поляризации A и S имеют ненулевые проекции на волновой вектор k, т.е. указанная
волна всегда содержит продольные составляющие перемещений и микровращений.
Более того, можно показать, что она является чисто поперечной, т.е. поперечные
составляющие перемещений и микровращений равны нулю. Упомянутые проекции
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легко исключаются из системы уравнений (5), поскольку достаточно просто выра-
жаются через комплексную амплитуду инкремента температуры B. В частности, их
исключение возможно в третьем уравнении рассматриваемой системы [13].

4. Волновые числа плоской гармонической термоупругой волны. По-
скольку комплексная амплитуда инкремента температуры отлична от нуля в терми-
ческой волне, то для квадрата волнового числа сразу же получается дисперсионное
уравнение. Вводя безразмерное волновое число k̃ = k/k‖ и опуская тильду, имеем

s2

iω′
k2 +

s2
‖k

2

1− k2
+

µs
2
‖k

2

1− 1

ω′2
− d2
‖k

2

= 1, (7)

где

ω′ =
ω

Ω
, Ω2 =

4α

I
, s2 =

Ωκ

cc2
‖
, c2

‖ =
λ+ 2µ

ρ
,

s2
‖ =

η2

ρκc2
‖
, µs

2
‖ =

ς2

Iκc2
‖
, d2

‖ =
µc

2
‖

c2
‖
, µc

2
‖ =

β + 2γ

I
.

Заметим, что уравнение (7) теряет смысл для волновых чисел

k2 = 1, k2 = d−2
‖ (1− ω′−2).

Несложно показать, что данным волновым числам могут соответствовать только хо-
лодные атермические волны, характеризующиеся условием B = 0.

Если вместо частоты оперировать с величиной

τ−1 = iω′,

то для квадрата волнового числа можно получить бикубическое уравнение

e0k
6 + e1k

4 + e2k
2 + e3 = 0 (8)

с коэффициентами

e0 = −i(iτ)s2d2
‖, −e1 = −i(iτ)s2(d2

‖ + 1− (iτ)2) + (1 + s2)d2
‖ + µs

2
‖,

e2 = [1− (iτ)2][−i(iτ)s2 + s2
‖ + 1] + µs

2
‖ + d2

‖, e3 = −[1− (iτ)2].

Корни бикубического уравнения (8) можно определить с помощью известных фор-
мул. Все они (три из них дают нормальные волновые числа) имеют ненулевые мнимые
части. Далее рассмотрим известные из алгебры представления формальных корней
кубического уравнения.

На комплексной плоскости рассмотрим алгебраическое кубическое уравнение

e0w
3 + e1w

2 + e2w + e3 = 0. (9)

Здесь w обозначает комплексную переменную; e0, e1, e2, e3 —коэффициенты (вообще
говоря, комплексные) кубического уравнения.

Корни уравнения вычисляются по известным формулам

w = − e1

3e0
+w′ = − e1

3e0
+λ+µ = − e1

3e0
+

3

√
−e
′
3

2
+

√
− D

4 · 27
+

3

√
−e
′
3

2
−
√
− D

4 · 27
. (10)
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Здесь приняты обозначения

e′2 =
e2

e0
− e2

1

3e2
0

, e′3 =
2e3

1

27e3
0

− e1e2

3e2
0

+
e3

e0
, Ej =

ej
e0

(j = 1, 2, 3),

D = −27e′23 − 4e′32 = E2
1E

2
2 − 4E3

1E3 − 27E2
3 − 4E3

2 + 18E1E2E3.

(11)

Процедура поиска и исследования корней кубического уравнения (9) подробно из-
ложена в [12], включая самый сложный неприводимый случай.

5. Заключение.
1. Рассмотрено решение задачи о распространении плоской термоупругой гармо-

нической волны в гемитропной микрополярной среде.
2. Приводятся два варианта динамических уравнений гемитропного микрополяр-

ного континуума.
3. Определены пространственные поляризации волн перемещений и микровра-

щений относительно волнового вектора плоской волны.
4. Обсуждается качественный характер возможных волновых решений уравне-

ний связанной термоупругости. Отдельно рассматривается случай атермиче-
ской волны.

5. Вычисление волновых чисел приводится к исследованию одного кубического
уравнения с вещественными коэффициентами.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Maugin G. Non-Classical Continuum Mechanics. A Dictionary. Singapore: Springer, 2017. xvii+259 p.
[2] Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. Oxford, New York, Toronto, Sydney, Paris, Frankfurt:

Pergamon Press, 1986. viii+383 p.
[3] Dyszlewicz J. Micropolar Theory of Elasticity. Lecture Notes in Applied and Computational

Mechanics. Berlin: Springer Science & Business Media, 1986. xv+345 p.
[4] Радаев Ю. Н. Правило множителей в ковариантных формулировках микрополярных теорий

механики континуума. 2018. Т. 22. с. 504–517.
[5] Новацкий В. Теория упругости. М.: Мир, 1986. 872 с.
[6] Новацкий В. Вопросы термоупругости. М.: Изд-во Акад. наук СССР, 1962. 364 с.
[7] Новацкий В. Динамические задачи термоупругости. М.: Мир, 1970. 256 с.
[8] Ковалев В. А., Радаев Ю. Н. Волновые задачи теории поля и термомеханика. Саратов: Изд-во

Саратовского ун-та, 2010. 328 с.
[9] Уизем Дж. Б. Линейные и нелинейные волны. М.: Мир, 1977. 622 с.

[10] Бреховских Л. М. Гончаров В. В. Введение в механику сплошных сред (в приложении к теории
волн). М.: Наука, 1982. 336 с.

[11] Весоловский З. Динамические задачи нелинейной теории упругости. Киев: Наук. думка, 1981.
216 с.

[12] Radayev Yu. N. Kovalev V. A. On plane thermoelastic waves in hemitropic micropolar continua //
Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki.

[13] Сушкевич А. К. Основы высшей алгебры. М.: ОНТИ, 1937. 476 с.



МОНОХРОМАТИЧЕСКИЕ ТЕРМОУПРУГИЕ ВОЛНЫ ... 179

E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

PLANE THERMOELASTIC HARMONIC WAVES IN HEMITROPIC
MICROPOLAR MEDIA

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper is devoted to the problem of a plane thermoelastic harmonic wave
propagation in hemitropic micropolar media. Two versions of the dynamic equations of the
hemitropic micropolar continuum are presented. The spatial polarizations of the displacements and
microrotations waves relative to the wave vector of a plane wave are determined. The characterictic
features of possible wave solutions of the coupled thermoelasticity problems are discussed. The case
of athermal waves is separately considered. Computation of wave numbers is reduced to the analysis
of a cubic equation with real coefficients.
Keywords: wave, polarization, wave vector, microstructure, micropolarity, director, wavenumber,
hemitropicity, thermoelasticity
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Аннотация. В работе представлены результаты численного решения двумерных автомодель-
ных задач динамики деформирования горных пород в условиях плоской деформации. Для
описания динамического поведения материалов под действием ударной нагрузки выбрана мо-
дель разномодульной изотропно-упругой среды с сингулярной зависимостью между напря-
жениями и деформациями. Проведена серия вычислительных экспериментов для различных
материалов и параметров краевых условий. В результате сделан вывод о существенном вли-
янии знака материальных констант, отвечающих в модели за проявление разномодульности,
на характер решения в целом и поведение возникающих волн деформаций в частности.
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Введение
Известно, что у многих природных и конструкционных материалов зависимость

между напряжениями и деформациями сильно отличается от линейной уже на упру-
гой стадии. Более того, существуют материалы, чьи диаграммы «напряжения – де-
формации» выглядят как кусочно-гладкие нелинейные функции с особой точкой в
области малых деформаций. Например, такие диаграммы имеют горные породы [1],
зернистые и волокнистые композиты [2,3], некоторые металлические сплавы [4] и др.
Все перечисленные материалы по-разному реагируют на растяжение и сжатие даже
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при малой деформации и поэтому причисляются механикой деформирования к клас-
су разномодульных упругих сред. Среди множества подходов, призванных описывать
свойства подобных материалов, в настоящей работе выбрана модель разномодульной
изотропно-упругой среды [5], основанная на использовании упругого потенциала с
добавочными слагаемыми особого неаналитического вида. Влияние разномодульно-
сти на одномерную динамику упругого деформирования в рамках самого простого
трехконстантного варианта такой модели достаточно подробно исследовано в [6–8] и
др. В данной работе рассматриваются особенности динамики плоских деформаций
разномодульной среды [5] на примере численного решения плоских автомодельных
задач. При этом основное внимание направлено на анализ полученных численных
результатов с целью выявить в тензорно-линейном варианте модели [5] те факторы,
которые оказывают наиболее заметное влияние на решения (в том числе, на характер
возникающих нелинейных волн деформаций).
Математическая модель
Запишем систему модельных соотношений динамики деформирования разномо-

дульного изотропно-упругого материала, используя предположения о малости дефор-
маций, отсутствии массовых сил и адиабатическом характере процесса:

σij,j = ρv̇i, σij =
∂W

∂eij
,

ρ

ρ0
= 1− ε1, vi = u̇i, eij =

1

2
(ui,j + uj,i),

W (ε1, ε2) =
λ

2
ε2

1 + µε2 − νε1
√
ε2 + α

ε3
1√
ε2

+ . . . , ε1 = ekk, ε2 = eksesk.

(1)

В (1) неизвестные функции зависят от времени t и прямоугольных декартовых
координат x = {x1, x2, x3}; σij — компоненты тензора напряжений Коши; eij — ком-
поненты тензора малых деформаций; ui, vi — компоненты вектора перемещений и
вектора скорости точек среды соответственно; ρ0, ρ — начальное и текущее значения
плотности среды; точкой обозначена частная производная по времени, индексом после
запятой — по соответствующей пространственной координате; по повторяющимся ин-
дексам проводится суммирование. ФункцияW (ε1, ε2) является упругим потенциалом,
задающим в системе (1) механические свойства изотропно-упругой среды. Для опи-
сания разномодульного поведения деформируемой среды примем тензорно-линейный
вариант модели [5], как это сделано, например, в [9]. Первые два слагаемых функции
W соответствуют линейно-упругой среде с параметрами Ламе λ, µ; неаналитические
слагаемые с упругими модулями ν, α описывают разномодульное поведение мате-
риала; многоточием обозначено дальнейшее разложение W в ряд по сферическим
функциям [9].

Из уравнений (1) можно записать зависимость «напряжения – деформации» в фор-
ме, подобной известному соотношению линейной теории упругости:

σij = Λε1δij + 2Meij ,

Λ = λ− ν

φ
+ 3αφ, M = µ− ν

2
φ− α

2
φ3, φ =

ε1√
ε2
.

(2)

Однако, в отличие от линейной модели, в (2) модули упругости Λ, M являются осо-
быми функциями от инвариантов тензора деформаций ε1, ε2, что обеспечивает физи-
ческую нелинейность выбранной модели даже при малых деформациях.
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Если быстрое (скачкообразное) изменение нагрузки на границе деформируемого те-
ла не приводит к его необратимым деформациям, то возникающие в этом случае гра-
ничные возмущения распространяются в материал в виде нелинейных упругих волн
(ударных и слабых). Такие процессы моделируются в решении системы (1) разры-
вами первых и вторых производных, связанными условиями совместности разрывов
первого и второго порядка соответственно [10,11]:

— на ударной волне — разрыве первых производных при [ui] = 0:

[ρ(vjnj −G)] = 0, [σij ]nj = ρ+(v+
j nj −G)[vi],

σ+
ij [vi]nj = ρ+(v+

i ni −G)
(
[UT ] + [E] + 1

2 [vi][vi]
)
,

[vi] = −GRi, [ui,j ] = Rinj , Ri = τni + γmi;

(3)

— на слабой волне — разрыве вторых производных при [ui] = 0, [vi] = 0, [ui,j ] = 0:

[σij,j ] = ρ+[v̇i], [v̇i] = G2[ui,jk]njnk. (4)

Скачки разрывных функций в (3), (4) определяются как [�] = �+ − �−, где �+, �−
— предельные значения функции � в точке (x, t) ∈ D(t) на внешней и внутренней сто-
роне волновой поверхностиD(t) соответственно;G— скорость распространения волны
D(t); τ , γ — нормальная и касательная интенсивности разрыва градиента перемеще-
ний на ударной волне: τ = [ui,j ]ninj , γ = [ui,j ]minj ; ni, mi — компоненты нормального
и касательного к D(t) векторов n и m (nimi = 0, nini = 1); [UT ], [E] — скачки энергии
теплового движения частиц среды и упругой потенциальной энергии [11].

Согласно [10, 11] отметим, что упругая ударная волна существует, если разрывы
на ней носят эволюционный характер и энтропия не убывает. Если эти условия на-
рушаются, то ударную волну в решении системы (1) необходимо заменить на волну
Римана (простую волну) — область, ограниченную двумя слабыми разрывами [10].
При численном решении плоских автомодельных краевых задач динамики разномо-
дульной среды проверку критериев существования ударной волны будем проводить
согласно алгоритму, предложенному в [12] для нелинейно-упругой среды Мурнагана.
Свойства ударных волн при плоской деформации разномодульной среды
Положим, что все движения точек среды ограничены плоскостью (x1, x2):

u1 = u1(x1, x2, t), u2 = u2(x1, x2, t), u3 = 0. (5)

C учетом (5) из (1)–(3) при n = {1, 0, 0}, m = {0, 1, 0} получаем систему уравнений
для сильных разрывов в условиях плоской деформации:{

(Λ+ + 2M+)τ + ([Λ] + 2[M ])(e+
11 − τ) + [Λ]e+

22 = ρ+G2τ,
2[M ]e+

12 + (M+ − [M ])γ = ρ+G2γ.
(6)

Из (6) можно вычислить скорость ударной волны G и одну из интенсивностей раз-
рыва (τ или γ), если другая известна. Анализ решений системы (6) показывает, что
свойства плоских ударных волн при плоской деформации разномодульной среды (1)
вполне согласуются с результатами [10,12], полученными для нелинейно-упругих сред
с гладкими нелинейными зависимостями между напряжениями и деформациями (ти-
па среды Мурнагана). Кратко запишем эти свойства, необходимые в дальнейшем для
постановки краевых задач динамики деформирования:

1) при плоской деформации в разномодульной упругой среде (1) могут возникать
два плоских комбинированных сильных разрыва: квазипродольная ударная волна со
скоростью GQL и квазипоперечная ударная волна со скоростью GQT ;
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2) скорости GQL, GQT являются сложными функциями предварительных дефор-
маций e+

ij и состояния e−ij позади волны (или, что то же самое, скачков τ , γ на волне);
3) можно показать, что GQL > GQT , т.е. передним фронтом распространения гра-

ничных возмущений является квазипродольная ударная волна, вызывающая основное
объемное сжатие среды с небольшим сдвигом: τ > 0, γ 6= 0, τ � |γ| (при отсут-
ствии предварительного сдвига такая волна будет чисто продольной); квазипопереч-
ная ударная волна идет второй по уже ненулевому полю деформаций и инициирует
основной скачок сдвиговых деформаций с небольшим изменением объема: γ 6= 0, τ 6= 0
и |γ| � |τ | (чисто поперечной эта ударная волна в среде (1) стать не может согласно
условию τ 6= 0, необходимому для существования решения системы (6)).
Постановка плоских автомодельных краевых задач
Рассмотрим задачи:
A) о сжимающе-сдвигающей ступенчатой нагрузке σ∗ = const, бегущей с постоян-

ной скоростью по границе L разномодульного упругого полупространства (рис. 1,а);
B) о наклонном падении плоской волны ударного сжатия Σ0 с интенсивностью

τ0 = const на бесконечную плоскую жесткую преграду L в разномодульной упругой
среде (рис. 1,б).

Рис. 1. Возможные схемы автомодельной постановки краевых задач: (а) задача A; (б)
задача B; Σ0, Σ1, Σ2 — продольная, квазипродольная и квазипоперечная ударные волны;
ξ±1 , ξ±2 — волны Римана; углы и скорости передних и задних фронтов волн Римана на
рисунке не показаны

Постоянство граничной нагрузки и ее скорости в задаче A и постоянная интенсив-
ность падающей волны в задаче B позволяют провести решение A, B в автомодельной
постановке. В обоих случаях автомодельную переменную и компоненты вектора пе-
ремещений задаем как

ξ =
x1

x2 − St
, u1 = (x2 − St)f(ξ), u2 = (x2 − St)g(ξ), u3 = 0, (7)

где S = |S| = const > c1 — скорость центра самоподобия подвижной системы коор-
динат O [13], связанная со скоростью любого k-го волнового фронта (рис. 1) соот-
ношением S = Gk/ sinβk; f(ξ), g(ξ) — безразмерные перемещения в автомодельном
пространстве. Для параметров k-го волнового фронта (его автомодельной координаты
ξk, скорости Gk и угла βk) из (7) следует: Gk = Sξk/(1 + ξ2

k)1/2, ξk = tgβk.
Представление (7) позволяет перейти в (1) от частных производных по xi, t к про-

изводным по одной переменной ξ и записать уравнение движения в виде однородной
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системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка{
A(ξ, f, g, f ′, g′) · f ′′ +B(ξ, f, g, f ′, g′) · g′′ = 0,

C(ξ, f, g, f ′, g′) · f ′′ +D(ξ, f, g, f ′, g′) · g′′ = 0.
(8)

Система (8) имеет тривиальное решение f(ξ) = aξ + b, g(ξ) = kξ + l с константами
интегрирования a = u1,1, b = u1,2, k = u2,1, l = u2,2 всюду в деформируемой области,
за исключением ударных волн (Σk) и волн Римана (ξ±k = [ξ−k ; ξ+

k ]), где AD − BC = 0
и решение (8) нетривиально.

Возможные схемы постановки задач A, B на рис. 1 построены на основе перечислен-
ных выше свойств плоских ударных волн. Автомодельные решения могут состоять из
ударных волн (Σk) и волн Римана (ξ±k ), которые включаются в постановку по прин-
ципу «или–или»:

A (рис. 1,а): {Σ1, Σ2} или {Σ1, ξ
±
2 };

B (рис. 1,б): {Σ0, Σ1, Σ2} или {Σ0, Σ1, ξ
±
2 } или {Σ0, ξ

±
1 , Σ2} или {Σ0, ξ

±
1 , ξ

±
2 }.

Заметим, что в задаче A решения {ξ±1 ;Σ2}, {ξ±1 ; ξ±2 } невозможны, т.к. на границе
L задано ударное сжатие и передний фронт необходимо ударный.

Для численного решения каждой из краевых задач применяем подход, аналогичный
предложенному в [12] для нелинейно-упругой среды Мурнагана. Решение, состоящее
из одних только ударных волн Σk, находим из замкнутой системы нелинейных ал-
гебраических уравнений относительно неизвестных координат ударных фронтов ξk
и всех неизвестных констант интегрирования a, b, k, l (т.е. различных постоянных
значений ui,j) во всех областях тривиального решения (0–2 на рис. 1,а; 0–3 на рис.
1,б). Такая система строится с учетом (7) из краевых условий на границе L и со-
отношений на ударных волнах — условий непрерывности перемещений [ui] = 0 и
динамических условий совместности разрывов первого порядка (второе равенство в
(3), которое при малых деформациях можно записать как [σij ]nj = −ρ0G[vi]). Затем,
следуя алгоритму [12], каждую ударную волну Σk в полученном решении проверяем
на выполнение критериев ее существования (эволюционности разрывов и неубывания
энтропии [10, 11]) и при необходимости заменяем на волну Римана ξ±k . Неизвестные
функции f(ξ), g(ξ) внутри волны Римана находим при помощи неявной разностной
схемы [12] из системы ОДУ (8), переписанной на случай нетривиального решения:
Af ′′ +Bg′′ = 0, AD −BC = 0.
Численные результаты и обсуждение
Результаты серии численных экспериментов для задач A и B представим в гра-

фической форме. В качестве объектов исследования выбраны три материала [9] —
диабаз, каменная соль и песчаник (Таблица 1).

№ Материал λ µ ν α
[×109Па] [×109Па] [×109Па] [×109Па]

1 Диабаз 38.7 34.8 −4.8 −2.3
2 Каменная соль 4.8 4.7 2.1 1.2
3 Песчаник 1.78 8.70 1.35 0.48

Таблица 1. Константы упругости разномодульных сред [9]
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Решение краевой задачи A о бегущей нагрузке (рис. 1,а) проведено для диабаза
и каменной соли (Таблица 1). Графики на рис. 2,а отражают изменение углов β1,
β2 (т.е., фактически, положения ударных волн Σ1, Σ2) в зависимости от скорости
движения постоянной нагрузки по границе L. Граничная нагрузка σ∗, предвари-
тельные деформации e0 и скорость точек среды v0 в зоне 0 заданы параметрами:
σ∗11 = −0.01 ГПа, σ∗12 = σ∗21 = 0.003 ГПа, σ∗22 = 0; e0

11 = −0.005, e0
12 = e0

21 = 0.0005,
e0

22 = 0; v0
1 = v0

2 = 0. Скорость движения нагрузки σ∗ определяется числом Ма-
хаM = S/c1 > 1 (c2

1 = (λ + 2µ)/ρ), которое в численном эксперименте изменялось в
диапазоне отMmin>1 доMmax=2.5. ЗначениеMmin, при котором существует автомо-
дельное решение задачи A с заданными краевыми условиями, определялось численно
и для выбранных материалов оказалось различным: для диабазаMmin =M1 = 1.11,
для каменной солиMmin =M2 = 1.005.

На рис. 2,б показаны типичные диаграммы распределения напряжений по зонам 0–
2 в диабазе, полученные при решении задачи A с указанными выше параметрами σ∗,
e0, v0 и движении граничной нагрузки со скоростью S = 1.7c1. Форма полученных
кусочно-постоянных функций σ11+σ22, σ12=σ21 соответствует перечисленным выше
свойствам квазипродольных и квазипоперечных плоских ударных волн (а именно, со-
отношению на них скачков τ и γ) при плоской деформации разномодульной среды.
Волновая картина {Σ1; ξ±2 } с волной Римана для выбранных материалов при задан-
ных параметрах задачи A не реализовалась.

Рис. 2. Решение задачи A с двумя ударными волнами Σ1, Σ2: (а) графики изменения
углов β1, β2 в зависимости от скорости движения граничной нагрузки (сплошные линии
соответствуют диабазу, пунктирные — каменной соли); (б) мгновенное распределение
напряжений в диабазе приM = 1.7

На рис. 3 приведены результаты численного решения задачи A для выбранных
материалов, отражающие зависимость положения ударных волн (а именно, углов β1,
β2) от нормированных параметров граничной нагрузки σ̃∗11 = σ∗11/(λ+ 2µ) < 0, σ̃∗21 =
σ∗21/(λ + 2µ) > 0. Графики β1, β2 на рис. 3,а построены при |σ̃∗11| ∈ [0.003; 0.06] и
σ̃∗21 = 0.3|σ̃∗11|, на рис. 3,б — при σ̃∗21 ∈ [0.003; 0.06] и σ̃∗11 = −0.01.

Решение краевой задачи B о выходе плоской волны ударного сжатия на жесткую
границу полупространства (рис. 1,б) также построено для двух разномодульных мате-
риалов — диабаза и песчаника (Таблица 1). При этом для всей серии вычислительных
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Рис. 3. Зависимость положения ударных волн от параметров граничной нагрузки в реше-
нии задачи A: β1, β2 — углы между границей L и ударными волнами Σ1, Σ2; сплошные
линии соответствуют диабазу, пунктирные — каменной соли

экспериментов задавались следующие постоянные параметры: предварительные де-
формации и скорость точек среды в зоне 0 (рис. 1,б) e0

11 = 0.002, e0
12 = e0

21 = −0.0015,
v0

1 = v0
2 = 0; v1|L = v2|L = 0 на жесткой границе; нормальная и касательная интенсив-

ности падающей волны τ0 = 0.003, γ0 = 0.
Результаты численного решения задачи B показаны на рис. 4 в виде зависимостей

автомодельной координаты ξ̃ = ξ−1 падающей и отраженных волн от угла β0. Значе-
ние β0 изменялось в диапазоне от 5◦ до 65◦. Нетрудно видеть, что для диабаза (серые
кривые) получены все возможные в решении задачи B волновые картины, тогда как
для песчаника (черные кривые) в заданном диапазоне изменения β0 из четырех вари-
антов постановки реализовались только три (последовательно при увеличении угла
β0: {Σ0, Σ1, Σ2}, {Σ0, Σ1, ξ

±
2 }, {Σ0, ξ

±
1 , Σ2}). Кроме того, диапазоны значений β0, при

которых в отраженном пакете возникают, например, две ударные волны, для вы-
бранных материалов оказываются различными (это касается и остальных вариантов
постановки).

Анализируя графики, представленные на рис. 2,а и рис. 4, замечаем, что решения
задач A и B, полученные соответственно для каменной соли и песчаника, ведут себя
сходным образом: изменение независимых аргументов M и β0 не приводит к суще-
ственному изменению величин ∆β = |β1 − β2|, ∆ξ̃ = |ξ̃1 − ξ̃2|. Иначе говоря, для этих



ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ МАТЕРИАЛЬНЫХ КОНСТАНТ... 187

Рис. 4. Зависимость автомодельных координат волновых фронтов от угла падения β0 в
решении задачи B: ξ̃ = ξ−1; ξ̃0 — падающая волна ударного сжатия, ξ̃1 — отраженный
квазипродольный фронт, ξ̃2 — отраженный квазипоперечный фронт; сплошные линии
соответствуют ударным волнам, пунктирные — передним фронтам волн Римана; серый
цвет графиков соответствуют диабазу, черный — песчанику

материалов угол раствора зоны 1 между квазипродольной и квазипоперечной волна-
ми на рис. 1,а и рис. 1,б слабо зависит от заданных при постановке задач значений
M или β0. И наоборот, графики, полученные для диабаза, не позволяют сделать по-
добное заключение, т.к. в этом случае наблюдается явная нелинейность зависимостей
∆β(M) и ∆ξ̃(β0). Подобные отличия можно увидеть и на рис. 3, где направления
монотонного изменения функций β1, β2 для каменной соли и диабаза противополож-
ны. В чем же заключается причина такого различия в поведении ударных волн при
решении одних и тех же задач для разных сред? Сопоставление результатов графи-
ческого анализа с параметрами выбранных разномодульных материалов (Таблица 1)
позволяет нам предположить, что основным фактором здесь являются не абсолют-
ные величины материальных констант λ, µ, ν, α (и их нормированных соотношений
типа ν/(λ+ 2µ), α/(λ+ 2µ)), а знак упругих модулей ν, α, отвечающих за проявление
разномодульности в тензорно-линейном варианте модели [5].
Заключение
Итак, в работе представлены результаты численного исследования особенностей

распространения плоских волн деформаций в разномодульной изотропно-упругой сре-
де [5] при условии ее плоского деформирования. На примере численного решения
двумерных автомодельных задач показано, что в целом плоские волны деформаций в
разномодульном материале ведут себя так же, как и в нелинейно-упругой среде [10,12]
с гладкой зависимостью между напряжениями и деформациями. Серия вычисли-
тельных экспериментов, проведенных для трех различных разномодульных материа-
лов [9], позволила заключить, что наряду с параметрам краевых условий немаловаж-
ным фактором, влияющим на решение задачи (т.е. на характер каждой из возникших
волн и на всю волновую картину в целом), является знак материальных констант ν, α
в добавочных неаналитических слагаемых упругого потенциала [5,9] в соотношениях
(1). Также нам представляется возможным ожидать, что решения описанных авто-
модельных задач для любых разномодульных материалов [9] с константами ν > 0,
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α > 0 будет сходно с решениями, полученным для каменной соли и песчаника, а при
ν < 0, α < 0 — с решениями, построенными для диабаза. Считаем, что такой вывод
в дальнейшем может послужить критерием корректности постановки и численных
решений других плоских краевых задач динамики деформирования разномодульной
среды [5].
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Abstract. The paper presents the results of numerical solving 2D self-similar problems of the
dynamic deformation of rocks under plane strain conditions. To describe the dynamic behavior of
materials in question under the action of a shock load, a model of an isotropic-elastic heteromodular
medium with a singular dependence between stresses and deformations is chosen. A series of
computational experiments was carried out for various materials and parameters of the boundary
conditions. As a result, it has been concluded that the sign of the material constants responsing
for the manifestation of different modularity in the model equations has a significant effect on the
solution as a whole and the behavior of the arising deformation waves in particular.
Keywords: heteromodular elasticity, plane deformation, shock wave, Reimann wave, self-similar
solution, computational experiment.

REFERENCES
[1] Experimental investigation of the anisotropic mechanical behavior of phyllite under triaxial

compression / X. Guowen, H. Chuan, S. Ang et al. // International Journal of Rock Mechanics
and Mining Sciences. 2018. no. 104. p. 100–112.

[2] Tien Y. M., Tsao P. F. Preparation and mechanical properties of artificial transversely isotropic rock //
International Journal of Rock Mechanics and Mining Sciences. 2010. no. 37. p. 1001–1012.

[3] Lomakin E. V., Fedulov B. N. Nonlinear anisotropic elasticity for laminate composites // Meccanica.
2015. no. 50. p. 1527–1535.

[4] Lomakin E. V. Mechanics of media with stress-state dependent properties // Physical Mesomechanics.
2007. Vol. 7, no. 5-6. P. 255–264.

[5] Oleinikov A. I. Fundamental general relationships for a model of an anisotropically elastic
heteromodular medium // Journal of Applied Mathematics and Mechanics. 1993. Vol. 57, no. 5.
P. 913–920.

[6] Dudko O. V., Lapteva A. A., Semyonov K. T. About distribution of flat one-dimensional waves and
their interaction with barrier in the media differently reacting to a stretching and compression // Far
Eastern Mathematical Journal. 2005. Vol. 6, no. 1-2. P. 94–105. (in Russian).

[7] Gavrilov S. N., Herman G. C. Wave propagation in a semi-infinite heteromodular elastic bar subjected
to a harmonic loading // Journal of Sound and Vibration. 2012. Vol. 331, no. 20. P. 4464–4480.

[8] Dudko O. V., Ragozina V. E., Lapteva A. A. Mathematical modeling the nonlinear 1D dynamics of
elastic heteromodular and porous materials // Materials Science Forum. 2019. no. 945. P. 899–905.

[9] Myasnikov V. P., Oleinikov A. I. Fundamentals of Mechanics of Heteromodular Media. Vladivostok:
Dal’nauka, 2007. 172 p. (in Russian).

[10] Kulikovskii A. G., Sveshnikova E. I. Nonlinear Waves in Elastic Media. New York: CRC Press, 1995.
256 p.

[11] Chernyshov A. D. On shock wave propagation conditions in media with elastic and plastic properties //
Problems of the Mechanisc of Mountain Rock. Alma-Ata: Nauka, 1972. P. 183–192. (in Russian).

[12] Potyanikhin D. A. Algorithm of the decision of automodelling problems of dynamics of shock
deformation of a firm body // Bulletin of the Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series:
Mechanics of Limit State. 2010. Vol. 8, no. 2. P. 413–423. (in Russian).

[13] Sedov L. I. Similarity and Dimensional Methods in Mechanics. 10th edition. New York: CRC Press,
1993. 498 p.

Dudko Olga Vladimirovna, PhD in Physical & Mathematical Sciences, Leading Researcher,
Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok,
Russia.
Mantsybora Alexander Anatolievich, PhD in Physical & Mathematical Sciences, Researcher,
Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok,
Russia.



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №3 (45). С. 190–193

Н. В. Минаева, Д. В. Сабынин, А. И. Шашкин
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Аннотация. Рассмотрен изгиб шарнирно закрепленной балки на упругом основании. На-
чальный прогиб и неоднородность жесткости основания заданы с точность до малых пара-
метров. Получено условие, определяющее границу области сходимости метода малого па-
раметра. Найдена функция, характеризующая прогиб, с точностью до величин четвертого
порядка малости. Проанализирован случай, когда малые параметры являются случайными
величинами.

Ключевые слова: упруго подкрепленная балка, изгиб, сходимость метода малого парамет-
ра, стохастическая неоднородность.
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Рассмотрим шарнирно закрепленную балку на упругом основании. Она находится
под действием продольной силы P и моментов Mi (i = 1, 2), приложенных на концах
балки. В качестве модели основания выбрана классическая модель однопараметриче-
ского основания Винклера [1, 2].

Прогиб балки описывается решением следующей задачи:

u(4)(x)− f (4)(x) + αu′′(x) + c(x)(u(x)− f(x)) = 0
u(0) = u(1) = 0,

u′′(0)− f ′′(0) = m1, u′′(1)− f ′′(1) = m2,
(1)
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где α =
Pl2

EI
, mi =

Mi

EI
. Функция начального прогиба задается функцией f(x) =

ϕ1(x)ε1. Реакция упругого основания определяется как c(x) = c0+ +ϕ2(x)ε2, где c0 =
c̃0l

4

EI
, c̃0 – коэффициент податливости основания (коэффициент постели), имеющий

размерность H/cм3 или Па/м; ϕi(x) – заданные функции, |εi| < 1 – малые параметры
(можно рассматривать и как случайные величины).

Поскольку функция начального прогиба и коэффициент постели заданы с точно-
стью до малых параметров, то для нахождения функции прогиба воспользуемся ме-
тодом возмущений [3]. Прежде, чем находить приближения, проведем исследование
сходимости метода малого параметра.

Пусть при ϕi(x) = 0 задача (1) допускает решение u = u0(x). Тогда решение задачи
(1) будет аналитической функцией, если оно будет непрерывно зависеть от ϕi(x) при
ϕi(x) = 0.

Для проверки этой непрерывности, как следует из [4], необходимо составить следу-
ющую задачу относительно вспомогательной функции ζ(x):

u(4) + ζ(4) + αu′′ + αζ ′′ + c0u+ c0ζ = 0
u(0) + ζ(0) = u(1) + ζ(1) = 0,

u′′(0) + ζ ′′(0) = m1, u′′(1) + ζ ′′(1) = m2,
(2)

Поскольку u0(x) – решение задачи (1), то из (2) получаем следующую задачу [5]:

ζ(4) + αζ ′′ + c0ζ = 0
ζ(0) = ζ(1) = 0,

ζ ′′(0) = 0, ζ ′′(1) = 0,
(3)

Согласно [5], решение задачи (1) непрерывно зависит от ϕi(x) при ϕi(x) = 0, если
задача (3) имеет только тривиальное решение.

Условие существования нетривиального решения задачи (3) получено в следующем
виде:

c0 = n2π2α− n4π4 (4)

Это же условие будет давать границу области сходимости метода малого параметра.
При условии, что все исходные данные удовлетворяют требованиям сходимости,

будем искать решение в виде ряда по малым параметрам

u =

∞∑
i,j=0

uij(x)εi1ε
j
2 (5)

(5) В результате подстановки в (5) были получены задачи для нахождения прибли-
жений (до четвертого порядка включительно). Для u0 :

u
(4)
0 (x) + αu′′0(x) + c0(x)u0(x) = 0 (6)

u0(0) = u0(1) = 0, u′′0(0) = m1, u′′0(1) = m2, (7)

Дифференциальные уравнения для приближений u20, u30, u40 аналогичны (6), а
для остальных компонент приближений отличаются только слагаемыми, характери-
зующимися неоднородность уравнения

u
(4)
ij (x) + αu′′ij(x) + c0(x)uij(x) = fij(x)
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Вид функций fij(x) зависит от ϕi(x) и вида предшествующих приближений:

f10(x) = −ϕ(4)
1 (x) + c0ϕ1(x) f01(x) = −ϕ2(x)u0(x)

f11(x) = −ϕ2(x)(ϕ1(x)− u10(x) f02(x) = −ϕ2(x)u01(x) f21(x) = −ϕ2(x)u20(x)
f12(x) = −ϕ2(x)u11(x) f22(x) = −ϕ2(x)u21(x) f03(x) = −ϕ2(x)u02(x)
f31(x) = −ϕ2(x)u30(x) f13(x) = −ϕ2(x)u12(x) f04(x) = −ϕ2(x)u03(x)

Граничные условия почти для всех компонент приближений аналогичны условиям
из (3), и только для u10 имеют отличный вид:

u10(0) = u10(1) = 0, u′′10(0) = ϕ′′1(0), u′′10(1) = ϕ′′1(1)

Для оптимизации процесса нахождения приближений в аналитическом виде ис-
пользовался пакет Maple. Рассматривался частный случай, когда функции, харак-
теризующие начальный прогиб и неоднородность основания следующие ϕi(x) =
sin(kiπx). Входными данными при этом являются: α – параметр продольной силы;
c0 – коэффициент жесткости основания; m1 и m2 – моменты, приложенные на концах
балки; k1 и k2 – коэффициенты, содержащиеся в функциях ϕi(x).

Поскольку u20 = u21 = u22 = u30 = u31 = u40 = 0, то решение задачи (1) с
точностью до величин четвертого порядка малости примет вид:

u(x) = u0(x) + u10(x)ε1 + u01(x)ε2 + u11(x)ε1ε2 + u02(x)ε2
2+

+u12(x)ε1ε
2
2 + u03(x)ε3

2 + u13(x)ε1ε
3
2 + u04(x)ε4

2

Если считать ε1, ε2 независимыми случайными величинами, то с точностью до
величин четвертого порядка малости:

〈u〉 = u0(x) + u02(x)〈ε2
2〉+ u03(x)〈ε3

2〉+ u04(x)〈ε4
2〉

Дисперсия имеет вид:

D(u(x)) = D(ε1)
(
u2

10 + (u2
11 + 2u10u12)D(ε2) + o1(〈ε3

2〉)
)

+ u2
01D(ε2) + o2(〈ε3

2〉)
где oi(〈ε3

2〉) представляют собой функции, зависящие от 〈ε3
2〉 и математических ожи-

даний более высоких степеней ε2.
Таким образом, получаем, что если проводится экспериментальное исследование

поведения балки, то наличие малого начального прогиба не оказывает значительного
влияния на среднестатистический результат (математическое ожидание).

Дисперсия u(x), будет пропорциональна дисперсии случайной величины, харак-
теризующей начальный прогиб. Влияние неоднородности упругого основания более
значительно и носит нелинейный характер, поскольку необходимо учитывать еще дис-
персии более высоких степеней ε2.
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Аннотация. Работа посвящена исследованию температурных напряжений в пластине из
среднеуглеродистой легированной стали, по поверхности которой с определенной скоростью
проходит прямолинейно источник тепла. Математическая модель строится на основе модели
Прандтля – Рейса, в которой закон Гука заменен законом Дюамеля – Неймана. В качестве
условия пластического течения принимается условие Мизесса, где предел текучести парабо-
лически зависит от температуры. Рассматриваются поля остаточных напряжений в зависи-
мости от скорости прохождения источника тепла. Значения остаточных напряжений, полу-
ченные в результате расчета, сравниваются с экспериментальными напряжениями, снятыми
с пластины при помощи анализатора остаточных напряжений RIGAKU.
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Введение
В производстве металлоконструкций чаще всего встречаются следующие тепловые

процессы: горячая посадка, сварка, штамповка. Их объединяет возникновение необ-
ратимых деформаций вследствие высокой температуры. Деформации такого рода по-
вышают поле остаточных напряжений и оказывают влияние на эксплуатационную
прочность конструкций. В настоящее время сварка является наиболее распростра-
нённым методом получения соединений. В большинстве случаев процесс сварки про-
ходит под действием точечного локального перегрева металла, в результате которого
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возникают колоссальные остаточные напряжения, вызывающие дефекты и разруше-
ние материалов. Сварка аустенитных сталей представляет наибольший интерес для
производства металлоконструкций, несмотря на требование жесткого соблюдения ре-
жимов и достаточно сложную свариваемость. Нержавеющие стали при сварке имеют
выраженную склонность к формированию горячих трещин в околошовной области
и непосредственно в сварном шве. Одним из способов борьбы с горячими трещина-
ми является метод снижения уровня проплавления металла с увеличением скорости
прохождения источника тепла. Ввиду этого появляется задача определения уровня
распределения остаточных напряжений в конструкциях из аустенитных сталей теоре-
тическим методом, который позволит прогнозировать получаемый результат и опти-
мизировать технический процесс. Изучению остаточных напряжений, желательных
и нежелательных деформаций металлоконструкций, появившихся в результате тем-
пературного воздействия, посвящено много работ [1–8,8,9]. Проблема возникновения
деформаций в сварочных процессах также хорошо освящена [?, ?, ?, ?] и нуждает-
ся в дальнейшем изучении. Одним из аспектов, требующих рассмотрения, является
движущийся локальный источник тепла и его влияние на распределение остаточных
напряжений в материале аустенитной стали. А так же требуется экспериментальное
сравнение с полученными теоретическими данными.
Основы математической модели.
Для решения поставленной задачи была выбрана модель малых деформаций. Из-

за малого значения теплового расширения материала пластины, считаем деформации
малыми и складываемыми из обратимых eeij , и необратимых epij .

eij = eeij + epij =
1

2
(ui,j + uj,i) (1)

ui – компоненты вектора перемещений i = 1, 2, 3. Зависимость деформации eeij , на-
пряжения σij и температуры T запишем зависимость Дюамеля–Неймана.

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij , (2)

где α – коэффициент линейного расширения, λ, µ, K = λ+ 2
3µ – упругие модули, δij

– компоненты единичного тензора, соответственно из символов Кронекера.
Необратимые деформации начинают расти, когда напряженное состояние достиг-

нет поверхности нагружения (условия пластического течения).

εpij =
depij
dt

= ζ
∂f (σij)

∂σij
, ζ > 0 (3)

где f (σij) = 0 – поверхность нагружения в пространстве напряжений. В качестве
поверхности нагружения примем условие Мизеса.

f (σ) = (σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 − 2k2 (4)
k – предел текучести, зависящий от температуры, σ1, σ2, σ3 – значения главных на-
пряжений.

k (T ) = k0

(
Tp − T
Tp − T0

)2

(5)

Tp – температура плавления, k0 – предел текучести при комнатной температуре.
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Замыкает описаную систему уравнение равновесия

σij,j = 0 (6)

Для проверки теоретического расчета предложенной математической модели был
произведен практический эксперимент, заключающийся в наплавке сварного шва на
металлические жестко закрепленные пластины размером 0,4 м на 0,35 м с помощью
автоматической электродуговой сварки на агрегате АДФ-1005 под слоем флюса, при
разных скоростях наплавки: 10, 15, 20 м/ч. После охлаждения произведена регистра-
ция остаточных напряжений в экспериментальной пластине по сетке с шагом 0,01 м с
использованием анализатора остаточных напряжений RIGAKU. Метод заключается
в следующем: в деформируемом металле при приложении внешней силы изменяется
межплоскостное расстояние между кристаллическими решетками в трех измерени-
ях, что приводит к более значительному наблюдаемому изменению положения пика
дифракционного профиля, чем в случае без деформаций. Упругие напряжения рас-
считываются из этих изменений (смещений) положения пика. Для случая однородной
деформации изменение межплоскостного расстояния равно относительной деформа-
ции образца пластины.

Постановка задачи. Обратимое деформирование.
Для расчета остаточных напряжений в пластине из среднеугреродистой лигирован-

ной стали, в системе декартовых координат
(
x, y, z

)
рассмотрим прямоугольную

тонкую пластину размерами Sx и Sy, по поверхности которой прямолинейно с неко-
торой скоростью V движется источник тепла. Поскольку пластина тонкая, распре-
деление температуры по толщине пластины не учитываем. Температура в пластине
задается законом теплопроводности.

ρA
∂T

∂t
= λ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+ 2κ

T0 − T
h

(7)

ρ–плотность, A – удельная теплоемкость, λ – коэффициент теплопроводности, κ –
коэффициент теплоотдачи.

Для решения уравнения (7) следует задать начальные и граничные условия:

t = 0 : T = T0, T0 = 20◦C

t > 0 : λ∂T∂x
∣∣
x = V t
y = 0.5Sy

= q

∂T
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂T
∂x

∣∣
x=Sx

= 0, ∂T
∂y

∣∣∣
y=0

= 0, ∂T
∂y

∣∣∣
y=Sy

= 0

(8)

q = ηIU , η – к.п.д. источника, I – сила тока, U– напряжения источника тока.
Не составляет особого труда решить поставленную выше температурную задачу.

Считаем известным поле температур на каждой временной итерации, перейдем к ме-
ханической части задачи.

В условиях плоского напряженного состояния σzz = 0 зависимость Дюамеля – Ней-
мана принимает вид

σxx = Aux,x +Buy,y − Cθ,
σyy = Auy,y +Bux,x − Cθ,
σxy = 2µ (ux,y + uy,x)

(9)
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A = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 , B = 2λµ (λ+ 2µ)−1 , C = 6Kµ (λ+ 2µ)−1 , θ = T − T0.
Соотношения (8) подставляются в уравнения равновесия

σxx,x + σxy,y = 0
σyy,y + σxy,x = 0

(10)

из которых определяются перемещение ux (x, y) и uy (x, y), с использованием гранич-
ных условий, моделирующих жесткий задел пластины по периметру

ux|x=0 = uy|x=0 = 0, ux|x=Sx
= uy|x=Sx

= 0,

ux|y=0 = uy|y=0 = 0, ux|y=Sy
= uy|y=Sy

= 0
(11)

К сожалению, получить аналитическое решение (9) совместно с граничными усло-
виями (10) относительно ux (x, y) и uy (x, y) невозможно, поэтому воспользуемся чис-
ленным сеточным методом: итерационно находятся перемещения на каждом шаге по
времени, а после вычисляются напряжения из (10). Через несколько временных шагов
в области источника выполняется условие Мизеса σ2

xx + σ2
yy − σxxσyy + 3σ2

xy = 4k2.
Пластическое течение Поскольку в области пластического течения начинают

развиваться необратимые деформации, соотношения (10) примут вид

σxx = A (ux,x − px) +B (uy,y − py)− Cθ,
σyy = A (uy,y − py) +B (ux,x − px)− Cθ (12)

Используя ассоциированный закон пластического течения (3) находим px = p̃x +
τdλ (2σxx − σyy), py = p̃y + τdλ (2σyy − σxx), pxy = p̃xy + 6τdλσxy, где p̃x, p̃y, p̃xy –
необратимые деформации на предыдущем шаге, τ – временной шаг. Для нахождения
dλ перепишем зависимость Дюамеля – Неймана

σxx = A′ (ux,x − p̃x) +B′ (uy,y − p̃y)− C ′θ,
σyy = A′ (uy,y − p̃y) +B′ (ux,x − p̃x)− C ′θ (13)

где A′ =
(
A+ 2dλ

(
A2 +B2

))
(dλ (A+B) + 1)−1 (3dλ (A−B) + 1)−1 ,

B′ =
(
B + dλ

(
A2 −B2

))
(dλ (A+B) + 1)−1 (3dλ (A−B) + 1)−1 ,

C ′ = C (dλ (A+B) + 1)−1 и подставим его в условие пластического течения Мизеса
σ2
xx + σ2

yy − σxxσyy + 3σ2
xy = 4k2, получим уравнение относительно dλ

a6τ
6dλ6 + a5τ

5dλ5 + a4τ
4dλ4 + a3τ

3dλ3 + a2τ
2dλ2 + a1τdλ+ a0 = 0 (14)

a6 = 10368µ2k2 (A−B)2 (A+B)2

a5 = 1728µk2 (A−B) (A+B)
(
A2 + 8µ (2A−B)−B2

)
Уравнение (14) относительно dλ решается с использование итерационного метода

Ньютона для нелинейных уравнений.
Итак, на каждом шаге по времени решаем (10) совместно с (13) и (14). Если dλ = 0

то в этой области материал деформируется упруго, если dλ > 0, то имеет место пла-
стическое течение, и находятся необратимые деформации. Окончание расчета проис-
ходит, когда температура по пластине станет равной начальной температуре.
Результат Рассмотрим остаточные напряжения в материале стальной пластины

после линейного теплового воздействия от электродуговой сварки при различных ско-
ростях перемещения источника тепла размерами Sx = 0.4м, Sy = 0.35м, (Tp = 1400◦C,
T0 = 20◦C, k = 275 МПа, α = 16.1 · 10−6, ρ =7900 кг/м 3, с=500 Дж/ (кгK),
λ=16.0 Вт/ (мК) коэффициент теплопроводности, κ = 7.6 Bт/(мК), K = 163.33 ГПа,
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Рис. 1 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 10 м/ч

Рис. 2 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 15 м/ч

µ = 75.385 ГПа, λ = 113.076 ГПа), по которой прошел источник тепла. По проведен-
ным расчетам получены результаты, распределения остаточных напряжений вдоль и
поперек перемещения источника тепла представлены на рис. 1-3.

Значительные растягивающие остаточные напряжения, расположенные вдоль ис-
точника тепла при скорости движения 10 м/ч, локализуются по центру от начала
пластины и распространяются в конце по всей области пластины (рис.1). С увели-
чением скорости до 15 м/ч остаточные напряжения имеют максимальные значения
в начале пластины с постепенным снижением значений к концу пластины (рис.2).
На максимальной расчетной скорости, составляющей 20 м/ч, можно видеть на рис.3,
что высокий уровень остаточных растягивающих напряжений наблюдается в центре
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Рис. 3 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 20 м/ч

пластины. В поперечном направлении источника тепла наблюдаются идентичные рас-
пределения сжимающих остаточных напряжений, расположенных по обе стороны от
линии прохода с незначительным снижением их уровня при увеличении скорости пере-
мещения источника тепла. Результаты, полученные в ходе практического эксперимен-
та по распределению остаточных напряжений в экспериментальной пластине, снятые
при помощи анализатора остаточных напряжений RIGAKU показали расхождение не
более 10 % с теоретическим расчетом.

Заключение
Согласно теоретическим расчетам максимальное значение остаточных напряжений

достигает 220 МПа при скорости 10 м/ч. При проведении эксперимента полученное
максимальное значение остаточных напряжений в данной точке при этой же скорости
- 258 МПа. Такие высокие значения практически соизмеримы с пределом текучести
выбранного материала пластины (270 МПа), и могут вызвать появление дефектов
в конструкциях или деталях, которые подвергаются локальному тепловому воздей-
ствию при сварке. Благоприятные значения остаточных напряжений получены со
скоростью движения источника тепла 15 м/ч, данный режим позволяет минимизиро-
вать негативное влияние локального теплового воздействия для сталей. Проведенные
исследования доказали работоспособность предложенной математической модели и
достоверность полученных результатов расчета. Данная модель позволит прогнози-
ровать распределение остаточных напряжений в материале деталей в зависимости от
источника тепла и скорости его передвижения.
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[10] Dénes Kollár Balázs Kövesdi L. G. V. S. H. Weld process model for simulating metal active gas
welding The International Journal of Advanced Manufacturing Technology // Trans. Nonferrous Met.
Soc. China. 2019. no. 102. P. 2063—-2083. (in Russian).

[11] Wang Tianpenga Zhang Jieb W. L. T. I. C. L. N. a. o. t. r. s. d., its influence factor analysis for
Si3N4/42Cr. Weld process model for simulating metal active gas welding The International Journal of
Advanced Manufacturing Technology // Mo brazed joint Simulation Modelling Practice and Theory.
2019. no. 95. P. 49–59. (in Russian).



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №3 (45). С. 202–205

С. В. Фирсов

БОЛЬШИЕ ДЕФОРМАЦИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ С УСКОРЕНИЕМ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Рассмотрена задача деформирования цилиндрического тела вращающегося во-
круг центральной оси с ускорением. Получены итоговая система уравнений, описывающая
данный процесс в рамках математической модели теории больших деформаций при наличии
необратимых деформаций. Рассмотрен частный случай упругого деформирования, для кото-
рого приведены выражения для расчёта напряжений и деформаций в среде, а также итоговые
дифференциальные соотношения, решение которых необходимо искать.
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Рассмотрим деформацию цилиндра, вращающегося с ускорением. В качестве мате-
матической модели возьмём модель больших деформаций [1,2]. Рассматривать задачу
будем в цилиндрических координатах r, ϕ, z. Материал будем считать несжимаемым.
Это позволяет записать перемещения точек среды в форме

ur = r (1− cos θ) , uϕ = r sin θ, (1)

где θ = θ (r, t) — угол поворота точек среды вокруг оси вращения.
Зная перемещения, из соотношений

vi =
∂ui
∂t

+ ui,kvk

можно найти значения скоростей

vr = 0, vϕ = r
∂θ

∂t
(2)
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и ненулевых компонент тензора Альманси

drϕ =
1

2
rθ,r, drr = −1

2
r2θ2

,r = −2d2
rϕ. (3)

Ненулевые компоненты тензора скоростей деформации и тензора вихря, общий вид
которых представлен в [1], в нашем случае примут значения

εrϕ = εϕr =
1

2
rθ̇,r, ωϕr = −ωrϕ = θ̇ +

1

2
rθ̇,r,

zϕr = −zrϕ =
1

2

err − eϕϕ
2− err − eϕϕ

rθ̇,r, rϕr = −rrϕ = θ̇ +
1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r.

(4)

Уравнения равновесия запишутся в виде

σrr,r + r−1 (σrr − σϕϕ) = −ρrθ̇2, σrϕ,r + 2r−1σrϕ = −ρrθ̈. (5)

Напряжения примут значения

σrr = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µerr + (5µ− 4b) e2
rϕ,

σϕϕ = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µeϕϕ + (5µ− 4b) e2
rϕ,

σzz = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µezz + (2µ− 4b) e2
rϕ,

σrϕ = 2µerϕ.

(6)

Подставив их в уравнения равновесия получим

2µr−1 (err − eϕϕ) + 2b (err,r + eϕϕ,r + ezz,r) + 2µerr,r+

+2 (5µ− 4b) erϕerϕ,r + P,r = −ρrθ̇2,

2µ
(
erϕ,r + 2r−1erϕ

)
= −ρrθ̈.

(7)

Запишем уравнения переноса, воспользовавшись полученными ранее значениями
тензоров скоростей деформаций и вихря (4). Для необратимых деформаций они при-
мут вид

ṗrr = (1− 2prr) γrr − 2prϕ

(
γrϕ + θ̇ +

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ṗϕϕ = (1− 2pϕϕ) γϕϕ − 2prϕ

(
γrϕ − θ̇ −

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ṗzz = (1− 2pzz) γzz,

ṗrϕ = (1− prr − pϕϕ) γrϕ − prϕ (γrr + γϕϕ) +

+ (prr − pϕϕ)

(
θ̇ +

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
.

(8)
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А для обратимых

ėrr = − (1− err) γrr + erϕ

(
γrϕ − 2θ̇ − 1

2
(3 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ėϕϕ = − (1− eϕϕ) γϕ + erϕ

(
γrϕ + 2θ̇ +

1

2
(1 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ėzz = − (1− ezz) γzz,

ėrϕ = −1

2
(2− err − eϕϕ) γrϕ +

1

2
erϕ (γrr + γϕϕ) + (err − eϕϕ) θ̇+

+
1

8

(
4 + err + 3e2

rr − 6eϕϕ − 4erreϕϕ + e2
ϕϕ

)
rθ̇,r.

(9)

В итоге получаем систему из десяти дифференциальных уравнений с десятью неиз-
вестными, где γij — источник необратимых деформаций. Если в качестве механизма
накопления необратимых деформаций рассматривать пластичность, то его можно к
примеру представить в виде

γij = εpij =
1

η

Σ− σ0

Σ
τij .

Для ползучести можно принять

γij = εvij =
3

2
BΣn−1τij .

Также, если мы хотим одновременно учитывать и ползучесть, и пластичность, то это
можно сделать к примеру следующим образом:

γij = εvij + εpij =

(
3

2
BΣn−1 +

1

η

Σ− σ0

Σ

)
τij .

Рассмотрим стадию упругого деформирования. В этом случае источник необрати-
мых деформаций γij будет равен нулю, как и сами необратимые деформации. Из урав-
нений переноса (9) получим ėzz = 0. С учётом малости деформаций при упругости
положим, что слагаемые, содержащие компоненты тензора обратимых деформаций
второго порядка и выше являются малы, поэтому исключим их из рассмотрения. В
связи с этим можно записать, что err = drr, eϕϕ = dϕϕ и erϕ = drϕ. Используя это и
значения компонент тензора Альманси (3) можно записать напряжения в виде

σrr = P − (µ+ b) r2θ2
,r, σϕϕ = σzz = P − br2θ2

,r, σrϕ = µrθ,r. (10)
Подставив полученные напряжения в уравнения равновесия (5) получим

(3µ+ 2b) rθ2
,r + 2 (µ+ b) r2θ,rθ,rr = P,r + ρrθ̇2,

ρrθ̈ + 3µθ,r + µrθ,rr = 0.
(11)
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Abstract. The problem of deformation of cylindrical body rotating with acceleration is considered.
The system of equations describing this process in general case with non zero irreversible strains in
frame of finite strain theory was obtained. A particular case of elastic deformation was considered
and the resulting equations for this case was obtained.
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решением трехмерной задачи показано, что теория типа Тимошенко пригодна для описания
краевой волны на частотах, не превосходящих 30% от первой частоты запирания. Уточнен-
ная теория изгиба пластин с приведенной инерцией в сочетании с классическими граничными
условиями позволяет уточнить скорость волны по сравнению с теорией Кирхгофа, но значи-
тельно искажает амплитуду.

Ключевые слова: краевые волны, нестационарные волны, изгиб пластины.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.28.36.023

УДК: 539.3
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В данной работе изучаются пределы применимости уточненных теорий изгиба пла-
стины при описании дисперсии и амплитуды возбуждения изгибной краевой волны.
Рассматриваются две наиболее простые из уточненных теорий: теория изгиба пла-
стин с приведенной инерцией и теория типа Тимошенко. Волновое поле в пластине
возбуждается двумя парами касательных сосредоточенных сил, приложенных на реб-
рах пластины. Такая нагрузка, эквивалентная с интегральной точки зрения действию
двух сосредоточенных скручивающих моментов, может рассматриваться как модель
действия пьезоупругого актуатора, приклеенного вблизи поверхности пластины.
1. Постановка задачи. Рассмотрим нестационарную динамическую задачу об из-

гибе упругой пластины, отнесенной к декартовой системе координат (x1, x2, x3) и за-
нимающей область −∞ < x1 6 0, −∞ < x2 <∞, |x3|6 h. Примем, что волновое поле
в пластине возбуждается двумя парами противоположно направленных сосредоточен-
ных сил, приложенных на ребрах пластины в точках x2 = ±l(см. рис. 1). Решение дан-
ной задачи в рамках трехмерной теории упругости описано в работе [1] (см. также [2]).
В данной работе это решение используется для исследования пределов применимости
уточненных теорий изгиба пластин в задачах данного типа. Рассматриваются две
простейшие уточненные теории: теория изгиба пластин с приведенной инерцией [3] и
теория типа Тимошенко [4]. Ограничиваясь двумя первыми уточняющими членами в
выражении для приведенной инерции, запишем разрешающее уравнение из [3] в виде

Eh3

3(1− ν2)
∆2w + ρh

(
1 + a1

h2

c2
2

∂2

∂t2
− h2b0∆

)
∂2w

∂t2
= 0, (1)

где

a1 =
422− 424ν − 33ν2

1050(1− ν)
, b0 =

17− 7ν

15(1− ν)
. (2)

x

x

x

1

2

3

Рис. 1. Геометрия задачи и приложенная нагрузка

Уравнения движения в теории типа Тимошенко [4] имеют вид

Eh3

3(1− ν2)

[
(1− ν)∆ψi + (1 + ν)

∂Φ

∂xi

]
− 2k2

RGh

(
ψi +

∂w

∂xi

)
= ρ

2h3

3

∂2ψi
∂t2

,

k2
RGh (∆w + Φ) = ρh

∂2w

∂t2
, Φ =

∂ψ1

∂x1
+
∂ψ2

∂x2
.

(3)

Для удобства введем безразмерные переменные по формулам

{xi, ui, w, Φ̃} = h{x̃i, ũi, w̃,Φ}, t̃ = c2h
−1t, Mij = h2GM̃ij , Qi = hGQ̃i. (4)



208 М. В. ВИЛЬДЕ, Я. А. ПАРФЕНОВА, М. Ю. СУРОВА

В (1)–(4) ui = ψix3 (i = 1, 2) – перемещения в направлении осей xi, w – прогиб
срединной поверхности пластины, ψi – углы поворота нормали, Mij – изгибающие
и скручивающие моменты, Qi – перерезывающие силы, t – время, ρ – плотность, E
– модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона, G – модуль сдвига, kR = cR/c2, c2 –
скорость волны сдвига, cR – скорость волны Рэлея, h – полутолщина пластины, ∆ —
оператор Лапласа, Знак “ ˜”, обозначающий безразмерные переменные, далее опущен.
Уравнение (1) в безразмерных переменных принимает вид

∆2w + kb

(
1 + a1

∂2

∂t2
− b0∆

)
∂2w

∂t2
= 0, (5)

где kb = 3(1 − ν)/2. Моменты и перерезывающие силы выражаются через функцию
прогиба по формулам

Mii = − 2

kb

(
∂2w

∂x2
i

+ ν
∂2w

∂x2
j

)
, M12 = −4

3

∂2w

∂x1∂x2
, Qi = − 2

kb

∂

∂xi
∆w. (6)

Интегральные граничные условия на торце x1 = 0, соответствующие заданной на-
грузке, имеют вид

M11 = 0, Q1 = 0, M12 = H0 (δ(x2 − l)− δ(x2 + l)) f(t), (7)

где δ – дельта-функция Дирака, f(t) – функция, выражающая изменение нагрузки
во времени, H0 – амплитуда скручивающего момента, соответствующего парам сил,
изображенных на рис. 1.

Порядок уравнения (1) не позволяет удовлетворить трем граничным условиям (7).
Используя прием, предложенный Кирхгофом, запишем граничные условия для тео-
рии с приведенной инерцией в виде

M11 = 0, Q1 +
∂M12

∂x2
= H0f(t)

∂

∂x2
(δ(x2 − l)− δ(x2 + l)) . (8)

Уравнения теории типа Тимошенко (3) в безразмерных переменных принимают вид

∆ψi +
1 + ν

1− ν
∂Φ

∂xi
− 3k2

R

(
ψi +

∂w

∂xi

)
=
∂2ψi
∂t2

,

k2
R (∆w + Φ) =

∂2w

∂t2
, Φ =

∂ψ1

∂x1
+
∂ψ2

∂x2
,

(9)

а уравнения состояния – вид

Mii =
2

kb

(
∂ψi
∂xi

+ ν
∂ψj
∂xj

)
, M12 =

2

3

(
∂ψ1

∂x2
+
∂ψ2

∂x1

)
, Qi = 2k2

R

(
ψi +

∂w

∂xi

)
. (10)

В случае теории типа Тимошенко порядок системы уравнений позволяет удовлетво-
рить всем трем граничным условиям (7). Для обеих теорий, решение поставленных
краевых задач ищется при нулевых начальных условиях.
2. Решения в изображениях. Применим к поставленным задачам преобразова-

ние Лапласа по времени и преобразование Фурье по координате x2:

fL =

∞∫
0

f(t)e−iωt dt, fF =

∞∫
−∞

f(x2)eiξx2 dx2.

После перехода к изображениям задачи сводятся к краевым задачам для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. При записи общего решения последних следует
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учитывать условие отсутствия источников энергии при x1 −→ −∞. Произвольные
константы, входящие в общие решения, определяются из соответствующих гранич-
ных условий.

С практической точки зрения представляет интерес исследование скорости
V (x2, t) = (u̇1)|x1=0, x3=z0

, где z0 – заданное расстояние от срединной поверхности
пластины до исследуемой линии. Данная величина может быть измерена эксперимен-
тально с помощью лазерного виброметра (см. [2]).

Решение в изображениях по теории с приведенной инерцией имеет вид

V LF = −kbH
LF
0 ωξ

r1

(
r2

2 − νξ2
)
− r2

(
r2

1 − νξ2
)

2fK(ω, ξ)

x3

h
, (11)

где

r1,2 =

√
ξ2 − 0.5kbb0ω2 ∓

√
kbω2(1− a1ω2) + 0.25k2

bb
2
0ω

4

и
fK(ω, ξ) = r2

(
r2

1 − νξ2
) (
r2

2 − (2− ν)ξ2
)
− r1

(
r2

2 − νξ2
) (
r2

2 − (2− ν)ξ2
)
. (12)

Решение по теории типа Тимошенко также можно записать в явном виде

V LF =
3

2
HLF

0 ωξ
r1S2

(
kTω + νpω

2
)
− r2S1

(
kTω − νpω2

)
fT(ω, ξ)

x3

h
, (13)

где

S1,2 =
(
kTω ∓ νmω2

) (
r2

1,2 − νξ2
)
± (1− ν)r1,2r3 ω

2k−2
R

r1,2 =
√
ξ2 ∓ kTω − νpω2, r3 =

√
ξ2 − ω2 + 3k2

R

νp,m =
1

2

(
1

k2
R

± 1− ν
2

)
, kT =

√
kb + ν2

mω
2

и

fT(ω, ξ) = r2S1

[(
2kTω −

1− ν
2

ω2

)
ξ2 − r2

3

ω2

k2
R

]
−

− r1S2

[(
2kTω +

1− ν
2

ω2

)
ξ2 + r2

3

ω2

k2
R

]
. (14)

Краевая антисимметричная волна соответствует полюсам решений (11) и (13), опре-
деляемых уравнениями

fK(ω, ξ) = 0 (15)

и
fT(ω, ξ) = 0, (16)

которые соответствуют дисперсионным уравнениям задачи о распространении гармо-
нической волны. При нахождении корней уравнений (15) и (16) следует искать дей-
ствительные корни в области r2

1 > 0. Граница этой области r1 = 0 представляет собой
дисперсионную кривую изгибной моды пластины, соответствующей волне Лэмба A0.
3. Дисперсионные кривые. На рис. 2а,в результаты численного решения урав-

нений (15) и (16) сопоставляются с дисперсионной кривой, полученной при численном
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решении трехмерной задачи. Для сравнения представлено также решение по класси-
ческой теории Кирхгофа. Последнее можно получить из решения по теории с приве-
денной инерцией, полагая константы (2) равными нулю. Здесь представлены норми-
рованные фазовые скорости cph = ω/ξ (рис. 2а) и разность между фазовой скоростью
по теории пластин и по трехмерной теории ∆cph =

∣∣∣cplate
ph − c3D

ph

∣∣∣ (рис. 2в).

0

0.3

0.6
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Рис. 2. Фазовые скорости и соответствующая погрешность теорий пластин ∆cph =∣∣∣cplateph − c3Dph
∣∣∣ для краевой волны EA0 (а,в) и волны Лэмба A0 (б,г)

Особенностью антисимметричной краевой волны EA0 в области применимости дву-
мерных теорий пластин является близость её дисперсионной кривой к дисперсионной
кривой волны Лэмба A0. В связи с этим, погрешность описания волны Лэмба во
многом определяет погрешность описания краевой волны, хотя и не совпадает по-
следней. Это можно заметить, анализируя различия между упомянутыми рисунками
и рис. 2б,г, на которых представлено то же, что и на рис. 2а,в, но для волны Лэмба
A0.

Анализ рис. 2 показывает, что теория Кирхгофа применима только для очень длин-
ных волн (hξ � 1). Введение приведенной инерции улучшает приближение для кра-
евой волны, однако приводит к её исчезновению при hξ > 0.6, что противоречит как
решению по трехмерной теории, так и экспериментальным данным. При этом для вол-
ны Лэмба A0 теория с приведенной инерцией дает наиболее точное приближение. Это
объясняется тем, что для описания краевой волны необходимы не только уточненные
уравнения движения, но и соответственным образом уточненные граничные условия.
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Рис. 3. Вклад краевой волны в нормальную скорость на торце: 1 – трехмерная теория, 2 –
теория Кирхгофа, 3 – уточненная теория с приведенной инерцией, 4 – теория типа Тимошенко

Теория типа Тимошенко, позволяющая интегрально удовлетворить всем трем гранич-
ным условиям на торце, дает самое лучшее (из рассмотренных теорий) приближение
для антисимметричной краевой волны.
4. Поле краевой волны. Для сравнения погрешности теорий пластин при описа-

нии амплитуды рассмотрим поле изгибной краевой волны, выделенное путем исполь-
зования контурного интегрирования и теоремы о вычетах. На рис. 3 представлены
графики изменения во времени скорости V в точке с координатами x2 = 165 мм,
x3 = 1.47 мм для алюминиевой пластины толщины 4.85 мм с параметрами материа-
ла ν = 0.33, c2 = 3080 м/с. Принято, что пары сосредоточенных сил приложены на
расстоянии 2l = 30 мм и изменяются во времени как пять циклов синуса, сглажен-
ных окном Ханна, с центральными частотами f0 = 5, 15, 25, 50, 100, 200 кГц. Значения
фазовой скорости, соответствующие каждой из этих частот, указаны на рис. 2а.
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Сравнение результатов расчетов по различным теориям, представленных на рис. 3,
показывает, что амплитуда возбуждения краевой волны также наиболее точно опи-
сывается теорией типа Тимошенко. Теория с приведенной инерцией уточняет время
прихода волны при f0 = 15 и f0 = 25 кГц, однако значительно занижает амплиту-
ду. При f0 > 100 кГц теория типа Тимошенко правильно показывает время прихода
волны, но амплитуда описывается неверно.
Заключение. Принимая за характерную частоту значение первой частоты запи-

рания fref = c2/4h, можно определить предел применимости теории Кирхгофа при
описании краевой волны как 0.03fref , а теории Тимошенко – как 0.3fref . Уточнен-
ная теория изгиба пластин с классическими граничными условиями применима для
определения скорости распространения волны на частотах меньше 0.15fref , однако
амплитуда возбуждения волны описывается этой теорией неверно.
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OF THE FLEXURAL EDGE WAVE IN PLATES
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Abstract. The applicability limits of refined plate bending theories in describing of the flexural
edge wave dispersion and its excitation amplitude are investigated. The wave is excited by a pair
of twisting couples applied to the edge of the plate. Numerical comparison with the solution of 3D
problem shows that Uflyand–Mindlin theory is applicable at the frequencies up to 30% of the first
cut-off. The higher order asymptotic theory of plate bending with modified inertia and classical
boundary conditions allows to improve the describing of the velocity comparing to Kirchhoff theory,
but leads to a considerable error in describing of the amplitude.
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Аннотация. Решение задач, связанных с физической трансформаций материала, сопровож-
дающей этапы получения биметаллических отливок повышенной точности, актуально и вос-
требовано в машиностроении. Распространенный метод получения таких изделий - литье по
выплавляемым моделям. Проблемными стадиями являются прессование воскообразного слоя
удаляемой модели и формирование поверхности из пластических материалов на стальном
каркасе. Упругий отклик, возникающий вследствие теплофизических процессов формоизме-
нения, определяет необходимость устранения напряжения в материалах.
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необходимостью сокращения издержек, связанных со значительным количеством тех-
нологических этапов. В этом аспекте предпочтение отдается технологиям, позволя-
ющим получать металлоизделия с механическими характеристиками, качеством по-
верхности и размерной точностью, максимально приближенными к конечным дета-
лям. Последовательность технологических этапов традиционных процессов получе-
ния деталей, как правило, включает непосредственно стадии формирования литой
заготовки с последующими стадиями термомеханической обработки, определяющих
увеличение временных и материальных затрат. Среди немногочисленных методов,
позволяющих решить задачу получения литой заготовки с минимальным припуском
на механическую обработку, а в ряде случаев вообще без ее применения, наиболее
распространен метод литья по выплавляемым моделям (ЛВМ) [1, 2, 3]. Методом
ЛВМ получают отливки сложной пространственной конфигурации с размерами до
500 мм, выполненными с точностью, соответствующей 11-12 квалитетам. Практика
применения такого способа, как правило, не затрагивает варианты формирования
биметаллического изделия, а подразумевает получение тела отливки целиком, или
формирование его части на каркасе [4]. В последнем случае получение литой дета-
ли с высокой размерно-геометрической точностью всех поверхностей представляет-
ся затруднительным ввиду того, что воскообразный модельный материал на каркас
наносят и формируют вручную. Актуальность использования деталей ответственно-
го назначения, выполненных в виде биметаллических литых заготовок с высокими
размерно-геометрическими характеристиками, представляющих собой поверхность из
цветного сплава сформированную на стальном каркасе, в настоящее время высока
и продиктована необходимостью сокращения технологических издержек, увеличения
конструкционной прочности изделий за счет каркаса, получение развитой конфигура-
ции поверхности из различных цветных сплавов с присущими им характеристиками:
электропроводностью и пластичностью [5]. Решение задачи получения таких изделий
видится в синтезе технологических методов, объединяющих процессы формоизмене-
ния пластических материалов прессованием с традиционной технологией ЛВМ [6, 7].
Последовательность операций в ЛВМ состоит из формирования выплавляемой мо-
дели (ВМ) заливкой жидкого воскообразного состава в пресс-форму, сборки ВМ на
модельном блоке (МБ), нанесения и сушки слоев оболочковой формы (ОФ), выплав-
ления ВМ, прокалки и заливки ОФ расплавом металла. Неустойчивость теплофизи-
ческих и реологических процессов в модельных материалах, сопровождающих этапы
изготовления и удаления ВМ, определяют возможность усадочных явлений в теле ВМ
(величина объемной усадки может достигать 14 %) и нарушение точности размеров
конечного изделия [8].

С целью сокращения, а в ряде случаев полного устранения, температурных дефек-
тов воскообразных литейных моделей при получении биметаллического точного литья
предложено использование нового принципа ее формирования, основанного на запрес-
совке порошковых фракций модельной массы в зазор между внутренней полостью
пресс-формы и опорным каркасом [9, 10]. Экспериментально установлено, что форми-
рование качества поверхности такой прессовки достигается при плотности меньшей,
чем плотность, характерная для этого материала, полученного в условиях свободной
заливки [11]. Однако, получение распределенной пористости в структуре прессовки,
позволяющее констатировать равенство напряжений в различных ее частях, достига-
ется не во всех случаях, вследствие чего в переуплотненных зонах становится возмож-
ным появление упругого отклика материала [12]. Исследование вариантов снижения
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значений упруго отклика сводится к определению параметров уплотнения: скорости
прессования и времени выдержки материала под нагрузкой. Результаты исследований
позволят учитывать это явление при проектировании пресс-форм.
Цель и задачи
В связи с отмеченным выше, целью настоящей работы стало исследование механиз-

мов, сопровождающих теплофизические процессы формирования поверхности точной
биметаллической отливки на технологических этапах ее получения.

В рамках поставленной цели решались задачи, связанные с изучением влияния
скорости перемещения прессующих элементов на величину упругого возврата вос-
кообразного модельного материала, уплотняемого на жестком стальном каркасе, а
также изучение влияния времени релаксации уплотненного материала на величину
его упругого возврата.
Основное содержание
Управление процессом формирования «финишного» воскообразного слоя на сталь-

ном каркасе, а именно возможность регулирования плотности и, как следствие, упру-
гого отклика материала, в участках прессовок различной толщины и в местах сопря-
жений их элементов представляется малоизученным. В ходе экспериментов установ-
лено, что величина упругого отклика, возникающего при уплотнении воскообразно-
го порошкового тела, зависит от направления приложения деформирующего усилия.
Так, в направлении оси уплотнения она составляет 0,7-1,2 %, а в направлении перпен-
дикулярном оси уплотнения 0,4–0,6 % от размеров формообразующей полости пресс-
формы соответственно [13]. Предлагаемый к рассмотрению процесс формирования
воскообразной поверхности на упругом каркасе может быть представлен при помощи
схемы, изображенной на рис.1

Этапы получения биметаллического литья следующие: в зазор между пресс-формой
1, снабженной подвижными прессующими элементами 2, и помещенным внутрь упру-
гим (стальным) каркасом 3 поступает фракция воскообразного модельного состава,
который, в результате перемещения подвижных элементов 2, уплотняется, форми-
руя поверхностный слой 4. На полученном блоке послойным нанесением и сушкой
формируют огнеупорную керамическую оболочку 5, затем выплавляют из оболочки
напрессованную модельную массу. После прокалки зазор между оболочкой и сталь-
ным каркасом заполняют расплавом металла 6 с температурой ниже температуры
плавления материала каркаса.

Поскольку воскообразные модельные материалы обладают уникальными физиче-
скими (модуля Юнга E 80 ГПа и коэффициента Пуассона 0,5), но не являются
конструкционными, то адаптация известных расчетных методик их поведения при
нагружении в результате напрессовки на твердую основу (в том числе в канале)
представляется затруднительной. В этой связи целесообразным видится эксперимен-
тальное моделирование процесса формирования воскообразного напрессованного слоя
посредством мундштучного выдавливания через канал определенного сечения.

Реализацию экспериментальной части исследования осуществляли мундштучным
выдавливанием порошкового тела, состоящего из воскообразного модельного мате-
риала ПС 50/50 фракций 0,63-2,5 мм, с различной скоростью перемещения пресс-
пунсона. В эксперименте использовали профилирующий мундштук переменного диа-
метра. Процесс выдавливания позволяет имитировать перемещение воскообразного
материала, заполняющего объем пресс-формы между стальным каркасом и ее фор-
мообразующей стенкой [14]. Регистрацию нагрузки осуществляли на тестовой машине
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Рис. 1. Схема последовательности формирования биметаллической отливки: 1 – пресс-форма;
2 – подвижный пресс-пуансон; 3 – стальной каркас; 4 – воскообразный напрессованный слой;
5 – керамическая оболочка; 6 – биметаллическая отливка в оболочковой форме.

AG-X plus Shimadzu, обеспечивающей отклонение значения нагрузки не более 0,03 %
от задаваемого.

В ходе серии предварительных экспериментов установлено технологически прием-
лемое время выдержки материала под нагрузкой, позволяющего сократить напряже-
ния в прессовке, возникающие в процессе уплотнения материала в закрытой матрице.
При этом установлено, что интенсивность снижения величины упругого возврата ма-
териала прессовки замедляется в течение 30 минут.

В ходе эксперимента установлено, что с увеличением фракции и скорости диф-
фузии нагрузка на пресс-пуансоне возрастает, что приводит к росту напряжений в
уплотняемом порошковом теле и, следовательно, необходимости увеличения времени
его релаксации для сокращения упругого отклика материала прессовки. Определено,
что для материалов типа ПС 50/50 технологически приемлемая релаксация напряже-
ний достигается уже на 8-ой минуте выдержки материала под нагрузкой (когда все
элементы пресс-формы находятся в сомкнутом состоянии).

Таким образом, скорость перемещения пресс-пуансона при мундштучном выдав-
ливании ПС 50/50 из диффузора, установленная на основании экспериментальных
данных, принадлежит диапазону значений 0,5-1,5 мм/с, что обеспечивает скорость
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Рис. 2. Экспериментальные зависимости нагрузки от соотношения площадей мундштука и
основания пресс-пуансона для различных фракций ПС 50/50.

диффузии материала не превышающую 6 мм/с [15], а значит, не приводит к значи-
тельному росту отклонения размеров прессовки от внутренних размеров формооб-
разующей полости пресс-формы. Перемещение пресс-пуансона призвано обеспечить
уплотнение порошкового тела до плотности пластического течения, создавая условия
для экструзии материала через профилирующий мундштук, внутренний диаметр ко-
торого в ходе эксперимента изменялся по отношению к площади пресс-формы от 1/60
до 1/6. На рис.2. представлены экспериментальные результаты по определению влия-
ния нагрузки от соотношения площадей мундштука и основания пресс-пуансона для
различных фракций ПС 50/50. видно, что увеличение соотношения площадей пресс-
пуансона и мундштука значение максимальной нагрузки, соответствующей началу
процесса выдавливания пластифицированного материала, уменьшается. При этом на-
грузка, необходимая для экструзии ПС 50/50 фракции 2,5 ммнесколько выше, чем
нагрузка, характерная для получения прессовки из фракции 0,63 мм.

Экспериментально определено, что формирование технологически приемлемого ка-
чества напрессованной на стальной каркас поверхности достигается при величине за-
зора между стенками пресс-формы и стальным каркасом не менее 10 % от площа-
ди поперечного сечения каркаса. Таким образом, реализация рассмотренного в ра-
боте подхода к формированию поверхности из воскообразного модельного материала
позволяет получать биметаллические отливки повышенной размерно-геометрической
точностью.
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MECHANISMS FOR SURFACE FORMATION OF ACCURATE BIMETALLIC
CASTING AT TECHNOLOGICAL STAGES OF ITS PRODUCTION

Khabarovsk Federal Research Center of the FEB RAS, Komsomolsk-na-Amure, Russia

Abstract. Solving problems associated with the physical transformations of the material that
accompanies the stages of obtaining bimetallic castings of high accuracy is relevant and in demand
in engineering. A common method for producing such products is lost wax casting. The problematic
stages are the pressing of the waxy layer of the removed model and the formation of the surface
from plastic materials on a steel frame. The elastic response arising from thermophysical processes
of shaping determines the need to eliminate stress in materials.

Keywords: waxy materials, pressing, ductility, elastic response, stress-strain state, pressure,
dimensional and geometric accuracy.
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1. Формулировка проблемы. Рассматривается задача о нестационарных
упругодиффузионных колебаниях прямоугольной пластины Кирхгофа. Схема при-
ложенных усилий, а также ориентация осей прямоугольной декартовой системы ко-
ординат представлена на рисунке 1.

Для математической постановки задачи используется модель механодиффузион-
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Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи.

системе координат имеет вид [1–9]:

üi =
∂σij

∂xj
+ Fi, η̇

(q) = −
∂J

(q)
i

∂xi
+ Y (q)

(
q = 1, N

)
. (1)

где σij и J
(q)
i – компоненты тензора напряжений и вектора диффузионного потока,

которые определяются следующим образом:

σij=Cijkl
∂uk
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. (2)

Здесь точки обозначают производную по времени. Все величины в (1) и (2) явля-
ются безразмерными. Для них приняты следующие обозначения

xi =
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l
, ui =
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l
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(3)
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C∗1111

, Y (q) =
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C
, lm =

l∗m
l
, h =
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l
,

где t – время; x∗i – прямоугольные декартовы координаты; u∗i – компоненты вектора
перемещений; l – диагональ пластины, которая имеет размеры l∗1 × l∗2 и толщину h∗;
η(q) – приращение концентрации q-ой компоненты вещества в составе N -компонентной
среды; n(q)

0 – начальная концентрация q-го вещества; C∗ijkl – компоненты тензора упру-

гих постоянных; ρ – плотность; α∗(q)ij – коэффициенты, характеризующие объёмное

изменение среды за счёт диффузии; D∗(q)ij – коэффициенты самодиффузии; R – уни-
версальная газовая постоянная; T0 – температура среды; m(q) – молярная масса q-го
вещества; g(qp) – термодинамические множители Даркена; τ (q) – время релаксации.
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Начальные условия полагаем нулевыми. Для формулировки граничных условий
полагаем, что область G ограничена, ∂G = Π = Πu

⋃
Πσ = Πη

⋃
ΠJ и при этом

Πu
⋂

Πσ = � и Πη
⋂

ΠJ = �. Тогда кинематика и динамика поверхностных возмуще-
ний записывается так:

ui|Πu = Ui, σijνj |Πσ = Pi (τ > 0) , (4)
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∣∣∣
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= N (q),
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J
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τ > 0, q = 1, N

)
. (5)

Величины, стоящие в правых частях граничных условий – поверхностные кинема-
тические Ui, N (q) и динамические Pi, I

(q)
i возмущения, νi – компоненты единичного

вектора внешней нормали к ∂G.

2. Вариационная постановка задачи Для построения уравнений изгиба пла-
стины используем вариационный принцип Даламбера согласно которому соотношения
(1) – (5) можно записать так [10]∫

G
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(6)

где δui и δη(q) – виртуальные перемещения и приращения концентраций.
Далее полагаем, что:
1. Область решения задачи – прямоугольный параллелепипед G = D ×

[−h/2, h/2], где D = [0, l1] × [0, l2] – прямоугольная область занятая средин-
ной поверхностью пластины x3 = 0, Γ = ∂D – граница срединной поверхности
(рис. 1)

2. Поверхность пластины Π = Π− ∪ Π+ ∪ Πb, где Π− – нижняя поверхность,
соответствующая x3 = −h/2, Π+ – верхняя поверхность, соответствующая
x3 = h/2, Πb = Π11 ∪ Π21 ∪ Π12 ∪ Π22 – боковая поверхность. Поверхности
Π1k соответствуют xk = 0, поверхности Π2k соответствуют xk = lk, k = 1, 2.
Предполагается, что верхняя и нижняя поверхности свободны от механиче-
ских нагрузок и массоперенос через них отсутствует, т.е.

σijνj |Π−
= σijνj |Π+

= 0,
(
J

(q)
i + τqJ̇

(q)
i

)∣∣∣
Π−

=
(
J

(q)
i + τqJ̇

(q)
i

)∣∣∣
Π+

= 0. (7)

3. материал пластины ортотропный. Для записи физических постоянных срежы
будем использовать нотацию Фойгта. Так же, полагаем, что точки зрения яв-
ления массопереноса материал пластины идеальный твердый раствор [1,2,8,9]

g(qr) = δqr ⇒ D
(q)
ij g

(qr) = D
(q)
ij = Dq. (8)

Здесь δij – символ Кронекера.
4. Поперечные прогибы пластины считаются малыми. Тогда линеаризация ис-

комых величин по переменной x3 будет иметь вид (приближенное равенство
заменяется точным)
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u1 (x1, x2, x3, τ) = u (x1, x2, τ)− x3χ1 (x1, x2, τ) ,
u2 (x1, x2, τ) = v (x1, x2, τ)− x3χ2 (x1, x2, τ) ,
u3 (x1, x2, τ) = w (x1, x2, τ) + x3ψ (x1, x2, τ) ,

η(q) = Nq (x1, x2, τ) + x3Hq (x1, x2, τ) .

(9)

5. Считаем также, что прямолинейное, нормальное к срединной поверхности во-
локно после деформации также остается прямолинейным и нормальным к сре-
динной поверхности (пластина Кирхгофа). С учетом (7) будем предполагать,
что деформации вдоль оси Ox3 отсутствуют. Тогда

εi3 = 0
(
i = 1, 3

)
⇒ ψ = 0, χk =

∂w

∂xk
, k = 1, 2. (10)

Следовательно
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, u2 = v − x3
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∂x2
, u3 = w. (11)

На основании сформулированных гипотез, компоненты тензора напряжений и век-
тора диффузионного потока в (2) запишутся следующим образом:
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∂Hq

∂x2

)
+

+Λq21

(
∂2u

∂x1∂x2
− x3

∂3w

∂x2
1∂x2

)
+ Λq22

(
∂2v

∂x2
2

− x3
∂3w

∂x3
2

)
,

J
(q)
3 + τqJ̇

(q)
3 = −Dq

3Hq − Λq31

∂2w

∂x2
1

− Λq32

∂2w

∂x2
2

(
q = 1, N

)
.

где

Cαβ = Cααββ , C66 = C1212, D
q
α = D

(q)
αα, α

q
α = α

(q)
αα, Λqαβ = Λ

(q)
ααββ .
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3. Модель упругодиффузионной пластины Кирхгофа Далее подставляем
(11) и найденные значения компонент тензора напряжений и вектора диффузионного
потока (12) в функционал (6). Используя необходимое условие экстремума функцио-
нала, получаем следующие краевые задачи:

- задача относительно продольных деформаций пластинки

ü =
∂2u

∂x2
1

+ C66
∂2u

∂x2
2

+ (C12 + C66)
∂2v

∂x1∂x2
−

N∑
r=1

αr1
∂Nr

∂x1
+
n1

h
,

v̈ = (C12 + C66)
∂2u

∂x1∂x2
+ C66

∂2v

∂x2
1

+ C22
∂2v

∂x2
2

−
N∑
r=1

αr2
∂Nr

∂x2
+
n2

h
,

Ṅq + τqN̈q = Dq
1

∂2Nq

∂x2
1

+Dq
2

∂2Nq

∂x2
2

−

−Λq11

∂3u

∂x3
1

− Λq12

∂3v

∂x2
1∂x2

− Λq21

∂3u

∂x1∂x2
2

− Λq22

∂3v

∂x3
2

+
y(q)

h
,

(13)

- задача относительно прогибов пластинки

∂2ẅ2

∂x2
1

+
ẅ2

∂x2
2

−
12

h2
ẅ =

∂4w

∂x4
1

+ 2 (C12 + 2C66)
∂4w

∂x2
1∂x

2
2

+ C22
∂4w

∂x4
2

+

+
N∑
q=1

(
αq1
∂2Nq

∂x2
1

+ αq2
∂2Nq

∂x2
2

)
−

12

h3

(
∂2m1

∂x2
1

+
∂2m2

∂x2
2

+ q

)
,

(14)

Ḣq + τqḦq = Dq
1

∂2Hq

∂x2
1

+Dq
2

∂2Hq

∂x2
2

+ Λq11

∂4w

∂x4
1

+ (Λq12 + Λq21)
∂4w

∂x2
1∂x

2
2

+ Λq22

∂4w

∂x4
2

+
12

h3
zq.

Здесь:

1.
∫ h/2
−h/2 F1dx3 = n1 и

∫ h/2
−h/2 F2dx3 = n2 – распределённые по поверхности про-

дольные нагрузки,
2.
∫ h/2
−h/2 x3F1dx3 = m1 и

∫ h/2
−h/2 x3F2dx3 = m2 – распределённые по поверхности

моменты,
3.
∫ h/2
−h/2 F3dx3 = q – распределённая по поверхности поперечная нагрузка,

4.
∫ h/2
−h/2 Y

(q)dx3 = yq – распределённая по поверхности плотность объемных ис-
точников массопереноса,

5.
∫ h/2
−h/2 Y

(q)x3dx3 = zq.

Полученные уравнения дополняем граничными условиями, которые также полу-
чаются из вариационного уравнения (6). Например, для задачи об изгибе свободно
опертой пластины под действием пар изгибающих моментов M

(1)
k и M

(2)
k , k = 1, 2

(рис. 1) они имеют вид∂2w

∂x2
1

+ C12
∂2w

∂x2
2

+

N∑
q=1

αq1Hq

∣∣∣∣∣∣
x1=0

= −
12

h3
M

(1)
1 (x2, τ) ,∂2w

∂x2
1

+ C12
∂2w

∂x2
2

+

N∑
q=1

αq1Hq

∣∣∣∣∣∣
x1=l1

= −
12

h3
M

(1)
2 (x2, τ) ;

(15)
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C12
∂2w

∂x2
1

+ C22
∂2w

∂x2
2

+
N∑
q=1

αq2Hq

∣∣∣∣∣∣
x2=0

= −
12

h3
M

(2)
1 (x1, τ) ,C12

∂2w

∂x2
1

+ C22
∂2w

∂x2
2

+
N∑
q=1

αq2Hq

∣∣∣∣∣∣
x2=l2

= −
12

h3
M

(2)
2 (x1, τ) ;

(16)

Hq|x1=0 = H
(1)
q1 (x2, τ) , Hq|x1=l1

= H
(1)
q2 (x2, τ) ,

Hq|x2=0 = H
(2)
q1 (x1, τ) , Hq|x2=l2

= H
(2)
q2 (x1, τ) ;

(17)

w|x1=0 = W
(1)
1 (x2, τ) , w|x1=l1

= W
(1)
2 (x2, τ) ,

w|x2=0 = W
(2)
1 (x1, τ) , w|x2=l2

= W
(2)
2 (x1, τ) .

(18)

Решения полученных задач ищутся с помощью метода функций Грина, для нахож-
дения которых используется преобразование Лапласа и разложение в тригонометри-
ческие ряды Фурье.

4. Заключение. Таким образом, на основании известных линейных моделей
механодиффузии сплошных сред, в совокупности с гипотезами теории пластин и обо-
лочек, с помощью вариационного принципа Даламбера получена модель нестационар-
ных упругодиффузионных колебаний пластины Кирхгофа. Показано, что так же как
и в классической теории упругости, механодиффузионная модель пластины Кирхго-
фа состоит из двух независимых начально-краевых задач относительно продольных
и относительно поперечных колебаний.
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Аннотация. На примере нескольких задач о нагружении упруговязкопластического и тер-
моупругого цилиндрических слоёв с предварительными деформациями показаны основные
моменты, на которые следует обратить внимание при комплексном моделировании отклика
на существенно нестационарное воздействие термоупругой несжимаемой среды с вязкопла-
стическими свойствами. Отмечены нюансы, касающиеся употребления соотношений теории
больших упругопластических деформаций, применения метода лучевых рядов и использова-
ния специальных схем численных расчётов. Представлены зависимости скачков температуры
и добавочного давления на плоскополяризованных поверхностях сильного разрыва, опреде-
лены скорости волн нагрузки и круговой поляризации.

Ключевые слова: термоупругость, вязкопластичность, ударные волны, конечные деформа-
ции, лучевой метод.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.16.30.026

УДК: 539.374

Введение и постановка задачи Пластичность – свойство твёрдых тел при-
обретать остаточные деформации – так начинается первая глава книги, выпущен-
ной в соавторстве Геннадием Ивановичем Быковцевым и Дюисом Даниловичем Ивле-
вым [10], где были представлены и изложены основы одного из наиболее развитых
разделов механики деформируемого твёрдого тела – теории пластичности. Их труд
поражает своей монументальностью и заделом на будущее, который до сих пор ещё до
конца не исчерпан в части решения существенно нестационарных задач. Даже несмот-
ря на то, что отдельный раздел в этой книге посвящён кинематическим и геометриче-
ским условиям совместности на поверхностях разрывов, определению δ-производной
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и их расширениям, количество решённых задач ударного деформирования ограничи-
вается сравнительно небольшим числом.

Применение одной из разработанных их учениками и последователями теорий необ-
ратимого деформирования [4], характеризующейся отказом от предположения мало-
сти как обратимых, так и необратимых деформаций, нашлось в расчётах конкретных
краевых задач [13], [16]. В этих работах решались одномерные задачи, когда слой
несжимаемой упруговязкопластической среды, ограниченный снаружи и изнутри со-
осными бесконечными цилиндрическими обоймой и валом радиуса R и r0 соответ-
ственно (на границах которых выполнялись условия жёсткого закрепления), подвер-
гался ударному нагружению (рис. 1).

Подобного рода постановки свойственны аппарату вискозиметрии, когда в про-
странство между двумя жёсткими цилиндрическими поверхностями (приборы
Куэтта-Хатчека и Сирля) помещают исследуемый образец и подвергают его физиче-
ским воздействиям [15], [17]. Точки среды при этом способны двигаться по винтовым
траекториям, подчиняясь следующему закону

ur = r(1− cosψ(r, t)), uϕ = r sinψ(r, t), uz = u(r, t),

где функция крутки ψ определяет центральный угол поворота точки относительно
её первоначального состояния, а функция аксиального смещения u – изменение её
положения относительно образующей, параллельной оси z = x3. Распределение пред-
варительных деформаций в [13], [16] определяется решением соответствующей стати-
ческой задачи с тем лишь условием, что до момента начала нагружения (t ≤ 0) слой
пребывает в состоянии нейтрального нагружения. При этом граница ядра вязкопла-
стического течения будет находиться на внутреннем цилиндре, поскольку внешний
будет зафиксирован, а процесс ударного нагружения определён граничными условия-
ми, задающими (для примера) предварительную крутку (тоже, соответствующую ей
деформацию erϕ) и смещающее ударное воздействие со стороны вала на внутреннюю
границу слоя

ψ(r0, t) = ψ0, ψ(R, t) = 0,

u(r0, t) = u1t+ u2t
2, u(R, t) = 0.

Между тем, в других работах [18], [20] вязкопластические свойства не принимались
в расчёт для того, чтобы выявить взаимосвязь лишь температурных и механических
эффектов, поэтому следующим логическим и естественным шагом является комплекс-
ное моделирование задач с учётом как реологических, так и тепловых свойств.

Расширением привычного набора уравнений модели несжимаемого твёрдого тела в
переменных Эйлера xi (i = 1, 2, 3)

σij,j = ρ (v̇i + vi,jvj) , ρT
ds

dt
+ qk,k = σijε

p
ij ,

σij =
∂W

∂eik
(δkj − ekj)− pδij при pij 6= 0,

σij =
∂W

∂αik
(δkj − 2αkj)− pδij при pij = 0,

(1)
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Рис. 1. Схематическое изображение постановки задачи

является её дополнение соотношениями теории больших необратимых деформаций [4]
вида
αij = (ui,j + uj,i − uk,iuk,j) /2 = eij + pij − eikekj/2− eikpkj − pikekj + eikpklelj ,

vi = u̇i + ui,jvj , Dpij/Dt = εpij + rikε
p
kj + εpikrkj , rij = (vi,j + vj,i) /2 +A−1×

×
(
B2(εikekj − eikεkj) +B(εikeklelj − eikeklεlj) + eikεklelnenj − eikeklεlnenj

)
,

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

(
E3

1 − E3

)
/3, B = 2− E1,

E1 = ekk, E2 = eijeji, E3 = eijejkeki,

(2)

где σij , αij – компоненты тензоров напряжений Коши-Эйлера, полных деформаций
Альманси; eij , pij – обратимых и необратимых деформаций; εpij – скорости необрати-
мых деформаций; ui, vi, qi – векторов перемещения, скорости и теплового потока; p,
T – добавочное давление и температура, входящая в уравнение баланса энтропии s;
ρ = const – плотность среды. Символом D/Dt обозначена объективная производная
(согласно [4]), индекс после запятой в системах (1) и (2) обозначает частную произ-
водную по соответствующей координате, точка над символом – по времени.

Определяющим звеном математической модели является упругий потенциал изо-
тропной среды W , записанный в виде ряда Маклорена относительно свободного со-
стояния

W (A1, A2, T ) = −2µA1 + bA2
1 − µA2 − aA3

1 − (µ− b)A1A2+

+νT (1− ln(T/T0))− χTA1 + ..., A1 = αkk, A2 = αijαji,
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где µ, a, b, ν и χ– термоупругие модули. Кроме того, важно ещё знание вектора тепло-
вого потока, который может подчиняться как классическому закону теплопроводности
Фурье, так и быть обусловленным специфическими требованиями, приводящими си-
стему дифференциальных уравнений (1) и (2) к гиперболическому виду и тем самым
обуславливая конечность скорости распространения тепла [5].

Условия совместности и ударные волны Основной сложностью при моде-
лировании существенно нестационарных процессов, когда нет возможности обратить-
ся к свойству автомодельности системы дифференциальных уравнений или квази-
статической формулировке самой задачи, является возникновение и распространение
поверхностей разрывов деформаций (ударных волн), скорости которых отличаются
от скорости распространения возмущений.

В рассматриваемой постановке динамические условия совместности на поверхно-
стях разрывов представлены следующими выражениями

[σij ]nj = ρ(v+
k nk −G)[vi], (v+

k nk −G) ([W ] + ρ[vk][vk]/2) + [qk]nk = σ+
ij [vi]nj , (3)

которые с учётом условий Адамара [10] сводятся к системе четырёх уравнений, два из
которых необходимы для выражения разрывов температуры и добавочного давления

[T ] =
d

ν

3γ[m2]/2 + [m3]/8

1− 2g3γ
, γ =

[m]

4

e+
rϕ − [erϕ]

[erϕ]
, m = (2e+

rϕ)2 + (2e+
rz)

2,

[p] = −µ+ b+ 2χT

2
[m]− 3

4
d
(
[m2] + [m3]

)
− χ

(
1 +m+ − [m]

)
[T ],

(4)

а оставшиеся два для определения типов плоскополяризованных ударных волн и их
скоростей. В (3), и (4) квадратными скобками обозначена величина разрыва функции
[f ], определяющаяся разностью значений функции f на ударной волне спереди – f+

(далее ” + ” опускается) и сзади – f−.
Тождество, из которого получается сделать заключение о типах ударных волн, с

учётом того, что пластические деформации являются непрерывными ([pij ] = 0) [1],
имеет вид

[h] (erϕ[vz]− erz [vϕ]) = 0, h = C2
(
1 + g1m

2 + g2T + ...
)
,

C =
√
µ/ρ, g1 = 3(µ+ a− b)/4µ, g2 = χ/µ.

(5)

Из (5) на первой поверхности сильных разрывов Σ1, как было определено ра-
нее [13], [16] происходит увеличение предварительного сдвига (erϕ[vz] = erz[vϕ]), а
на второй поверхности сильных разрывов Σ2 изменяется лишь его направленность
([m] = 0). Называются эти поверхности соответственно волной нагрузки и волной
круговой поляризации и имеют достаточно существенные различия при наличии пред-
варительных деформаций, поскольку при их отсутствии теоретически в несжимаемой
среде возможно распространение лишь одной ударной волны (наличие предваритель-
ного градиента температуры роли здесь не играет). Из выражений (4) следует, что Σ2

является ещё и изотермической ([T ] = 0) ударной волной. Этой особенности лишена
волна нагрузки, на которой согласно (4) происходит скачок температуры, а также
добавочного давления. Эти же зависимости показывают, что основными на ударных
волнах являются интенсивности разрывов обратимых деформаций, а скачки темпе-
ратуры и добавочного давления являются производными величинами.

Термодинамическое условие совместности в несжимаемых средах заранее опреде-
ляет порядок следования плоско-поляризованных ударных волн, чего нельзя сказать
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о квазипоперечных ударных волнах, распространяющихся в сжимаемых средах. Нор-
мированные скорости распространения волн нагрузки и круговой поляризации опре-
делены из (3) с учётом (5) выражениями (g3 = χ/ν)

G1/C = 1 +
1

2
g2T + g1m

2 − 1

8
g3m+

1

4

m2

e2
rϕ

[erϕ]×

×
(
g3

(
1 + g2T + g1m

2
)
− erϕ

(
3

4
g2T + 5g1m−

7

4
g1g3m

2

)
+ ...

)
,

G2/C = 1 +
1

2
g2T +

1

2
g1m

2 +
1

4

m2

e2
rϕ

[erϕ]×

×
(
g3

(
1 + g2T + g1m

2
)
− erϕ

(
1

2
g2T + 2g1m−

1

2
g1g3m

2

)
+ ...

)
.

(6)

Вид выражений (6) свидетельствует о том, что большим предварительным дефор-
мациям, а также температурам и интенсивностям волны нагрузки ([erϕ] и [m]) соот-
ветствуют большие скорости распространения Σ1 и Σ2.

Несмотря на различия, определённые при моделировании несжимаемых сред с раз-
личными свойствами [19] следует заметить, что скорости ударных волн, распространя-
ющихся как в чисто упругих, так и в термоупругих средах с вязкопластическими свой-
ствами, определяются именно обратимыми и предварительными деформациями [3], а
также температурой, если изотермичностью процесса нельзя пренебречь.

Лучевой метод и численное моделирование Выражения (6) ввиду зависимо-
стей от интенсивностей ударных волн вынуждают использовать аппарат нелинейного
лучевого метода из-за незамкнутости системы дифференциальных уравнений относи-
тельно интенсивностей разрывов старших порядков. Предложенный ранее независи-
мо друг от друга Дж. Ахенбахом с Д. Рэдди [21] и Г. И. Быковцевым с учениками [1]
классический вариант лучевого метода для задач с ударными волнами не подходит,
поэтому необходимо пользоваться его расширенной версией, впервые предложенной
А. А. Бурениным и Ю. А. Россихиным в работе [7], а затем описанную в [9], с целью
преодоления этой особенности. Суть предложения состоит в использовании допол-
нительных разложений разрывов неизвестных функций, определённых на ударных
волнах, с тем, чтобы перевести незамкнутую систему нелинейных дифференциаль-
ных уравнений в замкнутую систему нелинейных алгебраических соотношений. Для
этого необходимо записать уравнения движения и теплопроводности (1) в разрывах
и применить к ним аппарат нелинейного лучевого метода [9]. Этот приём позволяет
уже три десятка лет справляться с "неразрешимыми"для 80-х годов прошлого века
задачами.

Решение системы уравнений движения и теплопроводности (1) в разрывах и её дис-
кретизированного аналога позволяет вычислять значения искомых функций в окрест-
ности поверхностей разрывов для существенно больших времён, чем предполагает ис-
пользование одного лишь аналитического решения, полученного с помощью лучевого
метода. Неявная монотонная схема с центральными разностями, подробно описанная
в [8], устойчива и имеет хорошую сходимость. Сохранение самого понятия разрыва
при этом позволяет определять поля напряжений, обратимых и необратимых дефор-
маций, а также распределение температуры за приемлемое время, которое может быть
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уменьшено в разы при использовании современного аппарата распараллеливания вы-
числений.

Заключение Учёт вязкопластических и термоупругих свойств материалов ва-
жен не только для теоретических, но и для инженерных расчётов. Обратимые де-
формации существенно влияют на картину распределения остаточных напряжений
по завершению технологических процессов [6], а при моделировании динамического
нагружения важен как учёт вязкости [11], так и температуры, которые естественным
образом сказываются на решении, формируя диссипативные явления за ударными
волнами и приводя, в конечном итоге, к размытию разрыва, выступая опосредован-
ным источником необратимых деформаций.

Обратившись к работам Чжу Бо-Те [22], Ю. А. Россихина и М. В. Шитиковой [23],
В. А. Баскакова и М. С. Чирко [2], следует заметить, что в основном решение динами-
ческих краевых задач производилось в рамках физически линейной среды, поэтому
для моделирования сред нелинейных при отказе от предположений малости как об-
ратимых, так и необратимых деформаций, необходимо использовать некоторый кри-
терий разделения полных деформаций. Вид этого критерия обусловлен произволом
конструктора математической модели упуговязкопластической среды [4], [14].

Применение модели больших необратимых деформаций, свободной от ограниче-
ний величин деформаций (как, например, теория Прандтля-Рейса) и имеющей ряд
отличий от деформационной теории пластичности [12], позволило произвести всю со-
вокупность расчётов, чтобы определить напряжённо-деформированное состояние за
распространяющимися криволинейными поверхностями сильных разрывов в цилин-
дрическом слое с предварительными деформациями. Учёт температурных эффектов,
как было показано выше, не представляет при этом особенной сложности, но поз-
волит получить решение задачи определение отклика на существенно нестационар-
ные граничные неизотермические воздействия цилиндрического слоя, заполненного
несжимаемым упруговязкопластическим материалом даже в случае гиперболической
теории теплопроводности.
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Abstract. The main points witch should be paid attention of modeling the response of
thermoelastic incompressible medium with viscoplastic properties to the essentially unsteady effect
are shown by the example of several problems on loading elastoviscoplastic and thermoelastic
cylindrical layers with preliminary deformations. Some remarks were noted regarding to the use of
the relations of the theory of finite elastoplastic deformations, the ray series method application and
special numerical calculation schemes. The dependencies of temperature and additional pressure
breaks on plane-polarized strong discontinuities surfaces, loading and circular polarized waves
velocities are determined.
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Аннотация. В работе рассматривается ряд краевых задач теории термоупругопластического
деформирования материала в условиях тороидальной симметрии. Рассмотрен процесс упру-
гой разгрузки предварительно нагретого объекта. Рассчитаны поля остаточных напряжений
и перемещений. Получены точные формулы для аналитического решения поставленной кра-
евой задачи.
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1. Введение. Во многих отраслях современного машиностроения и самолетостро-
ения значительно возросли потребности в использовании облегченных деталей и кон-
струкций. Эту задачу частично решает использование функционально градиентных
материалов (например, сплавов титана) [1-5]. Функционально градиентный матери-
ал это класс современных материалов с различными свойствами в зависимости от
характерного микроструктурного размера. В природе функционально градиентны-
ми материалами являются кости, зубы и т. д. Одной из уникальных характеристик
функционально градиентных материалов является их способность адаптироваться к
конкретному эксплуатационным нагрузкам.
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Другая актуальная проблема — это быстрая замена вышедших из строя деталей. В
случае их замены, несомненными преимуществами обладают процессы аддитивного
производства. К таким способам производства относятся: физическое или химиче-
ское осаждение из жидкой/газообразной фазы, плазменное напыление, самораспро-
страняющийся высокотемпературный синтез, метод порошковой металлургии, метод
центробежного литья и процесс лазерного осаждения металла. Процесс лазерного оса-
ждения металла — это класс процессов аддитивного производства, который позволяет
производить функциональную деталь непосредственно из трехмерной компьютерной
модели детали и, возможно, из различных материалов.

Производимые такими способами изделия экономически более выгодны, а их про-
изводство менее токсично по сравнению с другими технологическими процессами.
Тем не менее, полученные аддитивным способом изделия и материалы, зачастую про-
являют микроструктурные особенности и являются функционально градиентными
материалами.

Математические модели деформирования изделий, изготовленных описанными вы-
ше способами, несомненно должны учитывать температурные эффекты. Модель тер-
моупругопластчиности, полученная обобщением классического модели Прандтля–
Рейса полностью отвечает требованиям, предъявляемым современной инженерией к
исследователям. Ранее авторами, настоящего сообщения, был решен ряд краевых за-
дач по расчету температурных напряжений в телах с осевой и центральной симмет-
рией [6–18]. В предлагаемой работе рассмотрим проблему расчета остаточных напря-
жений в условиях тороидальной симметрии. Основу расчетов пластического течения,
предваряющего стадию разгрузки материала, возьмем результаты изложенные в пуб-
ликациях [19-21].
2. Определяющие модельные соотношения и основные уравнения. Вос-

пользуемся [8] моделью малых упруго-пластических деформаций, в которой тензор
малых деформаций d состоит из термоупругой (обратимой) e и пластической (необ-
ратимой) p составляющей:

d = e + p =
1

2
(∇⊗ u + u⊗∇) (1)

где u — вектор перемещений в трехмерной декартовой системе координат.
Предполагается, что материал находится в состоянии термоупругопластического

равновесия, для которого справедливо уравнение:

∇ · σ = 0 (2)
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где σ — тензор напряжений Коши. Зависимость между тензором напряжений и упру-
гими компонентами тензора деформаций выражается при помощи закона Дюамеля-
Неймана

σ = 2µe + [λtr(e)− α(3λ+ 2µ)(T − T0)]I (3)
здесь I — единичный тензор, tr(e) — след тензора упругих деформаций, T − T0 —
разница между текущей и начальной температурой в точке среды, λ, µ — параметры
Ламе, α — коэффициент линейного теплового расширения.

Температурное поле описывается уравнением теплопроводности:

ρcp∂tT = ∇ · (η∇T ) (4)

где ρ — плотность, cp — теплоемкость, η — теплопроводность материала, ∂t — про-
изводная по временной координате. При p ≡ 0 система соотношений (1)–(4) вместе с
заданными граничными условиями определяет термоупругое равновесие материала.

Начало процесса необратимое деформирование материала определяется выполне-
нием условия пластичности Мизеса:

F (σ) = τ : τ − 8

3
k2(T ) = 0, τ = σ − 1

3
tr(σ)I (5)

где τ – девиатор тензора напряжений, k(T ) – предел текучести при чистом сдви-
ге, значение которого в каждой точке среды зависит от текущей температуры и не
зависит от напряженного состояния материала (идеальная пластичность).
Основные соотношения. Преобразование от декартовых прямоугольных коор-

динат (X, Y , Z) к псевдотороидальным координатам (r, θ, ϕ) определяется соотноше-
ниями:

X = Ω cos(ϕ), Y = Ω sin(ϕ), Z = R0 cos(θ), Ω = (R0 + r sin(θ)), (6)

где R0 главный радиус тора, r ∈ [r1, r2], r1 и r2 внутренний и внешний радиусы тора.
При этом учитывается , что центр тора совпадает с началом декартовой системы
координат, а центр тороидальной системы расположен на образующей оси тора.

Компоненты тензора малых деформаций dij = eij + pij , определяются через термо-
упругую eij и пластическую pij составляющие, а с компонентами вектора перемещений
ui в псевдотороидальной системе координат связаны уравнениями

dθθ =
uθ,θ
r

+
ur
r
, dϕϕ =

ur sin(θ) + uθ cos(θ)

Ω
+
uϕ,ϕ

Ω
, drθ =

1

2

(
ur,θ
r

+ uθ,r −
uθ
r

)
,

drr = ur,r, drϕ =
1

2

(
ur,ϕ
Ω

+ uϕ,r −
uϕ sin(θ)

Ω

)
, dθϕ =

1

2

(
uθ,ϕ
Ω

+ uϕ,θ −
uϕ cos(θ)

Ω

)
.

(7)
Здесь и далее индексом после запятой обозначается частное дифференцирование

по соответствующей пространственной координате.
Уравнения равновесия в псевдотороидальной системе координат преобразуются к

виду

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrϕ,ϕ

Ω
+
σrr − σθθ

r
+

sin(θ)

Ω
(σrr − σϕϕ + ctg θ(σrθ)) = 0,

σrθ,r +
σθθ,θ
r

+
σθϕ,ϕ

Ω
+

2σrθ
r

+
sin(θ)

Ω
(σrθ + ctg(θ)(σθθ − σϕϕ)) = 0,

σrϕ,r +
σθϕ,θ
r

+
σϕϕ,ϕ

Ω
+
σrϕ
r

+
2 sin(θ)

Ω
(σrϕ + ctg(θ)σθϕ) = 0.

(8)
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Определяющие соотношения термоупругого континуума можно принять в форме
закона Дюгамеля-Неймана:

σij = λδijtreij − αδij(3λ+ 2µ)(T − T0) + 2µeij , (9)

где δij — дельта Кронекера, λ, µ — постоянные Ламе, α — коэффициент линейного
теплового расширения, (T − T0) — температур начально T0 и текущей T .

Отметим, что в дальнейшем изложении материала статьи мы будем пренебрегать
влиянием деформационных процессов на изменение температурного поля в исследу-
емом теле. Уравнение теплопроводности в псевдотороидальных координатах имеет
форму

T,rr +
(R0 + 2r sin(θ))T,r
r(R0 + r sin(θ))

+
T,θθ
r2

+
cos(θ)T,θ

r(R0 + r sin(θ))
+

T,ϕϕ
(R0 + r sin(θ))2

=
1

κ

∂T

∂t
. (10)

При заданных граничных условиях и известных распределениях необрати-
мых деформаций pij система уравнений (7)–(10) задает эволюцию напряженно-
деформированного состояния, подвергающегося тепловой обработке тела тороидаль-
ной формы, в условиях тороидальной симметрии.
Постановка задачи Рассмотрим полый тор радиусов R0 и r1 < r < r2. Темпе-

ратурное воздействие на термоупругий материал задается осесимметричным3 темпе-
ратурным распределением. В таком случае, напряженно-деформированное состояние
не будет зависеть от угловой координаты ϕ. Тогда, следующие компоненты вектора
перемещений, тензора деформаций и тензора напряжений, будут равны нулю

uϕ = 0, drϕ = dθϕ = 0, σrϕ = σθϕ = 0. (11)

На внешней поверхности тора определим состояние свободного теплового расшире-
ния согласно краевым условиям

σrr(r1, θ) = 0, σrθ(r1, θ) = 0, σrr(r2, θ) = 0, σrθ(r2, θ) = 0. (12)

Рассмотрим решение стационарного уравнения теплопроводности (10) с краевыми
условиями:

T (r1, θ) = Tk, T (r2, θ) = T0. (13)
Численный анализ решений уравнения теплопроводности показал, что вычисляемое
распределение температуры существенно зависит от геометрии тора и при малых
значениях параметра ε = r2/R0 может быть описано функцией, зависящей только
от радиальной координаты. При стремлении ε = r2/R0 к нулю, тороидальная сим-
метрия переходит в цилиндрическую, что позволяет принять с достаточной степенью
точности одномерные аналитические решения в приближении гипотезы обобщенной
плоской деформации. При таком подходе важным является определение допустимых
конечных значений параметра ε, при которых цилиндрические решения будут удовле-
творительно описывать двумерные численные в псевдотороидальных координатах.

Стационарное уравнение теплопроводности при ε = 0, т. е. в условиях осевой сим-
метрии приобретает форму:

T,r + rT,rr = 0. (14)
Численные эксперименты показали, что максимальное отклонение аналитического

решения уравнения (14) от численного решения уравнения (10) составляет менее 2%

3Имеется ввиду симметрия относительно оси oZ.
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при ε = 0.1 и r1/r2 = 0.4. Следовательно с достаточно высокой степенью точности
температурное распределение при ε < 0.1 можно считать одномерным.

При ε = 0. Уравнения равновесия и соотношения для деформаций имеют вид:

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrr − σθθ

r
= 0, σrθ,r +

σθθ,θ
r

+
2σrθ
r

= 0.

drr = F,r dϕϕ = C, dθθ =
F

r
, drθ = 0,

(15)

где F (r) – неизвестная функция радиуса, C – неизвестная константа. Компоненты
вектора перемещений при этом можно представить в следующей форме:

ur(r, θ) = F (r) +R0C sin(θ), uθ(r, θ) = R0C cos(θ). (16)

Вид функции F (r) зависит от напряженно-деформированного состояния и опреде-
ляется с учетом наличия или отсутствия пластического течения в заданной области
материала.
Напряженно-деформированное состояние материала при наличии оста-

точных деформаций. Как было показано в работах [19-21] при свободном тепловом
расширении температурный градиент, заданный условиями (13) приводит к возникно-
вению в материале нескольких областей деформирования: двух областей пластическо-
го течения, соответствующих ребру и грани призмы Треска, и области термоупругого
деформирования. Решения в каждой области конкретной области приведены в [19-21]
и отличаются друг от друга видом функции F (r).

Рассмотрим процесс остывания материала тора, когда температурное поле возвра-
щается к начальному распределению (T = T0). В этом случае, после пластического
течения начнется процесс разгрузки, характеризуемый термоупругим деформирова-
нием с учетом накопленных необратимых деформаций. Выразив одну из компонент
пластических деформаций через две другие (pϕϕ = −prr − pθθ), запишем в общем
виде результирующие соотношения для напряжений, возникающих в материале при
разгрузке:

σrr =
2µ

η2

∫ r

r1

prr(ρ)− pθθ(ρ)

ρ
dρ− 2µ2

(λ+ 2µ)r2

∫ r

r1

ρ(prr(ρ) + pθθ(ρ))dρ+
Q

r2
+ P,

σθθ = (rσrr(r),r), σϕϕ = µγ(prr(r) + pθθ(r)) +
λσrr(r) + λσθθ(r)

2(λ+ µ)
,

η2 =
(λ+ 2µ)

(λ+ µ)
, γ =

(3λ+ 2µ)

(λ+ 2µ)
.

(17)

Здесь, P , Q — константы интегрирования. Пластические деформации, согласно
условиям пластичности [19-21], представим в виде:

prr =


p∗rr, r1 ≤ r ≤ b,
p∗∗rr , b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2,

pθθ =


p∗θθ, r1 ≤ r ≤ b,
0, b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2,

(18)

где p∗ij – пластические деформации в области пластического течения (r1 ≤ r ≤ b),
соответствующей ребру призмы Треска (σrr−σϕϕ = σrr−σθθ = 2k), p∗∗ij – пластические
деформации в области пластического течения (b ≤ r ≤ a), соответствующей грани
призмы Треска (σrr − σϕϕ = 2k). В области (a ≤ r ≤ R1) пластические деформации
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отсутствуют. Для пластических деформаций (18) справедливы соотношения

p∗rr = −C
2

+
D

r2
− ω

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+

ω

r2

∫ r

r1

k(ρ)ρdρ− 3

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ− 2
k

µγ
+ 2∆,

p∗θθ = −C
2
− D

r2
− ω

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ− ω

r2

∫ r

r1

k(ρ)ρdρ+
3

r2

∫ r

r1

∆(ρ)ρdρ+
k

µγ
−∆,

p∗ϕϕ = C + 2ω

∫ r

r1

k(ρ)

ρ
dρ+

k

µγ
−∆, ω =

1

(3λ+ 2µ)
.

(19)

F ∗∗(r) =
ψ

2η

(
(η + 1)

rη

∫ r

r1

∆(ρ)ρηdρ+ (η − 1)rη
∫ r

r1

∆(ρ)

ρη
dρ

)
+ rC−

− 1

2(λ+ µ)

(
1

rη

∫ r

r1

k(ρ)ρηdρ+ rη
∫ r

r1

k(ρ)

ρη
dρ

)
+Mrη +

N

rη
,

p∗∗rr =
1

2

(
F ∗∗,r − C −

k

µ

)
, p∗∗ϕϕ =

1

2

(
C +

k

µ
− F ∗∗,r

)
, ψ =

(3λ+ 2µ)

(λ+ µ)
,

(20)

где C, D, M , N – константы интегрирования.
Соотношения (17)–(20) определяют напряженно-деформированное состояние в

условиях упругой разгрузки материала. Отметим, что в этом случае развитые зоны
пластического деформирования не достаточны для возникновения повторного пла-
стического течения.
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Abstract. A number of boundary value problems of the theory of thermoelastoplastic deformation
of a material under conditions of toroidal symmetry are presented. The process of elastic unloading
of a heated object is considered. The fields of residual stresses and displacements are calculated.
Exact formulas are obtained for the analytical solution of the stated boundary value problem.
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В качестве критерия условного предельного состояния в i-ом слое принимаем до-
стижение в нем максимальной деформации предельно допустимого значения при рас-
тяжении или сжатии.

Рассмотрим многослойные бетонные стержни постоянного поперечного сечения. За-
кон деформирования каждого слоя стержня представим в виде аппроксимации поли-
номом третьего порядка (1), где коэффициенты A1i, A2i, A3i – коэффициенты, которые
можно найти из реальных диаграмм растяжения и сжатия бетонов.

σi = A1iε+A2iε
2 +A3iε

3. (1)
Примеры расчета коэффициентов A1i, A2i, A3i для бетонов марок B10, B30, B50 из

экспериментальных диаграмм [4] методом наименьших квадратов приведены в табли-
це 1.

Марка бетона ε−∗ , 10−2 ε+
∗ , 10−2 A1i, МПА A2i, МПА A3i, МПА

B10 0,2 0,005 17899 15 775 616 4 680 659 632
В30 0,2 0,005 47471 38 565 027 10 502 501 729
В50 0,2 0,005 83420 69 930 797 19 399 634 911

Таблица 1. Значения физических параметров бетонов

На рис. 1, 2 линиями изображены диаграммы растяжения-сжатия бетонов, постро-
енных по соотношениям (1), точками изображены результаты экспериментов.

Рис. 1. Диаграммы растяжения бетонов, построенных по соотношениям (1), и эксперимен-
тальные

Для изгибающего изгибающего момента и продольного усилия справедливы соот-
ношения

N =
n∑
i=1

∫
Si

σidS, My =

n∑
i=1

∫
Si

σizdS, (2)

и будем считать справедливыми уравнения равновесия
d2My

dx2
= qz −

dmy

dx
,
dN

dx
= −qx. (3)

где qx, qz – проекции вектора внешних усилий на соответствующие оси,my – проекция
вектора распределенного момента на ось y.
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Рис. 2. Диаграммы сжатия бетонов, построенных по соотношениям (1), и экспериментальные

Если принять справедливымы гипотезы Кирхгофа-Лява, тогда будет иметь место

ε(x, z) = ε0(x)− zκy(x), (4)

ε0(x) =
du0

dx
, κy =

d2w0

dx2
, (5)

где u0, w0 – компоненты вектора перемещений точек осевой линии стержня вдоль
осей x и z соответственно.

Исходя из предположения, что имеет место случай защемленного с обоих концов
стержня, имеем

u0(0) = w0(0) = u0(l) = w0(l) = 0, (6)

dw0

dx

∣∣∣∣
x=0

=
dw0

dx

∣∣∣∣
x=l

=
du0

dx

∣∣∣∣
x=0

=
du0

dx

∣∣∣∣
x=l

= 0. (7)

Из уравнений (1)-(5) получим систему дифференциальных уравнений относительно
перемещений с граничными условиями (6)-(7).

Указанную систему дифференциальных уравнений будем решать методом Бубнова-
Галеркина [5].

Положим

u0(x) =

N∑
k=1

Bkyk(x), w0(x) =

N∑
k=1

Сkrk(x), (8)

где Bk, Dk – постоянные.
Если принять за ϕi(x) выражения

ϕi(x) =
N∑
k=1

Di,kx
k−1, (9)

где Di,k определяются исходя из граничных условий.
Будем считать yk(x), rk(x) в выражении (8) равными

yk(x) = rk(x) = ϕk(x). (10)

Если подставить перемещения (8) в полученные дифференциальные уравнения и
обозначить через L1(x), L2(x) левые части соответствующих уравнений, положив в
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качестве базисных функций в методе Бубнова-Галеркина те же функции, что и в
разложении (8)

fk(x) = cos
k − 1

l
πx− cos

k + 1

l
πx, k = 1...N, (11)

получим систему из 2N алгебраических уравнений относительно 2N неизвестных
Bk, Сk, k = 1...N ,

l∫
0

Li(x)fk(x)dx = 0, i = 1...3, k = 1...N. (12)

Значения Bk, Сk можно определить из полученной системы уравнений каким-либо
численным методом.

Пусть на стержень действуют распределенные нагрузки q1, q2, q3, q4 и сила тяжести
проекция которой на соответствующие оси равна qsx, qsz.

Тогда для усилий и моментов имеет место

qx = 2

∫ b1(0)

0
q3dy + 2

∫ bn(hn)

0
q4dy + 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi(z)

0
qsxdy, (13)

qz = 2

∫ b1(0)

0
q2dy + 2

∫ bn(hn)

0
q1dy + 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi(z)

0
qszdy, (14)

my = −2

∫ bn(hn)

0
xq1dy − 2

∫ b1(0)

0
xq2dy + 2hn

∫ bn(hn)

0
q3dy− (15)

−2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi(z)

0
(xqsz − zqsx) dy.

Действующие нагрузки q1, q2, q3, q4, qsx, qsz примем равными

q1 = t11 + t12x, q2 = t21 + t22x, q3 = t31 + t32x, q4 = t41 + t42x, (16)

qsx = gxρ
3∑
i=1

∫ hi+1

hi−1

bi(z)dz, qsz = gzρ
3∑
i=1

∫ hi+1

hi−1

bi(z)dz, (17)

где t11, t12, t21, t22, t31, t32, t41, t42 – постоянные, gx, gz – проекции вектора ускорения
свободного падения.

Для иллюстрации данной методики рассмотрим стержень форма поперечного сече-
ния которого имеет вид изображенный на рис. 3. На указанном рисунке марка бетона
из которого сделан материал слоя указан напротив соответствующего номера слоя.

Примем в качестве постоянных характеризующих нагрузки (16) следующие значе-
ния

t11 = −300
Кн
м
, t12 = 10

Кн
м2

, t21 = t22 = 0, t31 = 8000
н
м
, t32 = 800

н
м2
, t41 = t42 = 0.

Примем, что сила тяжести направлена вертикально вниз, т.е. gx = 0, gz = 0.
Решение поставленной задачи имеет вид, изображенный на рис. 4-7.
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Рис. 3. Форма поперечного сечения стержня

Рис. 4. Распределение компонентов вектора перемещений по длине стержня

Рис. 5. Распределение деформации материалов на верхних контактных границах слоев по
длине стержня

Анализируя полученные решения, можно сделать вывод, что деформация не превы-
сила своих предельных значений во всех сечениях стержня. Следовательно стержень
может выдержать действующие на него нагрузки.
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Рис. 6. Распределение деформации материалов на нижних контактных границах слоев по
длине стержня

Рис. 7. Распределение координаты нейтральной линии по длине стержня
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LONGITUDINAL-TRANSVERSE BENDING OF A MULTILAYER BAR MADE
OF A PHYSICALLY NONLINEAR MATERIAL

S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch
of theRAS, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk state technical University, Novosibirsk, Russia

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers multilayer concrete rods of constant cross-section. The deformation
law for each layer of the bar is adopted as an approximation by a third-order polynomial. It is
assumed that quasi-static longitudinal and transverse loads and gravity act on the restrained rod.
The problems under consideration are solved by the Bubnov-Galerkin method.
Keywords: longitudinal-transverse bending, bar, ultimate deformation, concrete, concrete
deformation diagram, tension, compression, Bubnov-Galerkin method, systems of nonlinear
algebraic equations.
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