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В. Г. Баженов, Е. В. Нагорных, Д. А. Самсонова

О ПРИМЕНИМОСТИ МОДЕЛИ ВИНКЛЕРА ПРИ КОНТАКТНОМ
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ
ПРИ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ

Научно–исследовательский институт механики Национального исследовательского
Нижегородского государственного университета им. Н. И. Лобачевского, г. Н. Новгород,

Россия

Аннотация. Представлено сравнение результатов расчетов контактного взаимодействия и
потери устойчивости упругопластических цилиндрических оболочек с упругим толстостен-
ным заполнителем, выполненных на основе двух подходов: с позиций механики сплошных
сред и теории оболочек типа Тимошенко с основанием Винклера. Оба подхода позволяют ре-
шать задачи деформирования и устойчивости непологих оболочек с учетом геометрических
нелинейностей. Постановка с позиций механики сплошных сред позволяет аппроксимировать
оболочку по толщине рядом слоев конечных элементов. Определяющие соотношения фор-
мулируются в переменных Лагранжа с использованием в качестве отсчетной неподвижной
декартовой или цилиндрической системы координат. Кинематические соотношения записы-
ваются в метрике текущего состояния. Упругопластические свойства оболочек описываются
теорией пластического течения с изотропным упрочнением. Уравнения движения следуют из
баланса виртуальных мощностей работ. В первом подходе контактное взаимодействие обо-
лочки и упругого тела моделируется условиями непроникания по нормали и свободного про-
скальзывания вдоль касательной. Во втором подходе контактное взаимодействие упругого
заполнителя с оболочкой моделируется основанием Винклера. Оба подхода позволяют опи-
сать нелинейное докритическое деформирование оболочек вращения с упругим заполнителем,
определить предельные (критические) нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения
с учетом геометрических несовершенств формы. Оценивается область применимости гипоте-
зы Винклера при контактном взаимодействии оболочки с упругой средой в зависимости от
жесткости и толщины основания.

Ключевые слова: цилиндрические оболочки, упругопластическая потеря устойчивости,
упругий заполнитель, основание Винклера.
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Математическая модель
Задача деформирования и упругопластического выпучивания оболочек вращения

с толстостенным упругим заполнителем при комбинированных статических и дина-
мических нагружениях формулируется в плоской двумерной постановке в рамках ме-
ханики сплошных сред [1]. Определяющая система уравнений записывается в декар-
товой системе эйлеровых координат. Кинематические соотношения формулируются
в скоростях и строятся в метрике текущего состояния. Упругопластические свой-
ства материала оболочки описываются в рамках теории течения с нелинейным изо-
тропным упрочнением. Материал заполнителя полагается линейно упругим. Вариа-
ционные уравнения движения оболочки и заполнителя следуют из уравнения балан-
са виртуальных мощностей. Контактное взаимодействие оболочки и деформируемого
заполнителя моделируется исходя из условий непроникания по нормали и свободно-
го проскальзывания вдоль касательной. Условия непроникания выполняются только
в активной фазе контактного взаимодействия, при нарушении контакта они заме-
няются условиями на свободной поверхности. В квазистатических задачах скорость
нагружения принимается такой, чтобы роль сил инерции была пренебрежимо ма-
ла. Численное решение определяющей системы уравнений осуществляется по явной
конечно–разностной схеме интегрирования по времени типа «крест» второго порядка
точности. Данный метод исследования позволяет описать нелинейное докритическое
деформирование оболочек вращения с упругим заполнителем, определить предель-
ные (критические) нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения с учетом
геометрических несовершенств формы.

Результаты полномасштабного моделирования (в рамках механики сплошных сред)
сравнивались с полученными ранее в упрощенной постановке, основанной на гипоте-
зах теории оболочек типа Тимошенко и основания Винклера [2].
Пример численного моделирования
Решалась задача о потере устойчивости цилиндрических оболочек (сталь Х18Н10Т

[3]) с толстостенным упругим заполнителем при квазистатическом нагружении внеш-
ним давлением. Начальная толщина оболочки h0 = 1 мм, отношение начального
среднего радиуса к толщине оболочки R0=h0 = 14:5. Соотношение начальных тол-
щин заполнителя и оболочки H0=h0 варьировалось от 4 до 13 с шагом 1. На внешней
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поверхности оболочки задавалось равномерно распределенное давление, линейно воз-
растающее во времени: p = p0t; p0 = 50 МПа/c. На внутренней поверхности заполни-
теля задавались нулевые нормальные перемещения. При численном моделировании
полагалось, что напряженно–деформированное состояние вдоль образующей оболоч-
ки и заполнителя является однородным, то есть оболочка и заполнитель находятся в
условиях плоского деформированного состояния. Краевые эффекты, вызванные гра-
ничными условиями на торцах оболочки, не рассматривались.

С учетом симметрии, расчетная область представляла собой половину поперечного
сечения оболочки с толстостенным заполнителем. Начальная погибь оболочки задава-
лась в виде �R0 = Ah0cosn�, где 0 � � � �;A — относительная амплитуда начальной
погиби.

Сначала моделировалось обжатие пустотелой оболочки. Начальная погибь оболоч-
ки задавалась с A = 1 � 10�5 и n = 2, т.к. ожидаемая форма поперечного сечения
цилиндрической оболочки после потери устойчивости — эллипс [2]. Поперечное сече-
ние оболочки покрывалось конечно–элементной сеткой с N = 5 элементами по тол-
щине и L = 60; 120; 160 или 240 элементами вдоль половины окружности. На рис. 1
приведены расчетные зависимости относительного среднего прогиба ŵ = w

h0
от внеш-

него давления p. Средний прогиб оболочки определялся по формуле w = 1
L

LP
i=0

wi,

где wi –– среднее арифметическое прогибов (нормальных перемещений) на внешней и
внутренней поверхностях оболочки в узле с номером i. Цифрами 1–4 отмечены расче-
ты с L = 60; 120; 160 и 240 элементами вдоль половины окружности соответственно,
цифрой 5 –– расчеты по теории оболочек [2].

В расчетах момент потери устойчивости оболочки определяется резким ростом
среднего прогиба ŵ, поперечное сечения оболочки на начальной стадии потери устой-
чивости приобретает эллиптическую форму. Зависимости среднего прогиба ŵ обо-
лочки от внешнего давления p до момента потери устойчивости оболочек близки к
линейным. Для вариантов расчета с L = 120; 160 и 240 разброс критических дав-
лений p�, при которых происходит потеря устойчивости, не превышает 1 %. Сетка с
L = 120 элементами вдоль половины окружности цилиндра является достаточной для
сходимости численного решения. Отличие критического давления p� на этой сетке от
расчета по оболочечной модели составляет 4 %.

Коэффициент постели k, упругие характеристики и толщина основания связаны
соотношением

k =
E

Н0(1� 2�2)
; (1)

где E и � = 0:3 — модуль Юнга и коэффициент Пуассона заполнителя.
Рассмотрим пример, в котором в оболочечной модели коэффициент постели k =

5000 МПа. В расчетах по модели сплошной среды для каждого варианта толщины
заполнителя H0 модуль Юнга E определялся из формулы (1). Начальная погибь за-
давалась с A = 1 � 10�5 и n = 2 и 3, из двух расчетов выбирался вариант, в кото-
ром величина критической нагрузки p� была минимальной. В расчетах с отношением
толщин H0=h0 = 4; 8 потеря устойчивости оболочки происходит по третьей форме,
с H0=h0 = 9; 13 — сначала по второй, затем рост одной выпучины прекращался, а
вторая трансформировалась в складку. В местах выпучивания имеет место отрыв
оболочки от заполнителя. В расчетах по оболочечной модели с основанием Винклера
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Рис. 1. Зависимости среднего прогиба от внешнего давления пустотелой оболочки

для данного коэффициента постели и относительной амплитуды начальной погиби
потеря устойчивости происходила по третьей форме.

На рис. 2 приведено изменение относительного среднего прогиба ŵ в диапазоне
внешнего давления p, близкого к критическому p�. Толстой линией приведена кри-
вая из расчета в упрощенной постановке [2], тонкими — расчеты по модели сплошной
среды с различными толщинами заполнителя. Цифрами 1 и 2 отмечены кривые с
H0=h0 = 4 и 13, соответственно. Величина критического давления p� монотонно воз-
растает с увеличением толщины заполнителя H0. До момента потери устойчивости
оболочек кривые практически совпадают. Разброс критических давлений для отно-
шения толщин H0=h0 = 4; 13 в расчетах не превышает 1%. Следует отметить, что
время расчета одного варианта при использовании компьютера с процессором 4.39
ГГц в упрощенной постановке составляет около 10 минут, а в полной постановке —
около 18 часов.
Заключение
Выполнено численное исследование контактного взаимодействия упругопластиче-

ской цилиндрической оболочки с толстостенным упругим заполнителем при равно-
мерном внешнем давлении в зависимости от толщины и жесткости заполнителя в дву-
мерной постановке в рамках модели сплошной среды. Показано, что в исследованном
диапазоне толщины заполнителя H0=h0 = 4; 13 величина критического давления p�
изменяется незначительно (разброс не превышает 1 %) и хорошо согласуется с резуль-
татом упрощенной оболочечной постановки с основанием Винклера. При этом формы
потери устойчивости изменяются в зависимости от толщины и жесткости заполните-
ля. Наличие заполнителя приводит к более высоким формам потери устойчивости,
и даже к локальным. Результаты исследования показывают, что модель Винклера в
сочетании с моделью теории оболочек имеет широкую применимость в задачах кон-
тактного взаимодействия осесимметричных упругопластических оболочек с упругим
заполнителем как при низких, так и при локальных формах потери устойчивости.
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Рис. 2. Зависимости среднего прогиба от внешнего давления оболочки с толстостенным за-
полнителем

Величина погрешности зависит от градиента изменения контактного давления вдоль
контактной поверхности, а при локальном воздействии она увеличивается. Преиму-
ществом упрощенной постановки является существенное сокращение времени расчета
по сравнению с полномасштабным моделированием.
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ABOUT APPLICABILITY OF THE WINKLER MODEL FOR CONTACT
INTERACTION OF CYLINDRICAL ELASTOPLASTIC SHELLS WITH AN

ELASTIC FILLER AT EXTERNAL PRESSURE

National Research Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Russia

Abstract. Comparison of the results of calculations of contact interaction and loss of stability
of elastoplastic cylindrical shells with an elastic thick-walled filler, performed on the basis of two
approaches: from the standpoint of continuum mechanics and the theory of Timoshenko–type shells
with a Winkler base is presented. Both approaches allow solving the problems of deformation and
stability of non–sloping shells, taking into account geometric nonlinearities. The statement from
the perspective of continuum mechanics makes it possible to approximate the shell in thickness by a
number of layers of finite elements. The constitutive relations are formulated in Lagrange variables
using a fixed Cartesian or cylindrical coordinate system as a reference. Kinematic relations are
recorded in the metric of the current state. The elastic-plastic properties of shells are described
by the theory of plastic flow with isotropic hardening. The equations of motion follow from the
balance of the virtual powers of the jobs. In the first approach, the contact interaction of a shell
and an elastic body is modeled by the conditions of nonpenetration along the normal and free slip
along the tangent. In the second approach, the contact interaction of the elastic filler with the shell
is modeled by the Winkler base. Both approaches allow one to describe the nonlinear subcritical
deformation of shells of revolution with an elastic filler, to determine the limiting (critical) loads
in a wide range of loading rates, taking into account the geometric imperfections of the shape. The
area of applicability of the Winkler hypothesis is estimated for the contact interaction of a shell
with an elastic medium, depending on the stiffness and thickness of the base.

Keywords: cylindrical shells, elastoplastic loss of stability, elastic filler, Winkler foundation.
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Аннотация. В работе рассматривается важная с точки зрения прикладных задач проблема
моделирования процессов деформирования материалов со сложным откликом на механиче-
ские воздействия. Приводятся основные уравнения трехконстантной микроструктурной мо-
дели для случая одного полярного директора. Выписана точная форма упругого потенциала,
из которой, следуя стандартной схеме, выводятся все необходимые уравнения и граничные
условия.
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1. Предварительные замечания. Современная механика континуума вклю-
чает целый ряд нелинейных гиперболических теорий, в том числе учитывающих мик-
роструктурные свойства. Микроструктурные особенности проявляют многие мате-
риалы и изделия современной промышленной практики. В последние годы произ-
водство и обработка метаматериалов привлекли значительное внимание инженерного
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сообщества и исследователей. Эти искусственные метаматериалы демонстрируют ано-
мальные физические свойства, которые обычно не встречаются в природе. Примеры
включают отрицательный коэффициент Пуассона (ауксетические материалы) [1], от-
рицательное тепловое расширение, отрицательную электрическую проницаемость и
магнитную проницаемость. Технологии аддитивного производства, в частности, се-
лективное лазерное плавление [2] позволяет создавать в изделии из сплавов титана
(функционально-градиентных материалов) локальные участки с заданными микро-
структурой и свойствами [3]. Моделирование таких свойств материалов может прово-
дится разными способами. Особого упоминания здесь заслуживают газовая динами-
ка, теория пластического течения Треска—Сен-Венана [4], теория разрушения [5, 6],
связанные термоупругие среды (второго типа согласно общепринятой классифика-
ции) [7, 8]. Сочетание гиперболических теорий с принципом термомеханической ор-
тогональности [9–12] приводит к принципиально новым моделям теории и механики
сплошных сред, развитым в наших прежних публикациях [7,8, 10–16].

Стандартные теории механики континуума часто оказываются непригодными для
математического моделирования поведения новых современных материалов, обла-
дающих микроструктурой (например, упругих метаматериалов или микрополярных
материалов с управляемыми свойствами). Особенно это проявляется в тех случаях,
когда характерный размер микроструктуры сравним с характерными изменениями
линейных размеров микроэлементов, составляющих континуум. То же самое имеет
место и в волновых процессах, когда длина волны оказывается существенно мень-
шей характерного размера микроструктуры континуума. Микроструктуры многих
современных материалов имеют ярко выраженные анизотропные свойства, которые,
в свою очередь, могут быть легко модулируемыми, что естественно сказывается на
их физико-механических свойствах. Модулируемость (а иногда и управляемость) ме-
ханических свойств подобных материалов достигается воздействием внешних полей
и сил, не только механических и тепловых, но также и гравитационных (например, в
случае модулирования свойств наращиваемых тел) и электромагнитных (например,
магнитного поля, постоянного тока или прямоугольного электромагнитного импуль-
са). Примерами таких материалов являются жидкие кристаллы [17] и молекулярно-
биологические ткани. Необходимо отметить, что в некоторых случаях управление
физико-механическими свойствами может быть реализовано с помощью термических
полей. Настоящее исследование направлено на разработку систематической процеду-
ры построения связанных микроструктурных континуальных теорий методами совре-
менной физической теории поля.

2. Уравнения трехконстантной теории континуума с одним полярным
директором. Основы континуального подхода при моделировании микрополярных
сред с одним директором можно найти в классической работе [18]. В статьях [19]
и [20, 21] континуальный подход был применен к моделированию механического по-
ведения нематических жидких кристаллов. В этом случае для описания подвижной
микроструктурной ориентации молекул достаточно ввести единственный директор �
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и трактовать его как внутреннюю переменную состояния [7,8, 16]. Уравнения движе-
ния для такой среды можно записать, например, в терминах относительных тензо-
ров [7, 8]

r � � = �X + �@�v; (1)

r �
[�1]
� = �

[�1]

Y +
[�2]

= @��
[+1]

� : (2)

Здесь r — трехмерный оператор Гамильтона (абсолютный вектор); � — массовая
плотность (абсолютный скаляр); = — микроинерция (microinertia, псевдоскаляр веса
�2); � — полярный директор (псевдовектор веса +1); v — вектор линейной скорости
(абсолютный вектор); � — тензор силовых напряжений (force stress tensor, абсолют-
ный тензор); � — асимметричный тензор моментных напряжений (couple stress tensor,
псевдотензор веса �1); X — вектор объемных сил (абсолютный вектор); Y — объем-
ные моменты (псевдовектор веса �1); @� — производная по времени, при неизменных
пространственных координатах. Отметим, что в квадратных скобках над символом
указан вес относительной тензорной величины. В основу определения относительного
тензора может быть положена полилинейная скалярная функция векторных аргумен-
тов [22–25], представляющая собой не абсолютный, а относительный инвариант при
преобразованиях координат. Такое определение позволяет легко переписать уравне-
ния движения в терминах абсолютных тензоров. В дальнейшем будем рассматривать
уравнения теории в терминах абсолютных тензоров, тем более, что переход к абсолют-
ным тензорам осуществляется формальным умножением на степени ориентирующего
псевдоскаляра.

Компоненты тензор силовых напряжений � можно принять в виде:

�ji = �pgji � gis @F
@(rj�k)

rs�k; (3)

где p — гидростатического давление (неопределенное скалярное поле), gji — компо-
ненты метрического тензора, F — объемная плотность упругого потенциала.

Функцию свободной энергии F можно принять в форме трехконстантного потен-
циала в координатной форме

F =
1

2
(k11 � k22)rm�mrn�n +

1

2
k22rm�nrn�m +

1

2
(k33 � k22)gslrm�srn�l�m�n (4)

в векторной форме

F =
1

2
k11(r � �)2 +

1

2
k22(� � (r� �))2 +

1

2
k33(�� (r� �))2 (5)

где k11, k22, k33 — упругие определяющие константы.
Объемные моменты Y можно выписать в виде

Y = 
�� � � (r
 �)� @F
@�

: (6)

Здесь 
 и � — параметры внешних воздействующих полей.
Моментные напряжения, сопряженные директору �, можно вычислить по формуле

� = � 
 �+
@F

@(r
 �)
: (7)
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Подставим выражения (4) и (7) в уравнения движения (1) и (2). В результате по-
лучим

r �
�
pI +

@F
@(r
 �)

� �
r
�

= X� �@�v; (8)

r �
�
� 
 �+

@F
@(r
 �)

�
= �

�

�� � � (r
 �)� @F

@�

�
+ =@���: (9)

Вычислим производные
@F

@(r
 �)
и
@F
@�

в (8) и (9) в координатной форме

@F
@(ri�j)

= (k11 � k22)rs�s�ij + k22rj�i + (k33 � k22)gljrs�i�s�l;

@F
@�i

= (k33 � k22)gslri�srm�l�m:
(10)

Подставив полученные выражения (10) в систему (1), (2) получим

gjirjp+ gisrj(((k11 � k22)rm�m�jk + k22rk�j + (k33 � k22)gljrm�i�m�l)rs�k) =

= Xi � �@�v
i; (11)

gik�
jrj�k +rj((k11 � k22)rs�s�ji + k22ri�j + (k33 � k22)glirs�j�s�l) =

= �
gik�k + �jgikrj�k + (k33 � k22)�jri�kgklrj�l + =gik@���
k: (12)

Раскрыв скобки окончательно получим

gjirjp+ (k11 � k22)gisrj(rm�mrs�j) + k22g
isrj(rk�jrs�k)+

+ (k33 � k22)gljg
isrj(rm�irm�k�s�l) = Xi � �@�v

i; (13)

gik�
jrj�k + (k11 � k22)rirl�l + k22rjri�j + (k33 � k22)glirjrs�j�s�l =

= �
gik�k + �jgikrj�k + (k33 � k22)gklri�krj�l�j + =gik@���
k: (14)

Полученные уравнения (13) и (14) описывают поведение микрополярной среды с
одним свободным директором.

Заключение.
(1) В настоящей работе предложена процедура моделирования микрополярного

континуума с одним свободным директором, представляющим собой псевдо-
вектор веса +1. Подобные модели могут быть использованы в прикладных
задачах, связанных с изучением процессов деформирования метаматериалов.

(2) Получены уравнения движения в терминах относительных тензоров и осу-
ществлен переход к формулировках в абсолютных тензорах. Последнее вы-
полняется с помощью степеней ориентирующего псевдоскаляра.

(3) Указаны определяющие соотношения для тензора силовых и моментных на-
пряжений.

(4) В линейном приближении приведена точная форма упругой энергии в форме
трехконстантного потенциала.

(5) В итоговых формах уравнений не используются абсолютные дискриминантные
тензоры (или псевдотензоры перестановок), характерные для микрополярных
теорий.
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Abstract. The paper deals with the problem of modeling the processes of deformation of materials
with a complex response to mechanical stress. The governing equations of the three-constant
microstructural model for the case of one polar director are presented. The exact form of the
Helmholtz free energy is written out. The governing equations and boundary conditions are derived
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(векторный анализ [1–4] и тензорное исчисление [5–8]) и теоретической физики (тео-
рии поля [9–11]). Применение достижений современной геометрии не только гаранти-
рует адекватность математических моделей, но и позволяет получить наиболее про-
стую запись систем дифференциальных уравнений и определяющих форм потенци-
алов (свободной энергии Гельмгольца, упругой энергии) с аргументами, являющими
алгебраические инвариантами [12] физических полей.

Современные метаматериалы обладают экзотическими свойствами: отрицательный
коэффициент Пуассона (ауксетические материалы [13]), отрицательное тепловое рас-
ширение, отрицательная электрическая проницаемость и магнитная проницаемость.
Многие метаматериалы являются композитными материалами, но с некоторыми от-
личиями. Метаматериал демонстрирует характеристики отклика, которые либо не
наблюдаются, либо усиливаются по сравнению с индивидуальными откликами состав-
ляющих его материалов. Композитные 3D–материалы используют для изготовления
легких компонентов и деталей конструкций во многих отраслях современной про-
мышленности [14, 15]. Композиты производят комбинированием материалов с пред-
почтительными физико-механическими свойствами и последующем синтезом нового
материала из выбранных составляющих, обладающих заданными свойствами. Напри-
мер, титановые сплавы модифицируются добавлением к ним других материалов для
создания титановых композитов. Свойства полученного материала оказываются при-
емлемыми для большинства приложений, где необходима низкая плотность и хорошая
коррозионная стойкость (например, в компонентах газотурбинных двигателей, высо-
копроизводительных автомобильных деталях, конструктивных элементах самолетов,
морской технике, аэрокосмических компонентах, медицинских устройствах, биомеди-
цинских приложениях (имплатанты и протезы), спортивном оборудовании). Компози-
ты из титана часто используются для поверхностной модификации с целью улучшения
определенных механических свойств. Эффективное производство этих композитных
материалов — серьезная проблема, с которой сталкивается современная технологи-
ческая практика. Появление технологии аддитивного производства упростило про-
изводство композитных 3D–материалов. Лазерное напыление металлических сплавов
открывает прекрасные возможности для производства изделий из титана и его компо-
зитов [15–17]. Лазерное напыление, кроме того, позволяет изготавливать геометриче-
ски сложные детали, которые невозможно эффективно изготовить с использованием
классических подходов. Производимые таким способом 3D–изделия и 3D–материалы
обладают сложными термомеханическими свойствами, в том числе, наличием мик-
роструктуры. Поэтому, при математическом моделировании процессов деформирова-
ния и формообразования таких материалов необходимо отказываться от классических
моделей механики сплошных сред. При построении таких моделей важно соблюдать
термодинамическую и геометрическую непротиворечивость получаемых систем диф-
ференциальных уравнений. В таких случаях полезными оказываются микрополярные
модели континуума.

Микрополярное твердое тело, которое изотропно относительно вращений коорди-
нат, но не относительно отражений, называется полуизотропным (гемитропным). Ма-
териалы могут проявлять полуизотропность в атомном масштабе (кварц, сахар, био-
логические молекулы), а также в более крупном масштабе (кости, пористые матери-
алы, композиты, содержащие волокна или включения) [18–20]. Гемитропные среды



18 Е. В. МУРАШКИН, Ю. Н. РАДАЕВ

из-за отсутствия геометрической симметрии между объектом и его зеркальным отоб-
ражением известны в оптике как оптически активные материалы. Они характеризу-
ются присущей им лево- или правоориентированностью на оптических частотах из-за
естественной спиральной структуры и, следовательно, не могут совпадать с их зер-
кальным отражением. Геометрическим объектом реагирующим на отражение явля-
ется относительный тензор (псевдотензор). Математический аппарат относительных
тензоров достаточно хорошо развит, о чем свидетельствуют многочисленные моно-
графии по тензорному исчислению [6–9, 12, 21–23]. Физические поля гемитропного
микрополярного континуума в рамках математической модели представляются от-
носительными тензорами. Тем не менее, формализм относительных тензоров очень
редко применяется в исследованиях по микрополярным средам. Заметим, что основ-
ной целью настоящей статьи выступает вывод основных уравнений микрополярной
теории упругости в терминах относительных тензоров (relative tensors) или псевдотен-
зоров (pseudotensors), для более глубокого понимания физической и геометрической
природы исследуемых физических объектов.

2. Гемитропное микрополярное тело. Применим формализм относительных
тензоров [7,12] к модели линейного микрополярного тела. Для микрополярного конти-
нуума с одним директором упругий потенциал1 U с соответствующими аргументами
можно принять в форме [24,25]

U = U (�(ij);
[+1]
� (ij);

[+1]
’ i; �i); (1)

где �(ij) — тензор малых деформаций (абсолютный тензор),
[+1]
� (ij) — симметричная

часть тензора изгиба—кручения (относительный тензор веса +1),
[+1]
’ i — вектор от-

носительного микровращения (относительный вектор веса +1), �i — сопутствующий
вектор изгиба—кручения (абсолютный вектор), сверху корневого символа относитель-
ного тензора в квадратных скобках отмечен его вес.

Первая вариация U вычисляется согласно

�U = �(ij)��(ij) +
[�1]
�(ij)�

[+1]
� (ij) + 2

[�1]
� i�

[+1]
’ i + 2�i��i: (2)

Здесь �ik — тензор силовых напряжений (абсолютный тензор второго ранга,
[�1]
� i�
�k —

тензор моментных напряжений (относительный тензор веса �1),
[�1]
� i — ассоциирован-

ный вектор силовых напряжений (относительный вектор веса �1), �i — ассоцииро-
ванный вектор моментных напряжений (абсолютный вектор).

Принцип виртуальной работы2, при моделировании механического отклика микро-
полярных сред, примем в видеZ

�U dV =

Z "
Xj�uj +

[�1]

Y j�
[+1]
’ j

#
dV +

I
@

�
tj�uj +

[�1]
mj�

[+1]
’ j

�
dS: (3)

Здесь dV — инвариантный элемент объема, Xk — объемные силы, Yk — объемные
моменты (относительный тензор веса �1), tj — вектор силовых напряжений (force

1Упругий потенциал U является псевдоскаляром веса 0.
2Принцип виртуальной работы является следствием более фундаментального принципа виртуаль-

ных перемещений [24].
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traction vector),
[�1]
mj — вектор моментных напряжений (couple traction vector), свя-

занные с тензором силовых напряжений �ik и тензором моментных напряжений
[�1]
� i�
�k

согласно соотношениям Коши

tk = ni�
ik; (4)

[�1]
m k = ni

[�1]
� i�
�k : (5)

Следствием вариационного принципа (3) являются уравнения движения микропо-
лярной среды:

ri�ik = �Xk + �@�v
k; (6)

ri
[�1]
� i�
�k � 2

[�1]
� k = �

[�1]

Y k +
[�2]

= @��
[+1]

� k; (7)

где ri — ковариантная производная (набла Гамильтона), � — массовая плотность,

vk — компоненты вектора скорости,
[�2]

= — коэффициент микроинерции,
[+1]

� k вектор
микровращений.

В случае континуума, проявляющего полуизотропные свойства, т.е. инвариантность
относительно вращений и не инвариантность относительно отражений и инверсии,
потенциал U можно представить в форме

U = G�(1� 2�)�1gisglm�(is)�(lm) +G
[�1]

L
[�1]

L c3gisglm
[+1]
� (is)[+1]

� (lm)+

+Ggisglm�(il)�(sm) +G
[�1]

L
[�1]

L gisglm
[+1]
� (il)[+1]

� (sm) + 2G
[�2]
c1gis�

[+1]
’ i�

[+1]
’ s+

+G
[�1]

L
[�1]

L
[+2]
c2g

is�i�s +G
[�1]

L c4g
isglm�(is)

[+1]
� (lm)+

+G
[�1]

L c5�(is)
[+1]
� (is) +G

[�1]

L c6�i�
[+1]
’ i; (8)

где G—модуль сдвига; � —коэффициент Пуассона;
[�1]

L — характерная длина микро-

полярной теории;
[�2]
c1,

[+2]
c2, c3, c4, c5, c6 —не имеющие физической размерности псев-

доскаляры.
Тогда определяющие уравнения гемитропной микрополярной среды получаются в

форме:

�(is) = 2G
�
�(1� 2�)�1gisglm + gilgsm

�
�(lm) +G

[�1]

L (c4g
isglm
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L
[�1]
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1

2
G
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L c6�i;

�i = G
[�1]

L
[�1]

L
[+2]
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is�s +
1

2
G

[�1]

L c6
[+1]
’ i:

(9)
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Учитывая свойство степеней фундаментального ориентирующего скаляра3 e

riem = 0 (m = �1;�2; � � � )

и дополнительно вводя обозначения

c04 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6; c05 =

1

2
c5 �

1

4
c6; c06 = �c6; f i =

Xi

�
;

[�1]

l i =

[�1]

Y i

�
; (10)

получим уравнения движения для гемитропного микрополряного континуума в тер-
минах перемещений и микровращений

G[(1 + e2[�2]
c1)rsrsui + (1� e2[�2]

c1 + 2�(1� 2�)�1)rirkuk � 2e
[�2]
c1�

iklrk
[+1]

�l+

+
[�1]

L c04rirk
[+1]

� k +
[�1]

L c05rkrk
[+1]

� i] = ��(f i � @��u
i);

G
[�1]

L
[�1]

L [(1 +
1

e2

[+2]
c2)rsrs

[+1]

�i + (1� 1

e2

[+2]
c2 + 2c3)rirk

[+1]

� k +
[�1]

L �1c04rirkuk+

+
[�1]

L �1c05rkrkui +
[�1]

L �1c06�islrs
[+1]

� l]� 2eG
[�2]
c1(2

[+1]

�i�

� �pqngipgkqglngksrsul) = ��(
[�1]

l i �
[�2]

I @��
[+1]

�i):

(11)

3. Заключительные замечания. Применение формализма относительных
тензоров и алгебраических инвариантов в записях физических законов и дифференци-
альных уравнений позволяет более аккуратно изучать исследуемые физические поля.
Отметим также, что достаточно простой способ преобразования относительных тен-
зоров в абсолютные позволяет легко переходить от записи дифференциальных урав-
нений микрополярных теорий в терминах относительных тензоров к уравнениям в
терминах истинных тензоров.

Для систем координат, удовлетворяющих ограничению

jej = 1; (12)

т.е.

e = sgn e; (13)

3Ориентирующий трехмерное пространство псевдоскаляр веса +1 определяется соотношением

e =
[+1]
e = ı

1
· (ı

2
× ı

3
),

ı
k

(k = 1, 2, 3) — локальные базисные векторы.
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дифференциальные уравнения (11), в случае левоориентированной декартовой систе-
ме координат, преобразуются к виду

G[(1 +
[�2]
c1)@s@sui + (1�

[�2]
c1 + 2�(1� 2�)�1)@i@kuk � 2
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L c04@i@k
[+1]
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L c05@k@k
[+1]
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G
[�1]

L
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[+2]
c2)@s@s
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�i + (1�
[+2]
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[�1]
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+
[�1]

L �1c05@k@kui +
[�1]
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[+1]

� l]� 2G
[�2]
c1(2

[+1]

�i�

� �ikl@kul) = ��(
[�1]

l i �
[�2]

I @��
[+1]

�i):

(14)

Встречающаяся в литературе по микрополярным континуумам характерная длина
L считается абсолютным скаляром. В представленном исследовании она оказывает-
ся псевдоскаляром веса �1, т.е. чувствительна к преобразованиям полуизотропной
группы, в то время как модуль длины jLj остается инвариантным относительно таких
преобразований.
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ON THE THEORY OF LINEAR MICROPOLAR HEMITROPIC MEDIA

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with the application of relative tensors to modeling hemitropic
micropolar media. The latter is of crucial importance for biomechanics, mechanics of growing
solids and mechanics of metamaterials. The constitutive form of the micropolar elastic potential is
discussed. The basic equations of micropolar continuum are derived due to the principle of virtual
displacements. Differential equations of the micropolar continuum are given in terms of relative
tensors. The final form of dynamic equations for displacements and microrotations in the case of
semi-isotropic (hemitropic) micropolar continuum is derived and discussed.

Keywords: microstructure, micropolarity, director, relative tensor, orienting pseudoscalar,
micropolar hemitropic continuum
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Аннотация. Изготовление биметаллических деталей позволяет реализовать в них комплекс
эксплутационных и механических характеристик, присущих железоуглеродистым и цветным
сплавам. Реализация процесса разрабатываемой технологии формирования биметаллическо-
го литья с жестким стальным каркасом и поверхностью из цветных сплавов, обладающих
большими, чем материал каркаса пластичностью и электропроводностью, возможна за счет
применения модернизированного метода литья по выплавляемым моделям. Изменению под-
вергается стадия изготовления поверхности выплавляемой модели отливки, которая фор-
мируется запрессовкой воскообразного порошка в зазор между пресс-формой и стальным
каркасом, что позволяет повысить размерно-геометрическую точность литья за счет устра-
нения теплофизических дефектов. Проблемой в реализации такого подхода является упругий
отклик материала. В работе решается задача определения технологических параметров фор-
мирования воскообразной поверхности выплавляемой модели биметаллической отливки.
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Введение
Значительное количество технологических операций, сопровождающий процессы

получения заготовок деталей сложной пространственной конфигурации определили
необходимость разработки и совершенствования методов литья, позволяющих мини-
мизировать припуски на механическую обработку. Наиболее востребованным спосо-
бом формирования литых заготовок является метод литья по выплавляемым моде-
лям, традиционная последовательность операций в котором сводится к изготовлению
блоков с выплавляемыми моделями и элементами литниково-питающей системы, по-
слойному формированию на таких блоках и сушке керамических оболочковых форм,
выплавлению материала блоков из форм, прокаливанию и заливке их расплавом ме-
талла. Из производственной практики известно, что тепловые процессы, сопровож-
дающие технологические этапы получения таких заготовок, в значительной степени
определяют появление дефектов в виде усадки модельной массы, образования тре-
щин в керамике при выплавлении из нее модельного материала. Повышению каче-
ства поверхности выплавляемых моделей посвящено значительное количество работ
российских и зарубежных исследователей, которые преимущественно сводятся к изме-
нению свойств модельных материалов путем внесения в их состав наполнителей [1–3].
Однако изменение свойств модельных материалов не позволяет в полной мере устра-
нить образование тепловых дефектов. Решение проблемы видится не только в фор-
мировании пористости в структуре выплавляемых моделей, позволяющей повысить
трещиностойкость керамики на этапе удаления из нее модельной массы [4], но и в
получении качественной поверхности, не имеющей усадочных дефектов. В этой свя-
зи перспективным представляется получение 6-12 %-ой пористости в структуре вы-
плавляемой модели, формируемой прессованием порошков воскообразных составов,
направленное на устранение тепловых дефектов в полном объеме [5]. При формиро-
вании выплавляемых моделей несложной конфигурации пористость в их структуре
распределяется равномерно. Однако при формировании прессовок с протяженными
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элементами или участками переменной толщины возникает неоднородность распре-
деления свойств, приводящая к нарушению геометрии. Так, например, в ходе разра-
ботки процесса получения биметаллических отливок, определено, что формирование
поверхности из воскообразных материалов на стальном каркасе, значения плотности
различных участков модели могут отличаться. На рис.1 представлена схема после-
довательности получения биметаллической отливки, отличающаяся от традиционной
схемы литья по выплавляемым моделям наличием этапа формирования поверхностно-
го слоя выплавляемой модели путем запрессовки воскообразного модельного состава
прессующими элементами в зазор между внутренней поверхностью пресс-формы и
стальным каркасом [6]. Полученный блок затем облицовывают керамикой, сушат, вы-
плавляют воскообразные компоненты, прокаливают и в зазор, образовавшийся между
стальным каркасом и внутренней поверхность керамической оболочки, подают рас-
плав цветного металла с температурой ниже температуры плавления материала кар-
каса.

Рис. 1. Схема последовательности формирования биметаллической отливки: 1 –
пресс-форма; 2 – подвижный пресс-пуансон; 3 – стальной каркас; 4 – воскообразный
напрессованный слой; 5 – керамическая оболочка; 6 – биметаллическая отливка в

оболочковой форме.

В ходе серии предварительных исследований установлено, что получение пористой
структуры выплавляемых моделей достигаемой прессованием порошковых воскооб-
разных композиций, представляется предпочтительным перед традиционными мето-
дами формирования выплавляемых моделей заливкой (либо запрессовкой) жидкой
модельной массы в пресс-формы, так как позволяет повысить трещиностойкость обо-
лочковых форм и размерную точность литья [7]. При этом диапазон пористости для
различных модельных составов обусловлен их свойствами и определяется двумя фак-
торами: коэффициентом термического расширения [8] и допустимой эксплуатацион-
ной прочностью [9]. Удовлетворительная эксплуатационная прочность выплавляемых
моделей, получаемых прессованием порошков воскообразных материалов, на практи-
ке достигается в диапазоне значений пористости от 0 до 14 %. Последнее означает,
например, что значение плотности пористой модели на 14 % ниже плотности харак-
терной для состояния свободной заливки материала, из которого она сформирована.
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В состоянии свободной заливки в материале присутствует рассредоточенный воздух,
который может быть удален в результате внешнего механического воздействия. Так,
например, при изостатическом уплотнении плотность парафина марки Т1 удалось
увеличить с 0,86 г/см3 до 0,915 кг/м3 [10]. В результате роста нагрузки до определен-
ного момента, соответствующего началу пластификации материала при мундштучной
экструзии через диффузор, плотность формируемого протяженного изделия превы-
шает плотность материала, получаемую при свободной заливке. Вследствие такого
переуплотнения неизбежна разгрузка напряжения в формируемом теле, выражающе-
еся в упругом отклике материала и, в конечном итоге, искажении геометрии прессов-
ки. Искажения геометрии прессовки возникают также в условиях, когда отношение
площади диффузора к площади пресс-пуансона значительное, а скорость перемеще-
ния пресс-пуансона и, соответственно, скорости экструзии, высокие, то возникают
условия роста температуры в материале, поступающем в диффузор, что приводит
к оплавлению периферийных участков прессовки и появлению тепловых дефектов в
виде усадки. В этой связи рациональный выбор условий, при которых достигаются
прогнозируемые значения размеров прессовки, сводится к балансу между скоростью
экструзии и отношением площади диффузора к площади пресс-пуансона. В нашем
случае скорость перемещения пресс-пуансона предварительно определена экспери-
ментально и, как отмечено выше, составила 0,5 мм/с. Таким образом, для нашего
случая остается определить требуемый диапазон соотношений площадей диффузо-
ра и пресс-пуансона, при которых плотность длинномерной прессовки, имитирующей
формирование поверхности модели биметаллической отливки, будет ниже плотности
материала, характерной для литого состояния.
Цели и задачи
Целью работы является экспериментальное моделирование технологических этапов

процесса формирования тонкостенной поверхности выплавляемой модели биметалли-
ческой отливки высокой размерно-геометрической точности посредством определения
условий мундштучного выдавливания (соотношения площадей внутреннего попереч-
ного сечения цилиндрической пресс-матрицы и диффузора мундштука, силовых па-
раметров выдавливания), при которых достигаются требуемые значения плотности
протяженной прессовки из воскообразных материалов. В рамках представленной це-
ли исследования решались следующие задачи: - определение влияния соотношения
площадей внутреннего поперечного сечения пресс-матрицы и диффузора мундштука
на силовые параметры процесса выдавливания; - исследование влияния соотношения
площадей внутреннего поперечного сечения пресс-матрицы и диффузора мундштука
на плотность протяженной цилиндрической прессовки из воскообразных модельных
материалов.
Методы и подходы.
В качестве модельных использованы одно- и двухкомпонентные воскообразные ма-

териалы: парафин марки Т1 (ГОСТ 2368389. Парафины нефтяные твердые. Техниче-
ские условия) и парафиностеариновый состав марки ПС 50/50, полученный сплавле-
нием парафина марки Т1 со стеарином (ГОСТ 6484-96. Кислота стеариновая техни-
ческая. Технические условия). Таким образом, в эксперименте использованы Т1, как
основной компонент состава ПС 50/50, так и сам состав, свойства которых позволяют
их отнести к первой классификационной группе согласно [11, с.119]. Указанные ма-
териалы поставлены в виде пластин, полученных свободной заливкой в изложницы
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размерами 150х400х500 мм. Воскообразный материал, получаемый свободной залив-
кой, имеет мелкодисперсную рассредоточенную пористость, с учетом которой плот-
ность Т1 составляет 0,86 г/см3, а плотность ПС 50/50 0,934 г/см3 соответственно.
Для реализации цели эксперимента воскообразные материалы подвергали измельче-
нию и рассеву на ситах, выполненных в соответствии ГОСТ 29234-91 «Пески фор-
мовочные. Метод определения среднего размера зерна и коэффициента однородно-
сти». По завершении рассева материал представляет собой фракции от 0,63 до 2,5 мм
хлопьевидной формы. Технологически обусловленный диапазон фракций материала,
используемых в эксперименте, определен в результате предварительных исследова-
ний [7]. Установлено, что применение фракций модельного материала менее 0,63 мм
увеличивает склонность к образованию комков, а при фракциях более 2,5 мм подача
материала в различные участки пресс-форм сложной конфигурации затрудняется. На
рис.2 представлена схема конструкции пресс-формы.

Рис. 2. Схема реализации эксперимента: 1 – пресс-матрица; 2 – мундштук с
переменным диффузором; 3 – поршень пресс-матрицы; 4 – порошок воскообразного

модельного состава.
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В ходе эксперимента фракции материалов Т1 и ПС 50/50 (позиция 4) помеща-
ли в вертикально ориентированную цилиндрическую пресс-форму с внутренним диа-
метром D = 45 мм (позиция 1), в донной части которой расположен мундштук (по-
зиция 2), выполненный в виде диффузора с конической внутренней поверхностью,
угол наклона образующих которой равен 120°, что позволяет снизить величину на-
грузки ,необходимой для начала процесса экструзии [12, c.39]. Предварительными
экспериментами определены требования к материалам пресс-форм, предназначенных
для получения прессованных выплавляемых моделей. Так, например, использование
сплавов на основе алюминия недопустимо вследствие адгезии уплотняемого воско-
образного состава к поверхности пресс-формы, предположительно ввиду пластично-
сти и низкой плотности алюминиевых сплавов. Применение стали 45 для выполнения
элементов пресс-формы обеспечивает последней жесткость, позволяющую пренебречь
значениями деформаций в ней, возникающих при экструзии воскообразного матери-
ла в ходе перемещения поршня (позиция 3) и уплотнения порошкового тела. В ходе
эксперимента диаметр диффузора мундштука последовательно изменяли в сторону
увеличения от di,j = 0,006м с шагом 0,002м до диаметра, при котором завершает-
ся пластификации порошкового тела, характеризующегося отсутствием уплотнения
материала и формированием прессованного цилиндрического тела. Масса дозиров-
ки воскообразного материала 4 в каждом эксперименте составляла 0,1 кг. В ходе
перемещения пресс-пуансона 3 с установленной предварительными экспериментами
номинальной скоростью 0,5 мм/с [5,13] материал порошкового тела уплотняется и, по
достижении им пластических свойств, выдавливается через диффузор 2. Сам процесс
формирования длинномерной прессовки путем мундштучного выдавливания можно
представить в виде трех последовательных этапов [14]: на первом, характеризующем-
ся ростом значений нагрузки при одновременном перемещении пуансона 3, частицы
материала 4 перераспределяются и уплотняются; на втором этапе, нагрузка достигает
максимальных значений, при которых начинается экструзия материала; на третьем
этапе нагрузка падает до значений, уровень которых остается неизменным до окон-
чания процесса экструзии. Поддержка скоростного режима и регистрация силовых
параметров экструзионного выдавливания осуществлялись при помощи универсаль-
ной испытательной машины AG-X plus Shimadzu, обеспечивающей отклонение значе-
ний нагрузки не более 0,03 % от задаваемого. Диаметры получаемых длинномерных
прессовок определяли при помощи цифрового регистратора DIN 863 Vogel, обеспечи-
вающего точность измерения 0,001 мм.
Результаты и обсуждение.
Экспериментально получены зависимости нагрузки, возникающей на поршне пресс-

матрицы в ходе перемещения вдоль вертикальной оси, определяющей пластификацию
порошкового тела и последующую его экструзию, от отношения площади диффузо-
ра к площади сечения внутренней полости пресс-матрицы, представленные на рис.3.
Для упрощения визуального восприятия результаты эксперимента представлены в
виде различающихся по цветам кривых: синим цветом представлены зависимости,
характерные для экструзии материала Т1, красным – для материала ПС 50/50 соот-
ветственно. Сплошными линиями представлены зависимости, характерные для экс-
трузии материалов фракции 2,5 мм, красным – для материалов фракции 0,63 мм
соответственно. Полиноминальные кривые, представленные на рис.3, характеризуют-
ся убыванием по экспоненте, а величина достоверности аппроксимации данных R2, в
целом, значительно превышает 0,9. Из графиков видно, что с увеличением значения
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соотношения площадей диффузора и внутренней полости пресс-матрицы величина
нагрузки, необходимой для начала процесса экструзии, снижается в диапазоне от 32
кН до 6 кН для материала Т1 и в диапазоне от 28 кН до 2 кН для материала ПС
50/50 соответственно. Такие различия в значениях нагрузки определяются большей
пластичностью материала ПС 50/50 по сравнению с Т1. Общей тенденцией для всех
задействованных в эксперименте материалов является более значительная величина
нагрузки, возникающей при экструзии порошкового тела, состоящего из фракции 2,5
мм, чем при экструзии материала фракции 0,63 мм. По всей видимости, объясне-
ние такого явления заложено в неравенстве площадей поверхности частиц различных
фракции, выражающихся в конечном итоге в значениях насыпной плотности. Экспе-
риментально определено, что для воскообразных материалов более высокая насыпная
плотность, присуща порошковым телам, состоящим из частиц большей фракции. Так,
например, для фракции 0,63 мм материала ПС 50/50 насыпная плотность составляет
310 кг/м3, а для фракции 2,5 мм того же материала значение насыпной плотности
составляет 340 кг/м3.

Рис. 3.Зависимость максимальной нагрузки от соотношения площадей внутреннего
поперечного сечения цилиндрической пресс-матрицы и выходного отверстия

диффузора.

В ходе эксперимента, результаты которого представлены на рис.3, определена верх-
няя граница диапазона значений величины соотношения площадей диффузора и внут-
ренней полости цилиндра, при которых возможно создание условий для получения
длинномерной пористой прессовки из воскообразных модельных композиций. Опре-
деление технологически приемлемого диапазона соотношения площадей диффузора и



32 Е. Е. АБАШКИН, Н. А. БОГДАНОВА, С. Г. ЖИЛИН, О. Н. КОМАРОВ, В. В. ПРЕДЕИН

Рис. 4.Зависимость плотности длинномерных прессовок от соотношения площадей
внутреннего поперечного сечения цилиндрической пресс-матрицы и выходного

отверстия диффузора.

пресс-пуансона осуществлялось путем измерения плотности получаемых длинномер-
ных прессовок. Результаты измерений представлены на рис.4 в виде экспоненциаль-
ных зависимостей значений плотности длинномерных прессовок из порошковых вос-
кообразных материалов от соотношения площадей внутреннего поперечного сечения
цилиндрической пресс-матрицы и выходного отверстия диффузора. Из графика вид-
но, что данные, как и в случае с графиком на рис.3, позволили получить убывающие
по экспоненте полиноминальные кривые, характеризующиеся величиной достоверно-
сти аппроксимации R2, значительно превышающей 0,9. Видно, что условия экструзии,
возникающие при соотношении рассматриваемых в эксперименте площадей меньших
0,05, приводят к формированию переуплотненных прессовок. Это справедливо для
всех материалов, задействованных в эксперименте. Для ПС50/50 значения плотности
меньшие, чем 0,934 г/см3 и для Т1 значения плотности меньшие, чем 0,860 г/см3
достигаются при соотношении площадей больших, чем 0,05. Очевидно, что для всех
рассмотренных в эксперименте материалов значения плотности длинномерных прес-
совок при увеличении диаметра выходного отверстия диффузора уменьшаются. При
этом на конечную плотность прессовок, получаемых экструзией, определенное (но не
решающее) влияние оказывает фракция материала: использование материала фрак-
ции 2,5 мм приводит к получению прессовки с плотностью на 1-2 % большей, чем у
прессовок из фракции 0,63 мм. Увеличение соотношения площадей внутреннего попе-
речного сечения пресс-матрицы и выходного отверстия диффузора более 0,1 приводит
к появлению дефектов на поверхности длинномерной прессовки.
Выводы
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В результате эксперимента, моделирующего этапы процесса формирования тон-
костенной поверхности выплавляемой модели биметаллической отливки высокой
размерно-геометрической точности, определены условия мундштучного выдавлива-
ния, при которых на выходе из экструдера достигаются технологически приемлемые
значения плотности протяженной прессовки из воскообразных материалов. Установ-
лено, что при увеличении соотношения площадей поперечного сечения и диффузора
мундштука значение максимальной нагрузки, необходимой для начала процесса мунд-
штучного выдавливания, уменьшается, а более значительная величина нагрузки, воз-
никает при экструзии порошкового тела, состоящего из более крупной фракции. Для
всех воскообразных материалов, задействованных в эксперименте, установлены соот-
ношения площадей внутреннего поперечного сечения цилиндрической пресс-матрицы
и выходного отверстия диффузора, соответствующие диапазону значений 0,05÷0,1,
при соблюдении которого возможно формирование пористых прессовок с удовлетво-
рительным качеством поверхности и плотностью меньшей, чем плотность этого мате-
риала, получаемая в результате свободной заливки.
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FORMATION OF A HIGH DIMENSIONAL-GEOMETRIC BIMETALLIC

CASTING

Khabarovsk Federal Research Center of the FEB RAS, Komsomolsk-na-Amure, Russia

Abstract. The production of bimetallic parts makes it possible to realize in them a set of
operational and mechanical characteristics inherent in iron-carbon and non-ferrous alloys. The
implementation of the process of the developed technology for the formation of bimetallic casting
with a rigid steel frame and a surface made of non-ferrous alloys, which have greater plasticity
and electrical conductivity than the frame material, is possible through the use of a modernized
investment casting method. The stage of manufacturing the surface of the investment casting model,
which is formed by pressing the wax powder into the gap between the mold and the steel frame,
is subject to change, which makes it possible to increase the dimensional and geometric accuracy
of casting by eliminating thermophysical defects. The problem in implementing this approach is
the elastic response of the material. This work solves the problem of determining the technological
parameters of the formation of the waxy surface of the melted model of a bimetallic casting.
Keywords: bimetallic casting, process modeling, deformation, stress, extrusion, waxy materials,
temperature defects, investment casting, pressing, dimensional and geometric accuracy.
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нейное краевое условие. Указан критерий выбора узловых точек разбиения аппроксимиру-
ющей функции, позволяющий управлять режимами взаимодействия волновых фронтов всех
типов в решении краевой задачи. Получена итерационная формула изменения скорости удар-
ной волны в результате ее попутного столкновения с медленными фронтами предваритель-
ного растяжения, а также итерационные соотношения для построения поля перемещений на
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Введение
Моделирование нелинейной динамики твердых деформируемых тел на математи-

ческим уровне, как правило, связано с необходимостью обращения к теоретическим
или численным приближенным методам из-за невозможности получить точные ана-
литические решения. Такие решения, которые удается построить лишь в некоторых
исключительных случаях (например, в плоских автомодельных задачах), имеют не
только большое самостоятельное значение, но и используются как предельный случай
при анализе других задач. В настоящей статье представляем один из вариантов задач
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нелинейной динамики твердых сред, допускающих точные решения — задачи одно-
мерного нестационарного деформирования разномодульного упругого полупростран-
ства на стадии малых деформаций. Модельные соотношения выбраны в форме фи-
зически нелинейной среды [1]. При одномерном деформировании модель [1] приводит
к кусочно-линейной связи напряжений и деформаций, которой оказывается вполне
достаточно как для линейного волнового характера уравнений движения, так и для
появления ряда нелинейных эффектов (образование ударных волн, движение удар-
ных волн с переменными скоростями, взаимодействие различных типов деформаций
и т.д.). Дополнительным приемом, используемым в работе, является представление
краевого условия на границе полупространства в виде кусочно-линейной функции.
Краевое условие этого вида может иметь место само по себе, а также может аппрокси-
мировать некоторое гладкое условие. В обоих случаях возникает достаточно удобный
алгоритм [2] решения нестационарной краевой задачи, учитывающий движение по
среде ударных волн, полусигнотонов и простых разрывов [3], а также позволяющий
описывать результат взаимодействия этих волн между собой. Такие решения могут
быть полезными при анализе динамики грунтов, сыпучих и пористых сред, кото-
рые традиционно относятся к раномодульноупругим материалам. В настоящей статье
своей целью ставим исследование особенностей выбора кусочно-линейной функции
краевого условия и включение соответствующих ограничений на аппроксимирующее
разбиение в алгоритме [2] для создания возможности управления режимами взаимо-
действия волновых фронтов всех типов.
Общие модельные соотношения и скорости поверхностей разрывов пер-

вых производных поля перемещений
Движение разномодульной изотропной среды определяем общей системой уравне-

ний в декартовых координатах xi, предполагая малость деформаций, отсутствие мас-
совых сил и адиабатичность процесса:

�ij;j = �0 _vi; � = �0(1� ui;i); �ij =
@W

@eij
;

2eij = ui;j + uj;i; W (E1; E2) =
�

2
E2

1 + �E2 � �E1

p
E2 + : : : ;

E1 = eii; E2 = eijeji; vi = _ui =
@ui
@t

; ui;j =
@ui
@xj

:

(1)

В формулах (1) ui и vi — компоненты вектора перемещений и скорости точек среды,
� и �0 — плотность среды в актуальном и свободном состоянии, eij и �ij — компонен-
ты тензора малых деформаций и тензора напряжений Эйлера-Коши, W — упругий
потенциал среды, в котором �, �, � — упругие модули (�, � — параметры Ламе, �
— параметр разномодульности). Многоточием в формуле для W (E1; E2) обозначены
невыписанные слагаемые, соответствующие обобщению [4] модели [1] и следующие из
разложения W (E1; E2) в ряд по сферическим функциям.

Для деформаций общего типа с главными значениями ei формулы (1) определяют
зависимость упругого потенциалаW от угла между единичным вектором с компонен-
тами eiE

�1=2
2 и осью всесторонней равномерной деформации e1 = e2 = e3.

Для рассматриваемой далее в статье задачи одномерного движения среды u1 =
u(x; t), u2 = u3 = 0, x = x1 из формул (1) для связи напряжений и деформаций
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следует кусочно-линейное соотношение:

�(e) = f�+ 2�� 2� � sign(e)g e; �(0) = 0;

sign(e) =
e

jej
; e 6= 0 e = e11; � = �11:

(2)

Дополнение формулы �(e) в (2) значением в нуле �(0) позволяет аналогично [4]
определить непрерывное поле напряжений, хотя модельные соотношения (1) имеют
особенность в нуле.

Следствием (1), (2) будут уравнение движения и его решение в форме Даламбера:

u;xx =
�u

c2
; c =

(
a =

p
(�+ 2�+ 2�)=�; u;x< 0;

b =
p

(�+ 2�� 2�)=�; u;x> 0;

u(x; t) = f(�) + g(�); �(x; t) = x� ct; �(x; t) = x+ ct;

a > b при � > 0:

(3)

Характеристические скорости a и b соответствуют «быстрому» процессу сжатия
(u;x< 0) и «медленному» процессу растяжения (u;x> 0). Конкретный вид функций
f(�) и g(�) определяется, как обычно, исходной системой краевых и начальных усло-
вий задачи, а также условиями на подвижных поверхностях x = �(t), разделяющих
область решения на подобласти. Для нестационарных краевых задач на поверхностях
x = �(t) возможны разрывы первого рода поля скоростей и деформаций. Скорость
�0(t) и разрывы функций �(e) и v связаны между собой условиями совместности [5]:

[�] = ��0�
0(t)[v]; [v] = ��0(t)[u;x ]: (4)

В (4) [�] = �+ � �� — разрыв (скачок) � на поверхности x = �(t), где �+ и �� —
значения � перед x = �(t) и сразу за ней; скачки v и u;x определены аналогично. Из
(2) и (4) следует формула для связи скорости �0(t) возможной поверхности разрывов
с состоянием среды в ее окрестности:

�0(t) =

�
��1

0

�
�+ 2�� 2�sign(u;�x )� 2� � [sign(u;x )]

u;+x
[u;x ]

��1=2

: (5)

Классификацию возможных разрывов обобщенного решения уравнения движения
(3) введем аналогично принятой в [2, 3]. Полусигнотоном x = 
(t) будем назы-
вать плоскую одномерную волну, если u;+x u;

�
x = 0 при u;+x 6= u;�x , простым разры-

вом x = �(t) — если u;+x 6= 0 и u;+x u;�x > 0. Простой разрыв и полусигнотон, которые
распространяются по среде (1) со скоростью a, будем называть быстрыми фронтами
��a(t), 
�a(t), со скоростью b — медленными ��b(t), 
�b(t). Знаками «+» и «�» у
верхних индексов a и b обозначены противоположные направления движения фрон-
тов. В дальнейшем, знак «+» будем опускать. Если в обобщенном решении уравнения
движения существует скачок первых производных перемещений и u;+x u;�x < 0, то та-
кой сильный разрыв назовем ударной волной x = �(t) со скоростью �0(t) = G(t).
Используя (4) и (5) для модели (1), можно показать, что b < G(t) < a [3, 5]. Сле-
довательно, ударная волна скачком меняет тип деформации с растяжения (u;+x > 0,
c+ = b) на сжатие (u;�x < 0, c� = a). Обратный случай — переход от сжатия к растяже-
нию — невозможен, поскольку такой разрыв не является эволюционным [6]. Простой
разрыв x = �(t) не изменяет тип деформированного состояния среды. Ударная волна
и простой разрыв распространяются только по ненулевому предварительному полю



КУСОЧНО-ЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ И РЕШЕНИЙ... 39

деформаций u;+x 6= 0. Полусигнотон x = 
(t) меняет предварительно недеформиро-
ванную область u;+x = 0 на растяжение или сжатие и наоборот. Следует отметить, что
быстрый и медленный полусигнотоны могут двигаться парой с образованием жестко-
го слоя 
b(t) 6 x 6 
a(t) между собой [3, 7].

На основе перечисленных свойств плоских одномерных волн проведем ана-
лиз возможных волновых картин в одномерной нестационарной краевой задаче о
растяжении-сжатии разномодульного упругого полупространства.
Взаимодействие ударной волны с простыми разрывами и полусигнотона-

ми в одномерной задаче деформации разномодульной упругой среды
Рассматриваем полупространство x > 0, занятое средой (1) с границей x = 0, неде-

формированное до момента t0 = 0. В момент t0 = 0 на границе x = 0 начинает
действовать нагрузка, результатом которой являются следующие граничные переме-
щения:

u(0; t) = F (t); F (0) = F (t3) = 0; F (t)
��
06t6t3

6 0;

F (t)
��
t>t3

> 0; F 0(t)
��
06t6t2

< 0; F 0(t)
��
t>t2

> 0:
(6)

В (6) F (t) — известная кусочно-гладкая функция (серая линия на рис. 1). Такое кра-
евое условие вызывает начальное динамическое растяжение среды с последующим
сжатием [8].

Рис. 1. Перемещение граничных точек полупространства

Заменим функцию F (t) ее непрерывной кусочно-линейной аппроксимацией �(t)
(черная ломаная линия на рис. 1):

�(t)
��
t2[t1(i�1);t1i]

= yi(t); i = 1; 2; : : : ; N + 2;

t10 = 0; t1(N+1) = t2; t1(N+2) = t3;

yi(t) = kit+ pi; ki =
�i � �i�1

t1i � t1(i�1)
; pi = �i�1 � kit1(i�1); �i = F (t1i):

(7)

Для участка F (t) между t10 = 0 и t1(N+1) = t2, как следует из (7), выбираем до-
полнительно N внутренних узловых точек (значение N задаем, исходя из требуемой
точности аппроксимации). При решении задачи число узловых точек N остается неиз-
менным. Для участка t > t2 используем линейную аппроксимацию F (t) на основе ее
значений в узлах t2 и t3, что не является принципиальным ограничением. При та-
ком выборе в области сжатия не возникает дополнительных быстрых простых волн
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от границы x = 0, что позволяет несколько сократить изложение. Ранее [2] автора-
ми рассматривался наиболее простой вариант краевого условия в виде трехзвенной
ломаной (количество дополнительных внутренних узлов N = 1).

В результате замены условия (6) соотношениями (7) появляется возможность по-
строить решение для поля перемещений u(x; t) в кусочно-линейной форме для всей
области среды, куда распространился процесс деформирования, с учетом необходи-
мого деления на подобласти. В [2] было показано, что в результате воздействия (7)
при 0 6 t < t2 от границы x = 0 последовательно отделяются полусигнотон 
b1 (пе-
ред ним находится область 0, где среда покоится) и система простых разрывов �bi ,
t = t1i, i = 1; 2 : : : ; N (рис. 2). Область между 
b1 и �b1 обозначена I1 (рис. 2), между
�b1 и �bN находятся области Ii, за �bN — область IN+1. Во всех этих областях происхо-
дит растяжение, постоянная деформация растяжения u;x = const меняется скачком
на полусигнотоне 
b1 и простых разрывах �bi . Таким образом, для перемещений uI

(i) в
областях Ii (i = 1; 2; : : : ; N +1) с учетом (7) нетрудно получить решение на начальном
этапе t < t2:

Рис. 2. Диаграмма ударных волн, простых разрывов и полусигнотонов

uI
(i)(x; t)jli+16x6li = Ai +Bi(t� t1(i�1)) + Cix;

Ai = pi; Bi = ki; Ci = �ki=b;

l1(t) = 
b1(t); li+1(t) = �bi (t); lN+2(t) = 0;


b1(t) = bt; �bi (t) = b(t� t1i); t10 = 0; i = 1; 2; : : : ; N + 1:

(8)

В момент t = t2 на границе x = 0 происходит скачкообразный переход от растяги-
вающих к сжимающим усилиям и мгновенное образование ударной волны �1 [8]. За
�1 (область II на рис. 2) среда переходит в сжатое состояние. Ранее [2] было показано,
что кусочно-линейный закон (7) приводит к постоянной скорости �01 = G1:
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G1 =

�
a2 � (a2 � b2)

kN+1=b

kN+1=b�R=a

�1=2

; b < G1 < a;

R =
1

2

�
a

b
+
b

a

�
kN+1 +

1

2

s�
a

b
+
b

a

�2

k2
N+1 � 4kN+2(2kN+1 � kN+2)

(9)

На основе (3), (7) и (9) для перемещений в области II получим

uII(x; t)j06x6�1(t) = AN+2 +BN+2(t� t2) + CN+2x;

AN+2 = kN+2t2 + pN+2; BN+2 = kN+2(1�G1=b) +G1R=a;

CN+2 = �R=a; �1(t) = G1(t� t2):

(10)

Решение перед �1 продолжает определяться согласно (7), за �1 — согласно (10) до
момента времени t = T1 = (bt1N � G1t2)=(b � G1), когда ударная волна �1 догонит
«ближайший» к ней простой разрыв �bN . При этом исчезает область IN+1 и решение
uI

(N+1). Столкновение �1 и �bN происходит при x = X1 = G1(T1� t2). Его результатом
будет образование двух новых волновых фронтов, расходящихся от x = X1 при t > T1

в обе стороны: бытрый простой разрыв ��aN+1 идет к границе x = 0, ударная волна �2

со скоростью G2 6= G1 — в сторону бегущего впереди нее пакета медленных простых
разрывов. Между �2 и ��aN+1 появляется новая область сжатия III1 (рис. 2), состоя-
ние внутри которой, как и ранее в области II, определяется взаимодействием между
собой предварительного растяжения и последующего сжатия. Этот эффект отлича-
ет разномодульную среду [1] от линейной упругой среды, где каждый из участков
условия (7) последовательно передавал бы в полупространство собственные значения
деформации, не связанные друг с другом. Если сжатие на границе продолжается по
линейному закону, то ударная волна �2 догонит в момент времени t = T2 следующий
медленный простой разрыв �bN�1. Вновь появляются два новых волновых фронта —
ударная волна �3 и быстрый простой разрыв ��aN+2, расходящихся от x = X2 в про-
тивоположные стороны. Так продолжается до тех пор, пока ударная волна �N+1 не
догонит медленный полусигнотон 
b1. В этом случае в момент времени t = TN+1 от
x = XN+1 расходятся в разные стороны быстрый полусигнотон 
a2 и быстрый простой
разрыв ��a2N+1 (рис. 2). Таким образом, ударная волна с постоянно эволюционирующим
фронтом �i (за счет изменения ее скорости Gi) «уничтожает» одну за другой области
растяжения Ii и выходит в недеформированную часть полупространства. В результа-
те такого попутного столкновения �i с �bN�i+1 и �N+1 с 
b1 соответствующие области
растяжения Ii перестают существовать, а области сжатия IIIi (i = 1; 2; : : : ; N+1) по-
являются. Для скоростей Gi из (5) с учетом (3), (7) получим формулу, более простую
для применения, чем (9):

Gi = a� kN+2�i(a
2 � b2)

kN+2�i(a+ b)� b(kN+2 +R)
= const;

b < Gi < a; i = 2; 3; : : : ; N + 1:

(11)
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Из (11) следует, что значения скоростей Gi можно вычислить сразу, как только
определены краевые условия (7). Перемещения в возникших областях IIIi имеют вид:

uIII
(1)(x; t)j��aN+1(t)6x6�2(t) = AN+3 +BN+3(t� T1) + CN+3x;

uIII
(i+1)(x; t)j��aN+1+i(t)6x6�i+2(t) = AN+3+i +BN+3+i(t� Ti+1) + CN+3+ix;

uIII
(2N+3)(x; t)j��a2N+1(t)6x6
a2 (t) = A2N+3 +B2N+3(t� TN+1) + C2N+3x;

AN+3 = kN t1N � pN + CN+3X1;

BN+3 =
b(kN+3 +R)G2 + akN (b�G2)

b(a+G2)
;

CN+3 =
kN (b�G2)� b(kN+2 +R)

b(a+G2)
;

AN+3+i = AN+2+i +BN+3+i(Ti+1 � Ti) +Xi(CN+2+i � CN+3+i);

BN+3+i = BN+2+i � a(CN+2+i � CN+3+i);

CN+3+i =
aCN+2+i �BN+2+i + (b�Gi+2)kN�i=b

a+Gi+2
;

A2N+3 = A2N+2 +B2N+2(TN+1 � TN +XN+1=(2a)) +XN+1C2N+2=2;

B2N+3 = (B2N+2 � aC2N+2)=2;

C2N+3 = (aC2N+2 �B2N+2)=(2a);

Ti+1 =
Xi + bt1(N�i) �Gi+1Ti

b�Gi+1
; Xi+1 = Xi +Gi+1(Ti+1 � Ti);

TN+1 =
XN �GN+1TN
b�GN+1

; XN+1 = XN +GN+1(TN+1 � TN );

��aN+1(t) = X1 � a(t� T1); �2(t) = X1 +G2(t� T1);

��aN+1+i(t) = Xi+1 � a(t� Ti+1); �i+2(t) = Xi+1 +Gi+2(t� Ti+1);

��a2N+1(t) = XN+1 � a(t� TN+1); i = 1 : : : N�1:

(12)

Решение в области за �1 продолжает вычисляться согласно (10). Таким образом,
перемещения в каждой новой области можно получить только с учетом решений в
появившихся ранее областях.

Важно отметить, что до сих пор говорилось только о взаимодействии ударной вол-
ны �i(t) с медленными разрывами �bi перед ней и не упоминалось, что в общем случае
отраженные при каждом таком взаимодействии быстрые разрывы ��aN+i с момента
времени t� = X1=a � T1 достигают границы x = 0 и отражаются от нее уже как
�a2N+1+i. Таким образом, позади ударной волны создается область сжатия, где проис-
ходит взаимодействие приходящих (��aN+i) и отраженных (�a2N+1+i) от границы x = 0
быстрых простых разрывов, в том числе, �a2N+1+i могут догнать ударную волну сза-
ди. С целью уменьшить объем изложения ограничимся временами t 6 TN+1 < t�,
не рассматривая эффекты взаимодействия быстрых простых разрывов между собой
и с ударной волной. Записывая неравенство t� > TN+1 с учетом X1 = G1(T1 � t2),
T1 = (bt1N �G1t2)=(b�G1), получим

b(1 +G1=a)t1N �G1(1 + b=a)t2
b�G1

> TN+1: (13)
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Левая часть неравенства (13) нелинейным образом зависит от t1N , поскольку G1

тоже функция от t1N . Значение t = t1N задается при замене гладкой функции F (t) ее
непрерывной кусочно-линейной аппроксимацией �(t). Положение точки t1N (рис. 2)
существенно влияет на ход дальнейшего решения, поэтому нам необходимо получить
некоторые критерии по ее выбору. Так, полагая t1N = t12, t11 = t12=2 (т.е. ограничивая
количество внутренних узлов аппроксимации N = 2), можем записать неравенство
(13) в виде

b(1 +G1=a)t12 �G1(1 + b=a)t2
b�G1

> T3; (14)

где с учетом (9) и (11)

T3 =
X2 + bt0 � aT2

b� a
; T2 =

X1 + bt11 �G2T1

b�G2
; T1 =

bt12 �G1t2
b�G1

;

X1 = G1(T1 � t2); X2 = X1 +G2(T2 � T1);

G1 =

�
a2 � (a2 � b2)k3=b

k3=b�R=a

�1=2

; G2 = a� (a2 � b2)k2

k2(a+ b)� b(k4 +R)
;

R = (a=b+ b=a)k3 +
q

(a=b+ b=a)2k2
3 � 4k4(2k3 � k4):

Неравенство (14) позволяет на интервале (0; t2) найти для значения t1N = t12 огра-
ничение сверху ~t, такое что при 0 < t1N < ~t отраженные от границы разномодульного
полупространства простые разрывы не успевают догнать ударную волну прежде, чем
произойдет ее попутное столкновение с передним фронтом растяжения 
b1 и выход в
недеформированную область 0 (рис. 2). Значение ~t находим из неявного уравнения,
полученного приравниванием левой и правой части неравенства (14) с заменой t12 на
~t. Заметим, что значение ~t не зависит от заданного количества узловых точек разби-
ения N и определяется исключительно угловыми коэффициентами kN (t1(N�1); t1N ),
kN+1(t1N ; t1(N+1)) отрезков yN и yN+1 аппроксимирующей функции �(t) (в формуле
(14) это k2(t11; t12), k3(t12; t2)). Таким образом, выбирая t1N < ~t, получаем решение за-
дачи без взаимодействия ударной волны с отраженными от границы x = 0 простыми
разрывами, а при t1N > ~t — с учетом таких взаимодействий.

Множество постоянных значений скоростей Gi (i = 1; 2; : : : ; N+1), построенное из
(9), (11) для случая t1N < ~t, схематически показано на рис. 3. Отметим, что дискрет-
ные значения Gi не лежат на одной прямой даже при постоянном шаге разбиения
отрезка [t1; t1N ]. Кроме того, при выборе точки t1N < ~t скорость ударной волны моно-
тонно убывает (b < GN+1 < GN < : : : < G1 < a), т.е. взаимодействие ударной волны
с медленными простыми разрывами �bi приводит к ее торможению. И наоборот, если
принять t1N > ~t, то набегающие сзади на ударную волну отраженные от границы
x = 0 быстрые фронты сжатия �a2N+1+i с некоторого момента времени разгоняют ее.

На рис. 4 изображена последовательность мгновенных кусочно-линейных диаграмм
перемещений u и деформаций u;x, соответствующих полученным решениям (8)–(12).
Диаграммы построены для различных моментов времени: (а) t11 < � < t12, (б) t1N <
� < t2, (в) t2 < � < T1, (г) T1 < � < T2, (д) TN < � < TN+1, (е) t11 > TN+1;
горизонтальная ось нормирована: (а), (б) z = x=(b�), (в) z = x=(G1�), (г)–(е) z =
x=(a�).
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Рис. 3. Диаграммы перемещений и деформаций

Заключение
Из представленных в работе расчетов следует, что физическая нелинейность мо-

дели [1] не только сохраняется при кусочно-линейной постановке краевых условий,
но и проявляется весьма существенно, если параметр разномодульности � сопоставим
со значениями параметров Ламе. Таким образом, показано, что кусочно-линейная
аппроксимация краевых условий позволяет решать достаточно большое количество
задач одномерной динамики разномодульных сред, где малый характер деформаций
определяет простоту аналитического решения в каждой из областей. Более того, ука-
занные ограничения и особенности выбора узловых точек аппроксимирующей функ-
ции позволяют «включать» или «выключать» эффекты взаимодействия ударной вол-
ны с фронтами определенного типа и направления, тем самым изменяя (и, надеемся,
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Рис. 4. Распределение скоростей ударных волн в зависимости от номера фронта

упрощая) ход решения конкретной краевой задачи. Одновременно можно предпола-
гать, что такой подход может быть приемлем и для других физически нелинейных
сред и процессов деформирования.
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Abstract. The one-dimensional deformation dynamics in an elastic heteromodular medium under
nonstationary boundary loading in the «tension and compression» mode is considered. The features
of constructing a piecewise linear approximation of a nonlinear boundary condition are investigated.
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collision with slow fronts of preliminary tension is obtained; the iterative relations for constructing
the displacement field at all stages of deformation are written.
Keywords: elasticity, heteromodular medium, nonstationary deformation, one-dimensional
motion, collision of waves, plane waves, piecewise linear approximation.

REFERENCES
[1] Myasnikov V. P., Lyakhovsky V. A. On the behavior of elastic cracked solid // Izvestiya of the Academy

of Sciences of the USSR. Physics of the Solid Earth. 1984. № 10. С. 71–75. (in Russian).
[2] Dudko O. V., Lapteva A. A., Ragozina V. E. Nonstationary 1D Dynamics Problems for Heteromodular

Elasticity with Piecewise-Linear Approximation of Boundary Conditions // PNRPU Mechanics
Bulletin. 2019. № 4. С. 5–15. (in Russian).

[3] Maslov V. P., Mosolov P. P. General theory of equations of motion of the elastic multimodulus
medium // Journal of applied mathematics and mechanics. 1985. № 49(3). С. 419–437. (in Russian).

[4] Myasnikov V. P., Oleinikov A. I. Fundamentals of Mechanics of Heteromodular Media. Vladivostok:
Dal’nauka, 2007. 172 p. (in Russian).

[5] Blend D. Nonlinear dynamic theory of elasticity. Moscow: Mir, 1972. 183 p. (in Russian).
[6] Kulikovskii A. G., Sveshnikova E. I. Nonlinear Waves in Elastic Media. Boca Raton, FL: CRC Press,

1998. 412 p.
[7] Gavrilov S. N., Herman G. C. Wave propagation in a semi-infinite heteromodular elastic bar subjected

to a harmonic loading // Journal of Sound and Vibration. 2012. № 331(20). С. 4464–4480.
[8] Dudko O. V., Lapteva A. A., Semenov K. T. About distribution of plane one-dimensional waves and

their interaction with wall in the media, different resistance to tension and compressionлн и их вза-
имодействии с преградами в среде, по-разному сопротивляющейся растяжению и сжатию // Far
Eastern Mathematical Journal. 2005. № 6(1-2). С. 94–105. (in Russian).

Lapteva Anastasia Alexandrovna, PhD in Physical & Mathematical Sciences, Junior Researcher,
Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok,
Russia.
Ragozina Victoria Evgenievna, PhD in Physical & Mathematical Sciences, Senior Researcher,
Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok,
Russia.
Dudko Olga Vladimirovna, PhD in Physical & Mathematical Sciences, Leading Researcher,
Institute of Automation and Control Processes, Far Eastern Branch of the RAS, Vladivostok,
Russia.



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №4 (46). С. 47–53

М.В.Петров, Е. Г. Гоник, Б.В.Михайлов

ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ НЕСОВЕРШЕНСТВ ТОНКОСТЕННЫХ
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С СЫПУЧИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

НА ИХ УСТОЙЧИВОСТЬ ПРИ ИЗГИБЕ

Чувашский государственный университет им. И.Н.Ульянова, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Экспериментально и теоретически исследовано предельное состояние при изги-
бе тонкостенных цилиндрических оболочек, имеющих начальные несовершенства геометрии.
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нием на токарном станке, имеющие геометрические несовершенства (толщины, диаметров).
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бодный конец прикладывалась ступенями поперечная сила до потери устойчивости. Испы-
тывались пустые и заполненные железным порошком образцы. Фиксировались нагрузка и
прогиб свободного конца образца индикатором часового типа ИЧ-10. Получены линейные
зависимости прогиба от нагрузки, устойчивость терялась в упругости. Численные расчеты
выполнялись в программном комплексе «Динамика-3». Для расчетов принимались идеаль-
ные образцы. Сопоставив критические нагрузки, полученные экспериментами и численными
расчетами, судили о влиянии начальных несовершенств на предельное состояние. Численно
рассчитанная критическая сила была всегда больше экспериментального значения. Началь-
ные несовершенства образцов снижали критическую силу от 2,3% до 32,5%. У образцов с
небольшими вмятинами в зоне потери устойчивости критическая сила уменьшилась в 1...2
раза. У заполненных железным порошком образцов критическая сила была больше до 40,5%,
чем у пустых.
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Введение. В строительных, транспортных конструкциях, самолетостроении, ко-
раблестроении используются тонкостенные оболочечные элементы конструкций, ко-
торые находятся в сложных напряженных и деформационных состояниях при изгибе,
кручении, сжатии, комбинации нагружений могут потерять устойчивость, что приво-
дит к аварийным ситуациям, к разрушениям.

Много выполнено теоретических и экспериментальных исследований потери устой-
чивости и закритического поведения пустых тонкостенных оболочек различных видах
нагружения [1–15]. Во всех работах не рассмотрены вопросы потери устойчивости при
изгибе тонкостенных цилиндрических оболочек, заполненных сыпучим заполнителем.
В исследованиях отмечается большое расхождение результатов теоретических иссле-
дований с результатами экспериментов в два и более раз. Такое большое расхождение
результатов объясняется наличием геометрических несовершенств оболочек, которые
трудно учесть в теоретических исследованиях.

Классификация начальных несовершенств выполнено в работе [1], где различа-
ются несовершенства, связанные с неоднородностью механических свойств материа-
ла, неточностью геометрических размеров, несовершенствами геометрической формы.
Многообразие факторов свидетельствует о сложности и трудности исследований, ко-
торые снижают несущую способность оболочек. Влияние начальных неправильностей
в форме оболочки в случае изгиба должно быть не так велико, как при осевом сжа-
тии [2]. Начальные вмятины в растянутой зоне не должны сказываться сколь-нибудь
существенно на поведении оболочки.

Теоретические и экспериментальные исследования потери устойчивости при изги-
бе и закритическое поведение тонкостенных цилиндрических оболочек, заполненных
сыпучим материалом выполнены в трудах [16–23]. Однако в этих работах не рас-
смотрено влияние начальных несовершенств оболочек на их предельное состояние,
поэтому исследования по этой тематике актуальны.

В данной работе рассмотрено влияние комплекса геометрических несовершенств
тонкостенных цилиндрических оболочек, заполненных сыпучим заполнителем, на
их устойчивость при изгибе. Для оценки влияния начальных несовершенств обо-
лочек на их устойчивость использовались относительная разница критических на-
грузок, определяемых экспериментами и теоретическими расчетами. Для теоретиче-
ских расчетов использовался программный комплекс «Динамика-3», аттестованный
в научно-техническом центре по ядерной и радиационной безопасности [24], Госстан-
дарте РФ [25].
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Экспериментальные исследования выполнялись на модельных образцах, подоб-
ных натурным изделиям, изготавливаемых различными способами. Размеры образцов
приведены в табл. 1.

Таблица 1. Размеры образцов

Серия Радиус Толщина стенки Длина h=R L=R Материал
образцов R, мм h, мм L, мм образца

1 31,8 0,1 135 0,003 4,12 алюминиевый сплав 3004
2 41,6 0,12 165 0,0029 3,96 алюминиевый сплав 3004
3 41,2 0,42 171 0,01 4,15 сплав Д16Т
4 41,2 0,42 348 0,01 8,3 сплав Д16Т

Образцы первой и второй серии изготавливались из листов глубокой вытяжкой в
матрице, поэтому они получились качественными. Образцы третьей и четвертой се-
рий изготавливались из трубы за одну установку точением на токарном станке по
наружной и внутренней поверхностям. Образцы тщательно обследовались на нали-
чие дефектов. Геометрические размеры измерялись штангенциркулем с цифровым от-
счетным устройством с точностью до 0,01 мм. Толщина стенки образцов измерялись
микрометром с точностью до 0,001 мм. Наличие вмятин на наружной поверхности
образцов проверялось световым тестером. Разброс толщины стенки образцов первой
и второй серии было в пределах 0,01 мм, третьей и четвертой серии — в пределах
0,02 мм. Диаметры образцов первой и второй серий отличались до 0,1 мм, третьей и
четвертой серий отличались до 0,25 мм. На некоторых образцах первой серии специ-
ально создавались вмятины глубиной до 0,1 мм в предполагаемой зоне потери устой-
чивости.

Для выполнения экспериментов был изготовлен специальный стенд, который поз-
волял консольно закреплять образцы. Один конец образцов жестко защемлялся, а
другой конец был свободным. На свободный конец образца прикладывалась сосредо-
точенная поперечная сила. Производилось ступенчатое нагружение через 10 Н, при
приближении к моменту потери устойчивости нагружали по 1 Н и менее. На каж-
дой ступени нагружения фиксировали усилие, прогиб свободного конца индикатором
часового типа ИЧ-10. Испытывали по 10–15 образцов каждой серии, производилась
статистическая обработка результатов. Испытывались пустые образцы и заполненные
на 90% объема железным порошком. В табл. 2 приведены результаты экспериментов и
численных расчетов критических сил. Численные расчеты выполнялись для образцов
идеальных размеров, поэтому, сравнивая критические нагрузки, полученные из экспе-
риментов и численных расчетов, сделали выводы о влиянии дефектов на предельное
состояние.

Потеря устойчивости образцов происходила в зоне упругости, зависимость проги-
ба d от нагрузки линейная.

Из табл. 2 видно, что критическая сила для образцов, заполненных сыпучим мате-
риалом, значительно больше, чем для пустых образцов. Для образцов первой, второй,
третьей, четвертой серий критическая сила увеличилась на 40,5%, 16,9%, 26,3%, 12,3%
соответственно. Критическая сила, полученная численным расчетом, всегда больше,
чем экспериментальное значение вследствие влияния различных дефектов образцов,
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Таблица 2. Результаты экспериментов и численных расчетов критических сил

Серия Процент Критическая сила Fcr, кН Отличие Увеличение Fcr
образцов заполнения эксперимент численный расчет Fcr, % для заполненного

образца, % образца, %
1 0 0,153 0,16 4,5

90 0,215 0,223 3,7 40,5
2 0 0,262 0,269 2,7

90 0,341 0,349 2,3 16,9
3 0 1,77 2,21 25

90 2,235 2,7 20 26,3
4 0 0,83 1,1 32,5

90 0,932 1,20 28,75 12,3

ошибок эксперимента. Начальные несовершенства образцов снижали критическую си-
лу от 2,3% до 32,5%. Для качественно изготовленных образцов первой и второй серии
критические силы отличаются незначительно. У образцов первой серии с начальными
небольшими вмятинами в зоне потери устойчивости критическая сила уменьшилась
в 1...2 раза.

Выводы:
1) начальные несовершенства тонкостенных оболочек при изгибе всегда снижают

значение критической нагрузки;
2) для заполненных сыпучим материалом образцов влияние начальных дефектов

на устойчивость меньше, чем для пустых образцов;
3) тонкостенные оболочные элементы различных конструкций необходимо изготав-

ливать очень качественно, отбраковывать элементы, имеющие какой-либо дефект.
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M. V. Petrov, E. G. Gonik, B. V. Mikhailov

INFLUENCE OF INITIAL IMPERFECTIONS OF THIN-WALLED
CYLINDRICAL SHELLS WITH LOOSE AGGREGATE ON THEIR BENDING

STABILITY

Chuvash state University named after I. N. Ulyanov, Cheboksary, Russia

Abstract. The limit state for bending thin-walled cylindrical shells with initial geometry
imperfections has been studied experimentally and theoretically. High-quality samples are made
by deep drawing in a matrix from a sheet and from a pipe by turning on a lathe, which have
geometric imperfections (thickness, diameter). The material of the samples is aluminum alloys
3004 and D16T. Before testing, the samples were carefully measured and examined for defects. A
special stand was made, to which samples were rigidly attached at one end, while the other end
was free. A transverse force was applied to the free end in steps until it lost stability. Empty and
iron-powder-�lled samples were tested. The load and de�ection of the free end of the sample were
recorded by an ICH-10 clock type indicator. Linear dependences of the de�ection on the load were
obtained; stability was lost in elasticity. Numerical calculations were performed in the Dynamics-3
software package. Ideal samples were taken for calculations. Comparing the critical loads obtained
by experiments and numerical calculations, we judged the e�ect of initial imperfections on the limit
state. The numerically calculated critical force was always greater than the experimental value.
Initial imperfections of the samples reduced the critical force from 2.3% to 32.5%. For samples
with small dents in the zone of loss of stability, the critical force decreased by 1..2 times. In iron
powder-�lled samples, the critical force was greater by up to 40.5% than in empty samples.

Keywords : shell, stability, defects, bulk material, bending, critical force, sample.
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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ýëàñòîìåðà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ æåñò-
êèì øòàìïîì, âåðøèíà êîòîðîãî èìååò ôîðìó êîíóñà. Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà Ãåíêè è åå îáîáùåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêè-íåëèíåéíîãî
îòêëèêà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ êðèâûìè, ïîëó÷åííûìè èç
ðàññìîòðåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè Ãåð-
öà. Â ðàáîòàõ [10, 11] ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäå-
ëè ãèïåðóïðóãîñòè íà îñíîâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé Ãåíêè-Ìóðíàãàíà èç ýêñïåðèìåíòîâ
ïî èíäåíòèðîâàíèþ ñôåðè÷åñêèì øòàìïîì. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå, ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíî-óïðóãîé
ìîäåëè èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî èíäåíòèðîâàíèþ êîíè÷åñêèì øòàìïîì.
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÷òî îáùàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà êîíòàêòíîé çàäà÷è, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó çàäà÷
ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå êâàçèâàðè-
àöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Â ðàáîòàõ À.Ñ. Êðàâ÷óêà [4, 5] ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå âû-
êëàäêè, îáîñíîâûâàþùèå ÷èñëåííîå ðåøåíèå óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ â
êâàçèâàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèêàöèè èòåðàöèîííîãî àëãî-
ðèòìà Óäçàâû äëÿ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ, ðåàëèçóþùèõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è êîíå÷íîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îáû÷íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñåòî÷íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ [2,6�8]. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïàð âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Â
äàííîé ñòàòüå âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè óñëî-
âèÿ ðàâíîâåñíîãî ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ Ìàðêèíà À.À. [9].
Çàäà÷à îá èçìåíåíèè çîíû êîíòàêòà äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà ñ æåñòêèì èíäåíòî-
ðîì ðåøàåòñÿ íà óðîâíå àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [10, 11]. Äëÿ îïèñàíèÿ
êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Ãåíêè-Ìóðíàãàíà,
ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòàõ [11,12].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîäðîáíî èçëîæåíà â ñòàòüå [10] è âêëþ÷àåò â ñåáÿ:
1) îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè Ãåíêè-Ìóðíàãàíà, ñâÿçûâàþùèå îáîáùåí-

íûé ¾ïîâåðíóòûé¿ òåíçîð íàïðÿæåíèé � R = dV
dV0

R �S�R � 1 è òåíçîð ëîãàðèôìè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé Ãåíêè � :

� R = � 0E + � e~� + � qQ; (1)

ãäå � 0, � e, � q � ôóíêöèè èíâàðèàíòîâ ìåðû äåôîðìàöèè: � - îòíîñèòåëüíîãî èçìåíå-
íèÿ îáúåìà è e =

p
� � �� - èíòåíñèâíîñòè ôîðìîèçìåíåíèÿ, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì

îáðàçîì: � 0 = K� + C1
6
p

3
� 2 + C2

6
p

3
e2, � e = 2G+ C2

3
p

3
� , � q = C3. Òåíçîð ~� = � � 1

3 � E � äåâè-
àòîð òåíçîðà ëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, à òåíçîð Q îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåâèàòîð
òåíçîðà ~� 2;

2) êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå òåíçîð ëîãàðèôìè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé � ÷åðåç àôôèíîð äåôîðìàöèé � è åãî ñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ U â ïî-
ëÿðíîì ðàçëîæåíèè � = U � R :

� = ln U ; (2)

3) óñëîâèÿ ðàâíîâåñíîãî ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ â âàðèàöèîííîé
ôîðìå [9]

Z

V

�
_S + S _� � v r � S

�
� �� (v r ) dV =

Z

�

�
_P (n ) + P (n )

�
_� � n � W � n

��
� � v d� ; (3)

ãäåS � òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè, W = 1
2 (r v + vr ) � òåíçîð äåôîðìàöèè

ñêîðîñòè, P (n ) è _P (n ) � ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà è ñêîðîñòü åå èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî;

4) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ è
íàïðÿæåíèÿ:

Sjt=0 = 0 ; ujt=0 = 0; (4)
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5) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàäàþùèå íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà íàãðóçêó, à íà ÷àñòè
ïîâåðõíîñòè � ïåðåìåùåíèÿ:

P = P0(x ; t); x 2 � P ; 8 t > t 0; (5)

u = u0(x ; t); x 2 � u ; 8 t > t 0: (6)

Óðàâíåíèÿ (1) - (3) ñ óñëîâèÿìè (4) - (6) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïîøàãîâîãî íàãðóæåíèÿ.

Ó÷åò ïåðåìåííîé çîíû êîíòàêòà. Â îáùåì ñëó÷àå çîíà êîíòàêòà äåôîðìèðóåìî-
ãî òåëà ñ æåñòêîé ïðåãðàäîé� c ïåðåìåííà è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Ôîðìà àáñîëþòíî
æåñòêîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü çàäàíà êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì âèäå  (r; z ) : r = r (� ); z = z(� ), ãäå � 2 [� 0; � 1] � ìîíîòîííûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì
 (r; z ) < 0, åñëè òî÷êà (r; z ) íàõîäèòñÿ âíóòðè ïîâåðõíîñòè ìàòðèöû,  (r; z ) > 0, åñ-
ëè òî÷êà (r; z ) íàõîäèòñÿ ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ìàòðèöû è  (r; z ) = 0 íà
ïîâåðõíîñòè.

Íà ïîâåðõíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ � c ìîãóò áûòü çàäàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
- óñëîâèå ïîëíîãî ïðèëèïàíèÿ:

v = 0 ; 8 r 2 � c; (7)

- óñëîâèå ñâîáîäíîãî ñêîëüæåíèÿ:

v � n = 0 ; ��� � ��� = 0 ; 8 r 2 � c; (8)

ãäå��� = S� n � âåêòîð êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ, n è ��� � ñîîòâåòñòâåííî âíåøíÿÿ íîðìàëü
è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé  .

Äëÿ âñåõ òî÷åê óïðóãîãî òåëà, çàíèìàþùåãî îáúåì V , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
âçàèìíîãî íåïðîíèêíîâåíèÿ ñ æåñòêîé ìàòðèöåé:

 (rM ; zM ) > 0; 8 M 2 V (9)

Íà ãðàíèöå êîíòàêòà � c óïðóãîãî òåëà è æåñòêîé ìàòðèöû ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå
íåîòðèöàòåëüíîñòè íîðìàëüíûõ ðåàêöèé:

��� � n � 0 8 r 2 � c: (10)

Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ èçìåíåíèÿ çîíû � c è êîððåêòíîãî çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà íåé èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà, äîïîëíÿþùàÿ ïðîöåäóðó ïîøàãîâîãî íàãðóæåíèÿ. Íà
âíåøíåé ñòîðîíå øòàìïà ââîäèòñÿ ïîëîñà äîñòàòî÷íî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàê-
òåðíûì ðàçìåðîì ýëåìåíòà øèðèíû " , êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Íà íà÷àëî øàãà
íàãðóæåíèÿ äëÿ âñåõ êîíòàêòíûõ óçëîâ, òî åñòü óçëîâ, ïîïàâøèõ â çîíó " , çàäàåòñÿ
óñëîâèå ïîëíîãî ïðèëèïàíèÿ (7). Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ó÷åòà èçìåíÿþùåéñÿ çîíû êîíòàêòà

Ïîñëå ýòîãî óñëîâèÿ (9) è (10) ïðîâåðÿþòñÿ äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñåòêè. Åñ-
ëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî óçëà îäíî èç óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ
óìåíüøàåòñÿ, è èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïîâòîðíî. Öèêë ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà äëÿ âñåõ óçëîâ íå áóäóò óäîâëåòâîðåíû óñëîâèÿ (9) è (10). Ïîñëå ýòîãî
ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà âñåõ óçëîâ ãðàíèöû, è óçëû, ïîïàâøèå â ïîëîñó " , ñ÷èòàþòñÿ
êîíòàêòíûìè. Äëÿ íèõ çàäàþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ (7) èëè (8). Äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà, óçëû êîòîðîãî ñ÷èòàþòñÿ êîíòàêòíûìè, âû÷èñëÿþòñÿ òåêóùèå âåëè÷èíû
ðåàêöèè øòàìïà ��� . Åñëè â êàêîì-ëèáî ýëåìåíòå íà ãðàíèöå óñëîâèå (10) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, òî íà åãî êîíòàêòíîì ðåáðå çàäàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà � �� �� � = � � j� n j (v ���� )���

jv ���� j ,
à êîíòàêòèðóþùèå óçëû ïîëàãàþòñÿ ñâîáîäíî-ñêîëüçÿùèìè. Áëîê-ñõåìà îïèñàííîé
ïðîöåäóðû ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Áëîê-ñõåìà ïðîöåäóðû äðîáëåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷åòà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé
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Ïðîöåäóðà, îïèñàííàÿ áëîê-ñõåìîé, íåîáõîäèìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà äðîáëåíèÿ k øàãà íàãðóæåíèÿ � t, ïðè êîòîðîì óñëîâèÿ (9) è (10) âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ âñåõ êîíòàêòíûõ óçëîâ ñåòêè. Ðàáîòà àëãîðèòìà áûëà îòðàáîòàíà è ïðîâåðåíà íà
çàäà÷àõ, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [10,13,14].

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èíäåíòèðîâàíèè óïðóãîãî öèëèíäðà êîíè-
÷åñêèì èíäåíòîðîì. Èíäåíòèðîâàíèåì íàçûâàþò ïðîöåññ îñåñèììåòðè÷íîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ äåôîðìèðóåìîãî òåëà ñ æåñòêîé ìàòðèöåé, èìåþùåé âåðøèíó ñïåöèàëü-
íîé ôîðìû. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ, îïèñûâàþùàÿ èíäåíòèðîâàíèå êîíè÷åñêîé ìàòðèöåé,
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3. Ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ðàñòâîðà èíäåíòî-
ðà � . Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñõåìû íàãðóæåíèÿ òàêæå ïðèâåäåíû
íà ðèñóíêå 3.

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè êîíè÷åñêîé ìàòðèöû ñ îñíîâàíèåì
öèëèíäðà

Â ñòàòüå [15] ïðèâåäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé. Çà-
âèñèìîñòü ãëàâíîãî âåêòîðà óñèëèÿ P îò îñàäêè D èìååò âèä:

P(D) =
8D 2E
3�ctg�

: (11)

Çàâèñèìîñòü ðàäèóñà îáëàñòè êîíòàêòà � îò ãëàâíîãî âåêòîðà ïðèëîæåííîé íàãðóç-
êè P èìååò âèä:

� (P) =

s
2P(1 � � 2)

�Ectg�
: (12)

Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé � n â çîíå êîíòàêòà [0; � ] èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

� n (r ) = � 0 ln

 
�
r

+

r � �
r

� 2
� 1

!

; � 0 =
ED

�� (1 � � 2)
; r 2 [0; � ]: (13)

Â äàííîé ñòàòüå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ìàòåðèàëà, ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè êîòîðîãî â ðàìêàõ ìîäåëè Ãåíêè-Ìóðíàãàíà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíè-
ÿìè êîíñòàíò: E = 2 MÏa, � = 0,499, C1 = 0, C2 = 0, C3 = -50 ÌÏà. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 4-6. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ðàñïðå-
äåëåíèÿ íîðìàëüíîãî êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ � n , âû÷èñëåííîãî ïî ôîðìóëå (13), äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äåéñòâóþùåãî ãëàâíîãî âåêòîðà íàãðóçêè P ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ñ èíäåíòîðîì c óãëîì � = 80 � .
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Êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ÷èñ-
ëåííàÿ ìîäåëü äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ÷òî,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîäòâåðæäàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ó÷åòà
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñ ðîñòîì ïðèëîæåííîãî óñèëèÿ äåôîðìàöèè óâåëè÷èâàþòñÿ, è
ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè âîçíèêàþò îòêëîíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
òåì, ÷òî â ÷èñëåííîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ôèçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü
â ïîâåäåíèè äåôîðìèðóåìîãî öèëèíäðà. Ó÷åò íåëèíåéíîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ âíîñèò
ïîïðàâêè â âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ íà ìàòðèöó, íå ïðåâûøàþùèå 10%.

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ� n íà ãðàíèöå � c äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòàäèé
èíäåíòèðîâàíèÿ êîíè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ � = 80 �

Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû êðèâûå èíäåíòèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé çàâèñè-
ìîñòü ãëàâíîãî óñèëèÿ P îò îñàäêè D, äëÿ çíà÷åíèé óãëà ðàñòâîðà êîíè÷åñêîãî èí-
äåíòîðà � = 70 � , � = 60 � , � = 45 � , ïîëó÷åííûå êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷åñêè. Ñ
óâåëè÷åíèåì óãëà ðàñòâîðà êîíè÷åñêîãî èíäåíòîðà óñèëèå âîçðàñòàåò è óâåëè÷èâàåòñÿ
âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ìîäåëè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ãëàâíîãî âåêòîðà óñèëèÿ P îò âåëè÷èíû îñàäêè êîíè÷åñêîé
ìàòðèöû D

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî èíòåãðàëüíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè ïðîöåññà èíäåíòèðîâàíèÿ (ðèñóíêè 4 è 5), íî è ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñïðåäå-
ëåíèå íàïðÿæåíèé â äåôîðìèðóåìîì òåëå. Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíû ïîëÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè â öèëèíäðå ðàäèóñîì 0,03 ì ïðè èíäåíòèðîâà-
íèè åãî êîíè÷åñêîé ìàòðèöåé ñ óãëîì ðàñòâîðà 60� . Ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå
6, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëüøèå íàïðÿæåíèÿ äåéñòâóþò â î÷àãå íàïðÿæåíèé ïîä èí-
äåíòîðîì. Â ÷àñòè öèëèíäðà, íàõîäÿùåéñÿ ïîä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðÿæåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò.

Ðèñ. 6à. Ðàñïðåäåëåíèå îñåâûõSzz
íàïðÿæåíèé â öèëèíäðå ïðè P=35H

Ðèñ. 6á. Ðàñïðåäåëåíèå ñäâèãîâûõSrz
íàïðÿæåíèé â öèëèíäðå ïðè P=35H

Âûâîäû. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà èíäåíòèðîâàíèÿ óïðóãîãî öèëèíäðà
êîíè÷åñêèì èíäåíòîðîì äåìîíñòðèðóþò ïðèìåíèìîñòü ïîñòðîåííîé ïðîöåäóðû ó÷åòà
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ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êîíòàêòíîãî òèïà ê ðåøåíèþ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè
íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ àáñîëþòíî-æåñòêèìè ìàòðèöàìè. Ìîäåëü äàåò óäîâëåòâîðè-
òåëüíîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó â [15] äëÿ
ìàëûõ äåôîðìàöèé, ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óñèëèé. Îòêëîíåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà è êîíå÷íîñòè äåôîðìàöèé, â ðàññìîòðåííîé
çàäà÷å íå ïðåâûøàþò 10-15%.
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THE PROBLEM OF THE INTERACTION OF A CONICAL INDENTER WITH
AN ELASTIC CYLINDER

Tula State University, Tula, Russia

Abstract. In this paper, we investigate the behavior of an elastomer when interacting with a
rigid punch, the top of which is cone-shaped. Hencky's material model and its generalization to
describe the physically nonlinear response are used as the constitutive relations. The results of the
numerical solution are compared with the curves obtained from considering the problem in the
framework of a linear model using the Hertz theory. The works [10, 11] show the fundamental
possibility of determining the parameters of the hyperelasticity model based on the Hencky-
Murnaghan constitutive relations from experiments on indentation with a spherical stamp. The
results obtained in this work can be used to construct a method for determining the parameters
of a nonlinear elastic model from experiments on indentation with a conical stamp.

Keywords : �nite deformations, Hencky tensor, Hencky-Murnaghan model, indentation, conical
indenter, constitutive relations, �nite element method.
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ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÎËÍÎÂÎÅ ÏÎËÅ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ ÀÇÈÌÓÒÀ Â
ÌÈÊÐÎÏÎËßÐÍÎÌ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÎËÍÎÂÎÄÅ

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äâóõ ñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ëèíåéíîé òåîðèè ìèêðîïîëÿðíîé óïðóãîñòè, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â òåðìèíàõ ïåðåìåùå-
íèé è ìèêðîâðàùåíèé â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé îò
âðåìåíè. Ââîäÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé. Âûïîëíåíî ðàñùåïëåíèå ñâÿ-
çàííûõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïî-
òåíöèàëîâ íà íåñâÿçàííûå âèíòîâûå óðàâíåíèÿ, îïèðàÿñü íà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü (ñ ðàçíûìè
ìàñøòàáíûìè ôàêòîðàìè) âèõðåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé òîëüêî
îäíîìó âèõðåâîìó âèíòîâîìó ïîëþ. Íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ìèêðî-
âðàùåíèé ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ âèíòîâûõ âåêòîðîâ. Îíî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíèìîñòü ñâÿçàí-
íûõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè ìèêðîïîëÿðíîé óïðóãîñòè.
Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ âèõðåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ïðèâåäåíà ê
ðåøåíèþ ÷åòûðåõ íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé âåêòîðíûõ âèíòîâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ñ ïîìîùüþ äâóõ íåñâÿçàííûõ
ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Âûïîëíåíî ðàçäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â óðàâ-
íåíèÿõ Ãåëüìãîëüöà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî
è âåêòîðíîãî óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà â áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, ñîäåðæàùèå
ðÿä ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Â ÿâíîì âèäå íàéäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïåðåìåùå-
íèé è ìèêðîâðàùåíèé â äëèííîì ëèíåéíîì ìèêðîïîëÿðíîì öèëèíäðå, ñîäåðæàùèå âîñåìü
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Òàêîãî ðîäà ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò ôîðìû ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ïå-
ðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè äëèííîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà.
Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé èìåþò
ñìûñë òîëüêî äëÿ âîëí, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ çàäàííûì àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ óïðó-
ãîñòè â èñòîðè÷åñêîé ïåðñïåêòèâå âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîìó ñî÷èíåíèþ [1]. Ìîäåëü
ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà íåñîìíåííî îáëàäàåò áîëåå âûñîêîé îáùíîñòüþ, ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé óïðóãîñòè [2], ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
êà÷åñòâåííî íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ñòàòèêè
è äèíàìèêè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
ïîìèìî ñèëîâûõ òàêæå è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ àñèììåò-
ðè÷íûìè òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà (ïðè ïñåâäîòåíçîðíîì îïèñàíèè � ñîîòâåòñòâåííî
àáñîëþòíûì è îòíîñèòåëüíûì òåíçîðîì âåñà +2 ). Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê òåíçî-
ðó äåôîðìàöèè. Ãåíåðàòîðàìè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ìîãóò âûñòóïàòü ìíîãèå ðå-
àëüíûå ìàòåðèàëû ñ ìèêðîñòðóêòóðíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè: ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå
ìàòåðèàëû, êîìïîçèòû, ñóñïåíçèè, áåòîíû, ãîðíûå ïîðîäû, òêàíûå ìàòåðèàëû è áèî-
ìàòåðèàëû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óïðóãîãî èçîòðîïíîãî è
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ â èçîòåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ
è äëÿ ñîñòîÿíèé, ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ îò åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêîå òåëî õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ 6-þ íåçàâèñèìûìè îïðåäåëÿþùèìè ïîñòîÿííûìè (îáùèé ñëó÷àé àíèçîòðî-
ïèè òðåáóåò îïåðèðîâàíèÿ ñ 171-îé ïîñòîÿííîé).

Óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçâåñòíû [3�5] (ñì.
òàêæå áîëåå ðàííèå ïåðâîèñòî÷íèêè [6�9]); èõ âûâîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå âèð-
òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, èìååòñÿ â ñòàòüå [10]. Âòîðîé ðàçäåë ðàáîòû áóäåò ïîñâÿùåí
óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî òåëà, ïîëó÷åííûì ðàçëè÷íûìè àâ-
òîðàìè, â òðåõ îñíîâíûõ âàðèàíòàõ (äâóìÿ èç íèõ ìû îáÿçàíû Â. Íîâàöêîìó è Ã.
Íåéáåðó). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ, ïðåäëîæåííûå Â. Íîâàöêèì, ïîëó÷èëè
íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ àá-
ñîëþòíàÿ òåíçîðíàÿ ôîðìà ÷àñòî (êàê â ñëó÷àå ñ ãåìèòðîïíûìè ñðåäàìè) ñêðûâàåò
ïî ñóùåñòâó èõ ïñåâäîòåíçîíûé õàðàêòåð.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êèíåìàòèêè ìèêðîïîëÿðíûé êîíòèíóóì õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ
âåêòîðíûìè ïîëÿìè: ïîëåì ïåðåìåùåíèé è ïîëåì ìèêðîâðàùåíèé (ìèêðîïîâîðîòîâ).
Âåêòîð ïåðåìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì òåíçîðîì, ò.å. ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îáû÷íîìó
òåíçîðíîìó çàêîíó. Âåêòîð ìèêðîâðàùåíèé ââîäèòñÿ â òåîðèþ ìèêðîïîëÿðíîé óïðó-
ãîñòè êàê îòíîñèòåëüíûé òåíçîð âåñà +1 . Ïîýòîìó, íàïðèìåð, åãî êîìïîíåíòû íå ìåíÿ-
þò çíàê ïðè ïîëíîé èíâåðñèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èëè ïðîñòîé ïåðåíóìåðàöèè
îñåé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ïðåîáðàçóþùåé åå èç ëåâîîðèåíòèðîâàííîé â ïðàâîîðèåí-
òèðîâàííóþ. Ïåðåõîä îò îòíîñèòåëüíîãî âåêòîðà ìèêðîâðàùåíèé ê àáñîëþòíîìó áåç
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òðóäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðóþùåãî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïñåâäî-
ñêàëÿðà. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñðàçó æå âåñòè âñå äàëüíåéøåå èçëî-
æåíèå â òåðìèíàõ àáñîëþòíûõ âåêòîðîâ, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ïîäàâëÿþùåãî ÷èñëà
ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Öåëüþ ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâÿçàííîé ñèñòåìû âåêòîð-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè èçîòðîïíîãî
óïðóãîãî òåëà â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïîëåé ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðà-
ùåíèé îò âðåìåíè. Èõ èçó÷åíèå è ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ïîòåí-
öèàëîâ (áåçâèõðåâûõ è âèõðåâûõ) ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì âåêòîðíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (êàê ñâÿçàííûì, òàê è íå ñâÿçàííûì). Ñ òåîðåòè÷åñêîé
è ïðèêëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ íàèáîëåå èíòåðåñíû òîëüêî òå, êîòîðûé îáåñïå÷èâàþò
ïåðåõîä îò ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé ê íåñâÿçàííûì. Ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû è ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷ âîçíèêàþò òàêæå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè [11] è
îñîáåííî â âîïðîñàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ãèïåðáîëè÷åñêèõ òåðìî-
óïðóãèõ ñðåäàõ [12].

Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå, êîòîðàÿ ïî-ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ìå-
òîäîâ è ðåçóëüòàòîâ [13], ðàçâèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîé
ñâÿçàííîé ñèñòåìû âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãàðìîíè÷åñêîé ìèêðî-
ïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè íà íåñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäíèå áóäóò èìåòü ôîðìó
âèíòîâûõ óðàâíåíèé . Ïîëíîòà ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíèé ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ âèíòîâûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà èçâåñòíûìè äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ìåòîäàìè, èçëîæå-
íèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòå [13]. Ïðèâåäåííûå â ñòàòüå ðåçóëüòàòû
ïîäðàçóìåâàþò èõ äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ
ðàñïðîñòðàíåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ (ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ) âîëí ïåðåìåùåíèé è ìèêðî-
âðàùåíèé âäîëü äëèííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ è â ýòîì ñìûñëå âûñòóïàþò
êàê äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êíèãå [12]. Â öå-
ëîì, äàííàÿ ñòàòüÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íàèáîëåå ïîëíûé èñòî÷íèê ñâåäåíèé,
êàñàþùèõñÿ ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

2. Òðè îñíîâíûõ âàðèàíòà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè ìèêðîïîëÿð-
íîé óïðóãîñòè. Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëèíåé-
íîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè èìååò âèä [10]:

(
G[(1 + c1)r � r u + (1 � c1 + 2 � (1 � 2� ) � 1)rr � u + 2c1r � � ] = �@2

�� u;

GL 2[(1 + c2)r � r � + (1 � c2 + 2c3)rr � � ] � 2Gc1(2� � r � u) = I @2
�� � :

(1)

ãäå� � ïëîòíîñòü; I � êîýôôèöèåíò ìèêðîèíåðöèè; u � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ; � � âåê-
òîð ìèêðîâðàùåíèÿ; G � ìîäóëü ñäâèãà; � � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; L � õàðàêòåðíàÿ
äëèíà ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè; c1, c2, c3 � ôèçè÷åñêè áåçðàçìåðíûå îïðåäå-
ëÿþùèå ïîñòîÿííûå; r � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà; @� � ÷àñòíîå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïî âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ñèñòåìà âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðèåìëåìîé ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îäíàêî â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå îíà íå ïîëó÷èëà øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó îïòèìàëüíûì ñ÷èòàåòñÿ äðóãîé íàáîð îïðåäåëÿþùèõ ïîñòîÿííûõ. Ïî ýòîé
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ïðè÷èíå ââåäåì íîâûå îïðåäåëÿþùèå ïîñòîÿííûå � , � , 
 , � , � , " ñîãëàñíî

G = �;
2�

1 � 2�
=

�
�

; GL 2 = 
;

c1 =
�
�

; c2 =
"



; c3 =
�
2


:

Çàìåòèì, ÷òî îíè ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [3, 4] è ìíîæåñòâå
äðóãèõ ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè èçî-
òðîïíîãî òåëà. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé
òåîðèè óïðóãîñòè (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåé ôîðìå:

(
(� + � )r � r u + ( � � � + � )rr � u + 2 � r � � = �@2

�� u;

(
 + " )r � r � + ( 
 � " + � )rr � � � 2� (2� � r � u) = I @2
�� � ;

(2)

èëè òàêæå
(

(� + 2 � )rr � u � (� + � )r � (r � u) + 2 � r � � = �@2
�� u;

(� + 2 
 )rr � � � (
 + " )r � (r � � ) � 2� (2� � r � u) = I @2
�� � :

(3)

Âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â îáëàñòÿõ
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ïîâåðõíîñòíîé îäíîñâÿçíîñòè :
ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, öåëèêîì ðàñïîëîæåííàÿ â îáëàñòè ìîæåò áûòü ñòÿíóòà
â òî÷êó, íå âûõîäÿ çà ãðàíèöó îáëàñòè. Òàêîå òðåáîâàíèå ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ëþáîå áåçâèõðåâîå âåêòîðíîå ïîëå èìåëî áû ïîòåíöèàë, à ëþáîå âåêòîð-
íîå ïîëå ñ íóëåâîé ðàñõîäèìîñòüþ îêàçûâàëîñü áû âèõðåâûì, ò.å. èìåëî áû âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë.

Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, ò.å. ôèçè÷åñêèå ïîëÿ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä (çà êîòîðûìè ìû ñîõðàíèì òå
æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ ñàìèõ ïîëåé) íà êîìïëåêñíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ýêñïîíåíòó
ei!t , ãäå! � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà.

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë ðàáîòû, ïðèâåäåì òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè, äàííûå Íåéáåðîì [9] (H. Neuber, 1965). Ñ ýòîé
öåëüþ ââåäåì (â îáîçíà÷åíèÿõ Íåéáåðà) ñëåäóþùèå àáñîëþòíûå òåíçîðû è âåêòîðû:
g�� � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð,
e��� � àáñîëþòíûé òåíçîð ïåðåñòàíîâîê,
V� � êîâàðèàíòíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé,
! � � êîâàðèàíòíûé âåêòîð ìèêðîâðàùåíèé,
t �� � òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé,
m�� � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé.

Â îáîçíà÷åíèÿõ Íåéáåðà èìååì ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ:

r � t �� = 0 ;

r � m�� + e��� t �� = 0 :

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ èçîòðîïíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî òåëà áóäóò èìåòü
ñëåäóþùóþ ôîðìó:

t �� = G[(1 + a)r � V � + (1 � a)r � V � � 2ae��� ! � + 2 � (1 � 2� ) � 1g�� r � V � ];

m�� = 4Gl2[r � ! � + br � ! � + cg�� r � ! � ];
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ãäå
G � ìîäóëü ñäâèãà,
� � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
l � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèíà (ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð äëèíû),
a, b, c � ôèçè÷åñêè áåçðàçìåðíûå îïðåäåëÿþùèå ïîñòîÿííûå.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ïîñòîÿííûå L , c1, c2, c3 âûðàæàþòñÿ â òåðìè-

íàõ l , a, b, c ñîãëàñíî

L 2 = 2 l2(1 + b); c1 = a; c2 =
1 � b
1 + b

; c3 =
c

1 + b
:

Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè, äàííûå Íåéáåðîì,
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(1 + a)� V � + [(1 � 2� ) � 1 � a]r � r � V � + 2ae��� r � ! � = �G � 1@2
�� V

� ;

(a � l2�) ! � � l2(b+ c)r � r � ! � �
a
2

e��� r � V� = � (4G) � 1I @2
�� !

� ;

ãäå

� = r � r �

åñòü îïåðàòîð Ëàïëàñà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîñòüþ ñâåðíóòûé îïåðàòîð
ïîâòîðíîãî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å.

� = g�� r � r � :

Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî òåëà íèêàê íå ñîãëàñîâàíû ïî
ñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ ïî ìàñøòàáíîìó ïàðàìåòðó äëèíû l : ïåðâîå èç íèõ èìååò íóëå-
âîé ïîðÿäîê, à âòîðîå � âòîðîé.

3. Ïîòåíöèàëû ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèåé. Ñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåí-
öèàëîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè Ãåëüìãîëüöà äëÿ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ìèê-
ðîâðàùåíèé

u = r � + r � 	 ;

� = r � + r � H ;
(1)

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò óêàçàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ
� , � è âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ 	 , H .

Ê íèì ìîæíî ïðèñîåäèíÿòü (à ìîæíî è íå ïðèñîåäèíÿòü) ðàçëè÷íûå êàëèáðîâî÷-
íûå óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíûìè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü óñëîâèÿ, ôèêñèðóþùèå
íóëåâóþ ðàñõîäèìîñòü âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ

r � 	 = 0 ; r � H = 0 : (2)

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (1) â ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ � , � íå ñâÿçàííû ìåæ-
äó ñîáîé è ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ

�� �
1
c2

k

(@�)2� = 0 ;

�� �
1

� c2
k

(@�)2� �

 2

� c2
k

� = 0 :
(3)
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Çäåñü ïîñòîÿííûå c2
k, � c2

k è 
 2 âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ ïîñòîÿííûõ
ñîãëàñíî

c2
k =

� + 2 �
�

; � c2
k =

� + 2 

I

; 
 2 =
4�
I

:

Äëÿ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ 	 , H ïîëó÷àþòñÿ äâà ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé âåêòîð-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ

8
><

>:

A ? 	 + 2d2
? r � H = 0;

B ? H +

 2

2 88
�
c2

?
r � 	 = 0;

(4)

ãäå áûëè ââåäåíû ïîñòîÿííûå

d2
? =

8c2
?

88c2
?

; 8c2
? =

�
�

; 88c2
? =

� + �
�

; 88
�
c2

? =

 + �

I
; (5)

è, êðîìå òîãî, � äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà

A ? = � �
1

88c2
?

(@�)2; B ? = � �
1

88
�
c2

?
(@�)2 �


 2

88
�
c2

?
: (6)

Ñèñòåìà (4) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä íåçàâèñèìî îò èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî óñëî-
âèÿ êàëèáðîâêè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé
(2).

Èññëåäîâàíèå ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïåðåìåùåíèé è
ìèêðîâðàùåíèé âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè è ïîýòîìó ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
èìåííî íà ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû A ?
è B ? â óñëîâèÿõ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñâîäÿòñÿ ê

A ? = � +
! 2

88c2
?

; B ? = � +
! 2

88
�
c2

?
�


 2

88
�
c2

?
: (7)

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå äâå ïîñòîÿííûå

� 2
? =

! 2

88c2
?

; � 2
? = Abs

! 2 � 
 2

88
�
c2

?

è ïðèâåñòè îïåðàòîðû A ? è B ? ê ñëåäóþùåìó âèäó:

A ? = � + � 2
? ; B ? = � � � 2

? ; (8)

ãäå âûáîð òîãî èëè èíîãî çíàêà â âûðàæåíèè äëÿ B ? çàâèñèò îò âåëè÷èíû öèêëè÷å-
ñêîé ÷àñòîòû

! 2 � 
 2 ? 0:

Â èòîãå â ãàðìîíè÷åñêîì ñëó÷àå ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ
ïðèîáðåòàåò âèä

8
><

>:

(� + � 2
? )	 + 2d2

? r � H = 0;

(� � � 2
? )H +


 2

2 88
�
c2

?
r � 	 = 0:

(9)
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Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, êîãäà öèêëè-
÷åñêàÿ ÷àñòîòà! îêàçûâàåòñÿ âûøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ïîñòîÿííîé

 . Òîãäà ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê

8
><

>:

(� + � 2
? )	 + 2d2

? r � H = 0;

(� + � 2
? )H +


 2

2 88
�
c2

?
r � 	 = 0;

(10)

ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

g2
? =


 2

88
�
c2

?
d2

? ;

ïîñëå ÷åãî îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
8
><

>:

(� + � 2
? )	 + 2d2

? r � H = 0;

(� + � 2
? )H +

g2
?

2d2
?

r � 	 = 0:
(11)

Âíèìàòåëüíûé àíàëèç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçàííàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ (11) ïîëó÷àåòñÿ òàêæå è â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå (è
ñíîâà áåç ó÷åòà êàëèáðîâêè ïîòåíöèàëîâ):

8
><

>:

� r � (r � 	 ) + � 2
? 	 + 2d2

? r � H = 0;

� r � (r � H ) + � 2
? H +

g2
?

2d2
?

r � 	 = 0:
(12)

Äëÿ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ � , � â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïîëåé ïå-
ðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé îò âðåìåíè íà îñíîâàíèè (3) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

(r � r ) � + � 2
k� = 0 ;

(r � r ) � + � 2
k � = 0 ;

(13)

ãäå

� 2
k =

! 2

c2
k

; � 2
k = Abs

! 2 � 
 2

88
�
c2

k

:

4. Ïðåäñòàâëåíèå âèõðåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ñ ïîìî-
ùüþ ÷åòûðåõ âèíòîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïðåäñòàâëåíèå âèõðåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïå-
ðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ñ ïîìîùüþ âèíòîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ðåøàåò ãëàâíóþ
çàäà÷ó íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ: ïåðåõîä îò ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (12) ê íåñâÿçàííûì óðàâíåíèÿì, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå äîëæíî ïîçâîëèòü
íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ìèêðîïîëÿð-
íûõ êîíòèíóóìîâ.

Äîñòèæåíèå ýòîé öåëè íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ âèõðåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïåðå-
ìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé êàê îäíîãî è òîãî æå âèõðåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ � , íî ñ
ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáíûìè ôàêòîðàìè:

� r � 	 = a� ;

r � H = b� ;
(1)

ïðè ýòîì áóäå âûïîëíåíî åñòåñòâåííîå êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå

r � � = 0 :
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Ïîäñòàíîâêà (1) â ñèñòåìó âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîëÿ � :

8
><

>:

� ar � (r � � ) + � 2
? a� + 2d2

? br � � = 0;

� br � (r � � ) + � 2
? b� +

g2
?

2d2
?

ar � � = 0:

Â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû äîáàâèì è îòíèìåì
îäíî è òî æå ñëàãàåìîå ( c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ)

cr � � ;

òî æå ñàìîå âûïîëíèì è ñî âòîðûì óðàâíåíèåì è ñëàãàåìûì ( d � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ)

dr � � :

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî, åñëè ïîëîæèòü

a
c

=
c + 2d2

? b
a� 2

?
;

b
d

=
d + (2 d2

? ) � 1g2
? a

b� 2
?

;

òî ñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ áóäóò óäîâëåòâîðÿòüñÿ, êîãäà
(

� cr � � + a� 2
? � = 0;

� dr � � + b� 2
? � = 0:

Ïîëó÷èòü îäíî íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ � óäàåòñÿ,
åñëè ïðèíÿòü, ÷òî

c
d

=
� 2

?

� 2
?

a
b

;

òîãäà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé âûïîëíèìîñòü ñëåäóþùåãî âèíòîâîãî óðàâíåíèÿ

� r � � + p� 2
? � = 0; (2)

ãäåp ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå

p =
a
c

:

Îáðàòèìñÿ äàëåå ê íàõîæäåíèþ ïîñòîÿííûõ. Âñåãî èõ ÷åòûðå: a, b, c, d. Èç íèõ
ìîæíî îáðàçîâàòü òðè íåçàâèñèìûõ îòíîøåíèÿ:

p =
a
c

; q =
b
c
; s =

d
c

:

Äëÿ óêàçàííûõ îòíîøåíèé èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðîâíî òðè íåçà-
âèñèìûõ óðàâíåíèÿ 8

>>>>>><

>>>>>>:

p2� 2
? = 1 + 2 qd2

? ;

q2� 2
? = s2 + ps

g2
?

2d2
?

;

ps
� 2

?

� 2
?

= q:
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Èç äàííîé âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñòîÿííóþ q, ïîëó÷èâ ñíà-
÷àëà êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2d2
? � 2

? q2 + ( � 2
? � � 2

? � g2
? )q �

g2
?

2d2
?

= 0 ;

èç êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿ äëÿ q:

4d2
? � 2

? q = � 2
? + g2

? � � 2
? �

q
(� 2

? + g2
? � � 2

? )2 + 4g2
? � 2

? :

Äëÿ ïîñòîÿííîé p2 òàêæå ïîëó÷àþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñî-
ãëàñíî

2� 4
? p2 = � 2

? + g2
? + � 2

? �
q

(� 2
? + g2

? + � 2
? )2 � 4� 2

? � 2
? :

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ââåäåì äâà çíà÷åíèÿ p1, p2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíîìó è îòðèöàòåëüíîìó çíàêàì â ïðèâåäåííîé òîëüêî ÷òî ôîðìóëå, è ââåäåì
òàêæå äâàïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿ K 1, K 2 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

� 4
? p2

1; 2 = K 2
2; 1; � 2

? p1 = � K 2; � 2
? p2 = � K 1:

ßñíî, ÷òî ïîñòîÿííûå (âîëíîâûå ÷èñëà) K 1, K 2 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû íà îñíîâàíèè

p
2K 2 =

r

� 2
? + g2

? + � 2
? +

q
(� 2

? + g2
? + � 2

? )2 � 4� 2
? � 2

? ;

p
2K 1 =

r

� 2
? + g2

? + � 2
? �

q
(� 2

? + g2
? + � 2

? )2 � 4� 2
? � 2

? :

(3)

Çàìåòèì, ÷òî âîëíîâûå ÷èñëà K 1, K 2 â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åíû ñî-
ãëàñíî

K 2 > K 1 > 0:
Òàêèì îáðàçîì, âñåãî äëÿ ïàðàìåòðà p èìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ

çíà÷åíèÿ
� K 1; � K 2;

â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîå ïîëå � äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó èç ÷åòûðåõ âèíòîâûõ
óðàâíåíèé

� r � � � K 2; 1� = 0; (4)
ãäå çíàêè � è èíäåêñû 1, 2 ìåæäó ñîáîé íèêàê íå ñîãëàñîâàíû.

Âåêòîðíîå ïîëå � â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âèíòîâûì (screw �eld), åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

� � (r � � ) = 0;

ò.å. âèõðü âåêòîðíîãî ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ êîëëèíåàðíûì íàïðàâëåíèþ ñàìîãî ïîëÿ

r � � = A� ;

ãäå ìíîæèòåëü A õàðàêòåðèçóåòñÿ òåðìèíîì àíîðìàëüíîñòü (abnormality) ïîëÿ.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæèòåëü A åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî (ñì.,

íàïðèìåð, [14]):
1) âñå êðàòíûå (ïîâòîðíûå) âèõðè âåêòîðíîãî ïîëÿ �

r � � ; r � (r � � ); r � (r � (r � � )) ; : : :

òàêæå áóäóò âèíòîâûìè ïîëÿìè, ïðè÷åì ñ òîé æå ñàìîé àíîðìàëüíîñòüþ A;
2) ïîëå � áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

� � + A2� = 0;
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3) âèíòîâîå ïîëå � ñ ïîñòîÿííîé àíîðìàëüíîñòüþ A âñåãäà ïðåäñòàâèìî â ôîðìå

� = A(r h) � d + A2hd + ( d � r )r h;

ãäåd � ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé äèðåêòîð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, h � íåêîòîðîå ñêàëÿð-
íîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

� h + A2h = 0 :

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ðîâíî ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ïîëÿ 4

�
2

� ; �
2

+ ; �
1

� ; �
1

+ ;

êîòîðûå äîëæíû áûòü èíòåãðàëàìè íåñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé (4) è ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè êîòîðûõ áóäóò îïðåäåëÿòü âèõðåâûå ÷àñòè âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è
ìèêðîâðàùåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ (1). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îòíîøåíèå b=aè, ïîñêîëüêó

b
a

=
q
p

;

òî îòíîøåíèå b=aèìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå áåç òðóäà íàõîäÿòñÿ èç
äàííûõ âûøå ôîðìóë.

Îáîçíà÷àÿ ÷åòûðå óêàçàííûõ çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ b=a÷åðåç

b
a

= � g2; 1;

â èòîãå ïðèõîäèì ê ôîðìóëå äëÿ âèõðåâûõ ÷àñòåé ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé

r �
�

	
H

�
=

�
1

� g2

�
�
2

� +
�

1
g2

�
�
2

+ +
�

1
� g1

�
�
1

� +
�

1
g1

�
�
1

+ : (5)

Â ýòîé ôîðìóëå ìû ïîëàãàåì

g2; 1 =
� 2

? + g2
? � � 2

? �
q

(� 2
? + g2

? � � 2
? )2 + 4 � 2

? g2
?

4d2
? K 2; 1

: (6)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü çíàêè � ñîãëàñîâàíû ñ èíäåêñàìè 2, 1, ò.å. ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íà
ñàìîì äåëå îïðåäåëÿåò äâà âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà g.

5. Ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòàãàðìîè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Ñëåäóÿ [13], âèíòîâûå
óðàâíåíèÿ (4) áóäåì ðåøàòü, ââîäÿ äâà íîâûõ âèõðåâûõ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëà �

1
è

�
2

â ñîîòâåòñòâèè ñ

�
1

� = r � �
1

� K 1�
1

;

�
2

� = r � �
2

� K 2�
2

:
(1)

Ýòè äâà ïîòåíöèàëà ïðåäïîëàãàþòñÿ âèõðåâûìè, ò.å.

r � �
1

= 0 ; r � �
2

= 0 :

4Ïðèâîäèìûå íèæå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ � ñîãëàñî-
âàíû ñ ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè (4), âûïèñàííûìè â ñîêðàùåííîé ôîðìå.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðíûå ïîëÿ �
2

� ; �
2

+ ; �
1

� ; �
1

+ óäîâëåòâîðÿëè âèíòîâûì óðàâ-

íåíèÿì (4) ïîòåíöèàëû �
1

è �
2

, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

Ãåëüìãîëüöà 5

(r � r ) �
1

+ K 2
1 �

1
= 0;

(r � r ) �
2

+ K 2
2 �

2
= 0:

(2)

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (5) ïðåäñòàâëåíèÿ (1) äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé
�
2

� ; �
2

+ ; �
1

� ; �
1

+ , ïðåíåáðåãàÿ çàòåì íåñóùåñòâåííûì ìíîæèòåëåì 2, ïîñëå

ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

r �
�

	
H

�
=

 
r � �

1
+ r � �

2
g1K 1�

1
+ g2K 2�

2

!

èëè òàêæå

r �
�

	
H

�
=

�
r � r �
g1K 1 g2K 2

�  
�
1
�
2

!

: (3)

Çàìåòèì, ÷òî

g2; 1K 2; 1 =
� 2

? + g2
? � � 2

? �
q

(� 2
? + g2

? � � 2
? )2 + 4 � 2

? g2
?

4d2
?

è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
g2 > 0 > g1:

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàçëîæåíèÿ (1) è (3), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëå-
íèþ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â òåðìèíàõ äâóõ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ïîòåíöèà-
ëîâ:

�
u
�

�
= r

�
�
�

�
+

 
r � �

1
+ r � �

2
g1K 1�

1
+ g2K 2�

2

!

: (4)

Çäåñü ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìåòàãàðìîíè÷å-
ñêèì óðàâíåíèÿì (ñì. (13) è (2)) ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè � k, � k, K 1, K 2:

(( r � r ) + � 2
k)� = 0 ;

(( r � r ) + � 2
k )� = 0;

(( r � r ) + K 2
1) �

1
= 0;

(( r � r ) + K 2
2) �

2
= 0:

(5)

Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (4) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ òåí-
çîðîâ äåôîðìàöèé, ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â òåðìèíàõ ìåòàãàðìîíè÷å-
ñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Îäíàêî ñíà÷àëà íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
è íåêîòîðûå áàçîâûå ôîðìóëû ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

5Â ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ÷àñòî íàçûâàþò ìåòàãàðìîíè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè (metaharmonic equations), à èx ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ � ìåòàãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
(â äàííîì ñëó÷àå � ìåòàãàðìîíè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè).
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6. Äåôîðìàöèè, ñèëîâûå è ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â èçîòðîïíîì ìèêðîïîëÿðíîì
óïðóãîì òåëå. Ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè â ïëàíå ñâîèõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé
íå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíî ðàçâèòà áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îá îòíî-
ñèòåëüíûõ òåíçîðàõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ðàíãîì è âåñîì. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü
î òîì, ÷òî ïðè ýòîì â ìèêðîïîëÿíîé òåîðèè óïðóãîñòè íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ñó-
ùåñòâåííûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ ïåðåõîäà ê àáñîëþòíûì òåíçîðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì çà
ñ÷åò óìíîæåíèÿ èëè äåëåíèÿ (âîçìîæíî, íà öåëûå ñòåïåíè) èñõîäíûõ îòíîñèòåëüíûõ
òåíçîðîâ íà îðèåíòèðóþùèé îòíîñèòåëüíûé ñêàëÿð.

Ìû íà÷íåì ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìåòðè÷åñêîé ôîðìû

ds2 = gik dxi dxk ;

êîòîðûé îïðåäåëÿåò äëèíó ëèíåéíîãî ýëåìåíòà, çàäàâàåìîãî äèôôåðåíöèàëàìè dxk

êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò xk . Çäåñügik � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.
Äåòåðìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

g = det ( gik );

êàê íåòðóäíî âèäåòü, âñåãäà ïîëîæèòåëåí (ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîñèòåëüíûé ñêàëÿð âåñà
+2 .

Îïðåäåëèì äàëåå èìåþùèå ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â ìèêðîïîëÿðíûõ òåîðèÿõ
ñèìâîëû ïåðåñòàíîâîê � ijk , � ijk ñîîòíîøåíèÿìè

� ijk = � ijk =

8
><

>:

+1 ; åñëèi; j; k = 123; 231; 312;
� 1; åñëèi; j; k = 132; 213; 321;

0; âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ:

(1)

Ñèìâîëû ïåðåñòàíîâîê � îòíîñèòåëüíûå òåíçîðû âåñîâ +1 è � 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Îíè àíòèñèììåòðè÷íû ïî âñåì òðåì èíäåêñàì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñèìâîëû ïåðåñòàíî-
âîê îäíîâðåìåííî îáðàçóþò êîíòðàâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíûå
òåíçîðû, ðàçëè÷àþùèåñÿ âåñàìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå áàçèñíûå òðèýäðû, ñâÿçàííûå ñ âûáðàííîé êîîðäè-
íàòíîé ñèñòåìîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: {

s
(s = 1 ; 2; 3) � ëîêàëüíûé êîâàðèàíòíûé

áàçèñ;
s
{ (s = 1 ; 2; 3) � ëîêàëüíûé êîíòðàâàðèàíòíûé (âçàèìíûé) áàçèñ.

Áàçèñíûå âåêòîðû è âçàèìíûå áàçèñíûå âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñî-
îòíîøåíèþ:

{
s

�
k
{ =

k
�
s

(k = 1 ; 2; 3; s = 1 ; 2; 3):

Íàðÿäó ñ ñèìâîëàìè ïåðåñòàíîâîê îïðåäåëèì ôóíäàìåíòàëüíûé îðèåíòèðóþùèé
îòíîñèòåëüíûé ñêàëÿð âåñà +1 ñîãëàñíî

e = {
1

� ({
2

� {
3
): (2)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî e > 0 äëÿ ïðàâîîðèåíòèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, e < 0
äëÿ ëåâîîðèåíòèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e2 = g;

ò.å.
jej =

p
g:
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Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèé îòíîñèòåëüíûé ñêàëÿð îòðèöàòåëüíîãî âåñà � 1 êàê ñìå-
øàííîå ïðîèçâåäåíèå êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ ëîêàëüíîãî áàçèñà:

e� 1 =
1
{ � (

2
{ �

3
{): (3)

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì èñòèííûå (àáñîëþòíûå) e-òåíçîðû (òàê íàçûâàåìûå òåíçîðû
ïåðåñòàíîâîê) eijk , eijk , îïðåäåëèâ èõ ñîãëàñíî

eijk = e� ijk ;

eijk = e� 1� ijk ;
(4)

ò.å.

eskl =

(
+

p
g�skl ; åñëèe > 0;

�
p

g�skl ; åñëèe < 0;

eskl =

8
>><

>>:

+
1

p
g

� skl ; åñëèe > 0;

�
1

p
g

� skl ; åñëèe < 0:

ßñíî, ÷òî

{
s

� {
k

= eskl
l
{; (5)

s
{ �

k
{ = eskl {

l
: (6)

Òåíçîðû ïåðåñòàíîâîê, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêæå ôîðìóëàìè

eskl = {
s

� ({
k

� {
l
); (7)

eskl =
s
{ � (

k
{ �

l
{): (8)

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå âûøå, äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî e-òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà

e = eskl {
s


 {
k


 {
l

íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó
� I � I = e; (9)

ãäåI � åäèíè÷íûé òåíçîð.
Äàëåå ðàññìîòðèì àñèììåòðè÷íûé òåíçîð äåôîðìàöèè ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé

òåîðèè óïðóãîñòè
� = r 
 u � e � � ; (10)

èëè
� = r 
 u � � � e;

à òàêæå
� = r 
 u + � � (I � I )

è
� = r 
 u + ( I � I ) � � :

Òåíçîð èçãèáà�êðó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàäèåíò ïîëÿ ìèêðîïîâîðîòîâ, ò.å.
îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

� = r 
 � (11)
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Ñëåäóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü òåíçîðû ñèëî-
âûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé

t = n � � ; m = n � � ; (12)

ãäå t , m � âåêòîðû ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïëîñêèé ýëåìåíò, íîðìàëüíûé
åäèíè÷íîìó äèðåêòîðó n.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî
óïðóãîãî òåëà áóäóò èìåòü âèä

� = ( � + � )� + ( � � � )� T + � (tr � ) I ; (13)

� = ( 
 + " )� + ( 
 � " )� T + � (tr � ) I : (14)
Ñ èõ ïîìîùüþ áåç òðóäà ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ âåêòîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ

íàïðÿæåíèé t è m
(

t = 2 � (n � r )u + ( � � � )n � (r � u) + � n(r � u) + 2 � n � � ;

m = � n(r � � ) + 2 
 (n � r )� + ( 
 � " )n � (r � � ):
(15)

Îíè èñïîëüçóþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè
ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ââîäÿòñÿ â äàííûå âûøå ôîðìóëû íà îñíîâàíèè

r � u = � � 2
k� ;

r � � = � � 2
k �;

r � u = � (r � r ) �
1

� (r � r ) �
2

= K 2
1 �

1
+ K 2

2 �
2

;

r � � = g1K 1r � �
1

+ g2K 2r � �
2

:

7. Íåêîòîðûå ôîðìóëû òåîðèè ïîëÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðàññìîò-
ðèì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r , ' , z. Ìåòðè-
÷åñêèé ýëåìåíò â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî

ds2 = dr2 + r 2d' 2 + dz2:

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ åäèíè÷íûõ ëîêàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

{r ; { ' ; {z:

Íå ñëåäóåò ïóòàòü óêàçàííûå åäèíè÷íûå âåêòîðû ñ êîâàðèàíòíûìè ëîêàëüíûìè
áàçèñíûìè âåêòîðàìè, çà êîòîðûìè ìû çàðåçåðâèðóåì ñëåäóþùèå ñèìâîëû:

{
r
; {

'
; {

z
:

Îíè îáðàçóþò ïðàâîîðèåíòèðîâàííóþ ñèñòåìó e > 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

{r � { ' = {z; {r � {z = � { ' ; { ' � {z = {r ; {z � {r = { ' ; {z � { ' = � {r :

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ëîêàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ åñòü
@{r

@r
= 0;

@{r

@'
= { ' ;

@{r

@z
= 0;

@{ '

@r
= 0;

@{ '

@'
= � {r ;

@{ '

@z
= 0;

@{z

@r
= 0;

@{z

@'
= 0;

@{z

@z
= 0:
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Ïðîñòðàíñòâåííûé îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà áóäåò èìåòü âèä

r = {r
@
@r

+
{ '

r
@

@'
+ {z

@
@z

; (1)

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå ôîðìóëû ( F � ñêàëÿðíîå ïîëå,
� � âåêòîðíîå ïîëå, � = � r {r + � ' { ' + � z{z):

r F = {r
@F
@r

+
{ '

r
@F
@'

+ {z
@F
@z

;

r � � =
1
r

@(r � r )
@r

+
1
r

@� '

@'
+

@� z

@z
;

r � � =
�

1
r

@� z

@'
�

@� '

@z

�
{r +

�
@� r

@z
�

@� z

@r

�
{ ' +

1
r

�
@(r � ' )

@r
�

@� r

@'

�
{z;

(r � r )F =
1
r

@
@r

�
r

@F
@r

�
+

1
r 2

@2F
@'2

+
@2F
@z2

:

(2)

8. Ðàçäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ Ãåëüìãîëüöà â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåê-
òîðíîãî óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ìåòî-
äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ F . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç k� âîëíîâîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî ôèãóðèðóåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
â ýòîì óðàâíåíèè.

Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ F

(r � r + k2
� )F = 0

îáëàäàåò ðåøåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìàì ðàñïðîñòðàíÿþùeéñÿ â öèëèíäðå
âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì
k è àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì n.

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëå

F = CI n (p� r )
� cosn'

� sinn'

�
e� ikz ; (1)

ãäåC � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, n � àçèìóòàëüíîå ÷èñëî ïîëÿ, I k (�) � ôóíêöèÿ Áåñ-
ñåëÿ ïîðÿäêà k ìíèìîãî àðãóìåíòà, ïîñòîÿííàÿ p� îïðåäåëåíà ñîãëàñíî

p2
� = k2 � k2

� :

Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà ñ ïàðàìåòðîì k�� îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ � èìååò
âèä

(r � r + k2
�� )� = 0:

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíà-
òàõ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Â èòîãå, ðàñêëàäûâàÿ ïîëå íà
ñîñòàâëÿþùèå ïî ëîêàëüíûì áàçèñíûì äèðåêòîðàì

� = � r {r + � ' { ' + � z{z;
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óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âîëíîâûå ðåøåíèÿ â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k è
àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì n ñëåäóþùåãî âèäà:

� r = ( C1I n� 1(q� r ) + C2I n+1 (q� r ))
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

� ' = ( C1I n� 1(q� r ) � C2I n+1 (q� r ))
� cosn'

� sinn'

�
e� ikz ;

� z = C3I n (q� r )
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

(2)

ãäåC1, C2, C3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå,

q2
� = k2 � k2

�� :

Âåêòîðíîå ïîëå � ïðè ýòîì èìååò íóëåâóþ ðàñõîäèìîñòü, òîëüêî åñëè

q� (C1 + C2) � ikC 3 = 0 :

9. Ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â äëèííîì êðó-
ãîâîì öèëèíäðå. Áóäåì èñõîäèòü èç îñíîâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé
è ìèêðîâðàùåíèé â ëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäå (4), ãäå ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå
ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿþò ìåòàãàðìîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (5).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ âåêòîðîâ
ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â âîëíå äàííîãî àçèìóòà n. Ïîëàãàÿ â (1) k� = � k,
íàõîäèì

� = C1I n (p1r )
� cosn'

� sinn'

�
e� ikz ; (1)

ãäå

p2
1 = k2 � � 2

k;

ïîëàãàÿ çàòåì k� = � k, ïîëó÷àåì

� = C2I n (p2r )
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ; (2)

ãäå

p2
2 = k2 � � 2

k :

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ âåêòîðîâ
ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â âîëíå äàííîãî àçèìóòà n. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì
ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ

L = �
1

; M = �
2

;

è èõ ðàçëîæåíèÿ ïî åäèíè÷íûì âåêòîðàì ëîêàëüíîãî áàçèñà

L = L r {r + L ' { ' + L z{z; M = M r {r + M ' { ' + M z{z:
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Êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ íà îñíîâàíèè (2) îïðåäåëèì ñîãëàñíî

L r = ( C3I n� 1(q1r ) + C4I n+1 (q1r ))
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

L ' = ( C3I n� 1(q1r ) � C4I n+1 (q1r ))
� cosn'

� sinn'

�
e� ikz ;

L z = C5I n (q1r )
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

(3)

ãäå

q2
1 = k2 � K 2

1 ;

è

M r = ( C6I n� 1(q2r ) + C7I n+1 (q2r ))
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

M ' = ( C6I n� 1(q2r ) � C7I n+1 (q2r ))
� cosn'

� sinn'

�
e� ikz ;

M z = C8I n (q2r )
� sinn'

cosn'

�
e� ikz ;

(4)

ãäå

q2
2 = k2 � K 2

2 :

Ïîòåíöèàëû L è M îáëàäàþò íóëåâîé ðàñõîäèìîñòüþ, òîëüêî åñëè

q1(C3 + C4) � ikC 5 = 0 ;

q2(C6 + C7) � ikC 8 = 0 :

Òàêèì îáðàçîì, â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíû îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïåðå-
ìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â äëèííîì ëèíåéíîì ìèêðîïîëÿðíîì öèëèíäðå (4), ãäå
ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû çàäàþòñÿ â ôîðìàõ (1), (2) è (3), (4).Òàêîãî ðîäà
ðåøåíèÿ ñîäåðæàò âîñåìü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è îïðåäåëÿþò ôîðìû ãàðìîíè÷å-
ñêèõ âîëí ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè äëèííîãî
êðóãîâîãî öèëèíäðà. Âîëíû èìåþò çàäàííûé àçèìóò n è õàðàêåòðèçóþòñÿ âîëíîâûì
÷èñëîì k.

10. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñâÿçàííûõ äèíàìè÷åñêèõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè ìèêðîïîëÿðíîé óïðóãîñòè â òåðìèíàõ ïå-
ðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôèçè÷åñêèõ
ïîëåé îò âðåìåíè. Ïðèâîäÿòñÿ òðè îñíîâíûõ âàðèàíòà óðàâíåíèé.

2. Âûïîëíåíî ðàñùåïëåíèå ñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ íà íåñâÿçàííûå
âèíòîâûå óðàâíåíèÿ.

3. Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé ñ ïîìîùüþ
äâóõ íåñâÿçàííûõ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ.

4. Îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà â áåñêî-
íå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ðÿä ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
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5. Â ÿâíîé ôîðìå óêàçàíû ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùå-
íèé â äëèííîì ëèíåéíîì ìèêðîïîëÿðíîì öèëèíäðå, ñîäåðæàùèå âîñåìü ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Òåì ñàìûì îïðåäåëÿþò ôîðìû ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí
ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè äëèííîãî êðó-
ãîâîãî öèëèíäðà.

6. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âîëíîâîé
ìåõàíèêè, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ïåðåìåùåíèé è
ìèêðîâðàùåíèé âäîëü äëèííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ.

7. Ðàññìàòðèâàåìûå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû ïåðåìåùåíèé è ìèêðîâðàùåíèé â öè-
ëèíäðå èìåþò ñìûñë òîëüêî äëÿ âîëíîâûõ ôîðì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ çàäàí-
íûì àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì (àçèìóòîì).
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HARMONIC WAVES OF A GIVEN AZIMUTHAL NUMBER IN A
MICROPOLAR CYLINDRICAL WAVEGUIDE

Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The coupled system of vector di�erential equations of the linear theory of micropolar
elasticity presented in terms of displacements and micro-rotations in the case of a harmonic
dependence of physical �elds on time is considered in the three di�erent variants of which the two
are due to W. Nowacki and H. Neuber. A new scheme of splitting the coupled vector di�erential
equation of the linear theory of micropolar elasticity into uncoupled ones is proposed. The scheme
is based on proportionality of the vortex parts of the displacements and micro-rotations to the
single vector, which satis�es the screw equation. The problem of determination of the vortex
parts of the displacements and micro-rotations �elds is reduced to solution of four uncoupled
screw di�erential equations. A new representation of displacement and micro-rotation vectors is
obtained by using two uncoupled metaharmonic vectors. The separation of spatial variables in
the Helmholtz metaharmonic equations in a cylindrical coordinate net is described. Solutions of
the scalar and vector Helmholtz equations in an in�nite cylindrical domain containing a series
of arbitrary constants are obtained. Representation of displacement and micro-rotation vectors
in a long micropolar cylinder containing eight arbitrary constants are explicitly found. The
corresponding solutions are proved to determine the modes of harmonic waves of displacements
and micro-rotations propagating along the axis of a long circular cylinder. The obtained modes of
the harmonic displacements and micro-rotations waves are valid only for those characterized by a
given azimuthal number.

Keywords : micropolar elasticity, displacement vector, micro-rotation vector, vector potential,
vortex part, Helmholtz equation, wave, cylinder, wavenumber, azimuthal number
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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ìíîãîýòàïíîãî ïðîöåññà õîëîäíîé øòàì-
ïîâêè òîíêîñòåííîãî ñòàëüíîãî ñîñóäà ñ ó÷¼òîì òåõíîëîãè÷åñêîé íàñëåäñòâåííîñòè. Èñïîëü-
çîâàíû ñîîòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé àíèçîòðîïíîé îáîëî÷êè ñ ó÷åòîì
äèíàìèêè è êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èíñòðóìåíòîì, ðåàëèçîâàííûå â ïàêåòå LS-DYNA.
Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ìîäåëè Áàðëàòà Yld 2000-2d ñî ñòåïåííûì èçîòðîïíûì äåôîðìàöè-
îííûì óïðî÷íåíèåì äëÿ ìàëîóãëåðîäèñòîé ëèñòîâîé ñòàëè DC04EK òîëùèíîé 0,7 ìì îïðåäå-
ëåíû ïî äàííûì ñîáñòâåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êðèâàÿ ïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé ïîñòðîåíà ïî
èñêàæåíèþ êîîðäèíàòíîé ñåòêè âáëèçè çîí ëîêàëèçàöèè äåôîðìàöèè è ðàçðóøåíèÿ ñîñóäà
â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åí ïðîìåæóòî÷íûé îòæèã, è ïî ðåçóëüòà-
òàì òåñòà íà ðàçðóøåíèå ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè òðàåêòîðèé
äåôîðìàöèè â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè èçäåëèÿ íà êàæäîì ýòàïå òåõíîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé âûòÿæêè, ðàçäà÷è è ññàæè-
âàíèÿ. Ðàñ÷¼òû òðàåêòîðèé ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòîì íà ïðåññîâîì îáîðóäîâàíèè, èñ-
ïîëüçóåìîì â êà÷åñòâå èñïûòàòåëüíîãî. Îöåíêà êà÷åñòâà èçäåëèÿ ñâÿçûâàåòñÿ ñ îñòàòî÷íûì
ðåñóðñîì ïëàñòè÷íîñòè � óäàë¼ííîñòüþ åãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îò êðèâîé ïðåäåëü-
íûõ äåôîðìàöèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàöèÿ ðàçäà÷è çàãîòîâêè ïîñëå å¼ âûòÿæêè áûñòðî
ïðèáëèæàåò ìàòåðèàë ê ïðåäåëüíîìó ñîñòîÿíèþ è òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ðåñóðñà ïëàñòè÷íîñòè ïóò¼ì îòæèãà. Îòìå÷åíà ïåðñïåêòèâíîñòü òåõíîëîãèé øòàìïîâêè
ñ ìåíüøèìè ñòåïåíÿìè ðàçäà÷è è ñ áîëüøèìè ñòåïåíÿìè ññàæèâàíèÿ, ñïîñîáíûõ ñîõðàíÿòü
ðåñóðñ ïëàñòè÷íîñòè áåç ïðîìåæóòî÷íîãî îòæèãà.
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Ââåäåíèå
Ïðîèçâîäñòâî ñòàëüíûõ ýìàëèðîâàííûõ ÷àéíèêîâ è êàñòðþëü íà ÀÎ ¾Ëûñüâåí-

ñêèé çàâîä ýìàëèðîâàííîé ïîñóäû¿ (ã. Ëûñüâà Ïåðìñêîãî êðàÿ) õîëîäíîé ëèñòîâîé
øòàìïîâêîé ïðåäóñìàòðèâàåò ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïåðàöèé âûòÿæêè, ðàçäà÷è è
ññàæèâàíèÿ, îïòèìèçèðîâàííûõ äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îáðàçîâàíèÿ äåôåêòîâ èçäåëèÿ.
Ñóùåñòâóþùàÿ òåõíîëîãèÿ íå ìîæåò îáîéòèñü áåç ïðîìåæóòî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ðåñóðñà ïëàñòè÷íîñòè çàãîòîâêè îòæèãîì. Ïðîåêòèðîâàíèå îïòèìàëüíîãî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ñåáåñòîèìîñòè è êà÷åñòâà èçäåëèÿ ïðîöåññà, èñêëþ÷àþùåãî ýòó îïåðàöèþ, òðåáóåò
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ïëàñòè÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà âìåñòå ñ ïðîöåäóðîé èäåíòèôèêàöèè åå
êîíñòàíò è ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðîöåññà è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
ïîäòâåðæäåíèÿ åãî ðåçóëüòàòîâ [1,2]. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè-
÷åñêè íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ îáøèðíîé ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà çàãîòîâêè
è èíñòðóìåíòà èñïîëüçîâàí ïàêåò ïðîãðàìì LS-DYNA, â êîòîðîì ðåàëèçîâàí ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ÿâíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè è èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîòåêà ìîäåëåé ìàòåðèàëà.

1. Îñíîâíûå îïåðàöèè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà
Ïðîöåññ øòàìïîâêè ÷àéíèêà âêëþ÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû (ðèñ. 1) I, II, III

� âûòÿæêè ñòàêàíà ñ ôîðìîâàíèåì äíà, IV � ðàçäà÷è ïîëèóðåòàíîâûì øòàìïîì è
V � ññàæèâàíèÿ ãîðëîâèíû. Ðàçìåðû èñõîäíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ çàãîòîâîê ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 2. Òàì æå ïðèâîäèòñÿ ñåòêà ìàòåðèàëüíûõ êîîðäèíàò, íàíîñèìàÿ íà
íåäåôîðìèðîâàííóþ çàãîòîâêó ëàçåðíîé ãðàâèðîâêîé, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ êîíòðîëüíûå òî÷êè äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Íà ýòàïàõ I, II, III ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ãîôðû íà êðàÿõ è â âåðõíåé
÷àñòè çàãîòîâîê-ñòàêàíîâ, à íà ýòàïå V � íåäîïóñòèìûå óòîíåíèÿ ñòåíêè â ìåñòàõ
ïåðåõîäà äèàìåòðîâ â îáëàñòè ãîðëîâèíû. Îñíîâíûå äåôåêòû � ïîëîñû ñäâèãà è òðå-
ùèíû, îáðàçóþòñÿ â çîíàõ ïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè çàãîòîâêè
íà ýòàïå IV áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ðåêðèñòàëëèçàöèîííîãî îòæèãà. Äëÿ ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è íàñëåäîâàíèÿ äàííûõ äåôåêòîâ â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå
íåîáõîäèì ðàñ÷åò èñòîðèè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòè îñåñèììåòðè÷íîãî ñîñóäà è èõ áëèçîñòü ê ïðåäåëüíûì ñîñòîÿíèÿì.
Âñå ýòè ñîñòîÿíèÿ îòðàæàþòñÿ íà äèàãðàììå ïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé � ÷àñòè ïëîñ-
êîñòè ãëàâíûõ äåôîðìàöèé îáîëî÷êè âäîëü ïðîäîëüíîé ( "1 � 0) è îêðóæíîé ( "2 � 0)
êîîðäèíàò.
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