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Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2021. №1 (47). С. 3–15

В.Е. Рагозина, Ю.Е.Иванова

К ВОПРОСУ РЕШЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ УДАРНОЙ
ДЕФОРМАЦИИ В ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НЕНАПРЯЖЕННОЙ

НЕСЖИМАЕМОУПРУГОЙ СРЕДЕ

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, г. Владивосток, Россия

Аннотация. Решается задача одномерной плоской деформации нелинейноупругого несжима-
емого полупространства под действием ударной нагрузки на его границе. До момента удар-
ного воздействия полупространство находится в свободном состоянии. Именно это условие
позволяет осуществить движение разрыва в краевых условиях на границе полупространства
в виде единственной плоскополяризованной ударной волны, на которой сохраняется неизмен-
ным направление предварительного сдвига. Перечисленные свойства переднего фронта удар-
ного воздействия следуют из совместного анализа характеристических направлений задачи и
видов ударных волн для одномерной плоской задачи в несжимаемой среде с произвольными
предварительными деформациями. Приводятся два варианта приближенного решения зада-
чи на основе метода сращиваемых асимптотических разложений и на основе метода лучевых
рядов.

Ключевые слова: нелинейноупругая среда, несжимаемость, ударная волна, плоская дефор-
мация, характеристики гиперболических систем, метод возмущений, лучевые ряды.
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Введение
Теоретические и экспериментальные исследования высокоскоростных процессов

[1–4] имеют стабильно большое значение для области современного машиностроения,
техники, физики. В частности, эти исследования включают разработку теоретиче-
ских методов решения разнообразных задач динамики [5, 6] и изучение процессов
образования и движения ударных волн в твердых телах [1, 3, 7]. Известно [1, 3], что
ударные волны (поверхности сильных разрывов) возможно описать на основе только
нелинейных физикомеханических моделей. При этом для твердых деформируемых
сред выявляется большое число нелинейных особенностей движения ударных волн,
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таких как зависимость геометрии ударной волны и ее скорости от состояния среды в
ближайшей к ней окрестности, взаимосвязь процессов объемного и сдвигового дефор-
мирования и т.д. [1,3]. Нелинейная взаимосвязь уравнений движения нестационарных
краевых задач с системой краевых условий на заранее неизвестных по пространствен-
ной локализации поверхностях (включая ударные волны) в общем случае на сего-
дняшний день исключает возможность получения точного теоретического решения.
При этом, одновременно с исключительно большим значением современных вычис-
лительных методов [6], приобретает важное значение разработка разнообразных при-
ближенных теоретических методов решения [2,5,8,9]. Из этих методов отметим метод
сращиваемых асимптотических разложений [8] и метод прифронтовых разложений в
виде лучевых рядов [9]. Ранее было показано [10–13], что метод сращиваемых разло-
жений по малому параметру для задач ударной деформации в окрестности ударных
волн для областей, где нелинейность проявляется в полном объеме, приводит к оди-
ночному эволюционному уравнению [10], либо системе эволюционных уравнений [11].
Данные квазилинейные уравнения допускают получение своего точного решения в
отличие от исходных уравнений движения и одновременно позволяют отразить ос-
новные особенности нелинейного процесса. На основе этого метода были получены
решения одномерных [10, 11] и многомерных [12] краевых задач о распространении
плоских [10,11,13] ударных волн и волн с ненулевой кривизной волнового фронта [12]
в несжимаемых и сжимаемых однородных и неоднородных средах. Еще более простым
по виду используемых функций является вариант лучевого метода [14, 15] для удар-
новолновых задач, основанный на применении системы двойных рядов [16]. Данный
вариант лучевого метода также неоднократно применялся ранее [16,17] в разнообраз-
ных задачах ударной деформации.

В настоящей статье решается задача об одномерной ударной деформации полупро-
странства, занятого нелинейноупругой несжимаемой изотропной средой [18], которая
до начала ударного воздействия на граничной плоскости находится в свободном состо-
янии. Предположение о несжимаемости не только отражает реальное свойство многих
материалов [5,18], но позволяет рассматривать сдвиговое деформирование в “ чистом ”
виде без связи с объемной деформацией. Предварительно ненапряженное состояние
среды является ключевым условием, позволяющим на основе известных общих дан-
ных [3] о скоростях и типах плоских сдвиговых ударных волн, а также на основе ана-
лиза характеристических направлений задачи сделать заключение о движении в сре-
де единственной ударной волны плоскополяризованного типа [1, 3]. Дополнительным
свойством на такой волне становится неизменность направления сдвига, имеющего
место в момент возникновения ударной волны. Данное условие позволяет существен-
но упростить анализ системы эволюционных уравнений, а также уравнений лучевого
метода, с помощью которых строятся два приближенных решения описанной краевой
задачи.
1. Основные модельные соотношения и постановка краевой задачи
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Динамику несжимаемой нелинейноупругой среды зададим в прямоугольной декар-
товой системе координат Эйлера x1, x2, x3 уравнениями [1]:

ρ = ρ0 = const, u̇i = (δij − ui,j)vj , 2αij = ui,j + uj,i − uk,iuk,j ,

σij,j = ρ(v̇i + vi,jvj), σij = −p0δij +
∂W

∂αik
(δkj − 2αkj),

W (I1, I2) = (a− µ)I1 + aI2 + bI2
1 − κI1I2 − θI3

1 + cI4
1 +

+dI2
2 + kI2

1I2 + χI2
1I2 + . . . ,

I1 = αii, I2 = αijαji, u̇i =
∂ui
∂t

, ui,j =
∂ui
∂xj

,

(1.1)

где ui, vi — компоненты векторов перемещений и скорости, αij , σij — компоненты
тензоров деформаций Альманси и напряжений Эйлера-Коши, p0 — функция добавоч-
ного гидростатического давления, W — функция упругого потенциала, µ, a, b, κ, θ, c,
d, k, χ— упругие модули среды в адиабатическом приближении, ρ — плотность сре-
ды. В системе (1.1) принято суммирование по повторяющемуся латинскому индексу,
многоточием здесь и далее обозначены невыписанные слагаемые с более высокой сте-
пенью по компонентам градиента перемещений.

Далее рассмотрим одномерную плоскую деформацию нелинейноупругого полупро-
странства x1 ≥ 0, вызванную ударным нагружением по его границе x1 = 0. Следстви-
ем этого воздействия будет поле перемещений u1 = 0, u2 = u2(x1, t), u3 = u3(x1, t).
Полагаем, что до момента времени t = 0 деформации в среде отсутствуют, а переме-
щения на границе x1 = 0 являются известными функциями времени:

u2|x1=0, t≥0 = U2(t), u3|x1=0, t≥0 = U3(t),

U2(0) = U3(0) = 0, U̇2(0)U̇3(0) 6= 0,

u2|x1≥0, t≤0 = u3|x1≥0, t≤0 = 0,

(1.2)

где U2(t), U3(t) — известные функции. Скачок их производных в нуле позволяет утвер-
ждать, что с момента t = 0 по среде движутся поверхности сильных разрывов [3], на
которых необходимо поставить дополнительные краевые условия, связывающие раз-
рывы. Сформулируем такие дополнительные соотношения на ударной волне, проведя
анализ уравнений вдоль характеристических направлений и геометрических, кинема-
тических и динамических условий совместности. Для определения уравнений харак-
теристик выпишем уравнения движения (1.1):

σ11,1 = 0, σ12,1 = ρü2, σ13,1 = ρü3,

σ11 = −p+ µ

∞∑
i=0

βif
i, σ12 = µu2,1H, σ13 = µu3,1H,

H(f) =

∞∑
i=0

γif
i, f = u2

2,1 + u2
3,1, γ0 = 1, γ1 =

a+ b+ κ+ d

µ
.

(1.3)

Все безразмерные константы βi и γi(i = 0, 1, 2, . . .) в (1.3) вычисляются по упругим мо-
дулям материала. Первое из уравнений в (1.3) не влияет на поиск характеристических
направлений и необходимо при определении функции добавочного гидростатическо-
го давления p(x1, t). Для нахождения уравнений характеристик применим известную
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схему [2] ко второму и третьему уравнениям (1.3). Получим два семейства характе-
ристик. Вдоль характеристических направлений первого семейства

dx1

dt
= ±C

√
H, C2 = µρ−1 (1.4)

выполняются соотношения

±C
√
Hf2

2

d

dt(1)

(
f1

f2

)
− f2

df3

dt(1)
+ f1

df4

dt(1)
= 0,

f1 = u2,1, f2 = u3,1, f3 = u̇2, f4 = u̇3,
d

dt(1)
=

∂

∂t
± C
√
H

∂

∂x1
;

(1.5)

вдоль направлений второго семейства
dx1

dt
= ±C

√
H + 2H ′f, H ′ =

dH

df
(1.6)

имеют место соотношения

±C
√
H + 2H ′f

df

dt(2)
− 2f1

df3

dt(2)
− 2f2

df4

dt(2)
= 0,

d

dt(2)
=

∂

∂t
± C

√
H + 2H ′f

∂

∂x1
.

(1.7)

Если по предварительно недеформированной среде распространяется ударная вол-
на, которая сама входит в число характеристик первого семейства, тогда для соотно-
шений (1.5) справедливо утверждение: если f3 = ∓C

√
Hf1, f4 = ∓C

√
Hf2, то

d

dt(1)

(
f1

f2

)
= 0,

f1

f2
= const. (1.8)

Связи между f3 и f1, f4 и f2 являются следствием геометрических и кинематических
условий совместности разрывов [19].

Известно [3], что в случае произвольных ненулевых предварительных деформа-
ций в полупространстве движутся две ударные волны: волна круговой поляризации и
плоскополяризованная волна. Кратко перечислим свойства и запишем скорости этих
волн. На волне круговой поляризации [H] = [f ] = 0, то есть сохраняется неизменной
сумма квадратов интенсивностей воздействия и меняется направление предваритель-
ного сдвига. Ее скорость G1 вычисляется как

G1 =
dx1

dt
= C
√
H+ = C

√
H−. (1.9)

Данная волна согласно (1.4) содержится среди характеристик первого семейства.
Для плоскополяризованной ударной волны и ее скорости G2 выполняется

u+
2,1

[u2,1]
=

u+
3,1

[u3,1]
, G2 =

dx1

dt
= C

√√√√H+ + [H]

(
u+

2,1

[u2,1]
− 1

)
. (1.10)

На ней изменяется величина предварительного сдвига и не меняется его направление.
Если в среде отсутствуют предварительные деформации u+

2,1 = u+
3,1 = 0, то распро-

страняется единственная ударная волна плоскополяризованного типа со скоростью

G = C
√
H−. (1.11)
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На этой волне согласно (1.4), (1.8), (1.11) выполняется условие

u−2,1

u−3,1
=
u−2,1

u−3,1

∣∣∣∣∣
t=0

= const. (1.12)

Такая волна совпадает с углом наклона характеристик первого семейства (1.4) исход-
ной системы уравнений движения. На ней изменяется величина квадрата интенсив-
ности воздействия на ненулевую. Одновременно на ней появляется дополнительное
важное условие: постоянство направления сдвига, созданного в момент t = 0. Это
условие не противоречит определению плоскополяризованной волны, поскольку нуле-
вому состоянию перед ней можно приписать любое направление. Исходя из сказанного
выше поставленную краевую задачу (1.1), (1.2) в случае отсутствия предварительных
деформаций необходимо дополнить условиями на фронте ударной волны:

u2(x1, t)|x1=X(t) = 0, u3(x1, t)|x1=X(t) = 0,

[u2,1]|x1=X(t) = −u−2,1
∣∣∣
x1=X(t)

, [u3,1]|x1=X(t) = −u−3,1
∣∣∣
x1=X(t)

,

u−2,1

u−3,1

∣∣∣∣∣
x1=X(t)

= const, X(t) =

t∫
0

G(ξ)dξ, G = C
√
H−.

(1.13)

Получить точное решение краевой задачи (1.1), (1.2), (1.13) невозможно из-за ее су-
щественной нелинейности. Поэтому в разделах 2, 3 построим ее приближенное ана-
литическое решение на основе двух эффективных методов для динамических задач
нелинейной теории упругости: метода сращиваемых асимптотических разложений [8]
и лучевого метода, модифицированного для задач с ударными волнами [16].
2. Решение одномерной плоской динамической задачи на основе метода

малого параметра
В работах [10–13] метод сращиваемых асимптотических разложений успешно при-

менялся для решения одномерных и многомерных нестационарных задач ударного
деформирования нелинейноупругих сред. Поэтому воспользуемся им для решения
поставленной краевой задачи. Запишем второе и третье уравнения системы (1.3) в
перемещениях, ограничиваясь третьим порядком малости, и конкретизируем функ-
ции нагружения U2(t), U3(t) на границе x1 = 0:

u2,11

(
1 + 3γ1u

2
2,1 + γ1u

2
3,1

)
+ 2γ1u3,11u2,1u3,1 + . . . = ü2C

−2,

u3,11

(
1 + 3γ1u

2
3,1 + γ1u

2
2,1

)
+ 2γ1u2,11u2,1u3,1 + . . . = ü3C

−2,

u2|x1=0 =
2

3

{
(αt+ α0)3/2 − α3/2

0

}
, u3|x1=0 =

2

3

{
(τt+ τ0)3/2 − τ3/2

0

}
,

(2.1)

где α, α0, τ, τ0 — известные константы. Схема метода малого параметра требует
перехода к безразмерным переменным. В нашем случае их удобно выбрать в виде:

s =
x1

CT
, m =

t

T
, v(s,m) = ε−1u2(x1, t)

CT
,

w(s,m) = ε−1u3(x1, t)

CT
, ε =

αα
1/2
0

C
,

(2.2)

где ε — малый параметр задачи, T — характерное время задачи, за которое возника-
ющие на границе перемещения будут много меньше, чем расстояние CT . Переходя в
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соотношениях (2.1) к новым переменным (2.2), получим внешнюю краевую задачу [8]:

v,ss
(
1 + 3γ1ε

2v2
,s + γ1ε

2w2
,s

)
+ 2γ1ε

2w,ssv,sw,s + . . . = v,mm,

w,ss
(
1 + 3γ1ε

2w2
,s + γ1ε

2v2
,s

)
+ 2γ1ε

2v,ssv,sw,s + . . . = w,mm,

v|s=0 =
2

3

{
(a1m+ a2)3/2 − a3/2

2

}
, w|s=0 =

2

3

{
(a3m+ a4)3/2 − a3/2

4

}
,

a1 =
α1/3T 1/3

α
1/3
0

, a2 =
α

2/3
0

α2/3T 2/3
,

a3 =
τT 1/3

α2/3α
1/3
0

, a4 =
τ0

α2/3T 2/3α
1/3
0

.

(2.3)

Искомые функции v(s,m) и w(s,m) представим асимптотическими рядами по квад-
ратам степеней малого параметра

v(s,m) = v0(s,m) + ε2v1(s,m) + ε4v2(s,m) + . . . ,

w(s,m) = w0(s,m) + ε2w1(s,m) + ε4w2(s,m) + . . .
(2.4)

и подставим в уравнения движения и краевые условия (2.3). Решение строится мето-
дом последовательных линейных приближений. В результате получим внешнее раз-
ложение [8]:

v(s,m) =
2

3

{
(a1(m− s) + a2)3/2 − a3/2

2

}
+

+
γ1a1

2
ε2(a1(m− s) + a2)1/2s

{
(a3

1 + a3
3)(m− s) + a2

1a2 + a2
3a4

}
+ . . . ,

w(s,m) =
2

3

{
(a3(m− s) + a4)3/2 − a3/2

4

}
+

+
γ1a3

2
ε2(a3(m− s) + a4)1/2s

{
(a3

1 + a3
3)(m− s) + a2

1a2 + a2
3a4

}
+ . . . .

(2.5)

Решение (2.5) справедливо в малой окрестности нагружаемой границы s = 0 в об-
ласти, где m − s > 0, его равномерность нарушается на расстояниях s ∼ ε−2. Для
перехода в прифронтовую область ударной волны и учета краевых условий (1.13)
необходимо изменить масштаб пространственной переменной. Переход к внутренним
переменным n = ε2s, p = s−m, v = v(n, p), w = w(n, p) позволяет записать внутрен-
нюю краевую задачу [8]:

2(v,pn + ε2v,nn)
{

1 + γ1ε
2
((
v,p + ε2v,n

)2
+
(
w,p + ε2w,n

)2)}
+

+γ1v,pp

{(
v,p + ε2v,n

)2
+
(
w,p + ε2w,n

)2}
+ 2γ1

(
v,p + ε2v,n

) {(
v,p + ε2v,n

)
×

×
(
v,pp + 2ε2v,pn + ε4v,nn

)
+
(
w,p + ε2w,n

) (
w,pp + 2ε2w,pn + ε4w,nn

)}
= 0,

2(w,pn + ε2w,nn)
{

1 + γ1ε
2
((
v,p + ε2v,n

)2
+
(
w,p + ε2w,n

)2)}
+

+γ1w,pp

{(
v,p + ε2v,n

)2
+
(
w,p + ε2w,n

)2}
+ 2γ1

(
w,p + ε2w,n

) {(
v,p + ε2v,n

)
×

×
(
v,pp + 2ε2v,pn + ε4v,nn

)
+
(
w,p + ε2w,n

) (
w,pp + 2ε2w,pn + ε4w,nn

)}
= 0,

v|p=p(n) = 0, w|p=p(n) = 0,

(2.6)
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где p(n) — неизвестная функция, задающая положение переднего фронта ударной
волны. Новые неизвестные функции v(n, p), w(n, p) и функцию p(n) представим в
виде асимптотических рядов:

v(n, p) =
∞∑
i=0

ε2iv2i(n, p) ≈ v0(n, p), w(n, p) =
∞∑
i=0

ε2iw2i(n, p) ≈ w0(n, p),

p(n) =
∞∑
i=0

ε2ip2i(n) ≈ p0(n)

(2.7)

и подставим в первые два соотношения (2.6). На нулевом шаге метода получим систе-
му эволюционных уравнений:

2g0,n + γ1g0,p

(
g2

0 + h2
0

)
+ 2γ1g0 (g0g0,p + h0h0,p) = 0,

2h0,n + γ1h0,p

(
g2

0 + h2
0

)
+ 2γ1h0 (g0g0,p + h0h0,p) = 0, g0 = v0,p, h0 = w0,p.

(2.8)

Для построения решения системы гиперболических нелинейных уравнений (2.8), опи-
сывающей поведение решения в прифронтовой области ударной волны, удобно ввести
замену неизвестных функций g0, h0, учитывая полученные в разделе 1 результаты.
Полагая η = g2

0 +h2
0, ϑ = h0/g0, от системы уравнений (2.8) перейдем к соотношениям:

η,n +
3γ1

2
ηη,p = 0, ϑ,n +

γ1

2
ηϑ,p = 0, (2.9)

где второе уравнение интегрируется после решения первого. Система эволюцион-
ных уравнений (2.9) описывает два процесса: изменение квадрата интенсивности воз-
действия и изменение направления воздействия. Изменение квадрата интенсивности
сдвига полностью описывается первым уравнением, а на изменение направления сдви-
га влияет нелинейность задачи и вид функции η. Общее решение (2.9) вдоль харак-
теристик можно представить в виде

η = F

(
p− 3γ1

2
ηn

)
,

ϑ = const вдоль
dp

dn
=
γ1

2
η,

(2.10)

где F — произвольная функция, определяемая условиями нагружения на границе.
Сравнение (2.10) с краевыми условиями (2.3) и внешним решением (2.5) позволяет
предположить частный вид представления для функций η и ϑ:

η = (B −Ap)z3, ϑ =

√
D(B −Ap)z + E

(1−D)(B −Ap)z − E
,

z =

(
1− 3γ1

2
An

)−1/3

, A, B, D, E = const.

(2.11)

Для определения поля перемещений необходимо учесть, что v0,p = −
√
η/(1 + ϑ2),

w0,p = −ϑ
√
η/(1 + ϑ2). В результате получим для искомых функций:

v0(n, p) =
2

3A(1−D)
{(1−D)(B −Ap)z − E}3/2 + ϕ1(n),

w0(n, p) =
2

3AD
{D(B −Ap)z + E}3/2 + ϕ2(n),

(2.12)
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где ϕ1(n), ϕ2(n) — неизвестные функции, которые находятся из краевых условий на
фронте ударной волны (2.6). Положение переднего фронта возмущений определим из
решения обыкновенного дифференциального уравнения:

dp0

dn
=
γ1

2
(B −Ap0)z3, p0(0) = 0, p0(n) =

B

A

(
1− z−1

)
. (2.13)

Подстановка (2.13) в условия на волне v0(n, p0(n)) = 0, w0(n, p0(n)) = 0 позволяет
найти

ϕ1(n) = − 2

3A(1−D)
{B(1−D)− E}3/2 , ϕ2(n) = − 2

3AD
{DB + E}3/2 . (2.14)

Сопоставление внешнего (2.5) и внутреннего (2.12) решений с учетом (2.14) в нулевом
приближении дает: A = a3

1 +a3
2, B = a2a

2
1 +a4a

2
3, D = a3

3/A, E = a2
1a

2
3(a4a1−a2a3)/A. В

данном разделе получено решение для первого шага метода возмущений. Если необ-
ходимо уточнить представленные формулы, то следующие приближения строятся по
аналогии с нулевым приближением.
3. Решение одномерной плоской динамической задачи на основе метода

лучевых рядов
В третьем разделе сохраним для функции H(f) полное представление, так как в

лучевом методе нет ограничения на малость перемещений и деформаций. Модифика-
ция метода лучевых рядов для нестационарных задач ударной деформации в твердом
теле [16] связана с заменой точного решения на представление всех неизвестных функ-
ций в окрестности переднего фронта волнового процесса Σ в виде рядов по типу ряда
Тейлора :

Y (I)(x1, t) = Y (0)(x1, t)−
∞∑
k=1

1

k!

[
∂kY

∂tk

]∣∣∣∣
t=tΣ

(t− tΣ)k, t ≥ tΣ,

tΣ(x1) =

x1∫
0

G−1(ζ)dζ,

(3.1)

где Y (x1, t) — обобщенное обозначение для всех величин, которые на поверхности
ударной волны Σ имеют разрыв в первой производной; Y (0)(x1, t) и Y (I)(x1, t) — значе-
ния функции Y (x1, t), вычисляемые перед ударной и сразу за ней. В качестве неизвест-

ных выступают величины скачков
[
∂kY

∂tk

]
. Для нашей задачи u(0)

2 (x1, t) = u
(0)
3 (x1, t) =

0, а за основные неизвестные функции примем:

[u̇2] = κ1, [ü2] = κ2, . . . [u̇3] = θ1, [ü3] = θ2, . . . (3.2)

На основе геометрических и кинематических условий совместности [19] определим
скачки в производных по координате и скачки вторых производных:

[u2,1] = −κ1

G
, [u3,1] = −θ1

G
, [u̇2,1] =

1

G

(
δκ1

δt
− κ2

)
, [u̇3,1] =

1

G

(
δθ1

δt
− θ2

)
,

[u2,11] =
1

G

(
− 2

G

δκ1

δt
+
κ2

G
+
κ1

G2

δG

δt

)
, [u3,11] =

1

G

(
− 2

G

δθ1

δt
+
θ2

G
+
θ1

G2

δG

δt

)
,

(3.3)

где δ/δt — производная по Томасу [19].
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Запишем второе и третье уравнения движения системы (1.3) в перемещениях:

u2,11(1 +Q) + 2Q′(u2
2,1u2,11 + u2,1u3,1u3,11) =

ü2

C2
,

u3,11(1 +Q) + 2Q′(u2
3,1u3,11 + u2,1u3,1u2,11) =

ü3

C2
,

Q = H(f)− 1 =
∞∑
i=1

γif
i, Q′ =

dQ

df
.

(3.4)

Пусть для решаемой системы уравнений (3.4) краевое условие (1.2) имеет вид:

u2|x1=0, t≥0 = A1t+
A2

2
t2, u3|x1=0, t≥0 = B1t+

B2

2
t2, (3.5)

где A1, A2, B1, B2 — известные константы.
Технология применения метода лучевых рядов включает в себя k – кратное частное

дифференцирование (k = 0, 1, 2, . . .) по времени уравнений движения (3.4) и запись
полученных соотношений в разрывах. Для нашей задачи ограничимся значением k =
0. Тогда основные уравнения затухания [14] будут иметь вид:

1

G

(
κ2

G
− 2

G

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG

δt

){
1− [Q] + 2(γ1 − [Q′])

κ2
1

G2

}
+

+
2κ1θ1

G3

(
θ2

G
− 2

G

δθ1

δt
+
θ1

G2

δG

δt

)(
γ1 − [Q′]

)
=
κ2

C2
,

1

G

(
θ2

G
− 2

G

δθ1

δt
+
θ1

G2

δG

δt

){
1− [Q] + 2(γ1 − [Q′])

θ2
1

G2

}
+

+
2κ1θ1

G3

(
κ2

G
− 2

G

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG

δt

)(
γ1 − [Q′]

)
=

θ2

C2
,

Φ(p) = [Q] =

∞∑
i=1

(−1)i+1γip
i, p = [f ] = −θ

2
1 + κ2

1

G2
,

[Q′] =

∞∑
i=1

(−1)i+1(i+ 1)γi+1p
i, G = C

√
1− Φ(p),

δG

δt
=

Φ′(p)

1− Φ(p)− Φ′(p)p

{
θ1

G

δθ1

δt
+
κ1

G

δκ1

δt

}
, Φ′(p) =

dΦ

dp
= γ1 − [Q′].

(3.6)

Подставив в первые два соотношения (3.6) [Q], [Q′], δG/δt, выразим величины:

δκ1

δt
=

Φ′(κ2κ
2
1 + κ1θ1θ2)

P
,

δθ1

δt
=

Φ′(θ2θ
2
1 + θ1κ1κ2)

P
,

P (p) = G2

{
1− Φ +

pΦ′(−3 + 3Φ + 2Φ′p)

2(1− Φ− Φ′p)

}
.

(3.7)

Преобразуем систему уравнений затухания (3.7). Для этого домножим первое урав-
нение на − θ1, а второе — на κ1 и сложим. В итоге получим уравнение

δ

δt

(
θ1

κ1

)
= 0 т.е.

θ1

κ1

∣∣∣∣
Σ

= const. (3.8)
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Это означает, что для величин θ1, κ1 выполняется

θ1

κ1
=
δθ1

δt

/
δκ1

δt
=
δ2θ1

δt2

/
δ2κ1

δt2
= . . . = const. (3.9)

Примем, что θ1 = ξκ1, ξ = const, поэтому вместо системы уравнений затухания
(3.7) далее будет решаться единственное уравнение с основной неизвестной δκ1/δt.
Отметим, что соотношения (3.8), (3.9) согласуются с результатом (1.12), полученным
в разделе 1 для плоскополяризованной ударной волны, распространяющейся по пред-
варительно недеформированной среде. Следствием того, что решается задача с нали-
чием ударной волны, является нарушение рекуррентности уравнений затухания, то
есть в формулах (3.7) присутствуют слагаемые, содержащие θ2, κ2. В работах [16,20]
был предложен вариант лучевого метода, позволяющий учесть данные слагаемые.
Он заключается во введении в соотношение (3.1) дополнительных рядов по дельта—
производным для функций [∂kY/∂tk]

∣∣
Σ
в окрестности t = 0. Представим неизвестные

функции нашей задачи, как

κ1 =
∞∑
k=0

1

k!

δkκ1

δtk

∣∣∣∣
t=0

tk = κ10 +
δκ10

δt
t+ . . . , κ2 = κ20 + . . . ,

θ1 =
∞∑
k=0

1

k!

δkθ1

δtk

∣∣∣∣
t=0

tk = θ10 +
δθ10

δt
t+ + . . . , θ2 = θ20 + . . . ,

(3.10)

где κ10, κ20, θ10, θ20, δκ10/δt, δθ10/δt — константы, подлежащие определению, и под-
ставим в (3.1):

u2 = −
(
κ10 +

δκ10

δt
tΣ

)
(t− tΣ)− κ20

2
(t− tΣ)2 + . . . ,

u3 = −
(
θ10 +

δθ10

δt
tΣ

)
(t− tΣ)− θ20

2
(t− tΣ)2 + . . . ,

tΣ =

∫ x1

0
G−1(ζ)dζ = R1x1 +R2x

2
1 + . . . , R1 =

1

C

{
1 +

γ1(1 + ξ2)

2

κ2
10

C2

}−1

,

R2 = −γ1(1 + ξ2)κ10

2C4

δκ10

δt

{
1 +

γ1(1 + ξ2)

2

κ2
10

C2

}−3

.

(3.11)

Подставляя (3.11) в (3.5) с учетом, что tΣ(0) = 0, найдем κ10 = −A1, κ20 = −A2, θ10 =
−B1, θ20 = −B2, ξ = B1/A1. Записывая первое уравнение системы (3.7) в момент вре-
мени t = 0, определим оставшиеся константы: δκ10/δt = −γ1C

−2
(
A2

1A2 +B1B2A1

)
,

δθ10/δt = ξδκ10/δt. Полученное решение можно уточнить, если в формулах (3.10)
оставить слагаемые с более высокими степенями по t. Отметим, что предварительный
анализ характеристических направлений для исходной системы уравнений движения
позволил получить дополнительную связь между неизвестными функциям: θ1 = ξκ1.
Что значительно упростило решение задачи, сведя систему из двух уравнений зату-
хания к одному, и исключило возможность нахождения неверного решения без учета
условия (3.9).
Заключение
В настоящей статье для одномерной плоской деформации нелинейноупругого

несжимаемого полупространства представлены анализ краевых условий на ударных
волнах и количество ударных волн, необходимое для решения, в случае отсутствия
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предарительных статических деформаций. Совместный анализ углов наклона харак-
теристик задачи и скоростей ударных волн позволяет утверждать, что по среде дви-
жется единственная ударная волна плоскополяризованного типа, которая одновре-
менно входит в число характеристик, определяющих изменение направления сдвига.
Отсюда следует постоянство направления сдвига на переднем фронте ударной волны.
Данное условие использовано в двух процедурах получения приближенного теорети-
ческого решения: методе сращиваемых асимптотических разложений и лучевом ме-
тоде, что позволило существенно упростить эти методики. Одновременно показано,
что среда в окрестности ударной волны деформируется в соответствии с поведением
решения системы двух эволюционных уравнений, для которых получено общее реше-
ние в виде инвариантов Римана. Для лучевого метода полученное условие позволяет
перейти от решения системы уравнений затухания к решению единственного уравне-
ния затухания. Проведенный анализ без существенных сложностей распространяется
на решение задач ударной деформации предварительно ненапряженной несжимаемой
среды для ударных волн ненулевой кривизны. Он может найти практическое приме-
нение при разработке и верификации результатов в процедурах численного счета.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Bland D. R. Nonlinear Dynamic Elasticity. London: Blaisdell, 1969. 93 p.
[2] Whitham G. B. Linear and Nonlinear Waves. New York: Wiley, 1974. 636 p.
[3] Куликовский А. Г., Свешникова Е. И. Нелинейные волны в упругих средах. Москва: Московский

лицей, 1998. 412 с.
[4] Kobayashi A. S. Handbook on Experimental Mechanics. New York: Wiley, 1993. 1074 p.
[5] Порубов А. В. Локализация нелинейных волн деформации. Москва: Физматлит, 2009. 207 с.
[6] Куликовский А. Г., Погорелов Н. В., Семенов А. Ю. Математические вопросы численного реше-

ния гиперболических систем уравнений. Москва: Физматлит, 2001. 608 с.
[7] Рыскин Н. М., Трубецков Д. И. Нелинейные волны. Москва: Физматлит, 2000. 272 с.
[8] Nayfeh A. H. Introduction to Perturbation Techniques. New York: Wiley-VCH, 1993. 536 p.
[9] Rossikhin Y. A., Shitikova M. V. Ray method for solving dynamic problems connected with the

propagation of wave surfaces of strong and weak discontinuities // Appl. Mech. Reviews. 1995. Vol. 48,
no. 1. P. 1–39.

[10] Рагозина В. Е., Иванова Ю. Е. Об эволюционных уравнениях задач ударного деформирования
с плоскими поверхностями разрывов // Вычислительная механика сплошных сред. 2009. Т. 2,
№ 3. С. 82–95.

[11] Рагозина В. Е., Иванова Ю. Е. Об ударной деформации несжимаемого полупространства под
действием сдвигающей нагрузки переменного направления // Сибирский журнал индустриаль-
ной математики. 2014. Т. 17, № 2(58). С. 87–96.

[12] Рагозина В. Е., Иванова Ю. Е. Об асимптотическом представлении решений многомерных за-
дач ударной динамики нелинейно-упругих сред // Вестник Чувашского государственного педа-
гогического университета имени И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. 2014.
№ 3(21). С. 131–143.

[13] Буренин А. А., Россихин Ю. А. О влиянии вязкости на характер распространения плоской про-
дольной волны // ПМТФ. 1990. № 6. С. 13–17.

[14] Бабичева Л. А., Быковцев Г .И., Вервейко Н. Д. Лучевой метод решения динамических задач в
упруговязкопластических средах // ПММ. 1973. Т. 37, № 1. с. 145–155.

[15] Achenbach J. D., Reddy D. P. Note of wave propagation in lineary viscoelastic media // ZAMP. 1967.
Vol. 18, no. 1. p. 141–144.

[16] Буренин А. А., Россихин Ю. А. Лучевой метод решения одномерных задач нелинейной динами-
ческой теории упругости с плоскими поверхностями сильных разрывов // Прикладные задачи
механики деформируемых сред. Владивосток: ДВО АН СССР, 1991. с. 129–137.



14 В.Е. РАГОЗИНА, Ю.Е.ИВАНОВА

[17] Рагозина В. Е., Иванова Ю. Е. Решение одной многомерной задачи ударной деформации упруго-
го полупространства с искривленной границей на основе модифицированного лучевого метода //
Изв. РАН. МТТ. 2016. № 4. С. 132–143.

[18] Лурье А. И. Нелинейная теория упругости. Москва: Наука, 1980. 512 с.
[19] Thomas T. Y. Plastic flow and fracture in solids. New York: Academic Press, 1961. 267 p.
[20] Буренин А. А. Об одной возможности построения приближенных решений нестационарных задач

динамики упругих сред при ударных воздействиях // Дальневосточный мат. сб. 1999. Т. 8. С. 49–
72.

V. E. Ragozina, Yu. E. Ivanova

THE PLANE PROBLEM SOLUTION OF IMPACT DEFORMATION IN A
PRELIMINARY UNSTRESSED INCOMPRESSIBLE ELASTIC MEDIUM

Institute of Automation and Control Processes FEB RAS, Vladivostok, Russia

Abstract. The problem of one-dimensional plane deformation of a nonlinear elastic incompressible
half-space under the impact load action on its boundary is solved. The half-space is in a free state
until the moment of impact action. This condition leads to the discontinuity in the boundary
conditions at the half-space boundary moves as the only plane-polarized shock wave, on which the
direction of the preliminary shear remains unchanged. The pointed out properties of the leading
edge of the shock action follow from the joint analysis of the characteristic directions of the problem
and the shock waves types for a one-dimensional plane problem in an incompressible medium with
arbitrary preliminary deformations. Two versions of the problem approximate solution based on the
method of matched asymptotic expansions and on the basis of the ray series method are presented.
Keywords: nonlinear elastic medium, incompressibility, shock wave, plane strain, characteristics
of hyperbolic systems, perturbation method, ray series.
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Аннотация. В данной работе представлено исследование рассматриваемого класса нелиней-
ных дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками. Учитывая авторскую
разработку теоремы существования и единственности решения построена структура анали-
тического приближенного решения, для которой, в данной работе, было установлено влияние
возмущения подвижной особой точки. Представленные теоретические положения подтвер-
ждены с помощью численного эксперимента. Для оптимизации априорных оценок применя-
лась апостериорная оценка.

Ключевые слова: волновые процессы, эластичная балка, нелинейные дифференциаль-
ные уравнения, подвижная особая точка, аналитическое приближенное решение, априорная
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1. Введение. Потребность развития физических наук, к изучению меняющихся
процессов привело к возникновению и формированию основных понятий дифферен-
циального и интегрального исчисления. Большинство процессов носит сложный ха-
рактер, для описания которых возникает необходимость применения нелинейных диф-
ференциальных уравнений.

В работе [1] проводится исследование волновых процессов в балке на основе уравне-
ния третьего порядка, заданного в неявном виде. При этом предлагается классическая
теория, которая не работает для случая нелинейных дифференциальных уравнений.
Существенной особенностью таких уравнений являются подвижные особые точки, что
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является препятствием для использования классической теории. Следует отметить,
что нелинейные уравнения в данном случае относятся к категории, лишь в частном
случае разрешимых в квадратурах. Это обстоятельство подчеркивает актуальность и
новизну выполненных исследований в статье. В авторской публикации [2,3] приведено
доказательство теоремы существования и единственности решения для нелинейного
дифференциального уравнения третьего порядка. Получена структура аналитическо-
го приближенного решения с априорными оценками и представлены численные экс-
перименты.

На данный момент существующая теория позволяет определять подвижные особые
точки лишь приближенно. Это обстоятельство ставит перед исследователем задачу
исследования влияния возмущения подвижной особой точки на структуру аналити-
ческого приближенного решения. В данной публикации представлено теоретическое
обоснование этой задачи.

Если в работах [2, 3] дается развитие теоретического обоснования представленного
ранее в работах [4–8], то в публикациях [9–14] представлен вариант, имеющий прило-
жения нелинейных уравнений с подвижными особенностями для строительных кон-
струкций консольного типа.
2. Результаты исследования. Ранее в работе [2] для точного решения задачи

Коши
y′′′ = y2 + r(x), (1) y(x0) = y0,
y′(x0) = y1,
y′′(x0) = y2,

(2)

была получена структура аналитического приближенного решения:

y(x) = (x∗ − x)−3
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n. (3)

Так как известные методы нахождения подвижных особых точек позволяют полу-
чить последние только приближенно, то возникает необходимость в решении задачи
о влиянии погрешности подвижной особой точки на аналитическое приближенное ре-
шение (3). Поэтому получаем следующую структуру:

ỹ(x) = (x̃∗ − x)−3
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n. (4)

Следующая теорема позволяет обосновать влияние погрешности теоретически.

Теорема 1. Требуем выполнения следующие условий:
1) r(x) ∈ C∞ в области |x̃∗ − x| < ρ1, где 0 < ρ1 = const;

2) ∃Mi :
|r(n)(x̃∗)|

n!
6Mi, Mi = const;

3) x̃∗ 6 x∗;
4) известна оценка погрешности для значения x̃∗: |x̃∗ − x∗| 6 ∆x̃∗;
5) ∆x̃∗ < 1/ 6

√
M + 1.

В этом случае приближенное решение (3) задачи (1)–(2) для любой из областей

x̃∗ − ρ2 < x < x̃∗ −∆x̃∗, (5)

x̃∗ −∆x̃∗ < x < x̃∗ (6)
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будет иметь оценку погрешности

∆ỹN 6 ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3,

где

∆0 6 60
∆x̃∗

(
3α2 + α∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
α6

,

∆1 =
∆x̃∗

1− 26(M + 1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M + 1)

)
,

∆2 6
∆x̃∗∆M

1−26(M+∆M+1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M+∆M+1)

)
,

∆3 6
(M + 1)

N+1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
в случае N + 1 = 6n,

∆3 6
(M + 1)

N
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для варианта N + 1 = 6n+ 1,

∆3 6
(M + 1)

N−1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
при N + 1 = 6n+ 2,

∆3 6
(M + 1)

N−2
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для случая N + 1 = 6n+ 3,

∆3 6
(M + 1)

N−3
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+



ВОЗМУЩЕНИЕ ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ И ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ 19

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
при условии, что N + 1 = 6n+ 4, и

∆3 6
(M + 1)

N−4
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для N + 1 = 6n+ 5, при этом

ρ2 = min

{
ρ1,

1

2 6
√
M + 1

}
, M = max

{
sup
n

{
|r(n)(x̃∗)|

n!

}
, |y0|, |y1|, |y2|

}
,

∆M =

(
sup
n

{
|r(n+1)(x̃∗)|

n!

})
∆x̃∗, n = 0, 1, 2, ... ,

α =

{
|x̃∗ − x| для x из области (5),
∆x̃∗ для x из области (6).

Доказательство.

∆ỹN (x) = |y(x)− ỹN (x)| 6 |y(x)− ỹ(x)|+ |ỹ(x)− ỹN (x)|.

Оценим выражение:

|y(x)− ỹ(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∞∑
0

Cn(x∗−x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x∗−x)n−3

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
0

C̃n(x∗−x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x̃∗−x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3 +
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x∗ − x)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ 6
6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3 +
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ .
А так как

|ỹ(x)− ỹN (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3 −
N∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3,
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то для ∆ỹN (x) получаем

∆ỹN (x) 6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3+

+
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣+
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3

или, с учетом того, что

C0 = −60, C1 = 0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = 0, C5 = 0,

C6 =
A0

126
, C7 =

A1

144
, C8 =

A2

180
, C9 =

A3

240
, C10 =

A4

330
, C11 =

A5

456
, ... ,

имеем
∆C̃0 = ∆C̃1 = ... = ∆C̃5 = 0,

следовательно,

∆ỹN (x) 6 |C̃0|
∣∣∣∣ 1

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3
− 1

(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣+
+
∞∑
6

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣+
∞∑
6

|∆C̃n||x∗ − x|n−3 +

+
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3 = ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3.

Далее

∆0 = |C̃0|
∣∣∣∣ 1

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3
− 1

(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣ = 60

∣∣∣∣(x̃∗ − x)3 − ((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣ 6
6 60

∆x̃∗
(
3|x̃∗ − x|2 + |x̃∗ − x|∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
|x̃∗ − x|6

6 60
∆x̃∗

(
3α2 + α∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
α6

,

где

α =

{
|x̃∗ − x| для x из области (5),
∆x̃∗ для x из области (6).

Оценим ∆1. С учетом структуры оценок Cn [2]

|C6n| 6
1

(6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120
(M + 1)n = V6n,

|C6n+1| 6
1

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
(M + 1)n = V6n+1,

|C6n+2| 6
1

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
(M + 1)n = V6n+2,

|C6n+3| 6
1

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
(M + 1)n = V6n+3,

|C6n+4| 6
1

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+4,

|C6n+5| 6
1

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+5



ВОЗМУЩЕНИЕ ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ И ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ 21

и ограниченности производных в силу пункта 2 настоящей теоремы, получаем

∆1 =
∞∑
6

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ 6
6
∞∑
6

|C̃n|
∣∣∆x̃∗(n− 3)(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−4

∣∣ =
∞∑
0

26n−2|C̃6n+1|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−2

∣∣+
+
∞∑
0

26n−1|C̃6n+2|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−1

∣∣+
∞∑
0

26n|C̃6n+3|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n

∣∣+
+
∞∑
0

26n+1|C̃6n+4|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+1

∣∣+
∞∑
0

26n+2|C̃6n+5|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+2

∣∣+
+
∞∑
0

26n+3|C̃6n+6|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+3

∣∣ 6
6
∞∑
0

26n−2 (M + 1)n

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−2|+

+

∞∑
0

26n−1 (M + 1)n

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−1|+

+
∞∑
0

26n (M + 1)n

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n|+

+
∞∑
0

26n+1 (M + 1)n

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+1|+

+
∞∑
0

26n+2 (M + 1)n

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+2|+

+
∞∑
0

26n+3 (M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+3| 6

6
2−2∆x̃∗|x̃∗ − x|−2

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2−1∆x̃∗|x̃∗ − x|−1

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

∆x̃∗

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

+
2∆x̃∗|x̃∗ − x|

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

22∆x̃∗|x̃∗ − x|2

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

23∆x̃∗|x̃∗ − x|3(M + 1)

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
=

=
∆x̃∗

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
(
2−2|x̃∗ − x|−2 + 2−1|x̃∗ − x|−1 +

+ 1 + 2|x̃∗ − x|+ 22|x̃∗ − x|2 + 23|x̃∗ − x|3(M + 1)
)
.

Окончательно получаем

∆1 6
∆x̃∗

1− 26(M + 1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M + 1)

)
в области α 6 1/(2 6

√
M + 1).
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Переходим к оценке ∆2. Необходимо доказать справедливость оценок для ∆C̃6n,
∆C̃6n+1, ∆C̃6n+2, ∆C̃6n+3, ∆C̃6n+4, ∆C̃6n+5:

|∆C6n| 6
∆M

(6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n,

|∆C6n+1| 6
∆M

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+1,

|∆C6n+2| 6
∆M

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+2,

|∆C6n+3| 6
∆M

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+3,

|∆C6n+4| 6
∆M

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+4,

|∆C6n+5| 6
∆M

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+5,

где

∆M =

(
sup
n

{
|r(n+1)(x̃∗)|

n!

})
∆x̃∗, n = 0, 1, 2, ... .

С учетом доказанной ранее теоремы существования и единственности решения имеем
рекуррентное соотношение:

1) n+ ρ− 3 = n+ 2ρ;

2) (n− 3)(n− 4)(n− 5)Cn = C∗n +An−6, где C∗n =
n∑
i=0

CiCn−i.

Докажем справедливость оценок для случая ∆C̃6n+6:

∆C̃6n+6 = |C̃6n+6 − C6n+6| =
∣∣∣∣ 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(C̃∗6n+6 +An−6) −

− 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(C∗6n+6 +An−6)

∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

C̃iC̃6n+6−i −
6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×

×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(Ci + ∆C̃i)(C6n+6−i + ∆C̃6n+6−i)−
6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×

×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(
CiC6n+6−i+Ci∆C̃6n+6−i+∆C̃iC6n+6−i+∆C̃i∆C̃6n+6−i

)
−

6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×
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×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(
Ci∆C̃6n+6−i + ∆C̃iC6n+6−i + ∆C̃i∆C̃6n+6−i

)∣∣∣∣∣ .
После ряда преобразований получаем оценку для ∆C̃6n+6:

∆C̃6n+6 6
∆M

(6n+ 2)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(M + ∆M + 1)n+1.

Таким же образом показываем справедливость оценок для ∆C̃6n+1, ∆C̃6n+2, ∆C̃6n+3,
∆C̃6n+4, ∆C̃6n+5.

Переходим к оценке для ∆2:
∞∑
6

|∆C̃n| |x̃∗ − x+ ∆x̃∗|n−3 =

∞∑
0

26n−2|∆C̃6n+1|
∣∣(x̃∗ − x)6n−2

∣∣+
+
∞∑
0

26n−1|∆C̃6n+2|
∣∣(x̃∗ − x)6n−1

∣∣+

∞∑
0

26n|∆C̃6n+3|
∣∣(x̃∗ − x)6n

∣∣+
+
∞∑
0

26n+1|∆C̃6n+4|
∣∣(x̃∗ − x)6n+1

∣∣+
∞∑
0

26n+2|∆C̃6n+5|
∣∣(x̃∗ − x)6n+2

∣∣+
+
∞∑
0

26n+3|∆C̃6n+6|
∣∣(x̃∗ − x)6n+3

∣∣ 6
6
∞∑
0

26n−2 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
|(x̃∗ − x)6n−2|+

+
∞∑
0

26n−1 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
|(x̃∗ − x)6n−1|+

+
∞∑
0

26n ∆M(M + ∆M + 1)n

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
|(x̃∗ − x)6n|+

+
∞∑
0

26n+1 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n+ 1)6n(6n− 1) + 120
|(x̃∗ − x)6n+1|+

+
∞∑
0

26n+2 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
|(x̃∗ − x)6n+2|+

+
∞∑
0

26n+3 ∆M(M + ∆M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
|(x̃∗ − x)6n+3| 6

6
2−2∆M |x̃∗ − x|−2

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2−1∆M |x̃∗ − x|−1

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

+
∆M

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2∆M |x̃∗ − x|
1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6

+

+
22∆M |x̃∗ − x|2

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

23∆M |x̃∗ − x|3(M + ∆M + 1)

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
=

=
∆x̃∗∆M

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
(
2−2|x̃∗ − x|−2 + 2−1|x̃∗ − x|−1 +
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+ 1 + 2|x̃∗ − x|+ 22|x̃∗ − x|2 + 23|x̃∗ − x|3(M + ∆M + 1)
)
.

Окончательно для ∆2 получаем оценку

∆2 6
∆x̃∗∆M

1− 26(M+∆M+1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M+∆M+1)

)
.

При оценке ∆3 воспользуемся результатом доказанной теоремы об априорной по-
грешности аналитического приближенного решения [2], на основании которого в слу-
чае N + 1 = 6n имеем

∆3 6
(M + 1)

N+1
6 αN−1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

а так же для случая N + 1 = 6n+ 1:

∆3 6
(M + 1)

N
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

для варианта N + 1 = 6n+ 2 следует

∆3 6
(M + 1)

N−1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

при N + 1 = 6n+ 3 будем иметь

∆3 6
(M + 1)

N−2
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

для случая N + 1 = 6n+ 4 получаем

∆3 6
(M + 1)

N−3
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+
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+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

а при условии, что N + 1 = 6n+ 5 справедлива оценка

∆3 6
(M + 1)

N−4
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

при этом

ρ2 = min

{
ρ1,

1
6
√
M + 1

}
, M = max

{
sup
n

{
|r(n)(x̃∗)|

n!

}
, |y0|, |y1|, |y2|

}
.

Теорема доказана. �

3. Численный эксперимент. Рассмотрим задачу Коши (1)–(2): r(x) ≡ 0, y(0) =
= 100, y′(0) = 75, y′′(0) = 90, с приближенным значением возмущенной подвижной
особой точки x̃∗ = 0,9962, ∆x̃∗ = 0,0002. Рассматривается структура приближенного
решения (4) ỹN , где x1 соответствует области указанной в теореме при ρ2 = 0,354.
Значения численного расчета задачи Коши (1)–(2) приведены в табл. 1, где ỹ9(x1) —
аналитически приближенное решение (4); ∆ — априорная оценка погрешности, полу-
ченная по теореме 1; ∆1 — апостериорная оценка.

Таблица 1. Результаты численного расчета для аналитически приближенного решения

x1 ỹ9(x1) ∆ ∆1

0,7 2306,98928 0,0007 0,00005

Для ∆1 = 0,00005 в структуре приближенного решения (4) требуется N = 12. Так
как слагаемые с 10 по 12 в структуре приближенного решения не превышают ε =
0,00005, то можно утверждать, что значение аналитического приближенного решения
ỹ9(x1) имеет точность ε = 0,00005.
4. Заключение. В статье дано развитие теории нелинейных дифференциальных

уравнений с подвижными особенностями. Представлено исследование задачи о вли-
янии погрешности подвижной особой точки на структуру аналитического прибли-
женного решения. Полученные результаты подтверждены численными расчетами и
оптимизированы с помощью апостериорной оценки. Представленные исследования
являются одним из этапов в развитии теории нелинейных дифференциальных урав-
нений и их приложений.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Feng Y. Existence and uniqueness results for a third-order implicit differential equation // Computers

and Mathematics with Applications. 2008. no. 56. P. 2507–2514.
[2] Орлов В. Н., Гасанов М. В. Теорема существования решения одного класса нелинейных диффе-

ренциальных уравнений третьего порядка с полиномиальной правой частью седьмой степени в
окрестности подвижной особой точки // Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева. Серия: Механика
предельного состояния. 2020. № 1(43). С. 92–99. doi: 10.37972/chg.pu.2020.43.1.011 18.



26 Т. С.АЛЕРОЕВ, М.В. ГАСАНОВ

[3] Гасанов М. В. Тестирование одного класса нелинейного дифференциального уравнений в окрест-
ности подвижной особой точки // Сб. науч. тр. по мат. XXVII Междунар. науч. конф. “Научные
тенденции: вопросы точных и технических наук” (2020 г.). doi: 10.18411/sciencepublic-12-05-2020-
06, idsp: sciencepublic-12-05-2020-06.

[4] Orlov V. N., Kovalchuk O. A. Research of one class of nonlinear differential equations of third order
for mathematical modelling the complex structures // IOP Conference Series: Materials Science and
Engineering. 2018. no. 365. doi: 10.1088/1757-899X/365/4/042045.

[5] Orlov V. N., Zheglova Y. G. Mathematical modeling of building structures and nonlinear differential
equations // Int. J. of Modeling, Simulation and Scientific Computing. 2020. Vol. 11, no. 3, 2050026.
World Scientific Publishing Company. doi: 10.1142/S1793962320500269.

[6] Research into a Class of Third-Order Nonlinear Differential Equations in the Domain of Analyticity /
V. N. Orlov, O. A. Kovalchuk, E. P. Linnik et al. // Vestn. Mosk. Gos. Tekh. Univ. im. N.E. Baumana,
Estestv. nauki [Herald of the Bauman Moscow State Tech. Univ., Nat. Sci.]. 2018. no. 4. P. 24–35. (in
Russ.) doi: 10.18698/1812-3368-2018-4-24-35.

[7] Orlov V. N., Kovalchuk O. A. Mathematical modeling of complex structures and nonlinear differential
equations with movable points // IOP Conf. Series: Materials Science and Engineering. 2018. no. 456.
012122 IOP Publishing. doi: 10.1088/1757-899X/456/1/012122.

[8] Orlov V. N., Kovalchuk O. A. Mathematical problems of reliability assurance the building
constructions // E3S Web Conf. 2019. no. 97. 03031. XXII Int. Sci. Conf. “Construction the Formation
of Living Environment” (FORM-2019). doi: https://doi.org/10.1051/e3sconf/20199703031.

[9] Orlov V. N., Kovalchuk O. A. An analytical solution with a given accuracy for a nonlinear
mathematical model of a console-type construction // IOP Conf. Series: Journal of Physics. 2020.
Conf. Series 1425 012127. IOP Publishing. doi: https://doi.org/10.1051/e3sconf/20199703036.

[10] Orlov V. N., Chichurin A. On the theory of constructing a numerical-analytical solution of a cantilever
beam bend nonlinear differential equation of the first order // IOP Conf. Series: Journal of Physics.
2020. Conf. Series 1425 012129. IOP Publishing. doi: 10.1088/1742-6596/1425/1/012129.

[11] Орлов В. Н. Метод приближенного решения первого, второго дифференциальных уравнений
Пенлеве и Абеля. Москва: МПГУ, 2013. 174 с.

[12] Орлов В. Н. Исследование приближенного решения дифференциального уравнения Абеля в
окрестности подвижной особой точки // Вестник МГТУ им. Н.Э.Баумана. Серия: Естественные
науки. 2009. № 4(35). С. 23–32.

[13] Орлов В. Н., Леонтьева Т. Ю. О расширении области для аналитического приближенного
решения одного класса нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка в ком-
плексной области // Вестник Самарского гос. техн. ун-та. Сер.: Физ.-мат. науки. 2020. Т. 2.
doi:10.14498/vsgtu1727.

[14] Ив Б. Б. Теорема существования решения одного класса нелинейных дифференциальных урав-
нений четвертого порядка с полиномиальной правой частью второй степени в окрестности по-
движной особой точки // Вестник Башкирского университета. 2018. Т. 23, № 4. С. 980–986. doi:
https://doi.org/10.33184/bulletin-bsu-2018.4.6.

T. S.Aleroev, M.V.Gasanov

INDIGNATION MOVING SINGULARITY AND ANALYTICAL
APPROXIMATE SOLUTION OF A NONLINEAR THIRD-ORDER EQUATIONS

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. This paper presents a study of one class of nonlinear differential equations with movable
singular points. On the basis of the previously proved theorem of existence and uniqueness of the
solution, the structure of the analytical approximate solution was obtained, for which, in this work,
the influence of the perturbation of a moving singular point was established. Results are tested
using a numerical experiment. To optimize the prior estimates, the posterior estimate was used.
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Аннотация. Сформулирована замкнутая краевая задача расчета напряженно-деформиро-
ванного состояния трубопровода как оболочки Власова с линией излома поверхности. Выве-
дены разрешающие уравнения оболочки в перемещениях в избранной криволинейной системе
координат; в локальных координатах, связанных с линией излома, выведены кинематические
условия сопряжения; на линии излома поверхности наложены и доказаны условия сопря-
жения для моментов и усилий в оболочке. Условия сопряжения выведены в перемещениях
оболочки на линии излома, не являющейся координатной линией. Доказано наличие сингу-
лярности в условиях сопряжения. Установлена согласованность результатов численного ана-
лиза с известными результатами.
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Введение
Современные трубопроводы содержат системы труб, соединенные между собой мно-

гочисленными стыками и врезками. Расчет напряжений в этих соединениях, а также
при их ослаблении, представляет собой сложную научно-техническую задачу [1]. Из-
ломы профиля трубопровода происходят и под действием смещения грунта вследствие
землетрясения, см., например [2].

Таким образом, задачи расчета напряженно-деформированного состояния трубы в
окрестности мест излома профиля трубопровода актуальны.

Вопрос о целесообразности рассмотрения труб как оболочек был поднят в статье
[3]. Были установлены пределы применимости стержневой и оболочечной моделей для
одного класса задач о трубопроводах, а именно, проблеме туннелирования, когда тру-
ба непосредственно укладывается в грунт. Было указано на ограничения стержневой
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модели для рассмотренного круга задач, так как в сущности трубопровод представ-
ляет собой трехмерную структуру, со всех сторон окруженную внешней средой.

Эта дискуссия о пределах применимости различных математических моделей для
подземных трубопроводов была продолжена в статье [2]. В этой работе был иссле-
дован излом трубопровода при обратном сдвиге грунта, его пределы прочности и
закритическое поведение, что невозможно было бы сделать по стержневой модели.

При наличии в оболочке линий излома возникают области концентрации напря-
жений. Одним из первых проблему корректного наложения условий сопряжения на
линии излома исследовал А.Л. Гольденвейзер, см. монографию [4]. В этом труде рас-
сматривается соединение двух оболочек по острому углу, в отличие от плавно сопря-
женных оболочек, рассмотренных в [5]. В труде [4] установлено, что задача формули-
ровки корректных условий сопряжения на линиях излома поверхностей оболочек не
является тривиальной, и развиваются асимптотические методы ее решения.

Позднее были предприняты многочисленные попытки улучшить теорию врезки
труб в рамках теории пологих оболочек для различных соотношений r/R. Например,
в работе [6] выполнен анализ напряжений для цилиндрических оболочек с нормально
пересекающимися соплами, подвергающихся моментным нагрузкам на концах оболо-
чек с соотношением диаметров r/R ≤ 0.8. Решение в терминах функции перемещений
основано на уравнениях Гольденвейзера, это решение в главном компоненте основано
на мембранной теории оболочек.

Современным направлением является развитие математических моделей труб, со-
держащих жидкость, как оболочек Коитера слабой регулярности. Это направление
развито в работе J. Tambača [7]. Поверхность оболочки в этом случае параметризова-
на функцией изW 1,∞. В недеформированной геометрии моделируемого объекта углы
содержатся в постановке задачи. Эта новая модель связана с известными моделями
оболочки двумя способами. В первом показано, что асимптотически модель ведет се-
бя как модель мембраны или модель изгибной оболочки в соответствующем режиме.
Во втором способе члены в слабой формулировке модели связываются с членами в
классической модели оболочки Нагди для достаточно гладких участков средней по-
верхности. Здесь возможно использовать идею А.Л. Гольденвейзера [4] о суммирова-
нии напряженно-деформированного состояния оболочки из мембранного и изгибного
напряженного состояния, так как имеем оболочку Коитера [8].

Идеи теории оболочек Коитера и Нагди слабой регулярности применены в ста-
тье [9]. Эта работа посвящена взаимодействию жидкости со структурой (FSI) между
изогнутой коронарной артерией с имплантированным стентом, пульсирующим крово-
током и сокращением сердца. Это вычислительное исследование, в котором поведение
различных геометрий стентов, имплантированных в изогнутые коронарные артерии,
изучается с использованием полного FSI.

Как правило, публикации по тематике врезки в трубопроводах развивают смешан-
ный подход к исследованию стыковых соединений оболочек. При этом подходе урав-
нения и условия сопряжения содержат как перемещения, так и силовые факторы. Это
позволяет не исследовать особенности напряжений, возникающие в местах стыка, не
сталкиваясь с трудностями, описанными в [7, 9]. Но, как известно из теории упругости
[10], в вершинах входящих углов функции,описывающие напряжения и деформации,
имеют особенности. Очевидно, что эти особенности должны присутствовать и в мате-
матической модели металлической трубы как оболочки. Для построения такой модели
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необходимо придерживаться единого подхода к выводу уравнений и условий сопряже-
ния, при котором они будут содержать в качестве неизвестных функций либо только
напряжения, либо перемещения. Подход, при котором неизвестными функциями яв-
ляются перемещения, развит в работах W.T. Koiter [8] и В.З. Власова [11].

Ранее была построена и численно проанализирована математическая модель трубо-
провода как полубезмоментной цилиндрической оболочки, изогнутой по своей обра-
зующей [12]. Помимо этого, изучены колебания различных изогнутых трубопроводов,
рассматриваемых как оболочки [13, 14]. Построена математическая модель трубопро-
вода как моментной оболочки с плавным изгибом осевой линии [15]. Там же предло-
жен алгоритм поиска приближенных решений уравнений этой модели, позволяющий
свести задачу к одномерной постановке.

Заметим, что в ранее созданной модели [15] параметр кривизны осевой линии был
малым параметром, и по нему проводилось разложение решения в асимптотический
ряд. Сейчас этот параметр, напротив, стремится к бесконечности в окрестности линии
излома, что дает особенность в самой постановке задачи.

Целью данной работы является построение математической модели трубопровода
как полностью моментной оболочки Коитера-Власова с линиями излома поверхности
в местах контакта сегментов трубопровода. Главная проблема — нахождение условий
сопряжения на линии излома, при условии, что эти линии не совпадают с координат-
ными линиями.

Были поставлены задачи:
1. Вывести уравнения равновесия системы труб как пересекающихся по линии излома
моментных оболочек Власова.
2. Выразить усилия на косых сечениях трубы как функции перемещений оболочки.
3. Наложить условия сопряжения на линии стыка труб для перемещений и угла по-
ворота нормали.
4. Наложить условия сопряжения для изгибающих моментов, сдвиговых усилий, по-
перечных и нормальных усилий.

Также было показано наличие точек особенности решения на линии соединения
сегментов трубопровода, как теоретически, так и на численном примере.
1. Геометрические свойства системы
Моделируемый объект представляет собой две цилиндрические металлические тру-

бы, соединенные под прямым углом. Обе трубы имеют одинаковые радиусы и толщину
стенки.
Обозначим:
h — толщина стенки трубы; Ri — внутренний радиус трубы; Re — внешний радиус
трубы; L1, L2 — длины первого и второго участков труб вдоль осевой линии, соот-
ветственно; R0 = 0.5(Re + Ri) — радиус срединной поверхности трубы; L — линия
пересечения срединных поверхностей двух труб.

Под пересечением труб далее понимается поверхность стыкового соединения двух
цилиндрических труб, или линия стыкового соединения их срединных поверхностей,
в зависимости от контекста.

Соединенные участки трубопровода ниже называются сегментами 1○ и 2○.
Введем декартову систему координат (O;x, y, z), начало O которой совместим с од-

ним из торцев соединенных труб. При этом плоскость (y,O, z) совпадает с плоскостью
торца, которому принадлежит начало координат, рис. 4(а).
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Следовательно, ось (Ox) совпадает с осевой линией сегмента 1○. Уравнение осевой
линии сегмента 2○ следует из элементарной геометрии:

x = L1 (1)

Рис. 1. Глобальные декартовы координаты для трубы со стыком. Две системы цилиндриче-
ских координат и полярные координаты в поперечном сечении трубы.

Для каждого сегмента мы введем отдельную цилиндрическую систему координат,
рис. 4(б).

Очевидно, что в декартовых координатах уравнение плоскости пересечения сегмен-
тов имеет вид:

x+ y − L1 = 0. (2)
Из (1), (2) и формул связи цилиндрических и декартовых координат [16] последо-

вательно получим следующие геометрические соотношения.
Формулы связи декартовых и цилиндрических координат:
Сегмент 1○, рис. 4(б):

x = s1, y = −ρ1 sin θ1, z = ρ1 cos θ1; x ≤ L1 − y, s1 ≤ L1 + ρ1 sin θ1. (3)

Сегмент 2○:

x = L1 + ρ2 sin θ2, y = s2, z = ρ2 cos θ2; y ≥ L1 − x, s2 ≥ −ρ2 sin θ2. (4)

Заметим, что (3), (4) включают ограничения на декартовы координаты срединной
поверхности. На срединной поверхности выполнены соотношения: ρi = R0, где i = 1, 2.

Отсюда следуют выражения для радиус-векторов точек трубы:
Сегмент 1○:

r1 = is1 − jρ1 sin θ1 + kρ1 cos θ1.
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Сегмент 2○:
r2 = i (L1 + ρ2 sin θ2) + js2 + kρ2 cos θ2.

Фиксируя нумерацию криволинейных координат:

x1 = s, x2 = θ, x3 = ρ, (5)

и находя единичные векторы базиса криволинейной системы координат по формулам
[17], получим единичные векторы базиса:

Сегмент 2○:

e2
1 = j, e2

2 = i cos θ2 − k sin θ2, e2
3 = i sin θ2 + k cos θ2. (6)

Сегмент 1○:

e1
1 = i, e1

2 = −j cos θ1 − k sin θ1, e1
3 = −j sin θ1 + k cos θ1. (7)

Компоненты метрического тензора и коэффициенты Ламе равны [11, 17]:

g
(i)
11 = 1, g

(i)
22 = ρ2

i , g
(i)
33 = 1;

g11(i) = 1, g22(i) =
1

ρ2
i

, g33(i) = 1; (8)

H
(i)
1 = 1, H

(i)
2 = ρi, H

(i)
3 = 1; i = 1, 2.

Из (8) при ρi = R0 следуют формулы для коэффициентов первой квадратичной
формы срединных поверхностей A(i), B(i) и кривизн срединных поверхностей k(i)

1 , k(i)
2

цилиндрических труб:
A(i) = 1, B(i) = R0;

k
(i)
1 = 0, k

(i)
2 = R0; i = 1, 2.

(9)

В формулах (6)–(9) верхним индексом обозначен номер сегмента.
Известно, что пересечением двух цилиндров с круглым поперечным сечением яв-

ляется эллипс [16]. Проекция этого эллипса изображена на рис. 4(а), в плоскости кон-
такта срединных поверхностей цилиндров y = L1−x. Рассмотрим линию пересечения
срединных поверхностей труб L.

Отметим условие единственности точки на линии пересечения:

θ1 = θ2 = θ. (10)

Из уравнения плоскости сечения (2), уравнений для координаты z (3), (4), уравне-
ния для координаты y (3) и условия (10) следует

Предложение 1. Параметрические уравнения линии пересечения срединных поверх-
ностей труб с параметром θ в выбранной декартовой системе отсчета имеют вид:

x = L1 +R0 sin θ, y = −R0 sin θ, z = R0 cos θ. (11)

Из условия (10), уравнения (2) и соотношений (3), (4) следует

Предложение 2. Параметрические уравнения линии пересечения срединных поверх-
ностей труб с параметром θ в предложенных цилиндрических системах координат
имеют вид:

ρ1 = R0, ρ2 = R0;

θ1 = θ, θ2 = θ;

s1 = L1 +R0 sin θ, s2 = −R0 sin θ.

(12)
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Из геометрических свойств поверхности стыка труб следует, что единичные век-
торы внешней нормали к i-му сегменту, i = 1, 2, на этой поверхности выражаются
формулами:

~ν1 =
1√
2
i +

1√
2
j,

~ν2 = − 1√
2
i− 1√

2
j.

(13)

Для линии L по правилам аналитической геометрии [16] и по формулам (10)–(12)
найдены три взаимно перпендикулярных характеристических вектора. Это векторы
касательной t, нормали n и бинормали b к линии соединения L, здесь они определя-
ются по формулам:

t =
1√

1 + cos2 θ
(cos θi− cos θj− sin θk) , (14)

n =
1√

2
√

1 + cos2 θ
(sin θi− sin θj + 2 cos θk) , (15)

b =
1√
2
i +

1√
2
j. (16)

2. Математическая модель трубы как оболочки
В разделе выведены уравнения математической модели распределения перемеще-

ний и деформаций в окрестности стыка двух труб. Каждая труба рассматривается как
моментная цилиндрическая оболочка Власова [11], разрешающие уравнения которой
записаны в перемещениях.

Предполагается, что h/R0 ≤ 1/20; и величины ∼ O
(
h3/R3

0

)
пренебрежимо ма-

лы.
Алгоритм построения математической модели изложен в [11, 12].
Введем обозначения:
εij — контравариантные компоненты тензора деформаций;
xi — координаты, введенные равенствами (5);
∇i — оператор ковариантного дифференцирования;
wi — контравариантные компоненты вектора перемещения материальной точки;
εijp , wip — физические компоненты тензора деформаций и вектора перемещений в

смысле [17];
σij — физические компоненты тензора напряжений;
Γkij — символы Кристоффеля [17];
Xi, Yi, Zi — компоненты внешней силы, действующей на оболочку;
ui, vi, wi — компоненты вектора перемещения срединной поверхности i-того сег-

мента.
Для i-того сегмента трубопровода обозначим:

γ(i) = ρi −R0, −h/2 ≤ γ(i) ≤ h/2;

ui = w1(i)
p (γ(i) = 0), vi = w2(i)

p (γ(i) = 0); (17)

wi = w3(i)
p (γ(i) = 0); i = 1, 2.

Равенствами (17) определяются перемещения срединной поверхности трубы и коор-
дината отсчета по толщине трубы γ.
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Выражения для компонент тензора деформаций через перемещения во введенных
системах координат найдены по формулам (5.47), (5.58) главы II, (3.9) главы IV из
монографии [17]:

εij =
1

2

(
gii∇iwj + gjj∇jwi

)
;

∇iwk =
∂wk

∂xi
+ wjΓkji; (18)

εijp = εij
√
giigjj , wip = wi

√
gii.

В последней строке отсутствует суммирование по i, j.
Из (18) получены формулы для физических компонент тензора деформаций:

ε11
p =

∂w1
p

∂si
; ε12

p =
1

2

(
∂w2

p

∂si
+

1

ρi

∂w1
p

∂θi

)
; ε21

p = ε12
p ;

ε13
p =

1

2

(
∂w3

p

∂si
+
∂w1

p

∂ρi

)
; ε31

p = ε13
p ; ε22

p =
1

ρi

(
∂w2

p

∂θi
+ w3

p

)
; (19)

ε23
p =

1

2

[
1

ρi

(
∂w3

p

∂θi
− w2

p

)
+
∂w2

p

∂ρi

]
; ε32

p = ε23
p ; ε33

p =
∂w3

p

∂ρi
.

Для обоих сегментов трубопровода формулы (19) идентичны.
Раскладывая деформации в ряды по γ [11]:

ε11
p = ε1 + κ1γ + ϕ1γ

2 +
∞∑
n=3

κ1nγ
n,

ε22
p = ε2 + κ2γ + ϕ2γ

2 +

∞∑
n=3

κ2nγ
n,

ε12
p = ω + τγ + ψγ2 +

∞∑
n=3

τnγ
n,

получим выражения для коэффициентов разложений, которые приведены в Ч. II мо-
нографии [11], формулы (7.11’), (7.11”) .

В аналогичные ряды разложим первый инвариант тензора деформаций:

I(ε) =
1

H1H2H3

[
∂

∂s

(
H2H3w

1
p

)
+

∂

∂θ

(
H3H1w

2
p

)
+

∂

∂ρ

(
H1H2w

3
p

)]
и линейное кручение стенки:

X =
1

2H1H2

(
∂

∂s

(
H2w

2
p

)
− ∂

∂θ

(
H1w

1
p

))
.

Эти ряды имеют вид:

I(ε) = I1 + I1γ + I2γ
2 +

∞∑
n=3

Inγ
n,

X = X1 + X1γ + X2γ
2 +

∞∑
n=3

Xnγn.
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Аналогично предыдущему, получим формулы (7.13’), (7.13”) Ч. II монографии [11].
Не переписывая уравнений, известных из литературы, отметим, что далее следует

выписать уравнения (10.4), (10.5) из [11], которые являются полной математической
моделью для произвольной оболочки.

Затем следует учесть значения величин A(i), B(i) (9) в общих уравнениях оболочки,
выполняя подстановку величин I, X , и приводя подобные относительно физических
компонент вектора перемещения оболочки. Тем самым докажем следующее

Предложение 3. Разрешающие уравнения математической модели напряженно-
деформированного состояния стенки трубы как моментной оболочки в предложен-
ных координатах (5) имеют вид:

∂2ui
∂s2

i

+
1− ν
2R2

0

∂2ui
∂θ2

i

+
1 + ν

2R0

∂2vi
∂si∂θi

+
ν

R0

∂wi
∂si
− h2

12R0

∂3wi
∂s3

i

+
(1− ν)h2

24R3
0

∂3wi
∂si∂θ2

i

+
1− ν2

Eh
Xi = 0,

1 + ν

2R0

∂2ui
∂si∂θi

+
1

R2
0

∂2vi
∂θ2

i

+
1− ν

2

∂2vi
∂s2

i

+
1

R2
0

∂wi
∂θi
−

− 3− ν
2

h2

12R2
0

∂3wi
∂θi∂s2

i

+
1− ν2

Eh
Yi = 0, (20)

− ν ∂ui
∂si
− 1

R0

∂vi
∂θi
− wi
R0

+
h2

12

(
∂3ui
∂s3

i

− 2

R3
0

∂2wi
∂θ2

i

+
3− ν
2R0

∂3vi
∂θi∂s2

i

−

− 1− ν
2R2

0

∂3ui
∂si∂θ2

i

)
− h2

12
R0

(
∂4wi
∂s4

i

+
2

R2
0

∂4wi
∂s2

i ∂θ
2
i

+
1

R4
0

∂4wi
∂θ4

i

)
+R0

1− ν2

Eh
Zi = 0.

Количество краевых условий на каждом торце трубы как моментной оболочки рав-
но четырем, как показано в [5]. Например, в [12] использованы условия жесткого за-
крепления:

u2 = v2 = w2 = 0;
∂w2

∂s2
= 0, при s2 = L2;

u1 = v1 = w1 = 0;
∂w1

∂s1
= 0, при s1 = 0.

(21)

Система шести уравнений в частных производных (20) с восемью краевыми услови-
ями (21) не являются замкнутой краевой задачей. Для замыкания задачи необходимо
наложить условия сопряжения на линии соединения оболочек.

Как следует из теории моментных оболочек [4], этих условий должно быть восемь.
Далее мы получим четыре кинематических (или геометрических) условия для пере-
мещений, и четыре силовых условия для усилий и моментов на линии соединения
оболочек.
3. Кинематические условия сопряжения
Обозначим ui — вектор перемещения срединной поверхности i-того сегмента, i =

1, 2. Эти векторы разложим по единичным векторам базиса (6), (7):

u1 = u1e
1
1 + v1e

1
2 + w1e

1
3,

u2 = u2e
2
1 + v2e

2
2 + w2e

2
3.
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Из этих выражений и формул (6), (7) следуют выражения для разложения переме-
щений сегментов оболочки по векторам глобальной декартовой системы отсчета:

u2 = (v2 cos θ2 + w2 sin θ2) i + u2j + (w2 cos θ2 − v2 sin θ2)k,

u1 = u1i− (v1 cos θ1 + w1 sin θ1) j + (w1 cos θ1 − v1 sin θ1)k.

Геометрическое условие неразрывности перемещений на линии L имеет вид:

(u1 · t) = (u2 · t) , (u1 · n) = (u2 · n) , (u1 · b) = (u2 · b) . (22)

Векторы t, n, b определены равенствами (14)–(16). Раскрывая скалярные произведе-
ния (22), докажем следующее предложение.

Предложение 4. На линии пересечения L двух срединных поверхностей цилиндри-
ческих труб, координаты точек которой описываются формулами (11), (12), вы-
полнены следующие соотношения между компонентами векторов перемещений в
криволинейных координатах (3), (4):

v2 − u2 cos θ = v1 + u1 cos θ,

− u2 sin θ − v2 sin θ cos θ + w2

(
1 + cos2 θ

)
=

= u1 sin θ − v1 sin θ cos θ + w1

(
1 + cos2 θ

)
, (23)

u2 + v2 cos θ + w2 sin θ = u1 − v1 cos θ − w1 sin θ.

Тем самым получены три из восьми условий сопряжения на линии соединения L.

Замечание 1. Уравнения (22) можно переписать в проекциях на декартовы коорди-
наты. Это равносильно покомпонентному приравниванию векторов перемещения:

u1 = u2,

примененному совместно с условием (10). Форма записи (22) фактически означает
переход от декартовых координат к координатам, связанным с тройкой сопровожда-
ющих векторов (t,n,b) кривой L. Вид (22) представляется более предпочтительным,
поскольку все изложение ведется в координатах, связанных с трубой. В распоряжении
автора имеется доказательство эквивалентности обоих подходов.

Угол поворота нормали к срединной поверхности трубы определяется формулой [5]:

ϑ(i) = k
(i)
1 ui −

∂wi
∂si

, где i = 1, 2. (24)

Здесь, как и ранее, через i обозначен номер сегмента трубопровода.
С разных сторон линии соединения оболочек знак углового параметра ϑ разный

[5], поэтому условие сопряжения углов поворота нормали имеет вид:

ϑ(1) = −ϑ(2). (a)

Из условий на линии контакта (12) следуют формулы:

s2 = −R0 sin θ, s1 = L1 +R0 sin θ;

∂w2

∂s2
= −∂w2

∂θ

1

R0 cos θ
;

∂w1

∂s1
=
∂w1

∂θ

1

R0 cos θ
.

(b)

Подставляя (24) в (a) и используя (b), докажем следующее положение.
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Предложение 5. На линии пересечения L (11) двух срединных поверхностей цилин-
дрических труб выполнено следующее соотношение в криволинейных координатах:

∂w1

∂θ
=
∂w2

∂θ
. (25)

Равенства (23), (25) из предложений 4, 5 содержат полный набор кинематических
(геометрических) условий сопряжения на линии соединения срединных поверхностей
цилиндрических труб с кольцевым поперечным сечением.
4. Силовые условия сопряжения
В данном разделе получено четыре условия сопряжения для силовых факторов в

оболочке. Линия L не совпадает с координатной линией, поэтому ниже используются
понятия силовых факторов на косых сечениях [4]. Эти условия включают:

(1) соотношение для изгибающих моментов M ;
(2) соотношение для сдвигающих усилий S;
(3) два соотношения, связывающие нормальные N и перерезывающие Q усилия.
4.1. Силовые факторы на косых сечениях
Силовые факторы на нормальных сечениях (координатных площадках) определя-

ются по формулам (11.1’), (11.1”) из монографии [11].

Замечание 2. Для понимания связи с [11] необходимо установить соответствия в
обозначениях: M1, M2 – изгибающие моменты; M12, M21 – крутящие моменты; N1,
N2 – нормальные усилия; S1, S2 – сдвигающие усилия; Q1, Q2 – поперечные (перере-
зывающие) усилия.

Соответствие в обозначениях компонент тензора напряжений: σ11 = σα, σ22 = σβ ,
σ12 = ταβ , σ21 = τβα, σ31 = τγα, σ32 = τγβ .

Физические компоненты тензоров напряжений σij и деформаций εijp связаны зако-
ном Гука [17]. Выполняя переход к перемещениям оболочки, получим закон Гука для
внутренних силовых факторов оболочки на нормальных сечениях в координатах (5):

M1 =
Eh3

12(1− ν2)

[
∂2w

∂s2
+

ν

R2
0

∂2w

∂θ2
− 1

R0

(
∂u

∂s
+

ν

R0

∂v

∂θ

)]
;

M2 =
Eh3

12(1− ν2)

[
1

R2
0

(
∂2w

∂θ2
+ w

)
+ ν

∂2w

∂s2

]
;

M12 =
Eh3

12R0(1 + ν)

(
∂v

∂s
− ∂2w

∂s∂θ

)
;

M21 = − Eh3

12R0(1 + ν)

(
1

R0

∂u

∂θ
− 1

2

∂v

∂s
+
∂2w

∂s∂θ

)
;
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S1 =
Eh

2(1 + ν)

(
1

R0

∂u

∂θ
+
∂v

∂s
− h2

12R2
0

∂2w

∂s∂θ

)
;

S2 =
Eh

2(1 + ν)

(
1

R0

∂u

∂θ
+
∂v

∂s
+

h2

12R2
0

∂2w

∂s∂θ

)
; (26)

N1 =
Eh

1− ν2

(
∂u

∂s
+

ν

R0

∂v

∂θ
+ ν

w

R0
− h2

12R0

∂2w

∂s2

)
;

N2 =
Eh

1− ν2

(
1

R0

∂v

∂θ
+ ν

∂u

∂s
+

w

R0
+

h2

12R3
0

∂2w

∂θ2

)
.

Q1 = − Eh3

12(1− ν2)

1

R2
0

(
1− ν
2R0

∂2u

∂θ2
−R0

∂2u

∂s2
− 1 + ν

2

∂2v

∂s∂θ
+

∂3w

∂s∂θ2
+R2

0

∂3w

∂s3

)
;

Q2 =
Eh3

12(1− ν2)

1

R2
0

[
(1− ν)R0

∂2v

∂s2
−R0

∂3w

∂s2∂θ
− 1

R0

(
∂3w

∂θ3
+
∂w

∂θ

)]
.

Рассмотрим линию L с касательным вектором t, составляющим угол γi с коорди-
натной линией si. Углы между вектором t (14) и координатными векторами ei1 (6),
(7) можно вычислить по определению:

cos γ2 =
(
t, e2

1

)
= − cos θ√

1 + cos2 θ
;

cos γ1 =
(
t, e1

1

)
=

cos θ√
1 + cos2 θ

;

sin γ1 = sin γ2 =
1√

1 + cos2 θ
.

Силовые факторы на косом сечении, касательная линия которого составляет угол
γi с вектором ei1, можно найти по формулам, приведенным в [4] (в обозначениях (26)):

S(i) =
(
N

(i)
1 −N

(i)
2

)
sin γi cos γi − S(i)

1 sin2 γi + Si2 cos2 γi;

N (i) = −N (i)
1 sin2 γi −N (i)

2 cos2 γi −
(
S

(i)
1 + S

(i)
2

)
sin γi cos γi;

Q(i) = Q
(i)
1 sin γi +Q

(i)
2 cos γi;

H(i) = M
(i)
12 sin2 γi −M (i)

21 cos2 γi +
(
M

(i)
1 −M

(i)
2

)
sin γi cos γi;

M (i) =
(
M

(i)
12 +M

(i)
21

)
sin γi cos γi −M (i)

1 sin2 γi −M (i)
2 cos2 γi.

(27)

Индекс i различает сегменты трубопровода. Через M (i), S(i), N (i), H(i), Q(i) обозна-
чены изгибающий момент, сдвигающее усилие, нормальное усилие, крутящий момент
и перерезывающее усилие, соответственно, на площадке с нормалью ~νi, которая опре-
деляется формулами (13).
4.2. Условия сопряжения для силовых факторов
Линия соединения L определяется уравнениями (11) и векторами (14)–(16). Соглас-

но [5], для изгибающих моментов и сдвигающих усилий условия сопряжения имеют
вид:

M (1) = M (2); S(1) = −S(2). (28)
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Выведем условия сопряжения для перерезывающих усилий Q(i) и нормальных уси-
лий N (i).

Предложение 6. Условие сопряжения на линии соединения L для нормальных и
поперечных усилий имеет вид:−Q

(2)
√

1 + 3 cos2 θ +N (2) sin θ = N (1) sin θ +Q(1)
√

1 + 3 cos2 θ;

−Q(2) sin θ −N (2)
√

1 + 3 cos2 θ = N (1)
√

1 + 3 cos2 θ −Q(1) sin θ.
(29)

Доказательство.
Представим, что поверхность оболочки рассечена по линии L. В каждой точке кри-

вой L можно построить векторы n, b (15), (16) и координатные векторы e1
1, e2

1 (6),
(7) (см. рис. 2).

Рис. 2. Усилия в точке соединения сегментов трубопровода

Углы между векторами вычислены по определению:

cosX i =
(
ei1 · n

)
, i = 1, 2.

Получим:

cosX 2 = − sin θ√
2
√

1 + cos2 θ
, sinX 2 =

√
1 + 3 cos2 θ

2 (1 + cos2 θ)
;

cosX 1 =
sin θ√

2
√

1 + cos2 θ
, sinX 1 =

√
1 + 3 cos2 θ

2 (1 + cos2 θ)
.

(30)

На рис. 2 изображены внутренние силовые факторы N(1), Q(1), которые получены
методом, известным из теории сопротивления материалов [18]. Эти усилия дают в
сумме результирующую силу RQN . Сила RQN может быть разложена на компоненты
вдоль направлений n, b. Эти компоненты разложения обозначены L(1), R(1), соот-
ветственно. Аналогично внутренние силовые факторы L(2), R(2) выделены справа от
сечения линией L.

Поскольку сила RQN на рис. 2 для сегментов слева и справа от сечения плоскостью
кривой L одна и та же, то и ее компоненты по направлениям n, b совпадают слева и
справа:

L(1) = L(2), R(1) = R(2). (c)
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Учитывая положительные и отрицательные направления силовых факторов N(i),
Q(i), которые изображены на рис. 2 в соответствии с правилами знаков [18], полу-
чим скалярные выражения L(i), R(i) через N (i), Q(i):

L(1) = N (1) cosX 1 +Q(1) sinX 1;

R(1) = N (1) sinX 1 −Q(1) cosX 1;

L(2) = −Q(2) sinX 2 −N (2) cosX 2;

R(2) = Q(2) cosX 2 −N (2) sinX 2.

(d)

Подставим (d) в (c) и используем (30). В результате получим равенства (29).
Предложение доказано.

Замечание 3. Равенства (28), (29) являются полным набором силовых условий со-
пряжения на линии соединения оболочек L. Формулы (27) выражают силовые фак-
торы (28), (29) на косом сечении L через силовые факторы на нормальных сечениях.
Косое сечение L определено вектором бинормали b = ~ν1 (13), (16). Силовые факторы
на нормальных сечениях в правых частях (27) связаны с перемещениями оболочки
законом Гука (26).

Выполним последовательную подстановку (27) → (28), (29), затем в результат вы-
числений подставим (26), и получим силовые условия сопряжения в перемещениях
оболочки. Таким образом, доказано

Предложение 7. При введенных предположениях о механической системе силовые
условия сопряжения двух цилиндрических оболочек на линии соединения L выража-
ются формулами:

∂2w2

∂θ2

(
2 +

1

cos2 θ
+ cos2 θ

)
+

∂w2

∂θ

(
(2− ν) tg θ +

sin θ

cos3 θ

)
+

+w2 cos2 θ − 3− ν
2

∂v2

∂θ
+

∂u2

∂θ
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1

cos θ
− 1− ν

2
cos θ

)
=

=
∂2w1
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2 +

1

cos2 θ
+ cos2 θ

)
+

∂w1
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sin θ
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. (31)
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1− 1
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2 cos θ

)
− h2

24R2
0

1 + ν

1− ν
∂2w2

∂θ2

(
cos θ +

1

cos θ

)
+

+
h2

24R2
0

∂w2

∂θ

sin θ

cos2 θ

(
cos2 θ − 1 + ν

1− ν

)
− w2 cos θ =

∂u1

∂θ

(
1− 1

2
sin2 θ

)
−

−∂v1

∂θ

(
cos θ +

sin2 θ

2 cos θ

)
− h2

24R2
0

1 + ν

1− ν
∂2w1

∂θ2

(
cos θ +

1

cos θ

)
+

+
h2

24R2
0

∂w1

∂θ

sin θ
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cos2 θ − 1 + ν
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− w1 cos θ. (32)
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h2
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Вывод полного набора силовых условий сопряжения закончен.
5. Полная математическая модель трубопровода и ее сингулярность
Математическая модель соединенных труб как моментной оболочки Власова состо-

ит из следующих компонент:

(1) Система уравнений равновесия (20) с краевыми условиями (21).
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(2) Кинематические (геометрические) условия сопряжения на линии соединения
L (23), (25).

(3) Условия сопряжения для силовых факторов на линии соединения L (31)–(34).
Эта математическая модель содержит сингулярность в силовых условиях сопряже-

ния (31)–(34). Каждое из этих условий содержит функции cosk θ, k = 2, 3 в знаменате-
ле в левой и правой частях, обращающуюся в ноль при θ = nπ/2. Эта сингулярность
является неустранимой, что можно увидеть на следующем рассуждении.

Замечание 4. Умножим левую и правую часть равенства (31) на cos3 θ. Положим
θ = nπ/2. Тогда это условие совпадет с условием (25). Следовательно, во всех точках
θ = nπ/2 условий сопряжения будет недостаточно для нахождения решения крае-
вой задачи (20), (21), (23), (25), (31)–(34). Поэтому рассмотренный метод устранения
сингулярности некорректен.

5.1 Пример расчета напряжений на линии излома
Для численной иллюстрации наличия особенности в решении был использован сво-

бодно распространяемый пакет прикладных программ FreeCAD со встроенной про-
граммой расчета по методу конечных элементов CalculiX. Возможности пакетов поз-
воляют увидеть рост напряжения в окрестности линии стыка, как показано далее.

Пакет прикладных программ FreeCAD сначала тестировался на примере задачи
Ламе для толстостенной трубы, находящейся под внутренним давлением. Точное ре-
шение этой задачи приведено в [17]. Тестовый расчет показал согласование прибли-
женного решения, полученного FreeCAD, и точного решения.

Были найдены численные решения МКЭ для нескольких тестовых задач. Ниже
представлены две из них.
Задача 1.
3D-модель соединения цилиндрических труб под прямым углом. Выбраны пара-

метры: h = 20 мм, Re = 100 мм, L1 = 500 мм, L2 = 400 мм. Материал: сталь S335JO,
параметры материала: ρt = 7800 кг/м3, E = 210 ГПа, ν = 0.3. Закрепление пола-
галось жестким по внешним торцам труб, что соответствует краевым условиям (21).
Наложено равномерно распределенное давление на всю внутреннюю поверхность труб
величиной p = 100 MPa.

Сетка, построенная встроенным во FreeCAD генератором сеток NetGen
https://sourceforge.net/projects/netgen-mesher/ и предельные значения напряже-
ний по Мизесу показаны на рис. 3.

На рис. 3 слева видно слабое сгущение сетки в окрестности линии стыка труб. Это
вызвано настройкой точности как средней при построении сетки.

На рис. 3 справа виден значительный разброс величин напряжений по Мизесу меж-
ду максимальным, средним и минимальным напряжением. Это иллюстрирует то, что
напряжения имеют участки быстрого роста, иными словами, поле напряжений име-
ет особенности. Максимальное напряжение достигает величины 2098 МПа, что зна-
чительно превышает предел прочности стали S335JO. Это значение достигается на
внутренней стороне стенки трубы во входящем угле области при θ = 3π/2, на линии
стыка. В то же время далеко от линии особенности напряжение падает до 25 МПа.
Задача 2.
3D-модель врезки трубы меньшего диаметра в трубу большего диаметра под пря-

мым углом.
Параметры трубы большего диаметра: h = 5 мм, Re1 = 20 мм, L1 = 100 мм.
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Рис. 3. Сетка метода конечных элементов и значения напряжений по Мизесу в Задаче 1.

Параметры трубы меньшего диаметра: h = 2 мм, Re2 = 10 мм, L2 = 100 мм.
Материал обеих труб — сталь S335JO, параметры материала указаны в Задаче 1.

Закрепление полагалось жестким по внешним торцам труб, что соответствует кра-
евым условиям (21). Наложено равномерно распределенное давление на всю внутрен-
нюю поверхность труб величиной p = 100 MPa.

Сетка, построенная встроенным генератором сеток NetGen и предельные значения
напряжений по Мизесу показаны на рис. 4.

Рис. 4. Сетка метода конечных элементов и значения напряжений по Мизесу в Задаче 2.
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В целом, результаты расчета Задачи 2 эквивалентны результатам расчета Задачи 1.
Поэтому сосредоточимся на их отличиях.

На рис. 4 слева видно более сильное сгущение сетки в окрестности линии стыка
труб. Это вызвано настройкой точности как высокой при построении сетки. Подроб-
ности метода построения сеток можно найти на официальном сайте проекта NetGen
https://ngsolve.org/docu/latest/

На рис. 4 справа видно, что разброс величин напряжений по Мизесу между мак-
симальным, средним и минимальным напряжением меньше, чем в Задаче 1. Это
означает, что особенности поля напряжений выражены в этой задаче меньше. Но по-
прежнему максимальное напряжение достигает величины 1360 МПа, что превышает
предел прочности стали S335JO. Это значение достигается на внутренней стороне
стенки трубы при симметричных значениях θ2 = π/2, θ2 = 3π/2 на линии стыка, если
рассматривать трубу меньшего диаметра.

Эти результаты соответствуют известным данным о том, что при небольших соот-
ношениях α = Re2/Re1 влияние особенности уменьшается, см. [6]. Здесь, как легко
увидеть, α = 0.5.

Далеко от линии особенности напряжение падает до 36 МПа.

Замечание 5. Результаты расчета тестовых задач стандартным пакетом приклад-
ных программ не проясняют многие вопросы об особенностях поля напряжений в
окрестности линии стыка. Является ли рост напряжений по Мизесу проявлением недо-
статков численного метода, или же он вызван присутствием особенности в точном
решении? Как модифицировать численный метод, чтобы найти более точное поле на-
пряжений? Если по результатам расчета напряжение превышает предел прочности,
должна ли быть изменена физическая модель (например, учетом пластических де-
формаций), или же необходимо улучшить численный метод? Таким образом, наряду
с несомненным существованием особенности, показана недостаточность применения
пакетов прикладных программ FreeCAD и CalculiX для численного анализа задач с
особенностями. Вопрос о применимости коммерческих пакетов прикладных программ
остается открытым. Предположительно ответ будет тем же, но это нуждается в до-
казательстве.

Заключение
Построена и обоснована математическая модель трубопровода как полностью мо-

ментной оболочки Власова с линиями излома поверхности в местах соединения сег-
ментов трубопровода.

Решены задачи: (1) выведены уравнения равновесия трубы как моментной обо-
лочки Власова с изломом; (2) усилия на косых сечениях выражены как функции
перемещений оболочки; (3) наложены и обоснованы условия сопряжения на линии
стыка труб для перемещений и угла поворота нормали; (3) наложены и обоснова-
ны условия сопряжения для изгибающих моментов, сдвиговых усилий, поперечных
и нормальных усилий; (4) доказано наличие особенности в условиях сопряжения на
линии соединения оболочек.

На численных примерах проиллюстрировано наличие особенности решения уравне-
ний математической модели в точках на линии соединения сегментов трубопровода.
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Отмечены недостатки существующих комплексов программ с точки зрения проведе-
ния численных экспериментов по задачам теории упругости с особенностями. Уста-
новлена согласованность результатов численного анализа задачи о врезке трубы с
известными результатами.

Рассматриваемая задача о соединении цилиндрических оболочек по своему смыслу
близка к задаче теории упругости с входящим углом на границе (см. [10]), поэтому
в дальнейшем для ее численного решения предполагается использовать методику,
предложенную в работе [19].

Возникла новая задача исследования вида особенности в зависимости от угла сты-
ка трубопроводов. Как показали численные эксперименты, не включенные в данную
статью, сингулярность выражается слабее, если угол раствора труб приближается к
180◦.

Численные эксперименты были проведены на вычислительном кластере ЦКП
«Центр данных ДВО РАН».
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INTERFACING CONDITIONS IN THE PIPELINE MATHEMATICAL MODEL

WITH A KINK OF PROFILE

Computing Center of Far-Eastern Branch, Russian Academy of Sciences, Khabarovsk, Russia

Abstract. A closed-ended formulation of the boundary-value problem of calculating the pipeline
stress-strain state as a Vlasov shell with a kink line of surface was given. The resolving equations
of the shell in displacements in the chosen curvilinear coordinate system were derived; in the local
coordinates associated with the kink line, the kinematic conjugation conditions on this line were
derived; conjugation conditions for moments and forces in the shell on the surface kink line were
stated and proved. All conjugation conditions were deduced in the displacements of the shell on the
kink line, which is not a coordinate line. The presence of a singularity in the obtained conjugation
conditions was proved. The consistency of the numerical analysis results with known results was
established.

Keywords: shell, kink line, singularity, pipeline, stress-strain state.
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Аннотация. Рассматривается нелинейное уравнение третьего порядка с полиномом второй
степени в правой части. Отличительной чертой этого класса уравнений является наличие по-
движных особенностей, что делает эти уравнения неразрешимыми в квадратурах. В работе
получены интервальные критерии существование подвижных особых точек. Представленная
теория является подспорьем для написания различных алгоритмов в различных программ-
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Введение.
В работе [1] рассматриваются волновые процессы в стержне на основе обобщенного

уравнения Кортевега-де Фриза-Бюргерса

∂u

∂t
− ∂ϕ(u)

∂z
= µ

∂2u

∂z2
+m

∂3u

∂z3
, m, µ = const.

В случае стационарного процесса, когда время отсутствует, уравнение переходит в
категорию обыкновенное дифференциальное уравнение. В зависимости от параметров
уравнения переходим к исследуемому нами классу дифференциальных уравнений. В
указанной публикации при рассмотрении исходного уравнения не была учтена специ-
фика рассматриваемого уравнения, существование подвижной особой точки. Поэтому
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о строгом аналитическом решении не приходится, так как наличие подвижных особых
точек является условием того, что уравнение является неразрешимым в квадратурах.

В публикации [2] так же проводится исследование волновых процессов, но уже в
эластичных балках. Рассматривается данная задача в виде дифференциального урав-
нения третьего порядка, заданного неявно:

f(t, u(t), u′(t), u′′(t), u′′′(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1

u(0) = u′(0) = u′(1) = 0.

Неявный случай подразумевает как линейный случай, так и нелинейный. Поэтому,
аналогично, как и в случае с работой [1] не была учтена важная специфика нелиней-
ных дифференциальных уравнений, существование подвижных особенностей.

Для реализации метода нахождения аналитического приближенного решения с по-
движными особенностями необходимо строить алгоритмы для программного обеспе-
чения, основой которого и является теоретический материал, представленный в дан-
ной работе. Реализация данного метода была рассмотрена в работах [3–5].

Если работах [6,7] дается теоретическое обоснование учета особенностей, применя-
емого класса нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка для иссле-
дования волновых процессов в эластичных балках, то в статьях [6–9] дано развитие
общих теоретических положений при исследовании нелинейных дифференциальных
уравнений с подвижными особенностями. Отметим ряд работ последнего времени с
приложением данной категорий уравнений для строительных конструкций [10–17].

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

y′′′ = a1(x)y2 + a2(x)y + a3(x), (1)
которое путем некоторой замены переменной, показанной в работе [7], приводиться к
нормальной форме

y′′′ = y2 + r(x), (2)
Рассмотрим задачу Коши

y′′′ = y2 + r(x), (3) y(x0) = y0,
y′(x1) = y1,
y′′(x2) = y2.

(4)

Далее, путем замены y(x) = 1
u(x) переходим к инверсному уравнению:

u′′′ · u2 = u2 + 6u · u′ · u′′ − 6(u′)3 + u2 · r(x), (5) u(x0) = u0,
u′(x1) = u1,
u′′(x2) = u2.

(6)

Используя связь локальных экстремумов инверсионной и прямой функции, сфор-
мулируем следующую теорему:

Теорема 1. Потребуем выполнение следующих условий:
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(1) y (x) , u (x) ∈ C [a; b]
(2) ∀x ∈ [a; b] u(x) > 0 (u(x) < 0).

Тогда необходимым и достаточным условием локального максимума y(x) в точке
с ∈ (a; b) является u(x) имело в точке с.

Доказательство данного факта основывается на использовании классического ме-
тода математического анализа, а именно применении необходимого и достаточного
условия локального экстремума.

Теорема 2. Пусть y(x) определенна на полуинтервале [x0;x∗), где x0 < x∗, x∗— по-
движная особая точка задачи (3)-(4). Тогда найдется некоторая окрестность [a;x∗)
точки x∗, x∗ > a, в которой функция y(x), ее первая и вторая производная имеют
один знак y(x) > 0 , y′ > 0, y′′ > 0, (y (x) < 0, y′ (x) < 0, y′′ (x) < 0) .
Доказательство. Функцию y(x)можно представить в виде

y(x) = (x∗ − x)−3
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n. (7)

Согласно теореме существования, найдется точка x1 ∈ [x0;x∗),для которой правиль-
ная часть ряда (7) сходится в области [x1;x∗). Расписывая правую часть (7) получаем:

y(x) = −60(x∗ − x)−3 + С6(x∗ − x)3 + С7(x∗ − x)4 + ... (8)
Дифференцируя обе части равенства (8), имеем:

y′(x) = −240(x∗ − x)−4 − 3С6(x∗ − x)2 − 4С7(x∗ − x)3 − ... (9)
Введем обозначения

y′(x) = g1 (x) + h1 (x) ,

g1 (x) = −240(x∗ − x)−4; h1 (x) = −3С6(x∗ − x)2 − 4С7(x∗ − x)3 + ... .

Учитывая, что g1 (x) → −∞ , а так же h1 (x) → 0 при x → x∗ − 0, то найдется
точка x2 : x2 ≥ x1, и ∀x ∈ [x2;x∗) будет выполняться неравенство g1 (x) < h1 (x),
следовательно y′(x) < 0.

Дифференцируем теперь выражение (9). Тогда имеем:

y′′(x) = −960(x∗ − x)−5 + 6С6(x∗ − x) + 12С7(x∗ − x)2 + ... (10)
Обозначим

y′′(x) = g2 (x) + h2 (x) ,

g2 (x) = −960(x∗ − x)−5; h2 (x) = 6С6(x∗ − x) + 12С7(x∗ − x)2 + ... .

Так как g2 (x)→ −∞ и h2 (x)→ 0 при x→ x∗ − 0, то существует такая точка x3 :
x3 ≥ x1, что для любого xиз полуинтервала [x3;x∗) будет выполняться неравенство
g2 (x) < h2 (x), следовательно y′′(x) < 0.

Теорема 3. (точечный критерий существования подвижных особых точек)
Чтобы x∗ являлась подвижной особой точкой функции y(x) необходимо и доста-
точно, чтобы функция u(x) удовлетворяла следующим условиям:

u (x∗) = 0, u′ (x∗) = 0, u′′ (x∗) = 0, u′′′ (x∗) = −360. (11)
Доказательство. Необходимость. Представим функцию u(x) в виде регулярно-

го ряда:
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u(x) = D0(x∗ − x)3 +D6(x∗ − x)9 +D7(x∗ − x)10 + ... (12)
Тогда

u′(x) = −3D0(x∗ − x)2 − 9D6(x∗ − x)8 − 10D7(x∗ − x)9 + ... (13)
и

u′′(x) = 6D0(x∗ − x) + 72D6(x∗ − x)7 + 90D7(x∗ − x)8 + ...,

а также
u′′′(x) = 6D0 + 504D6(x∗ − x)6 + 648D7(x∗ − x)7 + ...

В итоге получаем требуемое

u (x∗) = 0, u′ (x∗) = 0, u′′ (x∗) = 0, u′′′ (x∗) = −360. (14)
где D0 = С0 = −60.
Достаточность. Подвижная особая точка задачи (3)-(4) является регулярной

точкой для задачи (5)-(6), следовательно, u(x)можно представить в виде:

u(x) =
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n.

Из условия теоремы получаем значения коэффициентов разложения
C0 = C1 = C2 = 0, C3 = −360. С учетом коэффициентов для u(x)получаем:

u(x) = −360(x∗ − x)3 + С4(x∗ − x)4 + С5(x∗ − x)5 + ...

или
u(x) = (x∗ − x)3

(
−360 + С4(x∗ − x) + С5(x∗ − x)2 + ...

)
.

В силу используемой замены y(x) = 1
u(x) , x

∗ является полюсом 3-го порядка для
y(x).

Теорема 4 (интервальный критерий существования подвижной особой точки).
x∗ является подвижной особой точкой решения задачи (3)-(4) тогда и только тогда,
когда существует некоторая окрестность подвижной особой точки [x1;x2], x∗ ∈
[x1;x2], для которой функция u(x) являлась бы непрерывной, и выполнялось условие:

u(x1) > 0, u(x2) < 0.

Доказательство. Необходимость. Так как уравнение было переведено в инверсное,
то точка x∗ для функции u(x) переходит в класс регулярных. На отрезке [x1;x2], y (x)
имеет значение разных знаков на концах отрезка y(x1) > 0, y(x2) < 0. В силу зави-
симости y (x) и u(x) функция u(x) так же принимает значения разных знаков на
концах отрезка, а ввиду того что точка x∗является регулярной для функции u(x), то
в окрестности точки x∗ функция является непрерывной.
Достаточность. Так как функция u(x)непрерывна и имеет различные знаки на

концах отрезка u(x1) > 0, u(x2) < 0, то существует точка x3 ∈ [x1;x2] в которой
функция u(x) равна нулю. Тогда в силу инверсии x3 является подвижной особой точ-
кой для решения задачи Коши (3)-(4).
Вывод. В данной статье решена задача о нахождении точных критериев суще-

ствования подвижных особенностей, что может позволить разрабатывать различные
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алгоритмы в программных комплексах для нахождения подвижных особых точек с
любой наперед заданной точностью.
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Аннотация. Представлено аналитическое решение задачи о деформировании взрывом со-
средоточенного заряда конденсированного взрывчатого вещества (ВВ) балки, материал ко-
торой чувствителен к скорости деформации. Влияние внешней среды (воды) на процесс и
результаты деформирования учитывается введением присоединенной массы. Коэффициент
вязкости и модуль упругости в фиксированных интервалах скоростей деформирования опре-
деляются из экспериментов. Для этих параметров, характеризующих материал балки при
импульсном деформировании, получена аналитическая взаимосвязь и нижняя граница зна-
чений для коэффициента вязкости. Решение задачи найдено методом разделения переменных
в определяющем уравнении движения. При этом форма упругой линии балки для каждого
момента времени выбрана, исходя из требования выполнения граничных условий и принципа
минимума работы деформирования.
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Введение
Известно [1], что при взрыве зарядов ВВ воздухе на близких расстояниях от эле-

ментов конструкций основными носителями нагрузки являются продукты взрыва, а
на более далеких расстояниях – воздушная ударная волна, то есть в обоих случаях
нагрузка передается через среду, плотность которой существенно меньше плотности
материала элемента конструкции.

При взрыве неконтактных зарядов в воде нагрузка на элементы передается через
среду, плотность которой соизмерима с плотностью материала конструкции.
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С началом деформации элемента в воде в движение приходит не только сам элемент,
но и значительная часть частиц среды, находящихся с ним в непосредственном кон-
такте, в результате этого движение элемента будет тормозиться [1]. Этот эффект со-
противления среды перемещению в ней твердого тела в гидродинамике, например [2],
принято учитывать введением присоединенной массы, которая в общем случае зави-
сит не только от размеров элемента, но и от направления движения.

Таким образом, при выводе уравнения движения балочной конструкции в воде необ-
ходимо учитывать эффект сопротивления среды, эквивалентный введению присоеди-
ненной массы.

Будем также учитывать увеличение модуля упругости материала балочной кон-
струкции с увеличением скорости деформации, а также и вязкостные характеристики
материала.
Постановка задачи

Физическая модель (основные допущения).
Рассматриваются балки, удовлетворяющие следующим ограничениям [3]:
1) cечение балки имеет хотя бы одну ось симметрии;
2) все внешние силы лежат в плоскости симметрии балки;
3) прогибы балки малы по сравнению с её длиной;
4) материал балки изотропный, чувствительный к скорости деформации, при этом за-
висимость между напряжением, деформацией и скоростью деформации принимается
в виде [4]:

σ = Eε+ ηε̇, (1)
где σ – нормальное напряжение в сечении балки, ε – относительная деформация, ε̇
– скорость относительной деформации, Е – модуль упругости материала балки, η –
коэффициент вязкости;
5) используется классическая гипотеза плоских сечений. Внешняя динамическая

нагрузка является импульсной, созданной взрывом сосредоточенного заряда ВВ в
ближней области действия взрыва [1]. Деформирование балки вследствие весьма
кратковременного действия нагрузки происходит уже после снятия нагрузки в пе-
риод свободных колебаний балки.
Математическая модель.

Рассмотрим балку длиной l, свободно опирающуюся по концам на недеформируе-
мые опоры. Начало прямоугольной декартовой системы координат поместим в сере-
дину длины балки. Пусть над серединой балки, находящейся в воде, на высоте a от
её оси расположен заряд ВВ массы С.

В момент времени t = 0 происходит взрыв заряда над балкой, её деформирование
при t > 0 и возможное разрушение. Под разрушением балки понимаем образование
трещин, нарушающих несущую способность соответствующей балочной конструкции,
разделение балки на фрагменты, соскакивание с опор.

Требуется, исходя из принятых гипотез, составить уравнение движения произволь-
ного элемента балки, найти частное решение этого уравнения, удовлетворяющее кра-
евым и начальным условиям; используя найденное решение определить условия га-
рантированного разрушения или гарантированной взрывостойкости рассматриваемой
балочной конструкции.

Совместим ось балки с осью абсцисс прямоугольной декартовой системы координат.
Выделим двумя сечениями, перпендикулярными оси, элемент балки длиной dx

(Рис.1)
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Рис. 1 Схема движения элемента балки под действием импульсной нагрузки

На рисунке 1 показан элемент балки в состоянии движения с указанием действую-
щих на него сил и моментов. Уравнение движения элемента

ρ · ∂
2w

∂t2
= q − ∂Q

∂x
(2)

дополняем уравнением баланса моментов
∂M

∂x
+Q = 0. (3)

Учитывая соотношения

M =

∫
S

σzdS, σ = Eε+ ηε̇,

∫
S

z2dS = J,

где S – площадь сечения балки, z – расстояние элемента площади до нейтральной
оси, J – момент инерции площади, получим

M = (
E

r
− η

r2
· ∂r
∂t

) · J. (4)

Учитывая равенство ε = z
r , где r – радиус кривизны упругой линии в соответству-

ющей точке, а также соотношения

1

r
= −∂

2w

∂x2
, ε̇ =

∂

∂t

(z
r

)
= −z · 1

r2
· ∂r
∂t

получим

ε̇ = −z ∂3w

∂x2∂t
. (5)

Подставляя (5) в соотношение (4), получим:

M = EJ

(
−∂

2w

∂t2

)
+ ηJ

(
− ∂3w

∂x2∂t

)
. (6)

Уравнение движения (2) с учетом полученных соотношений (4) и (5) принимает
вид

ρ
∂2w

∂t2
+ EJ

∂4w

∂x4
+ ηJ

∂5w

∂x4∂t
= q, (7)

где q – интенсивность внешней нагрузки.
Отметим, что величина ρ, входящая в уравнения (2) и (7), в связи с расположением

балки в воде, представлена суммой двух составляющих

ρ = ρ0 + ρ1, (8)
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где ρ0 – погонная плотность материала балки, ρ1 – погонная плотность присоединен-
ной массы воды [1]; тем самым реализован эффект влияния присоединенной массы
на процесс движения и деформирования балки, находящейся в воде.

Граничные условия для уравнения (7) определяются из способа закрепления кон-
цов балки. Если, как указывалось выше, начало введенной декартовой прямоуголь-
ной системы координат поместить в середине длины балки, ось которой совмещена с
осью абсцисс, и рассматривать случай свободного опирания балки концами на непо-
движные недеформируемые опоры, то для каждого конца балки его перемещение и
изгибающий момент будут равны нулю, т.е.

w

(
− l

2
, t

)
= w

(
l

2
, t

)
= 0, (9)

∂2w

∂x2

(
− l

2
, t

)
=
∂2w

∂x2

(
l

2
, t

)
= 0. (10)

Начальные условия для уравнения (7) соответствуют действующей внешней на-
грузке. Взрывная нагрузка, как указывалось выше, является импульсной, которая
действует в течение очень малого промежутка времени(τ ∼ 10−6 − 10−4) c в зави-
симости от вида заряда ВВ. Поэтому деформирование балки происходит в период её
свободных колебаний, описываемых однородным уравнением, соответствующим урав-
нению (7), т.е. уравнением

ρ
∂2w

∂t2
+ EJ

∂4w

∂x4
+ ηJ

∂5w

∂x4∂t
= 0. (11)

Начальные условия, следовательно, можно записать в виде:

w(x, 0) = 0; (12)

∂w

∂t
(x, 0) =

i∗(x)

ρ
, (13)

где i∗ – погонный (на единицу длины) импульс, при этом,

i∗(x) = bi(x)
K1

S
, (14)

где

i =
A0C

a2
cos4(α) (15)

i =

τ∫
0

P (x, t)dt (16)

– удельный импульс, a0 = arctg( l
2a), α – угол падения частиц возмущенной среды на

балку (Рис.2).
A0 – энергетическая характеристика ВВ, например для тротила A0 = 400м

c , K1 –
коэффициент формы [1], который учитывает расположение балки по отношению к
заряду ВВ.

Как видно из приведенных соотношений, определяющих начальные условия для
уравнения (11), форма изменения действующего давления во времени не имеет суще-
ственного значения – важным является величина импульса, полученного за действу-
ющий малый промежуток времени τ .
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Рис. 2 Схема расположения заряда над балкой

Интегрирование определяющего уравнения (11) выполним методом разделения пе-
ременных, при этом, функцию распределения прогибов балки по её длине выберем,
исходя из принципа выполнения для неё граничных условий и принципа наименьше-
го действия Остроградского-Гамильтона, согласно которому работа деформирования
балки действующей внешней нагрузкой для выбранной функции должна быть мини-
мальной.

Функцию времени найдём из обыкновенного дифференциального уравнения, ко-
торое получается после подстановки выбранной функции распределения прогибов в
любой момент времени в уравнение движения (11).

Функцию прогибов возьмем аналогично работе [5] в виде

w = w0(t) cos(
πx

l
). (17)

Отличие от работы [5] состоит в том, что в формуле (17) w0(t) является неизвестной
и подлежащей определению функцией времени, а в работе [5] она является константой,
определяющей максимальный прогиб в центре балки.

Исследование альтернативной формы упругой линии в виде неполного полинома
4-й степени выполнено в работе [5]; в результате принята функция вида (17), так как
она приводит к меньшей чем для альтернативной функции работе деформирования.

Предполагая, что это соотношение сохраняется и для функции (17), принимаем
форму упругой линии в любой момент времени в виде (17).

Запишем уравнение (11) в виде

∂2w

∂t2
+ β1

∂4w

∂x4
+ β2

∂5w

∂x4∂t
= 0, (18)

где

β1 =
EJ

ρ
, β2 =

ηJ

ρ
. (19)

Функция (17) удовлетворяет граничным условиям (9), (10). Подставив её в уравне-
ние (18), получим обыкновенное дифференциальное уравнение для функции w0(t):

w
′′
0 (t) + γ2w

′
0(t) + γ1w0(t) = 0, (20)

где

γ1 =
π4

l4
β1, γ2 =

π4

l4
β2 (21)

Характеристическое уравнение запишем в виде

λ2 + γ2λ+ γ1 = 0. (22)
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Дискриминант этого уравнения

D = γ2
2 − 4γ1 (23)

определяет не только форму решения уравнения (20), но и величины интервалов для
параметра η, в каждом из которых представлена соответствующая форма решения.
Действительно, пусть D > 0, тогда согласно соотношениям (19), (21) и (23) получим
интервал значений

η > 2

(
l

π

)2

·
√
Eρ

J
(24)

в котором решение уравнения (20) можно записать в виде

w0(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t, (25)

где λ1 = −γ2+
√
D

2 , λ2 = −γ2+
√
D

2 .
Коэффициенты C1 и C2 определим из начальных условий (12) и (13), которые при-

водят к системе уравнений
С1 + С2 = 0

С1λ1 + С2λ2 = δ

}
(26)

где δ = bK1A0C
a2ρ

. Решение системы (26) имеет вид

С1 =
δ

λ1 − λ2
, С2 =

δ

λ2 − λ1
. (27)

Если D = 0, то η = 2 ·
(
l
π

)2 ·√Eρ
J и решение примет вид

w0(t) = C3e
λt + C4te

λt = (C3 + C4t)e
λt, (28)

где λ = −γ2

2 .
Из начальных условий (12), (13) найдем C3 = 0, C4 = δ и решение (27) примет вид

w0(t) = δteλt. (29)

Если D < 0, то получаем для параметра η интервал

0 < η < 2

(
l

π

)2

·
√
Eρ

J
. (30)

Обозначим D1 = |D|, тогда имеем комплексно-сопряженные корни характеристи-
ческого уравнения

λ1 = −γ2

2
+ j

√
D1

2
, λ2 = −γ2

2
− j
√
D1

2
,

где j =
√
−1 и решение примет вид

w0(t) = e−
γ2t
2 ·
(
C5 cos(

√
D1

2
t) + C6 sin(

√
D1

2
t)

)
. (31)

Из начальных условий находим

C5 = 0, C6 =
2δ√
D1

. (32)
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Следовательно, для рассматриваемого интервала η решение уравнения (20) запи-
шем в виде

w0(t) =
2δ√
D1

e
−γ2

2
t sin(

√
D1

2
t). (33)

Таким образом, получив из экспериментов величину параметра η и располагая зна-
чениями модуля упругости Е в диапазоне наблюдаемых в эксперименте скоростей
деформаций, выбираем функцию w0(t) в зависимости от интервала для η. Полное
решение задачи о свободных колебаниях балки получим после подстановки выбран-
ной таким образом функции w0(t) в соотношение (17), определяющее распределение
прогибов балки (её упругую линию) в любой момент времени в рассматриваемом вре-
менном диапазоне.
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DEFORMATION OF ELASTIC-VISCOUS BEAMS BY EXPLOSIVE LOAD IN
WATER

Tula State University, Tula, Russia.

Abstract. An analytical solution to the problem of deformation by an explosion of a concentrated
charge of a condensed explosive (HE) of a beam, the material of which is sensitive to the rate of
deformation, is presented. The influence of the external environment (water) on the process and the
results of deformation is taken into account by introducing the added mass.The viscosity coefficient
and the modulus of elasticity in fixed intervals of strain rates are determined from experiments.
For these parameters, which characterize the material of the beam under impulse deformation,
an analytical relationship and a lower limit of values for the viscosity coefficient are obtained.
The solution to the problem is found by the method of separation of variables in the governing
equation of motion. In this case, the shape of the elastic line of the beam for each moment of
time is selected based on the requirement to fulfill the boundary conditions and the principle of
minimum deformation work.
Keywords: beam, explosive load, strain rate, added mass, viscosity, explosion in water, principle
of least action.
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ТЕРМОСИЛОВОЕ НАГРУЖЕНИЕ ОРТОТРОПНОЙ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, ВЫПОЛНЕННОЙ ИЗ
ДЕФОРМАЦИОННО АНИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия Россия

Аннотация. Объектами рассмотренных исследований послужил частный случай оболочеч-
ных конструкций, а именно оболочка вращения – замкнутая круговая цилиндрическая, так
как подобные сооружения весьма часто встречаются при проектировании и строительстве
промышленных и гражданских объектов, а также в энергетике. Особенностью конструкции
исследуемых оболочек являются материалы, из которых они выполнены, обладают анизо-
тропией двоякого характера. Рассмотрена структурная анизотропия материала уровня ор-
тотропии в совокупности с деформационной, появляющейся в зависимости жесткостных и
прочностных свойств от вида напряженного состояния. Оболочка загружается внутренним
давлением, которое сводится к равномерно распределенной осесимметричной нагрузки. Кро-
ме того, при постановке задачи строительной механики учтено, что конкретные сооружения
эксплуатируются не в идеальном стационаром изолированном пространстве, а в среде с из-
меняющимися температурными параметрами. При этом учтена вероятность проявления тем-
пературного перепада между внутренней загруженной поверхностью оболочки и наружной
– свободной от силового воздействия. Известно, что в общем случае температурные и сило-
вые поля взаимосвязаны, а распределение температуры в материале конструкции зависит от
напряженного состояния, но как показали многочисленные исследования, связанность тер-
момеханической задачи заметно проявляется только в короткий начальный период темпера-
турного изменения до возникновения установившегося перепада. Поэтому в представленной
статье задача по термосиловому нагружению цилиндрической оболочки рассматривается в
несвязанной постановке, когда общую задачу можно разделить на две независимые: строи-
тельной механики и термодинамики.

Учитывая, что классические теории термомеханики оболочек, выполненных из материа-
лов, обладающих анизотропией двоякого характера, не позволяют получить достаточно на-
дежные результаты, а большинство известных моделей, предназначенных для указанных ма-
териалов, обладают серьезными недостатками, здесь использована методика нормированно-
го тензорного пространства напряжений. В статье представлена система дифференциальных
уравнений задачи термоупругости цилиндрической оболочки из материалов с усложненными
термомеханическими свойствами. Приведены отдельные решения с наиболее характерными
результатами расчета напряженно-деформированного состояния оболочки с их анализом.

Ключевые слова: структурная ортотропия, деформационная анизотропия, термоупру-
гость, несвязанная задача, цилиндрическая оболочка.
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1. Введение В современном строительстве широкое распространение получают
высокопрочные композитные материалы, основой которых являются полимеры с
направленным или хаотическим армированием базальтовыми и “стекловолокнами”,
термомеханические свойства которых существенно отличаются от распространенных
стальных и железобетонных конструкций [1–7]. В частности, эти материалы могут об-
ладать структурной анизотропией различного класса, а при деформировании их под
нагрузкой по разному реагируют на величину и соотношения возникающих напряже-
ний так, что тензор податливостей оказывается не инвариантен к виду напряженного
состояния. Такие материалы принято называть деформируемыми структурами с двоя-
кой анизотропией. У структурно анизотропных материалов проявляется зависимость
от направлений не только в жесткостных характеристиках, но и тепло-физических
[8–11]. Наиболее распространенными в строительстве являются конструкционные ма-
териалы со структурной ортотропией физико-механических свойств. Традиционные
расчетные модели механики твердого тела и строительной механики, формально опе-
рирующие с обобщенным законом Гука или соотношениями малых упругопластиче-
ских деформаций А.А. Ильюшина [12], приводят к серьезным ошибкам не только в
получаемых количественных характеристиках напряженно-деформированного состо-
яния строительных конструкций, но и искажают его качественную картину. Подобные
факты не позволяют обеспечить должную точность расчетов конструкций и надеж-
ность принимаемых проектных решений. В свете вышеизложенного, для расчета стро-
ительных конструкций, выполненных из указанных материалов, следует использовать
апробированные теории и модели, максимально подтвержденными эксперименталь-
ными данными.

Изменение температурного режима эксплуатации строительных конструкций на
основе материалов с анизотропией двоякого рода вносит еще большие сложности в
математические модели и методы их расчета. Решение задач термоупругости для
конструкций, выполненных из материалов со структурной и деформационной ани-
зотропией, до сих пор носит эпизодический характер и не позволяют разработать ме-
тодические рекомендации по проектированию особенно тонкостенных пространствен-
ных сооружений. Так как рассматриваемые материалы обладают высокими модулями
упругости и пределами прочности, они получили широкое распространение при изго-
товлении и возведении тонкостенных оболочек, которые при минимальной толщине и
общей массе имеют весомые преимущества в несущей способности.

Ниже рассмотрен частный вариант оболочек вращения, а именно – замкнутая кру-
говая цилиндрическая оболочка, которая подвергается наиболее часто встречающей-
ся осесимметричной нагрузке в виде равномерного давления. Котлы цилиндрической
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конфигурации, подверженные паровому давлению, аналогичные резервуары с верти-
кальной или горизонтальной осью, испытывающие действие внутреннего давления
жидкости или газа, а также трубопроводы с гидравлическим давлением – это имен-
но объекты подобного рода расчетных задач. Очевидно, что конструкция указанных
сооружений кроме внутреннего давления в период эксплуатации подвергаются темпе-
ратурным колебаниям.

Практически все известные ортотропные деформационно анизотропные материа-
лы проявляют эффект связанности температурных и деформационных полей только
в коротком периоде начального приложения температурного перепада на противо-
положных поверхностях конструкций, а величина этого эффекта достаточно мала.
После появления установившегося стационарного перепада температур эффект свя-
занности термических и силовых полей вообще исчезает [13, 14]. Поэтому механизм
теплопередачи, происходящей в неравномерно нагретой конструкции за счет контак-
та с окружающей средой, позволяет пренебречь влиянием напряженного состояния
на распределение температуры в ней. В связи с этим, исследование температурно-
го поля в теле конструкции, соответствующего конкретным условиям теплопередачи,
проводится независимо от ее напряженно-деформированного состояния, то есть здесь
рассматривается несвязанная задача термоупругости.
2. Постановка задачи В цилиндрической системе координат рассмотрим кру-

говую цилиндрическую оболочку, изготовленную из ортотропного деформационно
анизотропного материала [1, 2]. Положение конкретной точки тела оболочки опреде-
лим гауссовыми переменными β1, β2, β3. Примем координатные оси совпадающими
с главными осями ортотропии при следующих геометрических параметрах: длина L,
толщина стенки h, радиус средней цилиндрической поверхности R. Один торец обо-
лочки при β1 = 0 примем жестко защемленным, а противоположный – при β1 = L
свободным от закрепления и нагрузки. Термическое состояние оболочки таково, что
в исходный момент времени температура в любой точке оболочки одинакова – T0, а
в последующем устанавливается разность температур такая, что на внутренней по-
верхности возникла температура T1 и наружной – T2. В дальнейшем примем, что
температурные изменения происходят только по толщине оболочки с разностью тем-
ператур ∆T , являющейся функцией от координаты β3. Силовое загружение осуществ-
ляется равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью q3 изнутри оболочки
(внутреннее давление).

Примем оболочку настолько тонкой, что применение гипотез Кирхогфа-Лява не
вызывало сомнений, конфигурацию – таковой, чтобы ее можно было отнести к классу
пологих, для которых применимы зависимости:

а) деформации срединной поверхности:

ε1 = u,1 +0, 5θ2
1; ε2 = v,1 +kw + 0, 5θ2

2; γ = v,1 +u,2 +θ1θ2, (1)

где u, v, w – перемещения в срединной поверхности (осевые, тангенциальные и ра-
диальные); k = 1/R – главная кривизна в недеформированном состоянии; θ1 =
−w,1 ; θ2 = −w,2 +kv;

б) кривизны и крутка срединной поверхности:

χ1 = −w,11 ; χ2 = −w,22 ; τ = −w,12 ; (2)
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в) полные деформации в любой точке оболочки с координатой β3 относительно сре-
динной поверхности:

e11 = ε1 + β3χ1; e22 = ε2 + β3χ2; γ12 = γ + 2β3τ. (3)

Уравнения связи тензоров деформаций и напряжений в отличие от работ [15–18]
– примем на основе потенциала деформаций, представленного в рамках нормирован-
ного тензорного пространства напряжений, наиболее обоснованного и теоретически
непротиворечивого, который детально представлен в исследованиях [19–21]. Очевид-
но, что с учетом влияния температурного перепада гипотезы Кирхгофа-Лява сводят
эти уравнения в главных осях ортотропии к виду:

e11 = С1111σ11 + С1122σ22 + α1T∆T ;
e22 = С1122σ11 + С2222σ22 + α2T∆T ;
γ12 = 2e12 = С1212τ12,

(4)

где
С1111 = (A1111 +B1111α11) + 0, 5[B1111α11(1− α2

11)− В2222α
3
22 − В1212α

3
12]+

+В1122α22(1− α2
11 − α11α22); С2222 = (A2222 +B2222α22)+

+0, 5[B2222α22(1− α2
22)− В1111α

3
11 − В1212α

3
12] + В1122α11(1− α2

22 − α11α22);
С1212 = A1212 − (В1111α

3
11 + В2222α

3
22)− 2В1122α11α22(α11 + α22);

С1122 = A1122 +B1122(α11 + α22);

Aijkm, Bijkm – константы потенциала, определяемые через модули упругости, коэф-
фициенты поперечной деформации материала в главных осях ортотропии на растяже-
ние, сжатие и через модули сдвига; αij = σij/S – компоненты тензора нормированных
напряжений; S =

√
σijσij =

√
σ2

11 + σ2
22 + 2τ2

12 – модуль тензора напряжений; α1Т, α2Т
– коэффициенты линейного температурного расширения в главных осях ортотропии.

Проведя испытания стандартных образцов на осевое растяжение и сжатие в глав-
ных осях ортотропии и на сдвиг в главных плоскостях [20, 21], получаем значения
констант уравнений (4):

Akkkk = (1/E+
k + 1/E−k )/2; Bkkkk = (1/E+

k − 1/E−k )/2; Aijij = 1/Gij ;

Aiijj = −(ν+
ij/E

+
j + ν−ij/E

−
j )/2; Biijj = −(ν+

ij/E
+
k − ν

−
ij/E

−
j )/2,

где ν+
ij/E

+
j = ν+

ji/E
+
i ; ν−ij/E

−
j = ν−ji/E

−
i ; E±k , ν

±
ij – модули упругости и коэффициен-

ты поперечной деформаций на осевое растяжение и сжатие в главных осях ортотро-
пии; Gij – модуль сдвига в главной плоскости ортотропии; i, j, k = 1, 2.
3. Система разрешающих дифференциальных уравнений Для формулиро-

вания разрешающих уравнений для расчета оболочки обратим уравнения состояния
(4) относительно напряжений:

σ11 = D11e11 +D12e12 −R11 − ϕ1T ; τ12 = D66e12 −R12;

σ22 = D12e11 +D22e12 −R22 − ϕ2T , (5)
где D11 = C2222/∆; D12 = −C1122/∆; D22 = C1111/∆; D66 = 1/С1212;

R11 = (A2222T11 −A1111T22)/∆; R22 = (A1111T22 −A1122T11)/∆; R12 = T12/A1212;

T11 = {B1111α11 + 0, 5[B1111α11(1− α2
11)− В2222α

3
22 − В1212α

3
12]+

+В1122α22(1− α2
11 − α11α22)}σ11 +B1122(α11 + α22)σ22;

T12 = −[(В1111α
3
11 + В2222α

3
22)− 2В1122α11α22(α11 + α22)]τ12;

T22 = B1122(α11 + α22)σ11 + {B2222α22 + +0, 5[B2222α22(1− α2
22)− В1111α

3
11−
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−В1212α
3
12] + В1122α11(1− α2

22 − α11α22)}σ22; ϕ1T = D11α1T∆T +D12α2T∆T ;

ϕ2T = D12α1T∆T +D22α2T∆T ; ∆ = A1111A2222 −A2
1122.

Известно, что уравнения равновесия и соотношения Коши не зависят от физической
природы материала, поэтому для оболочек, выполненных из материалов, обладающих
анизотропией двоякого рода, эти классы зависимостей не меняются. Поэтому урав-
нения равновесия и неразрывности деформаций сохраняют свой вид как для общей
нелинейной теории анизотропных оболочек [22]. В этом случае все внутренние мо-
менты и усилия приводятся к срединной поверхности цилиндрической оболочки при
β3 = 0. Принимая во внимание то, что оболочка загружена внутренним равномерным
давлением при отсутствии крутящих моментов (τ12 = е12 = 0) и β3k << 1, уравнения
равновесия и неразрывности деформаций упрощаются, преобразуясь к виду:

N1,1 = 0; M1,1−Q1 −N1θ1 = 0; Q1,1−kN2 + q3 = 0; kχ1 + ε2,11 = 0, (6)

а из геометрических соотношений сохраняются следующие:

ε1 = u,1 +0, 5θ2
1; ε2 = kw; χ1 = −w,11 ; e11 = ε1 + β3χ1; e22 = ε2, (7)

где Nk – продольные усилия в средней поверхности оболочки; Q1 – поперечное усилие;
M1 – изгибающий момент:

Nk =

h/2∫
−h/2

σkkdβ3; (k = 1, 2); М11 =

h/2∫
−h/2

σ11β3dβ3. (8)

Интегрируя уравнения (5) по толщине оболочки согласно правилам (8), внося ре-
зультаты в статические уравнения (6), геометрические зависимости (7) в соотношение
сплошности (6), проводя при этом соответствующую перекомбинацию, получим два
смешанных дифференциальных уравнений:

kθ1,1 +L22N2,11 = −η2,11−ε2T ,11 ; P11θ1,11−kN2 = −q3 + J11,11 +χ1T ,11 , (9)

где L11 = К22/∆; L22 = К11/∆; L12 = −К12/∆; ∆ = К11К22 − К2
12; Кij =

Dijh; Pij = Dijh
3/12; η1 = L11I11 + L12I22; η2 = L12I11 + L22I22;

Iij =
h/2∫
−h/2

Rijdβ3; Jij =
h/2∫
−h/2

Rijβ3dβ3; ηiT =
h/2∫
−h/2

ϕiTdβ3; χiT =
h/2∫
−h/2

ϕiTβ3dβ3;

ε1T = L11η1T + L12η2T ; ε2T = L12η1T + L22η2T .
С учетом того, что по условию задачи торец оболочки при β1 = L защемлен, а

торец при β1 = 0 полностью свободен, граничные условия для последнего имеют вид:
θ1 = 0; ε1 = 0; ε2 = 0 ⇒ N2 = −η2+ε2T

L22
.

4. Температурная составляющая задачи Перепад температур между внут-
ренней и наружной поверхностями оболочки требует значительной корректировки
результатов расчета ее НДС [23]. Определение температурных составляющих в рас-
сматриваемой задаче требует самостоятельного рассмотрения процесса передачи теп-
ла сквозь оболочку. Этот процесс однозначно определен известным уравнением теп-
лопроводности:

Т,t = a1 · T,11 +a2 · T,22 +a3 · T,33 , (10)
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где a1, a2, a3 – коэффициенты температуропроводности, определяющие теплоинер-
ционность материала по характерным направлениям; t – временной параметр; T –
параметр температурного поля.

Рассмотрим стационарный процесс с одномерным распространением температурно-
го поля с перепадом только по толщине оболочки, когда температура меняется только
вдоль одной координаты β3 ортогональной к изотермическим поверхностям. Тогда,
уравнение теплопроводности упрощается и принимает вид: T,t = a3T,33, где a3 = λ/с
– коэффициент температуропроводности по нормали к криволинейной поверхности
оболочки; λ – коэффициент теплопроводности; с – удельная объемная теплоемкость
материала.

Ввиду того, что коэффициент температуропроводности для исследуемых матери-
алов достаточно велик, то для тонкостенной оболочки процесс достижения стацио-
нарного равновесного линейного распределения температуры по ее толщине насту-
пает весьма быстро за короткий интервал времени. Поэтому можно сделать вывод
о целесообразности исследования термомеханической задачи в момент равновесного
распределения температуры.

Для равновесного распределения температуры по толщине оболочки расчет пере-
пада температур ∆T в оболочке определяется по линейному закону распределения:

T (β3) = (T2 − T1)β3/h+ (T1 + T2)/2− T0. (11)

Для температурной составляющей задачи, кроме условий на границах требуются на-
чальные условия, когда в начальный момент времени при t = 0 для любой точки тела
оболочки температура одинакова и равна T0, а граничные условия в текущий момент
времени t = tk принимаются в соответствии с линейным распределением температуры
по толщине T1 и T2, на внутренней и наружной поверхностях, соответственно.

Ввиду существенной нелинейности рассматриваемой задачи двоякого рода, ее ре-
шение строилось в приращениях искомых функций по двухшаговому методу после-
довательных возмущений параметров В.В.Петрова [24, 25] в сочетании с конечно-
разностной аппроксимацией повышенной точности [26], интегрированием по толщине
методом Симпсона, а по нагрузке – Адамса. При этом система алгебраических урав-
нений решалась методом Гаусса.

5. Результаты решения краевой задачи и их анализ

Определим напряженно-деформированное состояние оболочки, расчетная схема ко-
торой представлена на рис. 1. Основные геометрические параметры оболочки приняты
следующими: длинна L =2,0 м; толщина h =0,04м; диаметр срединной поверхности
2R =0,8 м. Рассмотрен вариант приложения внутреннего давления интенсивностью
q3 =8 МПа. Температурная среда осуществляет перенос тепла за счет теплопроводно-
сти материала оболочки так, что внутри оболочки поддерживается постоянная тем-
пература T1 = 0 ◦С, а снаружи – постоянная температура T2 = +30◦С при началь-
ной температуре всей оболочки T0 = 0◦С. В качестве материала оболочки принят
– трехармированный тканный полимерный композит марки П36-50 [1], для которо-
го установлены основные параметры: модули упругости и коэффициенты поперечной
деформации вдоль главных осей ортотропии – E+

1 = 10, 3 ГПа, E−1 = 11, 77 ГПа,
E+

2 = 17, 6 ГПа, E−2 = 18, 54 ГПа, ν+
12 = 0, 188, ν−12 = 0, 215; коэффициенты теплового

расширения α±1 = 33 · 10−5◦С−1, α±2 = 40 · 10−5◦С−1 [2]. Как видно, что степень раз-
носопротивляемости по всем направлениям принята минимальной 14,3% вдоль оси β1
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и 5,3% вдоль – β2. Это чрезвычайно минимальная величина разносопротивляемости
при минимальном перепаде температур.

Рис. 1. Расчетная схема оболочки

Рис. 2. Прогибы оболочки

На рис. 2 – 4 представлены основные результаты расчета деформирования оболочки
с учетом принятых условий. Погрешность при определении максимальных прогибов
при нагружении с температурным воздействием и без него составляет 20,8 %.

Осевые и окружные напряжения на внутренней поверхности оболочки без терми-
ческого воздействия и при нем полностью совпадают, что обусловлено совпадением
температур на этой поверхности в любой момент времени. Осевые напряжения на
внешней поверхности в заделке без температурного нагружения меньше, чем при нем
на 15 %, но для наибольших напряжений растяжения эта разница достигает 34,6 %.
Причем на участке 0,125L–L воздействие температуры меняет знак напряжений на
противоположный.

Окружные напряжения с наружной поверхности оболочки без учета термического
воздействия по сравнению с вариантом расчета при нагреве на защемленном торце
в 2 и более раз ниже. Максимальные окружные напряжения во внешних волокнах



ТЕРМОСИЛОВОЕ НАГРУЖЕНИЕ ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 71

Рис. 3. Осевые напряжения

Рис. 4. Окружные напряжения

оболочки при нагреве меньше на 21,5 %, чем без него. Если в качестве материала
оболочки принять вариант с большими отличиями деформационных характеристик
на растяжение и сжатие в направлениях главных осей ортотропии, то погрешность
классических теорий существенно повысится, может достигнуть 100% в отдельных
показателях, а иногда и более [27].
6. Выводы Анализ результатов расчета показывает, что учет процесса нагрева

цилиндрических оболочек из ортотропных материалов с деформационной анизотро-
пией при температурных воздействиях демонстрирует кардинальное несоответствие
получаемых результатов общих классических теорий, которые необходимо модерни-
зировать с учетом универсальных уравнений состояния (4). Это даже показано при
применении упрощенных моделей [11,15–18].
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Yu. A. Zavyalova1, M. A. Lapshina1, A. A. Treshchev1

THERMAL FORCE LOADING OF AN ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL
MADE OF A DEFORMATIONALLY ANISOTROPIC MATERIAL

1Tula State University, Tula, Russia

Abstract. The objects of the considered studies were a special case of shell structures, namely,
the shell of rotation – a closed circular cylindrical one, since such structures are very often found
in the design and construction of industrial and civil facilities, as well as in the energy sector.
A special feature of the design of the studied shells is the materials, which have anisotropy of
a twofold nature. The structural anisotropy of the material of the orthotropy level is considered
in conjunction with the deformation one, which appears depending on the stiffness and strength
properties of the type of stress state. The shell is loaded with internal pressure, which is reduced to
a uniformly distributed axisymmetric load. In addition, when setting the problem of construction
mechanics, it is taken into account that specific structures are operated not in an ideal stationary
isolated space, but in an environment with changing temperature parameters. At the same time,
the probability of a temperature difference between the inner loaded surface of the shell and the
outer surface – free from force action-is taken into account. It is known that in the general case, the
temperature and force fields are interrelated, and the temperature distribution in the material of
the structure depends on the stress state, but as numerous studies have shown, the connectivity of
the thermomechanical problem is noticeable only in the short initial period of temperature change
before the occurrence of a steady drop. Therefore, in the present article, the problem of thermal
force loading of a cylindrical shell is considered in an unrelated formulation, when the general
problem can be divided into two independent ones: structural mechanics and thermodynamics.
Given that the classical theories of thermomechanics of shells made of materials with anisotropy
of a twofold nature do not allow us to obtain sufficiently reliable results, and most of the known
models designed for these materials have serious drawbacks, the method of normalized tensor
stress space is used here. The article presents a system of differential equations for the problem
of thermoelasticity of a cylindrical shell made of materials with complicated thermomechanical
properties. Separate solutions with the most characteristic results of calculating the stress-strain
state of the shell and their analysis are presented.

Keywords: structural orthotropy, deformation anisotropy, thermoelasticity, unrelated problem,
cylindrical shell.
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Аннотация. Приводится анализ частоты собственных колебаний большепролетной фермы
с фланцевыми соединениями. Выполнен расчет фланцевого соединения с различными слу-
чаями исключения болтов из работы соединения. Анализ результата расчета показал, что
возникновение повреждений и дефектов конструкций здания в локальных зонах, величина
которых несущественно снижает общую жесткость каркаса, практически не влияет на дина-
мические характеристики каркаса.
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Введение
Цель настоящей работы - анализ частоты собственных колебаний фермы с фланце-

выми соединениями при ослаблении узлов. Разработана расчетная модель конечных
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элементов здания ангара, замоделированы узлы фланцевого соединения, выполнен
анализ частот собственных колебаний фермы.

Фланцевые соединения могут работать на растяжение или сжатие, на изгиб при
наличии в узле изгибающих моментов, а при наличии поперечных сил – на сдвиг.
Фланцевые соединения применяются для монтажных стыков балок и ферм, а также
в монтажных соединениях балки с колонной, фермы с колонной и т.д. [1, 2].

Фланцевое соединение представляет собой две пластины (рис.1), стягиваемые бол-
тами. Такие соединения имеют массу преимуществ перед другими типами болтовых
соединений. Фланцевые соединения обеспечивают возможность возведения каркаса
здания при любых климатических условиях и возможность его демонтажа без повре-
ждения несущих элементов. Фланцевые соединения характеризуются высокой надеж-
ностью при действии нагрузок и простотой контроля соединения.

Рис. 1. Фланцевые соединения открытого профиля

В настоящее время изучение работы фланцевых соединений ведется не так актив-
но как в 80-х годах прошлого столетия. Одни из основных современных исследова-
телей работы фланцевых соединений Шафрая С.Д., Шафрая С.А, Клюкина А.Ю.,
Гладштейна Л.И. и др. Изучение статей в различных научных журналах показало,
основной задачей современных исследователей стала разработка корректной расчет-
ной модели с помощью различных программных комплексов. В статье Семенов А.
А., Маляренко А. А., Порываев И. А., Семенов С. А. рассматривают расчетную мо-
дель фланцевого соединения элементов открытого профиля, выполненную в среде ПК
SCAD. В статье проведено сравнение результатов численных исследований с резуль-
татами, полученными инженерными методами. Выявлено, что инженерная методика
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дает заниженные результаты по отдельным болтам в диапазоне 4 – 20 % по сравне-
нию НДС пространственной численной модели. Также авторы проводили исследова-
ние фланцевого монтажного стыка фермы из гнутых сварных замкнутых профилей
[4]. При сравнении результатов численных исследований моделей в ПК SCAD [3] с
результатами, полученными классическими методами и результатами, полученными
в программе ANSYS, авторы обосновали необходимость учета изгибающих моментов
и соотношения жесткостей отдельных элементов монтажного стыка. Шафрай К. А.,
Шафрай С. Д. исследовали работу фланцевых соединений, проведя серию испытаний
элементарных Т-образных фланцев и сравнив результаты с численными расчетами.
В результате исследования была выявлена зависимость между толщиной фланца и
величиной изгибных напряжений: с увеличением толщины фланца изгибные напря-
жения в болте падают. Основной акцент делается на развитие КЭ моделей для оценки
НДС и действительной работы фланцевого соединения.
Теоретическое обоснование.
Фланцевое соединение растянутого пояса проверяется расчетами:
а) на прочность болтов в зонах полки и стенки;
б) на прочность фланцев на изгиб и поверхностный отрыв в околошовной зоне;
в) на прочность сварных швов соединения фланца и профиля;
г) по критерию нераскрытия соединения (по условию передачи поперечной силы

для соединений типа А).
Вопрос прочности фланцевых соединений элементов открытого профиля изучался

профессором Грудевым И. Д. [5]. Разработана полуэмпирическая методика расчета
на прочность фланцевых соединений элементов отрытого профиля. Решение получе-
но численно, а подгоночные параметры определены по данным эксперимента. Для
удобства пользования методикой предложена аппроксимационная формула. В основу
исследования положены следующие положения: все болты имеют одинаковое пред-
варительное натяжение, болты в составе соединения работают неравномерно, и по
характеру своей работы разделяются на две группы: болты внутренней зоны, рас-
положенные в углах сечения и более нагруженные, отмеченные ниже индексом В, и
болты наружной зоны с индексом Н, наружная зона разбивается на элементарные
Т-образные соединения, последние описываются балочной моделью с учетом только
геометрической нелинейности.

Соотношение между усилиями в болтах внутренней и наружной зон описывается
кусочно-линейной функцией, полученной путем аппроксимации экспериментальных
данных. Если разрушение происходит по болтам, оно имеет вероятностную природу
и определяется несущей способностью совокупности болтов внутренней зоны. Изгиб
болта, наличие отверстий под болты, неравномерность предварительного натяжения,
наличие внешних изгибающих моментов, приводит к необходимости введения подго-
ночных параметров.

Во многих случаях возникает необходимость выполнять расчеты стальных кон-
струкций по европейским нормам проектирования, в частности согласно восьмой его
части EN 1993−1−8 [6], касающейся расчета и проектирования узлов. В связи с этим
интересным представляется рассмотреть те расчетные модели фланцевых соединений,
которыми оперирует данный нормативный документ.
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Существенным отличием Еврокода от отечественных норм при расчете фланцевых
соединений является то, что они регламентируют учет развития пластических де-
формаций. Расчету и проектированию фланцевых соединений рамных узлов метал-
лических конструкций посвящены также работы. При таком подходе появляется воз-
можность использовать резервы несущей способности фланцевых соединений за счет
допущения развития пластических деформаций во фланце, а также в сечениях соеди-
няемых элементов в околофланцевой зоне. Требуемая толщина фланца в этом случае
будет минимальной.

Расчет фланцевых соединений с учетом развития пластических деформаций вы-
полняют с применением метода предельного равновесия. При этом различают три
возможных механизма разрушения, а именно: разрушение болтов, разрушение бол-
тов с частичным развитием пластических деформаций во фланце и развитие глубоких
пластических деформаций во фланце (рис. 2).

Рис. 2. Расчетные модели фланцевых соединений согласно ЕN 1993-1-8

Если фланец принять значительной изгибной жесткости, тогда разрушение фланце-
вого соединения происходит вследствие разрушения болтов, нагруженных внешними
силами при отсутствии контактного усилия, обусловленного наличием “рычажного”
эффекта.

В случае уменьшений изгибной жесткости фланца (проектирование фланцев мень-
шей толщины), разрушение фланцевого соединения происходит вследствие разруше-
ния болтов при частичном развитии пластических деформаций во фланце.

В случае использования тонких фланцев разрушение соединения происходит вслед-
ствие развития пластических деформаций во фланце.

Необходимо отметить, что развитие пластических деформаций во фланцах и в се-
чениях соединяемых элементов в околофланцевой зоне вызывает значительное повы-
шение общей деформативности конструкции, которая должна быть соответствующим
образом учтена дальнейшим нелинейным анализом стержневой системы.

Так же, на прочность фланцевых соединений может влиять человеческий фактор.
Из-за неточности монтажа фланцевые соединения могут иметь значительные зазоры
в зоне соприкосновения фланцев.
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Итак, у фланцевых соединений есть и свои минусы. Одним из недостатков флан-
цевых соединений является сложность расчета, так как болты работают неодина-
ково, кроме того работа фланцевых соединений до конца не исследована, как и их
напряженно- деформированное состояние. Необходимо отметить, что несущие кон-
струкции, использующие фланцевые соединения, требуют высокой точности изготов-
ления, поскольку такие соединения не обладают компенсационной способностью. Так,
следствием неточностей изготовления конструкции, превышающих регламентирован-
ные нормами допустимые отклонения, являются зазоры между контактирующими
поверхностями фланцев. Недостаточно исследовано поведение фланцевых соединений
динамических нагрузках, ранее проведенные испытания показывают плохую работу
соединений такого типа при ассиметричном цикле динамических нагрузок.
Расчетная модель.
Объект – здание ангара с покрытием из металлических ферм на фланцевых со-

единениях пролетом 60м. Каркас ангара состоит из однопролетных поперечных рам,
установленных с шагом 6м, пролет здания 60 м, расстояние от нулевой отметки до ни-
за стропильных конструкций 16,35м. Ферма раскосная с малым уклоном 1,5%, имеет
строительный подъемный равный 0,45мм. Высота фермы 4 м.

Между поперечными рамами предусмотрена система связей. Кровля из сэндвич-
панелей выполнена по прогонам с шагом 3м, пролет прогонов 6м. Для обеспечения
геометрической неизменяемости диска покрытия предусмотрена система горизонталь-
ных связей. Пространственная жесткость и устойчивость каркаса здания обеспечива-
ется совместной работой жесткого диска покрытия с вертикальными несущими эле-
ментами и системой связей.

Рис. 3. Центральный узел нижнего пояса

При расчете на динамическую нагрузку определилось 24 формы колебаний
для каждого вида динамической нагрузки (от 0,390 Гц, до 19,385 Гц). Посколь-
ку у n-ой формы собственных колебаний частота выше предельной 0,95 согласно
СП 20.13330.2016, то ее влияние на напряженно деформированное состояние несуще-
ственно и ее допускается не учитывать. Поэтому рассматривали 1 форму колебаний
равной 0,390 Гц. Натяжение болтов задавали через температурную нагрузку.
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Рис. 4. Пространственная модель рамы (фрагмент)

Результаты расчета.
Выполнен расчет фланцевого соединения с исключением болтов из работы. Анализ

результата расчета показал, что возникновение повреждений и дефектов конструкций
здания в локальных зонах, величина которых несущественно снижает общую жест-
кость каркаса (случай 1), практически не влияет на динамические характеристики
каркаса.

Рассмотрим вариант механизма разрушения болтов по нижнему поясу. Случай 1:
удаляем из работы болты (нижние ряды, отмеченные красным цветом на рис.6):

После удаления болтов увеличился прогиб до 200мм, частоты собственных колеба-
ний не изменились, 0,390 Гц, возросли продольные усилия в стержнях.

Рассмотрим следующий вариант. Случай 2: удаляем из работы болты последующих
2 рядов (рис.8). После удаления болтов увеличился прогиб до 203 мм, частоты соб-
ственных колебаний не изменились 0,390 Гц, возросли продольные усилия в болтах.

Полученные расчетные данные представлены в таблице 1.

Расчетный случай Частота, Гц Прогибы, мм Ускорение по Z(G), мм/с2

без дефектов 0,390 189 0,594
случай 1 0,390 200 0,639
случай 2 0,390 202 0,641

Таблица 1. Результаты расчетов

Заключение.
Как следует из представленных результатов, собственная частота колебаний кон-

струкции не меняется, при различных вариантах последовательного исключения из
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Рис. 5. Мозаика напряжений Nx соединения в середине пролета

Рис. 6. Узел в середине пролета

работы болтов, поскольку происходит перераспределение усилий в болтах по соедине-
нию. Поэтому частота собственных колебаний является малочувствительной харак-
теристикой и ее использование для мониторинга малоперспективно.



АНАЛИЗ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ... 83

Рис. 7. Мозаика напряжений Nx соединения в середине пролета

Рис. 8. Узел в середине пролета
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Аннотация. Представлены результаты экспериментальных исследований по проверке досто-
верности одного из основных законов пластичности – постулата изотропии А.А. Ильюшина
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деформирования, представляющие собой окружности, начинающиеся из начала координат.
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Элементы конструкций и детали машин работают в условиях сложного (непропор-
ционального) нагружения и деформирования, и допускают в своей работе ограни-
ченные пластические деформации. Поэтому проведение экспериментальных исследо-
ваний механических свойств конструкционных материалов за пределом упругости и
исследование закономерностей их поведения при сложном нагружении и разгруже-
нии является важной и актуальной задачей механики деформируемого твердого тела
и теории пластичности. Постулат изотропии А.А. Ильюшина [1, 2] как одно из основ-
ных положений теории пластичности, был экспериментально проверен для различных
конструкционных материалов на разных траекториях деформирования и нагружения
[3-12]. Сущность постулата изотропии состоит в том, что при ортогональных преобра-
зованиях вращения и отражения траекторий в векторном девиаторном пространстве
с базисом А.А. Ильюшина образ процесса деформирования либо нагружения сохра-
няется, т.е. сохраняются скалярные и векторные свойства конструкционных матери-
алов. Особый интерес при проверке постулата изотропии представляют траектории
деформирования, на которых сложное (непропорциональное) нагружение реализуется
с самого начала траектории. В статье [12] отмечено, что ортогональные нагружения
могут вносить некоторые поправки в зависимость между напряжениями и дефор-
мациями при пластическом деформировании. Поэтому, основной задачей в данной
работе работе являлась проверка достоверности постулата изотропии А.А. Ильюши-
на на сложных криволинейных траекториях постоянной кривизны, получаемых при
ортогональных преобразованиях вращения исходной траектории.

Испытания тонкостенных трубчатых образцов из стали 45 проводились на авто-
матизированном комплексе СН-ЭВМ в лаборатории механических испытаний кафед-
ры сопротивления материалов, теории упругости и пластичности Тверского государ-
ственного технического университета на тонкостенных цилиндрических оболочках с
длиной рабочей части l = 110 мм, толщиной стенки h = 1 мм и радиусом срединной
поверхности r = 15.5 мм. При обработке результатов экспериментальных данных для
определения компонент εij , σij (i, j = 1, 2, 3) тензоров деформаций и напряжений
использовались формулы [3]

ε11 = ∆l
l , ε22 = ∆r

R , ε12 = ϕ r
2l , ε33 = − (ε11 + ε22) + σ0

K , ε0 = σ0
3K , K = E

3(1−2µ) ,

σ11 = P
2πrh , σ22 = p rh , σ12 = M

2πr2h
, σ33 ≈ 0, σ0 = 1

3 (σ11 + σ22) ,
(1)

Здесь ∆l − абсолютное удлинение рабочей части образца, ϕ − угол взаимно-
го поворота поперечных сечений, ∆r − изменение радиуса срединной поверхно-
сти образца, σ0 − среднее напряжение, ε0 − средняя деформация, K − объ-
емный модуль упругости, µ − коэффициент поперечной деформации Пуассона,
E – модуль продольной упругости, P − осевая сила, p− внутреннее давление,
M − крутящий момент. Для стали 45 принято Е = 2 · 105 MPa, µ = 0.3.
Так как толщина стенки образцов намного меньше радиуса срединной поверхности
(h << r), то напряженное состояние в точках образцов считалось однородным плос-
ким (σ33 = σ32 = σ31 = 0, ε32 = ε31 = 0). С появлением пластических деформаций ко-
эффициент поперечной деформации быстро возрастал и приближался к значению
µp = 0.5, поэтому при обработке экспериментальных данных использовалось условие
несжимаемости (ε0 = 0). Материал образцов с достаточной степенью был началь-
но изотропным, что было установлено в экспериментах при простых нагружениях –
растяжении, сжатии, кручении и пропорциональном сжатии с кручением (рис. 1).
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Рис. 1. Диаграммы деформирования σ − Э при простых нагружениях.

При использовании векторного представления напряжений и деформаций по А.А.
Ильюшину [1-3] девиаторам напряжений и деформаций ставятся в соответствие век-
торы напряжений и деформаций формоизменения

σ̄ = Sk îk, Э̄ = Эk îk (k = 1, 2, 3), (2)

где îk − единичные векторы базиса А.А. Ильюшина. Компоненты Sk, ek (k = 1, 2, 3)
векторов напряжений и деформаций в девиаторном трехмерном пространстве А.А.
Ильюшина, рассчитывались по формулам:

S1 =
√

3
2S11 =

√
2
3

[
σ11 − 1

2 (σ22 + σ33)
]
,

S2 =
√

2
(
S22 + 1

2S11

)
= σ22−σ33√

2
, S3 =

√
2S12 =

√
2σ12,

Э1 =
√

3
2Э11 =

√
2
3(ε11 − ε0), Э2 =

√
2
(
Э22 + 1

2Э11

)
= ε22−ε33√

2
,

Э3 =
√

2Э12 =
√

2ε12,

(3)

где
Sij = σij − δijσ0, Эij = εij − δijε0 (4)

– компоненты девиаторов напряжений и деформаций соответственно, δij – символ
Кронекера. Модули векторов напряжений и деформаций, равные модулям девиаторов
напряжений и деформаций определяются соотношениями

σ =
√
SijSij =

√
S2

1 + S2
2 + S2

3 , Э =
√

ЭijЭij =
√

Э2
1 + Э2

2 + Э2
3. (5)

Программы деформирования реализовывались при в девиаторной плоскости Э1 −Э3

(жесткое нагружение) при одновременном комбинированном действии на обрацы
растяжения-сжатия и кручения. Все четыре траектории деформирования представ-
лены на рис. 2. Исходная траектория деформирования (траектория 1, красный цвет)
представляет собой окружность радиуса R = 0.75 %, начинающуюся из начала ко-
ординат. По окружности сделан один полный оборот против хода часовой стрелки с
приходом в начало координат. Координаты центра окружности Э0

1 = 0, Э0
3 = 0.75 %,
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кривизна окружности κ = 133.3. Ортогональные преобразования исходной траекто-
рии осуществлялось вращением против часовой стрелки на 90◦ (траектория 2, синий
цвет), 180◦ (траектория 3, зеленый цвет) и 270◦ (траектория 4, фиолетовый цвет). При
этом траектории 1 и 3, а так же 2 и 4 являются кососимметричными по отношению
друг к другу.

Рис. 2. Траектории деформирования на плоскости Э1 − Э3.

На рис. 3-8 представлены совмещенные экспериментальные результаты испытаний
тонкостенных трубчатых образцов по траекториям деформирования 1, 2, 3 и 4. На рис.
3 представлен отклик по напряжениям на плоскости S1 − S3. Видно, что траектории
напряжений также ортогональны друг другу.

В теории процессов А.А. Ильюшина связь между напряжениями и деформациями
определяется скалярными и векторными свойствами материалов. Скалярные свой-
ства материала характеризуют диаграммы деформирования σ− s, где s – длина дуги
траектории деформирования. На рис. 4 представлены совмещенные диаграммы σ− s
для всех четырех экспериментов. Видно, что все диаграммы на рисунке 4 практиче-
ски совпадают, значит можно сделать вывод о том, что для данной серии испытаний
постулат изотропии по скалярным свойствам выполняется.

На рисунках 5, 6 приведены локальные диаграммы деформирования растяжения-
сжатия по компонентам S1 − Э1 и чистого сдвига по компонентам S3 − Э3 соответ-
ственно. Из них видно, что диаграммы для траекторий 1 и 3, а так же 2 и 4 являются
кососимметричными.
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Рис. 3. Отклик по напряжениям на плоскости S1 − S3.

Рис. 4. Диаграмма деформирования σ − s.

На рисунке 7 представлены совмещенные диаграммы ϑ1−s, характеризующие век-
торные свойства материала, где ϑ1 – угол, который характеризует отклонение вектора
напряжений σ̄ от касательной к траектории деформирования в каждой ее точке. Этот
угол, называемый углом сближения, отражает влияние векторных свойств материала
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Рис. 5. Локальная диаграмма деформирования S1 − Э1.

Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования S3 − Э3.

на процесс деформирования. При обработке экспериментальных данных для опреде-
ления ϑ1 использовалось выражение

cosϑ1 =
1

σ

(
S1

(Э3 − Э0
3)

R
− S3

(Э1 − Э0
1)

R

)
, (6)
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где Э0
1, Э0

3 – координаты центров окружностей.

Рис. 7. Диаграмма ϑ1 − s.

Экспериментально установлено [3], что при деформировании по окружностям уста-
навливается стационарный режим деформирования с практически постоянным зна-
чением угла сближения ϑ∗1 ≈ const. Это что также наблюдается в данной серии экс-
периментов, причем после стабилизации ϑ∗1 ≈ 40◦. Так как в данных опытах углы
ϑ1 < 90◦, то процессы деформирования по всем четырем траекториям были актив-
ными без разгрузок. Также видно, что все диаграммы на рис. 7 близки друг к другу,
значит можно сделать вывод о том, что для данной серии экспериментов постулат
изотропии выполняется и по векторным свойствам.

Таким образом, в данной работе рассмотрена серия из четырех экспериментов по
упругопластическому деформированию материала сталь 45 по ортогональным криво-
линейным траекториям деформирования в виде окружностей со смещенным центром,
выходящих из начала координат. Исследованы скалярные и векторные свойства мате-
риала стать 45. Установлено, что для реализованных сложных траекторий постоянной
кривизны постулат изотропии выполняется достаточно точно, как по скалярным, так
и по векторным свойствам материала.
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EXPERIMENTAL VERIFICATION OF THE ISOTROPY POSTULATE AT
DEFORMATION OF STEEL 45 ALONG ORTHOGONAL CURVILINEAR

TRAJECTORIES OF CONSTANT CURVATURE

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The results of experimental studies on validation Ilyushin’s isotropy postulate under
the conditions of orthogonal complex loads along curvilinear trajectories of constant curvature.
Experimental studies were carried out on thin-walled tubular specimens made of steel 45 on
SN-EVM testing machine. Loading programs for tubular specimens were set in the deviatorial
strain space of A.A. Ilyushin under the combined action of tension-compression and torsion on the
specimens. Experimental data are obtained for four strain trajectories, which are circles starting
from the origin. It is found that for the realized complex trajectories of constant curvature the
isotropy postulate is fulfilled in terms of scalar and vector properties.
Keywords: plasticity, complex loading, isotropy postulate, experimental data, strain trajectory,
vector and scalar properties of material.
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Введение
В современном мире, с развитием теоретических и численных методов расчета, по-

является возможность описать напряженное состояние конструкций под такими на-
грузками, которые раньше можно было вычислить только теоретически и сам расчет
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был довольно приближенным. Одним из видов таких нагрузок является температур-
ная нагрузка или расчет на огнестойкость. Важной особенностью данных нагрузок
является характер их приложения и последующего действия на конструктивные эле-
менты.

Расчеты на нагрузки, способные вызвать прогрессирующее обрушение [1], также
постепенно внедряются в проектирование современных зданий и сооружений. Стоит
отметить, что пожарная нагрузка и расчеты на огнестойкость недостаточно хорошо
изучены и нормированы в РФ. Большинство исследований были проведены в СССР и
не получили дальнейшего развития, в то время как в Европе расчеты металлических
конструкций на действие огня продолжали развиваться. Воздействие огня способно
вызвать прогрессирующее обрушение конструкций и повлечь большие человеческие
жертвы, поэтому расчеты на огнестойкость становятся также принципиально важны-
ми в настоящее время.

Цель настоящей работы - выполнение расчета и дальнейший анализ напряженно-
деформированного состояния при воздействии огня на структурную конструкцию по-
крытия, и определение наиболее эффективного типа усиления данной конструкции.
Методы усиления структурных конструкций покрытия
К настоящему моменту разработаны рекомендации по проектированию и усилению

металлических конструкций. Так как сама пространственная конструкция структуры
состоит из большого числа плоских конструкций, то можно считать, что усиления,
подходящие для ферм, также подойдут в качестве решения проблемы.

Согласно “Пособия по проектированию стальных конструкций (к СНиП II-23-81*)”:
1. Усиление стальных конструкций осуществляется заменой элементов конструк-

ций, не подлежащих усилению, новыми или введением в усиливаемую конструкцию
дополнительных элементов усиления.

2. Наиболее распространенными являются следующие методы усиления кон-
струкций: а) введение дополнительных ненапрягаемых элементов; б) введение
предварительно-напряженных элементов; в) подведение дополнительных разгружа-
ющих конструкций; г) усиление соединений.

3. Усиление ферм осуществляется введением в конструкцию фермы дополнитель-
ных ненапрягаемых, предварительно-напряженных элементов, разгружающих кон-
струкций.

4. Усиление соединений осуществляется увеличением длины или толщины сварных
швов, введением в конструкцию узла дополнительных болтов (заклепок).

При составлении расчетной модели предусматривались способы укрепления толь-
ко что построенной конструкции покрытия, и оно должно справиться с тем, чтобы
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сохранить несущую способность под воздействием пожарной нагрузки и последующе-
го прогрессирующего обрушения. Поэтому изначально предполагаем, что вводимые
укрепления не несут задачи скрыть дефекты, а делаются с той целью, чтобы пере-
распределить усилия и внести дополнительные способы защиты помимо огнестойких
покрытий и обшивки.
Расчетная модель и нагрузки
В “Пособии по проектированию стальных конструкций (к СНиП II-23-81*)” приво-

дятся рекомендации по расчету и конструированию структурных покрытий из прокат-
ных профилей. По расчету структурных плит можно выделить следующие пункты,
применительно к расчету структурных конструкций покрытия.

1. Расчет структурной конструкции рекомендуется производить по недеформиро-
ванной схеме без учета физической нелинейности работы стали.

2. В качестве расчетной модели конструкции принимается пространственный
стержневой блок, опирающийся на четыре колонны, воспринимающий вертикальные
нагрузки, а также горизонтальные воздействия от примыкающих элементов здания
или оборудования с учетом особенностей их приложения и конструктивного реше-
ния узлов. Расчетная модель включает неразрезные поясные элементы, в том числе
продольные изгибно-жесткие элементы верхнего пояса, загруженные по своей длине
поперечной нагрузкой.

3. Для конструкций с регулярной решеткой допускается принимать шарнирно-
стержневую расчетную модель с узловой передачей нагрузки.

4. В общем случае расчет вручную всех поясов и элементов следует производить
согласно СП 16.13330.2017.

Пособие дает нам лишь основные определения и расчет актуальный для 1989 года.
Тогда только начали внедрять данные типы конструкций массово, и не было широ-
ких технических возможностей проверить действие температурной нагрузки в про-
граммных комплексах. Тем более, сейчас большинство структурных перекрытий вы-
полняются не с помощью открытых профилей, а с помощью профилей замкнутого
сечения (круглого, прямоугольного). Для современных профилей следует обновить
советские базы рекомендаций и уточнить способы расчета и введение дополнитель-
ных коэффициентов, учитывающих действие пожара (если это необходимо). Также
стоит проверить, какие коэффициенты программные комплексы применяют при рас-
чете на огневое воздействие в настоящее время. Всё это следует сделать по очевидной
причине развития технологий изготовления металлопроката (улучшения его качества)
и модернизации ЭВМ.

При проектировании структурной конструкции было принято решение взять за
основу структурные конструкции типа “Кисловодск”. От данного типа конструкций
взяты:

1. Габариты нижнего и верхнего поясов.
2. Размещение колонн и их закрепление в фундаменте.
3. Принятое сечение поясов.
Характеристика здания:
1. Размеры в плане – 24x30 м; h (от низа колонн до верхнего пояса) – 10.35 м;

h1 (высота колонны) – 8.9 м; Колонны расположены на расстоянии 1.5 м от сторон
нижнего пояса.

2. Жесткости и материалы: Сечение верхнего пояса – труба 60x10; Сечение колонны
– двутавр 30К1.
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3. Закрепление колонн в фундаменте жесткое; опорных капителей нет

Рис. 1. Пространственная модель структурного покрытия

Рис. 2. Узел опирания

Так как конструкция структурного покрытия расположена внутри здания и не яв-
ляется частью основного несущего каркаса, к ней приложены следующие нагрузки и
воздействия:
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1. Собственный вес стальных элементов и вес кровельного пирога с учетом коэф-
фициента условий работы 0,9.

2. Снеговая нагрузка
3. Температурная нагрузка (шаговая, выполняется в нелинейной постановке)
Зданию назначен III тип огнестойкости. Класс конструктивной пожарной опасно-

сти С1. Для каждого типа огнестойкости характерны свои временные требования для
элементов конструкции по наступлению предельных состояний. При III типе несущие
элементы должны иметь предел R 45; перекрытия междуэтажные REI 45; строитель-
ные конструкции бесчердачных покрытий R 15. Покрытие типа “Кисловодск” и другие
виды структур подходят под определение бесчердачных, следовательно, необходимо,
как минимум, обеспечить предел по несущей способности в течение 15 минут для
верхнего и нижнего поясов.

Температурная нагрузка приложена от края к центру, начиная от колонны и рас-
пространяясь в двух взаимно-перпендикулярных направлениях. Данные по темпера-
туре и времени задавались согласно кривой стандартного действия пожара.

Нагрузка была задана шаговым методом. В комбинациях нелинейного загружения
температурная нагрузка была задана несколькими способами:

1) неравномерными шагами, число шагов 5; 2) равномерными шагами, число шагов
5; 3) неравномерными шагами, число шагов 10. Температурное воздействие идет от ко-
лонн к центру структурного покрытия в форме треугольника в плане. Максимальная
температура была установлена в 6000C, что соответствует предельной температуре
для незащищенных конструкций, при которой наступает потеря несущей способности
металлических элементов [2].
Результаты численного расчета
Данный расчет позволил выявить некоторые особенности структурных конструк-

ций под воздействием температурной нагрузки:
1. Самые большие прогибы конструкций появлялись при расчете загружения (nем-

пературная нагрузка) способом с максимальной разбивкой шагов.
2. Температурную нагрузку для большей точности и для введения запаса следует

задавать согласно графику, деля его на как можно большее число элементов.
3. Менее затратные как с технической точки зрения, так и с экономической, следует

признать подведение дополнительных опор и усилений в колонны данного структур-
ного покрытия в виде стержней или решетчатых капителей для большего перерас-
пределения нагрузок.

4. Расчет показал наиболее слабые места в конструкции, следовательно, в них мож-
но применить усиление методом увеличения сечения.

5. Конструкция не обрушилась после приложения нагрузки в 6000 C, что говорит об
эффекте перераспределения нагрузок и возможности увеличения времени действия
условного пожара для анализа поведения конструкции

Для структурного покрытия предложены варианта усилений по повышению живу-
чести конструкции [3]:

1 вариант - (подведение под колонны дополнительных подкосов) (рис. 3);
2 вариант - подведение под колонны дополнительных подкосов и увеличение в от-

ветственных местах конструкции сечения структуры (рис. 4);
3 вариант - устройство дополнительных колонн по периметру покрытия с подведе-

нием подкосов) (рис. 5).
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Рис. 3. Первый вариант усиления структурных конструкций покрытия

Для более наглядного представления насколько усиления помогают живучести и
уменьшают прогибы и разрушения конструкции, ниже приведены сравнительные таб-
лицы, получившихся значений вертикальных перемещений.

Максимальные вертикальные перемещения, мм
Без усиления Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3
391 156 105 31.8
396 166 108 33.6
438 172 112 34.7
466 175 115 35.7
473 176 115 35.4

Таблица 1. Вертикальные перемещения покрытия

В результате выполненных расчетов по усилению конструкций покрытия, можно
сделать следующий вывод:

1. значения прогибов при 5 неравномерных шагов и 5 равномерных шагов комби-
нациях загружений получаются примерно одинаковыми, с разницей 10 мм.
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Рис. 4. Второй вариант усиления структурных конструкций покрытия

2. Наибольшие значения прогибов наблюдаются при задании температурной на-
грузки с помощью комбинации в 10 неравномерных шагов.

3. Все варианты усиления являются рабочими, так как уменьшают прогибы кон-
струкций и число разрушенных элементов.

4. Каждый вариант усиления в порядке друг за другом соответственно значитель-
но уменьшает предельные прогибы конструкции. 3 вариант усиления способен умень-
шить прогиб структурного покрытия при 1 комбинации в 13.3 раза; при 2 комбинации
в 14.8 раз; при 3 комбинации в 21.7 раза. Вызвана такая разница уменьшением про-
лета в результате установки колонн, и добавлением дополнительной жесткости всему
покрытию.

5. 1 и 2 варианты усилений уменьшают прогиб в 3 и 4 раза соответственно, что
является хорошим аргументом в пользу применения такого типа усилений.
Заключение. Важно отметить, что рекомендации по проектированию и расчету

структурных конструкций уже присутствуют в нормативах, выпущенных ЦНИИСК
им. Кучеренко [4]. С момента их выпуска за все это время изменились материалы,
методы расчета, способы соединения элементов в конструкции, качество изготовле-
ния и монтажа покрытий. Расчет металлических конструкций на огнестойкость более
развернуто представлен в Еврокодах [5, 6], и он более современный по отношению к
вышеназванным нормам. В нём учитывается огромное количество факторов, типов,
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Рис. 5. Третий вариант усиления структурных конструкций покрытия

воздействий пожара на конструкции. На данный момент представлено множество рас-
четных и модулирующих пожар программ, но нельзя сказать конкретно, какая из них
эффективнее описывает данный процесс.

В связи с вышесказанным предлагаются следующие рекомендации по расчету та-
кого типа покрытий/

1. Расчет следует выполнять по нескольким вариантам развития пожара, чтобы
определить наиболее уязвимые места в конструкции.

2. При расчете необходимо учесть все возможные при задании температурной на-
грузки коэффициенты, для создания более точной модели.

3. Расчет рекомендуется выполнять в нелинейной постановке, с делением нагрузки
на как можно большее число шагов, для получения результатов с запасом. Также
нелинейная постановка обеспечивает возможность задания нагрузки по различным
типам пожара, отличающимися своими графиками кривых.

4. При проектировании усиления следует обращать внимание на подведение допол-
нительных опор и усиление сечения элементов конструкции.

5. При проектировании конструкции с учётом возникновения пожара, следует до-
полнительно запроектировать наличие огнезащиты.
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Аннотация. Статья посвящена численному моделированию остаточных напряжений в неод-
нородном торе. Материал тора полагается термоупругопластическим. Расчет температурных
напряжений происходит в рамках квазистатического приближения. Рассчитываются поля
остаточных напряжений и деформаций. Приводятся численные результаты решения краевой
задачи в тороидальных координатах. Рассматриваются случаи длинного тора и возможность
аналитического приближения исходной краевой задачи.
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1. Введение. Разработка и создание новых материалов, конструкций и деталей ма-
шин на их основе для всех отраслей народного хозяйства является одним из основных
современных направлений научно-технического прогресса. Особое место среди них за-
нимают функционально-градиентные материалы, конструкции и покрытия для кос-
мической промышленности и технологии их изготовления. Первые функционально-
градиентные структуры были разработаны для создания тепловых барьеров двигате-
лей космических кораблей, однако со временем они стали применяться в совершенно
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Рис. 1. Система координат.

разных областях – от медицины до атомной промышленности. Тем не менее, наи-
более технологичная передовая космическая промышленность по-прежнему является
основным их потребителем [1-5].

Математические модели деформирования изделий, изготовленных аддитивными
способами, несомненно должны учитывать температурные эффекты. Модель термо-
упругопластчиности, полученная обобщением классического модели Прандтля–Рейса
полностью отвечает требованиям, предъявляемым современной инженерией к иссле-
дователям. Ранее авторами, настоящего сообщения, был решен ряд краевых задач
по расчету температурных напряжений в телах с осевой и центральной симметрией
[6–18]. В предлагаемой работе рассмотрим проблему расчета остаточных напряже-
ний в условиях тороидальной симметрии. Основу расчетов пластического течения,
предваряющего стадию разгрузки материала, возьмем результаты изложенные в пуб-
ликациях [19-21].
2. Основные уравнения термоупругой модели в тороидальных координа-

тах. На протяжении статьи будем использовать нотацию предыдущих работ [19-21].
Введем систему координат (см. Рис. 1) тогда переход к декартовым координатам будет
происходит согласно соотношениям

X = Ω cos(ϕ), Y = Ω sin(ϕ), Z = R0 cos(θ), Ω = (R0 + r sin(θ)), (1)

где R0 большой радиус тора, r ∈ [r1, r2], r1 и r2 внутренний и внешний радиусы попе-
речного сечения тора. Центр тора совпадает с нулем декартовой системы координат
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Деформации dij = eij + pij состоят из термоупругой eij и пластической pij частей.
В условиях тороидальной симметрии имеем

dθθ =
uθ,θ
r

+
ur
r
, dϕϕ =

ur sin(θ) + uθ cos(θ)

Ω
+
uϕ,ϕ

Ω
, drθ =

1

2

(
ur,θ
r

+ uθ,r −
uθ
r

)
,

drr = ur,r, drϕ =
1

2

(
ur,ϕ
Ω

+ uϕ,r −
uϕ sin(θ)

Ω

)
, dθϕ =

1

2

(
uθ,ϕ
Ω

+ uϕ,θ −
uϕ cos(θ)

Ω

)
.

(2)
Уравнения равновесия в рассматриваемом случае запишутся в виде

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrϕ,ϕ

Ω
+
σrr − σθθ

r
+

sin(θ)

Ω
(σrr − σϕϕ + ctg(σrθ)) = 0,

σrθ,r +
σθθ,θ
r

+
σθϕ,ϕ

Ω
+

2σrθ
r

+
sin(θ)

Ω
(σrθ + ctg(θ)(σθθ − σϕϕ)) = 0,

σrϕ,r +
σθϕ,θ
r

+
σϕϕ,ϕ

Ω
+
σrϕ
r

+
2 sin(θ)

Ω
(σrϕ + ctg(θ)σθϕ) = 0.

(3)

Подставив определяющие соотношения термоупругого тела

σij = λδijtreij − αδij(3λ+ 2µ)(T − T0) + 2µeij , (4)

в уравнения равновесия не сложно получить уравнения для определения перемещений
в областях термоупругого равновесия. В (4) приняты обозначения δij — дельта Кро-
некера, λ, µ — постоянные Ламе, α — коэффициент линейного теплового расширения,
(T − T0) — температур начально T0 и текущей T .

Уравнение теплопроводности примет вид

T,rr +
(R0 + 2r sin(θ))T,r
r(R0 + r sin(θ))

+
T,θθ
r2

+
cos(θ)T,θ

r(R0 + r sin(θ))
+

T,ϕϕ
(R0 + r sin(θ))2

=
1

κ

∂T

∂t
. (5)

3. Краевая задача разгрузки в тороидальных координатах. Рассмотрим
тело, обладающее тороидальной симметрией, с внутренней полостью радиуса R0 и
параметрами сечения r1 < r < r2. В случае симметричного температурного поля,
получим

uϕ = 0, drϕ = dθϕ = 0, σrϕ = σθϕ = 0. (6)
Будем рассматривать свободное тепловое расширения, т.е.

σrr(r1, θ) = 0, σrθ(r1, θ) = 0, σrr(r2, θ) = 0, σrθ(r2, θ) = 0. (7)

В предположении малости отношения r2/R0 уравнение теплопроводности суще-
ственно упрощается и записывается в виде

T,r + rT,rr = 0. (8)

Уравнения равновесия (3) и компоненты деформаций (2) в этом случае преобразу-
ются к виду

σrr,r +
σrθ,θ
r

+
σrr − σθθ

r
= 0, σrθ,r +

σθθ,θ
r

+
2σrθ
r

= 0.

drr = F,r dϕϕ = C, dθθ =
F

r
, drθ = 0,

(9)

где F (r) — функция, требующая определения, C — не определенные постоянные.
Перемещения получаются в виде

ur(r, θ) = F (r) +R0C sin(θ), uθ(r, θ) = R0C cos(θ). (10)
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Рис. 2.

Вид функции F (r) зависит от краевых условий рассматриваемой задачи.
Состояние термпоупругопластического материала при наличии накоп-

ленных необратимых деформаций. Расчет пластического течения обсуждался
ранее в работах [19-21]. Приведем графические результаты такого расчета Рис.2-Рис.3.
Рассмотрим процесс охлаждения тела до уровня комнатной (T = T0). В этом слу-
чае, после пластического течения начнется процесс разгрузки, характеризуемый тер-
моупругим деформированием с учетом накопленных пластических деформаций. Не
сложно получить связь компонент необратимых деформаций (pϕϕ = −prr−pθθ), тогда
выражения для силовых напряжений примут вид

σrr =
2µ

η2

∫ r

r1

prr(ρ)− pθθ(ρ)

ρ
dρ− 2µ2

(λ+ 2µ)r2

∫ r

r1

ρ(prr(ρ) + pθθ(ρ))dρ+
Q

r2
+ P,

σθθ = (rσrr(r),r), σϕϕ = µγ(prr(r) + pθθ(r)) +
λσrr(r) + λσθθ(r)

2(λ+ µ)
,

(11)

где P , Q — постоянные, определяемые из краевых условий, а компоненты пластиче-
ских деформаций можно определить согласно зависимостям

prr =


p∗rr, r1 ≤ r ≤ b,
p∗∗rr , b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2,

pθθ =


p∗θθ, r1 ≤ r ≤ b,
0, b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2.

(12)

По формулам (11) и (12) легко провести численные расчеты напряженно деформи-
рованного состояние упругой разгрузки материала в условиях тороидальной симмет-
рии.
Заключение. В работе приводятся результаты численного анализа остаточных

напряжений термоупругопластического тела, обладающего тороидальной симметрии.
Рассмотрен случаи длинного тора и возможность аналитического приближения ис-
ходной краевой задачи.
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Рис. 3.
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Abstract. The article is devoted to the numerical simulation of residual stresses in an
inhomogeneous torus. The torus material is assumed to be thermoelastoplastic. The calculation
of temperature stresses is carried out within the framework of the quasi-static approximation.
Residual stress and strain fields are calculated. Numerical results of solving the boundary value
problem in toroidal coordinates are presented. The cases of a long torus and the possibility of an
analytical approximation of the original boundary value problem are considered.
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Аннотация. В статье обсуждаются формулировки определяющих дифференциальных огра-
ничений на поверхности наращивания на случай моделирования процессов формирования 3D
материала, характеризующегося дополнительными характерными директорами (направлени-
ями выкладки волокон в тканых материалах, арматуры в бетонных конструкциях). Выведена
общая форма тензорного соотношения на поверхности наращивания, при учете дополнитель-
ных выделенных направлений. Определить набор совместных рациональных инвариантов
тензора напряжений и характерных директоров. Дана инвариантно–полная формулировка
определяющих соотношений на поверхности наращивания. Полученные результаты могут
быть использованы для постановки и решения краевых задач, моделирующих процессы син-
теза тканых 3D материалов.
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Вводные замечания. Современные методы проектирования и изготовления
изделий и конструкций сложной формы основаны на различных технологических
процессах обработки материалов (ламинирование, фотополимеризация, стереолито-
графия, намотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и
послойное отверждение). [1]. Эти производственные процессы аддитивных техноло-
гий связаны с синтезом изделий путем последовательного добавления материала на
поверхность произвольной (часто ненормальной) формы. При этом следует отметить,
что рассматриваемые ростовые процессы не включают процессы так называемого объ-
емного роста. [2,3]: образование твердого компонента в процессе химической реакции,
рост биологических тканей, костей, естественные образования фруктов [4]. В то же
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время процедура выбора адекватных граничных условий на растущей поверхности
является актуальной фундаментальной проблемой современной механики сплошных
сред и прикладной математики. Граничные условия играют важную роль в матема-
тических моделях растущих твердых тел. Кроме того, трехмерные материалы, ис-
пользуемые в аддитивном производстве, а также конечные продукты, обладают мик-
роструктурными особенностями и механическими свойствами, которые лучше всего
описываются асимметричными теориями механики сплошных сред. Следовательно,
для разработки математических моделей таких технологических процессов обработки
3D-материалов и изготовления 3D-изделий необходимо использовать механику роста
твердого тела и формализм неравновесной термодинамики в сочетании с подходами
асимметричных теорий.

Относительные тензоры естественным образом возникают в математических мо-
делях микрополярного материала. В частности, это: вектор микровращения, тензор
кривизны, вектор и тензор напряжений пар, микроинерция, пары тел. Литератур-
ный поиск показывает, что применение относительных тензоров в теориях механики
сплошных сред не имеет широкого распространения, несмотря на глубокие матема-
тические исследования (алгебра, теория инвариантов и дифференцирование относи-
тельных тензоров). [5–13].

Решение прикладной задачи механики роста твердого тела иногда является слож-
ной и трудоемкой процедурой. [14,15]. Существенной особенностью постановки крае-
вых задач в рамках механики роста является постановка граничных условий на гра-
нице раздела между исходным материалом и добавляемой частью. [16].

1. Краевые условия растущей поверхности в микрополярном
материале. Уравнение в эйлеровых координатах можно применять для описания
поведения растущих твердых тел. Здесь мы используем обозначения и термино-
логию принятую в исследованиях [17–19], где получены дифференциальные связи
для тензора силовых напряжений. Аналитически определим распространяющуюся
растущую поверхность Σ в трехмерном пространстве уравнением

t = τ
∗
(xi). (1)

Тогда единичный вектор нормали ni на распространяющейся растущей поверхности
Σ направленный в сторону ее распространения, связан с пространственным градиен-
том (1)

ni = c ∂iτ∗
, c = |∇τ

∗
|−1 (t = τ

∗
), (2)

где c — линейная скорость распространения растущей поверхности в нормальном на-
правлении nk.
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Как показано ранее (см., Например, [17–19]), преобразование уравнений равновесия
используя формулу для актуальных компонент тензора силовых напряжений σij

σij =

t∫
τ
∗
+0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′ + Sji + σ

∗
ij(xs), (3)

Sij =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′, (4)

позволяет вывести уравнение на движущейся растущей поверхности в виде следую-
щих дифференциальных ограничений

c[∇jσ∗
ji(xs) +∇jSji +X

∗
i(xs)]− nj∂·σji(xs, t) = 0 (t = τ

∗
+ 0). (5)

В уравнениях (3)–(5) мы используем обозначения, принятые в [17–19]: Sji — инте-
грал, связанный со скачком напряжений, σ

∗
ij(xs) = σij(xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 — компоненты

тензора напряжений, соответственно, вычисленные в момент t = τ
∗
(xs)−0 прямо перед

включением элемента в основное твердое тело, X
∗
i(xs) = Xi(xs, t)

∣∣
t=τ
∗
(xs)+0

. Момент

t = τ
∗
(xs) + 0 соответствует моменту сразу после прикрепления элемента к растущей

поверхности.
Формулы для компонент тензора парных напряжений по аналогии с уравнениями

(3) можно принять в следующем виде

[−1]
µ i·
·k =

t∫
τ
∗
+0

[∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t′)]dt′ +

[−1]

M i·
·k +

[−1]
µ
∗
i·
·k (xs), (6)

[−1]

M i·
·k =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t′)]dt′, (7)

где
[−1]

M i·
·k — интеграл, связанный со скачком моментных напряжений,

[−1]
µ
∗
i·
·k (xs) =

[−1]
µ i·
·k (xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 компоненты тензора моментных напряжений, вычисленные во вре-

мя t = τ
∗
(xs)− 0.

Следуя процедуре, описанной в работах [17–19], для моментных напряжений полу-
чим

c[∇i
[−1]
µ
∗
i·
·k (xs) +∇i

[−1]

M i·
·k − 2

[−1]
τ
∗ k

+
[−1]

Y
∗ k

]− ni∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t) = 0 (t = τ

∗
+ 0). (8)

В общем случае силовых σ
∗
ij и моментных напряжений

[−1]
µ
∗
i·
·k выражаются через

актуальными напряжения и пары на растущей поверхности с помощью тензорных
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материальных уравнений следующим образом

σ
∗
ij = Fij(σij ,

[−1]
µ i·
·j , ni, . . .),

[−1]
µ
∗
i·
·k =

[−1]

Z i·
·k (σik,

[−1]
µ i·
·k , nk, . . .), (9)

Функции Fij и
[−1]

Z i·
·k могут быть определены методом черного ящика, характери-

зующим параметры оценки во временном интервале τ
∗
− 0 ≤ t ≤ τ

∗
+ 0 прямо перед

прикреплением элементов к растущему телу. “Черный ящик” может быть связан с раз-

личными физическими явлениями. В частности, функции Fij и
[−1]

Z i·
·k может зависеть

от микроструктурных управляющих и теплофизических скрытых переменных, свя-
занных с распространяющейся растущей поверхностью. Физический смысл дополни-
тельных направляющих может быть связан с характерными направлениями укладки
волокон в тканые композитные материалы, армирования в бетонных конструкциях,

наматывания нитей в бобину и т. д. Fij and
[−1]

Z i·
·k , фактически, должен зависеть от

комбинаций аргументов, которые инвариантны относительно поворотов системы ко-
ординат вокруг единичного вектора нормали nk.

2. Система совместных алгебраических относительных инвариантов ар-
гументов тензорной функции Как видно из обсуждения в предыдущем разделе,
относительные тензоры, связанные с растущим твердым телом и распространяющей-
ся растущей поверхностью, являются единичным вектором нормали, тензорами си-
лы и связующих напряжений. Именно тензорные объекты определяют напряженно-
деформированное состояние микрополярного материала, нарастающего на растущей
поверхности. В дальнейшем разумно учесть единичный вектор нормали ni, который
определяет локальную геометрию растущей поверхности, и ввести базовые векторы
локальной ортонормированной системы координат, включающие единичный вектор
нормали ni и два независимых касательные векторы τ

1
i и τ

2
i в касательной плоскости

к растущей поверхности.
На протяжении всей статьи мы имеем дело с тензорами и векторами второго ран-

га. Рассмотрим системы независимых инвариантов исследуемых тензорных объектов.
Проблема полноты системы инвариантов подробно исследуется в [8]. Полная систе-
ма этих инвариантов тензора второго ранга T i··j , взаимно ортогональный единичный
контравариантный вектор pk и единичный ковариантный вектор qk в трехмерном про-
странстве состоит из

I1, I2, I3, q ·T · p, q ·T2 · p. (10)

Теорема Гамильтона–Кэли остается справедливой и для псевдотензоров. В рассмат-
риваемом случае получаем

ti = njσ
ji,

[−1]
ms = nk

[−1]
µ k·
·s , t

2
s = njσ

jiσis,
[−2]
m
2
i = nk

[−1]
µ k·
·s

[−1]
µ s·
·i . (11)

Полная система совместных алгебраических рациональных относительных инва-
риантов может быть разработана согласно списку инвариантов (10) за счет совмест-
ных внутренних произведений рассматриваемых векторов (11). Таким образом, раци-
ональная система алгебраических рациональных относительных инвариантов тензора
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σij и векторов nk и τ
1
i

t · n = n · σ · n, t
2
· n = n · σ2 · n, t · t, t⊥· t⊥,

t · t
2
, t⊥· t

2
⊥, t

2
· t

2
, t

2
⊥· t

2
⊥.

(12)

Аналогичная система для тензора
[−1]
µ i·
·k и векторов nk и τ

1
i записывается в виде

[−1]
m · n = n ·

[−1]
µ · n,

[−2]
m
2
· n = n ·

[−1]
µ ·

[−1]
µ · n,

[−1]
m ·

[−1]
m ,

[−1]
m ⊥·

[−1]
m ⊥,

[−1]
m ·

[−2]
m
2
,

[−1]
m ⊥·

[−2]
m
2
⊥, m

2
·

[−2]
m
2
,

[−2]
m
2
⊥·

[−2]
m
2
⊥.

(13)

Совместные инварианты тензоров σij и
[−1]
µ i·
·k определяются согласно

t ·
[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥ t ·

[−2]
m
2
, t⊥·

[−2]
m
2
⊥,

[−1]
m · t

2
,

[−1]
m ⊥· t

2
⊥, t

2
·

[−2]
m
2
, t

2
⊥·

[−2]
m
2
⊥.

(14)

Как видим, система совместных алгебраических рациональных относительных ин-
вариантов, представленная уравнениями (12)–(14) является полной, но приводимой.
Инварианты не являются независимыми и могут быть исключены из рассмотрения в
силу очевидных рациональных сизигий (например, по теореме Пифагора).Более того,
совместные алгебраические рациональные относительные инварианты высшего по-
рядка, включающие кубы и биквадраты силовых и моментных напряжений следует
исключить из рассмотрения согласно теореме Гамильтона–Кэли [8].

Таким образом, неприводимая полная система совместных алгебраических рацио-
нальных относительных инвариантов тензора силовых напряжений σij , моментных

напряжений
[−1]
µ i·
·k и векторов nk и τ

k
i может быть сведена к

t · n, t
2
· n, t · t,

[−1]
m · n,

[−2]
m
2
· n,

[−1]
m ·

[−1]
m , t ·

[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥. (15)

Такая система инвариантов будет нечувствительна к повороту локальной сети ко-
ординат (ni, τ

1
i, τ

2
i) вокруг единичного вектора нормали ni к распространяющейся

поверхности наращивания Σ.
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Abstract. The article discusses the formulation of the defining differential constraints on the build-
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characteristic directors (directions of laying fibers in woven materials, reinforcement in concrete
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К настоящему времени разработаны и успешно апробированы разнообразные техно-
логические способы создания гибридных полиметаллических конструкций без каких
либо серьезных ограничений по их фазовому составу и топологическому расположе-
нию в конструкциях. В качестве примеров таких технологий можно указать методы
склеивания, сварок, холодного и плазменного напыления, электронной наплавки и
других.

Наличие такого широкого спектра разработанных технологий возбуждает надеж-
ды на возможность разработки на их основе эффективных рациональных проектов,
защитных гибридных конструкций для эффективного гашения энергии интенсивных
воздействий воздушных, подземных и подводных взрывов. К сожалению, разработ-
ки аналитических и численных методов оценок степени повреждаемости гибридных
конструкций при воздействии нагрузок взрывного типа значительно отстают от прак-
тических инженерных потребностей. В частности, автору не удалось найти в науч-
ной литературе каких-либо методов решения задач динамического деформирования
гибридных прямоугольных пластин при учете реальных диаграмм деформирования
фазовых материалов.

В данной работе сделана попытка в какой-то мере восполнить этот пробел.
Будем рассматривать такие слоистые пластинки из изотропных материалов, каж-

дый из которых находится в обобщенном плоском напряженном состоянии и деформи-
руется подчиняясь законам деформационной теории пластичности А.А. Ильюшина.
Считаем, что слои деформируются при изгибе без проскальзываний и расположены
попарно симметрично относительно отсчетной (нейтральной плоскости) z = 0 декар-
товой ортогональной системы координаты (x, y, z).

Обозначим толщины фазовых слоев ∆α, (α = 1, 2, ..., β), а границы их раздела в
направлении оси z через hδ

hδ =

δ∑
α=1

∆α. (1)

Тогда связь напряжений σxα, σyα, σxyα и деформаций εxα, εyα, εxyα в фазовом α-
слое будет иметь вид

σxα =
σuα
εuα

(2εxα − εyα) , σyα =
σuα
εuα

(2εyα − εxα) , σxyα =
σuα
εuα

εxyα. (2)

σuα =
[
σ2
xα − σxασyα + σ2

yα + 3σ2
xyα

]1/2
, (3)

εuα =
2√
3

[
(εxα + εyα)2 − εxαεyα + ε2

xyα

]1/2
,

σuα, εuα – соответственно интенсивность напряжений и деформаций в материале α –
слоя рассматриваемой конструкции.

Для удобства выполнения конкретных расчетов необходимо использовать однотип-
ные в математической формулировке аппроксимации реальных диаграмм деформи-
рования. В частности, можно использовать зависимости

σuα = Eαεuα +Bαε
3
uα, (4)

в которых [2], Eα – модуль упругости, а
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Bα =
4E3

α

27(σ∗α)2
= − Eα

3(ε∗α)2
, ε∗α =

3σ∗α
2Eα

, (5)

здесь σ∗α – предел прочности, ε∗α – предельно допустимая деформация (начала разу-
прочнения) на диаграмме растяжения образца материала α-слоя.

В соответствии с известными гипотезами Кирхгофа связь деформаций εxα, εyα, εxyα
с прогибом w(x, y, t) отсчетной поверхности пластинки определяется формулами

εxα = zκx, εyα = zκy, εxyα = zκxy, hα=1 ≤ z ≤ hα, h0 = 0, α = 1, 2, ..., β, (6)

κx = −∂
2w

∂x2
, κy = −∂

2w

∂y2
, κxy = − ∂2w

∂x∂y
, (7)

w – прогиб, t – время, κx, κy, κxy – изменение кривизны и кручения отсчетной плос-
кости в процессе динамического деформирования.

Возникающие при изгибе моменты будут связаны с напряжениями следующими
зависимостями

Mx =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σxαzdz

)
, My =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σyαzdz

)
, (8)

Mxy =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σxyαzdz

)
и при учете соотношений (1)-(7) могут быть представлены в форме

Mx = C (1 +Rκu) (2κx − κy) , My = C (1 +Rκu) (2κy − κx) , (9)
Mxy = C (1 +Rκu)κxy,

κu = (κ2
x + κxκy + κ2

y + κ2
xy)

1/2, (10)

C =
1

3

β∑
α=1

Eα
(
h3
α − h3

α−1

)
, R =

3

5

∑β
α=1Bα

(
h5
α − h5

α−1

)∑β
α=1Eα

(
h3
α − h3

α−1

) . (11)

Формулы (9)-(11) позволяют описать зависимости обобщенных моментов Mx, My,
Mxy от прогибов для любых структурных пакетов гибридных пластин с любыми усло-
виями закрепления на контуре.

Для получения разрешающего уравнения для функции прогиба далее необходимо
использовать известное уравнение динамического изгиба

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
−m∂2w

∂t2
= q(x, y, t), (12)

где q(x, y, t) – распределенная динамическая поверхностная нагрузка и m – поверх-
ностная масса гибридной пластины

m =
1

g

(
β∑

α=1

ραδα

)
, (13)

где g – ускорение силы тяжести, ρα – плотность материала α – слоя.
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Традиционные динамические нагрузки взрывного типа, действующие на плоские
преграды, равномерно распределяются по поверхности преграды и во времени разви-
ваются в виде двух характерных участков (рис. 2)

o

q(t)

t10

0

tt

q

Рис. 1.

Сначала в течение короткого времени 0 ≤ t ≤ t0 нагрузка интенсивно нарастает до
некоторой амплитуды q0 по закону близкому к линейному, а затем на более протяжен-
ном интервале времени t0 ≤ t ≤ t1 ее интенсивность спадает до нуля практически по
экспоненциальному закону. Поэтому в большинстве исследований для функции q(t)
используют зависимости в форме

q(t) = q0Ψ(t), Ψ(t) =
(t1t− t2)

(t1 − t0)t0
exp(

t0 − t
γ

), (14)

здесь q0, γ, t0, t1 – заданные параметры, зависящие от типа используемых взрывчатых
веществ, веса и формы заряда, расстояния от источника взрыва и свойств среды, в
которой распространяется взрывная волна (воздушный, подводный или подземный
взрыв). Эти параметры определяются путем выполнения специальных программ ис-
пытаний и содержатся в специально издаваемых атласах свойств взрывчатых веществ
[4,5].

Рассматривая прямоугольные пластины с размерами a и b, выберем начало коор-
динат в левом нижнем угле и занумеруем стороны по часовой стрелке индексом k
(k = 1, 2, 3, 4), рис. и будем предполагать, что по условиям закрепления контура мо-
жет быть либо жестко защемлена либо шарнирно оперта.

Тогда для определенного варианта закрепления, помечаемого в дальнейшем индек-
сом r, форму искомого прогиба wr(x, y, t) представим в виде

wr(x, y, t) = Ur(t)ϕr(x, y), (15)
ϕr(x, y) = xµ1r(y − b)µ2r(x− a)µ3ryµ4r (16)

где µkr = 2 в случае защемления стороны k и µkr = 3 в случае ее шарнирного опира-
ния.

Например, для варианта r = 1, когда все стороны будут защемлены, следует при-
нять

µ11 = µ21 = µ31 = µ41 = 2.
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Рис. 2.

Для варианта r = 2, когда все стороны будут шарнирно оперты, следует принять

µ11 = µ21 = µ31 = µ41 = 3.

Для варианта r = 3, когда сторона 1 будет защемлена, а стороны 2, 3, 4 шарнирно
оперты, следует принять

µ13 = 2, µ23 = µ33 = µ43 = 3.

С помощью представления (15), (16) для любого варианта закрепления можно най-
ти координаты x∗r , y∗r точек максимального прогиба из системы уравнений

∂ϕr
∂x

∣∣∣∣x = x∗r
y = y∗r

= 0,
∂ϕr
∂y

∣∣∣∣x = x∗r
y = y∗r

= 0. (17)

В частности имеем

x∗1 = x∗2 =
a

2
, y∗1 = y∗2 =

b

2
, x∗3 =

2

5
a, y∗3 =

b

2
. (18)

В качестве предельно допустимого состояния деформирования для каждого кон-
струкционного α-материала будем рассматривать критерии предразрушения [1-3,6],
то в рамках вышеописанных принятых положений будем иметь неравенства

κu ≤
ε∗α
hα
, κuβ ≤

β∑
α=1

ε∗α
hα
, (α = 1, 2, ..., β). (19)

В соответствии с концепцией слабейшего звена

ε∗ = ε∗k = min
1≤α≤β

(ε∗α). (20)

Тогда будем иметь

κu <
ε∗

β

β∑
α=1

hα. (21)
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заменяя κu его наименьшим предельным состоянием вместо (9) получим приближен-
ные зависимости

Mx = D̃(2κx − κy), My = D̃(2κy − κx), Mxy = D̃κxy, (22)

где

D̃ = С(1 +
Rε∗

hk
), (23)

– модифицированная жесткость изгибания гибридной пластинки выраженная через
основные физические и геометрические параметры топологической структуры рас-
сматриваемой конструкции. Подставляя выражения (22) в уравнение (12) для прогиба
w(x, y, t) получим уравнение

−D̃
(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4

)
+m

∂2w

∂t2
= q(t),

из которого учитывая представление (15), (16), для функции Ur(t) получим обыкно-
венные линейное дифференциальное уравнение второго порядка в виде

Ür(t)−
D̃

m
F1rUr(t) =

q0ψ(t)

mF2r
, (24)

где точка обозначает производную по времени t, а

F1r =

∫ a

0

∫ b

0

1

ϕr(x, y)

(
∂4ϕr
∂x4

+ 2
∂4ϕr
∂x2∂y2

+
∂4ϕr
∂y4

)
dxdy, F2r =

∫ a

0

∫ b

0

dxdy

ϕr(x, y)
. (25)

Начальные условия для уравнения (24) имеют вид

U̇r(0) = Ur(0) = 0. (26)

Таким образом, при любых рассматриваемых способах закрепления контурных от-
резков гибридных прямоугольных пластин общее решение задачи о развитии прогиба
может быть выписано в явной аналитической форме на основе известных формул из
справочной литературы [7]. Так как для каждой из рассматриваемых пластин коэф-
фициенты решений содержат полный набор физических и геометрических парамет-
ров, то полученное решение открывает прямой путь к отысканию рациональных про-
ектов гибридных защитных проектов. Полученное решение не означают разрушение
конструкции, а определяет нижнюю грань допустимой амплитуды взрывной волны,
при которой может наступать процесс опасного развития разрушения тонкой пласти-
ны в окрестности точки с координатами x∗r , y∗r . Рассматриваемые процессы происходят
при заданной амплитуды взрывной волны в диапазоне времени t0 ≤ t ≤ t1.

Если в момент t = t1r
∗ в r–проекте происходит гашение взрывной волны, то для

определения t1r будем иметь уравнение

U̇r(t
∗
1r) = 0.

Подставляя это значение t = t∗1r в (14) получим соответствующее значение пре-
дельно допустимую амплитуды взрывной волны q∗0r и предельно допустимый прогиб
w∗1r(x, y, t

∗
1r).
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Таким образом, вариируя параметрами внутренней структуры гибридной пластины
и способами закрепления контура, можно в значительной степени управлять остаточ-
ными формами при взрывных нагружениях без разрушения конструкций.

Общее решение уравнения (24) может быть записано в форме

Ur(t) = F 0
1re

λrt + F 0
2re
−λrt + Ũr(t), (27)

U̇r(t) = λr

(
F 0

1re
λrt − F 0

2re
−λrt

)
+

˙̃
U r(t),

где при

λ2
r =

D̃F1r

m
, pr =

1

mF2r
, z01 =

γ

(t1 − t0)t0
, (28)

F 0
1r, F 0

2r – константы, а

Ũr(t) = q0z01

(
S1r + S2rt+ S3rt

2
)
e
t0−t
γ , (29)

˙̃
U r(t) =

q0z01

γ

(
γS2r + (2γS3r − S2r) t− S3rt

2
)
e
t0−t
γ

S1r =
γ2pr((1− γ)(1− γ2λ2

r)− 4γ)

(1− γ2λ2
r)

2
,

S2r =
γ2p2

r(1− 4γ − γ2λ2
r)

(1− γ2λ2
r)

2
, S3r = − γ2pr

1− γ2λ2
.

Учитывая начальные условия (26) для определения F 0
1r, F 0

2r получим систему двух
линейных алгебраических уравнений

F 0
1r + F 0

2r + q0z01S1re
t0
γ = 0,

F 0
1r − F 0

2r +
q0z01

γλr
(2S2r − S1r) e

t0
γ .

В некоторый момент времени t = t∗1r движение пластинки прекратится

∂w(x, y, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t∗1r

= 0.

Тогда для t∗1 мы получим уравнение

(t∗1r)
2 − 2S3r − S2r

S3r
t∗1r +

S1r − γS2r

S3r
+

γλz
q0z01S3r

= 0.

Тогда амплитуда максимального остаточного прогиба будет равна

U∗r = Ur(t
∗
1r).
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Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. For hybrid rectangular layered plates from arbitrary sets of isotropic structural
materials with a symmetric structure of the arrangement of layers relative to the reporting (neutral)
surface, analytical formulas for assessing the permissible residual damage under the action of
intense explosive loads are obtained. Contour anchors provide for any combination of rigid or
hinge conditions of individual sides of a rectangular contour. The considered model is based on the
traditional kinematic hypotheses of Kirchhoff, the deformation theory A.A. Ilyushin, the principle
of the weakest link for the materials used and the deformation criterion for pre-fracture for all used
phase materials. The most widespread law of time variation of pressure at the front of a blast wave
is used.
Keywords: hybrid rectangular plates, explosive loads, deformation theory A.A. Ilyushin, the
principle of the weakest link.
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