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О ВКЛАДЕ ПРОФЕССОРА Ю. В. НЕМИРОВСКОГО В ДОРОЖНУЮ
НАУКУ
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Армирование элементов строительных конструкций и грунтовых оснований геосин-
тетическими материалами применяется уже более полувека. Геосинтетические мате-
риалы используют для армирования дорожных одежд и грунтов земляного полотна,
при устройстве подпорных стенок, для предотвращения оползней и укреплении от-
косов, при проведении противоэрозионных мероприятий, а также для обеспечения
дренажа.

Применение геосинтетики в транспортном строительстве позволяет компенсиро-
вать недостатки свойств грунтов и дорожно-строительных материалов, повысить их
физические и механические свойства, а в некоторых случаях – превратить в совер-
шенно новые типы материалов.

Теоретические основы расчёта армированных геосинтетическими материалами кон-
струкций базируются на методах расчета плит на упругом основании и изгибаемых
слоистых систем. Большой вклад в развитие данного направления научных исследо-
ваний внес профессор Ю.В. Немировский.

Общим недостатком существующих подходов при расчете дорожных одежд явля-
лось привлечение традиционных методик расчёта конструкций со сплошными, од-
нородными, изотропными слоями для расчёта армированных и по существу кон-
структивно анизотропных конструкций. Армированный геосинтетическими матери-
алами грунт по существу представляет собой новый композитный конструктивно-
анизотропный материал, обладающий управляемой анизотропией, которая зависит
как от свойств грунта, так и от свойств армирующей структуры. Данное направление,
основанное на структурном подходе и касающееся вопросов армирования не только
грунта, но и любого материала, используемого в дорожном строительстве, получило
развитие в совместных работах Ю.В. Немировского и автора этих строк, выполнен-
ных под патронажем Юрия Владимировича.

© МатвеевС.А. 2021
Матвеев Сергей Александрович
e-mail: dfsibadi@mail.ru, доктор технических наук, профессор, Сибирская государственная
автомобильно-дорожная академия, г. Омск, Россия.
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Так, в работе [1] Юрием Владимировичем была предложена расчётная модель ар-
мированного объёмной георешёткой упругого слоя в виде набора стандартных элемен-
тов – характерных ячеек, которые должны были вести себя как некий композитный
анизотропный материал, свойства которого зависят как от свойств основного материа-
ла слоя, так и от свойств армирующей структуры, её геометрической формы, размеров
и расположения относительно исходных осей. Исходя из законов термоупругого де-
формирования основного материала слоя и материала армирующих элементов были
получены выражения для определения упругих постоянных и коэффициентов линей-
ного температурного расширения эквивалентной композитной анизотропной среды.
Оценка влияния армирования на упругие постоянные армированного слоя показано
путем сравнения матриц упругих характеристик армированного и неармированного
слоя.

На основании структурного подхода в работах [2-4] исследовано влияние геомет-
рических параметров армирующей структуры на упругие характеристики композита
“грунт-георешетка”, работающего в условиях объемного и плоского напряженного со-
стояния. Теоретически установлено, что при уменьшении размеров характерной ячей-
ки георешетки эффект армирования возрастает многократно.

На основании полученных результатов была разработана изложенная в работах [5-
7] теория многослойных конструктивно-анизотропных плит на упругом основании,
сопротивляющемся сжатию и сдвигу. Каждый слой плиты имеет индивидуальную
структуру армирования в виде объемных георешеток, плоских геосеток и прослоек из
геотканей. Построена общая система разрешающих уравнений продольно-поперечного
изги6а многослойной плиты. Для частного случая цилиндрического изгиба получено
аналитическоское решение, которое доведено до числовых результатов и представлено
на графиках, отражающих влияние армирования отдельных слоев и трения между
полиармированной плитой и основанием на деформативность дорожного покрытия.

В работах [8,9] представлена расчетная модель и теория термоупругого деформи-
рования многослойных плит, армированных плоскими георешетками.

В статье [10] представлена предложенная Ю.В. Немировским и совместно разрабо-
танная теория расчета на статическую нагрузку и температурные воздействия мно-
гослойной дорожной конструкции в виде насыпи земляного полотна со слоями, арми-
рованными произвольным набором геосинтетических материалов. Расчетная модель
конструкции рассмотрена в рамках плоской задачи теории упругости с привлечением
рядов Фурье. В качестве примера приведен расчет на статическую нагрузку двухслой-
ной конструкции, верхний слой которой армирован объемной георешеткой. Результа-
ты расчета сравниваются с результатами натурного эксперимента. Расчету методом
конечных элементов насыпи земляного полотна со слоями, армированными, объем-
ными георешетками, посвящены также работы [11, 12].

Доклады с участием Ю.В. Немировского были представлены и опубликованы в
трудах крупных зарубежных международных конференций:

� Третья европейская конференция по применению геосинтетических материа-
лов в строительстве: Еврогео3 (Мюнхен, 2004) [13];
� Восьмая международная конференции по применению геосинтетических ма-
териалов в строительстве (Йокогама, 2006) [14].
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Рис. 1.

По результатам проведенных исследований, посвященных разработке теории рас-
чета армированных дорожных конструкций, была опубликована монография [15], ко-
торая в 2006 году стала лауреатом Всероссийского конкурса учебников, учебных посо-
бий и монографий по специальности “Автомобильные дороги и аэродромы”. В том же
году автором этих строк была защищена докторская диссертация на тему “Моделиро-
вание и расчет армированных многослойных плит на упругом основании” (научный
консультант – д.ф.- м. н., проф. Ю.В. Немировский).
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УСЛОВИЯ ГАРАНТИРОВАННОГО РАЗРУШЕНИЯ И
ВЗРЫВОСТОЙКОСТИ БАЛОЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ

ПРИ ВЗРЫВЕ В ВОДЕ

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. По данным проведенных ранее исследований авторов найдены условия гаран-
тированного разрушения и гарантированной взрывостойкости балки, свободно лежащей на
недеформируемых опорах в воде. Импульсная динамическая нагрузка создана взрывом сосре-
доточенного заряда конденсированного взрывчатого вещества (ВВ), расположенного в воде на
фиксированном расстоянии от балки. Под разрушением понимается потеря несущей способ-
ности балки вследствие возникновения в ней пластических зон (шарниров), трещин, разделе-
ний на фрагменты. Использован обобщенный на действия динамической нагрузки критерий
разрушения, основанный на достижении максимальным изгибающим моментом критических
значений.

Ключевые слова: балка, импульсная нагрузка, взрыв в воде, присоединенная масса, мак-
симальный изгибающий момент, динамический критерий разрушения.

DOI: 10.37972/chgpu.2021.48.2.002

УДК: 531/534

Введение
Целью исследований колебаний балочной конструкции в плотной среде (в воде), вы-

званных действием взрыва, является нахождение условий её гарантированного разру-
шения (или гарантированной взрывостойкости). Пусть над серединой балки на неко-
тором расстоянии a от её оси расположен заряд ВВ массы С с известными энергетиче-
скими характеристиками. Тогда условия разрушения (взрывостойкости балки) можно
найти, используя два подхода:

1. При фиксированном расстоянии a найти минимальную массу С заряда, взрыв
которого приводит к гарантированному разрушению балки.

2. При фиксированной массе С заряда ВВ найти максимальное расстояние a, на
котором взрыв заряда гарантированно разрушит балку.

© Володин Г.Т., Кочергин Д.С., 2021
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Кочергин Денис Сергеевич
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Постановка задачи
Известно [1], что при взрывном (импульсном) воздействии на балочные элементы

конструкций их деформирование осуществляется во время свободных колебаний уже
после действия такой нагрузки. В работе [1] в рамках принятых в ней допущений
получено уравнение свободных колебаний балки свободно опертой по концам на неде-
формируемые опоры при воздействии на неё в воде взрывной нагрузки. Это уравнение
в частных производных пятого порядка при выполнении краевых и начальных усло-
вий решено методом разделения переменных, а именно: решение представлено про-
изведением неизвестной функции времени на функцию прогибов, которая выбрана
так, что удовлетворяются краевые условия закрепления балки и принцип наименьше-
го действия – наименьшей работы деформирования [1]. Функция времени найдена из
решения обыкновенного дифференциального уравнения, полученного после подста-
новки выбранной функции прогибов в исходное определяющее уравнение движения.

Весьма актуальной задачей исследований поведения балки в воде при действии на
нее взрывной нагрузки является нахождение условий её гарантированного разруше-
ния или гарантированной взрывостойкости.

Рассмотрим задачу о гарантированном разрушении. Следуя работам [2], [3], условие
гарантированного разрушения применим в виде

jMmaxj � K0� � �3 � ��n �W; (1)

где �3 – коэффициент динамичности материала (�3 = ��3
��

, ��3 – динамический предел
прочности, �� – статический предел прочности), K0� – коэффициент однородности на
гарантированное разрушение (K0� = �� max

��0
, ��0 – нормированный браковочный мини-

мум, ��max– максимальное сопротивление материала), ��n – нормативное сопротивле-
ние материала при изгибе, W – момент сопротивления балки.

В работе [1] получено определяющее уравнение свободных колебаний балки, сво-
бодно опертой на недеформируемые опоры под действием взрыва заряда ВВ в воде:

@2w

@t2
+ �1

@4w

@x4
+ �2

@5w

@x4@t
= 0; (2)

в течение которых происходит её деформирование, при этом w = w(x; t) – прогиб
балки в сечении x в момент времени t,

�1 =
EJ

�
; �2 =

�J

�
; � = �0 + �1; (3)

E – модуль упругости материала балки, J – момент инерции площади её поперечного
сечения, � – коэффициент вязкости, �0 и �1 – соответственно погонная (на единицу
длины) плотность материала балки и присоединенной массы воды [2,4].

Разделяя переменные, функцию прогибов w(x; t) запишем в виде

w(x; t) = w0(t) � cos
�x

l
; (4)

где функция времени w0(t) определяет прогиб среднего сечения балки в любой момент
времени t. Подстановка функции (4) в уравнение движения (5) приводит к обыкно-
венному дифференциальному уравнению относительно функции w0(t)

�w0(t) + 
2 _w(t) + 
1w0(t) = 0; (5)
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при этом точки над искомой функцией означают ее производные соответствующих
порядков по времени, а константы 
1 и 
2 вычисляются по формулам [1]:


1 =
�4

l4
�1; 
2 =

�4

l4
�2: (6)

Дискриминант D характеристического уравнения �2 + 
2� + 
1 = 0; равный D =

2

2 � 4
1 определяет интервал значений коэффициента вязкости � материала балки
при данной скорости деформирования, а также форму решения задачи.

Действительно, для случая D > 0, получим интервал

� > 2

�
l

�

�2

�
r
E�

J
(7)

Решение уравнения (5) должно удовлетворять начальным условиям [1]:

w0(0) = 0; (8)

_w0(0) = �; (9)
при этом

� =
bK1A0C

�a2
; (10)

b – ширина балки, K1 – коэффициент формы [2], учитывающий расположение балки
по отношению к фронту возмущения, A0 – параметр, характеризующий ВВ заряда,
например, для тротила, A0 = 400м

с , a – расстояние заряда ВВ до оси балки, C – масса
заряда ВВ.

Для интервала �, определяемого неравенством (7), решение уравнения (5) имеет
вид

w0(t) = C1

�
e�1t � e�2t

�
; (11)

где

�1 =
1

2

�
�
2 +

p
D
�
; �2 = �1

2

�

2 +

p
D
�
; (12)

C1 =
�p
D
: (13)

Максимальное значение прогиба в центре балки будет в момент t�, для которого
скорость прогиба обратится в нуль, то есть

_w0(t�) = 0 (14)

Из соотношения (14) найдем

t� =
1p
D

ln
�2

�1
; (15)

w0(t�) = C1

�
e�1t� � e�2t�

�
(16)

Учитывая соотношение для максимального изгибающего момента

Mmax = �EJ

�
@2w
@x2

�
maxh

1 +
�
@w
@x

�2
max

i 3
2

(17)
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и пренебрегая по малости величиной
�
@w
@x

�2
max
� 1, получим для максимального про-

гиба в центре балки (для x = 0)

jMmaxj = EJ
��
l

�2
� w0(t�) = EJ

��
l

�2 �p
D

�
e�1t� � e�2t�

�
(18)

Подставив выражение для jMmaxj из (18) в (1), получим для условия гарантиро-
ванного разрушения соотношение

EJ
��
l

�2 �p
D

�
e�1t� � e�2t�

�
� K0��3��nW (19)

Учитывая соотношение для � (10) найдем выражение для массы заряда ВВ

C �
K0��3��nW �

p
D � �a2

�
l
�

�2
EJbK1A0(1� e�t�

p
D)

� e��1t� (20)

Таким образом, для рассматриваемого интервала значений коэффициента вязко-
сти гарантированное разрушение балки согласно принятому критерию (1) произой-
дет, если будет использован заряд фиксированного ВВ массой не менее величины,
определяемой соотношением (20).

Рассмотрим случай, когда D = 0. Для этого случая получаем единственное значе-
ние коэффициента вязкости

� = 2

�
l

�

�2

�
r
E�

J
(21)

и решение
w0(t) = �te�t; � =

�
2

2
; (22)

при этом

t� =
2


2
(23)

Следовательно,
w0(t�) = �t�e

�t� (24)
Аналогично (18) найдем

jMmaxj = EJ
��
l

�2
w0(t�) = EJ

��
l

�2
�

2


2
e�1 (25)

Подставив jMmaxj из (25) в (1), получим

EJ
��
l

�2
�

2


2e
� K0��3��nW (26)

Учитывая выражение для � (10) из (26) найдём

C �
K0��3��nW � �a2
2e

�
l
�

�2
2EJbK1A0

(27)

В третьем случае, когда D < 0, находим интервал для �:

0 < � < 2

�
l

�

�2

�
r
E�

J
(28)

и решение

w0(t) =
2�p
D1

e�

2
2
t � sin

p
D1

2
t;D1 = �D (29)
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t� =
2p
D1

arctg

p
D1


2

w0(t�) =
2�p
D1

e�

2
2
t� � sin

p
D1

2
t�

jMmaxj = EJ
��
l

�2 2�p
D1

e�

2
2
t� � sin

p
D1

2
t� (30)

Из условия (1) с учетом (30) находим

C �
K0��3��nW �

p
D1 � �a2

�
l
�

�2
2EJbK1A0 � sin

p
D1
2 t�

e

2
2
t� (31)

Предположим теперь, что по данным экспериментов для выбранной скорости де-
формации определены величины модуля упругости и коэффициента вязкости мате-
риала балки. Тогда, минимальная масса заряда ВВ определенного вида (с определен-
ными энергетическими характеристиками), необходимая для гарантированного раз-
рушения балки в воде может быть определена по одной из формул (20), (27), (31), в
зависимости от того, в каком интервале значений окажется величина �.

Анализ взрывостойкости балочной конструкции проводится по аналогичной мето-
дике заменой знака неравенства на противоположный в соотношении (1).

В качестве примера рассмотрим металлическую балку прямоугольного поперечно-
го сечения, из стали (Ст.3), лежащую на недеформируемых опорах в воде; длина
балки l = 2м, ширина сечения b = 0; 08 м, высота сечения h = 0; 1 м, коэффи-
циент однородности на гарантированное разрушение K0� = 1; 644, нормированный
браковочный минимум ��0 = 2; 35 � 107Па, коэффициент динамичности �3 = 2,
модуль упругости E = 2; 1 � 1011Па. Заряд расположен над серединой балки на
высоте a = 1 м, обобщенный параметр энергетической характеристики ВВ заря-
да (тротил) A0 = 400 м

c . Согласно исследованиям, проведенным в работе [5], коэф-
фициент вязкости � = 1 � 105 кг

м�c , �0 = 62; 4кг
м (сталь), �1 = 8кг

м ,(вода), момент
инерции J = 6; 667 � 10�6м4, W = 1; 333 � 10�4м3. Используя формулу (3) полу-
чаем �1 = 1; 989 � 104 м4

с2 , �2 = 9; 47 � 10�3 м4

c . Исходя из уравнений (6) получаем

1 = 1; 211� 105 1

c2 , и 
2 = 0; 058 1
c .

Как отмечено ранее, значение дискриминанта D характеристического уравнения
�2 + 
2� + 
1 = 0 определяет интервал значений коэффициента вязкости материала
балки. В данном примере D = �4; 843� 105 1

c и, следовательно, корни комплексные и
решение определяется формулой (29). Исходя из соотношений (29), найдём величину
t� = 4:514 � 10�3. После подстановки этих данных в соотношение (31) для массы С
получаем C � 2; 283 кг. Если рассматривать эту же балку, находящуюся в воздухе, то
получаем заряд, массой C � 2; 15 кг.
Заключение
В работе решена актуальная задача по нахождению условий гарантированного

разрушения (гарантированной взрывостойкости) балочных элементов конструкций,
расположенных в воде, импульсной нагрузкой, созданной взрывом сосредоточенно-
го заряда конденсированного ВВ. Задача решена аналитически в рамках принятых
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допущений. Приведен пример расчетов для стальной балки прямоугольного попереч-
ного сечения. Полученный результат свидетельствует о том, что для гарантирован-
ного разрушения балочной конструкции, расположенной в воде, требуется масса за-
ряда большая, чем для такой же балки, расположенной в воздухе. Это соответствует
физическому смыслу явления, поскольку при взрыве заряда в воде его энергия до-
полнительно расходуется на приведение в движение слоев жидкости, окружающих
балочную конструкцию.
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CONDITIONS FOR GUARANTEED DESTRUCTION AND EXPLOSION
RESISTANCE OF BEAM STRUCTURAL ELEMENTS IN THE EVENT OF AN

EXPLOSION IN WATER

Tula State University, Tula, Russia.

Abstract. According to the data of the authors’ earlier studies, the conditions of guaranteed
destruction and guaranteed explosion resistance of a beam freely lying on non-deformable supports
in water were found. The impulse dynamic load is created by the explosion of a concentrated charge
of a condensed explosive (HE) located in water at a fixed distance from the beam. Destruction is
understood as the loss of the bearing capacity of the beam due to the appearance of plastic zones
(hinges), cracks, and fragmentation in it. The criterion of destruction generalized to the action
of dynamic load is used, based on the achievement of critical values by the maximum bending
moment.
Keywords: beam, impulse load, explosion in water, added mass, maximum bending moment,
dynamic criterion of failure.
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О МОДЕЛИРОВАНИИ НАПРЯЖЕННЫХ СОСТОЯНИЙ В
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Аннотация. Предложена структурная модель анизотропной среды для расчета напряженно-
деформированного состояния в нетронутых массивах горных пород, которая учитывает ряд
горнотехнических и горно-геологических факторов. Результаты аналитического решения поз-
волили объяснить известные из практики натурных наблюдений факты (возможность превос-
ходства горизонтальных напряжений над вертикальными, кусочно-линейный характер напря-
жений и т.д.), которые находились в противоречии с широко распространенными гипотезами
о распределении напряжений в породных массивах.

Ключевые слова: теория упругости, плоская деформация, массив горных пород, слоистость
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Введение. Исследование линейных процессов деформирования в слоистых средах
охватывает широкий круг важных вопросов. Конструкции, имеющие слоистую струк-
туру состоящую из слоев с различными физико-механическими свойствами, широко
используются в современной технике. Определенную специфику имеют задачи гео-
механики, связанные с изучением упругого равновесия слоистых сред под действием
сил тяжести. Актуальными остаются две основные задачи горной науки - определение
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напряженного состояния горного массива до проведения в нем горных работ и пере-
распределение его в результате прохождения выработок [1,2]. Без знания естествен-
ного напряженного состояния горных пород невозможно, например, дать надежные
расчеты конструкций подземных сооружений, выяснить механизм и природу таких
неблагоприятных явлений, как горные удары и внезапные выбросы угля и газа. Мно-
гие вопросы тектоники, геофизики и сейсмологии требуют анализа природного поля
напряжений.

В исследованиях по механике горных пород широкое распространение получил под-
ход, в котором нетронутый массив считают однородным изотропным упругим полу-
пространством, нагруженным собственным весом, причем при изучении его напря-
женного состояния обычно предполагают, что горизонтальная и вертикальная ком-
поненты напряжения связаны между собой зависимостями, соответствующими гипо-
тезам о гидростатическом или эмпирически-негидростатическом распределении на-
пряжений [2].Однако накопленный к настоящему времени большой эксперименталь-
ный объем данных свидетельствует о сложном характере распределений напряжений
в массивах горных пород. В большинстве случаев в нетронутом горными работами
массиве пород вертикальная компонента напряжений обусловлена весом пород выше-
лежащей толщи. В то же время многочисленными натурными измерениями доказано,
что горизонтальные напряжения могут превышать в несколько раз величину веса вы-
шележащих пород [3]. Факт существования в нетронутом массиве горизонтальных
напряжений превосходящих вертикальные часто объясняют действием современных
тектонических процессов. Но экспериментальные данные говорят о том, что в обла-
стях массива пород слоистого строения, удаленных от земной поверхности уже от 5-10
метров обнаруживается эффект превышения горизонтальных напряжений над вер-
тикальными [3]. Поэтому вывод о действии тектонических сил, сделанный только на
основании того, что в нетронутом массиве пород горизонтальная составляющая напря-
жений превосходят вертикальные представляется неубедительным Реальный горный
массив представляет весьма сложную в механическом отношении среду, и точность
решения задачи о напряженном состоянии массива в значительной степени зависит
от полноты учета свойств рассматриваемой среды. Важными горно-геологическими
факторами, влияющими на распределение напряжений, учет которых особенно необ-
ходим при исследовании в масштабах всего месторождения полезного ископаемого,
являются расстояние от дневной поверхности, слоистость горных пород, мощность
пластов, их количество, изменение напряжений по мощности пластов, рельеф зем-
ной поверхности. Однако эти факторы (особенно в совокупности) оказываются вне
поля зрения исследователей. Анализ физической стороны явлений, протекающих в
слоистых структурах, явно недостаточен. Для устранения этого недостатка необхо-
димы дальнейшие аналитические и численные исследования в механике горных по-
род. Точные аналитические решения дают возможность строго и обоснованно изучить
широкий класс упрощенных, так называемых, модельных задач и при этом выявить
принципиальные качественные и количественные закономерности распределения на-
пряжений в горных массивах.

В горно-геологической практике часто встречаются горные массивы, сложенные од-
нообразными в петрографическом отношении породами, причем, основные элементы,
обусловливающие их неоднородность, обладают незначительными линейными разме-
рами по сравнению с масштабами исследуемого геологического объекта. В то же вре-
мя массив горных пород, линейные размеры которого намного превышают размеры
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выделенных элементарных блоков ("порождающих бесконечно малых элементов"), а
размеры элементарных блоков, в свою очередь, значительно больше средних размеров
элементов, можно в среднем считать однородным в пределах всей области, занятой
данным массивом. При исследовании напряженного состояния в горном массиве такой
условный переход к однородному геологическому телу позволяет дать характеристику
общей картины распределения напряжений в среднем в данном массиве.
Математическая модель. Примеры численных результатов. Рассмотрим

наклонно-слоистый массив горных пород, состоящий из большого числа свит пла-
стов, отделённых друг от друга слоями породы. Предполагается. что упругие свой-
ства, удельные веса и мощности однородных изотропных пластов, входящих в сви-
ту, произвольны, но неизменны для любой из свит. Считаем также, что расстояния
между свитами различаются незначительно. Кроме того, предполагается, что на пло-
скопараллельных линиях контакта между соседними пластами свиты, а также между
крайними пластами свиты и породой существует жесткая связь. В этом случае вопрос
о распределении напряжений в нетронутом горном массиве с достаточной степенью
точности может быть заменен исследованием напряженно-деформированного состоя-
ния бесконечного числа наклонных плоскопараллельных слоев.

Рис. 1. Схема к расчету напряженного состояния горного массива с правильной слоистостью

Шахтное поле подобного месторождения, обладающего, как мы будем говорить,
правильной слоистостью, разобьем на совокупность элементарных подобластей спо-
собом, указанным на рис. 1. Линии, осуществляющие это разбиение, проведены на
рис. 1 пунктиром, а один элемент разбиения заштрихован. Система координат (t; n)
получена поворотом системы координат (x; y) на угол наклона слоев к дневной по-
верхности. Учитывая наличие жесткого сцепления на линиях контакта частей, состав-
ляющих выделенный элемент, введем в каждой подобласти усредненные поля напря-
жений, деформаций, перемещений, а также усредненный удельный вес следующими
соотношениями:
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�(1)
n = �(2)

n = � � � = �(n)
n = �n;

�
(1)
tn = �

(2)
tn = � � � = �

(n)
tn = �tn;

U
(1)
t = U

(2)
t = � � � = U

(n)
t = Un; (1)

�t =
1

H

nX
k=1

hk�
(k)
t ; "n =

1

H

nX
k=1

hk"
(k)
n ;

"tn =
1

H

nX
k=1

hk"
(k)
tn ;
 =

1

H

nX
k=1
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где �t; �n – нормальные напряжения, �tn - касательное напряжение, "n; "tn – относи-
тельная линейная деформация в направлении оси On и деформация сдвига соответ-
ственно, Ut - компонента вектора смещения в направлении оси Ot, 
k - удельный вес

k-го слоя, hk - мощность k-го слоя,H =
nP
k=1

hk, n - количество различных по свойствам
периодически чередующихся слоев горного массива.

Верхний индекс в круглых скобках в формулах (1) характеризует принадлежность
к соответствующему слою, причем, значение k от 1 до n - 1 относятся к пластам
свиты, а значение k, равное n, к породе (обоим внешним слоям элемента). Предла-
гаемая модель горного массива обобщает результаты работы [4], где предполагалось,
что шахтное поле представлено двоякочередующими слоями. Кроме того, что особен-
но важно, в [4] напряжения внутри слоев порождающего блока не рассматривались.
Заметим также, что формулы (1) являются обобщением и дальнейшим развитием
применительно к механике горных пород структурного подхода В.В.Болотина [5], ис-
пользуемого в механике композиционных материалов.

Из условий жесткого сцепления U (1)
t = U

(2)
t = � � �U (n)

t = Ut следует

@U
(1)
t

@t
=
@U

(2)
t

@t
= � � � = @U

(n)
t

@t
=
@Ut
@t

или (2)

"
(1)
t = "

(2)
t = � � � = "

(n)
t = "t:

Обозначая модули Юнга и коэффициенты Пуассона k-го слоя через Ek; �k соответ-
ственно и пользуясь известными соотношениями между деформациями и напряжени-
ями для плоскодеформированного состояния [6]

"
(k)
t =

1� �2
k

Ek

�
�

(k)
t �

�k
1� �k

�n

� �
k = 1; n

�
(3)

а также соотношением (2), найдем

"t

nX
k=1

hkEk
1� �2

k

=

nX
k=1

hk�
(k)
t � �n

nX
k=1

hk�k
1� �k

:

Отсюда с учетом четвертого соотношения в (1) получим

"t = a11�t + a12�n: (4)



18 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ, А. А. ТЫРЫМОВ

Здесь

a11 = H

 
nX
k=1

hkEk
1� �2

k

!�1

; a12 = �

 
nX
k=1

hk�k
1� �k

! 
nX
k=1
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1� �2

k

!�1

: (5)

Пятое соотношение из (1) с помощью зависимостей

"(k)
n =

1� �2
k

Ek

�
�n �

�k
1� �k

�
(k)
t

�
;

выражения для �(k)
t , вытекающего из (3), а также формулы (4) может быть представ-

лено в виде

"n = a21�t + a22�n; (6)
где

a21 = a12; a22 =
1

H

24 nX
k=1

(1 + �k) (1� 2�k)hk
(1� �k)Ek

+

 
nX
k=1

hk�k
1� �k

!2 nX
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1� �2

k

!�1
35 (7)

Наконец, из предпоследнего соотношения (1) с использованием известных формул

"
(k)
tn =

1

Gk
�

(k)
tn =

1

Gk
�tn

�
k = 1; n

�
получим

"tn =
1

G
�tn; (8)

где
1

G
=

1

H

nX
k=1

hk
Gk

;
1

Gk
=

2 (1 + �k)

Ek
: (9)

В частности, при чередовании двух слоев (пласта и породы) из формул (5), (7),
(9) при n = 2 будем иметь следующие выражения для упругих характеристик
a11; a12; a22; G

�1 :

a11 = (l + 1)
�
1� �2

1

� �
1� �2

2

�
R�1;

a12 = � (1 + �1) (1 + �2) [l�1 (1� �2) + �2 (1� �1)]R�1;

a22 =

��
(1 + v2)2 (1� 2v2)

E1

E2
+ (1 + v1)2 (1� 2v1)

E2

E1

�
+
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h�
l2 + 1

�
(1� v1 � v2) + v1v2 (l + 1)2

io
= [(l + 1)R] ; (10)

G�1 = (l + 1)�1 �lG�1
1 +G�1

2

�
;

гдe для краткости записи введены обозначения

l = h1=h2; R = l
�
1� �2

2

�
E1 +

�
1� �2

2

�
E2: (11)

Применяя формулы, связывающие компоненты напряжений в локальной системе
координат с их компонентами в основной системе [6] :
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�t = �x cos2 �+ �y sin2 �+ �xy sin 2�;

�n = �x sin2 �+ �y cos2 �� �xy sin 2�; (12)
�tn = � (�x � �y) sin� cos�+ �xy cos 2�

и аналогичные формулы для компонент деформаций, вместо уравнений (4), (6), (8)
получим

�x = b11"x + b12"y + b13"xy;

�y = b21"x + b22"y + b23"xy; (13)
�xy = b31"x + b32"y + b33"xy;

где
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b13 = b31 = �sin 2�

2�

�
a11 sin2 �+ a22 cos2 �+ (2G�� a12) cos2 2�

�
;

b23 = b32 = �sin 2�

2�

�
a11 cos2 �� a22 sin2 �� (2G�� a12) cos2 2�

�
;

Здесь � = a11a22 � a2
12, � -угол наклона слоев к дневной поверхности.

Соотношения (13) позволяют заменить задачу о распределении напряже-
ний в горном массиве с правильной слоистостью исследованием напряженно-
деформированного состояния однородной, но теперь уже анизотропной полуплоско-
сти. Это состояние может быть найдено путем решения системы из уравнений равно-
весия

@�x
@x

+
@�xy
@y

= 0;
@�xy
@x

+
@�y
@y

= 


и уравнений (13) при граничных условиях �y = �xy = 0 на дневной поверхности
при y =0 в предположении, что компоненты перемещений не зависят от координа-
ты Х; так как в полученной анизотропной среде вследствие симметрии относительно
произвольной вертикальной оси отсутствует возможность для их изменения в направ-
лении X(если не учитывать тектонических процессов). В результате получим
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�x = �
y; �y = 
y; �xy = 0; (14)

� =
�

[1�G (a11 + a22 � 2a12)] sin2 2�� 4G�12

	
R�1

1 ; (15)

R1 = sin2 2�+ 2G
�
2a11 cos4 �+ a12 sin2 2�+ 2a22 sin4 �

�
;

U = �2�b23R
�1
1 
y2; V = 2�b33R

�1
1 
y2:

Заметим, что соотношение (15) является обобщением гипотезы А.Н.Динника [2];
коэффициент бокового давления зависит при этом не только от упругих свойств гор-
ных пород, но и от угла их падения, причем, формула А.Н.Динника представлена в
(15) как предельный случай для изотропной полуплоскости, если принять

E1 = E2 = � � � = En; �1 = �2 = � � � = �n ;

а также для горизонтальных слоев, у которых одинаков коэффициент Пуассона
(� = 0; �1 = �2 = � � � = �n).

Наряду с изучением общих закономерностей напряженного состояния в анизотроп-
ном горном массиве, полученном с помощью усреднения, наибольший интерес пред-
ставляет распределение напряжений внутри выделенных макроструктурных "беско-
нечно малых элементарных объемов имеющих кусочно-однородное строение, т.е. вы-
явление особенностей поведения напряжений в пластах свиты (� (k)

x ; �
(k)
y ; �

(k)
xy );

где k = 1; 2; � � � ; n� 1 и в породе
�
�

(n)
x ; �

(n)
y ; �

(n)
xy

�
. Это связано с тем, что сведе-

ния о напряженном состоянии в отдельных слоях важно знать и использовать уже на
стадии проектирования горных предприятий при решении многофакторной задачи по
созданию в определенном смысле оптимального проекта. Так, например, их необходи-
мо учитывать при выборе расположения и направления проведения горизонтальных
выработок, в расчетах и рекомендациях по применению тех или иных способов креп-
ления.

Искомое распределение напряжений определим, применяя формулы преобразова-
ния компонент тензора напряжений при переходе от локальной системы координат
(t; n) к основной системе (x; y) и учитывая, что в силу жесткого сцепления слоев
внутри "элементарной"подобласти
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n = �n и �
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В результате получим
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�
sin� cos�+ �tn cos 2�:

Здесь k = 1; 2; � � � ; n.
Подставляя теперь выражения (14) в формулы (12), будем иметь

�t = 

�
� cos2 �+ sin2 �

�
y; �n = 


�
� sin2 �+ cos2 �

�
y; (17)

�tn = 
 (1� �) y sin� cos�:
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Используя затем формулы (16), а также соотношения (3), (4) и (17), получим рас-
пределение напряжений в любом k-ом слое (k =1,2,. . . ,n):
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В частности, если чередуются два слоя (пласт и порода), то из формулы (18) с
учетом (10) для нормальных компонент тензора напряжений получим
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Здесь для краткости записи принято

ak = (1 + �k)
�
�
�
1 + cos2 �� �k

�
sin2 �+

�
�k � sin2 �

�
cos2 �

�
;

bk = (1 + �k)
�
�
�
�k + cos2 �

�
sin2 �+

�
1� sin2 �� �k

�
cos2 �

�
;

ck = (1 + �k)
�
�
�
cos2 �� �k

�
+ sin2 �� �k

�
; (k = 1; 2)

Рассмотрим, наряду с "усредненным коэффициентом бокового давления"�, соот-
ветствующие отношения горизонтальных напряжений к вертикальным в пластах сви-
ты и в породе. Они определяются по формулам

�k = �(k)
x =�(k)

y ; (k = 1; 2; � � � ; n) (20)

и существенно зависят от упругих свойств горных пород, составляющих слоистый
массив, а также от угла падения слоев. Следует отметить, что формула Динника
представлена в (20) как предельный случай для изотропной полуплоскости и для
горизонтальных пластов, у которых одинаков коэффициент Пуассона. В этих случаях
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� = �k = � (1� �)�1 : Если слои горизонтальные (� = 0), то из формул (18), (20)
получаем �k = �k (1� �k)�1 :

Уже в этом частном случае коэффициент бокового давления в ниже лежащем
слое может быть меньше соответствующего коэффициента в слое, лежащем выше.

Отметим также, что в полученных решениях напряжения в слоистых горных мас-
сивах имеют в зависимости от глубины кусочно-линейный характер, т.е. именно такой,
какой неоднократно отмечался при обработке результатов натурных замеров [3].

Для слоев вертикального залегания (� = �=2) из формул (20) имеем

�k = �

�
Ek

1� �2
k

(a11 + �a12) + �
�k

1� �k

��1

(k = 1; 2; � � � ; n)

где � = �a12=a22, причем a11; a12; a22 представлены в (5), (7) . В частности, если
чередуются два слоя (пласт и порода), то отсюда получим

�1 = �R f�1 (1 + �1)�E2 + E1 (1 + �2) [1 + l � �2 (1 + l + �)]g�1 ;

�2 = �R fl�2 (1 + �2)�E1 + E2 (1 + �1) [1 + l � �1 (1 + l + l�)]g�1 ;

где � вычисляется с помощью (15), а l и R определяются по формулам (11).
Исследования коэффициента бокового давления � и выражений для �e, опреде-

ляющих отношения горизонтальных напряжений к вертикальным в пластах свиты
и в породе, показывают, что напряженное состояние горного массива может носить
сложный характер, нередко значительно отличающийся от "геостатического". Расче-
ты показали, что отношение �x=�0o в однородной анизотропной среде для реальных
горных пород изменяется в пределах 0,2-0,7 и не превосходит единицу. Заметим, что
отличие напряженного состояния от динниковского характера усиливается с возрас-
танием относительной мощности слоев и с ростом различия модулей упругости слоев,
т.е. с усилением анизотропии в свойствах слоистого массива. Характерным поведением
усредненного коэффициента бокового давления � от угла наклона слоев является его
рост при переходе от горизонтального залегания слоев к пологим, а затем убывание
для крутопадающих и вертикальных слоев. Наряду с изучением общих закономер-
ностей напряженного состояния в анизотропном горном массиве, отметим некоторые
особенности в поведении отношений горизонтальных напряжений к вертикальным, В
расчетах ограничимся случаем двоякочередующихся слоев.

На рис.2 представлена зависимость отношения горизонтальных напряжений к вер-
тикальным от угла наклона слоев, как для усредненного коэффициента бокового дав-
ления, так и для пласта и породы. В расчетах принято:l =0,1; E1=E2 = 0; 1; �1 = �2 =
0; 3:. Отношение горизонтальных напряжений к вертикальным в породе �2 имеет по-
ведение, близкое к поведению �. Соответствующее же отношение в пласте несколько
убывая (при �1 = �2) с переходом от горизонтальной слоистости к пологим слоям, за-
тем увеличивается для крутопадающих слоев, достигая в случае вертикальных слоев
наибольших значений, превосходящих 1.

На рис.3 показано влияние коэффициента Пуассона пласта на отношение горизон-
тальных напряжений к вертикальным в пласте. В расчетах принято:l =0,1; E1=E2 =
0; 1; �2 = 0; 3: Значения коэффициента Пуассона для пласта �1 = 0; 2 (график 1) и
�1 = 0; 1 (график 2). При коэффициентах Пуассона породы, превосходящих коэффи-
циент Пуассона пласта, отношение �x=�y в пласте (в отличие от случая �1 = �2) с
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Рис. 2. Влияние угла наклона слоев на значения коэффициента бокового давления

Рис. 3. Зависимость отношения горизонтальных напряжений к вертикальным в пласте при
различных значениях коэффициента Пуассона

увеличением угла наклона слоев к дневной поверхности монотонно растет (рис. 3).
При этом, как показывают расчеты, в крутопадающих и вертикальных пластах гори-
зонтальные напряжения в 2-3 раза могут превосходить вертикальные.
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Результаты расчетов, выполненных в широком диапазоне изменения параметров
анизотропной среды, позволяют убедиться в существенном влиянии упругих постоян-
ных слоев и угла падения на распределение напряжений в слоистом горном массиве.
Предлагаемая модель слоистой среды, основанная на упругом взаимодействии сло-
ев с различными физико-механическими свойствами под действием сил гравитации в
состоянии объяснить результаты натурных измерений о превышении горизонтальных
напряжений над вертикальными.
Заключение. В статье разработана методика аналитического исследования напря-

женного состояния в нетронутых слоистых торных массивах. Предложена модель, ко-
торая с учетом ряда горно-геологических факторов (влияния дневной поверхности,
взаимодействия слоев, упругих характеристик, угла падения) позволяет определить
напряженно-деформированное состояние в весомом наклонно-слоистом горном мас-
сиве, состоящем из большого числа свит пластов, отделенных друг от друга слоями
породы, в предположении, что упругие свойства, удельные веса и мощности одно род-
ных изотропных пластов, входящих в свиту, произвольны, но неизменны для каждой
из свит, а также, что расстояния между свитами различаются незначительно. Про-
ведено исследование напряженного состояния в среднем в данном массиве, а также
изучено распределение напряжений в отдельных слоях массива. Получены соотноше-
ния между горизонтальными и вертикальными компонентами напряжений (как для
анизотропной заменяющей среды в целом, так и для отдельных слоев), обобщающие
известную гипотезу акад. А.Н. Динника. Коэффициенты бокового давления зависят
при этом от упругих свойств пластов свит и вмещающих пород, мощностей слоев и
угла падения. Показана возможность превосходства горизонтальных напряжений над
вертикальными. Во всех указанных случаях для компонент напряжений и перемеще-
ний получены аналитические выражения.
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Abstract. A structural model of an anisotropic medium is proposed for calculating the stress-
strain state in intact rock massifs, which takes into account a number of mining and geological
factors. The results of the analytical solution allowed us to explain the facts known from the
practice of field observations (the possibility of the superiority of horizontal stresses over vertical
ones, the piecewise linear nature of stresses, etc.), which were in contradiction with the widespread
hypotheses about the distribution of stresses in rock massifs.
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Введение
Методы законов сохранения по праву относят к важнейшим классическим мето-

дам исследования дифференциальных уравнений [1] Эти методы имеют сравнительно
небольшую историю. Первые работы появились около 100 лет назад и были иници-
ированы статьями Э. Нётер. Долгое время законы сохранения дифференциальных
уравнений использовались в основном при доказательстве теорем существования и
единственности, а иногда для построения обобщенных решений. В последнее время
законы сохранения применяются и для решений краевых задач [2–4].

Впервые законы сохранения для уравнений упругости в изотропном случае были
вычислены в [5–6], где вычисления были основаны на теореме Э. Нётер. Получен-
ные в то время законы сохранения не нашли никакого практического применения и
представляли чисто академический интерес.

В настоящей работе найдена бесконечная серия новых законов сохранения для трех-
мерных стационарных уравнений теории упругости в случае общей анизотропии, что
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означает выполнение обобщенного закона Гука, зависящего от 36 упругих постоян-
ных. Приведённые законы сохранения позволили получить формулы, с помощью ко-
торых можно эффективно сводить краевые задачи к квадратурам. Последние можно
численно найти для заданных краевых условий в перемещениях.
Законы сохранения для трехмерных стационарных уравнений упругости

в случае общей анизотропии
Рассмотрим уравнения трехмерной упругости в стационарном анизотропном слу-

чае. Закон Гука имеет следующий вид [5]:

�x = A11"x +A12"y +A13"z + 2A14"yz + 2A15"xz + 2A16"xy;
�y = A21"x +A22"y +A23"z + 2A24"yz + 2A25"xz + 2A26"xy;
�z = A31"x +A32"y +A33"z + 2A34"yz + 2A35"xz + 2A36"xy;
�yz = A41"x +A42"y +A43"z + 2A44"yz + 2A45"xz + 2A46"xy;
�xz = A51"x +A52"y +A53"z + 2A54"yz + 2A55"xz + 2A56"xy;
�xy = A61"x +A62"y +A63"z + 2A64"yz + 2A65"xz + 2A66"xy;

(1)

где �x; �y; :::; �xy – компоненты тензора напряжений, "x; "y; :::; "xy – компоненты тен-
зора деформаций, Aij – упругие постоянные, i = 1; 6; j = 1; 6.

Компоненты тензора деформаций связаны с компонентами вектора деформаций
(u; v; w) соотношениями

"x = ux; "y = vy; "x = wz; 2"xy = uy + vx; 2"xz = uz +wx; 2"yz = vz +wy: (2)

Нижний индекс у компонент вектора деформации означает производную по соответ-
ствующей переменной.

Подставляя (1), (2) в уравнения равновесия
@�x
@x

+
@�xy
@y

+
@�xz
@z

= 0;
@�xy
@x

+
@�y
@y

+
@�yz
@z

= 0;
@�xz
@x

+
@�yz
@y

+
@�z
@z

= 0;

получим систему уравнений анизотропной упругости в перемещениях:
F1 = A11uxx +A12vxy +A13wxz +A14(vxz + wxy) +A15(uxz + wxx)+

+A16(uxy + vxx) +A61uxy +A62vyy +A63wyz +A64(vyz + wyy)+
+A65(uyz + wyx) +A66(uyy + vyx) +A51uzx +A52vzy +A53wzz+
+A54(vzz + wzy) +A55(uzz + wzx) +A56(uzy + vzx) = 0;

F2 = A61uxx +A62vxy +A63wxz +A64(vxz + wxy) +A65(uxz + wxx)+
+A66(uxy + vxx) +A21uxy +A22vyy +A23wyz +A24(vyz + wyy)+
+A25(uyz + wyx) +A26(uyy + vyx) +A41uzx +A42vzy +A43wzz+
+A44(vzz + wzy) +A45(uzz + wzx) +A46(uzy + vzx) = 0;

F3 = A51uxx +A52vxy +A53wxz +A54(vxz + wxy) +A55(uxz + wxx)+
+A56(uxy + vxx) +A41uxy +A42vyy +A43wyz +A44(vyz + wyy)+
+A45(uyz + wyx) +A46(uyy + vyx) +A31uzx +A32vzy +A33wzz+
+A34(vzz + wzy) +A35(uzz + wzx) +A36(uzy + vzx) = 0:

(3)

Найдем законы сохранения специального вида для системы уравнений (3).
Напомним, что законом сохранения для (3), называется выражение вида

Cx(x; y; z; u; v; w) +Dy(x; y; z; u; v; w) + Ez(x; y; z; u; v; w) = !1F1 + !2F2 + !3F3; (4)

где !i (i = 1; 2; 3) – некоторые функции от x; y; z, не равные тождественно нулю
одновременно. Величины C;D;E называют компонентами сохраняющегося тока. По-
дробнее с законами сохранения и способами их вычисления можно ознакомиться в
[6–9].
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Компоненты сохраняющегося тока будем искать в виде:

C = �1ux + �1uy + 
1uz + �1vx + �1vy + �1vz + �1wx + �1wy + �1wz;
D = �2ux + �2uy + 
2uz + �2vx + �2vy + �2vz + �2wx + �2wy + �2wz;
E = �3ux + �3uy + 
3uz + �3vx + �3vy + �3vz + �3wx + �3wy + �3wz;

(5)

где �i; �i; :::; �i (i = 1; 2; 3) – некоторые функции, зависящие только от x; y; z.
Подставим выражения (5) в уравнение (4). В результате получим полином первой

степени по переменным, соответствующим первой и второй производным компонент
вектора деформаций ux; :::wz; uxx; :::; wzz. Приравнивая в этом полиноме к нулю ко-
эффициенты при производных и учитывая вид функций �i; �i; :::; �i, получаем:

�1 = A11!
1 +A61!

2 +A51!
3; �2 = A66!

1 +A26!
2 +A46!

3;

3 = A55!

1 +A45!
2 +A35!

3; �1 = A16!
1 +A66!

2 +A35!
3;

�2 = A62!
1 +A22!

2 +A42!
3; �3 = A54!

1 +A44!
2 +A34!

3;
�1 = A15!

1 +A65!
2 +A55!

3; �2 = A64!
1 +A24!

2 +A44!
3;

�3 = A53!
1 +A43!

2 +A33!
3;

�2 + �1 = (A16 +A61)!1 + (A24 +A21)!2 + (A56 +A41)!3;
�3 + 
1 = (A15 +A51)!1 + (A65 +A41)!2 + (A55 +A31)!3;
�3 + 
2 = (A66 +A56)!1 + (A45 +A36)!2 + (A25 +A46)!3;

�1 + �2 = (A66 +A12)!1 + (A62 +A26)!2 + (A52 +A46)!3;
"1 + �3 = (A56 +A14)!1 + (A64 +A46)!2 + (A54 +A36)!3;
"2 + �3 = (A64 +A52)!1 + (A24 +A12)!2 + (A44 +A32)!3;

�2 + �1 = (A65 +A14)!1 + (A64 +A25)!2 + (A54 +A45)!3;
�3 + �1 = (A13 +A55)!1 + (A63 +A45)!2 + (A53 +A35)!3;
�3 + �2 = (A63 +A54)!1 + (A23 +A44)!2 + (A43 +A34)!3;

�1
x + �2

y + �3
z = 0; �1

x + �2
y + �3

z = 0; 
1
x + 
2

y + 
3
z = 0;

�1
x + �2

y + �3
z = 0; �1

x + �2
y + �3

z = 0; �1
x + �2

y + �3
z = 0;

�1
x + �2

y + �3
z = 0; �1

x + �2
y + �3

z = 0; �1
x + �2

y + �3
z = 0:

Из полученных выше соотношений получаем, исключая �i; �i; �i (где i = 1; 2; 3), а
также �3; 
3; �2; �3; �3; �2; �3; �3, следующие уравнения:

A11!
1
x +A61!

2
x +A51!

3
x + (A16 +A61)!1

y + (A66 +A21)!2
y + (A56 +A41)!3

y+
+(A15 +A51)!1

z + (A65 +A54)!2
z + (A53 +A41)!3

z = �1
y + 
1

z = f1;
(6)

A16!
1
x +A66!

2
x +A56!

3
x + (A66 +A12)!1

y + (A62 +A26)!2
y + (A52 +A46)!3

y+
+(A56 +A14)!1

z + (A64 +A46)!2
z + (A54 +A36)!3

z = �1
y + "1

z = f4;
(7)

A15!
1
x +A65!

2
x +A55!

3
x + (A65 +A14)!1

y + (A64 +A25)!2
y + (A54 +A45)!3

y+
+(A55 +A13)!1

z + (A63 +A45)!2
z + (A53 +A35)!3

z = �1
y + �1

z = f7;
(8)

A66!
1
y +A26!

2
y +A46!

3
y + (A66 +A56)!1

z + (A36 +A45)!2
z + (A25 +A46)!3

z =
= ��1

x + 
2
z = f2;

(9)

A62!
1
y +A22!

2
y +A42!

3
y + (A64 +A32)!1

z + (A24 +A12)!2
z + (A32 +A44)!3

z =
= ��1

x + "2
z = f5;

(10)

A64!
1
y +A24!

2
y +A44!

3
y + (A63 +A54)!1

z + (A23 +A44)!2
z + (A43 +A34)!3

z =
= ��1

x + �2
z = f8;

(11)

A55!
1
z +A45!

2
z +A35!

3
z = �
1

x � 
2
y = f3; (12)
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A54!
1
z +A44!

2
z +A34!

3
z = �"1

x � "2
y = f6; (13)

A64!
1
z +A24!

2
z +A44!

3
z = ��1

x � �2
y = f9: (14)

Дифференцируя выражения (6) по x, (9) по y, (12) по z и складывая результаты,
получаем:

A11!
1
xx +A21!

2
xy +A41!

3
xy +A41(!2

xz + !3
xy) +A51(!1

xz + !3
xx)+

+A61(!1
xy + !2

xx) +A16!
1
xy +A26!

2
yy +A36!

3
yz +A46(!2

yz + !3
yy)+

+A56(!1
yz + !3

yx) +A66(!1
yy + !2

yx) +A15!
1
zx +A25!

2
zy +A35!

3
zz+

+A45(!2
zz + !3

zy) +A55(!1
zz + !3

zx) +A65(!1
zy + !2

zx) = 0:

(15)

Аналогично, из (7), (8) и (10), а также из (11), (13) и (14) получаем, соответственно

A16!
1
xx +A26!

2
xy +A36!

3
xy +A46(!2

xz + !3
xy) +A56(!1

xz + !3
xx)+

+A66(!1
xy + !2

xx) +A12!
1
xy +A22!

2
yy +A32!

3
yz +A42(!2

yz + !3
yy)+

+A52(!1
yz + !3

yx) +A62(!1
yy + !2

yx) +A14!
1
zx +A24!

2
zy +A34!

3
zz+

+A44(!2
zz + !3

zy) +A54(!1
zz + !3

zx) +A64(!1
zy + !2

zx) = 0

(16)

и
A15!

1
xx +A25!

2
xy +A35!

3
xy +A45(!2

xz + !3
xy) +A55(!1

xz + !3
xx)+

+A65(!1
xy + !2

xx) +A14!
1
xy +A24!

2
yy +A34!

3
yz +A44(!2

yz + !3
yy)+

+A54(!1
yz + !3

yx) +A64(!1
yy + !2

yx) +A13!
1
zx +A23!

2
zy +A33!

3
zz+

+A43(!2
zz + !3

zy) +A53(!1
zz + !3

zx) +A63(!1
zy + !2

zx) = 0:

(17)

Имеет место следующая теорема.
Теорема. Функции !i (i = 1; 2; 3) есть произвольное решение системы уравнений

(15)–(17). При этом, если матрица коэффициентов упругости Aij (i;= 1; 2; 3; j = 1; 2; 3)
симметрична, то !i – произвольное решение исходной системы уравнений (3).

Из формул (6)–(14) следует

rot(
2;�
1; �1) = (f1; f2; f3); rot("2;�"1; �1) = (f4; f5; f6);
rot(�2;��1; �1) = (f7; f8; f9):

(18)

Для решения системы уравнений (18) относительно девяти неизвестных восполь-
зуемся следующей формулой [10]:

rot(!i) = 

i
;

где
!1 = (
2;�
1; �1); !2 = ("2;�"1; �1); !3 = (�2;��1; �1);



1

= (f1; f2; f3); 

2

= (f4; f5; f6); 

3

= (f7; f8; f9):

В результате получаем

!i =
�(


i
)

4�

R
Li

d�r � �r

r3
; (19)

где Li – аналог вихревой линии, а �(

i
) – конечная циркуляция вихревой трубки

вокруг вихревой линии. Эта циркуляция без труда может быть вычислена в точке
пересечения вихревой линии с граничной поверхностью S, описанной ниже.
Постановка первой краевой задачи. Пусть имеется гладкая поверхность S, на

которой заданы компоненты u; v; w вектора деформации:

ujS = u0(x; y; z); vjS = v0(x; y; z); wjS = w0(x; y; z); (20)
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где u0; v0; w0 – заданные гладкие функции.
Используя (19) и (20), можно найти все компоненты сохраняющегося тока.
Задача о построении законов сохранения вида (5) для уравнений анизотропной

упругости (3) полностью решена.
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Аннотация. Работа посвящена решению задачи температурного деформирования тонкой
пластины конечной ширины, выполненной из упруго-пластичного материала. В качестве
условий наступления пластического течения используется условие максимальных приведен-
ных напряжений, с зависимостью предела текучести от температуры. Именно использование
зависимости предела текучести от температуры делает невозможным получение решения с
условием пластического течения Треска – Сен-Венана. Показывается, что в зависимости от
скорости нагрева распределение остаточных напряжений может быть разным.

Ключевые слова: упругость, пластичность, плосконапряженное состояние, температурные
напряжения, кусочно-линейные условия пластического течения.

DOI: 10.37972/chgpu.2021.48.2.005

УДК: 539.374

Введение
Использование кусочно-линейных пластических потенциалов для аналитического

решения широкого круга упругопластических задач теории температурных напря-
жений, особенно неустановившихся, широко распространилось c середины прошлого
столетия [1, 2]. Это связано как с ростом производственной потребности в качествен-
ных математических моделях, так и с развитием вычислительных возможностей. Эти
задачи помогают решить проблемы в сварке, горячей посадке, штамповке, пусть даже
эти технологии придуманы задолго до появления теории пластического течения. Из-
менение температуры в упругопластическом материале приводит к появлению тем-
пературных напряжений, способным деформировать материалы изделий, не прибе-
гая к контактным воздействиям [3]. Высокие напряжения порождают пластическое
течение [4], благодаря которому происходит рост необратимых деформаций, в кото-
рые впоследствии формирующих поле остаточных напряжений. Пластическое течение
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описывается разными классическими условиями пластичности кусочно-линейными
(Треска–Сен-Венана, Ишлинского–Ивлева) и нелинейными (Мизесса). В некоторых
случаях в основном для одномерных задач удается получить аналитическое решения
благодаря использованию кусочно-линейных пластических потенциалов [4]. Это воз-
можно потому, что уравнения, записываемые в перемещениях, удается проинтегриро-
вать и получить аналитические зависимости для перемещений, деформаций и напря-
жений. Когда же происходит отход от одномерности задачи, использование кусочно-
линейных условий течения только усложняет расчеты, на помощь приходит нелиней-
ное условие Мизеса. Решения в этом случае находятся численно, с использованием
итерационных методов [5]. В условиях зависимости предела текучести от температу-
ры в плосконапряженном состоянии в ряде задач о нестационарных температурных
напряжениях невозможно получить решения с использованием условия пластическо-
го течения Треска – Сен-Венана, только использование условия Ишлинского–Ивлева
позволяет аналитически разрешить подобные задачи. Однако в этом случае отмечаем
невозможность существования пластического течения на ребре призмы Ишлинско-
го–Ивлева. Но возможность получить решение за счет скачкообразного перехода с
грани на грань, минуя ребро. Здесь рассмотрим именно такой случай.

Постановка задачи. В декартовой системе координат ( x; y; z ) рассмотрим
бесконечной длинны стальную пластину шириной L. Систему координат свяжем с
краем пластины так, чтобы координаты изменились в пределах 0 � x � L; �1 < y <
1. Закрепим края пластины по линиям x = 0 и x = L. Источник тепла подведем к
краю x = 0. Благодаря тепловому потоку q (t) пластина будет нагреваться

T;x = q (t) ; (1)

где T – температура, t – время. На другом краю x = L пластины считаем отток тепла
из-за небольшой толщины пренебрежительно малым

T;x jx=L = 0 (2)

Уравнение теплопроводности запишем в виде

�c
@T

@t
= �

@2T

@x2
+ 2� (T0 � T ) (3)

�–плотность, c – удельная теплоемкость, � – коэффициент теплопроводности, � – ко-
эффициент теплоотдачи, T0 – комнатная температура. Аналитическое решение тем-
пературной задачи [6] имеет вид

T (x; t) = T0

R l
0 G (x; �; t) d� � 2�T0

R t
0

R l
0 G (x; �; t� �) d�d��

�� (�A)�1 R t
0 q (�)G (x; 0; t� �) d�

G (x; �; t) = e2�t
h

1
l + 2

l

P1
n=1 cos

�
n�x
l

�
cos
�
n��
l

�
exp

�
��(�A)�1n2�2t

l2

�i (4)

Итак, распространение тепла в пластине считаем известным, поэтому перейдем к
механической части задачи.

Из-за малости теплового расширения деформации считаем малыми и складывае-
мыми из обратимых eeij , и необратимых epij .

eij = eeij + epij =
1

2
(ui;j + uj;i) (5)

ui – компоненты вектора перемещений i = 1; 2; 3. Некоторое время после начала нагре-
ва деформации в плоскости будут только обратимые (eeij 6= 0 epij = 0). Деформации eeij ,
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напряжения �ij и температуру T связывает зависимость закона Дюамеля–Неймана.

�ij = (�eekk � 3�K (T � T0)) �ij + 2�eeij (6)

где � – коэффициент линейного расширения, �, �, K = �+ 2
3� – упругие модули, �ij

– компоненты единичного тензора, составленного из символов Кронекера.
Необратимые деформации начинают расти, когда напряженное состояние достиг-

нет поверхности нагружения (условия пластического течения).

"pij =
depij
dt

= �
@f (�ij)

@�ij
� > 0 (7)

где f (�ij) = 0 – поверхность нагружения в пространстве напряжений.
В качестве поверхности наружения принимаем условие максимальных приведенных

напряжений (условие Ишлинского –Ивлева).

f (�ij) = max j�i � �j � 4
3k; � = 1

3�jj ; (8)

k – предел текучести, зависящий от температуры

k (T ) = k0

�
Tp � T
Tp � T0

�2

(9)

Tp – температура плавления, k0 – предел текучести при комнатной температуре, �i
главные значения тензора напряжений.

Замыкает описную систему уравнение равновесия

�ij;j = 0 (10)

Для конкретного случая �z = 0 и ey = 0 уравнения (6) примет вид

�x = (4� (�+ �)ux;x � 6K�� (T � T0)) (�+ 2�)�1 ;

�y = (2��ux;x � 6K�� (T � T0)) (�+ 2�)�1 (11)

Из единственного нетривиального уравнения равновесия �x;x = 0 следует, что
�x = C1 (t) :

ux = 3
2�K (�+ �)�1 R x

0 (T (�)� T0) d�+ 0:25C1 (t)x (�+ 2�) (�+ �)�1 + C2 (t)

�y =
�
�
2C1 (t)� 3�K� (T � T0)

�
(�+ �)�1 (12)

C1 (t), C2 (t) – коэффициенты интегрирования, находятся из граничных условий

uxjx=0 = 0; uxjx=L = 0: (13)

C1 (t) = �6K��
R L

0 (T (�)� T0) d� (�+ 2�)�1 L�1; C2 (t) = 0

Называя C1 (t) и C2 (t) постоянными интегрирования, подразумеваем только, что
они не зависят от пространственной координаты, но являются функциями времени.
Активное пластическое течение при нагреве. С ростом температуры на ли-

нии нагрева x = 0 напряжения достигает поверхности нагружения и начинает выпол-
няться условие пластического течения Ишлинского - Ивлева в форме: �x � 2�y = 4k.
Зарождается упруго пластическая граница x = m1 (t), разделяющая область дефор-
мирования на две части. В области пластического течения 0 < x � m1 (t) начинают
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свой рост необратимые деформации epx, epy и epz, поэтому закон Дюамеля–Неймана (11)
перепишутся в виде

�x = (4� (�+ �) (ux;x � epx)� 6K�� (T � T0)) (�+ 2�)�1 ;

�y = (�4� (�+ �) epy + 2�� (ux;x � epx)� 6K�� (T � T0)) (�+ 2�)�1 (14)

Из ассоциированного закона пластического течения следует, что epy = �2epx.

�x = C3 (t) ; �y = 0:5C3 (t)� 2k

ux = (3�+ 5�) (12K�)�1 xC3 (t) + C4 (t) +

+1:5�
R x

0 (T (�)� T0) d�� (3K)�1 R x
0 k (�) d�;

epx = (12K)�1C3 (t) + 0:5� (T � T0)� k (�+ �) (3K�) :

(15)

В области упругого деформирования m1 (t) < x � L напряжения и перемещения на-
ходятся согласно соотношениям (12), в области пластического течения 0 < x � m1 (t)
следуя соотношениям (15), где C1 (t), C2 (t), C3 (t), C4 (t) – коэффициенты интегри-
рования, которые находятся из граничных условий, моделирующих непрерывность
напряжения �x и перемещения ux на упругопластической границе x = m(t) и ра-
нее записанных граничных условий (13). Через некоторый временной промежуток

Рис. 1. Сечение призмы Ивлева с координатной плоскостью в плоскости �z = 0

на линии нагрева в области пластического течения начинает выполнятся новое усло-
вие пластического течения ��x � �y = 4k, здесь образуется пластическая граница
x = m2 (t), разделяющая область пластического течения.

Постановка задачи становится некорректной при выполнении одновременно двух
условий пластического течения. Это связанно с тем, что из уравнения равновесия
следует �x = const, а при выполнении двух условий (условия ребра призмы Ивлева) �x
не является константой, а является функцией координаты x (�x = �4

3k (x)). Поэтому
в новой области пластического течения 0 < x � m2 (t) материал деформируется по
новому условию ��x � �y = 4k. Иными словами, осуществляется переход с грани на
грань поверхности нагружения минуя ребро рис. 1.
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В рамках условия пластического течения Треска–Сен-Венана решить поставлен-
ную задачу не представляется возможным. Поскольку при высокой скорости нагре-
ва неизбежно выполнении условия �x = �2k (x), которое приводит к невыполнению
уравнения равновесия �x = const.

Для новой области пластического течения, используя соотношения (14) с учетом
следствия из ассоциированного закона пластического течения epy = epx и уравнения
равновесия, находим

�x = C5 (t) ; �y = �C5 (t)� 4k;
ux = ��1xC5 (t) + C6 (t) + +2��1

R x
0 k (�) d�;

epx = (2�)�1 xC5 (t) + C6 (t) + 4 (�+ �) (3K�)
R x

0 k (�) d� :
(16)

C5 (t), C6 (t) – коэффициенты интегрирования совместно с коэффициентами C1 (t),
C2 (t), C3 (t), C4 (t) находятся из гранитных условий, требующих непрерывности на-
пряжения �x и перемещения ux на границах x = m1 (t) и x = m2 (t), а также выпол-
нения и граничных условий (13).
Разгрузка при остывании. После отвода источника нагрева с линии x = 0

необратимые деформации перестают рости, поэтому здесь образуется разгружаю-
щая упругопластическая граница x = n1 (t). В области разгрузки 0 < x � n1 (t)
материал деформируется упруго с учетом уже имеющихся необратимых деформаций
Px (x) = epx (x), Py (x) = epy (x). Используя соотношения (14) в которых пластические
деформации epx (x) и epy (x) заменены на необратимые и имеющиеся со временем де-
формации Px (x), Py (x) и уравнение равновесия �x;x = 0 находим

ux = 0:25C7 (t)x (�+ 2�)��1 (�+ �)�1 + C8 (t)

+
R x

0 Px (�) d�+ 0:5� (�+ �)�1 R x
0 Py (�) d�

�x = C7 (t) �y = 0:5 (�+ �)�1 �C7 (t) + Py�
�
� (�+ �)�1 � 3

� (17)

C7 (t), C8 (t) – коэффициенты интегрирования.
При дальнейшем выравнивании температуры в материале пластины в ней прекра-

щается пластическое течение. При этом сначала упругопластическая граница разгруз-
ки достигнет x = m2 (t), а после и линии x = m1 (t). В области разгрузки 0 � x � n1

напряжения и перемещения находятся из соотношений (17), а в области обратимого
деформирования из (12).
Повторное пластическое течение. Из-за высокого уровня накопившихся необ-

ратимых деформаций в процессе остывания происходит повторное пластическое тече-
ние. Сначала на линии x = 0 выполняется условие пластического течения 2�y��x = 4k
образуется упругопластическая граница x = m3 (t), продвигающаяся вглубь материа-
ла, после здесь же осуществляется условие �x +�y = 4k, что приводит к образованию
новой области пластического течения с границей x = m3 (t). В этих областях напря-
жения, перемещения и необратимые деформации определяются из соотношений (15)
и (16) с заменой знака перед пределом текучести k (x) и с учетом накопленных ранее
необратимых деформаций Px (x) и Py (x).
Остаточные напряжения. С понижением температуры предел текучести повы-

шается, что ведет к затуханию повторного пластического течения. Как и ранее раз-
гружающая упругопластическая граница повторного пластического течения начинает
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свое продвижения от линии нагрева вглубь пластины. Остаточные напряжения и пе-
ремещения находятся из соотношений

ux = 0:25C1x (�+ 2�)��1 (�+ �)�1 + C2+

+
R x

0 Px (�) d�+ 0:5� (�+ �)�1 R x
0 Py (�) d�;

�x = C1; �y = 0:5 (�+ �)�1 �C1 + Py�
�
� (�+ �)�1 � 3

� (18)

Результат численных расчетов. Рассмотрим стальную пластину шириной 0.1 м.,
имеющую физико-механическими свойствами: Tp = 1400�C, T0 = 20�C, k = 230 МПа,
� = 11:1 � 10�6, � =7814 кг=м3, с=500 Дж= (кг �К), коэффициент теплопроводности
67.7 Bт= (м �К), � = 7:6 Вт= (м �К), K = 760 МПа, � = 351:17 МПа, � = 526:76 МПа.

Если скорость нагрева высока и максимальная температура тоже, то деформиро-
вание материала пластины проходит по описанной выше схеме. На рис. 2. показано
распределение напряжений в момент прекращения нагрева они сжимающие, на рис.
3. остаточные напряжения растягивающие.

Рис. 2. Распределение напряжений в материале пластине в момент прекращения нагрева.
Сплошной линией изображено �x, пунктирной –�y

Рис. 3. Распределение остаточных напряжений. Сплошной линией изображено �x, пунктир-
ной –�y

Если скорость нагрева небольшая и температура мала, то схема деформирования
будет иной. На линии нагрева x = 0 выполнится лишь одно условие пластического
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Рис. 4. Распределение остаточных напряжений. Сплошной линией изображено �x, пунктир-
ной –�y

течения ��x � �y = 4k. Область необратимого деформирования распространиться
вглубь материала. При выравнивании температуры с линии x = 0 начнется разгруз-
ка. Из-за того что необратимые деформации малы повторного пластического течения
не будет, как не будет и смены знака в напряжениях. Распределение остаточных на-
пряжений приведено на рисунке 4. Как видно они сжимающие.

Вывод. Знак остаточных напряжений зависит напрямую от уровня распределения
необратимых деформаций, которые образовались в результате пластического течения,
порожденного высокой температурой. Если необратимые деформации «большие», то
смена знака неизбежна.
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ON THE USE OF THE CRITERION OF MAXIMUM REDUCED STRESSES IN

TEMPERATURE PROBLEMS OF PLANE DEFORMATION
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Abstract. Rabat is devoted to solving the problem of temperature deformation of a thin plate
of finite width made of an elastic plastic material. As conditions for the onset of plastic flow,
the condition of maximum reduced stresses is used, with the dependence of the yield strength on
temperature. It is the use of the dependence of the yield strength on temperature that makes it
impossible to obtain a solution with the condition of the plastic flow of Treska - Saint-Venant. It is
shown that, depending on the heating rate, the distribution of residual stresses can be different.
Keywords: elasticity, plasticity, plane-stress state, temperature stresses, piecewise-molten plastic
flow conditions.
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Автоцистерны состоят из автомобиля и цилиндрической цистерны для перевозки
различных сыпучих материалов (цемента, песка, муки и химической продукции). Ав-
томобильные перевозки составляют 80% объёма перевозимых грузов в стране.

Конструкция летательного аппарата состоит главным образом из оболочек, корпус
летательного аппарата в целом можно рассматривать как подкрепленную оболочку.
Расчеты оболочек на устойчивость имеют существенное значение при проектировании
подводных и надводных кораблей, тепловозов, трубопроводов, резервуаров, куполов
и покрытий в инженерных сооружениях и т.д. В конструкциях оболочки могут быть
пустыми и заполненными различными жидкостями, газами, сыпучими материалами
[1,2,3].

Оболочечные конструкции естественно должны быть прочными, жесткими и устой-
чивыми. Для выполнения этих требований выполнены различные теоретические и
экспериментальные исследования. [4,5,6 и др.].

При эксплуатации оболочки испытывают различные виды нагружения и изгибают-
ся, закручиваются, одновременно изгибаются и закручиваются и т.д. Могут терять
прочность, устойчивость. Устойчивость пустых оболочек при сжатии, изгибе, круче-
нии, сложном нагружении рассмотрено во многих работах [7,8,9,10].

В последнее время представляет большой интерес проблема устойчивости тонко-
стенных оболочек, заполненных сыпучими материалами в связи с перевозками сыпу-
чих материалов в автоцистернах [11-18].

В работах [19-21] исследуется устойчивость тонкостенных оболочек, заполненных
сыпучими материалами при изгибе. Показано, что критические нагрузки возрастают
на 30-35%. Устойчивость тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материалом
при кручении не исследовано, поэтому эта проблема актуальна.
Целью данной работы является экспериментальное исследование устойчивости

тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материалом при кручении.
Экспериментальная установка, порядок испытаний, образцы.
Для выполнения экспериментальных исследований была изготовлена специальная

установка рис.1. Установка состояла из жесткой металлической стенки 1, к которой за-
креплялись консольно образец 2. Крутящий момент создавался нагружающим устрой-
ством 3. Нагружающее устройство 3 состояло из рычагов 4, двух динамометров 5 и
гирей 6. Рычаги 4 соединялись тросами 7 с динамометрами 5. Троса 7 огибались через
блоки 8 и соединялись с подвесками 9 на которые укладывались гири 6. На свободный
конец, где прикладывался крутящий момент, жестко прикреплялся стержень 10, на
конце которого устанавливался индикатор часового типа 11. При повороте стержня
10 индикатор часового типа 11 измерял перемещение конца стержня 10, после чего
подсчитывался угол поворота сечения.

Эксперименты проводились следующим образом. Тщательно подбирались образ-
цы без наличия геометрических дефектов. Образец плотно вставлялся на оправку
стенки 1 и обжимался хомутом чтобы получить жесткое закрепление конца образца.
Испытывались пустые и заполненные сыпучим материалом образцы. Если испыта-
ния проводятся с заполнителем, то предварительно образцы заполнялись необходи-
мым количеством сыпучего материала. На свободный конец образца устанавливалось
нагружающее устройство. Устанавливался индикатор ИЧ-10 и проверялась работа
экспериментальной установки. Нагружение образца крутящим моментом производи-
лось укладыванием на обе подвески гирей. Вначале давались небольшие нагрузки и
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Рис. 1. Экспериментальная установка.

перед потерей устойчивости образца нагрузки снижались, чтобы зафиксировать кри-
тический момент. В экспериментах фиксировались крутящий момент и угол поворота
сечения, где прикладывался крутящий момент.

Тонкостенные цилиндрические образцы изготавливались из алюминиевого спла-
ва 3004 в состоянии Н19, радиусом R=31,5мм, толщиной стенки h=0,1мм, длиной
L=140мм. Чтобы получились стабильные геометрические размеры без дефектов, об-
разцы изготавливались глубокой вытяжкой в матрице. Фотографии образцов пред-
ставлены на рис.2. На рис.2.а слева показан образец до испытаний. На рис.2.б показан
испытанный образец с заполнителем, на рис.2.в показан испытанный пустой образец.

Результаты испытаний.
Вначале испытывались пустые образцы. На рис.3 показаны графики 1,2,3 зави-

симости угла поворота образца от крутящего момента. Испытывалось 9 образцов.
Графики линейные, значит устойчивость терялась в упругости. Получено среднеста-
тистическое критическое значение крутящего момента Mcr = 547; 5Н � см. На рис.2
для пустого образца видно, что образовались вмятины под углом 12-140 к оси образ-
ца по всей наружной поверхности. Число волн равно шести. Критическое касательное
напряжение, рассчитанное по формуле [3]:

� =
Mcr

4�Rh
=

547:5 � 10�8

2 � 3:14 � 31:52 � 10�6 � 0:1 � 10�3 = 8:8МПа (1)

Чтобы убедится в правильности выполненных экспериментов, рассчитывались по
теоретически полученным формулам [3] некоторые результаты:
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а) б) в)

Рис. 2. образцы а) до испытания, б) после испытания загруженного образца, в) после испы-
тания пустого образца

Верхнее критическое касательное напряжение:

�в = 0; 78 � Е � h
p

4

r
Rh

L2
= 0:78 � 0:7 � 105 � 0:1

31:5
4

r
31:5 � 0:1

140
= 19; 5МПа (2)

Нижнее критическое касательное напряжение:

�н = 0; 8 � �в = 0; 8 � 19; 5 = 15; 6МПа (3)

Число образовавшихся волн:

n = 4:2 � 8
p

1� �2 �
r
R

L
� 4

r
R

h
= 4:2

8
p

1� 0:32 �
r

31:5

140
� 4

r
31:5

0:1
= 8 (4)

В экспериментах n=6.
Угол наклона вмятин к оси образца:


 = 1; 73
4

r
Rh

L2
= 1:73 4

r
31:5 � 0:1

1402 = 12:60 (5)

В экспериментах 
 =12-140.
Сравнивая результаты расчетов по [3] с результатами опытов, видим, что крити-

ческие напряжения отличаются на 56,4%, углы наклона вмятин к оси образца почти
совпадают, число волн отличаются на 25%. Отличие результатов связано с тем, что
расчетные формулы [3] получены для оболочек идеальных геометрических размеров,
а испытанные образцы были не идеальные. Заключаем, что эксперименты выполнены
с удовлетворительной точностью.
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Рис. 3. Зависимость угла поворота от крутящего момента

Далее эксперименты выполнялись на образцах, заполненных железным порошком
на 90% и 100% объёма. На рис.3 остальные графики выполнены для заполненных
образцов. На графиках написаны номер образцы и процент заполнения. Заполненные
образцы теряют устойчивость в упругости. Вмятины на образцах образовывались в
местах отсутствия заполнителя рис.2.б. Критический крутящий момент повышался на
20-30% по сравнению с крутящими моментами для пустых образцов. Вначале попереч-
ные сечения не поворачивались до достижения крутящего момента до 150-300Н�см.
Это связано с тем, что сила трения между внутренней поверхностью образца и сыпу-
чим материалом создают крутящий момент, противодействующий внешнему моменту.
Образцы, заполненные железным порошком на 100%, устойчивость не теряли, на рис.
3 график 5(13).

Выводы:

(1) Образцы теряют устойчивость в упругости как пустые, так и заполненные
сыпучим материалом.

(2) Вначале нагружения крутящим моментом у образцов, заполненных сыпучим
материалом, происходит задержка поворота сечений.

(3) У образцов, заполненных сыпучим материалом, увеличивается значение кри-
тического крутящего момента.
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TORSIONAL STABILITY OF THIN-WALLED CYLINDRICAL SHELLS FILLED
WITH FREE-FLOWING AGGREGATE

Chuvash state University named after I. N. Ulyanov, Cheboksary, Russia

Abstract. Experiments have studied the e�ect of free-�owing aggregate on torsional stability of
thin-walled cylindrical shells. For research samples were made of aluminum alloy 3004 deep hood
in the matrix. The samples were �xed cantilever to a rigid wall, on torque was applied to the free
end. Tested empty and samples �lled with iron powder. The loading of the samples was carried out
stepwise, in portions of 10N at the beginning and when approaching the moment of loss stability
of 1H, 0.5H. At each loading stage, torque and angle of rotation of the free end of the sample.
Graphs built the dependence of the angle of rotation on the torque. Stability of samples lost in
elasticity. At the beginning of loading, on �lled with bulk �ller in samples, no rotation of sections
occurs due to obstacle forces friction of the aggregate. Iron powder increases the critical value of
torque by 20-30 %.

Keywords : stability, sample, critical load, experiment, deformation, torsion.
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ðàëëåëåïèïåäå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 1-ãî ðîäà è âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì âåùåñòâà, çà-
âèñÿùèì îò êîîðäèíàò òî÷åê ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîëó÷åíî â îáùåì âèäå ðåøåíèå, ñîäåðæà-
ùåå ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî íîâûõ òî÷íûõ
ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ïîêàçàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëó-
÷àÿ âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà ïåðåìåííîãî òîëüêî ïî îñè OZ. Ïðèâåäåí àíàëèç îñîáåííîñòåé
äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ â ïàðàëëåëåïèïåäå ñ óêàçàííûì âíóòðåííåì èñòî÷íèêîì. Ïîëó÷åíî,
÷òî êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â öåíòðå ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà ñóììå ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â åãî âåðøèíàõ è àìïëèòóäû âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà óìíî-
æåííîãî íà âåëè÷èíó c2

�
� 2 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà : àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî÷íîå ðåøåíèå, äèôôóçèîííûå ïîòîêè, ïåðå-
ìåííûé âíóòðåííèé èñòî÷íèê, ïàðàëëåëåïèïåä, áûñòðûå ðàçëîæåíèÿ.
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Ââåäåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ äèôôóçèè ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Â [1] íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè ðàññìîòðåí ìåòîä êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, êàê ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Â [2] ðàññìîòðåíû
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âîïðîñû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîãî ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà ðåøå-
íèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ êëàññè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà Ð.Ï. Ôåäîðåíêî äëÿ
êðàåâûõ çàäà÷ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, âêëþ÷àÿ âûðîæäåííóþ çàäà÷ó Íåé-
ìàíà. Àëãîðèòì ýôôåêòèâåí äëÿ ðåøåíèÿ àíèçîòðîïíûõ çàäà÷, òèïè÷íûõ â ïðèëîæå-
íèÿõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ äèôôóçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè, äèíàìèêè æèäêî-
ñòè. Â ðàáîòå [3] ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ Ò-ýëåìåíòàìè äëÿ ðåøå-
íèÿ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà è Ïóàññîíà. Àâòîðû èñïîëüçó-
þò ðàçðûâíûå áàçèñíûå ôóíêöèè âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè èç ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â [4] ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ ïàðàëëåëü-
íûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè â Rn . Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ, ÿäðà
êîòîðûõ íàéäåíû â êîíå÷íîì âèäå. Â [5] ðåøåíèå çàäà÷è îá èçãèáå óïðóãîäèôôóçè-
îííîé êîíñîëüíî-çàêðåïëåííîé áàëêè Áåðíóëëè-Ýéëåðà ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ãðèíà, äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ðàçëîæåíèå â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå. Òàêæå ñðåäè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä êîëëîêàöèé [6], ìåòîä êâàäðàòóðíûõ ýëåìåíòîâ [7],
ìîäèôèöèðîâàííûé êóáè÷åñêèé B-ñïëàéí äèôôåðåíöèàëüíî-êâàäðàòóðíûé ìåòîä [8]
è ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âåéâëåòîâ Õààðà [9].

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàíû áûñòðûå ðàçëîæåíèÿ [10], ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷àòü íå òîëüêî íîâûå ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ [11�
13], íî è íîâûå òî÷íûå [14]. Ïðèìåíåíèå áûñòðûõ ðàçëîæåíèé [10] ïîçâîëèò ïîëó÷èòü
â îáùåì âèäå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è î äèôôóçèè â ïàðàëëåëåïèïåäå ñ ïåðåìåííûì
âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùåå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ è
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîäåðæèò ìíîãî ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ,
êîòîðûìè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü øèðîêèé êðóã èíæåíåðíûõ çàäà÷. Â ñòàòüå áóäåò
ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà ïåðåìåííîãî
ïî îñè OZ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèôôóçèè â ïàðàëëåëåïèïåäå 
 =
= f (x; y; z) 2 R; 0 � x � a ; 0 � y � b; 0 � z � cg. Äëÿ íåèçâåñòíîé êîíöåíòðàöèè
C (x; y; z) çàïèøåì óðàâíåíèå äèôôóçèè â ôîðìå Ïóàññîíà, êàê äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì x; y; z ñ çàäàííûì
âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì âåùåñòâà F (x; y; z):

@2C
@x2

+
@2C
@y2

+
@2C
@z2

+ F (x; y; z) = 0 : (1)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êàæäîé ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà èìåþò âèä

Cjx=0 = f 1 (y; z) ; Cjy=0 = f 2 (x; z) ; Cjz=0 = f 3 (x; y) ;
Cjx= a = f 4 (y; z) ; Cjy= b = f 5 (x; z) ; Cjz= c = f 6 (x; y) :

(2)

Ôóíêöèè f 1 � f 6 â (2) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, òàê êàê êîí-
öåíòðàöèÿ C (x; y; z), íàïðèìåð, ïðè ïîäõîäå ê ðåáðó (x = 0 ; z = 0) ïî äâóì ñìåæíûì
ãðàíÿì äîëæíà ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Âûïîëíÿÿ ïîäîáíûå óñëîâèÿ íà âñåõ
ðåáðàõ ïàðàëëåëåïèïåäà, áóäåì èìåòü 12 ôóíêöèîíàëüíûõ ðàâåíñòâ
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f 1(0; z) = f 2(0; z); f 1(b; z) = f 5(0; z); f 2(a; z) = f 4(0; z);
f 4(b; z) = f 5(a; z); f 2(x; 0) = f 3(x; 0) f 2(x; c) = f 6(x; 0);
f 5(x; 0) = f 3(x; b); f 5(x; c) = f 6(x; b); f 1(y; 0) = f 3(0; y);
f 1(y; c) = f 6(0; y); f 4(y; 0) = f 3(a; y); f 4(y; c) = f 6(a; y):

(3)

Èç óñëîâèé íåçàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè C (x; y; z) îò íàïðàâëåíèÿ ïîäõîäà ê âåð-
øèíàì ïàðàëëåëåïèïåäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

f 1(0; 0) = f 2(0; 0) = f 3(0; 0); f 1(b;0) = f 3(0; b) = f 5(0; 0);
f 1(0; c) = f 2(0; c) = f 6(0; 0); f 2(a; 0) = f 3(a; 0) = f 4(0; 0);
f 2(a; c) = f 4(0; c) = f 6(a; 0); f 1(b; c) = f 5(0; c) = f 6(0; b);
f 3(a; b) = f 4(b;0) = f 5(a; 0); f 4(b; c) = f 5(a; c) = f 6(a; b):

(4)

Ðàâåíñòâà (3) è (4) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1) â âåðøèíàõ ïàðàëëåëåïèïåäà:

Cxx (0; 0; 0) + Cyy (0; 0; 0) + Czz(0; 0; 0) + F (0; 0; 0) = 0 ;
Cxx ( a; 0; 0) + Cyy ( a; 0; 0) + Czz(a; 0; 0) + F ( a; 0; 0) = 0 ;
Cxx (0; b;0) + Cyy (0; b;0) + Czz(0; b;0) + F (0; b;0) = 0 ;
Cxx (0; 0; c) + Cyy (0; 0; c) + Czz(0; 0; c) + F (0; 0; c) = 0 ;
Cxx (a; b;0) + Cyy (a; b;0) + Czz(a; b;0) + F (a; b;0) = 0 ;
Cxx (a; 0; c) + Cyy (a; 0; c) + Czz(a; 0; c) + F (a; 0; c) = 0 ;
Cxx (0; b; c) + Cyy (0; b; c) + Czz(0; b; c) + F (0; b; c) = 0 ;
Cxx (a; b; c) + Cyy (a; b; c) + Czz(a; b; c) + F (a; b; c) = 0 :

(5)

Åñëè æå óñëîâèÿ (3) è (4) íå âûïîëíÿòü, òî êîíöåíòðàöèÿ C (x; y; z) áóäåò òåðïåòü
ðàçðûâ íà ðåáðàõ è â âåðøèíàõ ïàðàëëåëåïèïåäà, ÷òî ôèçè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâî. Åñ-
ëè æå íå âûïîëíÿòü ðàâåíñòâà (5), òî áóäåò íàðóøàòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â
âåðøèíàõ ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà C (x; y; z)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòü ïîëèíîìîâ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå âîç-
íèêàþò â òåîðèè áûñòðûõ ðàçëîæåíèé. Ýòèõ ôóíêöèé áóäåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷-
íî óäîâëåòâîðèòü è äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) è
óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèé (3)-(5). Ïðåäïîëàãàåìîå òî÷íîå ðåøåíèå çàïèøåì ñëåäóþùèì
êîíå÷íûì âûðàæåíèåì

C (x; y; z) =
2P

i =1
A i (y; z) Pi (x) + A3 (y; z) sin

�x
a

+ A4 (y; z) sin
2�x

a
; 0 � x � a;

A i (y; z) =
2P

j =1
A i ;j (z)Pj (y) + A i ; 3(z) sin

�y
b

+ A i; 4(z) sin
2�y

b
;

i = 1 � 4; 0 � y � b;

A i;j (z) =
2P

k=1
A i ;j;k Pk (z) + A i ;j; 3 sin

�z
c

+ A i;j; 4 sin
2�z

c
; j = 1 � 4; 0 � z � c;

P1 (x) = 1 �
x
a

; P2 (x) =
x
a

; P1 (y) = 1 �
y
b

; P2 (y) =
y
b

;

P1 (z) = 1 �
z
c

; P2 (z) =
z
c

:

(6)
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Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

sin
�x
a

= P3 (x) ; sin
2�x

a
= P4 (x) ; sin

�y
b

= P3 (y) ;

sin
2�y

b
= P4 (y) ; sin

�z
c

= P3 (z) ; sin
2�z

c
= P4 (z) :

Òîãäà çàâèñèìîñòü C (x; y; z) èç (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü áîëåå êðàòêî

C (x; y; z) =
4P

i =1

 
4P

j =1

�
4P

k=1
A i ;j;k Pk (z)

�
Pj (y)

!

Pi (x) ;

0 � x � a; 0 � y � b; 0 � z � c:

(7)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ C (x; y; z) ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîíå÷íîé òðîéíîé
ñóììû, ñîäåðæàùåé 64 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà

A i ;j;k ; i = 1 � 4; j = 1 � 4; k = 1 � 4: (8)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âíóòðåííèé èñòî÷íèê âåùåñòâà F (x; y; z) ïðåäñòà-
âèì êîíå÷íîé ñóììîé ïî àíàëîãèè ñ çàâèñèìîñòüþ (7):

F (x; y; z) =
4P

i =1

 
4P

j =1

�
4P

k=1
Fi ;j;k Pk (z)

�
Pj (y)

!

Pi (x) ;

0 � x � a; 0 � y � b; 0 � z � c:

(9)

Âñå êîýôôèöèåíòû Fi ;j;k â (9) äëÿ èñòî÷íèêà ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè.
Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2) ôóíêöèè f 1 (y; z) ; f 2 (x; z) ; f 3 (x; y) ; f 4 (y; z) ;
f 5 (x; z) ; f 6 (x; y) çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

f 1 (y; z) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 1; j;k Pk (z)

�
Pj (y)

f 2 (x; z) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 2; j;k Pk (z)

�
Pj (x) ;

f 3 (x; y) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 3; j;k Pk (y)

�
Pj (x)

f 4 (y; z) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 4; j;k Pk (z)

�
Pj (y) ;

f 5 (x; z) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 5; j;k Pk (z)

�
Pj (x)

f 6 (x; y) =
4P

j =1

�
4P

k=1
f 6; j;k Pk (y)

�
Pj (x) :

(10)

Çäåñüf i ;j;k ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè.
Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å: òðåáóåòñÿ íàéòè ãëàäêîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1) ñ çàäàííûì âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì (9), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(2) è óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèé (3)-(5).

Êîýôôèöèåíòû A i ;j;k èç (8), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è, ñ÷èòàåì ïîêà
íåèçâåñòíûìè. Èõ íàäî íàéòè ïðè ïîìîùè òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
(2), óñëîâèé ñîãëàñîâàíèé (3)-(5) è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
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Ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåìóþ çàâèñèìîñòü (7) ïîäñòàâèì â óñëîâèÿ ñîãëàñî-
âàíèé (3), (4) è (5):

f 1;1;1 = f 2;1;1 = f 3;1;1; f 1;1;2 = f 2;1;2 = f 6;1;1;
f 1;2;1 = f 5;1;1 = f 3;1;2; f 1;2;2 = f 5;1;2 = f 6;1;2;
f 2;2;1 = f 4;1;1 = f 3;2;1; f 2;2;2 = f 4;1;2 = f 6;2;1;
f 4;2;1 = f 5;2;1 = f 3;2;2; f 4;2;2 = f 5;2;2 = f 6;2;2;

(11)

f 1;1;3 = f 2;1;3; f 1;1;4 = f 2;1;4; f 1;2;3 = f 5;1;3; f 1;2;4 = f 5;1;4;
f 1;3;1 = f 3;1;3; f 1;3;2 = f 6;1;3; f 1;4;1 = f 3;1;4; f 1;4;2 = f 6;1;4;
f 2;2;3 = f 4;1;3; f 2;2;4 = f 4;1;4; f 4;2;3 = f 5;2;3; f 4;2;4 = f 5;2;4;
f 4;3;1 = f 3;2;3; f 4;3;2 = f 6;2;3; f 4;4;1 = f 3;2;4; f 4;4;2 = f 6;2;4;
f 2;3;1 = f 3;3;1; f 2;3;2 = f 6;3;1; f 5;3;1 = f 3;3;2; f 5;3;2 = f 6;3;2;
f 2;4;1 = f 3;4;1; f 2;4;2 = f 6;4;1; f 5;4;1 = f 3;4;2; f 5;4;2 = f 6;4;2:

(12)

F1;1;1 = F1;1;2 = F1;2;1 = F1;2;2 = F2;1;1 = F2;1;2 = F2;2;1 = F2;2;2 = 0 : (13)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ôîðìå (7) â ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (2) è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì ôóíêöèîíàëüíóþ ñèñòåìó, êî-
òîðóþ ñâåäåì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ñëåâà è ñïðàâà ïåðåä ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè

P1 (x) � P4 (x) ; P1 (y) � P4 (y) ; P1 (z) � P4 (z) :

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò ñîñòîÿòü èç 160 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Ñèñòåìà S áóäåò ïåðåîïðåäåëåííîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
íåèçâåñòíûõ A i ;j;k èç (8) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 64 íåçàâèñèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé èç S. Îñòàëüíûå 96 óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, 48 èç êî-
òîðûõ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèé (3)-(5), îñòàâøèåñÿ 48
óðàâíåíèé èñïîëüçóåì äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè f i ;j;k è Fi ;j;k ,
i = 1 � 4; j = 1 � 4; k = 1 � 4:

Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A i; j;k , îïðåäåëÿþùèå òî÷-
íîå ðåøåíèå:

A1;j;k = f 1;j;k ; j = 1 � 4; k = 1 � 4;
A2;1;k = f 2;2;k ; k = 1 � 4;
A2;j;k = f 4;j;k ; j = 2 ; 3; 4; k = 1 � 4;
A3;1;k = f 2;3;k ; A3;2;k = f 5;3;k ; k = 1 � 4;

A3;3;1 = f 3;3;3; A3;3;2 = f 6;3;3; A3;3;3 = F3;3;3

� �
� 2

a2 +
� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

A3;3;4 = F3;3;4

� �
� 2

a2 +
� 2

b2 +
4� 2

c2

�
;

A3;4;1 = f 3;3;4; A3;4;2 = f 6;3;4;

A3;4;3 = F3;4;3

� �
� 2

a2 +
4� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

A3;4;4 = F3;4;4

� �
� 2

a2 +
4� 2

b2 +
4� 2

c2

�
;
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A4;1;k = f 2;4;k ; A4;2;k = f 5;4;k ; k = 1 � 4;
A4;3;1 = f 3;4;3; A4;3;2 = f 6;4;3;

A4;3;3 = F4;3;3

� �
4� 2

a2 +
� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

A4;3;4 = F4;3;4

� �
4� 2

a2 +
� 2

b2 +
4� 2

c2

�
;

A4;4;1 = f 3;4;4; A4;4;2 = f 6;4;4;

A4;4;3 = F4;4;3

� �
4� 2

a2 +
4� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

A4;4;4 = F4;4;4

� �
4� 2

a2 +
4� 2

b2 +
4� 2

c2

�
:

(14)

Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû (14) â âûðàæåíèå (7), áóäåì èìåòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è. Äàííîå ðåøåíèå èìååò ìåñòî, êîãäà âûïîëíåíû àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíî-
øåíèå (11)-(13) è äîïîëíèòåëüíûå ðàâåíñòâà:

f 1;j; 3 =
c2

� 2 F1;j; 3; j = 1 ; 2; f 1;j; 4 =
c2

4� 2 F1;j; 4; j = 1 ; 2;

f 1;3;k =
b2

� 2 F1;3;k ; k = 1 ; 2; f 1;3;3 = F1;3;3

� �
� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

f 1;3;4 = F1;3;4

� �
� 2

b2 +
4� 2

c2

�
; f 1;4;k =

b2

4� 2 F1;4;k ; k = 1 ; 2;

f 1;4;3 = F1;4;3

� �
4� 2

b2 +
� 2

c2

�
; f 1;4;4 = F1;4;4

� �
4� 2

b2 +
4� 2

c2

�
;

f 2;2;3 =
c2

� 2 F2;1;3; f 2;2;4 =
c2

4� 2 F2;1;4; f 4;2;3 =
c2

� 2 F2;2;3; f 4;2;4 =
c2

4� 2 F2;2;4;

f 4;3;k =
b2

� 2 F2;3;k ; k = 1 ; 2; f 4;3;3 = F2;3;3

� �
� 2

b2 +
� 2

c2

�
;

f 4;3;4 = F2;3;4

� �
� 2

b2 +
4� 2

c2

�
; f 4;4;k =

b2

4� 2 F2;4;k ; k = 1 ; 2;

f 4;4;3 = F2;4;3

� �
4� 2

b2 +
� 2

c2

�
; f 4;4;4 = F2;4;4

� �
4� 2

b2 +
4� 2

c2

�
;

f 2;3;k =
a2

� 2 F3;1;k ; k = 1 ; 2; f 2;3;3 = F3;1;3

� �
� 2

a2 +
� 2

c2

�
;

f 2;3;4 = F3;1;4

� �
� 2

a2 +
4� 2

c2

�
; f 5;3;k =

a2

� 2 F3;2;k ; k = 1 ; 2;

f 5;3;3 = F3;2;3

� �
� 2

a2 +
� 2

c2

�
; f 5;3;4 = F3;2;4

� �
� 2

a2 +
4� 2

c2

�
;

f 3;3;3 = F3;3;1

� �
� 2

a2 +
� 2

b2

�
; f 6;3;3 = F3;3;2

� �
� 2

a2 +
� 2

b2

�
;

f 3;3;4 = F3;4;1

� �
� 2

a2 +
4� 2

b2

�
; f 6;3;4 = F3;4;2

� �
� 2

a2 +
4� 2

b2

�
;

f 2;4;k =
a2

4� 2 F4;1;k ; k = 1 ; 2; f 2;4;3 = F4;1;3

� �
4� 2

a2 +
� 2

c2

�
;
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f 2;4;4 = F4;1;4

� �
4� 2

a2 +
4� 2

c2

�
; f 5;4;k =

a2

4� 2 F4;2;k ; k = 1 ; 2;

f 5;4;3 = F4;2;3

� �
4� 2

a2 +
� 2

c2

�
; f 5;4;4 = F4;2;4

� �
4� 2

a2 +
4� 2

c2

�
;

f 3;4;3 = F4;3;1

� �
4� 2

a2 +
� 2

b2

�
; f 6;4;3 = F4;3;2

� �
4� 2

a2 +
� 2

b2

�
;

f 3;4;4 = F4;4;1

� �
4� 2

a2 +
4� 2

b2

�
; f 6;4;4 = F4;4;2

� �
4� 2

a2 +
4� 2

b2

�
:

(15)

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è åãî àíàëèç. Çàäàäèì âíóòðåí-
íèé èñòî÷íèê, äåéñòâóþùèé â ïàðàëëåëåïèïåäå, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèìåì â (9)
F3 (y; z) = F4 (y; z) = 0 , òîãäà èñòî÷íèê áóäåò èìåòü âèä

F (x; y; z) = F1 (y; z) P1 (x) + F2 (y; z) P2 (x) : (16)

Â ôóíêöèÿõ F1 (y; z) è F2 (y; z) èç (16) ïîëîæèì F1 ;3(z) = F1 ;4(z) = F2 ;3(z) =
F2 ;4(z) = 0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F1 (y; z) = F1 ;1(z)P1 (y) + F1 ;2(z)P2 (y)

F2 (y; z) = F2 ;1(z)P1 (y) + F2 ;2(z)P2 (y) :

Â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé F1 ;1(z), F1 ;2(z), F2 ;1(z), F2 ;2(z) çàäàäèì F1;1; 4 = F1;2; 4 =
F2;1; 4 = F2;2; 4 = 0 è, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (13), óêàçàííûå ôóíêöèè ïðèìóò âèä

F1;1 (z) = F1 ;1;3 sin �
z
c

; F1;2 (z) = F1 ;2;3 sin �
z
c

;

F2;1 (z) = F2 ;1;3 sin �
z
c

; F2;2 (z) = F2 ;2;3 sin �
z
c

:

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ â (6), îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì

F (x; y; z) =
h
F1 ;1;3

�
1 �

y
b

�
sin �

z
c

+ F1 ;2;3
y
b

sin �
z
c

i �
1 �

x
a

�
+

+
h
F2 ;1;3

�
1 �

y
b

�
sin �

z
c

+ F2 ;2;3
y
b

sin �
z
c

i x
a

:
(17)

Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ F1 ;1;3 = F1 ;2;3 = F2 ;1;3 = F2 ;2;3 = Q âíóòðåííèé èñòî÷-
íèê â (17) áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàòû z è íå áóäåò çàâèñåòü îòõ è ó:

F (x; y; z) = Q sin �
z
c

: (18)

Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ èñòî÷íèêà (18).
Ïóñòü â ðàâåíñòâàõ (10) íåêîòîðûå ôóíêöèè ðàâíû íóëþ

f 1; j (z) = f 2; j (z) = f 3; j (y) = f 4; j (z) = f 5; j (z) = f 6; j (y) = 0 ; j = 3; 4;

à òàêæå ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû

f 1; 1;4 = f 1; 2;4 = f 2; 1;4 = f 2; 2;4 = f 3; 1;4 = f 3; 2;4 =

= f 4; 1;4 = f 4; 2;4 = f 5; 1;4 = f 5; 2;4 = f 6; 1;4 = f 6; 2;4 = 0 :
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Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (11), (12), (15) è îáîçíà÷å-
íèé

f 1;1;1 = f 2;1;1 = f 3;1;1 = C1; f 1;1;2 = f 2;1;2 = f 6;1;1 = C2;

f 1;1;3 = f 2;1;3 =
c2

� 2 Q; f 1;2;1 = f 5;1;1 = f 3;1;2 = C3;

f 1;2;2 = f 5;1;2 = f 6;1;2 = C4; f 1;2;3 = f 5;1;3 =
c2

� 2 Q;

f 2;2;1 = f 4;1;1 = f 3;2;1 = C5; f 2;2;2 = f 4;1;2 = f 6;2;1 = C6;

f 2;2;3 = f 4;1;3 =
c2

� 2 Q; f 4;2;1 = f 5;2;1 = f 3;2;2 = C7;

f 4;2;2 = f 5;2;2 = f 6;2;2 = C8; f 4;2;3 = f 5;2;3 =
c2

� 2 Q;

(19)

ïðèìóò âèä

Cjx=0 =
�

C1

�
1 �

z
c

�
+ C2

z
c

� �
1 �

y
b

�
+

�
C3

�
1 �

z
c

�
+ C4

z
c

� y
b

+

+
c2

� 2 Q sin �
z
c

;

Cjy=0 =
�

C1

�
1 �

z
c

�
+ C2

z
c

� �
1 �

x
a

�
+

�
C5

�
1 �

z
c

�
+ C6

z
c

� x
a

+

+
c2

� 2 Q sin �
z
c

;

Cjz=0 =
�

C1

�
1 �

y
b

�
+ C3

y
b

� �
1 �

x
a

�
+

�
C5

�
1 �

y
b

�
+ C7

y
b

� x
a

;

Cjx= a =
�

C5

�
1 �

z
c

�
+ C6

z
c

� �
1 �

y
b

�
+

�
C7

�
1 �

z
c

�
+ C8

z
c

� y
b

+

+
c2

� 2 Q sin �
z
c

;

Cjy= b =
�

C3

�
1 �

z
c

�
+ C4

z
c

� �
1 �

x
a

�
+

�
C7

�
1 �

z
c

�
+ C8

z
c

� x
a

+

+
c2

� 2 Q sin �
z
c

;

Cjz= c =
�

C2

�
1 �

y
b

�
+ C4

y
b

� �
1 �

x
a

�
+

�
C6

�
1 �

y
b

�
+ C8

y
b

� x
a

:

(20)

Ïîäñòàâëÿÿ â (14) êîýôôèöèåíòû èç (19) è, ó÷èòûâàÿ ïðèíÿòûå ðàâíûìè íóëþ
êîýôôèöèåíòû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà, ïîëó÷èì

A1;1;1 = C1; A1;1;2 = C2; A1;1;3 =
c2

� 2 Q; A1;2;1 = C3; A1;2;2 = C4;

A1;2;3 =
c2

� 2 Q; A2;1;1 = C5; A2;1;2 = C6; A2;1;3 =
c2

� 2 Q; A2;2;1 = C7;

A2;2;2 = C8; A2;2;3 =
c2

� 2 Q:

Ïîñëå óïðîùåíèé òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèÿì (20),
ñ âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì (18) ïðèíèìàåò âèä

C (x; y; z) =
h�

C1

�
1 �

z
c

�
+ C2

z
c

� �
1 �

y
b

�
+

�
C3

�
1 �

z
c

�
+ C4

z
c

� y
b

i
�

�
�

1 �
x
a

�
+

h�
C5

�
1 �

z
c

�
+ C6

z
c

� �
1 �

y
b

�
+

+
�

C7

�
1 �

z
c

�
+ C8

z
c

� y
b

i x
a

+
c2

� 2 Q sin �
z
c

:

(21)

Ïî ôîðìóëå (21) ìîæíî âû÷èñëèòü êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà C (x; y; z) â ëþáîé òî÷êå
ïàðàëëåëåïèïåäà. Â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàâëÿÿ â (21) x = a/2 , y = b/2 è z = c/2 , âû÷èñëèì
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Ðèñ. 1. Ïàðàëëåëåïèïåä

çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè â öåíòðå òåëà

C
�

a
2

;
b
2

;
c
2

�
=

c2

� 2 Q +
C1 + C2 + C3 + C4 + C5 + C6 + C7 + C8

8
: (22)

Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â öåíòðå ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà ñóììå
ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â åãî âåðøèíàõ (ðèñ. 1) è
àìïëèòóäû Q âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà óìíîæåííîãî íà âåëè÷èíó c2

�
� 2.

Âû÷èñëèì äèôôóçèîííûå ïîòîêè âåùåñòâà ïî ôîðìóëàì [15]

qx (x; y; z) = � D
@C(x; y; z)

@x
; qy (x; y; z) = � D

@C(x; y; z)
@y

;

qz (x; y; z) = � D
@C(x; y; z)

@z
:

(23)

ãäåD � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Ïîäñòàâëÿÿ â (23) òî÷íîå ðåøåíèå (21), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü

qx (x; y; z) = �
D
a

(� (C1 � C5) +
z
c

((C1 � C5) � (C2 � C6)) +

+
y
b

((C1 � C5) � (C3 � C7)) +

+
z
c

y
b

((C2 � C6) � (C1 � C5) + ( C3 � C7) � (C4 � C8))) ;

(24)

qy (x; y; z) = �
D
b

(� (C1 � C3) +
z
c

((C1 � C3) � (C2 � C4)) +

+
x
a

((C1 � C3) � (C5 � C7)) +

+
z
c

x
a

((C2 � C4) � (C1 � C3) + ( C5 � C7) � (C6 � C8))) ;

(25)

qz (x; y; z) = �
D
c

�
c2

�
Q cos�

z
c

� (C1 � C2) +
y
b

((C1 � C2) � (C3 � C4)) +

+
x
a

((C1 � C2) � (C5 � C6)) +

+
y
b

x
a

(� (C1 � C2) + ( C3 � C4) + ( C5 � C6) � (C7 � C8))) :

(26)

Èç (24)-(26) âèäíî, ÷òî ïîòîêè qx (x; y; z) è qy (x; y; z) íå çàâèñÿò îò àìïëèòóäû
âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà Q, à çàâèñÿò òîëüêî îò êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â âåðøèíàõ
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ïàðàëëåëåïèïåäà (ðèñ. 1). Âåëè÷èíû ïîòîêîâ qx (x; y; z) è qy (x; y; z) îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçìåðàì ïàðàëëåëåïèïåäà a è b. Íà
ïîòîê qz (x; y; z) âëèÿþò è êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà â âåðøèíàõ, è àìïëèòóäà âíóòðåí-
íåãî èñòî÷íèêà, ïðè÷åì âêëàä ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî âíóòðåííèé èñòî÷íèê, òåì
áîëüøå ÷åì áîëüøå âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà c.

Â ôîðìóëàõ (24)-(26) êîíöåíòðàöèè Ci ; i = 1 ::8 ñãðóïïèðîâàíû òàê, ÷òîáû âûäå-
ëèòü ðàçíîñòü êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â âåðøèíàõ íà äàííîì ðåáðå ïàðàëëåëåïèïåäà
(ðèñ. 1). Òàêèì îáðàçîì, èç (24)-(26) âèäíî, ÷òî â îïèñàíèè ïîòîêà qx (x; y; z) ïðè-
ñóòñòâóþò ðàçíîñòè êîíöåíòðàöèé â âåðøèíàõ íà ðåáðàõ êîëëèíåàðíûõ òîëüêî îñè
OX (ôîðìóëà (24)). Äëÿ îïèñàíèÿ qy (x; y; z) ó÷èòûâàþòñÿ ðàçíîñòè êîíöåíòðàöèé
â âåðøèíàõ íà ðåáðàõ êîëëèíåàðíûõ òîëüêî îñè OY (ôîðìóëà (25)), à â ôîðìóëå
(26) â çàïèñè qz (x; y; z) ïðèñóòñòâóþò ðàçíîñòè êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â âåðøèíàõ
íà ðåáðàõ êîëëèíåàðíûõ òîëüêî îñè OZ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçíîñòè êîíöåíòðàöèé â âåðøèíàõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåáðàõ

� C2;6 = C2 � C6; � C1;5 = C1 � C5; � C3;7 = C3 � C7; � C4;8 = C4 � C8; (27)

� C2;4 = C2 � C4; � C1;3 = C1 � C3; � C5;7 = C5 � C7; � C6;8 = C6 � C8; (28)
� C3;4 = C3 � C4; � C1;2 = C1 � C2; � C5;6 = C5 � C6; � C7;8 = C7 � C8: (29)

Îïèñàíèå ïîòîêîâ qx (x; y; z), qy (x; y; z) è qz (x; y; z) ôîðìóëàìè (24)-(26) ïîêàçû-
âàåò, ÷òî âîçìîæíû ñëó÷àè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé qx (x; y; z), qy (x; y; z) è
qz (x; y; z) â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñêîëüêî áóäåò îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé ðàçíîñòè êîí-
öåíòðàöèé � Ci;j ; i = 1 :::7; j = 2 :::8 â ôîðìóëàõ (27)-(29).

Åñëè â ðàâåíñòâàõ (27)-(29) âñå� Ci;j ; i = 1 :::7; j = 2 :::8 îäèíàêîâûå, ò.å.

� C2;6 = � C1;5 = � C3;7 = � C4;8; � C2;4 = � C1;3 = � C5;7 = � C6;8;
� C3;4 = � C1;2 = � C5;6 = � C7;8;

(30)

òî áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ âåùåñòâà

qx (x; y; z) =
D
a

� C1;5; qy (x; y; z) =
D
b

� C1;3;

qz (x; y; z) =
D
c

� C1;2 � D
c
�

Q cos�
z
c

: (31)

Èç (31) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (30) ïîòîêè qx (x; y; z) è qy (x; y; z)
áóäóò ïîñòîÿííûìè, à qz (x; y; z) ïåðåìåíåí òîëüêî ïî îñè OZ.

Åñëè â ðàâåíñòâàõ (27)-(29) òðè çíà÷åíèÿ èç ÷åòûðåõ� Ci;j ; i = 1 :::7; j = 2 :::8
îäèíàêîâûå, íàïðèìåð

� C2;6 = � C1;5 = � C3;7 6= � C4;8; (32)

� C2;4 = � C1;3 = � C5;7 6= � C6;8; (33)
� C3;4 = � C1;2 = � C5;6 6= � C7;8; (34)

òî ïîòîêè âåùåñòâà îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

qx (x; y; z) =
D
a

� C1;5 �
D
a

z
c

y
b

(� C3;7 � � C4;8) ;

qy (x; y; z) =
D
b

� C1;3 �
D
b

z
c

x
a

(� C5;7 � � C6;8) ;

qz (x; y; z) =
D
c

� C1;2 � D
c
�

Q cos�
z
c

�
D
c

y
b

x
a

(� C5;6 � � C7;8) : (35)
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Åñëè æå â (27)-(29) òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ èç ÷åòûðåõ � Ci;j ; i = 1 :::7; j = 2 :::8 ðàâíû
äðóã äðóãó, íàïðèìåð

� C2;6 = � C1;5 6= � C3;7 6= � C4;8; (36)

� C2;4 = � C1;3 6= � C5;7 6= � C6;8; (37)

� C3;4 = � C1;2 6= � C5;6 6= � C7;8; (38)
òî ïîòîêè âåùåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

qx (x; y; z) =
D
a

�
� C1;5 �

y
b

(� C1;5 � � C3;7) �
z
c

y
b

(� C3;7 � � C4;8)
�

;

qy (x; y; z) =
D
b

�
� C1;3 �

x
a

(� C1;3 � � C5;7) �
z
c

x
a

(� C5;7 � � C6;8)
�

;

qz (x; y; z) =
D
c

�
� C1;2 �

x
a

(� C1;2 � � C5;6) �
y
b

x
a

(� C5;6 � � C7;8)
�

�

� D
c
�

Q cos�
z
c

:

(39)

Ïðè âñåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ � Ci;j ; i = 1 :::7; j = 2 :::8 â (27)-(29) ïîòîêè
qx (x; y; z), qy (x; y; z) è qz (x; y; z) áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì (24)-(26).

Ïîêàæåì âèä ðàñïðåäåëåíèé äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ âåùåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñëó÷àÿì, êîãäà â ðàâåíñòâàõ (27) è (28) áóäóò îäèíàêîâû ïî äâà çíà÷åíèÿ � Ci;j èç
÷åòûðåõ, à â (29) � òðè çíà÷åíèÿ � Ci;j èç ÷åòûðåõ. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âûïîëíèìà,
íàïðèìåð, ïðè äàííûõ

C1 = 1 ; C2 = 2 ; C3 = 3 ; C4 = 4 ; C5 = 6 ; C6 = 7 ; C7 = 14; C8 = 11;
Q = 5 ; a = 1 ì ; b = 2 ì ; c = 3 ì ; D = 4 � 10� 6ì 2

�
c:

(40)

à) á) â)

Ðèñ. 2. Ïîòîêè âåùåñòâà â ïàðàëëåëåïèïåäå: à) qx (x; y; z), á) qy (x; y; z), â) qz (x; y; z) â
ñå÷åíèè z = c/2

Äëÿ çíà÷åíèé (40) íà ðèñ. 2à èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå qx (x; y; z) äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (36). Íà ðèñ. 2á ïðåäñòàâëåí ïðîôèëü qy (x; y; z), ñîîòâåòñòâóþùèé
óñëîâèÿì (37), à íà ðèñ. 2â ïîêàçàí ãðàôèê qz (x; y; z) â ñå÷åíèèz = c/2 , ïîñòðîåííûé
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (34).

ÐàñïðåäåëåíèåC (x; y; z), ðàññ÷èòàííîå ïî ôîðìóëå (21), äëÿ ñëó÷àÿ (40) â ñå÷åíèÿõ
ïëîñêîñòÿìè x = a/2 , y = b/2 è z = c/2 ïîêàçàíî íà ðèñ. 3à, ðèñ. 3á è ðèñ. 3â
ñîîòâåòñòâåííî.




