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Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
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Ш.Т.Нгуен, Д.В. Христич

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ КВАДРАТИЧНОЙ МОДЕЛИ
УПРУГОГО АНИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Рассмотрена модель упругости второго порядка для ортотропного материала.
Проведенный анализ показывает, что квадратичная часть предложенной модели содержит
тринадцать упругих постоянных, из которых девять являются линейно независимыми. Пара-
метры модели определены по данным экспериментов с композитными пластинами. Модель
позволяет описывать наблюдаемые в экспериментах нелинейные зависимости между напря-
жениями и деформациями в процессах растяжения, сжатия и сдвига, а также разносопро-
тивляемость анизотропных материалов.

Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, анизотропные материалы, иден-
тификация, композиты.

DOI: 10.37972/chgpu.2021.49.3.001

УДК: 539.3

Введение. Многие материалы, такие как полимеры и полимерные композицион-
ные материалы, имеют ярко выраженное нелинейное поведение. Физическая нелиней-
ность материалов может быть обусловлена их неоднородностью и наличием исходных
дефектов, вызванных несовершенством технологий изготовления, и требует описания
взаимосвязей между напряжениями и деформациями на основе экспериментальных
данных на макроскопическом уровне, то есть без учёта особенностей строения. Об-
работка таких экспериментальных данных является одним из важнейших этапов по-
строения математических моделей деформирования современных анизотропных ма-
териалов.

В статье [1] предложена модель ламинированного композита в форме пластины,
изготовленной из нелинейно упругого анизотропного материала. Для описания меха-
нического поведения материала используются определяющие соотношения, постро-
енные в [2] и записанные в виде зависимостей деформаций от напряжений. Целью

© Нгуен Ш.Т., Христич Д.В., 2021
Нгуен Ши Тоан
e-mail: sytoantula@gmail.com,
аспирант, Тульский государственный университет, г. Тула, Россия.
Христич Дмитрий Викторович
e-mail: dmitrykhristich@rambler.ru,
доктор физико-математических наук, профессор, Тульский государственный университет, г.
Тула, Россия.

Поступила 01.10.2021
3



4 Ш. Т. НГУЕН, Д. В. ХРИСТИЧ

настоящей работы является определение материальных параметров, входящих в мо-
дель, на основании экспериментальных данных, известных из литературы [3,4].
Построение квадратичной модели материала. Для описания деформирован-

ного состояния используем тензор деформаций Коши–Грина """. Напряжённое состоя-
ние описывается тензором истинных напряжений S. Рассматриваемые ортотропные
материалы имеют три линейных инварианта тензора деформаций [5]

e0 =
1p
3

("11 + "22 + "33); e1 =
1p
6

(2"33 � "11 � "22); e2 =
1p
2

("11 � "22) (1)

и три квадратичных инварианта

s2
(1) = "2

12; s2
(2) = "2

23; s2
(3) = "2

31: (2)

Инварианты тензора напряжений определяются аналогично:

�0 =
1p
3

(S11 + S22 + S33); �1 =
1p
6

(2S33 � S11 � S22); �2 =
1p
2

(S11 � S22) (3)

и три квадратичных инварианта

t2(1) = S2
12; t2(2) = S2

23; t2(3) = S2
31: (4)

В работах [1, 6] был получен вариант определяющих соотношений для нелиней-
но упругого анизотропного материала на основе конкретизации потенциала Гиббса
для обратимых процессов изотермического деформирования таких материалов. Эти
соотношения для ортотропного материала могут быть представлены в форме связи
между инвариантами напряжений и деформаций (1)–(4) в виде:

e0 =
�
c00

0 + 3c00
1 �0

�
�0 +

�
c01

0 + 2c01
1 �0 + c01

1 �1

�
�1 +

�
c02

0 + 2c02
1 �0 + c02

1 �2

�
�2;

e1 =
�
c01

0 + 2c01
1 �1 + c01

1 �0

�
�0 +

�
c11

0 + 3c11
1 �1

�
�1 +

�
c12

0 + 2c12
1 �1 + c12

1 �2

�
�2;

e2 =
�
c02

0 + 2c01
1 �2 + c02

1 �0

�
�0 +

�
c12

0 + 2c12
1 �2 + c12

1 �1

�
�1 +

�
c22

0 + 3c22
1 �2

�
�2; (5)

s(1) = 2

�
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 t(1)

�
t(1); s(2) = 2

�
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 t(2)

�
t(2);

s(3) = 2

�
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 t(3)

�
t(3);

где c��0 , c��1 , D(
)
0 , D(
)

1 –– постоянные в выбранном базисе трёхмерного пространства
упругие параметры материала. Определяющие соотношения (5) являются моделью
упругости второго порядка для ортотропного материала и содержат 9 констант пер-
вого порядка и 9 констант второго порядка.

При малых деформациях эти соотношения представляют собой обобщённый закон
Гука:

e0 = c00
0 �0 + c01

0 �1 + c02
0 �2; e1 = c01

0 �0 + c11
0 �1 + c12

0 �2; e2 = c02
0 �0 + c12

0 �1 + c22
0 �2;

s(1) = 2D
(1)
0 t(1); s(2) = 2D

(2)
0 t(2); s(3) = 2D

(3)
0 t(3);

то есть константы c��0 , D(
)
0 образуют тензор упругих податливостей, обратный тен-

зору упругости материала.
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Для записи определяющих соотношений через компоненты тензоров деформаций
и напряжений в трёхмерном пространстве выразим эти компоненты через линейные
и квадратичные инварианты из соотношений (1), (3):

"11 =

p
3

3
e0 �

p
6

6
e1 +

p
2

2
e2; "22 =

p
3

3
e0 �

p
6

6
e1 �

p
2

2
e2; "33 =

p
3

3
e0 +

p
6

3
e1;

j"12j = s(1); j"23j = s(2); j"31j = s(3):

(6)

S11 =

p
3

3
�0 �

p
6

6
�1 +

p
2

2
�2; S22 =

p
3

3
�0 �

p
6

6
�1 �

p
2

2
�2; S33 =

p
3

3
�0 +

p
6

3
�1;

jS12j = t(1); jS23j = t(2); jS31j = t(3): (7)
Из выражений (5) с учётом (6), (7) получим связь между компонентами тензоров

деформаций и напряжений:

"11 = A1111S11 +A1122S22 +A1133S33+

+B1111S
2
11 +B1122S

2
22 +B1133S

2
33 +B1112S11S22 +B1113S11S33 +B1123S22S33;

"22 = A2211S11 +A2222S22 +A2233S33+

+B2211S
2
11 +B2222S

2
22 +B2233S

2
33 +B2212S11S22 +B2213S11S33 +B2223S22S33;

"33 = A3311S11 +A3322S22 +A3333S33+ (8)
+B3311S

2
11 +B3322S

2
22 +B3333S

2
33 +B3312S11S22 +B3313S11S33 +B3323S22S33;

"12 = 2

�
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 jS12j

�
S12; "23 = 2

�
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 jS23j

�
S23;

"31 = 2

�
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 jS31j

�
S31:

По данным, полученным в механических экспериментах с макрообразцами, удоб-
нее определять параметры Aiijk и Biijk, входящие в соотношения (8). Однако для
идентификации коэффициентов модели (5) требуется найти значения c��0 , c��1 . Коэф-
фициенты Aiijk и Biijk линейно связаны с константами c��0 , c��1 соответственно. Для
отыскания этих связей удовлетворим условиям существования потенциала Гиббса в
форме

@"11

@S22
=
@"22

@S11
;

@"11

@S33
=
@"33

@S11
;

@"22

@S33
=
@"33

@S22
: (9)

Найдем частные производные компонент тензора деформаций по компонентам тен-
зора напряжений:

@"11

@S22
= A1122 + 2B1122S22 +B1112S11 +B1123S33;

@"22

@S11
= A2211 + 2B2211S11 +B2212S22 +B2213S33;

@"11

@S33
= A1133 + 2B1133S33 +B1113S11 +B1123S22;
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@"33

@S11
= A3311 + 2B3311S11 +B3312S22 +B3313S33;

@"22

@S33
= A2233 + 2B2233S33 +B2213S11 +B2223S22;

@"33

@S22
= A3322 + 2B3322S22 +B3312S11 +B3323S33;

Подставляя полученные выражения в условия (9), придём к соотношениям между
параметрами модели:

A1122 = A2211; A1133 = A3311; A2233 = A3322;

B2212 = 2B1122; B1112 = 2B2211; B1123 = B2213; (10)
B3313 = 2B1133; B1113 = 2B3311; B1123 = B3312;

B3323 = 2B2233; B2223 = 2B3322; B2213 = B3312:

С учётом равенств (10) определяющие соотношения (8) принимают вид

"11 = A1111S11 +A1122S22 +A1133S33+

+B1111S
2
11 +B1122S

2
22 +B1133S

2
33 + 2B2211S11S22 + 2B3311S11S33 +B1123S22S33;

"22 = A1122S11 +A2222S22 +A2233S33+

+B2211S
2
11 +B2222S

2
22 +B2233S

2
33 + 2B1122S11S22 +B1123S11S33 + 2B3322S22S33;

"33 = A1133S11 +A2233S22 +A3333S33+ (11)
+B3311S

2
11 +B3322S

2
22 +B3333S

2
33 +B1123S11S22 + 2B1133S11S33 + 2B2233S22S33;

"12 = 2

�
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 jS12j

�
S12; "23 = 2

�
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 jS23j

�
S23;

"31 = 2

�
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 jS31j

�
S31:

Из выражений (10) и (5) с учётом выражений для инвариантов (6), (7) получим

A1111 =
c00

0

3
�
p

2c01
0

3
+

p
6c02

0

3
+
c11

0

6
�
p

3c12
0

3
+
c22

0

2
; A1122 =

c00
0

3
�
p

2c01
0

3
+
c11

0

6
� c22

0

2
;

A1133 =
c00

0

3
+

p
2c01

0

6
+

p
6c02

0

6
� c11

0

3
+

p
3c12

0

3
;

A2222 =
c00

0

3
�
p

2c01
0

3
�
p

6c02
0

3
+
c11

0

6
+

p
3c12

0

3
+
c22

0

2
;

A2233 =
c00

0

3
+

p
2c01

0

6
�
p

6c02
0

6
� c11

0

3
�
p

3c12
0

3
; A3333 =

c00
0

3
+

2
p

2c01
0

3
+

2c11
0

3
;

B1111 =

p
3

3
c00

1 +

p
3�
p

6

6
c01

1 +

p
2 +
p

3

2
c02

1 �
p

6

12
c11

1 +

p
2�
p

6

4
c12

1 +
3
p

2

4
c22

1 ;

B1122 =

p
3

3
c00

1 +

p
3�
p

6

6
c01

1 �
p

2 +
p

3

2
c02

1 �
p

6

12
c11

1 +

p
6�
p

2

12
c12

1 +
3
p

2

4
c22

1 ;

B1133 =

p
3

3
c00

1 +

p
6

6
c01

1 +

p
2

6
c02

1 �
p

6

3
c11

1 +

p
2

3
c12

1 ; (12)
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B1123 =
2
p

3

3
c00

1 �
p

3

3
c01

1 �
p

3

3
c02

1 +

p
6

3
c11

1 �
p

6

3
c12

1 ;

B2211 =

p
3

3
c00

1 +

p
3�
p

6

6
c01

1 +

p
2�
p

3

6
c02

1 �
p

6

12
c11

1 +

p
2 +
p

6

12
c12

1 �
3
p

2

4
c22

1 ;

B2222 =

p
3

3
c00

1 +

p
3�
p

6

6
c01

1 +

p
3�
p

2

2
c02

1 �
p

6

12
c11

1 �
p

2 +
p

6

4
c12

1 �
3
p

2

4
c22

1 ;

B2233 =

p
3

3
c00

1 +

p
6

6
c01

1 �
p

2

6
c02

1 �
p

6

3
c11

1 �
p

2

3
c12

1 ;

B3311 =

p
3

3
c00

1 �
p

3

6
c01

1 +
2
p

2 +
p

3

6
c02

1 +

p
6

6
c11

1 +

p
6� 2

p
2

6
c12

1 ;

B3322 =

p
3

3
c00

1 �
p

3

6
c01

1 +

p
3� 2

p
2

6
c02

1 +

p
6

6
c11

1 +
2
p

2 +
p

6

6
c12

1 ;

B3333 =

p
3

3
c00

1 +

p
6 + 2

p
3

3
c01

1 +
2
p

6

3
c11

1 :

В квадратичной части определяющих соотношений 10 коэффициентов Biijk линей-
но выражаются через 6 параметров c��1 , поэтому линейно независимыми являются 6
констант Biijk. В качестве независимых параметров выберем следующие: B1111, B1122,
B1133, B2211, B2222, B3311. Остальные 4 из 10 параметров B1123, B2233, B3322, B3333 ли-
нейно выражаются через них:

B1123 =
255
p

2 + 206
p

3� 145
p

6� 360

2
�
26
p

6� 37
p

3� 45
p

2 + 63
� B1111+

+
18965

p
6� 24302

p
3� 29791

p
2 + 46540

7256
p

6� 7918
p

3� 9694
p

2 + 17746
B1122+

+
16
p

6� 29
p

3� 36
p

2 + 39

2
�
3
p

2 + 3
p

3 +
p

6 + 2
� B2211 +

222
p

2 + 183
p

3� 114
p

6� 279

30
p

2 + 20
p

3 + 2
p

6 + 6
B2222 + 2B3311;

B2233 =
2
p

3� 3
p

2�
p

6 + 2

4
B1111 +

3
p

2� 2
p

3 +
p

6� 2

4
B1122 +B1133+

+

p
6� 2

p
3� 3

p
2 + 4

4
B2211 +

3
p

2 + 2
p

3�
p

6� 2

4
B2222;

B3322 =
6898

p
3� 8559

p
2� 4883

p
6 + 12128

1257
p

2� 954
p

3 + 657
p

6� 1762
B1111+ (13)

+
26904

p
3� 47443

p
2� 18469

p
6 + 68446

232
p

3� 11069
p

2 + 1267
p

6 + 19172
B1122+

+
9
p

6� 8
p

3� 9
p

2 + 22

2
�
3
p

2 + 3
p

3 +
p

6 + 2
�B2211 +

75
p

2 + 58
p

3� 53
p

6� 132

30
p

2 + 20
p

3 + 2
p

6 + 6
B2222 +B3311;

B3333 =
�

3
p

2 + 6
�
B3311 �

126648
p

2 + 101665
p

3 + 71900
p

6 + 179145

17550
p

2 + 15232
p

3 + 10778
p

6 + 24840
B1111�

�825
p

2 + 450
p

3 + 333
p

6 + 1203

556
p

2 + 432
p

3 + 298
p

6 + 768
B1122 +

�
3
p

2 + 3
�
B1133�
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�
3
�
4
p

6� 207
p

2� 156
p

3� 12
�

4
�
15
p

2 + 10
p

3 +
p

6 + 3
� B2211 +

345
p

2 + 284
p

3� 148
p

6� 372

4
�
15
p

2 + 10
p

3 +
p

6 + 3
� B2222:

Если параметры Aijj , Biijk определены из экспериментов, то упругие константы
материала c��0 , c��1 можно найти, обращая соотношения (12).
Определение параметров модели. Часть параметров модели можно определить

по результатам экспериментов с пластинами. Рассмотрим ортотропную пластину, у
которой одна ось анизотропии a3 перпендикулярна плоскости, а две другие a1, a2 на-
правлены по сторонам пластины. Направим оси декартовой системы координат вдоль
сторон пластины.

При плоском напряжённом состоянии (S13 = S23 = S33 = 0) определяющие соотно-
шения (11) записываются в следующем виде:

"11 = A1111S11 +A1122S22 +B1111S
2
11 +B1122S

2
22 + 2B2211S11S22;

"22 = A1122S11 +A2222S22 +B2211S
2
11 +B2222S

2
22 + 2B1122S11S22;

"33 = A1133S11 +A2233S22 +B3311S
2
11 +B3322S

2
22 +B1123S11S22; (14)

"12 = 2

�
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 jS12j

�
S12:

В работе [4] приведены эксперименты по одноосному растяжению, сжатию и сдвигу
пластин, у которых главные направления анизотропии совпадают с осями координат.
Данные экспериментов позволили, используя метод наименьших квадратов, опреде-
лить параметры материала A1111, A1122, A2222, B1111, B1122, B2211, B2222, D

(1)
0 , D(1)

1 ,
входящие в соотношения (14):

A1111 = 6; 48 � 10�11Па�1; A1122 = �6; 93 � 10�12Па�1; A2222 = 6; 48 � 10�11Па�1;

B1111 = 6; 58 � 10�14Па�2; B1122 = 2; 32 � 10�14Па�2; B2211 = 2; 32 � 10�14Па�2; (15)

B2222 = 6; 58 � 10�14Па�2; D1
0 = 5; 364 � 10�11Па�1; D1

1 = 1; 36 � 10�12Па�2:

Свойства материала композита, армированного стекловолокном, обусловлены на-
правленным расположением армирующих элементов. В этом случае волокна распо-
лагаются в параллельных плоскостях в двух перпендикулярных направлениях. Это
объясняет полученные результаты A1111 = A2222, B1111 = B2222 и B1122 = B2211.

На рисунках 1, 2 представлены аппроксимирующие диаграммы, построенные по
определяющим соотношениям (14) со значениями параметров материала (15).
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Рис. 1. Зависимости напряжений от деформаций: а) линейные определяющие соотношения;
б) квадратичные определяющие соотношения
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Рис. 2. Зависимость касательных напряжений от деформации сдвига в плоскости
пластины

На рисунке 1 точками обозначены экспериментальные данные, сплошными лини-
ями – результаты расчётов по предложенной модели; синим цветом обозначены про-
дольные деформации вдоль оси a1, красным — поперечные. На рисунке 2 точками
обозначены экспериментальные данные, синим цветом обозначены результаты расчё-
тов по линейной модели, красным — по квадратичной модели.

Графики на рисунке 1 показывают, что определяющие соотношения в виде (11),
учитывающие квадратичную зависимость деформаций от напряжений, позволяют
описать результаты экспериментов с анизотропным материалом более адекватно, чем
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линейные соотношения обобщённого закона Гука. Они позволяют описывать разно-
сопротивляемость анизотропного материала растяжению и сжатию, наблюдаемую в
эксперименте.

Экспериментальные данные, приведённые в [4], использованы также в статье [7]
для идентификации и верификации модели, учитывающей нелинейную зависимость
сдвиговых деформаций от касательных напряжений, но постулирующей линейную
связь между деформациями и напряжениями при растяжении и сжатии вдоль глав-
ных осей анизотропии. Рассмотренная в настоящей работе модель (11) учитывает
нелинейность в упругом поведении анизотропного материала не только при сдвиге,
но и при одноосном нагружении, а её параметры идентифицируются по данным таких
экспериментов.
Заключение. В статье приведен вариант определяющих соотношений для нели-

нейно упругого анизотропного материала в виде квадратичной связи между компо-
нентами деформаций и напряжений, который удовлетворяет требованиям обобщения
частного постулата А.А. Ильюшина на анизотропные материалы [8]. Установлены
линейные соотношения между константами модели, следующие из условия существо-
вания потенциала Гиббса. Выявлена линейная зависимость между коэффициентами
квадратичной части соотношений, которая является следствием увеличения числа
коэффициентов при переходе от соотношений между инвариантами деформаций и
напряжений к связям между компонентами тензора деформаций и тензора напряже-
ний.

Проведена идентификация параметров модели по данным экспериментов [4]. По-
казано, что предложенная модель позволяет описывать наблюдаемую в эксперимен-
тах [4] нелинейность зависимости между напряжениями и деформациями не только
в процессах сдвига, но и в процессах растяжения и сжатия вдоль главных осей ани-
зотропии, а также разносопротивляемость анизотропных материалов.
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Abstract. A second-order elasticity model for an orthotropic material is considered. The analysis
shows that the quadratic part of the proposed model contains thirteen elastic constants, nine of
which are linearly independent. The parameters of the model are determined from the data of
experiments with composite plates. The model allows one to describe experimentally observed
nonlinear dependences of stresses and strains in the processes of tension, compression, and shear,
as well as the difference in resistance of anisotropic materials.
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Аннотация. С использованием экспериментальных данных о взрывах в воде найдена анали-
тическая зависимость распределения удельного импульса взрывной нагрузки по длине балки.
Учтены эффекты отражения возмущенного потока воды от поверхности преграды, глубина
ее расположения в водоёме, взаимное расположение сферического заряда ВВ и преграды в
воде, физические характеристики заряда.

Ключевые слова: импульсная нагрузка, взрыв в воде, эффекты отражения, распределение
импульсной нагрузки по поверхности преграды.
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Введение
Значительный интерес в расчетах конструкций на действие взрыва в воде пред-

ставляет задача о нахождении распределения удельного импульса взрывной нагрузки
по длине балки, поскольку её решение позволяет найти условия гарантированного
разрушения балочной конструкции.

Сначала рассмотрим задачу о нахождении давления, действующего возмущенного
потока жидкости (воды) на балку (давления торможения). Пусть к балке под некото-
рым углом � подходит параллельно-струйный или расходящийся поток возмущенной
среды (воды). На рис. 1 показан момент подхода к точке A такого потока, образо-
ванного при взрыве сферического заряда радиуса r0. Чтобы найти давление, которое
создает в этой точке водный поток при его торможении, вырежем мысленно в окрест-
ности точки A бесконечно малую площадку dS и рассмотрим действие на нее частиц
потока (рис.2).
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Рис. 1 Схема движения элемента балки под действием импульсной нагрузки

На площадку падает бесконечно малая струйка возмущенной водной среды, пло-
щадь поперечного сечения которой dS � cos�. За бесконечно малый промежуток вре-
мени dt к площадке dS подойдёт масса воды, заключенная в элементарной струйке
между площадкой dS и сечением струйки, удаленным на расстояние u2dt � cos�, где
u2 – скорость потока на фронте УВ в воде. Эта масса определяется соотношением

dm = �2dSu2dt cos� (1)

где �2 – плотность воды в падающей струйке на фронте УВ.
При ударе элементарной струйки о преграду частицы потока, теряя часть нормаль-

ной составляющей скорости, отражаются от преграды под некоторым углом � 6= �:
Обозначим нормальную составляющую скорости подходящего к преграде потока u2n,
а нормальную составляющую скорости отраженного потока u02n и применим к эле-
ментарной струйке закон сохранения импульса. Согласно этому закону, импульс си-
лы, действующий на площадку dS, равен изменению количества движения струйки,
следовательно

PmdS � dt = dm �
�
u2n � u02n

�
; (2)

где Pm – максимальное давление при ударе.
С учетом соотношения (1) для элементарной массы dm, из выражения (2) найдем

Pm = u2 cos� � �2 � u2n

�
1� u02n

u2n

�
(3)

Отношение модуля нормальной составляющей скорости отраженного потока к модулю
нормальной составляющей падающего потока есть коэффициент восстановления при
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Рис. 2 Схема для определения давления Pm

ударе

K =
ju02nj
ju2nj

(4)

Так как u02n и u2n имеют противоположные направления, то

1� u02n
u2n

= 1 +K (5)

Согласно рис. 2 u2n = u2 cos�, следовательно

Pm = (1 +K) �2u
2
2 cos2 � (6)

Согласно экспериментальным данным в работе [1] получен алгоритм вычислений

" = 1�
�
P2 � P01

BP01
+ 1

�� 1
n

D =

s
P2 � P1

"�1

u2 = "D

�2

�1
=

1

1� "

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
(7)

определяющий параметры на фронте УВ по известному давлению на фронте. Это
давление определяется по экспериментальным зависимостям [1], [2], [3], [4]:

P2 � P01

P01
= 14700

�r0

a

�1;13
; (8)
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справедливом для сферических зарядов на расстояниях r
r0
> 12, и

P2 � P01

P01
= 37000

�r0

r

� 3
2
; (9)

если 6 < r
r0
< 12.

В вычислениях по формулам (7) используются соотношения для параметров B и n в
виде

B =

8>><>>:
2945;

P2 � P01

P01
< 3 � 104

4115;
P2 � P01

P01
� 3 � 104

n =

8>><>>:
7; 15;

P2 � P01

P01
< 3 � 104

6; 29;
P2 � P01

P01
� 3 � 104

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(10)

В приведенных формулах P01 – давление воды на поверхности водоема, P1 – давление
воды на глубине H; эти величины связаны соотношением

P1 = P01 + �1gH (11)

где �1 – плотность воды в невозмущенном состоянии, g – ускорение силы тяжести.
Спад давления с течением времени принято [1], [5], [6] определять формулой

P � P01

P01
=
Pm � P01

P01
� e�

t
# (12)

в которой время t отсчитывается от момента прихода фронта ударной волны в данную
точку пространства, а величина #, называемая постоянной времени, определяется из
соотношения [1], [4]

a01#

r0
= 1; 4 �

�
a

r0

�0;24

(13)

где a01 – скорость звука в воде на поверхности водоема (например, при T = 288�K,
a01 = 1460 м

с ).
Удельный импульс фазы сжатия определяется формулой [1]

i =

Z �+

0
(P � P01) dt = (Pm � P01)

Z �+

0
e
�t
# = (Pm � P01)#

�
1� e

��+
#

�
В неограниченной среде �+

# > 5 [1], поэтому

i = (Pm � P01)# (14)

Таким образом, удельный импульс, действующий на преграду, определяется форму-
лой (14), где Pm находится из соотношения (6), т.е.

i =
�
(1 +K)�2u

2
2 cos2 �� P01

�
# (15)

Преобразуем формулу (15), расположив начало координат в левом конце балки (Рис.
3)
Пусть x – координата точки падения элементарной струйки потока, � – угол паде-
ния, x�- координата проекции заряда С на ось балки (эпицентр взрыва). Учитывая
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Рис. 3 Схема для определения удельного импульса i.

соотношения x��x = atg�; cos2 � = 1
1+tg2�

= a2

(x��x)2+a2
, формулу (15) для удельного

импульса представим в виде

i =

�
(1 +K)�2u

2
2

a2

(x� � x)2 + a2
� P01

�
# (16)

Найдём теперь величину коэффициента восстановления K. Для этого рассмотрим слу-
чай, когда заряд контактирует в точке А с преградой (балкой) (рис.4).

Рис. 4 Схема расположения заряда для определения величины K
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Обозначения P3; �3; u3; a3 соответствуют давлению, плотности, скорости частиц и ско-
рости звука на фронте детонационной волны. Эти величины определяются соотноше-
ниями [1]:

u3 =
D0

K3 + 1

�3 =
K3 + 1

K3
�0

P3 =
�0D

2
0

K3 + 1

a3 =
K3D0

K3 + 1

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
; (17)

где �0 - плотность заряда ВВ, D0 - скорость детонации заряда, K3 - показатель полит-
ропы на фронте детонационной волны. В рассматриваемом случае контактного рас-
положения заряда в формуле (6) следует положить: � = 0, Pm = P3; �2 = �3; u2 = u3

и, для определения K, получим соотношение

P3 = (1 +K) �3u
2
3; (18)

отсюда следует

K =
P3

�3u2
3

� 1 (19)

C учётом (19) формулу (16) представим в виде

i =

"
P3

�
�2

�3

u2

u3

�2 a2

a2 + (x� � x)2 � P01

#
#; (20)

Погонный импульс вычисляется по формуле

i� = bK1i;

где K1 - коэффициент формы, b – ширина балки [1], [3].
Для балки прямоугольного поперечного сечения b�h , где h – высота сечения, K1 = 1.
Заключение. Найденная формула (20) для удельного импульса, воспринимаемо-

го преградой (балкой), определяет его как функцию координаты точки падения (т.е.
импульс распределен по длине балки i� = i�(x)). Эта функция включает определя-
ющие параметры созданного взрывом силового поля: величину C массы заряда ВВ
(входит в формулу массы через радиус заряда), характеристики ВВ заряда, располо-
жение заряда в воде на глубине Hи на удалении a от преграды (балки), положение
эпицентра взрыва x�. Полученное соотношение (20) для погонного импульса позво-
ляет отыскивать условия гарантированного разрушения элементов конструкций (в
рассматриваемом случае – балки) импульсной взрывной нагрузкой в воде. Влияние
свойств источника взрыва может быть учтено привлечением экспериментальных дан-
ных [5, 6].

ЛИТЕРАТУРА
[1] Саламахин Т. М. Физические основы механического действия взрыва и методы определения

взрывных нагрузок. Москва: ВИА, 1974. 255 с.
[2] Коул Р. Г. Подводные взрывы. Москва: ИЛ, 1950. 495 с.
[3] Христофоров Б. Д. Влияние свойств источника на действие взрыва в воздухе и воде. Физика

горения и взрыва, 2004. 115-118 с.



18 Г. Т. ВОЛОДИН, Д. С. КОЧЕРГИН

[4] Кедринский В. К. Гидродинамика взрыва: эксперимент и модели. Новосибирск: СО РАН, 2000.
[5] Замышляев Б. В., Яковлев Ю. С. Динамические нагрузки при подводном взрыве. Москва: Судо-

строение, 1967. 194 с.
[6] Володин Г. Т. Действие взрыва зарядов конденсированного ВВ в газовой и жидкой средах. Часть

2. Взрывостойкость и гарантированное разрушение элементов конструкций. Тула: Левша, 2005.
160 с.

G. T. Volodin, D. S. Kochergin

PULSE LOAD ON A STATIONARY BARRIER DURING AN EXPLOSION IN
WATER

Tula State University, Tula, Russia.

Abstract. Using experimental data on explosions in water, an analytical dependence of the
distribution of the specific impulse of the explosive load along the length of the beam is found. The
effects of reflection of the disturbed water flow from the barrier surface, the depth of its location
in the reservoir, the mutual location of the spherical explosive charge and the barrier in the water,
the physical characteristics of the charge are taken into account.
Keywords: pulse load, explosion in water, reflection effects, pulse load distribution over the
barrier surface.

REFERENCES
[1] Salamakhin T. M. Physical foundations of the mechanical action of an explosion and methods for

determing explosive loads. Moscow: VIA, 1974. 255 p. (in Russian).
[2] Cole R. G. Underwater explosions. Moscow: IL, 1950. 495 p. (in Russian).
[3] Khristoforov B. D. Influence of source properties on the effect of an explosion in air and water. Tula:

Physics of gorenje and explosion, 2004. 115-118 p. (in Russian).
[4] Kedrinsky V. K. Hydrodynamics of explosion: experiment and models. Novosibirsk: SB RAS, 2000. (in

Russian).
[5] Zamyshlyaev B. V., Yakovlev Y. S. Dynamic loads during an underwater explosion. Moscow:

Shipbuilding, 1967. 194 p. (in Russian).
[6] Volodin G. T. The effect of the explosive charges in gas and liquid media. Part 2.Explosion resistance

and guaranteed destruction of structural elements. Tula: Lefty, 2005. 160 p. (in Russian).

Volodin Gennady Timofeevich, Doctor of Technical Sciences, Professor, Tula State University, Tula,
Russia.
Kochergin Denis Sergeevich, postgraduate student, Tula State University, Tula, Russia.



Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2021. №3 (49). С. 19–32

A.A. Буренин, А.В.Ткачева

ОСЕВОЕ ВРАЩЕНИЕ В КАЧЕСТВЕ ПРИЧИНЫ ПАДЕНИЯ НАТЯГА
В СБОРКЕ СОСТАВНОГО ДИСКА, ПОЛУЧЕННОЙ СПОСОБОМ
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Аннотация. На примере составного диска, созданного посредством операции горячей посад-
ки, изучается прочность такого соединения на отрыв. Отрывные усилия создаются в качестве
центробежных инерционных сил при вращении диска относительное его центральной оси.
Показывается, что созданный натяг в сборке имеет выраженную тенденцию к уменьшению.
Однако для его обнуления необходимы достаточно значительные угловые скорости вращения.
Приведен пример расчета придельной угловой скорости в зависимости от первоначального
нагрева охватывающей детали сборки, термомеханических свойств материала сборки и гео-
метрических параметров итоговой конструкции. Подобные расчеты в снижающемся натяге
совершенно необходимы, когда эксплуатационные условия требуют принять вращение состав-
ного диска в качестве части его функциональных обязанностей.

Ключевые слова: упругость, пластичность, температурные напряжения, посадка с натягом,
горячая посадка, напряжения во вращающемся диске.
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Введение
Наиболее характерным и известным примером сборки цилиндрических деталей с

натягом является предложение ординарного академика Петербурской Академии На-
ук Гадолина А.В. об использовании двухслойных стволов артиллерийских орудий [1].
Такие предварительно напряженные стволы позволяли выдерживать повышенные
давления пороховых газов, способствуя тем самым повышению дальности и точно-
сти стрельбы. Собирались такие орудийные стволы способом горячей посадки [1],
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когда охватывающий слой нагревался и надевался на холодный охватываемый. Позд-
нее подобные конструкции нашли применение в других отраслях машиностроения, а
операция горячей посадки оказалась одной из важнейших в ряду технологий сбор-
ки с натягом. Расчет сформировавшихся в процессе посадки предварительных для
конструкций напряжений проводился, как правило, в рамках теории температурных
напряжений [2,3] в упругих телах. Связанностью процессов деформирования и тепло-
передачи пренебрегалось. Учет пластических деформаций в процессе посадки привел
к необходимости использования приближенных численных расчетов [4,5,5,6]. В [7–10]
на основе использования кусочно-линейных пластических потенциалов пластическо-
го течения удалось избежать дискретизации расчетных областей и получить решения
в численно – аналитической форме, где приближенные численные методы исполь-
зуются только для графического представления результатов расчетов и выполнения
краевых условий решением систем алгебраических уравнений. Однако такие действия
необходимо выполнять на каждом временном шаге расчетов, поскольку область пла-
стического течения в свою очередь разделяться на части, в которых пластическое
течение подчинено разным граням и ребрам кусочно-линейных поверхностей нагру-
жения. Переходы с грани призмы Треска и Ивлева на ребро и на следующую грань
необходимо отслеживать в процессе расчетов.

Иметься ряд работ, где прочность сборки проверятся теоретически и эксперимен-
тально. Так в [11,12] рассматривается кручение сборки, в [13,14] изучается прочность
соединения поворотом охватываемой детали, в [15] в условиях циклических нагруже-
ний и, наконец, в [16] сопротивление соединения осевой нагрузке. Здесь рассмотрим
прочность соединения в сборке составного диска при его вращении вокруг неподвиж-
ной оси. Данную задачу часто называют задачей Ю. Н. Роботнова [17]. В теории
ползучести и пластического течения она изучалась неоднократно. Укажем здесь толь-
ко последние публикации [18,19]. О других можно составить впечатление по ссылкам
этих работ. Возникающие при быстром вращении силы инерции позволяют дать оцен-
ку прочности соединения именно на отрыв, что ранее не изучалось.
Соотношения модели упруго пластического тела. Локальные следствия за-

конов сохранения импульса и энергии приводят к дифференциальным уравнениям

r � � + �� = �w (1)

�
d


dt
+ divq = � � �" (2)

" =
1

2

�
rv +rTv

�
; v =

@u

@t
; � = const;w =

@v

@t
=
d2u

dt2
; 
 = 
 (d; s)

В (1) и (2) принято, что приобретаемые деформации телом являются малыми, � ,

, s – плотность распределания массовых сил, внутренней энергии и энтропии, u, v,
q – векторы перемещений, скоростей перемещений и потока тепла, �, d, " – тензоры
напряжений, деформаций и скоростей деформаций Эйлера, � – плотность, t – время.

Полные деформации d в теле полагаем состоящими из упругих e и пластических
p составляющих

d = e + p =
1

2

�
ru +rTu

�
;

" =
dd

dt
=
de

dt
+
dp

dt
= "e + "p

(3)
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Следствием закона сохранения энергии (2) и второго закона термодинамики явля-
ются [20] зависимости

� = �
@ (e; T )

@e
(4)

@ (�s)

@t
= divJ +

1

T
� � �"p � 1

T 2
q � rT (5)

 (e; T ) = 
 (e; s)� sT ;
@


@s
= T ;

@ 

@T
= �s;

J = �sv + T�1q

Здесь  - плотность распределения свободной энергии, J - вектор потока энтропии,
T - температура. Зависимость (4) часто называется формулой Мурнагана, а соот-
ношение (5) уравнением баланса энтропии s. То обстоятельство, что термодинами-
ческие потенциалы (свободная и внутренняя энергия) зависит только от обратимых
(упругих) деформаций e и не зависит от необратимых (пластических) деформаций p
является принимаемой упрощающей гипотезой. Это обычное допущение [20,21].

При простейшем из возможных заданий термодинамического потенциала  =
 (e; T ) из (4) и (5) следует [2,20] соотношения закона Дюамеля-Неймана и уравнение
теплопроводности

� = (�tre� 3�T0K�) I + 2�e (6)

@�

@t
= a�� � 1

cT0
(�tr"e � � � �"p) (7)

� =
T � T0

T0

Здесь �, � - параметры Ламе, K = � + 2
3� модуль всестороннего сжатия, T0 - тем-

пература в свободном состоянии тела (комнатная температура), �, c - коэффициент
линейного расширения и удельная теплоемкость материала, a - коэффициент темпе-
ратуропроводности, � - коэффициент связанности.

Пластические деформации растут в материале только в условиях принадлежности
напряжений поверхности нагружения (текучести) f (�; k) = 0 (k - предел текучести).
В принимаемых далее условиях принципа максимума Мизеса уравнение поверхности
нагружения выполняет роль пластического потенциала со следованием ассоциирован-
ного закона пластического течения

dp = d� df(σ;k)
@σ ; d� > 0 (8)

В качестве поверхности нагружения принимаем далее боковую поверхность наклон-
ной призмы Ивлева [22] в пространстве главных напряжений �j .

max j�i � �j =
4

3
k (9)

� =
1

3
(�1 + �2 + �3)

Данное условие пластического течения называется условием максимальных приве-
денных [22] напряжений или условием пластического течения Ишлинского–Ивлева.
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Зависимость предела текучести k = k (�) от температуры принимаем в простейшей
ее форме

k (�) = k0 (�p � �) ��1
p (10)

Здесь k0 = const - предел текучести в опытах на сдвиг при комнатной температуре
T0.
Сборка горячей посадкой. Продекламированная во введении цель настоящей

работы связанна с анализом прочности соединения с натягом полученном в результате
горячей посадки кольцевого диска на такой же диск, при последующем вращении
сборки относительно центральной оси ортогональной общей плоскости соединенных
дисков. Именно таким способом предполагается изучить прочность соединения на
отрыв.

Итоговая конструкция представлена на рис. 1 (а). Составной деформируемый диск,
насажен на жесткий вал радиуса r = R0. Диск состоит из двух частей, воедино со-
бранных с помощью операции горячей посадки. Охватываемая часть диска имеет
размеры R0 � r � R1, охватывающая - R1 � r � R2. Соединение с валом полагается
жестким и теплоизолированным. Вал может вращаться вокруг своей оси с переменой
угловой скоростью !. Изменение угловой скорости вращения со временем t задает-
ся так, как это представлено на рис. 1 (б), где t1, t2, t3 !� назначенные параметры
вращения. Очевидно, что, прежде чем приступить к расчету изменений в натяге и
в напряжениях в материале составного диска за счет вращения, необходимо знать
распределение напряжений и уровень натяга на линии сопряжения r = R1 (иметь
начальные условия). Получить такие начальные условия возможно только решени-
ем задачи, моделирующей операцию горячей посадки. Данные расчеты проведем в
рамках теории температурных напряжений (несвязанной теории).

Рис. 1. Постановка задачи. а) вид сборки, б) изменение скорости вращения со временем

Температурная часть задачи состоит из уравнения теплопроводности (7), где связ-
ностью (последний слагаемый правой части) пренебрегается. В таком случае из (7)
для рассматриваемого случая осевой симметрии в цилиндрических координатах r; ’; z
имеем уравнение

�;t = a
�
�;rr + r�1�;r

�
� �� (11)
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Индексом после запятой здесь и в дальнейшем обозначается производная по данной
независимой переменной. Последний слагаемый в (11) задает теплоотдачу с поверхно-
сти составного диска в окружающую среду, находящуюся при комнатной температу-
ре; � - коэффициент такой теплоотдачи, полагаемый далее постоянным. Начальными
условиями для уравнения теплопроводности (11) являются зависимости

� (R0 � r � R1; 0) = 0; � (R1 � r � R2; 0) = �� (12)

В (12) �� = const - однородная безразмерная температура передварительного на-
грева охватывающей детали сборки составного диска.

Граничными условиями в рассматриваемом случае становятся соотношения

�;r (R0; t) = 0; �2�;r (R2; t) = ��;

�+ (R1; t) = �� (R1t) ; �2�
+
;r (R1; t) = �1�

�
;r (R1; t)

(13)

Здесь �1, �2 - коэффициенты теплопроводности для материалов охватываемой и
охватывающей деталей сборки; �+ (r; t) распределение температуры в охватывающей
детали и �� (r; t) в охватываемой детали. Первое соотношение в (13) задает условие
теплоизоляции вала.

Температурная задача (11)-(13) имеет аналитическое решение. Но из-за того, что
в механической задаче приходится использовать численные расчеты при выполнении
граничных условий в каждый рассчитываемый момент времени, удобнее и в темпера-
турной задаче воспользоваться численными расчетами. Такие расчеты не содержат в
себе дополнительных трудностей и доведены до простых пользовательских программ,
поэтому далее считаем, что поле температур известно (найдено) решением задачи
(11)-(13).

Сразу за моментом посадки материалы сборки деформируются обратимо (упру-
го). При этом деформации связаны с перемещениями зависимостями: dr = er = ur;r;
d’ = e’ = r�1ur. Остальные компоненты тензора деформации раны нулю. Считая
сопрягаемые диски достаточно тонкими, принимаем условия плоских напряженных
состояний. Соотношения (6) в таком случае переписывается в форме

�r =
�
4� (�+ �)ur;r + 2��r�1ur � 6K��T0�

�
(�+ 2�)�1

�’ =
�
4� (�+ �) r�1ur + 2��ur;r � 6K��T0�

�
(�+ 2�)�1

(14)

,
Подстановка (14) в уравнение равновесия, следующее из (1) в рассматриваемых

условиях
�r;r + r�1 (�r � �’) = 0; (15)

позволяет записать уравнение (5) в перемещениях ur
@

@r

�
1

r

@

@r
(rur)

�
=

3K�T0

2 (�+ �)

@�

@r
(16)

Интегрируя (16), имеем

u(v)
r = 1:5K�T0(�+ �)�1r�1

Z r

b
�� (�) d�+ 0:5rC

(v)
1 (t) + r�1C

(v)
2 (t) (17)

В (17) v = 1 для охватываемого кольца, v = 2 – для охватывающего. Для внутрен-
него кольца в (17) следует принять b = R0, для внешнего b = R1.
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Коэффициенты (функции времени) интегрирования C1
1 , C1

2 , C2
1 , C2

2 в каждый рас-
считываемый момент времени определяются выполнением граничных условий

ur (R0; t) = 0; �rr (R2; t) = 0;

u
(1)
r (R1; t) = u

(2)
r (R1; t) ; �

(1)
r (R1; t) = �

(2)
r (R1; t)

(18)

С ростом времени за счет перераспределения температуры по элементам сборки
растут и напряжения (14). В некоторый момент времени выполняется условие пласти-
ческого течения (9) в форме (расчетный факт) 2�’� �r = 4k. На рис. 2 представлено
сечение призмы Ивлева плоскостью �3 = 0 в пространстве главных напряжений.

Рис. 2.

Местом первоначального выполнения условия соответствия напряжений грани
(рис. 2) призмы Ивлева является поверхность r = R1. Зарождающаяся упругопла-
стическая граница r = n1 (t) начинает с этого момента времени продвигаться по охва-
тывющему диску. В увеличивающейся области пластического течения R1 � r � n1 (t)
для компонент напряжения имеем в каждый момент времени зависимости учитыва-
ющие наличие необратимых деформаций

�r (r) =
�
4� (�+ �) (ur;r � pr) + 2��

�
r�1ur � p’

�
� 6K��T0�

�
(�+ 2�)�1 ;

�’ (r) =
�
4� (�+ �)

�
r�1ur � p’

�
+ 2�� (ur;r � pr)� 6K��T0�

�
(�+ 2�)�1 (19)

Согласно ассоциированному с гранью 2�’��r = 4k призмы Ивлева закону пласти-
ческого течения получаем, что p’ = �2pr. Учитывая это, последние зависимости для
напряжений в пластической области, возможно, переписать в форме

�r =
�
12K�ur;r + 6K�r�1ur � 4�k(r)� 18K��(r)

�
(3�+ 5�)�1

�’ =
�
6�Kur;r + 3�Kr�1ur + 2 (3�+ 4�) k (r)� 9K�� (r)

�
(3�+ 5�)�1 (20)

Если подставить (20) в уравнение равновесия (15) и проинтегрировать результат
с учетом соответствия напряжений грани 2�’ � �r = 4k, то получим, что в обла-
сти пластического течения R1 � r � n1 (t), справедливы в любой момент времени
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зависимости

�r (r) = r�0:5C1 + 2r�0:5
R r
R1
��0:5k (�) d�; �’ (r) = 2k (r) + 0:5�r;

ur (r) = 1:5r�0:5
R r
R1
�0:5� (�) d�� (3�+ 5�) (3�K)�1 r0:5

R r
R1
��0:5k (�) d�+

+ (K + �) (�K)�1 r�0:5
R r
R1
�0:5k (�) d�+ r0:5 (K + �) (4�K)�1C

(3)
1 + r�0:5C

(3)
2

pr (r) = 0:5� (r) + (�+ �) (3�K)�1 k (r)�

� (�+ �) (2�K)�1
�
r�1:5

R r
R1
�0:5k (�) d�+ r�0:5

R r
R1
��0:5k (�) d�

�
�

� (�+ �)
�
8K�r0:5

��1
C

(3)
1 � 0:5r�1:5C

(3)
2

(21)

Постоянные интегрирования в каждый рассчитываемый момент времени необходи-
мо определить решением системы линейных уравнений, следующей из краевых усло-
вий (18) и условий непрерывности ur, �r на упругопластической границе r = n1 (t).
Вместе с (18) имеем в таком случае семь алгебраических уравнений для определения
в любой момент времени шести постоянных C1

1 , C1
2 , C2

1 , C2
2 , C3

1 , C3
2 и положения линии

n1 (t). Эти расчеты необходимо проводить на каждом последующем шаге по времени.
Более того, количество подобных постоянных (функций времени) с последующими
шагами по времени будет возрастать с появлением новых областей пластического
течения, соответствующих иным граням поверхности текучести (рис. 2). Эволюция
областей пластического течения указанна на рис. 3, где время расчетов продвигается
сверху вниз. Формирование подобной схемы возникновения и исчезновения областей
пластического течения подробно описано в предыдущих наших публикациях, напри-
мер в [8, 10]. Здесь данный способ, практически, повторяем. На рис. 3 указаны после-
довательно возникающие области пластического течения с указанием их соответствия
разным граням (рис.2) призмы Ивлева до полного остывания сборки. В итоговом со-
стоянии области пластического течения отсутствуют, но присутствуют накопленные
пластические деформации. Упругие итоговые деформации создают требуемый натяг
в сборке. Поэтому совершенно непонятным и бессмысленным оказывается заявление
авторов статьи [23]: «Решение задачи Гадолина в упругопластической постановке дли-
тельное время не представляло особого интереса, что не удивительно в виду основной
ориентации этой задачи на проектирование орудийных стволов, которые, очевидно,
должны быть без пластического слоя». О каком пластическом слое идет речь в цитиру-
емом предложении. Авторы [23] не понимают операцию горячей посадки как процесс.
Отсюда и допущенная бессмысленность в целом полезной научной статье.

В качестве примера дальнейшего укажем только одну последующую операцию рас-
четов, когда образуется вторая область течения (рис.3 в). В условиях развития пер-
вичной пластической области (рис. 3. в) напряжение в сборке продолжают совой рост.
В некоторый момент времени на поверхности r = R1 наряду с условием 2�’��r = 4k
выполняется еще и соотношение �’ � 2�r = 4k. Таким образом, напряженное сос-
тояние будет соответствовать ребру призмы Ивлева (рис. 2) . Однако в [24] нами
было показано, что при зависимости предела текучести от температуры пластическое
течение в соответствии плоских напряжений ребру (рис. 2) Ивлева невозможно. Осу-
ществляется переход на соседнею грань, не задерживаясь на общем ребре, и поэтому
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Рис. 3. Схема возникновения и исчезновения разных областей пластического течения в про-
цессе сборки горячей посадкой




