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Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2022. №1 (51). С. 5–18

Е. В. Мурашкин1, C. В. Тихонов2

К 60-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ ПРОФ. ЮРИЯ НИКОЛАЕВИЧА
РАДАЕВА

1Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

2Чувашский государственный университет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. в 2022 исполняется 60 лет известному ученому в области механики деформи-
руемого твердого тела и прикладной математики, педагогу, организатору науки и высшего
образования в России Радаеву Юрию Николаевичу. Радаев Ю.Н. автор фундаментальных
работ по математической теории пластичности, механике разрушения, теории трещин и на-
копления микроповреждений, связанной гиперболической термоупругости и термомеханике,
микрополярной упругости, механике сыпучих и гранулированных сред, механике растущих
тел.

Ключевые слова: Ю.Н. Радаев, математическая теория пластичности, механика разру-
шения, теория трещин и накопления микроповреждений, связанная гиперболическая термо-
упругость, микрополярная упругость, механика сыпучих и гранулированных сред, механика
растущих тел

DOI: 10.37972/chgpu.2022.51.1.001

УДК: 539.374

Радаев Ю. Н. родился 10 февраля 1962 г. в г. Куйбышев (сейчас г. Самара). В
1979 г. окончил с золотой медалью среднюю политехническую школу. В этом же году
Радаев Ю. Н. переезжает в г. Москву и поступает в Куйбышевский государственный
университет, который в 1984 г. оканчивает с отличием, получив квалификацию «меха-
ник». Его научным руководителем в эти годы был проф. Г. И. Быковцев1 — создатель
и заведующий кафедрой механики деформируемого твердого тела. В 1984-1986 гг.
проходил срочную воинскую службу в ВВС СССР. В 1986 г. Радаев Ю. Н. посту-
пает в аспирантуру Института проблем механики Академии наук СССР (ИПМ АН

© МурашкинЕ.В., Тихонов C. В., 2022
Мурашкин Евгений Валерьевич
e-mail: murashkin@ipmnet.ru, кандидат физико-математических наук, старший научный со-
трудник, Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия,
Тихонов Сергей Владимирович
e-mail: strangcheb@mail.ru, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры ком-
пьютерных технологий, Чувашский государственный университет им. И. Н. Ульянова,
г.Чебоксары, Россия.

1Научная биография Г. И. Быковцева и его вклад в механику обсуждются в статье: Яро-
войГ.П., РадаевЮ.Н. К 70-летию Г.И.Быковцева // Вестник СамГУ. Естественнонаучная серия.
2007. № 9/1(59). С. 9-30.
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СССР), по окончании которой в 1989 г. в совете при ИПМ АН СССР успешно защи-
тил кандидатскую диссертационную работу по теме “Упругопластическое кручение
призматических стержней” по специальности 01.02.04 — механика деформируемого
твердого тела, выполнявшуюся под руководством Нагуша Христофоровича Арутю-
няна.2 Оппонентами по диссертации выступили В. О. Геогджаев и Р. Л. Салганик.

После защиты кандидатской диссертации Радаев Ю. Н. в 1989 г. возвращается в
Самарский государственный университет, где проходит путь от ассистента кафедры
механики деформируемого твердого тела (1989-1991 гг.) до профессора, заведующего
кафедрой механики сплошных сред (2002-2010 гг.). В 1996 г. Радаеву Ю. Н. было
присвоено ученое звание доцента, а в 2005 г. — ученое звание профессора.

В 1993-1995 г.г. он проходил двухгодичную научную стажировку под руко-
водством проф. Sumio Murakami3 в университете Нагоя, Япония (Department of
Mechanical Engineering, Nagoya University, Nagoya, JAPAN), финансирование кото-
рой осуществлялось Министерством науки и культуры Японии; в 1999-2000 г.г. при
поддержке Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS) проводил научно-
исследовательскую работу под руководством проф. G.A. Maugin4 в лаборатории ма-
тематического моделирования в механике при университете Пьера и Марии Кюри,
Франция (Université Pierre et Marie Curie (Paris VI), Paris, FRANCE).

В 2000 г. Радаев Ю.Н. в совете при ИПМех РАН успешно защитил докторскую дис-
сертационную работу на тему “Континуальные модели поврежденности твердых тел”
по специальности 01.02.04 - механика деформируемого твердого тела. Оппонентами
выступили: Б.Д. Аннин, Е.М. Морозов, В.Н. Кукуджанов.

В 2004–2007 гг. Радаев Ю.Н. руководит крупным научным проектом, реализу-
емым Самарским государственным университетом, по новому прочтению, перево-
ду и комментированию фундаментальной трехтомной монографии А.Уайтхеда и
Б.Рассела “Principia Mathematica”.5 Современный перевод на русский язык “Principia
Mathematica”6 восполняет существующий пробел в литературе по математической ло-
гике и основаниям математики, а также способствует развитию формальной матема-
тики в духе ее основоположников.

C 2010 г. Радаев Ю.Н. работает в должности ведущего научного сотрудника лабора-
тории моделирования в механике деформируемого твердого тела Института проблем
механики им. А.Ю. Ишлинского РАН.

В 2017–2018 гг. работал в Университете Киото в должности visiting professor
(Department of Energy Conversion Science, Graduate School of Energy Science, Kyoto
University, JAPAN), где читал курсы по механике разрушения и механике поврежден-
ности.

2Murashkin E. V. Arutyunyan, Nagush Khachaturovich. In: Altenbach H., Öchsner A. (eds)
Encyclopedia of Continuum Mechanics. Springer, Berlin, Heidelberg. 2019. DOI:10.1007/978-3-662-53605-
6_321-1

3In Memoriam of Professor S. Murakami // International Journal of Damage Mechanics. Vol. 25, iss. 2,
P. 117–119.

4 Jarić J. and Micunovic M. Gérard A. Maugin (in memoriam) // Theoretical and Applied Mechanics.
2017. V. 44, №. 1. P. 5–9.

5Яровой Г. П., Радаев Ю. Н. О новом прочтении «Оснований математики» А. Уайтхеда и Б. Рас-
села // Вестник Самарского гос. университета. Естественнонаучная серия. 2004. № 4(34). С. 5-19.

6Уайтхед А.Н., Рассел Б. Основания математики: в 3 т. пер. с англ. Г.П.Ярового, Ю.Н.Радаева.
Самара: Изд-во “Самарский государственный университет”, 2005. 1920 c.
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За годы преподавательской деятельности Ю.Н. Радаев читал курсы по “Математи-
ческой теории пластичнсоти”, “Механике разрушения”, “Динамическим задачам тео-
рии упругости”, “Реологическим моделям сплошных сред”, “Математической физике
и ее приложениям”, “Двумерные задачи теории упругости”, “Вязкоупругие и наслед-
ственные среды”.

Радаев Ю.Н. является автором более 400 научных работ, включая 9 монографий
по различным проблемам механики деформируемого твердого тела, и 2 изобрете-
ния/патента. В разные годы Ю.Н. Радаев выступал руководителем научных гран-
тов РФФИ, а также руководил в 2010 г. программой ФЦП “Математическая физика
и ее приложения”. За годы работы в ИПМех РАН Радаев Ю.Н. осуществлял руко-
водство научным проектами РФФИ: “Моделирование термомеханических процессов
в сложных средах с помощью принципа термомеханической ортогональности”, “Ги-
перболические тепловые волны в твердых телах с микроструктурой”, “Волновые за-
дачи связанной гиперболической термоупругости”; участвовал в крупных научных
проектах “Моделирование процессов производства тканых 3D-материалов” и “Меха-
нические аспекты дизайна и анализа изделий аддитивного производства: теория и
эксперимент”.

Радаев Ю.Н. принимает активное участие в подготовке кадров высшей квалифи-
кации. Он является ключевым организатором серии Всероссийских конференций по
механике деформируемого твердого тела. Совместно с А.В. Манжировым и Е.В. Му-
рашкиным было проведено в разные годы 10 конференций.

Радаев Ю.Н. — член Российского национального комитета по теоретической и при-
кладной механике, член Научного совета РАН по механике деформируемого твердого
тела, член нескольких диссертационных советов, эксперт РАН, эксперт по крупным
научным проектам Министерства высшего образования и науки РФ, член редакцион-
ных советов журналов: Известия Саратовского государственного университета, Вест-
ник Самарского государственного технического университета, Вопросы науки: серия
ПММ, Известия РАН. Механика твердого тела, Проблемы прочности и пластично-
сти, ответственный редактор журнала Вестник Чувашского государственного педаго-
гического университета им. И.Я. Яковлева, серия: Механика предельного состояния,
соруководитель регулярного научного семинара ИПМех РАН им. Л.А. Галина.

Редакционная коллегия журнала Вестник Чувашского государственного педагоги-
ческого университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния
поздравляет Юрия Николаевича с 60-летием и желает ему новых ярких достижений
в науке, талантливых учеников и успехов в его многогранной деятельности на благо
России.
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1. Вводные замечания и предварительные сведения. Моделирование по-
ведения современных конструкционных структурных материалов и метаматериалов
привело к необходимости использования формализма и принципов современной мно-
гомерной геометрии [1–3], псевдотензорного анализа [4–6] и современных моделей
моделей механики континуума. Псевдотензоры целого веса7 естественным образом
возникают в механике упругих микрополярных сред. В частности, таковыми высту-
пают: псевдовекторы микроповоротов8, псевдотензор изгиба–кручения, псевдовектор
и псевдотензор моментных напряжений, коэффициент микроинерции, распределения
объемных и поверхностных моментов. Псевдотензорный формализм особенно интере-
сен при построении моделей полуизотропных микрополярных упругих континуумов
(см. [7–13]).

Вывод дифференциальных уравнений, составляющих математическую модель кон-
тинуума требует определения операторов ковариантного дифференцирования псевдо-
тензора. Литературный поиск сведений о правилах ковариантного дифференцирова-
ния псевдотензорных полей заданного целого веса представляет собой трудоемкую
задачу. Наиболее ранние попытки вычислить ковариантную производную одноточеч-
ного псевдотензора, по-видимому, встречаются в работах [14,15]. В настоящей работе
обсуждаются новые возможные реализации ковариантного дифференцирования одно-
точечных псевдотензоров, основанные на оригинальных алгебраических алгоритмах
систематического приведения одноточечных псевдотензоров целого веса к абсолют-
ным тензорам с помощью символов перестановок. Обсуждаются минимально необхо-
димые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Различные подходы к разви-
тию псевдотензорного формализма можно найти в книгах по тензорному анализу и
механике сплошных сред [4–6,16,17].

2. Необходимые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров в евкли-
довом пространстве. Рассмотрим евклидово пространство размерности N . Вве-
дем в рассмотрение локальные базисы, связанные с выбранной системой координат:
ı
s
(s = 1, 2, . . . , N) — локальный ковариантный базис;

s
ı (s = 1, 2, . . . , N) — локальный

контравариантный (взаимный) базис.
Базисные векторы и взаимные базисные векторы удовлетворяют следующему со-

отношению:

ı
s
· kı =

k
δ
s

(k = 1, 2, . . . , N ; s = 1, 2, . . . , N).

Базисные направления и различные способы их нумерации являются фундамен-
тальными понятиями в теории относительных тензоров и ориентируемых многообра-
зий. Речь идет о перестановках ряда чисел 1, 2, . . . , N .

Символы перестановок εs1s2...sN и εs1s2...sN , называемыми также альтернирующи-
ми или дискриминантными символами, являются псевдотензорами и определяются

7Хотя как указывают некоторые авторы [4, c. 159] вес псевдоинвариантнов может быть дробным.
8В микрополярных теориях упругости микроповорот можно описывать абсолютным вектором φs

или одним из двух псевдовекторов
[+1]

φ s,
[−1]

φ s

Переход от одного псевдовектора к другому не чувствителен к зеркальному преобразованию си-
стемы координат.
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согласно
[−1]
ε s1s2...sN =

[+1]
ε s1s2...sN =

= ε(s1, s2, . . . , sN )=


+1, если s1, s2, . . . , sN четная

перестановка ряда чисел 1, 2, . . . , N ;
−1, если s1, s2, . . . , sN нечетная

перестановка ряда чисел 1, 2, . . . , N ;
0, в остальных случаях.

(1)

Из определения (1) видно, что единственной существенной компонентой символов
перестановок будет

ε12...N = ε12...N = 1.

Абсолютные дискриминантные тензоры es1s2...sN и es1s2...sN определяются по ана-
логии с (1). При этом es1s2...sN = eεs1s2...sN , e = e12...N — псевдоскаляр веса +1, яв-
ляющийся косым произведением [1, c. 63–65] векторов ковариантного базиса ı

1
, ı

2
, . . . ,

ı
N
:

dı
1
, ı

2
, . . . , ı

N
c = e (2)

поскольку

det(ı
c

s) = 1, ı
c

s = ı
c
· sı =

s
δ
c
.

Псевдоскаляр e — фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, позволяющий
идентифицировать правые и левые локальные базисные системы.

Можно показать, что детерминант метрического тензора g является псевдоскаля-
ром веса +2, а также e =

√
g для правоориентированного базиса и e = −√g для

левоориентированного базиса.
Несложно заметить, что

es1s2...sN es1s2...sN = εs1s2...sN εs1s2...sN = N ! . (3)

Важно также отметить, что для символов перестановок нарушаются правила жон-
глирования индексами. Поднимать или опускать индексы у символов перестановок
необходимо согласно правилу

εh1h2...hN = e2gh1k1gh2k2 · · · ghNkN εk1k2...kN . (4)

В пространстве трех измерений справедливо

eijk = dı
i
, ı
j
, ı
k
c = (ı

i
× ı

j
) · ı

k
, (5)

тогда
e = dı

1
, ı

2
, ı

3
c = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
. (6)

Отметим, что псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры при
помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [7–9]). Для произ-
вольного псевдотензора целого веса w имеем

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = e−w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr . (7)

Здесь и далее в квадратных скобках сверху корневого символа будем указывать
вес псевдотензорного поля, а в круглых скобках снизу — валентность. Нулевые веса и
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ранги не отражаются в обозначениях. То же самое касается весов фундаментальных
величин и ориентирующих псевдоскаляров.

3. Алгебраический алгоритм систематического приведения одноточеч-
ных псевдотензоров произвольной валентности и веса к абсолютным
тензорам. Рассмотрим один алгебраический алгоритм приведения одноточечного
псевдотензора произвольного ранга (s+ r = n) и целого веса w к абсолютному тензо-
ру. В частности, если w > 0, построим абсолютный тензор согласно формуле

T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸

w

. (8)

Аналоги соответствующих псевдотензорных представлений заинтересованный чи-
татель найдет в книге [4, с. 175].

Учитывая свойство символов перестановок (3), можно возвратиться к исходному
псевдотензору с помощью обратного преобразования

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−w T

(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

[+1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸

w

. (9)

Для псевдотензоров с целым отрицательным весом w < 0 соотношения (8) и (9)
примут вид

T
(n+N |w|)

h1h2...hs+N |w|
··...·k1k2...kr =

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[+1]
ε hr+1...hr+N · · ·

[+1]
ε hr+(|w|−1)N+1...hr+N |w|︸ ︷︷ ︸

|w|

, (10)

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−|w| T

(n+N |w|)

h1h2...hs+N |w|
··...·k1k2...kr

[−1]
ε hr+1...hr+N · · ·

[−1]
ε hr+(|w|−1)N+1...hr+N |w|︸ ︷︷ ︸

|w|

. (11)

Для абсолютного тензора T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr хорошо известна реализация ковариантного

дифференцирования9

∇p T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ∂p T

(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+ Γh1qp T

(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr+ · · ·

· · ·+ Γhsqp T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr− Γqk1p T(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr−· · ·−Γqkrp T(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q .

(12)

Ковариантная производная псевдотензора
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr валентности n веса w вы-

числяется согласно (см. [14–16]):

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + Γh1qp

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhsqp

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr−

− Γqk1p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · · − Γqkrp

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...krΓ

q
qp . (13)

9Отметим, что данная реализация ковариантного дифференцирования пригодна для использова-
ния не только в евклидовых, но и в римановых пространствах [2].
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Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольной валентности и целого веса w с помощью соотношения:10

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ew∇p

(
e−w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

)
. (14)

В сокращенной записи вместо (14) имеем11:

∇⊗
[w]

T
(n)

= ew
p
ı⊗ ∂p(e−w

[w]

T
(n)

) . (15)

Легко проверить, что

∇⊗
[w]

T
(n)

=
p
ı⊗ (∂p − λp)

[w]

T
(n)
, (16)

где

λp = w
∂pe

e
.

Определение (14) позволяет получить (13) следуя, например, статье [13].

4. Альтернативная схема реализации ковариантного дифференциро-
вания одноточечного псевдотензора. Воспользуемся алгебраическим алго-
ритмом раздела 3 и вычислим ковариантную производную абсолютного тензора

10Формула (14) имеет смысл и для дробных значений w, правда с одним ограничением: в лево-
ориентированных координатных системах значение степени ew должно быть вещественным.

11Оператор Гамильтона определяется согласно: ∇ =
k
ı ∂k.
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T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

. Поскольку он имеет нулевой вес, то согласно (12) имеем:

∇p T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=

=
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

1

+

+
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓh1pq

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr

2

+ · · ·

· · ·+
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr

s

−

−
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr

s+1

− · · ·

− · · ·
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q

s+r=n

−

−Γqpkr+1

[−1]
ε q...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

n+1

− · · ·

· · · − Γqpkr+Nw

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...q

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

n+Nw

.

(17)

Рассмотрим подробнее отрезок формулы (17) между слагаемыми с номерами от n+ 1
до n+Nw. Типичное здесь слагаемое (всего их Nw) имеет вид:

Γqpkr+mN+l

[−1]
ε kr+1...kr+N

1

· · ·
[−1]
ε kr+mN+1...q...kr+(m+1)N

m+1

· · ·
[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr ,

m = 0, 1, . . . ,w− 1; q = 1, 2, . . . , N ; l = 1, 2, . . . , N ;

(18)

где по индексу q производится суммирование.
Очевидно, что единственным отличным от нуля слагаемым в указанной сумме будет

слагаемое с номером q = kr+mN+l, а именно

Γ
kr+mN+l

pkr+mN+l

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+mN+1...kr+mN+l...kr+(m+1)N

· · ·

· · ·
[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr .

(19)

Здесь по индексу kr+mN+l не производится суммирование. Каждому символу пере-
становок в (19) будет соответствовать следующая сумма Γ–символов

Γ
kr+i
pkr+i

=
∂pe

e
(i = mN + 1,mN + 2, . . . , (m+ 1)N). (20)
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Так как в (19) ровно w штук символов перестановок, окончательно получим

Γqpkr+1

[−1]
ε q...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·

· · ·+ Γqpkr+Nw

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...q

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr =

= w
∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw .

(21)

Принимая во внимание вышесказанное, ковариантная производная (17) примет вид

∇p T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=

=
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[
∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+

+Γh1pq
[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr − Γqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · ·

− · · ·Γqpkr
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

]
.

(22)

Воспользовавшись обратным преобразованием (9), определим ковариантную про-
изводную одноточечного псевдотензора на основании

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−w[+1]

ε kr+1...kr+N
[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw∇p T

(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=

= (N !)−w[+1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw×

×
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[
∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+

+Γh1pq
[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr − Γqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · ·

· · · − Γqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

]
=

= ∂p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + Γh1pq

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr−

−Γqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · · − Γqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr .

(23)

В итоге имеем

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = (N !)−w[+1]

ε kr+1...kr+N · · ·
[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸
w

×

×∇p
([w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸

w

)
.

(24)
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Определенная таким образом ковариантная производная совпадает с (13) и (14).
Отметим, что оба определения (14) и (24) имеют свои преимущества и недостатки.
Определение (14) имеет компактную запись и справедливо для дробных весов, если
дробная степень фундаментального определяющего псевдоскаляра вещественна, ко-
торый может принимать отрицательные значения, но, при этом, вычисление фунда-
ментального определяющего псевдоскаляра требует определения косого произведения
базисных векторов евклидова пространства. Для вычисления производной по опре-
делению (24) не требуется никаких предварительных сведений, кроме определения
символов перестановок (1), что позволяет снять требование евклидовости простран-
ства и вести речь о римановом пространстве. Однако в (24), вес дифференцируемого
псевдотензора должен быть целым.
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ALGEBRAIC ALGORITHM FOR THE SYSTEMATIC REDUCTION OF
ONE-POINT PSEUDOTENSORS TO ABSOLUTE TENSORS
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Abstract. The paper is devoted to the an algebraic algorithm for the systematic reduction of
one-point pseudotensors of an arbitrary valency and weight to absolute tensors. The weight of
a pseudotensor is assumed to be an integer. The algorithm is based on the transformation of
a one-point pseudotensor of an arbitrary valency and weight by the permutation symbols, both
covariant and contravariant types. Notions and requisite equations from Algebra and the Analysis
of pseudotensors are recalled and discussed. An implementation of covariant differentiation of a
one-point pseudotensor field of an arbitrary valency and weight is manifested and derived by the
proposed algebraic algorithm of pseudotensor transformation. The definition of the pseudotensor
field gradient is introduced and discussed.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, permutation symbol, covariant
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Аннотация. Получено решение начально-краевой задачи о воздействии импульсной нагруз-
ки взрывного типа на упругую балку, лежащую свободно на неподвижных недеформируемых
опорах в воде. Влияние сопротивления воды движению колеблющейся балки учтено введени-
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Постановка задачи.
Рассмотрим случай прямолинейных балок постоянного по всей длине поперечного

сечения. Предполагаем, что поперечные размеры балки невелики по сравнению с её
длиной l. Нагрузка прикладывается к балке мгновенно и действует, монотонно убывая,
в течение времени t+, которое в пределе можно считать стремящимся к нулю.

Пренебрегаем в силу малости усилиями, возникающими в балке от её собственного
веса; следовательно можно полагать, что до действия нагрузки ось балки прямоли-
нейна, балка находится в покое, а именно: начальные смещения всех её точек z=0 и
начальные скорости всех частиц zt

′
= 0. Под действием внешней нагрузки частицы

балки получают смещения и скорости u, которые распределены по длине балки, то
есть являются функциями положения сечения x и времени t [1].

Введем обозначения: начало координат поместим на левом конце балки, ось x сов-
местим с осью балки, а ось прогибов z направим вниз по направлению действия на-
грузки. В этих обозначениях ордината обозначает прогиб балки в сечении, находя-
щемся на расстоянии x от её левого конца. Для вывода уравнения движения балки
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применим принцип Даламбера, при этом сопротивление движению балки в воде будем
учитывать введением присоединенной массы воды в соответствующие силы инерции.

Вырежем мысленно элемент балки длинной dx и применим к нему принцип Далам-
бера, согласно которому в любой момент времени внешние силы dq2, действующие на
элемент, уравновешиваются внутренними силами dq1 и силами инерции dq3, то есть

dq1 + dq3 = dq2 (1)

Внешняя сила, действующая на элемент равна

dq2 = p2bK1f(t)dx, (2)

где p2 – давление на балку в момент приложения к ней нагрузки; b – ширина балки;
K1 – коэффициент формы, учитывающий расположение балки по отношению к дей-
ствующей на нее нагрузки; f(t) – функция, учитывающая спад давления со временем;
эта функция на основе обработки данных многочисленных экспериментов может быть
задана в виде

f(t) =

(
1− t

t+

)n
, (3)

где n – параметр, значения которого расположены в интервале n ∈ (1, 3) в зависимости
от величины и вида взрывной нагрузки. [1], [2], [3], [4], [5]

Величину сил инерции с учётом присоединенной массы воды найдём в виде соот-
ношения

dq3 = (m∗ +m1)
∂2z

∂t2
dx, (4)

где m∗ и m1 – соответственно погонная масса балки и погонная присоединенная масса
воды. Величину внутренних сил dq1 можно определить из уравнения

dq1 = −∂Q
∂x

dx = −∂
2M

∂x2
dx (5)

При этом величина изгибающего момента М, действующего в рассматриваемом
сечении, определяется по известной формуле для малых прогибов

M = −EJ ∂
2z

∂x2
, (6)

где Е – модуль упругости материала балки; J – момент инерции поперечного сечения
балки относительно её поперечной оси, проходящей через начало координат [6]. Под-
ставляя найденные значения величин (2), (4), (5) в исходное уравнение (1), получим

−∂
2M

∂x2
+ (m∗ +m1)

∂2z

∂t2
= bK1p2(x)f(t) (7)

С учётом соотношения (6) для момента M, уравнение (7) можно записать в виде

EJ
∂4z

∂x4
+ (m∗ +m1)

∂2z

∂t2
= K1bp2(x)f(t)

или
∂2z

∂t2
+ β2 ∂

4z

∂x4
=

K1b

m∗ +m1
p2(x)f(t) (8)

где

β =

√
EJ

m∗ +m1
(9)

Уравнение (8) представляет собой искомое уравнение упругих колебаний балки.
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Рассмотрим поведение балки под действием кратковременно действующего импуль-
са, характерного для взрывной нагрузки. Интенсивность действующего импульса по
длине балки (погонный импульс) определяется функцией

i∗(x) = K1bp2(x)

∫ t+

0
f(t)dt (10)

Так как импульс действует кратковременно, то за время его действия частицы бал-
ки не успевают получить заметных смещений, а получают лишь некоторые скоро-
сти [1], [2]. Деформирование балки происходит после окончания действия нагрузки, в
период ее свободных колебаний. Уравнение свободных колебаний балки получим из
общего уравнения (8) приравниванием к нулю внешних сил в соответствии с услови-
ями деформирования балки:

∂2z

∂t2
+ β2 ∂

4z

∂x4
= 0 (11)

Рассмотрим случай свободно опертой по концам однопролётной балки длиной l.
Для этого случая граничными условиями будут следующие условия на концах балки

z(0, t) = z(l, t) = 0, (12)

то есть смещения на концах балки в направлении оси z отсутствуют;

∂2z

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0, (13)

поскольку балка на свободно опертых концах не способна воспринимать изгибающего
момента. Начальные условия в соответствии с характером действующей импульсной
нагрузки запишем в виде [1], [2]

z(x, 0) = 0,

(
∂z

∂t

)∣∣∣∣
t=0

=
i∗(x)

m∗ +m1
(14)

Решение поставленной задачи.
Таким образом, поведение однопролетной свободно опертой по концам упругой

балки в воде под действием импульсной взрывной нагрузки определяется решени-
ем начально-краевой задачи, описываемой уравнением (11) с граничными условиями
(12), (13) и начальными условиями (14).

Перейдём к безразмерным переменным

ξ =
x

l
, τ =

a0

l
t, w =

z

l
, (15)

при этом ξ ∈ [0; 1], τ ∈ [0; a0l t+], w ∈ [0;w∗], w∗ = z∗
l , z∗ - максимально-возможный

прогиб балки, a0 - скорость звука в воде. В этих безразмерных переменных определя-
ющее уравнение (11), граничные условия (12), (13) и начальные условия (14) примут
вид

∂2w

∂τ2
+ β2

1

∂4w

∂ξ4
= 0, β1 =

β

a0l
(16)

w(0, τ) = w(1, τ) = 0 (17)

∂2w

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=0

=
∂2w

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=l

= 0 (18)

w(ξ, 0) = 0 (19)
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∂w

∂t

∣∣∣∣
τ=0

=
i∗

a0 (m∗ +m1)
(20)

Итак, требуется найти частный интеграл уравнения (16), удовлетворяющий крае-
вым условиям (17), (18) и начальным условиям (19), (20).

Решение будем искать по методу Фурье. Согласно этому методу разделения пере-
менных, решение записывают в виде ряда, каждое слагаемое которого есть произве-
дение двух функций χ(ξ) и T (τ):

w(ξ, τ) =

∞∑
j=1

χj(ξ) · Tj(τ), (21)

при этом χ(ξ) и T (τ) - пока неизвестные функции своих аргументов, причем каждый
член суммы должен удовлетворять исходному уравнению (16) и соответствующим
краевым и начальным условиям.

Как известно [1], [3], [7] решение обладает наибольшей общностью, когда оно вы-
ражено через функцию влияния. Функцией влияния или функцией Грина называет-
ся решение задачи для случая сосредоточенной нагрузки. В рассматриваемом случае
функция Грина определяет значение прогиба в точке ξ от сосредоточенного импульса,
приложенного в точке с координатой ξ∗. Следуя работе [1], функцию Грина запишем
в виде w(ξ, τ | ξ∗).

Функция Грина должна удовлетворять дифференциальному уравнению, краевым и
начальным условиям. Краевые условия и начальное условие (19) для решения, выра-
женного через функцию Грина, не меняются. Второе начальное условие (20) запишем
через разрывную функцию Дирака δ(ξ):

∂

∂ξ

(
∂w

∂τ

)
τ=0

=
i∗(ξ)

a0 (m∗ +m1)
· δ(ξ − ξ∗) (22)

Функцию Грина для уравнения (16) и соответствующих начальных условий (19)-
(20) будем искать в виде

w(ξ, τ | ξ∗) =

∞∑
j=1

χj(ξ) · Tj(τ) (23)

Подставляя предполагаемое решение (23) в уравнение (16), получим для каждого
члена суммы уравнение

T ′′(τ) · χ(ξ) + β2
1T (τ)χ(4)(ξ) = 0 (24)

или
1

β2
1

· T
′′(τ)

T (τ)
= −χ

(4)(ξ)

χ(ξ)
= −λ4, (25)

где λ - параметр, подлежащий определению в ходе решения задачи. (Здесь, как об-
щепринято, верхний индекс в круглых скобках означает порядок производной).

Таким образом, переменные разделились, при этом исходное уравнение (16) в част-
ных производных заменено двумя равнозначными ему обыкновенными дифференци-
альными уравнениями:

T ′′(τ) + λ4β2
1T (τ) = 0,

χ(4)(ξ)− λ4χ(ξ) = 0.

}
(26)
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Решения уравнений (26) имеют вид

T (τ) = A cosλ2β1τ +B sinλ2β1τ (27)

χ(ξ) = C1 cosλξ + C2 sinλξ + C3chλξ + C4shλξ (28)
Для нахождения постоянных A,B,C1, C2, C3, C4 и λ воспользуемся соответствую-

щими начальными и краевыми условиями, учитывая, что так как переменные разде-
лились, то за начальные условия отвечают только функции T (τ), а за краевые условия
– только функции χ(ξ).

Из первого начального условия (19) найдём константу А. Так как для любого ξ при
τ = 0 прогибы w = 0, то , следовательно, и T (0) = 0, поэтому из (27) сразу получаем,
что постоянная А=0 для всех случаев. Следовательно, теперь решение (23) можно
записать в виде

w(ξ, τ | ξ∗) =

∞∑
j=1

Bj sinλ2β1τ(C1 cosλjξ + C2 sinλjξ + C3chλjξ + C4shλjξ) (29)

или

w(ξ, τ | ξ∗) =
∞∑
j=1

Bjχj(ξ) sinλ2
jβ1τ (30)

Продифференцируем равенство (30) по τ и воспользуемся вторым начальным усло-
вием (22), в результате получим

i∗(ξ∗)

β1(m1 +m∗)a0
δ(ξ − ξ∗) =

∞∑
j=1

λ2
jBjχj(ξ) (31)

Для нахождения коэффициента Bj умножим обе части равенства (31) на χj(ξ)
и проинтегрируем его по ξ от нуля до единицы. Учтём при этом ортогональность
функций χj(ξ) и χk(ξ), удовлетворяющих краевым условиям, и соотношениям∫ 1

0
χj(ξ) · χk(ξ)dξ = 0, (32)

если j 6= k и ∫ 1

0
χ2
j (ξ)dξ =

1

4

[
χ2
j (ξ)− 2

...
χ jχ̇j(ξ) + χ̈2

j (ξ)
]
ξ=1

, (33)

где точки означают дифференцирование по полному аргументу (λjξ) в отличие от
дифференцирования по ξ, которое обозначают черточками [1]. В силу соотношения
(32) все члены, кроме одного, содержащего χ2

j (ξ), получаемого при j = k в рассмат-
риваемой сумме, исчезнут. В результате получим∫ 1

0

i∗(ξ∗)

β1a0(m1 +m∗)
δ(ξ − ξ∗)χj(ξ)dξ = λ2

jBj

∫ 1

0
χ2
j (ξ)dξ (34)

В силу свойства δ – функции∫ 1

0
δ(ξ − ξ∗)f(ξ)dξ = f(ξ∗), (0 ≤ ξ ≤ 1) (35)

левую часть уравнения (34) запишем в виде∫ 1

0

i∗(ξ∗)

β1a0(m1 +m∗)
δ(ξ − ξ∗)χj(ξ)dξ =

i∗(ξ∗)

β1a0(m1 +m∗)
χj(ξ∗)
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Используя формулу (33), получим выражение для Bj в виде

Bj =
4i∗(ξ∗)χj(ξ∗)

β1a0(m1 +m∗)λ2
j

[
χ2
j (ξ)− 2

...
χ j(ξ)χ̇j(ξ) + χ̈2

j (ξ)
]
ξ=1

(36)

Следовательно, функция влияния примет вид

w(ξ, τ | ξ∗) =
4i∗(ξ∗)

β1a0(m1 +m∗)
·
∞∑
j=1

χj(ξ∗)χj(ξ) sinλ2
jβ1τ

λ2
j

[
χ2
j (ξ)− 2

...
χ j(ξ)χ̇j(ξ) + χ̈2

j (ξ)
]
ξ=1

(37)

Полный прогиб балки равен интегралу от функции влияния

w(ξ, τ) =

∫ 1

0
w(ξ, τ | ξ∗)dξ∗ (38)

или

w(ξ, τ) =
4

β1a0(m1 +m∗)

∞∑
j=1

χj(ξ) sinλ2
jβ1τ

λ2
j

[
χ2
j (ξ)− 2

...
χ j(ξ)χ̇j(ξ) + χ̈2

j (ξ)
]
ξ=1

·
∫ 1

0
i∗(ξ∗)χj(ξ∗)dξ∗

(39)
Формула (39) определяет решение поставленной задачи в самом общем виде. Рас-

смотрим теперь один чаще всего встречающийся на практике случай, когда оба конца
балки свободно оперты на неподвижные опоры. Для этого случая краевые условия
определяются соотношениями (12), (13) или в безразмерных переменных (17), (18).

Так как за краевые условия в соответствии с решением (23) отвечают только фун-
даментальные функции χ, то должны выполняться равенства

χj(0) = χj(1) = χj
′′
(0) = χj

′′
(1) = 0 (40)

Подставляя эти значения в выражения для χ и χ′′, получим систему четырёх урав-
нений относительно C1, C2, C3, C4:

C1 + C3 = 0;
C1 cosλj + C2 sinλj + C3chλj + C4shλj = 0;
λ2
j (−C1 + C3) = 0;

λ2
j (−C1 cosλj − C2 sinλj + C3chλj + C4shλj) = 0;

 (41)

Пусть λj 6= 0. Тогда из первого и третьего уравнения системы (41) следует, что C1 =
C3 = 0. Два оставшихся уравнения дают систему линейных однородных уравнений

C2 sinλj + C4shλj = 0
−C2 sinλj + C4shλj = 0

}
(42)

Условие нетривиальной совместности системы (42) приводит к уравнению

sinλjshλj = 0 (43)

Это характеристическое уравнение имеет бесконечное множество корней

λj = jπ, (44)

где j – любое целое число 1, 2, 3, .... Корень, соответствующий j=0 и удовлетворяющий
уравнению (43) приводит к тривиальному результату z=0, означающему равновесие
прямой неколеблющейся балки. Для j=1,2,3,..., shλj 6= 0, поэтому из системы уравне-
ний (42) находим, что C4 = 0, а C2 6= 0, при этом C2 – произвольная константа, что
является свойством системы однородных линейных уравнений [1], [7].
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Положим для простоты C2 = 1. Тогда фундаментальные функции примут вид

χj(ξ) = sin jπξ (45)

и решение (39) можно записать в виде

w(ξ, τ) =
2

π2β1a0(m1 +m∗)

∞∑
j=1

1

j2
sin jπξ sin j2π2β1τ

∫ 1

0
i∗(ξ∗) sin jπξ∗dξ∗ (46)

Из решения (46) видно, что балка в воде со свободно опертыми концами совершает
гармонические колебания с частотами

ω̄j = j2π2β1, (47)

представленными в безразмерной форме, или

ωj =
j2π2

l2

√
EJ

a0(m1 +m∗)
, (48)

записанные в размерных величинах.
Заключение.
Представленный на частном примере способ определения частот и форм свободных

колебаний однопролетных балок в воде и нахождения общих решений для них может
быть применен и к другим случаям закрепления балочных элементов конструкций.
Полученные при этом решения об их деформировании в процессе колебаний под дей-
ствием взрывной нагрузки могут быть использованы для определения гарантирован-
ного разрушения и гарантированной взрывостойкости таких конструкций.
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критической нагрузке.
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Устойчивость полосы при сжатии в случае плоской деформации исследовалась в
ряде работе [1-5,8]. При этом уравнения для определения критического давления по-
лучались на основе различных подходов и предположений.

В работах [1,2] впервые предполагалось, что потеря устойчивости в основном опре-
деляется изменением граничных условий. В работе [3] учитывались углы поворота
в уравнениях равновесия аналогично [4] и, кроме того, сохранялись члены того же
порядка малости в граничных условиях. В [4] использовались нелинейные соотноше-
ния между напряжениями и деформациями, причем уравнения равновесия приняты
в форме [4]. Авторы работы [5] уравнения равновесия для компонент возмущения
использовали в предложениях работ [4, 6].

Целью данной работы является оценка влияния различных форм уравнений рав-
новесия и граничных условий на величину критического давления и ее поведение по
отношению к эйлеровой критической нагрузке.

В работе использованы общепринятые обозначения: σx, σy, τxy - компоненты на-
пряжения; εx, εy, γxy - компоненты деформаций; где u, v - компоненты перемещения
вдоль осей x и y. Рассматривалась потеря устойчивости плоскости xOy (рис.1) под
действием давления p.

Компоненты напряжения и деформаций связаны известными соотношениями зако-
на Гука и условием несжимаемости
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Рис. 1

σx − σy = 2G(εx − εy), τxy = Gγxy, εx + εy = 0. (1)
Решение задачи искалось в виде

σij = σ0
ij + σ′ij , εij = ε0ij + ε′ij , u = u0 + u′, ... (2)

Напряженное состояние до потери устойчивости определяется выражениями

σ0
x = −p, σ0

y = 0, τ0
xy = 0. (3)

Формы уравнений равновесия, граничных условий и соответствующие им уравне-
ния для определения критического параметра γ, которые использовались в данной
работе, представлены в таблице.

Связь критического параметра γ с критическим давлением pкр, при котором про-
исходит потеря устойчивости полосы, определяется соотношением

γ =
pкр

2G
, (4)

где G – модуль сдвига.
На рис.2 представлены графики зависимости критического параметра γi от вели-

чины kb, рассчитанные по уравнениям приведенным в таблице 1. Аналогичная за-
висимость приводиться для эйлеровской критической нагрузки γэл, рассчитанной по
формуле

γэл =
(kb)2

6
, (5)

На рис.3 приведены графики зависимости отношений γi/ γэл от параметра kb.
Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы:
1. При малых значениях kb (kb<0.3) значения критических параметров γ2, γ3, γ5 и

γэл практически совпадают, а значение γ1 совпадают с значением γ4.
2. Для больших значений параметра kb зависимость γ2= γ2(kb) похожа на зависи-

мость γэл= γэл(kb), но сильно отличается от поведения остальных кривых.
3. Сравнение величин γ1 и γ3 показывает, что пренебрежение слагаемыми в гранич-

ных условиях приводит к повышению критического давления при kb=3 до 50
4. Сравнение кривых для γ1 и γ3 указывает, что учет слагаемых в уравнениях рав-

новесия при условии сохранения их и в граничных условиях приводит к резкому по-
вышению величины критического давления при одних и тех же значениях параметра
kb.
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Уравнения равновесия и граничные Уравнение для определения критического
условия параметра γi

∂σ′x
∂x +

∂τ ′xy
∂y = 0,

∂τ ′xy
∂x +

∂σ′y
∂y = 0;

γ2 = sh(kb)−kb
kb

σ′y = 0, τ ′xy + p∂υ
′

∂x = 0

∂σ′x
∂x +

∂τ ′xy
∂y = 0,

∂τ ′xy
∂x +

∂σ′y
∂y −

p
2
∂
∂x [∂υ

′

∂x −
∂u′

∂y ] = 0;
2[ch(kb)

√
1−γ1ch(kb)−1]

sh(kb)
√

1−γ1sh(kb)
=

σ′y = 0, τ ′xy + p∂υ
′

∂x = 0 = 1
(1+γ1

√
1−γ1

+ (1 + γ1
√

1− γ1)

∂σ′x
∂x +

∂τ ′xy
∂y − p

∂2u′

∂x2
= 0,

∂τ ′xy
∂x +

∂σ′y
∂y − p

∂2υ′

∂x2
= 0;

2[ch(kb)
√

1−2γ5ch(kb)−1]
sh(kb)

√
1−2γ5sh(kb)

=

σ′y = 0, τ ′xy = 0 = (1−γ5)2√
1−2γ5

+
√

1−2γ5
(1−γ5)2

∂σ′x
∂x +

∂τ ′xy
∂y = 0,

∂τ ′xy
∂x +

∂σ′y
∂y −

p
2
∂
∂x [∂υ

′

∂x −
∂u′

∂y ] = 0;
2[ch(kb)

√
1−γ3ch(kb)−1]

sh(kb)
√

1−γ3sh(kb)
=

σ′y = 0, τ ′xy = 0 = (2+γ3)
√

1−γ3
(2−γ3) + (2−γ3)

(2+γ3)
√

1−γ3

∂σ′x
∂x +

∂τ ′xy
∂y − p

∂2u′

∂x2
= 0,

∂τ ′xy
∂x +

∂σ′y
∂y − p

∂2υ′

∂x2
= 0;

2[ch(kb)
√

1−2γ4ch(kb)−1]
sh(kb)

√
1−2γ4sh(kb)

=

σ′y = 0, τ ′xy + p∂υ
′

∂x = 0 = (1−γ4)√
1−2γ4(1+γ4)

+
√

1−2γ4(1+γ4)
(1−γ4)

Таблица 1.

5. Из рис.3 видно, что учет слагаемыми в граничных условиях, но пренебрежение
ими в уравнениях равновесия приводит к повышению значения критической силы по
сравнению с эйлеровой критической силой.
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Рис. 2

Рис. 3
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Аннотация. Рассматривается задача центрального растяжения составного бетонного стерж-
ня квазистатическими нагрузками. В качестве распределенной нагрузки принимается сила
тяжести, действующая на стержень. Определены предельные нагрузки и удлинения стерж-
ня в зависимости от физических параметров стержня. При деформации ниже предельной
упругой предполагается, что бетон деформируется линейно, в противном случае нелинейно
неупруго. Приведены примеры расчетов по полученным соотношениям для составных стерж-
ней одинаковой массы, где в каждом участке стержня могут быть реализованы различные
марки бетонов.
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оси стержня, ось Oz направим вертикально вверх, начало координат O поместим в
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Рис. 1. Поперечное сечение стержня
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Рис. 2. Защемленный стержень

В данной работе будем учитывать физическую нелинейность деформирования бе-
тонов, а также его разносопротивляемость растяжению и сжатию [1–16].

Примем, что на участках [0, l1] и [l1, 1] стержень состоит из бетонов разных марок
и радиусы r в поперечном сечении различны и равны соответственно r1 и r2.

Зависимость между напряжениями и деформациями на i-ом участке стержня для
случая 0 < ε ≤ ε+

0i примем равной

σi = E+
i ε, (1)

а при ε+
0i ≤ ε < ε+

∗i равной

σi = A3+
1i ε+A3+

3i ε
3, (2)

где E+
i – модуль упругости при растяжении бетона i-го участка стержня, ε+

0i – предель-
ная упругая деформация при растяжении i-го участка стержня, ε+

∗i – предельная де-
формация упрочнения при растяжении i-го участка стержня, A3+

1i , A
3+
3i – физические

параметры, определяемые из реальной диаграммы растяжения бетонов i-го участка
стержня [14].

Указанные коэффициенты также могут быть определены из достаточно простых
предположений [17], исходя из вида диаграммы растяжения-сжатия бетонов

dσ

dεi

∣∣∣∣
ε=ε+∗i

= 0, σi(ε
+
∗i) = σ+

∗i, (3)

где σ+
∗i – предел прочности бетона.

Случай равенства или превышения деформации значения ε+
∗ = min{ε+

∗i} будем счи-
тать случаем потери несущей способности стержня.
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Во всех последующих расчетах будем использовать обезразмеренные величины

σ̃ =
σ

σ−1∗
, Ẽ =

E

σ−1∗
, l̃1 =

l1
l
, r̃i =

ri
l
, P̃ = P

1

l2σ−1∗
, q̃1 = q

1

lσ−1∗
, (4)

Ñ = N
1

l2σ−1∗
, ũ =

u

l
,

где обезразмеривающие величины: σ−1∗ – предел прочности при сжатии бетона мар-
ки B10, l – длина стержня; P – величина нагрузки, приложенной к правому краю
стержня, q – величина распределенной нагрузки, N – величина продольного усилия,
u – величина перемещений вдоль оси Ox.

Для определения коэффициентов A3+
1i , A

3+
3i уравнения деформирования (2) по фор-

мулам (3) достаточно знать характеристики бетона ε+
0 , ε

+
∗ , σ

+
∗ . В качестве материалов

участков стержня будем использовать бетоны марок B10, B30, B50 с физическими
параметрами, определенными в работе [18]. Результаты расчета коэффициентов по
соотношениям (3) после обезразмеривания по формулам (4) занесем в таблицу 1. Диа-
граммы деформирования бетонов, построенные по соотношениям (2) с коэффициен-
тами из таблицы 1, имеют вид, изображенный на рис. 3.

Рис. 3. Диаграммы деформирования бетонов, построенные по соотношениям (2)

Под распределенными нагрузками q1, q2 будем понимать действие силы тяжести
на стержень. Нагрузка q1 действует на участке [0, l1], нагрузка q2 на участке [l1, 1],
которые определяются из соотношений

q̃1 =
ρ1g

lσ−1∗
πr2

1, q̃2 =
ρ2g

lσ−1∗
πr2

2, (5)
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№ Марка бетона E+ ε+
0 , 10−2 σ+

∗ ε+
∗ , 10−2 A3+

1 A3+
3 , 1010

1 B10 1068,53 0,005 0,110963 0,015 1109,63 -1,644
2 B30 2278,67 0,005 0,236631 0,015 2366,31 -3.506
3 B50 2919,17 0,00375 0,298128 0,015 2981,28 -4,417

Таблица 1. Физические параметры бетонов

где ρ1, ρ2 – плотности бетонов на участках [0, l1] и [l1, 1] соответственно, g – величина
ускорения свободного падения.

Положим плотности бетонов марок B10, B30, B50 равными соответственно ρ1 =
2500 кг/м3, ρ2 = 2800 кг/м3, ρ3 = 3100 кг/м3.

В дальнейшем надстрочный индекс «∼» во всех формулах и обозначениях будем
опускать.

Уравнение равновесия при центральном растяжении имеет вид
dN

dx
= −q(x), (6)

где q(x) – распределенная нагрузка.
В рассматриваемом сечении S продольное усилие N может быть определено через

напряжения

N =

∫∫
S
σdS. (7)

Обозначим через N1(x), N2(x), ε1(x), ε2(x), u1(x), u2(x) – продольные усилия, де-
формации и перемещения на участках [0, l1] и [l1, 1] соответственно. В рассматривае-
мой задаче наибольшее значение величины продольного усилия будет реализовывать-
ся в местах защемления стержня или на границе двух участков, т.е. при x = 0 и
x = 0.

Наибольшее значение деформации в данной задаче может быть либо в месте за-
щемления x = 0, либо на границе двух участков стержня x = l1.

Для продольных усилий N1(x), N2(x) справедливы соотношения

N1(l1) = N2(l2), N2(1) = P, (8)

уравнение равновесия (6) имеет вид

dN1

dx
= −q1,

dN2

dx
= −q2. (9)

Из соотношений (8), (9) получим выражение для продольных усилий

N1(x) = P + (1− l1)q2 + (l1 − x)q1, N2(x) = P + (1− x)q2. (10)

Значения продольных усилий в точках x = 0 и x = l1 будет равно

N1(0) = P + (1− l1)q2 + l1q1, N2(l1) = P + (1− l1)q2. (11)

Найдем выражение для нагрузки P01, при которой в левом конце стержня дефор-
мация равна предельной упругой ε+

01, тогда из (1), (7) будем иметь

P01 = πr2
1E

+
1 ε

+
01 − q2(1− l1)− l1q1. (12)
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Значение нагрузки P02, при которой на границе двух участков стержня деформация
равна предельной упругой ε+

02, имеет вид

P02 = πr2
2E

+
2 ε

+
02 − q2(1− l1). (13)

Наименьшая из двух нагрузок P01, P02 будет соответствовать образованию в
стержне участка с нелинейным неупругим деформированием материала

P0 = min{P01, P02}. (14)

Если значение P > P0, тогда в стержне будет область нелинейного неупругого
деформирования. Найдем значение нагрузки P11, при которой весь первый участок
стержня [0, l1] деформируется нелинейно неупруго. Указанную нагрузку можно опре-
делить, положив ε1(l1) = ε+

01

P11 = πr2
1E

+
1 ε

+
01 − (1− l1)q2. (15)

Найдем значение нагрузки P12, при которой весь второй участок стержня в области
нелинейного неупругого деформирования, положив ε2(1) = ε+

02.

P12 = πr2
2E

+
2 ε

+
02. (16)

Предельная нагрузка P1, соответствующая случаю, когда весь стержень стал де-
формироваться нелинейно неупруго, определяется из соотношений

P1 = max{P11, P12}. (17)

Предельную нагрузку P21, соответствующую достижению в месте защемления де-
формации значения, равного предельной упрочнения ε+

∗ , можно определить из (2),
(11)

P21 = πr2
1

(
A3+

11 ε
+
∗ +A3+

21 (ε+
∗ )2 +A3+

31 (ε+
∗ )3
)
− (1− l1)q2 − l1q1. (18)

Аналогично определяется нагрузка, соответствующая достижению в месте соеди-
нения двух участков деформации значения, равного предельной упрочнения ε+

∗

P22 = πr2
2

(
A3+

12 ε
+
∗ +A3+

22 (ε+
∗ )2 +A3+

32 (ε+
∗ )3
)
− (1− l1)q2. (19)

В этом случае имеем для предельной нагрузки P2 при которой появляются стержне
деформации ε+

∗ ,

P2 = min{P21, P22}. (20)

Рассмотрим случай, когда в стержне деформация не превышает предельного упру-
гого значения, т.е. P ≤ P0, и весь стержень деформируется упруго (4) (на рисунке
цифрами обозначены номера участков стержня).

1

O
x

11l

2

Рис. 4. Случай P < P0

В этом случае из соотношений (1), (7) получим

N1(x) = πr2
1E

+
1 ε1(x), N2(x) = πr2

2E
+
2 ε2(x). (21)
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Из (10), (21) получим выражения для деформаций

ε1(x) =
1

πr2
1E

+
1

(P + (1− l1)q2 + (l1 − x)q1) , (22)

ε2(x) =
1

πr2
2E

+
2

(P + (1− x)q2) .

В случае если параметры стержни таковы, что P01 < P02, т.е. выполняется условие

πr2
1E

+
1 ε

+
01 − l1q1 < πr2

2E
+
2 ε

+
02, (23)

и нагрузка удовлетворяет условиям P01 < P < P02, то на первом участке будут об-
ласти нелинейного неупругого деформирования [0, xs1] и упругого деформирования
[xs1, l1], а на втором только упругого (рис. 5). На рисунке 5 заштрихованная область
стержня соответствует участку нелинейного неупругого деформирования.
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Рис. 5. Случай P01 < P < P02

В случае же, если нагрузка находится в диапазоне P02 < P < P01, имеем случай
изображенный на рис. 6.
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Рис. 6. Случай P02 < P < P01

При выполнении условия P11 < P02 имеем, в случае если нагрузка удовлетворяет
условию P11 < P < P02, область нелинейного неупругого деформирования, которая
полностью охватывает первый участок стержня, а второй участок будет деформиро-
ваться упруго (рис. 7). Указанный случай будет иметь место при условии

r2
1E

+
1 ε

+
01 < r2

2E
+
2 ε

+
02. (24)
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Рис. 7. Случай P11 < P < P02

В случае физических параметров стержня, при которых справедливо неравенство
P12 < P01 и если P находится в диапазоне P12 < P < P01, второй участок полностью
деформируется нелинейно неупруго, а первый участок будет деформироваться упруго
(рис. 8).
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Рис. 8. Случай P12 < P < P01

Если физические параметры стержня таковы, что max{P01, P02} < P <
min{P11, P12}, имеем, что первый и второй участки стержня состоят из областей нели-
нейного неупругого деформирования и упругого, разделенных точками xs1 и xs2 со-
ответственно (рис. 9).
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Рис. 9. Случай max{P01, P02} < P < min{P11, P12}

В случае P11 < P12 и нагрузке, удовлетворяющей условиям P11 < P < P12, P > P02,
первый участок стержня полностью находится в области нелинейного неупругого де-
формирования, а второй участок состоит из двух частей: области нелинейного неупру-
гого деформирования [l1, xs2] и области упругого деформирования [xs2, 1] (рис. 10).
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Рис. 10. Случай P11 < P < P12 и P > P02

Если справедливо неравенство P12 < P11 и для нагрузки P справедливо
P12 < P < P11, P > P01, тогда второй участок стержня полностью находится в об-
ласти нелинейного неупругого деформирования, а первый участок состоит из двух
частей: области нелинейного неупругого деформирования [0, xs1] и области упругого
деформирования [xs1, l1] (рис. 11).
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Рис. 11. Случай P12 < P < P11 и P > P01

В случае P1 < P < P2 весь стержень находится в области нелинейного деформиро-
вания (рис. 12).
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Рис. 12. Случай P1 < P < P2

Рассмотрим случай P < P0 (рис. 4), тогда для удлинения δ справедливо

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx =
l1

2πr2
1E

+
1

(2P + 2(1− l1)q2 + l1q1) + (25)

+
1− l1

2πr2
2E

+
2

(2P + q2(1− l1)) .

При нагрузке P = P0 из (14), (25) получим для удлинения δ0.
При P01 < P < P02 имеем случай, изображенный на рис. 5, тогда для удлинения

справедливо

δ =

∫ xs

0
ε1(x)dx+

∫ l1

xs1

ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (26)

где ε1(x) на участке [0, xs1] определяется как решение уравнения

πr2
1(A3+

11 ε1(x) +A3+
21 (ε1(x))2 +A3+

31 (ε1(x))3) = P + (1− l1)q2 + (l1 − x)q1, (27)

которое является кубическим относительно ε1(x) и может быть найдено по форму-
ле Кардано [19], а деформация ε1(x) на интервале [xs1, l1] и ε2(x) определяется по
соотношениям для упругой области (22).

Из условия того, что ε1(xs1) = ε+
01, из (22) получим для xs1 выражение

xs1 = l1 −
ε+

01πr
2
1E

+
1 − P − (1− l1)q2

q1
. (28)

Из (28) видно, что при P0 < P < P01 для границы справедливо условие 0 < xs1 < l1.
В случае P02 < P < P01 будет иметь место случай, изображенный на рис. 6, тогда

удлинение стержня можно определить по соотношению

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ xs2

l1

ε2(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (29)

где деформация ε1(x) на участке [0, l1] и ε2(x) на участке [l1, 1] определяется по соот-
ношениям для упругой области (22), а в области ε2(x) в области нелинейного дефор-
мирования из решения уравнения

πr2
2(A3+

12 ε2(x) +A3+
22 (ε2(x))2 +A3+

32 (ε2(x))3) = P + (1− x)q2. (30)

Выражение для границы раздела областей xs2 можно определить из уравнения
ε2(xs2) = ε+

02, где ε2(x) определяется, согласно уравнению (17), тогда получим для xs2

xs2 =
q2 + P − ε+

02πr
2
2E

+
2

q2
. (31)
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В случае P11 < P < P02 (рис. 7) удлинение δ стержня определяется из соотношений

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (32)

где ε1(x) – решение уравнения (27), ε2(x) определяется из (22).
В случае P12 < P < P01 (рис. 8) удлинение δ стержня определяется из соотношений

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (33)

где ε1(x) определяется из (22), ε2(x) – решение уравнения (30).
Если нагрузки и параметры стержня таковы, что max{P01, P02} < P <

min{P11, P12} (рис. 9), тогда имеем для удлинения δ

δ =

∫ xs1

0
ε1(x)dx+

∫ l1

xs1

ε1(x)dx+

∫ xs2

l1

ε2(x)dx+

∫ 1

xs2

ε2(x)dx, (34)

где ε1(x) на интервале [0, xs1] определяется уравнением (27), ε2(x) на интервале [l1, xs2]
уравнением (30), ε1(x) на интервале [xs1, l1] и ε2(x) на интервале [xs2, 1] уравнениями
(22), xs1 и xs2 соотношениями (28) и (31) соответственно.

Если справедливо P11 < P < P12 и P > P02 (рис. 10), то удлинение стержня будет
равно

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ xs2

l1

ε2(x)dx+

∫ 1

xs2

ε2(x)dx, (35)

где ε1(x) на интервале [0, l1] определяется уравнением (27), ε2(x) на интервале [l1, xs2]
уравнением (30), ε2(x) на интервале [xs2, 1] уравнением (22), xs2 соотношением (31).

В случае нагрузок и физических параметров стержня, таковых, что справедливо
P12 < P < P11 и P > P01 (рис. 11), удлинение равно

δ =

∫ xs1

0
ε1(x)dx+

∫ l1

xs1

ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (36)

где ε1(x) на интервале [0, xs1] определяется уравнением (27), ε2(x) на интервале [l1, 1]
уравнением (30), ε1(x) на интервале [xs1, l1] уравнением (22), xs1 соотношением (28).

Удлинение δ1, соответствующее нагрузке P1, будет равно

δ1 =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (37)

где ε1(x), ε2(x) определяются из уравнений (27), (30) при P = P1.
В случае деформирования стержня при нагрузках P1 < P < P2 удлинение опреде-

ляется выражением

δ =

∫ l1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

l1

ε2(x)dx, (38)

где ε1(x), ε2(x) определяются из уравнений (27), (30).
Удлинение δ2 определяется по соотношениям (37), если положить в уравнениях

(27), (30) значение нагрузки P = P2.
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В качестве примера рассмотрим однородный стержень из бетона марки B10 с па-
раметрами

r1 = r2 = 5/100. (39)

Тогда для предельных нагрузок по соотношениям (14), (17), (20) получим

P0 = 0, 000162, P1 = 0, 000420, P2 = 0, 000614. (40)

Определим удлинения при заданных нагрузках P0, P1, P2

δ0 = 0, 000035, δ1 = 0, 000068, δ2 = 0, 000102. (41)

Интегралы в формуле (37) считались по соотношениям

δ1 =
100∑
i=60

ε2(xi)h+
60∑
i=0

ε1(xi)h, (42)

где h = 1
100 , xi = ih, ε1(xi), ε2(xi) решения уравнений (27), (30) при соответствующих

значений xi.
В общем случае уравнения (27), (30) имеют три решения. При выборе соответству-

ющего решения ε1(xi), ε2(xi) в формуле (42) искалось ближайшее неотрицательное
решение к решению, полученному на предыдущем шаге ε1(xi+1), ε2(xi+1). При на-
хождении удлинения δ1 при нагрузке P1 деформация в правом конце стержня должна
равняться предельной, соответственно подсчет суммы велся, начиная с x100 = 1, и в
качестве предыдущего значения для корректного выбора решения бралось значение
деформации равной предельной. При нахождении предыдущего значения для x60 = l1
(на границе двух участков) в первом участке стержня бралось значение деформации,
равной значению на втором участке стержня (на границе соприкосновения с первым
участком стержня). Все полученные расчеты выполнялись в математическом пакете
Maple. Аналогичная сумма составлялась при вычислении интеграла (30).

Корректность выбора решений можно проследить на рисунке 13.
Выполним аналогичные расчеты для стержня (40) без учета силы тяжести, по-

ложив q1 = q2 = 0, тогда величина деформации будет постоянно вдоль стержня и
равны ε+

0 , ε
+
∗ при нагрузках P1 и P2 соответственно. Значения предельных нагрузок

и удлинений будет иметь в этом случае вид

P0 = 0, 000420, P1 = 0, 000420, P2 = 0, 000871, (43)

δ0 = 0, 000050, δ1 = 0, 000069, δ2 = 0, 000150. (44)

Сопоставляя результаты с учетом силы тяжести (40), (41), и без учета силы тяжести
(43), (44) можно увидеть, что предельная нагрузка P0 во втором случае больше в 2,6
раза, нагрузка P1 совпадает, а P2 больше во втором случае в 1,41 раза.

В дальнейшем стержни указанного сечения и материала будем считать эталонными
и будем рассматривать стержни, с массой равной массе эталонного стержня

πr2
эρэ = πr2

1il1ρ1i + πr2
2i(1− l1)ρ2i, (45)

где r1i, r2i – радиусы первого и второго участка составного стержня в поперечном
сечении, ρ1, ρ2 – плотности первого и второго участка составного стержня, rэ – радиус
эталонного стержня, ρэ – плотность бетона эталонного стержня.
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Рис. 13. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P1 и P2 соответствен-
но

Рассмотрим слоистый стержень (46) такой же массы, как и эталонный стержень,
т.е. с параметрами, удовлетворяющими соотношениям (45). Первый участок стержня
предполагается, что изготовлен из бетона марки B50, а второй – B30.

r1 = 42/1000, r2 = 5/100, l1 = 1/2. (46)

В результате расчетов получаем для предельных нагрузок и удлинений решения:

P0 = 0, 000353, P1 = 0, 000895, P2 = 0, 001404, (47)

δ0 = 0, 00029, δ1 = 0, 00064, δ2 = 0, 000109. (48)

Распределение деформаций в стержне при нагрузках P1 и P2 изображены на рис.
14.

Как видно из полученных решений на рис. 14, деформации и, следовательно, на-
пряжения будут терпеть разрыв на границе соприкосновения слоев. Непрерывными
будут, исходя из построения решения, продольные усилия и перемещения. Графики
деформаций, изображенные на рис. 14, соответствуют принятым предположениями,
т.е. при P = P1 (рисунок слева) деформация в правом конце стержня равна предель-
ному упругому значению, а при P = P2 в левом конце стержня равна предельной
деформации упрочнения.

Расчетные значения предельных усилий и соответствующих удлинений стержня,
отношение разности предельных нагрузок рассматриваемого и эталонного стержня к
предельной нагрузке эталонного стержня (если нагрузка считалась с учетом силы тя-
жести, то и для эталонного стержня нагрузка считалась тоже с учетом силы тяжести
и наоборот) поместим в таблицу 3, причем знак плюс будет соответствовать тому, что
предельная нагрузка больше, а минус – предельная нагрузка меньше по сравнению с
эталонным стержнем.
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Рис. 14. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P1 и P2 соответствен-
но

Рассмотрим стержень с параметрами

r1 = 0, 05086, r2 = 4/100, l1 = 1/2. (49)

Распределение деформаций при нагрузках P1 и P2 имеют вид, изображенный на
рис. 15. Как видно из полученных решений, деформации в левом участке стержня
существенно выше, чем в правом, наибольшее значение будет на границе раздела
двух участков. В случае нагрузки P = P1 деформация равна предельному упругому
значению в первом участке на границе сопряжения слоев, при нагрузке P = P2 дефор-
мация равна предельной деформации упрочнения во втором слое, на границе раздела
двух участков. Соответственно потеря стержнем несущей способности будет происхо-
дить на границе двух участков стержня. Указанные значения предельных нагрузок
для данного случая и для различных комбинаций параметров сечения и материалов
стержня, имеющих одинаковую массу (45), будем помещать в таблицу 3.

Если сравнить случаи 9 и 11 из таблицы 3, то можно увидеть, что при перестанов-
ке местами материалов слоев, в случае когда слой бетона B10 находится в зоне за-
щемления, демонстрируется существенно низкая несущая способность. В этом случае
(случай 11) потеря несущей способности происходит при нагрузке ниже, чем нагруз-
ки, когда оба участка стали в области зоны нелинейного неупругого деформирования
(P1 > P2), в случае 9 первый участок находится в зоне нелинейного-неупругого де-
формирования, а во втором участке слева деформация равна предельной деформации
упрочнения (рис. 16). Причем, в случае 9 предельная нагрузка P2 больше, чем в слу-
чае 11, в 3,7 раза. Распределение деформаций в стержне при нагрузке P2 для случая
11 из таблицы 3 изображено на рис. 17. Из указанного рисунка видно, что во вто-
ром участке стержень находится в упругом состоянии, а в первом участке в месте
защемления деформация равна предельной упрочнения.

Из полученных решений видно, что существенную роль при проектировании стерж-
ней играет выбор материалов стержня и то, в каком порядке эти материалы будут
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Рис. 15. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P1 и P2 соответствен-
но

Рис. 16. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P2 для случая 9 из
таблицы 2

располагаться в стержне. Существенную роль также играет учет силы тяжести, иг-
норирование которой приводит к существенным погрешностям в расчетах.
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Рис. 17. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P2 для случая 11 из
таблицы 2

№ r1 r2 l1 Сила тяжести Слой 1 Слой 2
1 0,042 0,05 0,5 + B50 B30
2 0,042 0,05 0,5 - B50 B30
3 0,05086 0,05 0,5 + B50 B30
4 0,05086 0,05 0,5 - B50 B30
5 0,0556 0,04 0,6 + B10 B10
6 0,0556 0,04 0,6 - B10 B10
7 0,06 0,045 0,1 + B50 B30
8 0,06 0,045 0,1 - B50 B30
9 0,04 0,06 0,68 + B50 B10
10 0,04 0,06 0,68 - B50 B10
11 0,04 0,06 0,68 + B10 B50
12 0,04 0,06 0,68 + B10 B50

Таблица 2. Параметры поперечных сечений, марки бетонов, реализованные в слоях составных
эквивалентных по массе стержней, и наличие или отсутствие действия силы тяжести при
расчетах
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Abstract. The problem of central tension of a composite concrete rod by quasi-static loads is
considered. The force of gravity acting on the rod is taken as a distributed load. The ultimate
loads and elongations of the rod are determined depending on the physical parameters of the rod.
At a deformation below the limiting elastic one, it is assumed that the concrete deforms linearly,
otherwise it is non-linearly inelastic. Examples of calculations based on the obtained ratios for
composite rods of the same mass are given, where different grades of concrete can be realized in
each section of the rod.
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воде, вызванных воздействием на неё взрыва заряда конденсированного взрывчатого веще-
ства (ВВ). В предположении, что максимальный изгибающий момент при таких колебаниях
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Постановка задачи.
Рассмотрим задачу о нахождении условий гарантированного разрушения взрывной

нагрузкой жестко закрепленной по концам балки, находящейся в воде.
Физическая модель явления (основные допущения).
Балка жестко закреплена в неподвижных идеальных (неразрушаемых) опорах, на-

ходится в воде на известной глубине. Известны физические и геометрические характе-
ристики балки, а также интенсивность взрывной нагрузки. Окружающая балку среда
(вода) является сжимаемой, используются экспериментальные уравнения динамиче-
ских адиабат воды [1].

Предполагаем, что в недеформированном состоянии упругая ось балки прямоли-
нейна и совпадает с линией центров тяжести поперечных сечений; эту ось принимаем
за координатную ось x.

© Володин Г. Т., Кочергин Д. С., 2022
Володин Геннадий Тимофеевич
e-mail: g.volodin@yandex.ru, доктор технических наук, профессор, Тульский государствен-
ный университет, г. Тула, Россия.
Кочергин Денис Сергеевич
e-mail: sir.cod4@yandex.ru, аспирант, Тульский государственный университет, г. Тула,
Россия.

Поступила 05.04.2022
59



60 Г. Т. ВОЛОДИН, Д.С. КОЧЕРГИН

Предполагаем также, что отклонения отдельных точек оси балки происходят пер-
пендикулярно прямолинейному, недеформированному её направлению, при этом пре-
небрегаем смещениями этих точек, параллельными оси x. Отклонения точек оси балки
при поперечных колебаниях происходят в одной плоскости и являются малыми откло-
нениями, при которых выполняется режим упругого деформирования. Балка имеет
постоянное поперечное сечение, не изменяющееся вдоль оси x.

При достижении в некотором сечении балки максимального значения изгибающего
момента, она разрушается в том смысле, что в этом сечении образуется пластический
шарнир, переходящий в пластическую зону, либо трещина, нарушающие несущую
способность балки [2], [3].
Математическая модель.
Взрывная нагрузка относится к импульсным интенсивным и весьма скоротечным

непериодическим нагрузкам. За время её действия элементы балки не успевают по-
лучить заметных начальных смещений от положения равновесия, а получают лишь
начальные скорости. Деформирование балки происходит после окончания действия
нагрузки, во время ее свободных колебаний. Сопротивление воды движению балки
при колебаниях можно отнести к инерционным силам путём введения присоединен-
ной массы воды [4], [5].

Определяющее уравнение колебаний, в процессе которых происходит деформиро-
вание балки, представляет собой однородное дифференциальное уравнение в частных
производных четвертого порядка, которое имеет вид [2], [3], [5], [6].

∂2y

∂t2
+ c2 ∂

4y

∂x4
= 0, (1)

где y = y(x, t) - прогиб балки для сечения с координатой x в момент времени t ;
параметр c определяется из соотношения

c2 =
EJ

µ
(2)

где µ = m∗ + m1, m∗ и m1 - соответственно погонная масса материала балки и
погонная присоединенная масса воды; Е – модуль упругости материала балки, J –
момент инерции поперечного сечения балки относительно нейтральной оси.

Граничные условия для уравнения (1) запишем в соответствии с видом закрепления
концов балки. В случае жесткого закрепления получим

y(0, t) = y(l, t) = 0 (3)

∂y

∂x
(0, t) =

∂y

∂x
(l, t) = 0 (4)

Условия (3) означают, что на защемленных концах балки отсутствуют смещения,
а условия (4) указывают на отсутствие поворотов сечений балки на закрепленных ее
концах относительно соответствующей нейтральной оси.

Начальные условия для уравнения (1) запишем в соответствии с характером дей-
ствующей взрывной нагрузки

y(x, 0) = 0 (5)
∂y

∂t
(x, 0) =

i∗(x)

µ
, (6)

где i∗(x) - удельный погонный импульс.
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Решение поставленной начально-краевой задачи (1) - (6) будем искать в виде

y(x, t) = ϕ(x) · T (t), (7)

где функцию T (t) представим в виде

T (t) = sin(P · t+ α), (8)

выделив, тем самым, главное колебание [6], где P – частота, α – фаза.
Подстановка предполагаемого решения (7) в уравнение (1) приводит к уравнению

для функции ϕ(x) в виде
ϕ(4)(x)− k4 · ϕ(x) = 0, (9)

где

k4 =
P 2

c2
=
P 2µ

EJ
(10)

Общий интеграл уравнения (9) найдем в виде

ϕ(x) = c1e
kx + c2e

−kx + c3 cos kx+ c4 sin kx (11)

Подчинив функцию (11) краевым условиям (3)-(4) получим систему однородных
уравнений относительно коэффициентов c1−c4 в виде

c1 + c2 + c3 = 0
c1e

kl + c2e
−kl + c3 cos kl + c4 sin kl = 0

c1 − c2 + c4 = 0
c1e

kl − c2e
−kl − c3 sin kl + c4 cos kl = 0

(12)

Из условия нетривиальности решений однородных систем линейных алгебраиче-
ских уравнений получим соотношение

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 0
ekl e−kl cos kl sin kl
1 −1 0 1
ekl −ekl − sin kl cos kl

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (13)

После раскрытия определителя, получим уравнение частот

chkl · cos kl − 1 = 0 (14)

или chα · cosα− 1 = 0, где α = kl.
Первые два корня уравнения (14) найдены численно α1 = 4, 73, α2 = 7, 85.
Соответствующие собственные частоты первых двух собственных форм имеют вид P1 =

(
α1
l

)2√EJ
µ

P2 =
(
α2
l

)2√EJ
µ

(15)

В общем случае

Pj = k2
j

√
EJ

µ
(16)

Общее решение уравнения (1) имеет вид

y(x, t) =
∞∑
j=1

(Mj cosPjt+Nj sinPjt) · sin
jπx

l
(17)
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Из начального условия (5) найдём

Mj = 0, (18)

поэтому

y(x, t) =
∞∑
j=1

Nj sinPjt · sin
jπx

l
(19)

Из начального условия (6) с учётом (19) получим
∞∑
j=1

NjPjt · sin
jπx

l
=
i∗(x)

µ
(20)

Используя (20) как представление функции i∗(x)
µ рядом Фурье, найдём

Nj =
2

Pjl

∫ l

0

i∗(x)

µ
· sin jπx

l
dx (21)

Представляет существенный интерес случай, когда импульс i∗(x) = const, соответ-
ствующий плоской симметрии взрывной волны. Обозначим i∗(x) = const = i0, тогда
согласно (21) получим

y(x, t) =
2i0
πµ

∞∑
j=1

1− cos jπ

j · Pj
sinPjt · sin

jπx

l
(22)

В моменты времени t∗, когда |sinPjt∗| = 1, прогибы будут максимальными. Эти
моменты определяются соотношением

t∗ =
2n− 1

2Pj
π (23)

При этом

max y =
2i0
πµ

∞∑
j=1

1− cos jπ

j · Pj
· sin jπx

l
(24)

Максимальный из максимальных прогибов будет в середине пролёта балки, кото-
рый определяется, согласно (24), формулой

Y = max(max y) = max y|x= l
2

=
2i0
πµ

∞∑
j=1

1− cos jπ

j · Pj
· sin jπ

2
(25)

Используя известную формулу для изгибающих моментов при малых прогибах

M = −EJ ∂
2y

∂x2
(26)

получим соотношение для максимального изгибающего момента, который будет в мо-
мент времени t∗ в середине пролёта балки, т.е. при x = l

2 :

Mmax = 2πi0 ·

√
EJ

µ
·
∞∑
j=1

[
1− (−1)j

]
j

α2
j

sin
jπ

2
(27)

Согласно [7], условие гарантированного разрушения имеет вид

Mmax ≥ K0∗ · µ3 · δ∗n ·W (28)



КОЛЕБАНИЯ И УСЛОВИЯ ГАРАНТИРОВАННОГО РАЗРУШЕНИЯ 63

Из равенства (27) с учётом (28) получим

i0 ≥
K0∗ · µ3 · δ∗n ·W

2π
√

EJ
µ

∑∞
j=1

[1−(−1)j ]j
α2
j

sin jπ
2

(29)

или в развернутом виде

i0 ≥
K0∗ · µ3 · δ∗n ·W

4π
√

EJ
µ

(
1
α2
1
− 3

α2
3

+ 5
α2
5
− 7

α2
7

+ ...
) , (30)

где µ3 - коэффициент динамичности материала балки (µ3 = δ∗3
δ∗

,δ∗3 - динамический
предел прочности, δ∗ - статический предел прочности),K0∗ - коэффициент однородно-
сти на гарантированное разрушение (K0∗ = δ∗max

δ∗0
,δ∗0 - нормированный браковочный

минимум, δ∗max - максимальное сопротивление материала), δ∗n - нормативное сопро-
тивление материала при изгибе, W – момент сопротивления балки.

Соотношение (30) определяет нижнюю границу значений удельного импульса, воз-
действие которого на рассматриваемую балочную конструкцию приводит к её гаран-
тированному разрушению.
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многофазных слоистых конструкций [1] позволяют создавать идеальные с точки зре-
ния деформирования конструкции, обеспечивающие непрерывное вдоль оси дефор-
мирование всех фазовых материалов, без взаимных проскальзований и отрывов. Бу-
дем считать, что также в рассматриваемых конструкциях все составляющие фазовые
материалы являются бетонами разных марок, подчиняющимися единообразным сход-
ственным диаграммам деформирования от начала нагружения и до разрушения. При
этом будем учитывать в разрабатываемых модельных расчетных схемах, что наблю-
дается практически при всех испытаниях и при эксплуатации конструкций из бето-
на существенно различно в их деформировании и характере разрушения в условиях
нагружения растяжением или сжатием. Будем также считать, что деформационные
процессы на всем этапе нагружения описываются физически-нелинейными зависимо-
стями каждой фазы на всем этапе деформирования [2–17].

Обратим внимание на то обстоятельство, что используемые традиционные во всех
расчетных методиках физические характеристики типа плотности и модуля упругости
практически не меняются в пределах изготовления данного фазового материала по
любым известным технологиям и их характеристики отличаются при переходе только
от одной марки бетона к другой.

Будем считать также, как это обычно принимается при расчете стержневых кон-
струкций, что размеры поперечного сечения исследуемых гибридных конструкций
существенно меньше их продольных размеров.

Будем учитывать в дальнейшем, что используемые традиционно во всех методиках
характеристики бетонов конкретной марки типа модулей упругости и удельной плот-
ности при изготовлении испытуемых материалов практически остаются неизменными
при изготовлении, но существенно отличаются при переходе от одной марки бетона к
другой.

Возьмем в качестве эталонного стержня однородный стержень прямоугольного по-
перечного сечения с шириной 2b1 и толщиной 2∆1 (рис. 1). В рассматриваемых за-
дачах будем использовать следующую систему координат: ось Ox направим вдоль
центральной оси стержня, ось Oz направим вертикально вверх, начало координат O
поместим в центр грани левого конца стержня.

yO

z

2D

2b

1

1

Рис. 1. Поперечное сечение эталонного стержня

Обозначим через σ+
∗ , σ−∗ пределы прочности бетона, ε+

0 , ε
−
0 – предельные упругие

деформации, ε+
∗ , ε−∗ – предельные деформации упрочнения (предразрушения) [18,



ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ... 67

19], E+, E− – начальные модули упругости бетона соответственно при растяжении и
сжатии.

В дальнейшем во всех расчетах будем использовать обезразмеренные величины

C̃ =
C

C1
, σ̃ =

σ

σ−1∗
, Ẽ =

E

σ−1∗
, b̃i =

bi
l
, ∆̃i =

∆i

l
, P̃ = P

1

l2σ−1∗
, q̃ = q

1

lσ−1∗
, (1)

Ñ = N
1

l2σ−1∗
, ũ =

u

l
.

где обезразмеривающие величины: σ−1∗ – предел прочности при сжатии бетона марки
B10, l – длина стержня; P – величина точечной нагрузки, q – величина распределенной
нагрузки, N – величина продольного усилия, u – величина перемещений вдоль оси
Ox.

В дальнейшем надстрочный индекс «∼» во всех формулах и обозначениях будем
опускать.

На диаграмме деформирования бетона отметим характерные точки D−, C−, B−,
B+, C+, D+. Участки B−OB+ соответствуют упругой работе бетона, C−OC+ – участ-
кам сохранения сплошности, а участки D−C− и С+D+ соответствуют участкам нару-
шения сплошности, сопровождающимся интенсивными процессами трещинообразова-
ния.

Значение указанных точек по результатам экспериментов [20,21] для бетонов марок
B10, B30, B50 приведены в таблицах 1, 2.

Если деформация не превышает предельных упругих деформаций (участок
B−OB+), тогда имеем

σ = E−ε при − ε−0 ≤ ε ≤ 0, (2)

σ = E+ε при 0 ≤ ε <= ε+
0 . (3)

Марка бетона C σ−0 σ−∗ σ−∗∗ ε−0 , 10−2 ε−∗ , 10−2 ε−∗∗, 10−2 E−

B10 1 0,36 1 0,35 0,0047 0,2 0,35 2233
В30 1,23 1,21 2,91 2,14 0,018 0,2 0,3 4304
В50 1,45 2,01 4,8 4,38 0,014 0,2 0,25 5160

Таблица 1. Значения физических параметров бетонов

Марка бетона σ+
0 σ+

∗ σ+
∗∗ ε+

0 , 10−2 ε+
∗ , 10−2 ε+

∗∗, 10−2 E+

B10 0,09 0,11 0,08 0,005 0,015 0,02 2057
В30 0,19 0,24 0,19 0,005 0,015 0,02 4243
В50 0,25 0,3 0,28 0,00375 0,015 0,02 7110

Таблица 2. Значения физических параметров бетонов

В случае, когда деформация превышает предельную упругую, но меньше предель-
ной деформации упрочнения (участки C−B−, B+C+), закон деформирования бетона
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Рис. 2. Диаграмма деформирования бетона

для каждого слоя будем принимать в виде аппроксимации полиномом второго или
третьего порядка [2, 5].

Для аппроксимации диаграммы деформирования бетона σ = f(ε) на указанном
участке для зон растяжения и сжатия можно использовать одни и те же функции
с одними и те же коэффициентами. Тогда для случая полинома второго порядка
аппроксимация диаграммы будет иметь вид (4), а в случае полинома третьего порядка
(5).

σi = A2
1iε+A2

2iε
2, (4)

σi = A3
1iε+A3

2iε
2 +A3

3iε
3, (5)

где коэффициенты A2
1i, A

2
2i, A

3
1i, A

3
2i, A

3
3i можно определить из реальных диаграмм

растяжения-сжатия бетонов.
В случае если использовать для зон растяжения и сжатия одни и те же функции,

но с различными коэффициентами, тогда аппроксимации будут иметь вид (6), (7).

σ±i = A2±
1i ε+A2±

2i ε
2, (6)

σ±i = A3±
1i ε+A3±

2i ε
2 +A3±

3i ε
3, (7)

где знаки «+» и «–» соответствуют зонам растяжения и сжатия соответственно.
Примеры расчета указанных коэффициентов, используя результаты эксперимен-

тов [20, 21] для аппроксимаций (3), (4) методом наименьших квадратов, приведены
в таблицах 3, 4. В дальнейших расчетах положим, что модуль упругости бетона при
растяжении и сжатии является одинаковым, т.е. примем E = E+ = E−.

Аналогичные расчеты коэффициентов для аппроксимаций (6), (7) методом наи-
меньших квадратов приведены в таблице 5.
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Марка бетона A3+
1 A3+

2 A3+
3 A2+

1 A2+
2

B10 3864,57 −4, 4 ∗ 107 1, 57 ∗ 1011 2379,41 −1, 14 ∗ 107

В30 7770,69 −8, 55 ∗ 107 2, 99 ∗ 1011 4920,89 −2, 31 ∗ 107

В50 11578,48 −1, 38 ∗ 108 5, 03 ∗ 1011 6844,36 −3, 44 ∗ 107

Таблица 3. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (6), (7)

Марка бетона A3−
1 A3−

2 A3−
3 A2−

1 A2−
2

B10 2318,2 1, 82 ∗ 106 4, 59 ∗ 108 1532,63 542483.2160
В30 6052,14 4, 62 ∗ 106 1, 17 ∗ 109 4074,12 1, 35 ∗ 106

В50 10793,97 8, 44 ∗ 106 2, 15 ∗ 109 6997,58 2, 4 ∗ 106

Таблица 4. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при сжатии полиномами второго и третьего порядка для соотношений (6), (7)

Марка бетона A3
1 A3

2 A3
3 A2

1 A2
2

B10 1875,87 1, 17 ∗ 106 2, 43 ∗ 108 1493,78 519354,19
В30 4151,89 1, 78 ∗ 106 2, 1 ∗ 108 3840,79 1, 22 ∗ 106

В50 7009,38 3, 01 ∗ 106 3, 36 ∗ 108 6495,96 2, 11 ∗ 106

Таблица 5. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (4), (5)

Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (6), (7) приведены на рисунках 3, 4, 5.

Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (4), (5), приведены на рисунках 6, 7, 8.

Рис. 3. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (6), (7) для бетонов марки B10

Положим, что один конец стержня защемлен, а на другой действует сосредоточен-
ная сила P , приложенная к центру правой грани стержня (рис. 9). Будем считать,
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Рис. 4. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (6), (7) для бетонов марки B30

Рис. 5. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (6), (7) для бетонов марки B50

Рис. 6. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B10

Рис. 7. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B30

что на стержень также действует распределенная нагрузка q(x), под которой в дан-
ной работе будем понимать результат действия силы тяжести, направленной вдоль
оси Ox.
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Рис. 8. Диаграммы, построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B50

В данном случае действие всех сил такое, что имеет место центральное растяжение-
сжатие стержня.

x

P

q(x)

1

O

Рис. 9. Случай защемленного с левого края стержня

В указанной постановки данная задача является статически определимой. Уравне-
ния равновесия в случае центрального растяжения-сжатия имеют вид

dN

dx
= −q(x). (8)

Если принять, что q(x) является результатом действия силы тяжести, то имеем, с
учетом обезразмеривания согласно отношениям (1),

q(x) = qg =
4g

lσ−1∗
b1∆1ρ, (9)

где g – величина ускорения свободного падения, ρ – плотность бетона материала
стержня.

Интегрируя уравнение (8) с учетом (9), получим∫ x

1
dN = −

∫ x

1
qgdx. (10)

На правом конце стержня имеет место

N(1) = P. (11)

Тогда для величины продельного усилия N будет справедливо

N(x) = P + (1− x)qg. (12)

В данном случае во всех участках стержня имеет место N > 0 и ε > 0. Причем ве-
личина продольного усилия N линейно увеличивается вдоль оси стержня и принимает
наибольшее значение в месте защемления x = 0.
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В зависимости от приложенных усилий qg, P возможны следующие случаи
(1) ∀x ∈ [0, 1] : 0 ≤ ε(x) < ε+

0

(2) ∀x ∈ [0, xe) : 0 ≤ ε(x) < ε+
0 ,

(3) ∀x ∈ [xe, 1] : ε+
0 ≤ ε(x) < ε+

∗ ,
(4) ∀x ∈ [0, 1] : ε+

0 ≤ ε(x) < ε+
∗ .

Первый случай реализуется, когда величина нагрузок такова, что деформации не
превышает предельно упругие. Принимая во внимание, что значение qg фиксировано
для данного сечения стержня и набора материалов, определим величину P0, которая
соответствует предельной упругой нагрузке.

Наибольшие по величине деформации будут в левом конце стержня, тогда для
указанного сечения имеем из (12)

P0 = N(0)− qg. (13)

В указанном случае по всей длине стержня справедливо упругое деформирование,
тогда

N = 4

∫ ∆1

0

∫ b1

0
σdydz = 4∆1b1σ = 4∆1b1Eε. (14)

Наибольшее значение продольного усилия в указанном случае может быть реали-
зовано при ε = ε+

0 . Тогда для предельной упругой нагрузки окончательно имеем

P0 = 4∆1b1Eε
+
0 − qg. (15)

Величина удлинения стержня δ при нагрузке 0 < P < P0 определим из соотношения

δ =

∫ 1

0
εdx =

∫ 1

0

P + (1− x)qg
4∆1b1E

dx.

.
Величину удлинения стержня δ0 при предельной упругой нагрузке P0 определяется

выражением

δ0 =

∫ 1

0
εdx =

∫ 1

0

P0 + (1− x)qg
4∆1b1E

dx = ε+
0 −

qg
8∆1b1E

. (16)

Если окажется, что величина нагрузки P ≥ P0, тогда имеет место второй случай,
когда в левой части стержня реализуется нелинейный неупругий закон деформиро-
вания (7), а в правой части – упругое растяжение стержня.

Предельное верхнее значение нагрузки P1, при которой возможен данный случай,
определяется из условия равенства деформации предельному упругому значению ε =
= ε+

0 в правом конце стержня (x = 1).
Тогда для вычисления P1 имеем выражение

P1 = 4∆1b1Eε
+
0 . (17)

В случае, если нагрузка находится в интервале P0 < P < P1, значение деформа-
ции, равное предельной упругой ε+

0 , будет реализовываться на границе раздела двух
областей x = xs. Тогда для определения границы x = xs справедливо уравнение

4∆1b1Eε
+
0 = P + (1− xs)qg, (18)

откуда получим

xs = 1− 4∆1b1Eε
+
0 − P

qg
. (19)
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Из соотношений (17), (19) и условия P0 < P < P1 видно, что для границы раздела
областей x = xs справедливо 0 < xs < 1.

Удлинение δ при нагрузке P0 < P < P1 определим из соотношений

δ =

∫ xs

0
ε1(x)dx+

∫ 1

xs

ε2(x)dx,

где ε1(x) – деформация на участке [0, xs], а ε2(x) – деформация на участке [xs, 1].
Деформацию ε1(x) можно определить из решения уравнения

4∆1b1
(
A3+

1 ε1(x) +A3+
2 (ε1(x))2 +A3+

3 (ε1(x))3
)

= P + (1− x)qg, (20)

а деформацию ε2(x) из соотношений

ε2(x) =
P + (1− x)qg

4∆1b1E
.

Удлинение δ1 при нагрузке P1 определяется соотношением

δ1 =

∫ 1

0
ε1(x)dx, (21)

где ε1(x) определяется из кубического относительно ε1(x) уравнения с помощью фор-
мулы Кардано [22]

4∆1b1
(
A3+

1 ε1(x) +A3+
2 (ε1(x))2 +A3+

3 (ε1(x))3
)

= 4∆1b1Eε
+
0 + (1− x)qg. (22)

Для третьего случая в левом конце стержня нагрузка должна быть такая, что де-
формация не должна превышать предельное значение упрочнения (предразрушения)
ε+
∗ , т.е.

P2 = 4∆1b1
(
A3+

1 ε+
∗ +A3+

2 (ε+
∗ )2 +A3+

3 (ε+
∗ )3
)
− qg. (23)

Таким образом, нагрузка должна находиться в интервале P1 ≤ P < P2. В случае
превышения нагрузки значения P2 в стержне будут участки, где деформация пре-
вышает деформации упрочнения (предразрушения), и будем считать, что стержень
теряет несущую способность.

Удлинение δ при нагрузке P1 < P ≤ P2 определим из соотношений

δ =

∫ 1

0
ε(x)dx, (24)

где ε(x) решение уравнения

4∆1b1
(
A3+

1 ε(x) +A3+
2 (ε(x))2 +A3+

3 (ε(x))3
)

= P + (1− x)qg. (25)

Рассмотрим стержень длины 1 с постоянным поперечным двутавровым сечением,
симметричным вдоль осей Ox, Oy (рис. 10), с параметрами ∆1, ∆2, b1, b2. Положим,
что в стержне послойно могут быть реализованы различные марки бетонов, соответ-
ственно с различными физическими характеристиками. Положим, что в первом слое
стержня (0 < z < ∆1) бетон с модулем упругости E1, предельными деформациями
ε+

01, ε
−
01, ε

+
∗1, ε

−
∗1 и в области нелинейного деформирования коэффициентами A3+

11 , A
3+
21 ,

A3+
31 , A

3−
11 , A

3−
21 , A

3−
31 (7), а во втором слое (∆1 < z < ∆1 + ∆2) соответственно с па-

раметрами E2, ε+
02, ε

−
02, ε

+
∗2, ε

−
∗2, A

3+
12 , A

3+
22 , A

3+
32 , A

3−
12 , A

3−
22 , A

3−
32 . В дальнейшем для

определенности положим, что ε+
01 < ε+

02 и ε+
∗1 < ε+

∗2. Случаи ε+
01 > ε+

02 и ε+
∗1 > ε+

∗2
рассматриваются аналогично.
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Сила тяжести, действующая на многослойный стержень, определяется соотноше-
ниями

q(x) = qg =
4g

lσ−1∗
(b1∆1ρ1 + b2∆2ρ2) ,

где ρ1, ρ2 – плотности первого и второго слоя стержня.
Из указанного соотношения можно определить удлинение δ2 при нагрузке P = P2.

y
O

z

D

D

2b

2b

1

2

2

1

Рис. 10. Стержень двутаврового поперечного сечения

Рассмотрим аналогичную предыдущему случаю задачу о растяжении многослойно-
го стержня (рис. 9). В этом случае в области упругого деформирования соотношения
(14) примут вид

N = 4

∫ ∆1

0

∫ b1

0
σdydz + 4

∫ ∆2

0

∫ b2

0
σdydz = 4 (∆1b1E1 + ∆2b2E2) ε, (26)

и выражение для предельной упругой нагрузки P0, которое для однородного стержня
имело вид (15), примет вид

P0 = 4 (∆1b1E1 + ∆2b2E2) ε+
0 − qg, (27)

где предельная деформация ε+
0 = min{ε+

01, ε
+
02} = ε+

01.

1
O

x

1

2

Рис. 11. Случай P < P0

Для нагрузки P < P0 (рис. 11), где цифрами обозначены номера слоев стержня,
имеем для удлинения стержня δ

δ =

∫ 1

0
ε(x)dx =

2P + qg
8 (∆1b1E1 + ∆2b2E2)

.

Для удлинения δ0 при предельной упругой нагрузке P0 имеем

δ0 = ε0 −
qg

8 (∆1b1E1 + ∆2b2E2)
. (28)
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В случае, если нагрузка превышает значение P0, тогда в первом слое реализует-
ся нелинейное неупругое деформирование, а во втором до нагрузки P01 – упругое.
Указанную нагрузку P01 можно определить из соотношений

P01 = 4∆1b1
(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ 4∆2b2E2ε

+
02 − qg. (29)

При условии, что P0 < P < P01, можно определить значение xs1, которое будет
разделять две области – область нелинейного неупругого деформирования и упругого
деформирования в первом слое

xs1 = 1− 4∆1b1E1ε
+
01 + 4∆2b2E2ε

+
01 − P

qg
. (30)

Из соотношения (30) и условия P > P0 следует, что xs1 > 0. Значение нагрузки P ,
при которой первый слой стержня испытывает нелинейное неупругое деформирование
по всей длине, а второй полностью упругое деформирование, определяется из условия
xs1 = 1. Если указанную нагрузку обозначить через P02, то имеем

P02 = 4∆1b1E1ε
+
01 + 4∆2b2E2ε

+
01. (31)

Очевидно, что указанный случай может иметь место только в случае P02 < P01, т.е.
физические параметры стержня должны быть таковы, что должно быть справедливо
соотношение

4∆1b1E1ε
+
01 + 4∆2b2E2ε

+
01 < 4∆1b1

(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ (32)

+4∆2b2E2ε
+
02 − qg.

1
O

x

xs1
1

2

Рис. 12. Случай P0 < P < P01 < P02

1
O

x

1

2

Рис. 13. Случай P02 < P < P01

При нагрузке P0 < P < P01 < P02 (рис. 12), где заштрихованная область соответ-
ствует области нелинейного неупругого деформирования, имеем для удлинения δ

δ =

∫ xs1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

xs1

ε2(x)dx,

где деформация ε1(x) определяется из решения уравнения

4∆1b1
(
A3+

11 ε1(x) +A3+
21 (ε1(x))2 +A3+

31 (ε1(x))3
)

+ 4∆2b2ε1(x) = P + (1− x)qg,

то есть для деформации ε2(x) справедливо

ε2(x) =
P + (1− x)qg

4∆1b1E1 + 4∆2b2E2
.
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Если имеет место P02 < P < P01 (рис. 13), тогда для удлинения δ имеет место

δ =

∫ 1

0
ε(x)dx,

где деформация ε(x) определяется из уравнения

4∆1b1
(
A3+

11 ε(x) +A3+
21 (ε(x))2 +A3+

31 (ε(x))3
)

+ 4∆2b2ε(x) = P + (1− x)qg.

Если P01 < P < P02, тогда в первом слое стержня на участке [0, xs1] и во втором
слое стержня на участке [0, xs2] имеет место нелинейное неупругое деформирование,
в остальных областях – упругое (рис. 14).

1
O

x

xx s1s2 1

2

Рис. 14. Случай P01 < P < P02

Указанные границы xs1, xs2 определяются из соотношений

xs1 = 1− 4∆1b1E1ε
+
01 + 4∆2b2E2ε

+
01 − P

qg
, (33)

xs2 = 1−
4∆1b1

(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ 4∆2b2E2ε

+
02 − P

qg
.

Удлинение δ стержня в случае P01 < P < P02 определяется по соотношениям

δ =

∫ xs1

0
ε1(x)dx+

∫ xs2

xs1

ε2(x)dx+

∫ 1

xs2

ε3(x)dx,

где деформации ε1(x), ε2(x), ε3(x) определяются из соотношений

4∆1b1
(
A3+

11 ε1(x) +A3+
21 (ε1(x))2 +A3+

31 (ε1(x))3
)

+

+4∆2b2(A3+
12 ε1(x) + (ε1(x))2 +A3+

32 (ε1(x))3) = P + (1− x)qg,

4∆1b1
(
A3+

11 ε2(x) +A3+
21 (ε2(x))2 +A3+

31 (ε2(x))3
)

+ 4∆2b2E2ε2(x) = P + (1− x)qg,

ε3(x) =
P + (1− x)qg

4∆1b1E1 + 4∆2b2E2
.

1
O

x

xs2 1

2

Рис. 15. Случай P02 < P01 < P < P1

При нагрузке P02 < P01 < P < P1 имеем, что первый слой стержня полностью
находится в области нелинейного неупругого деформирования, а второй слой имеет
участок нелинейного неупругого деформирования [0, xs2] и [xs2, 1] – участок упругого
деформирования (рис. 15).
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Указанную границу xs2 можно определить из соотношений

xs2 = 1−
4∆1b1

(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ 4∆2b2E2ε

+
02 − P

qg
. (34)

Для удлинения δ при нагрузке P02 < P01 < P < P1 имеем

δ =

∫ xs1

0
ε1(x)dx+

∫ 1

xs1

ε2(x)dx,

где деформации ε1(x), ε2(x) можно найти из уравнений

4∆1b1
(
A3+

11 ε1(x) +A3+
21 (ε1(x))2 +A3+

31 (ε1(x))3
)

+

+4∆2b2(A3+
12 ε1(x) + (ε1(x))2 +A3+

32 (ε1(x))3) = P + (1− x)qg,

4∆1b1
(
A3+

11 ε2(x) +A3+
21 (ε2(x))2 +A3+

31 (ε2(x))3
)

+ 4∆2b2E2ε2(x) = P + (1− x)qg.

Предельная нагрузка P1, соответствующая случаю, когда оба слоя стержня по всей
длине оказались в области нелинейного неупругого деформирования, определяется из
соотношений

P1 = 4∆1b1
(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ 4∆2b2E2ε

+
02. (35)

Удлинение δ1, соответствующее предельной нагрузке P1, имеет вид

δ1 =

∫ 1

0
ε(x)dx, (36)

где ε(x) определяется из соотношений

4∆1b1
(
A3+

11 ε(x) +A3+
21 (ε(x))2 +A3+

31 (ε(x))3
)

+ (37)

+4∆2b2(A3+
12 ε(x) + (ε(x))2 +A3+

32 (ε(x))3) =

= 4∆1b1
(
A3+

11 ε
+
02 +A3+

21 (ε+
02)2 +A3+

31 (ε+
02)3

)
+ 4∆2b2E2ε

+
02 + (1− x)qg.

Предельную нагрузку, которую выдержит стержень, определим из соотношений

P2 = 4∆1b1
(
A3+

11 ε
+
∗ +A3+

21 (ε+
∗ )2 +A3+

31 (ε+
∗ )3
)

+ (38)

+4∆2b2
(
A3+

12 ε
+
∗ +A3+

22 (ε+
∗ )2 +A3+

32 (ε+
∗ )3
)
− qg,

где величина предельной деформации равна ε+
∗ = min{ε+

∗1, ε
+
∗2}.
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Рис. 16. Случай P1 < P < P2

Случай P1 < P < P2 соответствует случаю нелинейного неупругого деформирова-
ния стержня в обоих слоях стержня до потери им несущей способности (рис. 16).

Удлинение в случае P1 < P ≤ P2 будет равно

δ =

∫ 1

0
ε(x)dx,

где

4∆1b1
(
A3+

11 ε(x) +A3+
21 (ε(x))2 +A3+

31 (ε(x))3
)

+ (39)
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+4∆2b2(A3+
12 ε(x) + (ε(x))2 +A3+

32 (ε(x))3) = P + (1− x)qg.

Удлинение δ2, соответствующее предельной нагрузке P2, можно получить из преды-
дущей формулы, положив, что P = P2.

В качестве примера рассмотрим эталонный однородный стержень из бетона марки
B10 с параметрами поперечного сечения

∆1 = b1 = 0, 5 (40)

и физическими параметрами из таблиц 2, 3, тогда по соотношениям (15), (16), (17),
(21), (22), (22), (23), (24) получим для предельных нагрузок P и удлинения стержня
δ

P0 = 0, 09945, P1 = 0, 10273, P2 = 0, 11411 (41)

δ0 = 4, 92 · 10−5, δ1 = 5, 2987 · 10−5, δ2 = 1, 4862 · 10−4.

Уравнения (22), (24) в общем случае могут иметь три решения. Для определения
решения уравнения (22) необходимо учитывать условие, что деформация вдоль длины
стержня ε1(x) при нагрузке P1 такова, что весь стержень находится в области нели-
нейного неупругого деформирования, а в правом крае стержня деформация должна
быть равна предельной упругой при растяжении, т.е. ε1(1) = ε+

0 . Аналогично опре-
деляем решение уравнения (24), полагая, что при нагрузке P2 кривая ε(x) должна
проходить через точку x = 0, ε(x) = ε+

∗ . Решения, соответствующие данным усло-
виям, изображены на рис. 17. Площади, образованные кривыми ε1(x), ε(x) (рис. 17),
являются удлинениями стержня δ1 и δ2 соответственно.

Рис. 17. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке P1 и P2 соответствен-
но

Если в соотношениях (15), (16), (17), (21), (22), (22), (23), (24) положим, что qg =
0, т.е. пренебрежем действием силы тяжести, тогда для предельных нагрузок P и
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удлинения стержня δ имеем

P0 = 0, 10273, P1 = 0, 10273, P2 = 0, 117389, (42)

δ0 = 5 · 10−5, δ1 = 5 · 10−5, δ2 = 1, 5 · 10−4.

В случае отсутствия силы тяжести в стержне деформации и продольные усилия
постоянные, поэтому при достижении предельной упругой нагрузки в левом конце
стержня весь стержень оказывается в зоне нелинейного неупругого деформирования,
поэтому в полученных решениях (40) нагрузки P0, P1 и удлинения δ0 = δ1 одинаковые.

Сравнивая решения (40) с учетом силы тяжести и (42), можно увидеть, что пре-
дельная упругая нагрузка P0 без учета силы тяжести на 10% больше, чем с учетом,
причем удлинение стержня при предельной упругой нагрузке в случае с учетом силы
тяжести меньше на 2%. Предельная нагрузка P1 оказалась в обоих случаях одинако-
вая, а удлинение в случае учета силы тяжести больше на 4%, что объясняется тем, что
при одинаковой нагрузке P на стержень в случае учета силы тяжести принимается в
расчет еще дополнительно распределенная нагрузка. Нагрузка P2, соответствующая
появлению участков с деформацией, равной предельной деформации упрочнения, в
случае учета силы тяжести меньше на 2,8%, и удлинение стержня также меньше в
случае учета силы тяжести.

В дальнейшем рассмотренный выше однородный стержень из бетона B10 (рис. 1) с
параметрами сечения (40) будем считать эталонным и будем рассматривать составные
стержни (рис. 10), имеющие одинаковую массу по сравнению с эталонным стержнем.

В случае одинаковой массы рассматриваемых составных стержней имеем, что все
стержни должны удовлетворять соотношениям

∆эbэρэ = ∆1ib1iρ1i + ∆2ib2iρ2i, (43)

где ∆э, bэ – толщина и ширина стержня в поперечном сечении, ρэ – плотность бето-
на эталонного стержня, ∆1i,∆2i, b1i, b2i – параметры поперечного сечения составного
стержня (10), ρ1i, ρ2i – плотности первого и второго слоя стержня соответственно. В
дальнейших расчетах будем полагать плотности бетонов марок B10, B30, B50 равны-
ми соответственно ρ1 = 2500 кг/м3, ρ2 = 2800 кг/м3, ρ3 = 3100 кг/м3.

Рассмотрим слоистый стержень с параметрами сечения

∆1 = 0, 25, ∆2 = 0, 16964, b1 = b2 = 0, 5, (44)

причем если в первом слое стержня в качестве фазового материала будет взят бетон
марки B50, а во втором бетон марки B30, тогда масса стержня с параметрами (44)
будет равна массе эталонного стержня (41).

По соотношениям (27), (35), (38) для стержня с параметрами (44) получим выра-
жения для предельных нагрузок и удлинений

P0 = 0, 1841, P1 = 0, 22048, P2 = 0, 247875, (45)

δ0 = 3, 71 · 10−5, δ1 = 5, 13 · 10−5, δ2 = 1, 494 · 10−4.

Корректность выбора решений уравнений (37), (39) можно проверить по графикам
распределения деформаций при заданных предельных нагрузках. Из рисунка 18 а)
видно, что деформация в стержне, соответствующая предельной нагрузке P1 (уравне-
ние (37)), проходит через точку ε(1) = ε+

02, а деформация при нагрузке P2 (уравнение
(39)) проходит через точку ε(0) = ε+

∗ .
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Рассмотрим стержни, одинаковой массы по сравнению с эталонным стержнем (43),
с параметрами, указанными в таблице 6. Расчетные значения предельных усилий,
соответствующих удлинений стержня и отношение разности предельных нагрузок
рассматриваемого и эталонного стержня к предельной нагрузке эталонного стерж-
ня (если нагрузка считалась с учетом силы тяжести, то и для эталонного стержня
нагрузка считалась тоже с учетом силы тяжести и наоборот) поместим в таблицу 7,
причем знак плюс будет соответствовать тому, что предельная нагрузка больше, а
минус – предельная нагрузка меньше по сравнению с эталонным стержнем.

а) б)

Рис. 18. Распределение деформаций вдоль длины стержня при нагрузке а) P1, б) P2
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№ ∆1 ∆2 b1 b2 Сила тяжести Слой 1 Слой 2
1 0,25 0,17 0,5 0,5 + B50 B30
2 0,25 0,17 0,5 0,5 - B50 B30
3 0,25 0,19 0,5 0,5 + B50 B10
4 0,25 0,19 0,5 0,5 - B50 B10
5 0,25 0,22 0,5 0,5 + B30 B10
6 0,25 0,22 0,5 0,5 - B30 B10
7 0,3 0,19 0,5 0,3 + B50 B30
8 0,3 0,19 0,5 0,3 - B50 B30
9 0,4 0,2 0,3 0,4 + B50 B50
10 0,4 0,2 0,3 0,4 - B50 B50
11 0,35 0,28 0,4 0,3 + B30 B30
12 0,35 0,28 0,4 0,3 - B30 B30

Таблица 6. Параметры поперечных сечений, марки бетонов, реализованные в слоях составных
эквивалентных по массе стержней, и наличие или отсутствие действия силы тяжести при
расчетах

№ P0 P1 P2 δ0, 10−5 δ1, 10−5 δ2, 10−4 ∆P0/P0э ∆P1/P1э ∆P2/P2э
1 0,1841 0,2205 0,2479 3,717 5,139 1,494 85 % 114 % 117 %
2 0,1873 0,2205 0,2512 3,75 5 1,5 82 % 115 % 113 %
3 0,15938 0,18753 0,207 3,7122 5,17 1,493 60 % 82 % 81 %
4 0,16266 0,18753 0,21028 3,75 5 1,5 58 % 82 % 79 %
5 0,148 0,1513 0,1743 4,94 5,175 1,49 48 % 47 % 52 %
6 0,1512 0,1512 0,1776 5,00 5,00 1,5 47 % 47 % 51 %
7 0,1931 0,2266 0,2531 3,71 5,14 1,49 94 % 120 % 121 %
8 0,1964 0,2266 0,2564 3,75 5,00 1,5 91 % 120 % 118 %
9 0,212 0,215 0,263 3,72 3,81 1,49 113 % 109 % 131 %
10 0,215 0,215 0,267 3,75 3,75 1,5 109 % 109 % 127 %
11 0,186 0,189 0,221 4,95 5,13 1,492 87 % 84 % 94 %
12 0,1894 0,1894 0,2249 5 5 1,5 84 % 84 % 91 %

Таблица 7. Расчетные значения предельных нагрузок, соответствующих этим нагрузкам удли-
нений составных эквивалентных по массе стержней и относительное изменение предельных
нагрузок по сравнению с эталонным стержнем для стержней с параметрами из таблицы 6
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Abstract. The problem of central tension of a homogeneous and multilayer concrete rod by
quasi-static loads is considered. The force of gravity acting on the rod is taken as a distributed
load. The ultimate loads and elongations of the rod are determined depending on the physical
parameters of the rod. At a deformation below the limiting elastic one, it is assumed that the
concrete deforms linearly, otherwise it is non-linearly inelastic. Examples of calculations based on
the obtained ratios for layered rods of the same mass are given, where different grades of concrete
can be realized in each layer.
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Аннотация. Рассмотрена одна из форм трехчленных определяющих соотношений теории
упругопластических процессов и представлена методика определения функционалов теории
упругопластических процессов для плоского напряженного состояния и трехмерных винто-
вых траекторий деформирования методом подбора аналитических функций, соответствую-
щих экспериментальным данным. Приведены конкретизированные формулы для определе-
ния функционалов по экспериментальным данным для координат векторов напряжений и
деформаций и их производным по длине дуги траектории деформирования. Результаты вы-
числения функционалов пластичности для трехмерной винтовой траектории деформирова-
ния представлены в наглядной графической форме.

Ключевые слова: теория упругопластических процессов, пластичность, гипотеза компла-
нарности, функционалы пластичности.
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Введение. Теория упругопластических процессов А.А.Ильюшина [1–3] является
одной из наиболее востребованных теорий пластичности и широко применяется в рас-
четах процессов сложного нагружения материалов при малых деформациях [4–10].
В теории процессов используется векторное (геометрическое) представление истории
изменения напряжений и деформаций в виде образа процесса нагружения или дефор-
мирования, включающего в себя траекторию, в каждой точке которой приписываются
характеристики процесса: векторы напряжений σ̄ и деформаций Э̄ формоизменения,
их приращения dσ̄ и dЭ̄, а также скалярные параметры (температура, среднее на-
пряжение, средняя деформация и др.). Связь между напряжениями и деформациями
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в теории процессов задается определяющими соотношениями, учитывающими ска-
лярные и векторные свойства материалов. Скалярные свойства характеризуют связь
между инвариантами девиаторов напряжений и деформаций; а векторные свойства –
несоосность девиаторов напряжений, деформаций и их приращений. Важной особен-
ностью теории является возможность прямой экспериментальной проверки ее основ-
ных положений и постулатов [4, 11-14].

В практических расчетах широко используются двучленные определяющие соотно-
шения гипотезы компланарности А.А. Ильюшина [3], являющиеся частным случаем
общих трехчленных определяющих соотношений, впервые полученных В.Г. Зубчани-
новым [15]. Суть гипотезы компланарности заключается в том, что вектор напряже-

ний σ̄, вектор его приращения dσ̄ и единичный вектор репера Френе p̂1 =
dЭ̄
ds

, каса-
тельный к траектории деформирования c длиной дуги s, лежат в одной плоскости, то
есть компланарны.
Основные уравнения. В.Г. Зубчанинов в [4] обосновал формулу трехчленных

определяющих соотношений теории упругопластических процессов в виде

dσ̂

ds
= N

dЭ̄
ds

+ (P −N)
σ̄
dЭ̄
ds
σ2

σ̄ −N tgβ sinϑ1 µ̂ (1)

где µ̂- единичный вектор, перпендикулярный плоскости, в которой расположены еди-

ничные векторы p̂1 =
dЭ̄
ds

и σ̂ =
σ̄

σ
, то есть плоскости компланарности (рис. 1); N, P,

tgβ – функционалы упругопластического процесса, определяемые формулами

N =

dσ̄

ds
t̂

dЭ̄
ds
t̂

= − 1

sinϑ1

(
dS1

ds
t1 +

dS2

ds
t2 +

dS3

ds
t3

)
(2)

P =

dσ̄

ds

σ̄

σ
dЭ̄
ds

σ̄

σ

=
dσ

ds

1

cosϑ1
=

1

σ cosϑ1

(
dS1

ds
S1 +

dS2

ds
S2 +

dS3

ds
S3

)
(3)

Q = −N tgβ sinϑ1 =
dσ̄

ds
µ̂ =

dS1

ds
µ1 +

dS2

ds
µ2 +

dS3

ds
µ3 (4)

Рис. 1.
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Здесь ϑ1 – угол между векторами σ̂ и p̂1, называемый углом сближения, для кото-
рого

cosϑ1 = σ̂ · p̂1 =
1

σ

(
S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds

)
, (5)

t̂ = t1ê1 + t2ê2 + t3ê3 (6)

– единичный вектор, расположенный в плоскости компланарности, перпендикуляр-
ный вектору σ̂; аналогично можно разложить и вектор µ̂

µ̂ = µ1ê1 + µ2ê2 + µ3ê3, (7)

где ê1, ê2, ê3 – единичные векторы трехмерного изображающего пространства
А.А. Ильюшина.

Единичный вектор µ̂, показывающий выход из плоскости компланарности, опреде-
ляется векторным произведением векторов p̂1 и σ̂

µ̂ =
p̂1 × σ̂
|p̂1 × σ̂|

=
1

sinϑ1
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ê1 ê2 ê3

dЭ1

ds

dЭ2

ds

dЭ3

ds
S1

σ

S2

σ

S3

σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

σ sinϑ1

[(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
ê1 +

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
ê2 +

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
ê3

]
,

(8)
тогда с учетом (7) его координаты:

µ1 =
1

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
,

µ2 =
1

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
,

µ3 =
1

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
.

(9)

Модуль вектора µ̂ согласно формуле векторного произведения

|µ̂| = |p̂1 × σ̂|
sinϑ1

= |p̂1| · |σ̂| = 1,

для проверки в расчетах можно использовать формулу

|µ̂| =
√
µ2

1 + µ2
2 + µ2

3 = 1.

Единичный вектор t̂ (см. рис. 1) может быть найден разложением на проекции по
направлениям p̂1 и p̂0, то есть

t̂ = p̂0 cosϑ1 − p̂1 sinϑ1, (10)

где p̂0 – единичный вектор, расположенный в плоскости векторов p̂1 и σ̂ (плоскости
компланарности) и перпендикулярный вектору p̂1. Аналогично можно разложить и
единичный вектор σ̂

σ̂ = p̂1 cosϑ1 + p̂0 sinϑ1. (11)
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Из формул (10), (11) следует, что

p̂0 =
1

sinϑ1
σ̂ − cosϑ1

sinϑ1
p̂1, (12)

t̂ =
cosϑ1

sinϑ1
σ̂ − 1

sinϑ1
p̂1 =

=
1

sinϑ1

[(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
ê1 +

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
ê2 +

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
ê3

]
,

(13)
тогда с учетом (6) координаты вектора t̂:

t1 =
1

sinϑ1

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
,

t2 =
1

sinϑ1

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
,

t3 =
1

sinϑ1

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
.

(14)

С учетом σ2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 и соотношения (5) выражения (14) можно представить

в виде

t1 =
1

σ2 sinϑ1

[
S2

(
S1
dЭ2

ds
− S2

dЭ1

ds

)
+ S3

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)]
,

t2 =
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
+ S3

(
S2
dЭ3

ds
− S3

dЭ2

ds

)]
,

t3 =
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S3
dЭ1

ds
− S1

dЭ3

ds

)
+ S2

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)]
.

(15)

Скалярное умножение t̂ по (13) и p̂1 =
dЭ
ds

дает соотношение

p̂1 · t̂ = p̂1 ·
(

cosϑ1

sinϑ1
σ̂ − 1

sinϑ1
p̂1

)
=

cos2 ϑ1

sinϑ1
− 1

sinϑ1
= − sinϑ1,

где учтено, что sin2 ϑ1 = 1− cos2 ϑ1.
Формулу для вектора t̂ можно также получить из векторного произведения векто-

ров µ̂ и σ̂ в координатной форме (см. рис. 1)

t̂ =
µ̂× σ̂
|µ̂× σ̂|

=
1

σ sinϑ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ê1 ê2 ê3(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

) (
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

) (
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
S1

σ

S2

σ

S3

σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

σ sinϑ1

[(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
ê1 +

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
ê2 +

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
ê3

]
.
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Далее представлена проверка ортогональности векторов σ̂, t̂, µ̂. Известно, что два
вектора являются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю. Ска-
лярное произведение векторов σ̂ и t̂:

σ̂ · t̂ =

=
1

σ sinϑ1

[
S1

σ

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
+
S2

σ

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
+
S3

σ

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)]
=

=
1

σ sinϑ1

 S2
1 + S2

2 + S2
3

σ2
cosϑ1 −

S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds
σ

 =

=
1

σ sinϑ1
[ cosϑ1 − cosϑ1] = 0.

Скалярное произведение векторов σ̂ и µ̂:

σ̂ · µ̂ =

=
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+ S2

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+ S3

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
= 0

Скалярное произведение векторов t̂ и µ̂ с учетом (9) и (15):

t̂ · µ̂ = t1µ1 + t2µ2 + t3µ3 =

=
1

σ3 sin2 ϑ1

[
S2

(
S1
dЭ2

ds
− S2

dЭ1

ds

)(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+

+S3

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+S1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+

+S3

(
S2
dЭ3

ds
− S3

dЭ2

ds

)(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+S1

(
S3
dЭ1

ds
− S1

dЭ3

ds

)(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
+

+S2

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
= 0.

Проверка ортогональности выполняется.
Окончательно, с учетом полученных выражений (5), (9), (14) формулы для функ-

ционалов (2), (3), (4) записываются в виде

N = − 1

sin2 ϑ1

[
dS1

ds

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
+
dS2

ds

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
+
dS3

ds

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)]
,

P =
S1
dS1

ds
+ S2

dS2

ds
+ S3

dS3

ds

S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds

,

Q =
1

σ sinϑ1

[
dS1

ds

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+
dS2

ds

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+
dS3

ds

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
.

Полученные формулы позволяют по экспериментальным данным для координат
вектора деформаций Э1 (s), Э2 (s), Э3 (s) и координат вектора напряжений S1 (s),
S2 (s), S3 (s) и их производным по длине дуги s траектории деформирования найти
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функционалы N, P, Q. В скалярной форме определяющее соотношение (1) с учетом
полученных выражений имеет вид

dS1

ds
= N

dЭ1

ds
+ (P −N) cosϑ1

S1

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
,

dS2

ds
= N

dЭ2

ds
+ (P −N) cosϑ1

S2

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
,

dS3

ds
= N

dЭ3

ds
+ (P −N) cosϑ1

S3

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

) (16)

Несомненное достоинство данной формы определяющих соотношений (1), (16), что
при Q = 0 она включает, как показано В.Г. Зубчаниновым [4], все известные варианты
гипотезы компланарности (теория пластического течения, деформационная теория
пластичности, модель нелинейно-упруго материала).
Результаты. Далее, на рисунках 2-8 представлены результаты обработки экспе-

риментальных данных [4, табл. 9.4] для пространственной винтовой траектории по-
стоянной кривизны и кручения, которая была реализована в трехмерном девиатор-
ном пространстве деформаций на цилиндрической стальной тонкостенной оболочке в
условиях плоского напряженного состояния и комбинированного воздействия осевой
силы, крутящего момента и внутреннего давления. Выход на криволинейную часть
траектории осуществлялся растяжением образца до значения Э1 = 0, 92 %, затем без
излома реализовано три с половиной витка винта при увеличивающемся значении Э2.
Шаг винта в направлении Э2 составил a =0,25 %, а радиус следа винтовой траектории
на плоскости Э1 − Э3 был равен R =0,5 %. Координаты центра кривизны винтовой
плоскости Э1 − Э3 были равны: Э0

1 = 0, 92 %, Э0
3 = R = 0, 5 %, то есть центр кри-

визны не совпадал с началом координат, такая траектория называется «смещенным»
винтом.

Для вычисления производных
dЭi
ds

,
dSi
ds

(i = 1, 2, 3) по экспериментальным дан-
ным в [4], например, предлагается численное дифференцирование равноотстоящих то-
чек при предварительном сглаживании экспериментальных данных на основе метода
наименьших квадратов. В данной работе предлагается найти и использовать хорошо
соответствующие экспериментальным данным аналитические функции и продиффе-
ренцировать их. Для координат вектора деформаций было принято

Э1 = Э0
1 +R sinϕ, Э2 = b · ϕ =

a

2π
· ϕ, Э3 = R−R cosϕ,

где b = a/2π, ϕ – полярный угол на плоскости Э1−Э3, отсчитываемый от точки начала
винта. Задаваясь углом ϕ можно найти длину дуги траектории деформирования

s = s0 +
√
R2 + b2 · ϕ,

где s0 = Э0
1 = 0, 92 % – значение длины дуги в начальной точке винтовой траектории.

Тогда
dЭ1

ds
= R cosϕ

dϕ

ds
,

dЭ2

ds
= b

dϕ

ds
,

dЭ3

ds
= R sinϕ

dϕ

ds
,

где
dϕ

ds
=

1√
R2 + b2

.
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Графики зависимостей координат вектора деформаций от длины дуги траектории
деформирования s представлены на рисунках 2-4. Экспериментальные точки на ри-
сунках обозначены затушеванными кружками.

Рис. 2. Диаграмма зависимости Э1 − s

Рис. 3. Диаграмма зависимости Э2 − s

Рис. 4. Диаграмма зависимости Э3 − s

Для координат вектора напряжений принимались следующие функции
S1 = 40 + 340 sin(ϕ+ 0, 6), S3 = −10 + 360 sin(ϕ− 0, 9),
S2 = 40 + 700(s− s0) + 25 sin(ϕ− 0, 8)− 35 sin(2ϕ+ 0, 6).

Тогда производные
dS1

ds
= 340 cos(ϕ+ 0, 6)

dϕ

ds
,

dS3

ds
= 360 cos(ϕ− 0, 9)

dϕ

ds
,

dS2

ds
= 700 + 25 cos(ϕ− 0, 8)

dϕ

ds
− 70 cos(2ϕ+ 0, 6)

dϕ

ds
.
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Графики зависимостей координат вектора напряжений от длины дуги траектории
деформирования sпредставлены на рисунках 5-7. Полученные функции хорошо со-
гласуются с данными эксперимента на установившемся участке винтовой траектории
при s > 1, 5 %.

Рис. 5. Диаграмма зависимости S1 − s

Рис. 6. Диаграмма зависимости S2 − s

Рис. 7. Диаграмма зависимости S3 − s

Графики зависимостей посчитанных по формулам (2), (3), (4) функционалов про-
цесса N, P, Q представлены на рис. 8.

Из рис. 8 видно, что зависимости функционалов носят колебательный характер, при
этом явно прослеживается их периодичность. Данные графики нужны для решения
важной задачи построения универсальных аппроксимаций функционалов.



КОНКРЕТИЗАЦИЯ ОБОБЩЕНИЯ ГИПОТЕЗЫ КОМПЛАНАРНОСТИ... 93

Рис. 8. Функционалы N, P, Q в зависимости от s

Таким образом, представленная в статье методика определения функционалов тео-
рии упругопластических процессов для плоского напряженного состояния и трехмер-
ных винтовых траекторий деформирования может быть использована для обработки
экспериментальных данных и построения аппроксимаций функционалов пластично-
сти.
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calculating the plasticity functionals for a three-dimensional helical strain trajectory are presented
in a visual graphical form.
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Аннотация. В статье рассматривается применение метода начальных функций в простран-
стве преобразований Фурье к решению задач для плоскости с разрывом перемещений. Рас-
смотрены четно- и нечетно-симметричная деформации относительно оси трещины. Оконча-
тельные решения всех задач представляются в виде несобственных интегралов. Приведены
примеры, в которых рассмотрены разрывы трех типов, отличающиеся гладкостью контура
разрыва вблизи его концов. Решения получаются быстро, просто и, в отличие от классиче-
ского решения, без использования теории функций комплексного переменного.

Ключевые слова: метод начальных функций, плоскость, разрыв перемещений, интеграль-
ное преобразование Фурье.
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1. Введение. Метод начальных функций (МНФ) является аналитическим мето-
дом теории упругости и строительной механики. Он позволяет получать как точные,
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так и приближенные решения в виде рядов по тригонометрическим, экспоненциаль-
ным и иным системам функций задач теории упругости для канонических областей
в различных системах координат.

История метода берет свое начало в 50-х годах прошлого века с работ А.И. Лурье,
В.З. Власова и А.С. Малиева. В соответствии с этой методикой решение системы
дифференциальных уравнений в частных производных сводится к решению системы
обыкновенных дифференциальных уравнений бесконечного порядка. Основы МНФ
можно найти в книге [1]. Достоинство МНФ заключается в том, что значительная
часть непринципиальных, но громоздких промежуточных выкладок уже выполнена и
включена в операторы МНФ. Метод до сих пор используется в проектных институтах
и КБ при решении различных инженерных проблем прочностного характера [1–4]. В
работе [3] приведен обзор публикаций, посвященных становлению и развитию МНФ.

В этой статье метод начальных функций применяется к решению краевой зада-
чи для плоскости с горизонтальным разрезом, на котором задан разрыв продольных
или поперечных перемещений (четно- и нечетно-симметричная деформации). МНФ
используется не в классической форме, а в пространстве преобразований Фурье. Это
делает его использование более простым и эффективным. Проблема рассматривается
как задача о стыке верхней и нижней полуплоскостей, когда вдоль линии их склей-
ки имеется разрыв перемещений. Для этого вводятся две функции, аналитические
сверху и снизу от разреза. Окончательные решения всех задач имеют вид простых
интегралов Фурье. Операторы МНФ в пространстве преобразований Фурье представ-
ляют собой алгебраические выражения, которые удобно использовать в символьных
преобразованиях, например, в MathCad.
2. Постановка краевой задачи. Пусть в плоскости xOy на конечном разрезе

{Γ : y = 0, |x| ≤ a} (рис. 1) задан разрыв поперечных или продольных перемещений.
Обозначим U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y), Y (x, y) = σy(x, y), X(x, y) =

τxy(x, y), как это принято в МНФ. Функции X0 = τxy(x, 0), Y0 = Y (x, 0), определенные
при y = 0, будем рассматривать как начальные для полуплоскости. Здесь и далее u и
v — соответственно перемещения по x (продольное) и по y (поперечное), G — модуль
упругости при сдвиге.

Тогда основные зависимости МНФ для полуплоскости в пространстве преобразо-
ваний Фурье примут вид [3]:

Ũ(λ, y) = L0
UY (λ, y)Ỹ0 + L0

UX(λ, y)X̃0,

Ṽ (λ, y) = L0
V Y (λ, y)Ỹ0 + L0

V X(λ, y)X̃0,

Ỹ (λ, y) = L0
Y Y (λ, y)Ỹ0 + L0

Y X(λ, y)X̃0, (1)

X̃(λ, y) = L0
XY (λ, y)Ỹ0 + L0

XX(λ, y)X̃0,

σ̃x(λ, y) = A0
Y (λ, y)Ỹ0 +A0

X(λ, y)X̃0.
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Рис. 1. Схема краевой задачи

Входящие сюда операторы МНФ в пространстве преобразований Фурье равны:

L0
UY (λ, y) =

i

2λ

(
1− ν
1 + ν

− |λ|y
)
e−|λ|y, L0

UX(λ, y) = −
(

1
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− 1

2
y

)
e−|λ|y,

L0
V Y (λ, y) = −

(
1
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+

1

2
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)
e−|λ|y,

L0
V X(λ, y) = − i

2λ

(
1− ν
1 + ν

+ |λ|y
)
e−|λ|y, (2)

L0
Y Y (λ, y) = (1 + |λ|y) e−|λ|y, L0

Y X(λ, y) = L0
XY (λ, y) = iλy e−|λ|y,

L0
XX(λ, y) = A0

Y (λ, y) = (1− |λ|y) e−|λ|y, A0
X(λ, y) = i

(
2
|λ|
λ
− λy

)
e−|λ|y,

где ν — коэффициент Пуассона.
Будем рассматривать последовательно четно- и нечетно-симметричную деформа-

ции плоскости.
3. Четно-симметричная деформация плоскости
3.1. Разрыв поперечных перемещений. Пусть на разрезе Γ задан разрыв поперечных

перемещений
V +(x, 0)− V −(x, 0) = 2v(x), (3)

где v(x) — четная функция.
Подставляя операторы (2) в формулы (1), на оси симметрии получим

Ũ0 =
1− ν
1 + ν

i

2λ
Ỹ0 −

1

(1 + ν)|λ|
X̃0,

Ṽ0 = − 1

(1 + ν)|λ|
Ỹ0 −

1− ν
1 + ν

i

2λ
X̃0,

σ̃x(λ, 0) = Ỹ0 + 2i
|λ|
λ
X̃0.

(4)
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Введем две функции:

Φ(x) = −τxy(x, 0) + i

[
(1 + ν)

dU(x, 0)

dx
− 1− ν

2
σy(x, 0)

]
,

Ψ(x) = (1 + ν)
dV (x, 0)

dx
− 3 + ν

2
τxy(x, 0) + iσx(x, 0).

(5)

Эти функции использовались в статьях [5–7] для решения различных задач с разры-
вами в бесконечной полосе. Тогда на разрезе Γ получим

Φ+(x)− Φ−(x) = 0, Ψ+(x)−Ψ−(x) = 2(1 + ν)
dv(x)

dx
. (6)

Символами ± обозначены значения функций соответственно сверху и снизу от разре-
за.

Воспользовавшись формулами (4) и подставляя их в преобразования Фурье формул
(5), (6), после небольших преобразований получим систему из двух алгебраических
уравнений:

−
(
|λ|
λ

+ 1

)
X̃0 = 0,(

λ

|λ|
+ 1

)(
i Ỹ0 − 2X̃0

)
= 2(1 + ν)Ã(λ),

(7)

где

Ã(λ) = λ

a∫
−a

v(x) eiλxdx. (8)

Разрешим систему (7) относительно X̃0 и Ỹ0:

X̃0 = 0, Ỹ0 = −2i(1 + ν)
|λ|

λ+ |λ|
Ã(λ). (9)

Подставляя найденные коэффициенты (9) в формулы (1), получим решение задачи
в пространстве преобразований Фурье. Затем применяя к полученным выражениям
обратное преобразование Фурье по формуле (см., например, [8])

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

f̃(λ) e−iλxdλ, (10)

найдем искомое решение:
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2π
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σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

A0
Y (y) Ỹ0 e

−iλxdλ, (11)
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σy(x, y) =
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Раскрывая подынтегральные выражения в (11), получим
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e−|λ|y e−iλxdλ,

σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1− |λ|y)

(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ, (12)

σy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1 + |λ|y)

(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ,

τxy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

iλy

(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ.

Это же решение (12) можно получить в классической постановке как решение для
полуплоскости, если считать, что на ее прямолинейной границе заданы нулевое каса-
тельное напряжение и поперечное перемещение V (x, 0) = v(x). В этом случае

X̃0 = 0, Ỹ0 = −(1 + ν)|λ|ṽ(λ). (13)

Подставляя коэффициенты (13) в формулы (1) и переходя к пространству ориги-
налов, получим

U(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

i

2λ

(
1− ν
1 + ν

− |λ|y
)

[−(1 + ν)|λ|ṽ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

V (x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(
− 1

|λ|(1 + ν)
− 1

2
y

)
[−(1 + ν)|λ|ṽ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1− |λ|y) [−(1 + ν)|λ|ṽ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ, (14)

σy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1 + |λ|y) [−(1 + ν)|λ|ṽ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,
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τxy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

iλy [−(1 + ν)|λ|ṽ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

ṽ(λ) =

a∫
−a

v(x) eiλxdx.

В интегралах вида (14) можно избавиться от мнимой единицы, если учесть чет-
ность функции v(x) и воспользоваться формулой Эйлера. Тогда после упрощений
соответственно получим

U(x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

sgnλ

2

(
1− ν
1 + ν

− |λ|y
)
ṽ(λ) e−|λ|y sinλx dλ,

V (x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
− 1

1 + ν
− 1

2
|λ|y

)
ṽ(λ) e−|λ|y cosλx dλ,

σx(x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
|λ| − λ2y

)
ṽ(λ) e−|λ|y cosλx dλ, (15)

σy(x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
|λ|+ λ2y

)
ṽ(λ) e−|λ|y cosλx dλ,

τxy(x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

ysgnλλ2 ṽ(λ) e−|λ|y sinλx dλ.

Рассмотрим три типа разрывов поперечных перемещений различной степени глад-
кости в окрестности концов разреза.

1. Пусть форма разрыва представлена функцией v1(x) = 8(a2 − x2)2. Преобразова-
ние Фурье этой функции имеет вид

ṽ1(λ) = 128(3 sin aλ− 3aλ cos aλ− a2λ2 sin aλ)/λ5. (16)

2. Пусть форма разрыва в окрестности концов разреза имеет гладкость, меньшую
чем в первом примере: v2(x) = 2(a2 − x2). В этом случае имеем

ṽ2(λ) = 8(sin aλ− aλ cos aλ)/λ3. (17)

3. Пусть контур разрыва вблизи его концов имеет гладкость, меньшую гладкости
функций v1(x) и v2(x): v3(x) =

√
a2 − x2. Пользуясь справочником [9], найдем

ṽ3(λ) = πaJ1(a|λ|)/|λ|, (18)

где J1(a|λ|) — функция Бесселя.
На рис. 2–4 показаны распределения нормальных и касательных напряжений вбли-

зи разреза в зависимости от формы разрыва. Сплошные кривые соответствуют v1(x),
штриховые кривые — v2(x), точечные кривые — v3(x).

3.2. Разрыв продольных перемещений. Будем считать, что на разрезе Γ задан раз-
рыв продольных перемещений

U+(x, 0)− U−(x, 0) = 2u(x), (19)
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Рис. 2. Распределение нормальных
напряжений σx(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

Рис. 3. Распределение нормальных
напряжений σy(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

причем функция u(x) нечетна. Здесь для удобства вместо функции Ψ(x) введем функ-
цию

F (x) = 2Φ(x)−Ψ(x) = −
[
(1 + ν)

dV (x, 0)

dx
+

1− ν
2

τxy(x, 0)

]
− iσy(x, 0). (20)

Очевидно, что на разрезе Γ

Φ+(x)− Φ−(x) = 2i(1 + ν)
du(x)

dx
, F+(x)− F−(x) = 0. (21)
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Рис. 4. Распределение касательных
напряжений τxy(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

Раскрывая выражения (21) для функций, стоящих слева, и пользуясь обозначениями
(4), получим равенства, аналогичные равенствам (7):

−
(
|λ|
λ

+ 1

)
X̃0 = 2i(1 + ν)Ã(λ),

−
(
λ

|λ|
+ 1

)
i Ỹ0 = 0,

(22)

где

Ã(λ) = λ

a∫
−a

u(x) eiλxdx. (23)

Решая систему (22) относительно X̃0 и Ỹ0, найдем:

X̃0 = −2i(1 + ν)
|λ|

λ+ |λ|
Ã(λ), Ỹ0 = 0. (24)

Подставим (24) в (1) и применим обратное преобразование Фурье:

U(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

L0
UX(y) X̃0 e

−iλxdλ,

V (x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

L0
V X(y) X̃0 e

−iλxdλ,

σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

A0
X(y) X̃0 e

−iλxdλ, (25)

σy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

L0
Y X(y) X̃0 e

−iλxdλ,



104 А.П. КЕРЖАЕВ, И. В. МЕНЬШОВА, А. В.НИКИТИН, А.М.САМСОНОВ

τxy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

L0
XX(y) X̃0 e

−iλxdλ.

Раскрывая выражения для операторов, получим решение задачи:

U(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

−
(

1

|λ|(1 + ν)
− 1

2
y

)(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ,

V (x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

− i

2λ

(
1− ν
1 + ν

+ |λ|y
)(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ,

σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

i

(
2
|λ|
λ
− λy

)(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ, (26)

σy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

iλy

(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ,

τxy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1− |λ|y)

(
−2i(1 + ν)

|λ|
λ+ |λ|

Ã(λ)

)
e−|λ|y e−iλxdλ.

Полученное решение эквивалентно решению для полуплоскости с заданными на ее
прямолинейной границе нулевым нормальным напряжением и продольным переме-
щением U(x, 0) = u(x). В этом случае

X̃0 = −(1 + ν)|λ|ũ(λ), Ỹ0 = 0. (27)

Подставляя (27) в (1) и переходя к пространству оригиналов, получим

U(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

−
(

1

|λ|(1 + ν)
− 1

2
y

)
[−(1 + ν)|λ|ũ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

V (x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

− i

2λ

(
1− ν
1 + ν

+ |λ|y
)

[−(1 + ν)|λ|ũ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

σx(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

i

(
2
|λ|
λ
− λy

)
[−(1 + ν)|λ|ũ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ, (28)

σy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

iλy [−(1 + ν)|λ|ũ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

τxy(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

(1− |λ|y) [−(1 + ν)|λ|ũ(λ)] e−|λ|y e−iλxdλ,

ũ(λ) =

a∫
−a

u(x) eiλx dx = i

a∫
−a

u(x) sinλx dx = i ũs(λ).
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Учитывая нечетность функции u(x) и воспользовавшись формулой Эйлера, окон-
чательно получим следующие формулы:

U(x, y) =
1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
1

1 + ν
− 1

2
|λ|y

)
ũs(λ) e−|λ|y sinλx dλ,

V (x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

sgnλ

2

(
1− ν
1 + ν

+ |λ|y
)
ũs(λ) e−|λ|y cosλx dλ,

σx(x, y) =
1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
2λ− ysgnλλ2

)
ũs(λ) e−|λ|y cosλx dλ, (29)

σy(x, y) =
1 + ν

2π

∞∫
−∞

ysgnλλ2 ũs(λ) e−|λ|y cosλx dλ,

τxy(x, y) = −1 + ν

2π

∞∫
−∞

(
|λ| − λ2y

)
ũs(λ) e−|λ|y sinλx dλ.

Рассмотрим, как и в предыдущем пункте, три типа разрывов продольных переме-
щений, которые отличаются гладкостью контура разрыва вблизи его концов.

1. Пусть форма разрыва имеет вид u1(x) = 8x(a2 − x2)2. Тогда получим

ũ1(λ) = 128i(15 sin aλ+ a3λ3 cos aλ− 6a2λ2 sin aλ− 15aλ cos aλ)/λ6. (30)

2. Пусть контур разрыва в окрестности концов разреза имеет гладкость, меньшую
гладкости функции u1(x): u2(x) = 2x(a2 − x2). В этом случае будем иметь

ũ2(λ) = −8i(a2λ2 sin aλ− 3 sin aλ+ 3aλ cos aλ)/λ4. (31)

3. Пусть форма разрыва вблизи его концов имеет гладкость, меньшую гладкости
двух предыдущих функций: u3(x) = x

√
a2 − x2. Преобразование Фурье данной функ-

ции определяется по формуле [9]

ũ3(λ) = πa2i
sgnλ

|λ|

(
−J0(a|λ|) + 2

J1(a|λ|)
a|λ|

)
. (32)

На рис. 5–7 показаны графики, иллюстрирующие решения вблизи разреза в за-
висимости от формы разрыва. Сплошные кривые соответствуют u1(x), штриховые
кривые — u2(x), точечные кривые — u3(x).
4. Нечетно-симметричная деформация плоскости
4.1. Разрыв поперечных перемещений. Будем считать, что на разрезе Γ задан раз-

рыв поперечных перемещений

V +(x, 0)− V −(x, 0) = 2v(x), (33)

где v(x) — нечетная функция.
Повторяя предыдущие выкладки, получим выражения для перемещений и напря-

жений, которые совпадают с формулами (12).
Это решение совпадает с решением для полуплоскости, на прямолинейной границе

которой заданы нулевое касательное напряжение и поперечное перемещение V (x, 0) =
v(x).
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Рис. 5. Распределение нормальных
напряжений σx(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

Рис. 6. Распределение нормальных
напряжений σy(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

Формы разрыва поперечных перемещений возьмем те же, что и в пункте 3.2.
1. Пусть v1(x) = 8x(a2 − x2)2. В соответствии с (30) получим

ṽ1(λ) = 128i(15 sin aλ+ a3λ3 cos aλ− 6a2λ2 sin aλ− 15aλ cos aλ)/λ6. (34)

2. Пусть v2(x) = 2x(a2 − x2). Тогда

ṽ2(λ) = −8i(a2λ2 sin aλ− 3 sin aλ+ 3aλ cos aλ)/λ4. (35)

3. Пусть v3(x) = x
√
a2 − x2. В этом случае

ṽ3(λ) = πa2i
sgnλ

|λ|

(
−J0(a|λ|) + 2

J1(a|λ|)
a|λ|

)
. (36)
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Рис. 7. Распределение касательных
напряжений τxy(x, y) в сечении y = 0.05

для каждого типа разрыва

4.2. Разрыв продольных перемещений. Пусть на разрезе Γ задан разрыв продольных
перемещений

U+(x, 0)− U−(x, 0) = 2u(x), (37)

причем функция u(x) четна.
Окончательные формулы для перемещений и напряжений имеют вид (26), совпа-

дающий с решением для полуплоскости, когда на ее прямолинейной границе заданы
нулевое нормальное напряжение и продольное перемещение U(x, 0) = u(x).

Снова рассмотрим три типа разрывов продольных перемещений, отличающиеся
гладкостью контура разрыва вблизи концов разреза.

1. u1(x) = 8(a2 − x2)2. По формуле (16) имеем

ũ1(λ) = 128(3 sin aλ− 3aλ cos aλ− a2λ2 sin aλ)/λ5. (38)

2. u2(x) = 2(a2 − x2). Тогда получим

ũ2(λ) = 8(sin aλ− aλ cos aλ)/λ3. (39)

3. u3(x) =
√
a2 − x2. В этом случае будем иметь

ũ3(λ) = πaJ1(a|λ|)/|λ|. (40)

5. Заключение
1. В работе с помощью метода начальных функций построено решение краевой

задачи теории упругости для плоскости с разрезом, на котором заданы разрывы про-
дольных или поперечных перемещений. Рассмотрены три вида разрывов различной
гладкости в окрестности концов разреза, и численно дано сравнение решений. В пер-
вом случае, когда гладкость контура разрыва максимальна, что соответствует точке
возврата, напряжения конечны при приближении к вершине разреза, во втором слу-
чае, когда кончик контура разрыва острый, напряжения растут как ln r, а в третьем
случае, когда вершина контура разрыва имеет характер эллиптической кривой, напря-
жения возрастают как r−0.5. Здесь r → 0 — координата, отсчитываемая от вершины
разреза.
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2. Добавляя к полученному решению решение для полуплоскости, снимающее нор-
мальные и касательные напряжения на прямолинейной границе y = α (α > 0), можно
получить решение для полуплоскости со свободной границей и с разрывом, ось кото-
рого параллельна границе полуплоскости. Аналогично можно получить решение для
полуплоскости со свободной границей и разрывом, ось которого перпендикулярна гра-
нице полуплоскости.
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METHOD OF INITIAL FUNCTIONS AND INTEGRAL FOURIER
TRANSFORM IN THE PROBLEM FOR A PLANE WITH DISPLACEMENT
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Abstract. The article considers the application of the method of initial functions in the space
of Fourier transforms to solving problems for a plane with a displacement discontinuity. Even-
symmetric and odd-symmetric deformations relative to the crack axis are considered. The final
solutions to all the problems are represented in the form of improper integrals. Examples are
given in which three types of discontinuities are considered, differing in the smoothness of the
discontinuity contour near its ends. The solutions are obtained quickly, simply and, unlike the
classical solution, without using the theory of functions of a complex variable.

Keywords: method of initial functions, plane, displacement discontinuity, integral Fourier
transform.
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Аннотация. На основе модели упрочняющегося упругопластического тела исследовано
напряженно-деформированное состояние кусочно-неоднородного сферического тела под дей-
ствием нагрузок, постоянной внешней, и зависящей от времени внутренней. Получены точные
аналитические решения для полей напряжений и перемещений в упругой, вязкой и пласти-
ческой областях сферического тела. .

Ключевые слова: сферическое тело, упругость, вязкость, пластичность, упрочнение, дина-
мическая нагрузка.
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Известно [1-3], что сферические оболочки являются элементами различных кон-
струкций, используемых в технологических сооружениях, которые могут быть под-
вержены воздействию динамических нагрузок. Потому расчет их поведения при воз-
действии динамических нагрузок имеет большое значение.

В настоящей работе в квазистатической постановке рассматривается деформиро-
вание сферической вязкоупругой оболочки с упругопластическим заполнителем [4]
толщины h. по контуру полости радиуса a, равномерно распределена нагрузка P , а
по внешнему контуру радиуса b, нагрузка p, выражения для которых имеют вид:

P = P0e
â

где â′′ – известная константа.
Напряженно деформированное состояние заполнителя в упругой области в осесим-

метричном случае (εθ = εϕ) в сферической системе координат (r, θ, ϕ) определяется
уравнением равновесия:

dσr
dr

+ 2
σr − σθ

r
= 0 (1)
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закон Гука, условием несжимаемости и соотношениями Коши. Решая эту систему
уравнений находим:

w =
A1

r2
, σr = −4µ1

A1

r3
+A2, σθ = 2µ1

A1

r3
+A2 (2)

Из условия отсутствия объемного расширения в пластической области включения
и соотношений Коши получаем:

εr + 2εθ =
dw

dr
+ 2

w

r
= 0

откуда

εθ =
εr
2
, w =

B1

r2
(3)

Из ассоциированного закона пластического течения [2,3]

epij =
(
Sij − cεpij

)
(4)

следует

Sθ = Sϕ, Sθ = −Sr
2

Функция нагружения [2,3]:

(
Sij − cεpij

)(
Sij − cεpij

)
= k2 (5)

принимает вид:

(Sr − cεpr)
2 = k∗2, k∗ =

√
2

3
k (6)

Из соотношений

εer = εr − εpr ; εr =
dw

dr
, εθ =

w

r
, Sr = 2µ (εr − εpr)

получаем

Sr = 2µ

(
2B1

r3
+ εpr

)
(7)

Из соотношений (6) и (7) имеем

εpr =
1

2µ+ c

(
k∗ +

4µB1

r3

)
(8)

Вычисляя

σr − σθ = Sr − Sθ = −3µ

(
2B1

r3
+ εpr

)
из уравнения (1) находим поле напряжений в пластической области включения
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σr = −2µ

[
3k∗

1

2µ+ c
ln (r) + 2B1

(
1− 2µ

2µ+ c

)
1

r3

]
+B2 (9)

σθ = −3µk∗
1

2µ+ c
(1 + 2 ln (r)) + 2µB1

(
1− 2µ

2µ+ c

)
1

r3
+B2

Напряженно-деформированные состояния несжимаемой вязкоупругой оболочки
модели тела Кельвина-Фоихта [5] в осесимметричном случае, определяется уравне-
нием равновесия и соотношениями Коши. Решая эту систему уравнений находим:

σr = −
4
(
µ2С1 + η2С̇

)
r3

+ C2, σθ =
2
(
µ2С1 + η2С̇

)
r3

+ C2, (10)

w =
С1

r2
, εr = −2С1

r3
, εθ = εϕ =

С1

r3
, С̇ =

dC1

dt

для определения неизвестных интегрирования A1, A2, B1, B2, C1, C2 и радиуса γ по-
верхности раздела областей упругого и пластического деформирования заполнителя
имеем:
– граничные условия

σpr = −P0e
â (11)

σbr = −p0, при r = b

– условия сопряжения

we = wp, σer = σpr , σeθ = σpθ при r = γ (12)

– условия контакта (жесткое сцепление) оболочка – включение

wb = we, σbr = σer при r = a+ h (13)

– начальные условия

γ = a, εbr = 0 при t = t∗ (14)

Откуда находим:
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C1 = A1 = B1 =
α2

α1
− P0e

ât

4µ2(α1 + â)
+ C∗1e

−α1t

α1 =
1

η2

{
µ2 +

[
µ1

(
1

γ3
− 1

(a+ h)3

)
+ µ (1− 2µE)

(
1

γ3
− 1

a3

)]}
α2 =

1

4η2
{p0 + 6µk∗E (ln (a)− ln (γ))} , E =

1

2µ+ c
(15)

C∗1 =

(
−α2

α1
+

P0e
ât∗

4µ2(α1 + â)

)
eα1t∗ , C2 = −p0 +

C0

b3

A2 = − C0

(a+ h)3 −
4µ1

(a+ h)3A1 + C2

B2 = 2µ

[
3k∗Eln (a) + 2C1 (1− 2µE)

1

a3

]
− P0e

ât

C0 = 4
(
µ2C1 + η2Ċ

)
и уравнение для определения радиуса упругопластической границы γ.

α∗3Ċ +

{
mu2

ν2
α∗3 −

4µ1

(a+ h)3
− 4µ(1− 2µE)

1

a3
− (16)

− 2

γ3
[µ1 − µ (1− 2µE)]}C1 + 3µk∗E (1 + 2 ln (γ))− 6µk∗Eln (a)− p0 − P0e

ât = 0

где

α∗3 = 4η2

(
1

b3
− 1

(a+ h)3

)
Полагая в уравнении (16) γ = a при t = t∗, приходим к уравнению

α∗2α
∗
3 +

[
1 +

α∗3 (â− α∗1)

4µ2 (â+ α∗1)

]
P0e

ât∗ − p0 +
3
√

2
3µk

∗

2µ+ c
= 0

определяющему нагрузки, при заданных геометрических и физикомеханических па-
раметрах, при которых возникает на внутренней поверхности сферического тела пла-
стическое состояние.
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DYNAMIC DEFORMATION OF A PIECEWISE INHOMOGENEOUS
SPHERICAL BODY

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. Based on the model of a hardening elastic-plastic body, the stress-strain state of a
piecewise inhomogeneous spherical body under the action of constant external and time-dependent
internal loads is investigated. Exact analytical solutions for stress and displacement fields in elastic,
viscous and plastic regions of a spherical body are obtained.
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СТРОГИЕ ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ И
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Аннотация. Рассматриваются краевые задачи для линейной термоупругой изотропно-
однородной среды. Состояние среды подчинено уравнениям Дюамеля-Неймана. В случае, ко-
гда характеристики напряженно-деформированного состояния (НДС) на поверхности тела не
связаны в граничных условиях (ГУ) с температурными факторами, задача декомпозируется
на последовательность неоднородных задач теплопроводности и теории упругости с извест-
ной коррекцией объемных сил в уравнениях равновесия. Особое внимание обращено на способ
построения частного решения задачи теплопроводности. Метод функций Грина представляет
частные решения таких задач в сингулярной форме, что при произвольной геометрической
конфигурации тела не позволяет выписывать строгое аналитическое решение. Предложен
подход, позволяющий при регулярном описании тепловых источников многочленом конеч-
ного порядка получать частное решение строго. След такого решения на границе позволяет
скорректировать ГУ задачи теплопроводности и построить численно-аналитическое решение
средствами метода граничных состояний (МГС). Аналогичный подход реализован для стро-
гого частного решения задачи линейной упругости. Построенное температурное поле вносит
регулярную добавку в объемные силы второго шага – задачу теории упругости. Ее решение
также эффективно строится применением МГС. Совокупность двух этих шагов позволяет
выписывать строго частное решение для задач линейной термоэластостатики. .

Ключевые слова: термоупругость, декомпозиция задачи термоупругости, строгое решение,
частное решение уравнения Пуассона, частное решение неоднородной краевой задачи, метод
граничных состояний, МГС, опорный базис.
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Введение
Реальные процессы деформирования упругих тел сопровождаются изменением по-

ля температуры из-за рассеяния механической энергии и наоборот: изменение темпе-
ратуры порождает удлинением упругих волокон, вызывая дополнительные составля-
ющие в тензорах деформаций и напряжений [1, 2]. В общем случае параметры упру-
гости являются функциями температуры. Поэтому характеристики упругого состоя-
ния (перемещения u, деформации ε̂, напряжения σ̂) и температурное поле T связаны
между собой в определяющих соотношениях среды и составляют в целом нелиней-
ную задачу определения термоупругого внутреннего состояния ξ = ξT ∪ ξE , ξT =
{T,∇T}, ξE = {u, ε̂, σ̂} тела V при различных вариантах граничных условиях на его
поверхности ∂V .

При решении практических задач уровень температуры T удобно отсчитывать не
от абсолютного нуля, а от некоторого значения T0, полагая, что диапазон изменения
температуры в окрестности T0 невелик. В этом случае удобно пренебречь слабым из-
менением параметров определяющих соотношений термоупругой среды, считая их по-
стоянными. При таком подходе возможна декомпозиция общей постановки на задачу
теплопроводности о восстановлении состояния ξT и затем состояния ξE в соответствии
с граничными условиями. При этом предполагается также, что ГУ в каждой из этих
задач между собой “не завязаны”.

Основные современные вычислительные методы (метод конечных элементов –
МКЭ, метод граничных элементов – МГЭ) реализованы во многих формах в вычис-
лительных системах, опираются на традиционный объект распространенных вычис-
лительных средств – “число”. Они эффективно используются и в настоящее время,
но требуют пересчета разрешающей системы уравнений и его решения при измене-
нии любого параметра исследуемого объекта (ресурсозатратность). Даже в линейных
случаях результаты решений не гарантируют истинность, поэтому на уровне тесто-
вых задач приходится выполнять сопоставление с решениями, полученными иными
средствами.

Метод граничных состояний [3] по определению дает решение, тождественно удо-
влетворяющее определяющим соотношениям среды, а о погрешности решения можно
судить по величине невязки ГУ с соответствующими характеристиками построенного
граничного состояния. Подход Треффца [4] при формировании базиса аппроксимиру-
ющих функций в разрешающем уравнении с дальнейшей минимизацией некоторого
функционала по границе тела может дать похожий эффект, но требует затем восста-
новления напряженно-деформированного состояния (НДС) через граничное состоя-
ние. Это предполагает дополнительные действия, связанные с вычислением поверх-
ностного интеграла при определении перемещения в каждой точке внутри тела и т. д.
(см. формулу Сомильяна), поскольку изоморфизм состояний внутри тела и базисных
элементов на границе не обеспечивается. В МГС изоморфизм установлен изначально
и НДС тела определяется тривиально. Также весьма существенным является факт,
состоящий в том, что для постановки краевой задачи не требуется строить разрешаю-
щее уравнение относительно какой-либо разрешающей функции (вектора функций).
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ГУ формируются непосредственно в терминах номинальных характеристик гранич-
ного состояния: перемещения, поверхностные усилия, их комбинации. В нелинейных
случаях основным средством анализа напряженно-деформированного состояния трех-
мерных тел является метод конечных элементов. Для выписывания приближенных
аналитических решений используются методы аппроксимации, коллокаций [5]. Неко-
торые результаты в этой области достигнуты для состояний и тел, описываемых мень-
шим количеством переменных (симметрия, плоские задачи, оболочки [6]. Делаются
попытки модификации моделей нелинейной теории [7].

В МГС понятие внутреннего состояния среды является определяющим, ориенти-
рующемся на современные вычислительные средства, оперирующие компьютерными
алгебрами и позволяющие выписывать решения в численно-аналитической и даже
аналитической форме, содержащей все параметры задачи [8]. Поэтому целью работы
является построение метода, реализующего решение задач теплопроводности и термо-
уругости при заданном регулярном распределении теплоисточников Q(x) и объемных
сил X(x), x = {xi}3 ∈ R3 по области тела V в строгой конечной форме, тождествен-
но удовлетворяющей уравнению теплопроводности. “Регулярность” означает описание
соответствующей функции многочленом конечного порядка.

Далее, при решении задачи упругого равновесия полученное распределение темпе-
ратуры T (x) также регулярное, корректирует неоднородную составляющую в опреде-
ляющих уравнениях линейной изотропной теории упругости однородного тела. Эф-
фективные алгоритмы построения частного решения этой задачи существуют [9,10].

Отметим также, что для учета слабого изменения параметров термоупругой среды
от температуры эффективна модификация МГС до уровня МГСВ [11,3].

1. Линейная изотропная термоупругость в классической постановке.
Линейное упругое состояние среды предполагает наличие малых деформаций (тензор
ε̂), связанных с вектором перемещения u соотношениями Коши:

ε̂ =
1

2

[
∇u + (∇u)T

]
, (1)

где “набла” ∇ символизирует взятие градиента.
В предположении об изотропии материала, относительно малом изменении темпе-

ратуры и, как следствие, о постоянстве параметров упругости Ламе λ, µ, температу-
ропроводности κ и температурного расширения α тензор напряжений σ̂ выражается
через тензор деформаций ε̂ и температуру T в соответствии с законом Дюамеля –
Неймана [12]

σ̂ = λ θ Ê + 2µ ε̂− (3λ+ 2µ)αT Ê, (2)

где Ê – единичный тензор, θ = I1(ε̂) - первый инвариант тензора деформаций.
Распределение температуры отвечает уравнению теплопроводности

∆T = −1

κ
Q(x), x ∈ V ⊂ R3. (3)

Распределение тепловых источников Q(x) по области V предполагаем имеющим
регулярный характер, т.е. оно описывается полиномом от декартовых координат
x = {x1, x2, x3}и продолжимо на границу ∂V тела.

Упругое равновесие деформируемой среды подчинено уравнению равновесия

div σ̂ + X = 0, (4)
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где объемная сила X = X(x) также имеет регулярный характер.
Совокупность определяющих соотношений (1)–(4) составляет линейный оператор

над элементами пространства Ξ внутренних состояний термоупругой равновесной сре-
ды. Под внутренним состоянием удобно понимать избыточный набор характеристик
ξ = {u, ε̂, σ̂, T, ∇T} ∈ Ξ согласованных в определяющих соотношениях. След

внутреннего состояния ξ на границе ∂V тела V понимаем как граничное состояние
γ = {u, p, T, dTdn} ∈ Ξ, где p– есть поверхностное усилие, отвечающее σ̂.

Изоморфизм состояний ξ ↔ γ порождает изоморфизм соответствующих про-
странств состояний Ξ↔ Γ. Эти пространства полные, всюду плотные. Введение ска-
лярных произведений(

ξ1, ξ2
)

Ξ
=

∫
V

(σ̂1 · · ε̂2 + ρ2∇T 1 · ∇T 2) dV , (5)

(
γ1, γ2

)
Γ

=

∫
V

(p1 · u2 + ρ2 T 1 dT
2

dn
) dS, (6)

где ρ2 – любое положительное число, характеризует оба пространства как гильберто-
вы. Коммутативность обеих составляющих скалярного произведения и их равенство(

ξ1, ξ2
)

Ξ
=
(
γ1, γ2

)
Γ

(7)

обеспечиваются принципом возможных перемещений и свойствами гармонических
функций. Аппарат теории гильбертовых пространств применяется для определения
однородной составляющей решения операторного уравнения после построения част-
ного решения неоднородного уравнения при произвольных граничных условиях и со-
ответствующей компенсации граничных условий.

В общем случае постановки линейных краевых задач термоупругости составляю-
щие граничного состояния γ могут быть “завязаны” в ГУ между собой. Тогда деком-
позиция краевой задачи на последовательность задач о теплопроводности (3) и затем
о напряженно-деформированном состоянии (1), (2), (4) становится невозможной. Ре-
шение ξ в целом складывается из двух составляющих

ξ = ξ◦ + ξ∗ , (8)

где ξ∗ есть частное решение неоднородной краевой задачи, компенсирующее заданные
воздействия Q(x). След γ∗ состояния ξ∗ на границе учитывается далее в качестве
поправки в ГУ при построении решения однородной краевой задачи относительно ξ◦.

Эффективным аппаратом решения второй задачи является метод граничных состо-
яний, при использовании которого формируется счетный ортонормированный базис
пространства Ξ (следовательно и Γ)

{ξ(i)} = (ξ(1), ξ(2), ..., ξ(k), ...) ⊂ Ξ, (ξ(i), ξ(j))Ξ = (γ(i), γ(j))Γ = δi j ,

где δi j – символ Кронекера. Решение ищется в виде ряда Фурье

ξ◦ =
∑
j∈N

cj ξ
(j), cj = (γ◦, γ(j))Γ. (9)

В классических вариантах задач, когда ГУ являются элементами состояния γ0, ко-
эффициенты Фурье вычисляются рутинно через интегралы в (6). В случае смешан-
ных задач существуют способы построения бесконечной системы уравнений (БСУ)
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относительно коэффициентов Фурье, в которой содержимое матрицы коэффициен-
тов определяется только элементами базисов {ξ(i)}, {γ(i)} и типом ГУ, а правые части
еще несут информацию о ГУ.

Представим состояние ξ в виде объединения внутреннего температурного состояния
ξT = {T, ∇T} и напряженно-деформированного состояния ξE = {u, ε̂, σ̂}: ξ = ξE ∪ ξT .

Соответственно разложим и изоморфные внутренним граничные состояния

γ = γE ∪ γT , γE = {u,p}, γT = {T, dT
dn
}.

Если составляющие γE и γT в ГУ не “завязаны” , то общая краевая задача декомпо-
зируется на последовательность задач 1◦ и 2◦.

1◦. Задача теплопроводности для уравнения Пуассона (3) при заданных темпе-
ратурных ГУ (вообще произвольного вида) ее решение ξT = ξT◦+ξT∗ складывается из
частного решения ξT∗ уравнения Пуассона (безотносительно к характеру ГУ) и реше-
ния уравнения Лапласа с ГУ, скорректированных относительно изначально заданных
на величину поправки от ξT∗.

Построение ξT◦ средствами МГС кратко указано выше. Отличие состоит в том, что
под скалярными произведениями здесь надо понимать свертки(

ξ(i), ξ(j)
)

Ξ
≡
∫
V

∇T (i) · ∇T (j) dV =

∫
∂V

T (i)dT

dn

(j)

dS ≡
(
γ(i), γ(j)

)
Γ

. (10)

Сложности связаны с выписыванием частного решения ξT∗ в аналитической форме.
Известный результат [13] выражает температуру в произвольной точке области V в
сингулярной форме через функции Грина. В общем случае это позволяет вычислить
значение в сетке точек и использовать его для вычислений посредством компьютер-
ных алгебр весьма неудобно. Ниже будет показан подход, позволяющий выписывать
строгое аналитическое решение в конечной форме для регулярного типа распределе-
ния теплоисточников Q(x) по области V произвольной формы.

2◦. Задача термоупругого состояния при заданном распределении темпера-
туры T (x) по области V тела. Уравнение Дюамеля-Неймана преобразуется в форму
уравнения Ламе

ŝ = λ θ Ê + 2µ ε̂,

ŝ = σ̂ + (3λ+ 2µ)αT (x)Ê.
(11)

Соответствующим образом корректируется уравнение равновесия (4)

div ŝ + F = 0,
F(x) = X(x)− (3λ+ 2µ)α ∇T (x).

(12)

Набор соотношений (1), (1.10), (1.11) совпадает по форме с традиционными опреде-
ляющими соотношениями линейной изотропной теории упругости. Из него вытекают
уравнения Ламе, общее решение которых позволяет строить решение краевых задач
средствами МГС.

Таким образом, важным этапом в решении задачи термоупругости является постро-
ение строгого решения уравнения Пуассона безотносительно к граничным условиям.

2. Строгая форма частного решения уравнения теплопроводности при
полиномиальных тепловых источниках. Полином произвольного порядка K
есть линейная комбинация мономов порядка k ∈ {0, 1, ...K}. Решение уравнения (3)
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безотносительно к условиям на границе равно сумме решений для однородных мно-
гочленов для каждого k:

ξT∗ =

K∑
k=0

χk ξ
T∗k. (13)

В силу однородности оператора Лапласа решение, отвечающее порядку k правой ча-
сти уравнения является однородным многочленом порядка k+2. Перебирая конечный
набор многочленов этого порядка, выписываем все им соответствующие правые части
уравнения Пуассона. Линейно-зависимые однородные многочлены следует отбросить,
формируя базис. Этому базису соответствует “опорный базис” решения, который эф-
фективно строить, используя сортировочный алгоритм [10].

Соотношение между опорным базисом и базисом мономов порядка k можно пред-
ставить в матричной форме через невырожденную матрицу коэффициентов [ci j ]. Ее
обращение ставит в соответствие каждому моному правой части линейную комбина-
цию мономов порядка k+2, отвечающих за соответствующее решение уравнения Пуас-
сона. Линейная комбинация с коэффициентами, описывающими однородный много-
член через мономы порядка k формирует решение, отвечающее однородному много-
члену Pk(x1, x2, x3, ) этого порядка в правой части.

Частное решение, отвечающее правой части уравнения и форме (13) есть

T ∗ =
K∑
k=0

κk Pk(x1, x2, x3, ). (14)

Далее выписываются состояния ξT∗, γT∗ и готовится информация по корректировке
ГУ в соответствии с постановкой краевой задачи.

В качестве примера рассмотрим правую часть вида

−1

κ
Q(x1, x2, x3) = 3x1(x2 + x3)3 + 2x3

1,

составленную из мономов порядка 3: x3
1, x1 x

2
2,x1 x

2
3, x1 x2 x3 .

Сортировочный алгоритм подготовил опорный базис [5-]

T ∗i ∈ {x5
2, x

4
2 x3, x2 x

4
3, x

5
3, x1 x

4
3, x

4
1x3, x

5
1, x1 x

4
2, x

4
1x2, x1x

3
2x3}.

Понятно, что этот список однозначно определяет соответствующие внутренние состо-
яния: T ∗i → ξ∗i . 10 элементов опорного базиса выражаются через 10 многочленов тре-
тьего порядка. Обращение матрицы, связывающей эти мономы с мономами третьего
порядка выполнялось в вычислительной системе Mathematica. Линейная комбинация
опорных частных решений дала для температуры выражение в строгой форме

T ∗ =
1

2
x3

1 x
2
2 +

1

2
x3

1 x
2
3 + x3

1 x2 x3.

По цепочке T ∗, ∇T ∗ → γ∗ формируются выражения, отвечающие ГУ любого вида на
границе тела, имеющего произвольную форму. Это позволяет внести коррекцию в ГУ,
решить далее задачу теплопроводности относительно T ◦ и выписать соответствующее
внутреннее состояние ξT .
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3. Строгая форма частного решения несвязанной задачи изотропной
термоэластостатики. Пусть известно температурное поле T (x1, x2, x3) в уравнове-
шенном линейно-упругом однородном изотропном теле, занимающем область V ∈ R3

с границей ∂V . Упругое внутреннее состояние ξE определяется в соответствии с за-
коном Дюамеля-Неймана (2) и по форме совпадает с обобщенным законом Гука в
формулировке Ламе:

ŝ ≡ σ̂ + (3λ+ 2µ) α T Ê = λ θ Ê + 2µ ε̂. (15)

После представления уравнений равновесия через тензор упругих составляющих на-
пряжений ŝ из уравнения равновесия получается аналогичная по форме зависимость
:

div ŝ = −X + (3λ+ 2µ)α∇T ≡ F(x1, x2, x3). (16)
Будем полагать правую часть соотношения (16) конечным многочленом порядка K,
являющимся линейной комбинацией векторов Pk из однородных многочленов поряд-
ков k ∈ {0, 1, ...K}:

F(x1, x2, x3) =
K∑
k=1

κkPk(x1, x2, x3, ).

Эти “приведенные” объемные силы регулярны в V вплоть до границы ∂V .
Решение системы уравнений, связывающих тензоры деформации, упругой состав-

ляющей напряжений ŝ и уравнения равновесия (16) можно искать средствами МГС.
Под внутренним состоянием тела понимается набор ξE = {u, ε̂, ŝ}, раскладываемый
на сумму ξE = ξE∗ + ξE0, где символом “∗” помечено какое-нибудь частное решение,
отвечающее неоднородной краевой задаче, а “0” соответствует однородной составля-
ющей уравнений Ламе, являющихся следствием определяющих соотношений при ГУ,
скорректированных с учетом “следа” на ∂V от ξE∗.

Весьма важным и заслуживающим особого внимания является отыскание состоя-
ния ξE∗ в конечной аналитической форме. Проблема состоит в том, что общие решения
Папковича–Нейбера, а также Аржаных–Слободянского [1, 12] неоднородной системы
дифференциальных уравнений Ламе выписаны в конечном виде только для потен-
циальных функций F. Способ построения численно-аналитического решения найден
[9]. Ниже демонстрируется подход, позволяющий выписывать строгое аналитическое
решение ξE∗ при полиномиальном описании вектора правой части.

Кратко, идея в построении опорного базиса для выписывания строгого реше-
ния состоит в следующем. Любой моном w = xγ1 x

δ
2 x

β
3 , γ + δ + β = k + 2 мо-

жет быть помещен в любую позицию одномономного вектора перемещений u ∈
{{w, 0, 0}, {0, w, 0}, {0, 0, w}}. По цепочке u → ε̂ → ŝвыписывается соответствующее
варианту внутреннее состояние ξE∗ = {u, ε̂, ŝ}. Набор всех возможных вариантов со-
ставляет “кластер k”. Сортировочный алгоритм [10] позволяет рационально назначить
базис мономов w, однозначно отвечающий базису мономов порядка k, участвующих в
F(x1, x2, x3). Связь базисов осуществляется через невырожденную матрицу, обраще-
ние которой позволяет выписывать внутреннее состояние, отвечающее конкретному
моному порядка k, помещенному в любую позицию вектора правых частей. Посколь-
ку любой полиномиальный вектор F можно представить в виде линейной комбинации
векторов, в каждом из которых моном помещен в какую-либо позицию, и каждому из
таких вариантов соответствует уже известное внутреннее состояние, то соответству-
ющая линейная комбинация позволяет выписать строгое решение для F(x1, x2, x3).
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Это и есть частное решение, не учитывающее никаких ограничений как на граничные
условия, так и на форму границы.

Далее восстанавливается соответствующее ξE∗ граничное состояние γE∗ = {u,p},
где p – поверхностное усилие, отвечающее тензору ŝ. Это состояние позволяет внести
корректировку в ГУ, соответствующую исходной постановке краевой задачи. Решение
краевой задачи относительно ξE0 эффективно проводится средствами МГС. А именно,
в соответствии с известными общими решениями однородной системы уравнений Ламе
генерируется базис ξj пространства внутренних состояний Ξ = {ξ| ξ = u, ε̂, σ̂}} и
выполняется его ортогонализация на основе скалярных произведений(

ξ1, ξ2
)

Ξ
≡
∫
V

σ̂1 · · ε̂2 dV =

∫
∂V

p1 · u2 dS ≡
(
γ1, γ2

)
Γ
. (17)

Решение корректной краевой задачи представляется рядом Фурье

ξ =
∑
j∈N

cj ξ
j .

В частном случае основных задач коэффициенты Фурье cj вычисляются рутинно.
В первой основной задаче, когда на границе заданы поверхностные усилия p это
cj = (p0,uj)Γ. В случае второй основной задачи (на границе удержаны перемещения
u0 ) это cj = (pj ,u0)Γ. В общем случае постановка сводится к бесконечной системе
линейных алгебраических уравнений относительно cj , в которой структура невырож-
денной матрицы коэффициентов и их значения определяются типом ГУ и набором
базисных элементов, а вектор правых частей несет конкретную информацию о значе-
ниях параметров ГУ.

В рассматриваемом случае после определения коэффициентов Фурье выписывается
состояние ξE 0 = {u0, ε̂0, ŝ0}, а следом – реальное значение тензора напряжений

σ̂ = ŝ0 − (3λ+ 2µ) α T Ê.

Совокупность характеристик внутреннего состояния ξ = {u, ε̂, σ̂} и составляет реше-
ние задачи теории упругости при заданном распределении температуры по области
V .

Рассмотрим пример на предмет построения частного решения. Пусть распределе-
ние температуры по области V , занятой телом подчинено закону

T = − 1

2α (3λ+ 2µ)
(x2

1 + x2
2)

и объемные силы имеют характер

X = {0, 0, (x2
1 + x2

2)(1 + x3)}.

Эти выражения для вектора Fдают представление

F = {x1, x2, (x
2
1 + x2

2)(1 + x3)}.

Полиномиальные приведенные объемные силы имеют максимальный порядок K = 3.
Для описания состояния рассматривались кластеры k ∈ {0, 1, 2, 3} и для каждого
из них строились опорные базисы порядков {3, 9, 18, 30} соответственно при помощи
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сортировочного алгоритма. Вектор Fдекомпозирован на мономные слагаемые

f1 =

 x1

0
0

 , f2 =

 0
x2

0

 , f3 =

 0
0
x2

1

 , f4 =

 0
0
x2

2

 , f5 =

 0
0

x2
1 x3

 ,

f5 =

 0
0

x2
2 x3

 .

Для каждого мономного базисного вектора получено внутреннее состояние (исполь-
зована компьютерная алгебра системы Mathematica. Из-за необозримости выражений
промежуточные выкладки не приводятся). Линейная комбинация состояний, отвеча-
ющих векторам fi , дала внутреннее состояние

u∗ =

 − 1
18 x

3
1 + 1

90 x
5
1

− 1
18 x

3
2 + 1

90 x
5
2

− 1
12 (x3

1 + x3
2)− 1

12 (x4
1 + x4

2)x3

 ,

ε̂∗ =

 −1
6 x

2
1 + 1

18 x
4
1 0 −1

6 x
3
1(1 + x3)

0 −1
6 x

2
2 + 1

18 x
4
2 −1

6 x
3
2(1 + x3)

−1
6 x

3
1(1 + x3) −1

6 x
3
2(1 + x3) − 1

12 (x4
1 + x4

2)

 ,

ŝ∗ =

 − 1
2 x

2
1 − 1

6 x
2
2 + 1

12 x
4
1 − 1

36 x
4
2 0 − 1

3 x
3
1(1 + x3)

0 − 1
6 x

2
1 − 1

2 x
2
2 − 1

36 x
4
1 + 1

12 x
4
2 − 1

3 x
3
2(1 + x3)

− 1
3 x

3
1(1 + x3) − 1

3 x
3
2(1 + x3) − 1

6 (x21 + x22)− 7
36 (x41 + x42)


Тензор истинных напряжений σ̂∗ отличается от ŝ∗ тем, что в соответствии с опре-

делением (15) из диагональных элементов следует вычесть величину (3λ+ 2µ) α T =
−1

2(x2
1 + x2

2). Результат имеет более компактный вид:

σ̂∗ =

 1
3 x

2
2 + 1

12 x
4
1 − 1

36 x
4
2 0 −1

3 x
3
1(1 + x3)

0 1
3 x

2
1 − 1

36 x
4
1 + 1

12 x
4
2 −1

3 x
3
2(1 + x3)

−1
3 x

3
1(1 + x3) −1

3 x
3
2(1 + x3) 1

3 (x2
1 + x2

2)− 7
36(x4

1 + x4
2)


Подстановки характеристик состояния ξ в определяющие соотношения показывает

их тождественное равенство, что свидетельствует о строгости выписанного решения.
Заключение
1. В случае ГУ для задачи линейной изотропно-однородной термоупругости выпол-

нена декомпозиция любой линейной краевой задачи для тела произвольной геометри-
ческой формы на последовательность задач теплопроводности и теории упругости со
скорректированными объемными силами. Построение решения предписано средства-
ми МГС в численно-аналитической форме.

2. При регулярном распределении теплоисточников по области, занятой телом, опи-
сываемым полиномом произвольного конечного порядка, предложен метод построе-
ния частного решения в строгой аналитической форме, опирающийся на базис опор-
ных состояний. Метод не использует информации о конкретном содержании ГУ.

3. Метод построения частного решения продемонстрирован на конкретном варианте
распределения теплоисточников по области, занятой телом, описываемым многочле-
ном третьего порядка. Решение тождественно удовлетворяют уравнению Пуассона.

4. В случае регулярного характера объемных сил, имеющих полиномиальное пред-
ставление, предложен способ явного выписывания строгого аналитического решения
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задачи о восстановлении поля напряжений, основанный на построении опорного бази-
са пространства внутренних состояний и строгом выписывании внутреннего состоя-
ния, соответствующего любому одномономному вектору объемных сил. Линейная ком-
бинация состояний для одномономных сил, отвечающая объемной силе (учитывающая
и температурную поправку) дает строгую форму записи частного решения. Коррек-
тировка тензора напряжений вычитанием уже известной диагональной поправки от
температурных напряжений восстанавливает тензор механических напряжений. По-
строение решения, отвечающего однородной составляющей уравнений Ламе со скор-
ректированными ГУ трудностей не составляет, поскольку при корректной постановке
краевой задачи находится эффективно средствами МГС. Приведен конкретный при-
мер.

В будущем подход, основанный на формировании опорного базиса пространства
состояний можно применить для обеспечения выписывания частного решения раз-
личных задач механики с регулярными неоднородными составляющими в строгой
аналитической форме. Перспективным шагом развития изложенного подхода явля-
ется также расширение класса задач на неоднородные и нелинейные постановки с
привлечением метода возмущений.

Значительный интерес для исследователей представляют также задачи, в которых
параметры термоупругой среды зависят от температуры. Применение МГСВ [7] сво-
дит процесс построения поля к последовательности линейных задач термоупругости.
При этом на границе могут формулироваться условия смешанного типа. Разложение
по вводимому малому параметру позволяет смешанные условия учитывать на началь-
ном приближении. Для последующих приближений возникает возможность использо-
вания ГУ основных типов, что существенно снижает объем вычислений. На каждом
шаге итераций проводить процесс ортогонализации базиса нет необходимости: это до-
статочно выполнить единожды. Но самым важным фактором в контексте настоящей
работы является то, что при формировании соотношений для каждого последующе-
го шага МГСВ возникают искусственные объемные силы именно полиномиального
характера.
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Abstract. Boundary value problems for a linear thermoelastic isotropically homogeneous medium
are considered. The state of the medium is subject to the Duhamel-Neumann equations. In the
case when the characteristics of the stress-strain state (SSS) on the surface of the body are not
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a sequence of inhomogeneous problems of heat conduction and elasticity theory with a known
correction of body forces in the equilibrium equations. Particular attention is paid to the method
of constructing a particular solution to the problem of heat conduction. The Green’s function
method presents particular solutions of such problems in a singular form, which, for an arbitrary
geometric configuration of the body, does not allow us to write out a rigorous analytical solution.
An approach is proposed that makes it possible to obtain a particular solution rigorously in the
case of a regular description of heat sources by a polynomial of finite order. The trace of such a
solution at the boundary makes it possible to correct the BC of the heat conduction problem and
construct a numerical-analytical solution by means of the method of boundary states (MBS). A
similar approach is implemented for a rigorous particular solution of the linear elasticity problem.
The constructed temperature field makes a regular addition to the volume forces of the second
step - the problem of the theory of elasticity. Its solution is also effectively built using the MBS.
The combination of these two steps makes it possible to write out a strictly particular solution for
problems of linear thermoelastics.
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Аннотация. В работе в аналитическом виде определяется напряженно-деформированное
состояние сплошного шара, подвергнутого равномерному тепловому воздействию, и вводятся
предположения о характере влияния на него зависимости предела текучести от температурно-
го поля. В качестве материала шара рассматривается модель сплошной среды, предложенная
А. Н. Спорыхиным (модель упрочняющегося упруговязкопластического материала). Решение
задачи представляет собой обобщение уже известного подхода на случай полиномиальной за-
висимости предела текучести от температуры. В результате расчетов получены численные
значения основных величин, и проведено сравнение материалов, предел текучести которых
определяется постоянной, линейной и квадратичной функциями.
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Введение
Изучению различных реологических моделей сплошных сред посвящено большое

количество работ [1–6]. Важной областью подобных исследований является рассмотре-
ние в рамках одной задачи сразу нескольких механизмов деформирования: упругого,
пластического, вязкого и др. Так, введение в модель фактора вязкости, согласно [1],
наделяет ее свойствами внутренней неконсервативности, что приводит к значитель-
ному усложнению самой модели и, как следствие, возникновению дополнительных
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вычислительных сложностей. В [2] был предложен подход к решению задач с учетом
вязких свойств материала, предел текучести которого линейно зависит от темпера-
туры. В данной работе рассматривается более общий случай — полиномиальный вид
зависимости. Его исследование позволит более детально подходить к анализу различ-
ного рода материалов (например, хромоникелевых коррозионностойких сталей аусте-
нитного класса 12Х18Н12М3ТЛ и 03Х16Н9М2 [7]), а также рассматривать кусочно-
заданный предел текучести с полиномами высших порядков.
Построение математической модели
Постановка задачи, аналогичная рассматриваемой, приводилась в [2, 3]. Поверх-

ность сплошного шара радиуса R подвержена равномерному нагреву со стороны окру-
жающей среды, температура которой равна Tm, таким образом, что в каждый момент
выполнено условие

T (R, t)− T0

Tm − T0
= 1− e−xt, (1)

где T (r, t) — распределение температуры шара по радиусу; r — длина радиус-вектора
точки; t — время; x — скорость нагрева поверхности; T0 — начальная температу-
ра тела. Массовыми и поверхностными силами пренебрегают. Требуется определить
напряженно-деформированное состояние шара.

Уравнение теплопроводности вместе с краевыми условиями в случае сферической
симметрии имеет вид

∂T (r, t)

∂t
= ϑ

(
2

r

∂T (r, t)

∂r
+
∂2T (r, t)

∂r2

)
,

T (r, 0) = T0,

T (R, t)− T0

Tm − T0
= 1− e−xt,

T (0, t) 6=∞.

(2)

Здесь ϑ — коэффициент температуропроводности.
Согласно [2], решение (2) в безразмерных переменных имеет вид

Θ (ξ, t) =
T (ξ, t)− T0

Tm − T0
= 1−e−xt+

∞∑
n=1

2(−1)n
sin (πnξ)

πnξ

x

x− ϑπ2n2

R2

[
e−

π2n2

R2 ϑt − e−xt
]
, (3)

где ξ = r/R — безразмерный радиус.
В условиях сферической симметрии уравнения, входящие в полную систему урав-

нений механики твердого тела, могут быть записаны в следующем виде:
• уравнение равновесия

∂σr
∂r

+
2

r
(σr − σϕ) = 0, (4)

где σr, σϕ, σθ — компоненты тензора напряжений;
• условие пластичности (условия Треска и Мизеса в эквивалентном виде)∣∣(σr − cepr − ηėpr)− (σϕ − cepϕ − ηėpϕ)∣∣ = 2k (r, t) , (5)

где epr , epϕ, epθ — компоненты тензора пластических деформаций; k (r, t) — предел теку-
чести; c — коэффициент упрочнения; η — коэффициент вязкости;
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• условие пластической несжимаемости (следствие ассоциированного закона
пластического течения)

depr + 2depϕ = 0; (6)
• закон Дюамеля-Неймана

σr = λ
(
eer + 2eeϕ

)
+ 2µeer − (3λ+ 2µ) ∆ (r, t) ,

σϕ = σθ = λ
(
eer + 2eeϕ

)
+ 2µeeϕ − (3λ+ 2µ) ∆ (r, t) ,

(7)

где eer, eeϕ, eeθ — компоненты тензора упругих деформаций; λ, µ — параметры Ламе;

∆ (r, t) = α (T (r, t)− T0) ;

α — коэффициент температурного расширения;
• выражения для полных деформаций и соотношения Коши

eer + epr = er = ur,r,

eeϕ + epϕ = eeθ + epθ = eϕ = eθ =
ur
r
,

(8)

где er, eϕ, eθ — компоненты тензора полных деформаций; ur — радиальная компонента
перемещений.

В отличие от [2], где дальнейшее рассмотрение проводилось только на основании
вида решения (3), в данной работе учитывается вид зависимости предела текучести
от температуры. Было выдвинуто предположение о полиномиальной форме зависи-
мости:

k (r, t) = k0

m∑
l=0

βl∆
l (r, t), (9)

где β0 = 1, βl (l = 1,m) — коэффициенты, определяемые таким образом, чтобы k (r, t)
оставалась монотонно убывающей функцией температуры.

Очевидно, что

∆ (r, t) = ∆mΘ
( r
R
, t
)
, (10)

где ∆m = α (Tm − T0). Тогда (9) с учетом (3) примет вид

k (r, t) = k0

m∑
l=0

βl∆
l
m

[ ∞∑
n=0

(
Θ [n, 1] (r) e−h[n,1]t + Θ [n, 2] (r) e−h[n,2]t

)]l
. (11)

где h [n, 1] = π2n2

R2 ϑ, h [n, 2] = x. Здесь и далее в квадратных скобках будут записы-
ваться индексы членов ряда.

После преобразования (11) было получено выражение

k (r, t) = k0

m∑
l=0


∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

...

∞∑
nl=0

2∑
j=1

βl∆
l
m

l∏
q=1

Θ [nq, j] (r) e−h[nq ,j]t

. (12)

Суммирование по n1, n2, ..., nl ведется в том смысле, что при l = 0 выражение в фи-
гурных скобках равно 1.
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Таким образом, исходя из вида зависимостей (3) и (12) отыскание неизвестных
величин будет проводиться в форме

F (r, t) =
∞∑
n=0

2∑
j=1

F [n, j] (r) e−h[n,j]t+

+
m∑
l=2

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

...
∞∑
nl=0

2∑
j=1

F [l, n1, n2, ..., nl, j] (r)
l∏

q=1

e−h[nq ,j]t, (13)

где F — искомая величина. Суммирование по l во втором слагаемом ведется в том
смысле, что при m < 2, т. е. в случае постоянного или линейно зависящего от темпе-
ратуры предела текучести, оно равно 0.

Очевидно, что каждое из уравнений (4)–(8) может быть сведено к виду, аналогич-
ному (13). Тогда уравнения (5) и (7) для всех членов ряда примут вид (14) и (15)
соответственно:

(
σr −

(
c− ηh̄

)
epr
)
−
(
σϕ −

(
c− ηh̄

)
epϕ
)

= 2κk (r) , (14)

где κ = sign
((
σr −

(
c− ηh̄

)
epr
)
−
(
σϕ −

(
c− ηh̄

)
epϕ
))
,

σr = λ
(
eer + 2eeϕ

)
+ 2µeer − (3λ+ 2µ) ∆ (r) ,

σϕ = σθ = λ
(
eer + 2eeϕ

)
+ 2µeeϕ − (3λ+ 2µ) ∆ (r) .

(15)

Для каждого слагаемого в разложениях искомых величин будет справедлива си-
стема (4), (6), (8), (14), (15). Для удобства здесь и далее индексы были опущены.
В (14) величина h̄ принимается равной не только отдельным коэффициентам h [n, j]
из первого слагаемого соотношения (13), но и суммам их произведений из второго
слагаемого.

Дальнейшее рассмотрение проводилось для случая, когда в теле последовательно
возникают и развиваются следующие состояния: идеально упругое деформирование;
область пластического течения при κ = 1 (момент возникновения t = tp); зона раз-
грузки материала (момент возникновения t = tu); область повторной пластичности
при κ = −1 (момент возникновения t = tr). Также предполагалось существование мо-
мента вырождения первой пластической зоны (t = tk), после которого зона разгрузки
имеет общую упругопластическую границу с областью идеальной упругости. Кроме
того, процесс деформирования является конечным и завершается при полном нагреве
тела (момент завершения нагрева t = tm).

Выражения для членов разложений напряжений и перемещений в каждой из зон
шара имеют вид:
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• упругая область:

σr =

−4ω

r3

r∫
0

ρ2∆ (ρ) dρ+A1 +
B1

r3


σϕ =

2ω

r3

r∫
0

ρ2∆ (ρ) dρ− 2ω∆ (r) +A1 −
B1

2r3


u =

 ω

µr2

r∫
0

ρ2∆ (ρ) dρ+
rA1

3λ+ 2µ
− B1

4µr2


(16)

• области первого и повторного пластического течения:

σr =

−4ω

r3

r∫
y

ρ2∆ (ρ, t) dρ+Ai +
Bi
r3

+

+
2ω

3η
(
Ω− h̄

)
−4

r∫
y

κk (ρ)

ρ
dρ+

4ω

r3

r∫
y

ρ2∆ (ρ) dρ− Bi
r3


σϕ =

2ω

r3

r∫
y

ρ2∆ (ρ) dρ− 2ω∆ (r) +Ai −
Bi
2r3

+

+
2ω

3η
(
Ω− h̄

)
−4

r∫
y

κk (ρ)

ρ
dρ− 2κk (r)− 2ω

r3

r∫
y

ρ2∆ (ρ) dρ+ 2ω∆ (r) +
Bi
2r3


u =

 ω

µr2

r∫
y

ρ2∆ (ρ, t) dρ+
rAi

3λ+ 2µ
− Bi

4µr2

+

+
2ω

3η
(
Ω− h̄

)
(3λ+ 2µ)

−4r

r∫
y

κk (ρ)

ρ
dρ+

4ω

r2

r∫
y

ρ2∆ (ρ) dρ− Bi
r2



(17)

• область разгрузки:

σr =

−4ω

r3

r∫
b

ρ2∆ (ρ) dρ+A3 +
B3

r3

+

2ω

r∫
b

êpr (ρ)

ρ
dρ


σϕ =

2ω

r3

r∫
b

ρ2∆ (ρ) dρ− 2ω∆ (r) +A3 −
B3

2r3

+

2ω

r∫
b

êpr (ρ)

ρ
dρ+ 2ωêpr (r)


u =

 ω

µr2

r∫
b

ρ2∆ (ρ) dρ+
rA3

3λ+ 2µ
− B3

4µr2

+

 2ω

3λ+ 2µ
r

r∫
b

êpr (ρ)

ρ
dρ


(18)
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В (16)–(18) константы ω и Ω равны соответственно

ω =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ 2µ
, Ω =

2ω + 3c

3η

Функция êpr (r) в выражении (18) представляет собой уровень накопленных дефор-
маций в точке r и определяется величиной пластических деформаций в этой точке
при прохождении через нее упругопластической границы b.

Для перехода к области первого пластического течения в (17) следует приравнять
y = a и i = 2, а для перехода к области повторного пластического течения — y = c и
i = 4.

Константы Ai и Bi
(
i = 1, 4

)
определяются из условий свободной от нагрузки внеш-

ней поверхности шара и отсутствия перемещений в его центре, а также условий со-
пряжений на упругопластических границах.

Аналитический вид (16)–(18) для каждого из членов разложений напряжений и
перемещений совпадает с выражениями, приведенными в [2], с точностью до величи-
ны h̄, функций ∆ (r) и k (r), а также констант интегрирования.

Поскольку процесс нагрева является нестационарным, упругопластические грани-
цы раздела зон, возникающих в теле, находятся в движении от поверхности шара к
центру вплоть до своих предельных положений:

• Положение границы a (t), разделяющей упругую и пластическую зоны, может
быть определено из эквивалентных условий равенства нулю на ней пласти-
ческих деформаций, непрерывности окружной компоненты напряжений или
выполнения условия пластичности для напряжений из упругой области.
• Положение границы b (t), разделяющей пластическую область и зону разгруз-
ки, согласно ассоциированному закону пластического течения, определяется
равенством скорости пластических деформаций нулю.
• Положение границы c (t), разделяющей область разгрузки и зону повторной
пластичности, может быть определено из эквивалентных условий равенства на
ней уже имеющейся и новой пластических деформаций, непрерывности окруж-
ной компоненты напряжений или выполнения условия пластичности для на-
пряжений из области разгрузки.

Анализ решения
В качестве примера было проведено сравнение материалов с постоянным, линей-

ным и квадратичным пределами текучести. Величинам, относящимся к указанным
случаям, были присвоены верхние индексы const, I и II соответственно. Парамет-
ры βl

(
l = 1,m

)
подбирались таким образом, чтобы было выполнено условие

0 ≤
m∑
l=0

βl∆
l
m ≤ 1 (19)

Численные значения моментов возникновения областей с отличающимися реологи-
ческими свойствами приведены в таблице 1. Анализ показал, что при прочих равных
физико-механических параметрах материалов выбор предела текучести оказывает су-
щественное влияние на скорость деформирования сплошного шара. Распределение
остаточных напряжений в теле после полного нагрева и последующего его охлажде-
ния до начальной температуры, приведенных к пределу текучести, представлено на
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рис. 1. Нетрудно заметить, что все три случая отличаются друг от друга не только ве-
личиной возникающих напряжений, но и глубиной проникания областей вглубь шара.
Аналогичный вывод можно сделать, анализируя рис. 2, демонстрирующий изменение
положения упругопластических границ a (t) и b (t) во времени вплоть до момента вы-
рождения первой зоны пластичности.

Момент времени Вид предела текучести
const I II

tp 0,41298 0,35202 0,34730
tu 2,85907 3,05806 3,18484
tk 43,33826 11,82847 6,86689
tr 14,59790 25,38286 31,83741

Таблица 1. Значения моментов возникновения зон (в секундах)

Рис. 1. Остаточные напряжения в теле после полного остывания

Выводы
В работе было получено обобщение решения, приведенного в [2], на случай по-

линомиальной зависимости предела текучести от температуры. Анализ численных
значений основных величин позволил сделать следующие выводы:

• Введение в модель зависимости предела текучести от температуры приводит к
изменению скорости деформирования и времени, необходимого на зарождение
и развитие областей с отличающимися свойствами.
• Глубина проникания зон, возникающих при нагреве тела, вглубь шара может
существенно изменяться (в частности, увеличиваться) с увеличением скорости
изменения предела текучести.
• Следствием уменьшения предела текучести по мере роста температуры яв-
ляется уменьшение остаточных напряжений в теле по абсолютной величине
после полного его охлаждения.
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Рис. 2. Зависимость положения упругопластических границ от времени
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Abstract. In this work, the stress-strain state of solid ball subjected to uniform thermal action
is determined in an analytical form and assumptions about of the influence of the dependence of
the yield strength on the temperature field on it are introduced. The continuous medium model
proposed by A. N. Sporykhin (a model of a hardening elastoviscoplastic material) is considered as
the ball material. The solution of the problem is a generalization of the already known approach
to the case of a polynomial dependence of the yield strength on temperature. As a result of
computation, numerical values of the basic quantities were obtained, and a comparison was made
of materials whose yield strength is determined by constant, linear and quadratic functions.
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Аннотация. В данной работе численными методами получены оценки для первого собствен-
ного числа краевой задачи модельного дробного дифференциального уравнения, описываю-
щего колебания фрактального осциллятора. Представлены две эмпирические формулы для
максимального собственного числа рассматриваемой модели: как функции параметра урав-
нения и через максимальную и минимальную сумму элементов строк матрицы специального
вида. Оценена погрешность.

Ключевые слова: дробное дифференциальное уравнение, оператор дробного дифференци-
рования, собственные числа матрицы, собственные числа краевой задачи.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.51.1.013
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Введение. Актуальность исследуемой проблемы. Механико-математическое
моделирование с использованием дробного исчисления приводит к рассмотрению диф-
ференциальных уравнений с производными дробного порядка. Наиболее полно совре-
менное состояние теории дробного исчисления можно найти в 8-томном издании [1].
В настоящее время уравнения с производными дробного порядка повсеместно при-
меняются, например, в физике [2] - [4] и гидродинамике [5] - [6]. В механике можно
отметить использование дробных дифференциальных уравнений при построении мо-
делей процессов с аномальным режимом [7] - [8] или моделей аномальной диффузии
[9]. В частности, в физике, механике, химии и инженерных науках при механико-
математическом моделировании широко применяется уравнение вида:

Dαu(t) + c ·Dβ u(t) + f(t, u(t)) = 0; 0 < t < T

где Dα и Dβ дробные производные (операторы дробного дифференцирования) поряд-
ка 1 < α ≤ 2 и 1 < β ≤ 2; c – некоторая действительная постоянная, f (t, u) –
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заданная действительнозначная функция двух аргументов, удовлетворяющая неко-
торым дополнительным условиям.

Рассмотрим модельное дробное дифференциальное уравнение из [10], описывающе-
го колебания фрактального осциллятора:

D1+γu (t) + λu (t) = 0, 0 < γ < 1.

В рассматриваемом уравнении оператор дробного дифференцирования определен
следующим образом:

D1+γ =
1

Γ(1− γ)

d

dt

t∫
0

u′(τ)

(t− τ)γ
dτ.

Данное уравнение также является одним из основных уравнений для моделирова-
ния случайного блуждания точечной частицы, которая начинает двигаться в начале
координат в момент времени t= 0 на самоподобном фрактальном множестве.

Как правило, для практических задач наибольшее значение имеет первое собствен-
ное число.

Таким образом, изучается первое собственное число задачи

1

Γ(1− γ)

d

dt

t∫
0

u′(τ)

(t− τ)γ
dτ + λu (t) = 0, 0 < γ < 1 (1)

u (0) = 0, u (1) = 0. (2)
Известно [10], что эта задача эквивалентна уравнению:

·
[
t∫

0

(t− τ)1−γ u(τ)dτ −
1∫
0

t1−γ (1− τ)
1−γ

u(τ)dτ

]
= Γ(2−γ)u(t)

λ .

Согласно [11], исследование собственных значений данного уравнения сводится к
изучению предельного поведения (при неограниченном возрастании порядка матри-
цы) собственных чисел матриц вида · 1nTn−1 (µ), где:

Tn−1 (µ) =


(

1
n

)µ (n−1
n

)µ − ( 0
n

)µ (
1
n

)µ (n−2
n

)µ(
2
n

)µ (n−1
n

)µ − ( 1
n

)µ (
2
n

)µ (n−2
n

)µ · · ·
(

1
n

)µ ( 1
n

)µ(
2
n

)µ ( 1
n

)µ
...

. . .
...(

n−1
n

)µ (n−1
n

)µ − (n−1
n

)µ (
n−1
n

)µ (n−2
n

)µ − (n−3
n

)µ · · ·
(
n−1
n

)µ ( 1
n

)µ


где µ = 1 .
В силу того, что параметр исходной задачи γ ∈(0;1), то и параметр матрицы

µ ∈(0;1).
Основные свойства матриц вида nµTn−1 (µ) , Tn−1 (µ) и 1

nTn−1 (µ) исследованы в
[11]. Отметим, что свойства матрицы nµ · Tn−1 (µ) в случае µ =1 приведены в [12]. В
работах [11] и [12] не изучались собственные числа этих матриц.

Далее рассмотрим максимальное собственное значения матриц вида Tn−1 (µ) и
1
nTn−1 (µ).
Методы исследования и результаты. Найдем с помощью пакета прикладных

программ MATLAB максимальное собственное значение матриц вида Tn−1 (µ) при
различных значениях параметра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности n. Результат
вычислений визуализированы и приведены на рисунке 1. Очевидна линейная связь
между максимальным собственным числом и размерностью матрицы.
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Рис. 1. Максимальное собственное значение матрицы Tn−1(µ) для четырех значениях пара-
метра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности матрицы.

Далее найдем для матрицы 1
nTn−1 (µ)максимальное собственное значение max (n)

при различных значениях параметра в зависимости от размерности, которое при воз-
растании n имеет предельное значение. Соответствующие результаты представлены
на рисунке 2.

Рис. 2. Максимальное собственное значение λmax (n) матрицы 1
nTn−1 (µ) при различных зна-

чениях параметра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности.

Расчетные значения предельного максимального собственного значения λmax мат-
риц вида 1

nTn−1 (µ) при различных значениях параметра µ ∈(0;1) приведены в таблице
1.

Зависимость максимального собственного значения λmax от значения параметра µ
можно выразить аналитически с помощью приложения cftool пакета MATLAB (была
использована простейшая модель Фурье):

λmax (µ) ≈ 0.154 + 0.033 cos (3.717µ) + 0.035 sin (3.717µ) . (3)

Коэффициент детерминации составил R2 =0.997.
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µ 0.1 0.15 0.17 0.2 0.21 0.25 0.3 0.4
λmax 0.1924 0.2013 0.2031 0.2043 0.2044 0.2037 0.2005 0.1895
µ 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

λmax 0.1752 0.1596 0.1439 0.1362 0.1287 0.1215 0.1145 0.1078

Таблица 1. Предельное максимальное собственное значение λmax матриц вида 1
nTn−1 (µ) при

различных значениях параметра µ ∈(0;1) при n→∞ с точностью 4 знака после запятой.

Далее, для более точного анализа собственных значений матрицы 1
nTn−1 (µ) с эле-

ментами tij (µ, n− 1), рассмотрим максимальную и минимальную суммы элементов
строк матрицы:

Zmax (µ, n− 1) = max
j=1,n

n∑
i=1

tij (µ, n− 1) ,

Zmin (µ, n− 1) = min
j=1,n

n∑
i=1

tij (µ, n− 1) .

Численно, с помощью пакета прикладных программ MATLAB построим зaвиси-
мость величин Zmax, Zmin и λmax от размера n матрицы 1

nTn−1 (µ). Результат для
µ =0.2 представлен на рисунке 3.

Рис. 3. Зaвисимость величин Zmax, Zmin и λmax от размера n матрицы 1
nTn−1 (0.2).

Можно показать, что максимальное собственное значение матрицы 1
nTn−1 (0.2), не

зависимо от размера матрицы n, делит отрезок между Zmax и Zmin в одном и том же
соотношении, которое зависит от значения параметра µ:

λmax =
Zmax + k (µ) · Zmin

1 + k (µ)
(4)

Проверим формулу (4) численно. На рисунке 4 визуализированы зависимости Zmax,
Zmin, λmax и k (µ) от значения параметра µ, полученные в результате соответствую-
щих вычислений.

Зависимость коэффициента k (µ) от значения параметра µ можно выразить анали-
тически с помощью приложения cftool пакета MATLAB. Будем использовать дробно
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Рис. 4. Зависимость Zmax, Zmin, λmax и k (µ) от значения параметра µ.

– линейную функцию. Графический результат работы приложения представлен на
рисунке 5.

Рис. 5. Зависимость коэффициента k (µ) от значения параметра µ в виде дробно – линейной
функции.

Аналитический вид дробно – линейного приближения зависимости коэффициента
k (µ) от значения параметра µ следующий:

k (µ) =
0.41− 0.22µ

0.05 + µ
. (5)

Коэффициент детерминации составил R2 = 0.99.
Теперь оценим точность формулы (3).
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В таблице 2 приведены значения максимального собственного значения и его оце-
нок, рассчитанных по формулам (4) – (5) в зависимости от значений параметра µ:

λ̂max =
(0.05 + µ)Zmax + (0.41− 0.22µ)Zmin

0.46 + 0.78µ
. (6)

При верификации были использованы такие значения параметра µ, которые не
вошли в Таблицу 2.

Последняя строка Таблицы 2 содержит относительную погрешность δ оценки мак-
симального собственного значения в %, то есть

δ =

∣∣∣∣∣λmax − λ̂maxλmax

∣∣∣∣∣ · 100%.

µ 0.15 0.21 0.3 0.4 0.6 0.8 0.95
λmax 0.201 0.204 0.201 0.190 0.160 0.129 0.108
λ̂max 0.205 0.207 0.200 0.186 0.156 0.129 0.112
δ, % 0.020 0.015 0.005 0.021 0.025 0.000 0.037

Таблица 2. Значения λmax , его оценки λ̂ и погрешности оценки δ в зависимости от значения
параметра µ.

Выводы. Таким образом, использованный в работе метод сведения изучения соб-
ственных значений краевой задачи (1) – (2) к изучению предельного поведения соб-
ственных чисел матрицы специального вида, позволил численно подтвердить полу-
ченные формулы (3) и (6) для максимального собственного значения краевой задачи
(1) – (2), как функции порядка дробной производной модельного дробного дифферен-
циального уравнения. Коэффициенты детерминации при аналитическом сглаживании
функции, найденной таблично, составили 0.99 и 0.997. Максимальная относительная
погрешность, как следует из Таблицы 2, равна 0.037 %.
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