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В.И.Прокопьев,П.Э.Стурник

О ТОЧНОСТИ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ ПРОГИБА

БАЛКИ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ В ЗАВИСИМОСТИ
ОТ КОЭФФИЦИЕНТА ПОСТЕЛИ ГРУНТА В МОДЕЛИ ВИНКЛЕРА

Национальный исследовательский Московский государственный строительный
университет, г. Москва, Россия

Аннотация. Исследуется влияние коэффициента постели в модели Винклера на погрешность
численного решения методом конечных разностей на примере краевой задачи для дифферен-
циального уравнения прогиба балки Бернулли при действии статической нагрузки.

Ключевые слова: коэффициент постели, модель Винклера, метод конечных разностей, по-
грешность, краевая задача, система линейных алгебраических уравнений, матрица.
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УДК: [624.04:624.15]:519.6

1. Введение. При строительстве различных сооружений применяются бетон-
ные, металлические и деревянные балки. Основу фундамента здания составляют, как
правило, бетонные балки. Для обеспечения прочности, долговечности и безопасности
конструкции важно знать расчетный максимальный прогиб балки на этапе проекти-
рования.

Влияние выбора расчетной схемы (количество разбиений по длине балки) на точ-
ность решения краевой задачи для дифференциального уравнения Бернулли методом
конечных разностей исследовано в работах [1–2].

2. Основная часть. В работе [1] исследуется влияние числа разбиений на по-
грешность численного решения на примере краевой задачи для дифференциального
уравнения прогиба балки Бернулли с коэффициентом постели k = 75000 при действии
статической нагрузки.
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Влияние величины отпора грунта в зависимости от числа разбиений в конечнораз-
ностной схеме также представляет интерес.

В данной статье исследуется влияние величины отпора грунта в зависимости от
числа разбиений в конечноразностной схеме для шарнирного опирания балки Бер-
нулли на концах.

Решается краевая задача:

y(4)(x) + βy(x) = F (x) , 0 < x < L, (1){
y(0) = y00(0) = 0,
y(L) = y00(L) = 0,

(2)

где y – прогиб балки; x – координата сечения по ее длине; L длина балки; β =
~k
EJ ,

~k = k � bb , EJ = E �J, J = bbh
3
b/12, hb и bb – высота и ширина поперечного сечения, со-

ответственно, E – модуль упругости, J – момент инерции поперечного сечения балки,
k – коэффициент, характеризующий отпор грунта в рамках модели Винклера.

Нагрузка, приложенная к балке, описывается формулой F (x) = P
EJ δ(x�

L
2 ) (Рис. 1).

Здесь P = 100 кН – нагрузка, заданная в средней точке (см. рис. 1.); L = 8 м,
hb = 1.3 м, bb = 1 м; E = 2560 � 104 кН/м2 .

Рис. 1. Нагрузка, приложенная к балке

Конечноразностная схема имеет вид:

y1 = f1,
y1 � 2y2 + y3 = 0,
yi�2 � 4yi�1 + (6 + βh)yi � 4yi+1 + yi+2 = fi , i = 3, 4, ..., n� 2,
yn � 2yn�1 + yn�2 = fn�1

yn = fn,

(3)

где
βh = h4β,

fi =

 0 , i = 1
h4Fh(xi) , 2 � i � n� 1

0 , i = n
,

Fh(xi) = F (xi)/h.

Значения коэффициента отпора грунта при расчете выбирались равными

k = 0, 25000, 50000, 75000.

Решения систем линейных алгебраических уравнений выполнялись для числа де-
лений N = 2, 4, 16, 100, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 10000 по программе, составленной
на языке программирования MATLAB. Расчеты выполнялись на 32 разрядном пер-
сональном компьютере.
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Аналитическое решение при любом k имеет вид [4]

y (ξ) = � Q0

EJλ3
Y4 (ξ) +

ϕ0

λ
Y2(ξ)

∣∣∣∣
1

+
P

EJλ3
Y4

(
ξ � λL

2

)∣∣∣∣
2

Q0 – это значение поперечной силы в начале балки; ξ = λx, λ = 4

√
kbb
4EJ ; ϕ0 – значение

угла поворота в начале балки; Y1Y2Y3Y4 – функции Крылова, имеющие вид

Y1 (ξ) = chξcosξ,

Y2(ξ) =
1

2
(chξsinξ + shξcosξ),

Y3 (ξ) =
1

2
shξsinξ,

Y4 (ξ) =
1

4
(chξsinξ � shξcosξ).

3. Анализ результатов расчета. Максимальные прогибы балки, полученные
из решения краевой задачи для дифференциального уравнения (1) и краевых усло-
вий (2) методом конечных разностей, при разных значениях k с соответствующие
аналитические решения (пунктирные линии) приведены на рис. 2 и в таблице 1.

Рис. 2. Максимальные прогибы балки на основе МКР и из аналитических решений
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k = 0 25000 кН/м3 50000 кН/м3 75000 кН/м3

Аналитические решения 0,2276 мм 0,1865 мм 0,1581 мм 0,1373 мм
N = 2 МКР 0,1994 мм 0,1631 мм 0,1379 мм 0,1196 мм

Оп в % 14,14 14,35 14,65 14,8
N = 4 МКР 0,2187 мм 0,1791 мм 0,1518 мм 0,1317 мм

Оп в % 4,07 4,13 4,15 4,25
N = 16 МКР 0,2266 мм 0,1857 мм 0,1574 мм 0,1367 мм

Оп в % 0,44 0,43 0,44 0,44
N = 102 МКР 0,2274 мм 0,1864 мм 0,1581 мм 0,1373 мм

Оп в % 0,09 0,05 0 0
N = 103 МКР 0,2276 мм 0,1865 мм 0,1581 мм 0,1373 мм

Оп в % 0 0 0 0
N = 2 � 103 МКР 0,2276 мм 0,1865 мм 0,1581 мм 0,1374 мм

Оп в % 0 0 0 0,07
N = 3 � 103 МКР 0,2276 мм 0,1865 мм 0,1581 мм 0,1373 мм

Оп в % 0 0 0 0
N = 4 � 103 МКР 0,3793 мм 0,3108 мм 0,2635 мм 0,2289 мм

Оп в % 39,99 39,99 40 40,02
N = 5 � 103 МКР 0,3793 мм 0,3108 мм 0,2635 мм 0,2289 мм

Оп в % 39,99 39,99 40 40,02
N = 104 МКР 0,3793 мм 0,3108 мм 0,2635 мм 0,2289 мм

Оп в % 39,99 39,99 40 40,02

Таблица 1. Результаты сравнения максимальных прогибов, где число делений N = n� 1.

Обозначения в таблице: МКР – результат решения методом конечных разностей;
Оп в % - отличие прогибов в %.

4. Заключение. Таким образом, можно сделать вывод, что при увеличении ко-
эффициента постели максимальный прогиб балки уменьшается. Если число разбиений
балки в методе конечных разностей слишком маленькое, то значение максимального
прогиба будет меньше точного. Если число разбиений балки в методе конечных раз-
ностей слишком большое, то значение максимального прогиба будет больше точного.
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EON THE ACCURACY OF SOLVING THE BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR THE BERNOULLI DIFFERENTIAL EQUATION OF BEAM DEFLECTION

BY THE FINITE DIFFERENCE METHOD DEPENDING ON THE
COEFFICIENT OF THE SOIL BED IN THE WINKLER MODEL

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. The influence of the bed coefficient in the Winkler model on the error of the numerical
solution by the finite difference method is investigated by the example of the boundary value
problem for the differential equation of the deflection of the Bernoulli beam under the action of
static load.
Keywords: bed coefficient, Winkler model, finite difference method, error, boundary value
problem, system of linear algebraic equations, matrix
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ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА НА УСТОЙЧИВОСТЬ
ТОНКОСТЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК СРЕДНЕЙ
ДЛИНЫ, ЗАПОЛНЕННЫХ СЫПУЧИМ МАТЕРИАЛОМ, ПРИ

КРУЧЕНИИ

1Чувашский государственный университет им. И.Н.Ульянова, г. Чебоксары, Россия
2Научно-исследовательский институт механики при Нижегородском государственном

университете им. Н. И. Лобачевского, г. Нижний Новгород, Россия

Аннотация. В работе выполнено опытное исследование устойчивости цилиндрических обо-
лочек, заполненных сыпучим материалом-железным порошком, при кручении и разработана
методика оперативного приближенного расчета критического крутящего момента. Опыты по-
казали, что устойчивость оболочек теряется в упругости. Построены линейные зависимости
угла поворота поперечных сечений от крутящего момента, кроме оболочек, заполненных сы-
пучим материалом в начальный момент движения. Здесь получена нелинейная зависимость
угла поворота сечений оболочки от крутящего момента за счет действия крутящего момента
от сил трения между порошком и внутренней стенкой образца. Зависимость угла поворота от
крутящего момента в обоих случаях параллельные, но для заполненных образцов зависимость
была смещена на величину крутящего момента от сил трения. Что бы убедиться в правиль-
ности утверждения о влиянии силы трения на критический крутящий момент были выпол-
нены опыты с обмазкой внутренней стенки образцов смазочным материалом. В этом случае
критический крутящий момент для заполненных сыпучим материалом образцов, совпадал с
критическим крутящим моментов для пустых образцов. Для расчета крутящего момента от
сил трения использована методика расчёта силы давления сыпучей среды на стенку образца,
которая умножалась на коэффициент трения и на радиус срединной поверхности образца.
Критический крутящий момент, заполненных железным порошком образцов, определялся
суммой критического крутящего момента для пустых образцов, рассчитанных по формуле
Вольмира с крутящим моментом от сил трения. Полученные расчетом критические крутящие
моменты сравнивались с опытными значениями. Получена удовлетворительная сходимость
в пределах 16 %. Методика расчета рекомендована для оперативного расчёта критического
крутящего момента, для заполненных сыпучим материалом оболочек, при кручении .

Ключевые слова: оболочка, устойчивость, эксперимент, расчет, методика, сыпучий мате-
риал, крутящий момент.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.52.2.002

УДК: 539.3
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Введение. Много элементов конструкций машиностроения, самолетостроения ти-
па тонкостенных оболочек. Расчеты на прочность и устойчивость тонкостенных ци-
линдрических оболочек рассмотрены в многочисленных работах [15-18,21-25]. В этих
работах исследуются пустые и заполненные различными жидкими продуктами обо-
лочки под действием различных нагрузок. В работах [18-20] выполнены теоретические
и экспериментальные исследования устойчивости тонкостенных цилиндрических обо-
лочек, заполненных сыпучим материалом, при изгибе. Оказалось, что устойчивость
оболочек, заполненных сыпучим материалом, при изгибе возрастает. Автоцистернами
перевозятся различные сыпучие грузы (мука, песок, сельхозпродукты и т.д.). При пе-
ревозке цистерны, представляющие собой тонкостенную цилиндрическую оболочку,
испытывают действие изгибающих и крутящих моментов.

Устойчивость тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материалом, при кру-
чении мало исследовано [4], поэтому исследование этой проблемы весьма актуально.
Не разработана методика оперативного, приближенного их расчета на устойчивость.
Цель работы. Выполнение экспериментальных исследований устойчивости тонко-

стенных цилиндрических оболочек, заполненных сыпучим материалом, при кручении,
разработка приближенного метода расчета их на устойчивость.
Методика расчета. Для определения давления сыпучей среды на внутреннюю

поверхность образца воспользуемся методикой [1], принимая для заполнителя условия
идеально сыпучей среды.

Рассечем образец на две равные части. На рис.1 показана схема действия сил по-
перечным сечением на середине длины образца.

Обозначим геометрические размеры образца L – длина, r – радиус срединной по-
верхности.

Сила гидростатического давления на сечение ABC равна:

Fx = γ �H � L � hc, (1)

где γ – удельный вес сыпучей среды, H – расстояние от верхнего уровня заполнителя
до нижней точки, hc – расстояние от верхнего уровня заполнителя до центра давления.
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Cила собственного веса заштрихованного объёма G равна:

G = γ � V, (2)

где V – объём, занимаемый сыпучей средой.
Реакцию оболочки на действие сыпучей среды обозначим R. Спроектируем силу R

на Х и Z, получим Rx и Rz.
Составим уравнения равновесия:∑

x = 0; Fx �Rx = 0 откуда Rx = Fx,∑
z = 0; Rz �G = 0 откуда Rz = G.

Реакция цилиндрический поверхности:

R =
√
R2
x +R2

z=

√
(γ � V )2+(γ�Sx�hc)2, (3)

где Sx =HL.
Суммарное давление сыпучей среды Р на внутреннюю поверхность отсечённой ча-

сти образца (рис. 1):
P = R. (4)

Сила трения между поверхностями заполнителя и внутренней стенкой образца Fт
равна:

Fт= 2 � P � k, (5)
где k – коэффициент внешнего трения, коэффициент два учитывает две одинаковые
отсеченные части образца.

Крутящий момент от силы трения Мт равен:

Mт=Fт�r. (6)

Крутящий момент от силы трения противодействует внешнему крутящему моменту
и увеличивает критический крутящий момент. Зависимость (6) позволяет исследовать
влияние сыпучего заполнителя на величину критического крутящего момента.

Рис. 1. Схема действия сил в поперечном сечении на середине длины образца.
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Если известно опытное значение критического крутящего момента для пустых об-
разцов M01

cr , тогда величина крутящего момента для заполненных сыпучим материа-
лом образцовM0

cr равен:
M0
cr=M

01
cr +Mт. (7)

Если неизвестно M01
cr , то можно рассчитать величину критического крутящего мо-

мента для заполненных сыпучим материалом образцов M0
cr следующим образом:

В работе [2] верхнее критическое касательное напряжение для пустых оболочек
рассчитывается по формуле 13.120:

SB= 0, 78 � E� h
R
� 4

√
R � h
L2

. (8)

Для практических расчетов рекомендуется вычислять критическое касательное на-
пряжение:

Scr= 0, 8�SB (9)

Критический крутящий момент M=
cr равен:

M=
cr=Scr�2πR2h. (10)

Тогда расчетное значение критического крутящего момента MP
cr для заполненных

оболочек равно:
MP
cr=M

=
cr+Mт. (11)

В расчетных формулах неизвестно расстояние от верхнего уровня заполнителя до
нижней точки H, которое зависит от процента заполнения сыпучим материалом.

Площадь поперечного сечения, занимаемого заполнителем равен:

S =
П�S1

100
(12)

где S1 = π � r2 - площадь поперечного сечения образца; П – процент заполнения
образца.

Площадь поперечного сечения сегмента кругового, не занятого заполнителем равен:

Sc=S1�S. (13)

Для расчёта геометрических размеров сегмента воспользуемся таблицей 1.1.1.15 [3]
Табличное значение площади сегмента равен

Sт=
Sc
r2
. (14)

По значению Sт определяем стрелку сегмента hT
Стрелка сегмента заполненного образца:

h =hт�r. (15)

Расстояние от верхнего уровня заполнителя до нижней точки равен:

H = 2r � h. (16)

Расстояние от верхнего уровня, сыпучей среды до центра давления, примем как
для идеально сыпучей среды:

hc=
2

3
�H. (17)

Результаты испытания. Для проверки методики расчета выполнены эксперимен-
тальные исследования.
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Эксперименты выполнялись на экспериментальной установке, описанные в рабо-
те [4]. Один конец образцов жестко закреплялся, к другому концу прикладывался
крутящий момент. Размеры образцов приведены в таблице 1.

№ серии Радиус r, мм Толщина стенки h, мм Длина L, мм L/R
1 31,5 0,1 140 4,45
2 31,5 0,1 90 2,86
3 31,5 0,1 25 0,79

Таблица 1. Размеры образцов

Результаты испытаний и расчетов приведены в таблице 2.

серия об-
разцов

M01
cr ,Н�см M0

cr,Н�см M
=
cr,Н�см Mт,Н�см MP

cr,Н�см
M0
cr�M

p
cr

M0
cr
�100%

1 1094 1154 1094 47,15 1141 7,7
2 1103 1290 1207 30,7 1238 4
3 1745 1986 2294 8,41 2302,41 16

Таблица 2. Результаты испытаний

Как пример результаты испытаний образцов второй серии приведены на рис . 2.

Рис. 2. Результаты испытаний образцов второй серии: графики 1,2,3 для пустых образцов,
графики 4,5,6 для заполненных на 90% объема образцов.

На рис 2. ϕ – означает угол закручивания образца при соответственном крутящем
моменте.
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Графики линейные, потеря устойчивости происходило в упругости. Для пустых и
заполненных, железным порошком образцов, графики параллельные кроме началь-
ных участков, где происходило влияние силы трения между порошком и внутренней
стенкой образцов. Графики 4,5,6 смещены на Мт по отношению к графикам 1,2,3. Для
третьей серии коротких образцов образцов получено большое расхождение до 16 %
критического крутящего момента (табл. 2), потому что формула (8) выведена для
оболочек средней длины.

Чтобы убедится в правильности предположении о влиянии силы трения на кру-
тящий момент были выполнены опыты с обмазкой внутренней стенки образцов сма-
зочным материалом. В этом случае для обмазанных образцов критический крутящий
момент совпадал с критическим крутящим моментом для пустых образцов.

Результаты расчетов критических крутящих моментов удовлетворительно совпада-
ют с результатами экспериментов (табл. 2). Следовательно, разработанную методику
расчетов можно использовать для практических расчетов критического крутящего
момента тонкостенных цилиндрических оболочек, заполненных сыпучим заполните-
лем, при кручении.
Заключение
(1) Разработана приближённая методика расчета на устойчивость при кручении

цилиндрических тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материалом.
(2) Для заполненных сыпучим материалом оболочек при кручении на критиче-

ский крутящий момент влияет сила трения между заполнителем и внутренней
стенкой оболочки.

(3) Сыпучий заполнитель увеличивает значение критического крутящего момен-
та.
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APPROXIMATE METHOD FOR CALCULATING THE STABILITY OF
THIN-WALLED CYLINDRICAL SHELLS OF MEDIUM LENGTH FILLED

WITH BULK MATERIAL DURING TORSION
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Abstract. In this work, an experimental study of the stability of cylindrical shells filled with
granular material - iron powder, during torsion, was carried out and a method for the operational
approximate calculation of the critical torque was developed. Experiments have shown that the
stability of shells is lost in elasticity. Linear dependences of the angle of rotation of the cross sections
on the torque are constructed, except for shells filled with bulk material at the initial moment of
motion. Here, a nonlinear dependence of the angle of rotation of the shell sections on the torque is
obtained due to the action of the torque on the friction forces between the powder and the inner
wall of the sample. The dependence of the angle of rotation on the torque in both cases is parallel,
but for the filled samples, the dependence was shifted by the amount of torque on the friction
forces. To verify the correctness of the statement about the effect of friction force on the critical
torque, experiments were performed with coating the inner wall of the samples with a lubricant.
In this case, the critical torque for samples filled with bulk material coincided with the critical
torque for empty samples. To calculate the torque from friction forces, the method for calculating
the pressure force of a granular medium on the sample wall was used, which was multiplied by the
friction coefficient and the radius of the middle surface of the sample.

The critical torque of the samples filled with iron powder was determined by the sum of the
critical torque for empty samples calculated according to the Volmir formula with a torque from
friction forces.

The critical torques obtained by calculation were compared with experimental values.
Satisfactory convergence within 16% was obtained. The calculation method is recommended for
the operational calculation of the critical torque, for shells filled with bulk material, during torsion.

Keywords: shell, stability, experiment, calculation, technique, bulk material, torque.
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В настоящее время с ростом населения крупных городов все актуальнее становятся
вопросы и проблемы, возникающие при строительстве высотных зданий и сооруже-
ний. Одной из важных проблем является расчет при проектировании указанных зда-
ний на воздействие нагрузок, в частности ветровых нагрузок. Одними из наиболее рас-
пространенных и недорогих в производстве изделий, используемых в строительстве,
являются изделия на основе бетонов. Задачи живучести бетонных и железобетон-
ных стержневых систем рассматриваются в достаточно большом количестве научных
исследований [1–5]. Расчеты зданий и сооружений из железобетонных стержневых
систем на действие различных нагрузок приведены в работах [6–8]. Известно [9–11],
что диаграммы деформирования бетонов демонстрируют существенную нелинейность
при растяжении и сжатии. Учет физической нелинейности деформирования бетонов,
а также его разносопротивляемость растяжению и сжатию был рассмотрен в рабо-
тах [12–26]. В данной работе будем рассматривать высотные здания из физически
нелинейных стержней с учетом массовых сил.

Рассмотрим конструктивную схему связевого каркаса многоэтажного здания из же-
лезобетона с поперечным расположением рам (рис. 1). Рассмотрим плоскую раму (рис.
2) под действием вертикальных нагрузок, где ригели с колоннами соединяются шар-
нирно.

Рис. 1. Конструктивная схема каркаса многоэтажного здания из железобетона

Стержневые элементы в рассматриваемой раме будем обозначать двузначными ин-
дексами i, j, где i = 1, ..., n1, j = 1, ..., n2.

Обозначим через li, i = 1, ..., n1 длины ригелей, hj , j = 1, ..., n2 – высоты колонн в
рассматриваемой раме (рис. 2).
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Рис. 2. Поперечная рама

На рассматриваемый железобетонный ригель действует распределенная нагрузка
qi;j , направленная вертикально вниз.

На колонну действует продольная сила Nz от стоящей выше колонны и равнодей-
ствующая от опорных усилий в месте шарнирного соединения ригеля и колонны.

Каждый из ригелей будем рассматривать как многослойную бетонную конструк-
цию, где в каждом из слоев может быть реализована своя марка бетона. Будем счи-
тать, что ригели имеют одинаковое поперечное сечение вдоль всей длины. Для просто-
ты последующих расчетов ограничимся случаем трехслойных конструкций, имеющих
симметричное относительно осей OX и OY поперечное сечение (рис. 3), где на указан-
ном рисунке через bi;j;k и �i;j;k обозначены параметры поперечного сечения ригеля.
Индексы i, j в обозначениях bi;j;k и �i;j;k означают место расположения ригеля в раме
(рис. 2), k – порядковый номер слоя в сечении (рис. 3).

Аналогично ригелям, колонны также примем трехслойными, где через b0i;j;k и �0i;j;k
обозначены параметры поперечного сечения, которым в дальнейшем, чтобы отличать
от ригелей, будем дописывать штрих в обозначениях (рис. 4).

Исходя из того, что реальные диаграммы демонстрируют существенную нелиней-
ность при растяжении и сжатии, в качестве зависимости между напряжениями и
деформациями в i-ом слое стержня для случая �ε��i;j;k < ε � ε�+i;j;k будем использовать
аппроксимацию указанной диаграммы полиномами второго порядка

σi;j;k = A2
1;i;j;kε+A2

2;i;j;kε
2, (1)
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Рис. 3. Поперечное сечение бетонного ригеля

Рис. 4. Поперечное сечение бетонной колонны

где ε�+i;j;k, -ε
��
i;j;k – предельная деформация упрочнения при растяжении и сжатии ма-

териала k-го слоя стержня i, j, A2
1;i;j;k, A

2
2;i;j;k – физические параметры, определяемые

из реальной диаграммы растяжения и сжатия бетонов k-го слоя соответствующе-
го стержня. Указанные коэффициенты можно получить, имея реальные диаграммы
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растяжения и сжатия бетонов, либо использовать соотношения, имея основные физи-
ческие характеристики бетонов, таких как пределы прочности, модули упругости и
предельные деформации при растяжении и сжатии [9, 27]. Значения коэффициентов
(1), сопоставление реальных диаграмм деформирования и диаграмм, построенных по
соотношениям (1), приведены в работе [20]. Для колонн коэффициенты A2

1;i;j;k, A
2
2;i;j;k

в зависимости (1) будем указывать со штрихом, без штриха будем подразумевать, что
указанные коэффициенты относятся к ригелям.

Случай равенства или превышения значения деформации ε�+i;j = minfε�+i;j;kg или
ε��i;j = minfε��i;j;kg будем считать случаем потери несущей способности стержня.

Во всех последующих расчетах будем использовать обезразмеренные величины

~σ =
σ

σ�1�
, ~bi;j;k =

bi;j;k
l1

, ~�i;j;k =
�i;j;k

l1
, ~li =

li
l1
, ~hi =

hi
l1
, (2)

~q = q
1

l1σ
�
1�
, ~Q = Q

1

l21σ
�
1�
, ~N = N

1

l21σ
�
1�
, ~M = M

1

l1σ
�
1�
, ~w =

w

l1
,

где обезразмеривающие величины: σ�1� – предел прочности при сжатии бетона марки
B10, l1 – длина ригеля 1, 1; q – величина распределенной нагрузки, Q – величина
перерезывающей силы,M – величина изгибающего момента, N – продольного усилия,
w – величина прогиба.

В дальнейшем индекс « ~ » над величинами будем опускать и полагать, что они
являются обезразмеренными, если это не оговорено специально.

При рассмотрении ригелей начало координат O поместим в левый конец в центр
поперечного сечения, ось OZ направим вертикально вверх, ось OX направим вдоль
оси ригеля (рис. 3).

В данной работе ограничимся рассмотрением случая, когда ось стержня совпадает
с нейтральной линией. Случай несовпадения нейтральной линии с осью стержня при
продольно-поперечном изгибе рассмотрен в работе [28].

Для рассматриваемых стержней будем считать справедливыми кинематические ги-
потезы Кирхгофа-Лява, тогда будут справедливы соотношения

ε(y, z) = �z{z(y), {z(y) =
d2w0(y)

dy2
, (3)

где {z(y) – кривизны осевой линии ригеля, w(y) – величина прогиба ригеля.
Из соотношений (3) видно, что в рамках принятой системы координат и действую-

щих нагрузок на ригель кривизна кривой прогиба {z(y) положительна, а сама кривая
прогиба имеет выпуклость вниз. Соответственно, знак деформации в ригеле ε(y, z) < 0
при z > 0 и ε(y, z) > 0 при z < 0. Из соотношений (1) видно, что аналогичные знаки
имеют и напряжения: σi;j;k < 0 при z > 0 и σi;j;k > 0 при z < 0.

Для колонн начало координат O поместим в верхний конец в центр поперечного
сечения, ось OZ направим вертикально вниз вдоль оси колонны. Для колонн дефор-
мация определяется из соотношений

ε(z) = e0(x) =
dw0(z)

dz
. (4)
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Нагрузки и условия закрепления ригеля таковы, что имеем случай прямого изгиба,
тогда дифференциальные уравнения равновесия имеют вид

d2Mx

dy2
= qi;j , Q =

dMx

dy
, (5)

где Mx(y) – проекция вектора изгибающего момента на ось Ox, Q – величина пере-
резывающей силы, qz – величина нагрузки на ригель, которую будем считать равно-
мерно распределенной по длине ригеля.

Уравнения равновесия для колонн имеют вид

dN

dz
= �qj , (6)

где N – величина продольного усилия, qj – распределенная нагрузка, вызванная соб-
ственной массой колонны.

Из условия того, что стержни являются шарнирно опертыми, справедливы соотно-
шения

w(0) = 0, w(li) = 0, Mx(0) = 0, Mx(li) = 0. (7)

Для колонны i, j из условия закрепления имеем

w(0) = 0, (8)

также для данной колонны i, j (рис. 4) в верхней точке должны быть справедливы
условия непрерывности усилий, которые с учетом того, что на колонну действуют
продольные усилия от соседних ригелей, примут вид

N(hj) = Ni;j +N 00i�1;j +N 0i;j , Q(hj) = 0, (9)

где Ni;j равно величине продольного усилия в колонне выше i, j + 1 в месте защемле-
ния, если j = n2, то, т. к. на верхнюю колонну не действует нагрузка, имеем Ni;n2 = 0.
Значения продольных усилий от реакций оснований рядом расположенных ригелей
в месте шарнирного соединения с колонной обозначены через N 0i;j , N

00
i;j , причем для

крайних колонн справедливо N 000;j = 0, N 0n1;j
= 0.

Величина изгибающего момента в ригеле i, j в случае одноосного напряженного
состояния и поперечного сечения ригеля, изображенного на рис. 3, определяется из
соотношений

Mx = �4

2∑
i=1

∫∫
S
zσidS, (10)

которые, с учетом связи напряжений и деформаций по закону (1), и соотношений (3)
примут вид

Mx = �4

∫ �i,j,1

0
dz

∫ bi,j,1

0
zσi;j;1dx� 4

∫ �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

∫ bi,j,2

0
zσi;j;2dx = (11)

= �4

∫ �i,j,1

0
dz

∫ bi,j,1

0
z
(
A1;i;j;1ε+A2;i;j;1ε

2
)
dx�

�4

∫ �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

∫ bi,j,2

0
z
(
A1;i;j;2ε+A2;i;j;2ε

2
)
dx =
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= �4

∫ �i,j,1

0
dz

∫ bi,j,1

0

(
�A1;i;j;2z{z(y) +A2;i;j;2z

2{z(y)2
)
dx�

�4

∫ �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

∫ bi,j,2

0

(
�A1;i;j;2z{z(y) +A2;i;j;2z

2{z(y)2
)
dx =

= Bi;j;1{z(y) +Bi;j;2{2
z(y),

где постоянные Bi;j;1, Bi;j;2 можно определить из соотношений

Bi;j;1 =
4

3
�3
i;j;1bi;j;1A1;i;j;1 +

4

3

(
�3
i;j;2 + 3�2

i;j;1�i;j;2 + 3�i;j;1�2
i;j;2

)
bi;j;2A1;i;j;2,

Bi;j;2 = ��4
i;j;1bi;j;1A2;i;j;1 �

(
f�i;j;1 + �i;j;2g4 ��4

i;j;1

)
bi;j;2A2;i;j;2.

Из полученных выражений видно, что для полученных коэффициентов справедли-
вы неравенства Bi;j;1 > 0, Bi;j;2 < 0.

Выражение для момента (11) в ригеле можно написать как функцию от прогиба

Mx = Bi;j;1
d2w0(y)

dy2
+Bi;j;2

(
d2w0(y)

dy2

)2

. (12)

Подставим выражение момента (12) в уравнение равновесия (5), тогда получим
дифференциальное уравнение

Bi;j;1
d4w0

dy4
+ 2Bi;j;2

d3w0

dy3
+ 2Bi;j;2

d2w0

dy2

d4w0

dy4
= qi;j . (13)

Из решения уравнения (13) с условиями на границах (7) можно определить вели-
чину изгибающего момента и перерезывающей силы вдоль всей его длины.

Более простой вид уравнения (13) можно получить, если проинтегрировать урав-
нение (5) ∫ y

0

d2Mx

dy2
dy = qi;jy, (14)

которое перепишем в виде

dMx

dy
= qi;jy +Q(0). (15)

Интегрируя уравнение (14) с учетом (7), получим соотношения для изгибающего
момента

Mx = qi;j
y2

2
+Q(0)y, Mx = qi;j

(
y2

2
� l2i

2

)
+Q(0)(y � li). (16)

Исключая из уравнений (16) величину перерезывающей силы в левом краю ригеля
Q(0), получим выражение для изгибающего момента

Mx = qi;j
y2

2
� li

2
qi;jy. (17)

Из соотношений (17) видно, что с учетом того, что все нагрузки направлены вер-
тикально вниз, т. е. qi;j < 0, величина изгибающего момента Mx всюду положительна
по всей длине ригеля.
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Из соотношений (12), (17) получим уравнение для определения прогибов в ригеле(
d2w0

dy2

)2

+
Bi;j;1
Bi;j;2

d2w0

dy2
= y2 qi;j

2Bi;j;2
� y liqi;j

2Bi;j;2
. (18)

Уравнение (14) является квадратным относительно d2w0
dy2 и, соответственно, имеет

два решения. Из этих двух решений выберем то решение, которое соответствует ра-
венству 0 второй производной прогиба при отсутствии нагрузок. Так как Bi;j;1 > 0,
Bi;j;2 < 0, то равенство нулю второй производной прогиба при qi;j = 0 будет только
при условии знака минус в решении перед корнем

d2w(y)

dy2
= � Bi;j;1

2Bi;j;2
�

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j), (19)

Выражение под корнем в соотношениях (19) должно быть неотрицательным, соот-
ветственно, должно быть справедливо

B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2

(
y2qi;j � yliqi;j

)
> 0,

принимая во внимание, что Bi;j;2 < 0, а выражение y2qi;j � yliqi;j > 0, получим огра-
ничение для нагрузок на ригели qi;j

qi;j > �
2B2

i;j;1

Bi;j;2(y2 � yli)
. (20)

Правая часть полученного выражения (20) отрицательна и по модулю достигает
минимального значения в середине пролета ригеля y = li/2. Тогда для того, чтобы
выражение (20), выполнялось по всей длине ригеля, должны выполняться ограниче-
ния на действующие нагрузки qi;j

qi;j > �
8B2

i;j;1

l2iBi;j;2
. (21)

Если проинтегрировать уравнение (19), то можно получить

dw0(y)

dy
=
dw0(y)

dy

∣∣∣∣
y=0

� Bi;j;1y

2Bi;j;2
�
∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy, (22)

которое, если проинтегрировать его с учетом условий на границе

w0(0) = 0, w0(li) = 0, (23)

можно получить соотношения для прогиба

w0(y) =
dw0(y)

dy

∣∣∣∣
y=0

y � Bi;j;1y
2

4Bi;j;2
�
∫ y

0
dy

∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy, (24)

w0(y) =
dw0(y)

dy

∣∣∣∣
y=0

(y � li)�
Bi;j;1(y2 � l2i )

4Bi;j;2
� (25)

�
∫ y

li

dy

∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy.
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Решая совместно уравнения (24) и (25), можно получить значение dw0(y)
dy

dw0

dy

∣∣∣∣
y=0

= li
Bi;j;1
4Bi;j;2

+
1

li

∫ li

0
dy

∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy. (26)

Из соотношений (24), (26) можно окончательно получить выражения для прогиба
ригеля

w0(y) =

(
li
Bi;j;1
4Bi;j;2

+
1

li

∫ li

0
dy

∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy

)
y� (27)

�Bi;j;1y
2

4Bi;j;2
�
∫ y

0
dy

∫ y

0

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)dy.

Из соотношений (3), (19) можно получить выражение для опеределения деформа-
ции в ригеле

ε(y, z) = �z d
2w0

dy2
= �z

(
� Bi;j;1

2Bi;j;2
�

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

+
1

2Bi;j;2
(y2qi;j � yliqi;j)

)
. (28)

Рассмотрим случай z > 0, тогда деформация будет отрицательная и в рамках ре-
шаемой задачи значение деформации должно удовлетворять неравенствам

�ε��i;j;1 < ε(y, z), 0 � z � �i;j;1, (29)

�ε��i;j;2 < ε(y, z), �i;j;1 � z � �i;j;1 + �i;j;2,

где �εki;j;k – предельная деформация сжатия k-го слоя материала стержня.
Исходя из уравнения деформации ε(y, z) видно, что она возрастает по модулю ли-

нейно с увеличением z, соответственно, наибольшее по модулю значения будут на
верхних границах каждого слоя, т. е. при z = �i;j;1 и при z = �i;j;1 + �i;j;2.

В местах закрепления ригеля y = 0 и y = li деформация ε(y, z) равна нулю и
достигает наибольшего по модулю значения в середине пролета ригеля y = li/2, тогда
можно получить соотношения для первого фазового материала стержня

�ε��i;j;1 < ��1

(
� Bi;j;1

2Bi;j;2
�

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

�
qi;jl2i

8Bi;j;2

)
,

которые перепишем в виде

ε��i;j;1
�1

> � Bi;j;1
2Bi;j;2

�

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

�
qi;jl2i

8Bi;j;2
,

а указанное неравенство запишем√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

�
qi;jl2i

8Bi;j;2
> � Bi;j;1

2Bi;j;2
�
ε��i;j;1
�1

.

Если возвести в квадрат обе части полученного выражения, получим ограничение
для внешней нагрузки qi;j

qi;j > 2
B2
i;j;1

l2iBi;j;2
� 8Bi;j;2

l2i

(
Bi;j;1
2Bi;j;2

+
ε��i;j;1
�1

)2

. (30)
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Аналогичные соотношения можно получить для второго слоя, при которых дефор-
мация не превысит своих предельных значений

qi;j > 2
B2
i;j;1

l2iBi;j;2
� 8Bi;j;2

l2i

(
Bi;j;1
2Bi;j;2

+
ε��i;j;2

�1 + �2

)2

. (31)

Для случая z < 0 имеем, что деформация положительна в рассматриваемых слоях,
следовательно, должны выполняться соотношения

ε(y, z) � ε�+i;j;1, ��i;j;1 � z � 0, (32)

ε(y, z) � ε�+i;j;2, ��i;j;1 ��i;j;2 � z � ��i;j;1.

Аналогично, рассуждая, как и для случая сжатия, имеем

�1

(
� Bi;j;1

2Bi;j;2
�

√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

�
qi;jl2i

8Bi;j;2

)
< ε�+i;j;1,

которое перепишем в виде√
B2
i;j;1

4B2
i;j;2

�
qi;jl2i

8Bi;j;2
> � Bi;j;1

2Bi;j;2
�
ε�+i;j;1
�1

,

откуда окончательно получим для нагрузок неравенство

qi;j > 2
B2
i;j;1

l2iBi;j;2
� 8Bi;j;2

l2i

(
Bi;j;1
2Bi;j;2

+
ε�+i;j;1
�1

)2

, (33)

которое для оставшегося слоя имеет вид

qi;j > 2
B2
i;j;1

l2iBi;j;2
� 8Bi;j;2

l2i

(
Bi;j;1
2Bi;j;2

+
ε�+i;j;2

�1 + �2

)2

. (34)

Таким образом, для того, чтобы деформация не превышала предельные значения
в соответствующих слоях, необходимо, чтобы нагрузка qi;j удовлетворяла соотноше-
ниям (30), (31), (33), (34). Также для существования решения необходимо, чтобы на-
грузка удовлетворяла соотношениям (20).

Из соотношений (5), (17) можно найти силу реакций опор и величины сил (9), с
которой ригели воздействуют на колонны

N 0(i, j) = N 00(i, j) = qi;jli/2. (35)

Продольное усилие в колонне i, j с поперечным сечением, изображенным на рис. 4,
определяется из соотношений

N = 4

2∑
i=1

∫∫
S
σi;j;kdS, (36)
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которые, с учетом связи напряжений и деформаций по закону (1) и соотношений (4),
примут вид

N = 4

∫ �0i,j,1

0
dy

∫ b0i,j,1

0
σi;j;1dx+ 4

∫ �0i,j,1+�0i,j,2

�0i,j,1

dy

∫ b0i,j,2

0
σi;j;2dx = (37)

= 4

∫ �0i,j,1

0
dy

∫ b0i,j,1

0

(
A01;i;j;1ε+A02;i;j;1ε

2
)
dx+

+4

∫ �0i,j,1+�0i,j,2

�0i,j,1

dy

∫ b0i,j,2

0

(
A01;i;j;2ε+A02;i;j;2ε

2
)
dx =

= 4

∫ �0i,j,1

0
dy

∫ b0i,j,1

0

(
A01;i;j;1e0(z) +A02;i;j;1e

2
0(z)

)
dx+

+4

∫ �0i,j,1+�0i,j,2

�0i,j,1

dy

∫ b0i,j,2

0

(
A01;i;j;1e0(z) +A02;i;j;1e

2
0(z)

)
dx =

= Ci;j;1e0(z) + Ci;j;2e
2
0(z),

где постоянные Ci;j;1, Ci;j;2 определяются из соотношений

Ci;j;1 = 4�0i;j;1b
0
i;j;1A

0
1;i;j;1 + 4�0i;j;2b

0
i;j;2A

0
1;i;j;2 + 4�0i;j;3b

0
i;j;3A

0
1;i;j;3,

Ci;j;2 = 4�0i;j;1b
0
i;j;1A

0
2;i;j;1 + 4�0i;j;2b

0
i;j;2A

0
2;i;j;2 + 4�0i;j;3b

0
i;j;3A

0
2;i;j;3.

Как видно из полученных соотношений, постоянные Ci;j;1 и Ci;j;2 положительны.
При заданных нагрузках деформация осевой линии стержня e0(z) и продольное уси-
лие N должны быть отрицательны.

Выражение для продольного усилия (37) в колонне можно написать как функцию
от прогиба

N = Ci;j;1
dw0(z)

dz
+ Ci;j;2

(
dw0(z)

dz

)2

. (38)

Подставим выражение продольного усилия в уравнение равновесия (6), тогда по-
лучим

Ci;j;1
d2w0

dz2
+ 2Ci;j;2

dw0

dz

d2w0

dz2
= �qj . (39)

Для определения величины прогиба в колонне необходимо решить дифференци-
альное уравнение (39) с граничным условием (5). По соотношениям (4) необходимо
определить деформации в колонне и указанные деформации не должны превышать
предельные значения для материалов каждого слоя.

Вместо дифференциального уравнения (39) можно получить более простые соот-
ношения, если учесть, что задача о защемленном с одного края стержне является
статически определимой (рис. 5).

Из уравнения равновесия (6) и граничных условий на вершине колонны (9) имеем∫ x

hj

dN

dz
= �qj(z � hj), (40)

которое перепишем в виде

N = N(hj)� qj(z � hj), (41)
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Рис. 5. Колонна, защемленная с одного края и свободная с другого

откуда окончательно получим

N = Ni;j � qj(z � hj). (42)

Из (38), (42) получим дифференциальное уравнение для определения перемещений
в колоннах

Ci;j;1
dw0(z)

dz
+ Ci;j;2

(
dw0(z)

dz

)2

= Ni;j � qj(z � hj), (43)

с условиями на границе

w0(0) = 0. (44)

Уравнение (43) перепишем в виде(
dw0(z)

dz

)2

+
Ci;j;1
Ci;j;2

dw0(z)

dz
=

Ni;j

Ci;j;2
� qj
Ci;j;2

(z � hj). (45)

Решив квадратное уравнение (45) относительно dw0
dz , получим

dw0

dz
= � Ci;j;1

2Ci;j;2
�

√
C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j � qj(z � hj)). (46)

Для выбора нужного знака в соотношениях (46) нужно выбрать решение, которому
соответствует равенство нулю правой части при отсутствии нагрузок, соответственно,
нужно взять со знаком плюс, тогда, с учетом (44), находим выражение для прогиба
колонны

w0(z) =

∫ z

0

(
� Ci;j;1

2Ci;j;2
+

√
C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j � qj(z � hj))

)
dz. (47)

Тогда получим из соотношений (4), (46) выражение для деформации

ε =
dw0

dz
= � Ci;j;1

2Ci;j;2
+

√
C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j � qj(z � hj)). (48)

Как видно из уравнения (48), деформация с увеличением нагрузок Ni;j и qj возрас-
тает по абсолютной величине. Значение под корнем в выражении деформации должно
быть неотрицательно

C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j � qj(z � hj)) > 0, (49)
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причем наименьшее значение левой части выражения (49) достигается в месте защем-
ления z = 0, тогда для нагрузок получим ограничение

C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j + qjhj) > 0,

откуда получим

Ni;j + qihj > �
C2
i;j;1

4Ci;j;2
. (50)

Также деформация не должна превышать предельные значения для каждого из
составляющих фазовых материалов, если принять

ε��i;j = minfε��i;j;kg, k = 1, 2, (51)

тогда получим соотношения для нагрузок, при которых деформация не превышает
предельных значений в месте защемления, где деформация наибольшая по абсолют-
ной величине

� Ci;j;1
2Ci;j;2

+

√
C2
i;j;1

4C2
i;j;2

+
1

Ci;j;2
(Ni;j � qj(z � hj)) > �ε��i;j , (52)

из соотношений (52) получим

Ni;j + qjhj > Ci;j;2

(
Ci;j;1
2Ci;j;2

� ε��i;j

)2

�
C2
i;j;1

4Ci;j;2
. (53)

Величины нагрузок, с которыми колонна действует на ниже расположенную колон-
ну, можно определить из выражения (42)

Ni;j�1 = Ni;j + qjhj . (54)

Решение задачи сводится к определению, при заданных нагрузках на ригели qi;j , по
соотношениям (35) нагрузок на соседние колонны. По соотношениям (27) определя-
ются прогибы ригелей, границы нагрузок qi;j , при которых деформация не превышает
предельных значений для каждого фазового материала ригеля, определяются нера-
венствами (20), (30), (31), (33), (34).

Для расчета прогибов и деформаций колонн по соотношениям (47), (48) необходимо
знать нагрузки от вышестоящих колонн, поэтому расчет необходимо делать, начиная
с верхних этажей, последовательно применяя формулу (54).

При расчете с учетом массовых нагрузок необходимо в выражение qi;j нагрузок
на ригели добавить нагрузку, вызванную массовыми силами, и в распределенные на-
грузки на колонны qj подставить выражение для массовых сил для колонн. В случае
отсутствия массовых сил в расчетах следует брать qi;j без учета массовых сил, а qj
принять равной 0.
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Аннотация. При решении задачи групповой классификации уравнений, описывающих дви-
жение чисто механического континуума, появились некоторые новые системы дифференци-
альных уравнений, которые можно использовать для описания реальных физических процес-
сов. Одна из таких новых систем: асимметричная теория упругости. Эта система может быть
использована для материалов имеющих малый модуль Юнга, а также для материалов, кото-
рые работают при нагрузках близких к критическим. В данной работе изучаются уравнения
асимметричной теории упругости на основе их группового расслоения: разложения системы
на автоморфную и разрешающую системы, которые являются системами дифференциальных
уравнений первого порядка. Построены бесконечные серии законов сохранения для разреша-
ющей системы уравнений и автоморфной системы. Эти законы позволили решить краевую
задачу Дирихле для асимметричной теории упругости в двумерном случае. Решения постро-
ены в виде квадратур, которые вычисляются по контуру исследуемой области.

Ключевые слова: асимметричная двумерная упругость, законы сохранения, краевая зада-
ча.
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В работе [1] предлагается следующая связь тензоров напряжений и тензора дефор-
маций

σ11 = (λ+ 2µ)ε11 + 2µ0ε12 + λε22,
σ12 = µ0ε11 + 2µε12 + µ0ε22,
σ22 = (λ+ 2µ)ε22 � 2µ0ε12 + λε11,

(1)

где σij - компоненты тензора напряжений,εij - компоненты тензора деформаций,λ >
0, µ > 0 - постоянные Ламе, µ0 - произвольное вещественное число, если µ0 = 0, то
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(1) есть классический закон Гука для изотропного, однородного случая.

Подставляя (1) в уравнения равновесия, тогда в случае отсутствия массовых сил
получаем

(λ+ 2µ)uxx + µ0(uxy + vxx) + λvxy + µ0uxy + µ(uyy + vxy) + µ0vyy = 0,
µ0uxy + µ(uxy + vxy) + µ0vxy + (λ+ 2µ)vyy + µ0(uyy + vxy) + λuxy = 0,

(2)

где u, v - компоненты вектора деформаций, индексы внизу, если не указано иное,
означают производные по соответствующим переменным. Известно, что система (2)
является эллиптической.

Групповые свойства уравнений асимметричных уравнений упругости в динамиче-
ском случае изучены в [2], там, в частности, показано, что система (2) допускает
бесконечную группу точечных преобразований, порождаемую операторами

X = h1∂u + h2∂v, (3)

где h1, h2 - произвольное решение уравнений Коши-Римана

h1
x + h2

y = 0, h1
y � h2

x = 0. (4)

Сделаем групповое расслоение системы уравнений (2) по методу [1] на подалгебре,
порождаемой (3) [3]. Для этого продолжим операторы (3) на первые производные.
Имеем

X
1

= X + h1
x∂ux + h2

y∂vy + h1
y∂uy + h2

x∂vx . (5)

Дифференциальные инварианты для (5), с учетом (4), имеют вид

I1 = x, I2 = y, I3 = ux + vy, I4 = uy � vx. (6)

Тогда автоморфная система уравнений имеет вид

ux + vy = θ(x, y), uy � vx = ω(x, y). (7)

Напомним некоторые свойства автоморфных систем. Любое решение автоморфной
системы может быть получено из одного решения этой системы с помощью преобра-
зований, порождаемых оператором (3).

Подставляя (7) в (2) получаем разрешающую систему

F1 = (λ+ 2µ)θx + µ0θy � µωy + µ0ωx = 0,
F2 = (λ+ 2µ)θy � µ0θx + µ0ωy + µωx = 0.

(8)

Повторяя почти дословно рассуждения из [2], можно утверждать, что система (8)
равносильна системе уравнений (2).
Поэтому построив решение системы (8) мы получим решение системы (2).

Пусть для системы (8) поставлена задача Дирихле:

θjL = θ0(x, y), ωjL = ω0(x, y), (9)

где L – некоторая гладкая замкнутая кривая. Для решения этой задачи построим
законы сохранения для системы уравнений (8).
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В силу линейности системы (8) она будет иметь бесконечное число законов
сохранения. В работе будут найдены только те законы сохранения, которые позволят
решить краевую задачу (9).

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (8) назовем выражение
вида

Ax(x, y, θ, ω) +By(x, y, θ, ω) = αF1 + βF2 = 0, (10)

где α, β - некоторые функции, которые не равны тождественно нулю одновременно.
A,Bназываются компонентами сохраняющегося тока.

Более подробная информация о построении законов сохранения для произвольных
систем дифференциальных уравнений может быть найдена в [4 - 6].
Предположим, что компоненты сохраняющегося тока имеют вид

A = a1θ + a2ω,B = b1θ + b2ω, (11)

где a1, a2, b1, b2 - некоторые функции от x, y.

Тогда из (10) получаем

a1 = α(λ+ 2µ)� βµ0, a
2 = βµ+ αµ0,

b1 = β(λ+ 2µ) + αµ0, b
2 = �αµ+ βµ0,

a1
x + b1y = 0, a2

x + b2y = 0.
(12)

Отсюда получаем

αx + βy = 0, αy � βx = 0. (13)

Из (10) следует ∫ ∫
S

(Ax +By)dxdy =

∮
L

�Ady +Bdx. (14)

Пусть (x0, y0) 2 S, тогда из (14) следует -∮
L

�Ady +Bdx = �
∮
"

�Ady +Bdx. (15)

где ε : (x� x0)2 +(y � y0)2 = ε2 - окружность радиуса ε вокруг точки (x0, y0) 2 S, если
функции A,B имеют особенности в этой точке. Вычислим интеграл в правой части
(15) для разных решений уравнений Коши-Римана. Пусть

α =
x� x0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , β =
y � y0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , (16)

∮
"
�Ady +Bdx =

=
∮
"
�(α((λ+ 2µ)θ + µ0ω) + β(�µ0θ + µω))dy + (α(µ0θ � µω) + β((λ+ 2µ)θ + µ0ω)dx

(17)
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Подставим (16) в (17) и сделаем замену переменных по формулам x�x0 = ε cosφ, y�
y0 = ε sinφ получаем∮

"
�Ady +Bdx =

=
2�∫
0

[�((λ+ 2µ+ µ0)θ + (µ0 � µ)ω) + 2 sinφ cosφ(µ+ µ0)ω)]dφ =

= �2π[(λ+ 2µ+ µ0)θ(x0, y0) + (µ0 � µ)ω(x0, y0)].

(18)

В формуле (18) устремили ε! 0 и использовали теорему о среднем.

Теперь сделаем аналогичные вычисления, положив

α = � y � y0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , β =
x� x0

(x� x0)2 + (y � y0)2 . (19)

Формулы (18) и(19) позволяют, с учетом граничных условий (9) и равенства (15)
определить значения функций θ и ω в произвольной точке (x0, y0) 2 S.

Теперь после восстановления решений разрешающей системы, найдем решения ав-
томорфной системы, т.е. решения исходной системы уравнений (2). Имеем

F3 = ux + vy � θ(x, y) = 0, F4 = uy � vx � ω(x, y) = 0. (20)

Здесь в правой части стоят известные функции. Найдем законы сохранения урав-
нений (20) в следующем виде

A = a3θ + a4ω + c1, B = b3θ + b4ω + c2, (21)

где a3, a4, b3, b4, c1, c2 - некоторые функции от x, y.

Имеем
Ax(x, y, u, v) +By(x, y, u, v) = αF3 + βF4 = 0. (22)

Расщепляя систему уравнений (22) получаем

a3 = α, a4 = �β, b3 = β, b4 = α,
a3
x + b3y = 0, a4

x + b4y = 0, c1
x + c2

y = �αθ � βω. (23)

Отсюда получаем
αx + βy = 0, αy � βx = 0. (24)

Пусть для системы (2) поставлена следующая краевая задача:

ujL = u0(x, y), vjL = v0(x, y). (25)

Рассмотрим закон сохранения в виде∮
L

�Ady +Bdx = �
∮
"

�Ady +Bdx. (26)

Пусть решение уравнений (24) имеет вид

α =
x� x0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , β =
y � y0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , (27)
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Подставляем (27) в правую часть (26), получаем∮
"
�Ady +Bdx =

∮
"
�(αu� βv + c1)dy + (βu+ αv + c2)dx =

=
∮
"
�(α cosφ� β sinφ+ c1)dy � (β sinφ+ α cosφ+ c2)dx = �2πu(x0, y0)

(28)

Пусть решение уравнений (24) имеет вид

α = � y � y0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , β =
x� x0

(x� x0)2 + (y � y0)2 , (29)

Подставляем (29) в правую часть (26), получаем∮
"
�Ady +Bdx =

∮
"
�(αu� βv + c1)dy + (βu+ αv + c2)dx =

=
∮
"
�(�u sinφ� v cosφ+ c1)dy � (u cosφ� v sinφ+ c2)dx = �2πv(x0, y0)

(30)

В результате получаем формулы для вычисления компонент вектора деформации

2πu(x0, y0) =

∮
L

�Ady +Bdx, 2πv(x0, y0) =

∮
L

�Ady +Bdx, (31)

где c1 =
∫
αθdx, c2 =

∫
βωdx.

Заключение. В статье получены новые бесконечные серии законов сохранения,
которые позволили решить краевую задачу для разрешающей системы уравнений, а
также для автоморфной системы. Все это позволило построить аналитическое реше-
ние задачи Дирихле для уравнений асимметричной теории упругости.
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SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR THE EQUATIONS OF
ASYMMETRIC ELASTICITY THEORY

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology, Krasnoyarsk, Russia

Abstract. When solving the problem of group classification of equations describing the motion
of a purely mechanical continuum, some new systems of differential equations have appeared that
can be used to describe real physical processes. One of such new systems is the asymmetric theory
of elasticity. This system can be used for materials with a small Young’s modulus, as well as for
materials that operate at loads close to critical. In this paper, the equations of the asymmetric
theory of elasticity are studied on the basis of their group bundle: decomposition of the system
into automorphic and resolving systems, which are systems of differential equations of the first
order. Infinite series of conservation laws are constructed for a resolving system of equations and
an automorphic system. These laws made it possible to solve the Dirichlet boundary value problem
for the asymmetric theory of elasticity in the two-dimensional case. The solutions are constructed
in the form of quadratures, which are calculated along the contour of the studied area.
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Тверской государственный технический университет, г. Тверь, Россия

Аннотация. В работе для случая плоского напряженного состояния получены определя-
ющие соотношения связи за пределом упругости между напряжениями и деформациями в
скоростях. За параметр прослеживания принимается обобщенное время, монотонно возрас-
тающее в процессе деформирования. Представленные соотношения с конкретизированными
функционалами пластичности позволяют решать краевые задачи в рамках теории упруго-
пластических процессов с использованием метода конечных элементов в скоростях.

Ключевые слова: пластичность, определяющие соотношения, теория упругопластических
процессов, плоское напряженное состояние, функционалы пластичности, краевая задача.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.52.2.005

УДК: 539.3

Для решения краевых задач теории пластичности в расчете должны использовать-
ся физические соотношения, адекватно описывающие свойства конструкционных ма-
териалов. В известных программных комплексах по расчету элементов конструкций
за пределом упругости современная теория упругопластических процессов пока не
используется. При неоднородном НДС краевых задач на основе соотношений теории
упругопластических процессов решено мало [1-4]. Сейчас имеется достаточно боль-
шое количество экспериментальных данных о свойствах материалов при сложном
(непропорциональном) нагружении и деформировании [5-8], а также предложены ма-
тематические модели [5, 9-15] в рамках теории упругопластических процессов, вери-
фикация которых проведена при сопоставлении с экспериментальными данными. В
данной статье обсуждается новая форма определяющих соотношений теории упруго-
пластических процессов, теоретически обоснованная В.Г. Зубчаниновым [5]. Удобство
этих определяющих соотношений состоит в том, что они приводятся к удобной форме
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связи между скоростями напряжений и деформаций. Под скоростями напряжений и
деформаций понимаются их первые производные по произвольному монотонно воз-
растающему параметру прослеживания процесса упругопластического деформирова-
ния (обобщенному времени). Существенной особенностью этой формы определяющих
соотношений является то, что из трех функционалов пластичности N,P,Q, содержа-
щихся в соотношениях, первые два определяются так же, как и в гипотезе компланар-
ности А.А. Ильюшина [5, 16]. Третий функционал Q распространяет соотношения на
общий случай плоского напряженного состояния. В этом смысле такая форма опреде-
ляющих соотношений может рассматриваться как общение гипотезы компланарности
[16].

Трехчленное определяющее соотношение теории упругопластических процессов
для плоского напряженного состояния и пространственных траекторий деформиро-
вания может быть записано в виде [5, 16] :

d�σ

ds
= N

d�Э
ds

+ (P �N) cosϑ1
�σ

σ
+Qµ̂, (1)

где

�σ = S1ê1 + S2ê2 + S3ê3

– вектор напряжений в трехмерном изображающем девиаторном пространстве
А.А. Ильюшина [5]; σ =

√
S2

1 + S2
2 + S2

3 – его модуль; ê1, ê2, ê3 – единичные векторы
(орты) трехмерного изображающего пространства А.А. Ильюшина;

d�Э
ds

=
dЭ1

ds
ê1 +

dЭ2

ds
ê2 +

dЭ3

ds
ê3 = p̂1

– вектор скорости деформаций, направленный по единичному вектору репера Френе
p̂1, касательному к траектории деформирования в каждой ее точке; s – длина дуги
траектории деформирования;

µ̂ = µ1ê1 + µ2ê2 + µ3ê3

– единичный вектор, перпендикулярный плоскости компланарности, то есть плоско-

сти, в которой расположены векторы σ̂ =
�σ

σ
и p1 =

d�Э
ds

; ϑ1 – угол между векторами
p̂1 и σ̂, для которого

cosϑ1 = p̂1 σ̂ =
1

σ

(
S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds

)
; (2)

N, P, Q – функционалы пластичности, определяемые из экспериментов.
Как будет показано ниже, существенной особенностью определяющих соотноше-

ний (1) является возможность решения краевых задач для произвольного плоского
напряженного состояния в конструкциях, находящихся в условиях упругопластиче-
ского деформирования.

Для координат единичного вектора µ̂ получено [16]:
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µ1 =
1

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
� S2

dЭ3

ds

)
, µ2 =

1

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
� S3

dЭ1

ds

)
,

µ3 =
1

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
� S1

dЭ2

ds

)
,

тогда в скалярной форме определяющее соотношение (1) примет вид

dS1

ds
= N

dЭ1

ds
+ (P �N) cosϑ1

S1

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
� S2

dЭ3

ds

)
,

dS2

ds
= N

dЭ2

ds
+ (P �N) cosϑ1

S2

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
� S3

dЭ1

ds

)
,

dS3

ds
= N

dЭ3

ds
+ (P �N) cosϑ1

S3

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
� S1

dЭ2

ds

)
.

(3)

С учетом формулы (2) преобразуем соотношения (3) так, чтобы каждое слагае-
мое в правой части содержало как множитель производную от компонента вектора
деформации по длине дуги траектории деформирования, то есть

dS1

ds
=

[
N + (P �N)

S2
1

σ2

]
dЭ1

ds
+

[
(P �N)

S1S2

σ2
+

Q

sinϑ1

S3

σ

]
dЭ2

ds
+

+

[
(P �N)

S1S3

σ2
� Q

sinϑ1

S2

σ

]
dЭ3

ds
,

dS2

ds
=

[
(P �N)

S1S2

σ2
� Q

sinϑ1

S3

σ

]
dЭ1

ds
+

[
N + (P �N)

S2
2

σ2

]
dЭ2

ds
+

+

[
(P �N)

S2S3

σ2
+

Q

sinϑ1

S1

σ

]
dЭ3

ds
,

(4)

dS3

dS
=

[
(P �N)

S1S3

σ2
+

Q

sinϑ1

S2

σ

]
dЭ1

ds
+

[
(P �N)

S2S3

σ2
� Q

sinϑ1

S1

σ

]
dЭ2

ds
+

+

[
N + (P �N)

S2
3

σ2

]
dЭ3

ds
.

Для плоского напряженного состояния при использовании модели несжимаемого
материала координаты векторов напряжений и деформаций связаны соответственно
с компонентами σx, σy, τxy тензора напряжений и компонентами εx, εy, γxy
тензора деформаций соотношениями [5]

S1 =

√
2

3

(
σx �

1

2
σy

)
, S2 =

1p
2
σy, S3 =

p
2τxy,

Э1 =

√
3

2
εx, Э2 =

1p
2
σy, Э3 =

p
2τxy.

(5)

Тогда, с учетом (5) для модуля вектора напряжений σ и косинуса угла ϑ1 по (2) при
переходе от компонент векторов напряжений и скоростей деформаций к компонентам
тензоров напряжений и скоростей деформаций получим

σ =

√
2

3

√
σ2
x � σxσy + σ2

y + 3τ2
xy =

√
2

3
σi, (6)



ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ... 45

где σi – интенсивность напряжений;

cosϑ1 =

√
2

3

(
σx �

1

2
σy

)√
3

2

dεx
ds

+
1

2
σy

(
1p
2

dεx
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+
p

2
dεy
ds

)
+
p

2τxy
1p
2

dγxy
ds√

2

3

√
σ2
x
� σxσy + σ2

y + 3τ2
xy

=

=

√
3

2
�
σx
dεx
ds

+ σy
dεy
ds

+ τxy
dγxy
ds

σi
.

(7)

С учетом (5), (6) определяющие соотношения можно записать через компоненты
тензоров напряжений и деформаций

dσx
ds

=

[
2N +

3

2
(P �N)
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x
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i
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+
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+
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,
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� Q
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.

Окончательно, определяющие соотношения теории упругопластических процессов
в скалярной форме через компоненты тензоров напряжений и деформаций можно
представить в виде

dσx
ds

= E11
dεx
ds

+ E12
dεy
ds

+ E13
dγxy
ds

,

dσy
ds

= E21
dεx
ds

+ E22
dεy
ds

+ E23
dγxy
ds

,

dτxy
ds

= E31
dεx
ds

+ E32
dεy
ds

+ E33
dγxy
ds

,

(8)

где упругопластические характеристики
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(9)
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(P �N)

σxτxy
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� Q
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Если вместо длины дуги траектории деформации s прослеживать процесс дефор-
мирования по любому другому монотонно возрастающему параметру t (обобщенному
времени), то с учетом выражения

d

ds
=

d

dt

dt

ds
=

d

dt
ds

dt
определяющие соотношения, связывающие скорости напряжений и деформаций, при-
нимают вид

dσx
dt

= E11
dεx
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,
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= E21
dεx
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,
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+ E33
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.

(10)

При этом из (7)
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√
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Представленные выше соотношения позволяют решать краевые задачи методом
конечных конечных элементов в скоростях. Для этого система расчетных уравнений
метода конечных элементов

K
�!
U =

�!
P ,

где K– матрица жесткости;
�!
U – вектор узловых перемещений;

�!
P – вектор узловых

нагрузок, преобразуется к решению в скоростях

Kt
d
�!
U

dt
=
d
�!
P

dt
,

где Kt – касательная матрица жесткости, получаемая на основании определяющих

соотношений через производные по обобщенному времени t ;
d
�!
U

dt
и
d
�!
P

dt
– векторы ско-

ростей перемещений узлов и скоростей узловых нагрузок соотвественно. Касательная
матрица жесткости находится обычным методом, применяемым в методе конечных
элементов, на основе метода возможных перемещений Лагранжа из условия равен-
ства работ на возможных перемещениях внешних узловых нагрузок и внутренних
сил, выраженных через напряжения, но записанных в скоростях. При этом, вместо
зависимостей между перемещениями узлов и деформациями в конечных элементах ис-
пользуются зависимости в скоростях (при условии малых перемещений), а для связи
между напряжениями и деформациями – определяющие соотношения в рассматрива-
емой форме. Такой метод для получения касательной матрицы жесткости рассмотрен
в [1] для случая определяющих соотношений в форме гипотезы компланарности.

Функционалы N,P, Q определяются путем обработки результатов экспериментов,
в которых реализуется плоское напряженное состояние, соответствующее решаемой
задаче. На рис. 1 показана характерная зависимость величин функционалов от длины
дуги траектории деформирования s в изображающем пространстве А.А. Ильюшина
для трехмерной винтовой траектории деформирования постоянной кривизны и кру-
чения, полученная в [16].

Рис. 1. Функционалы N, P, Q в зависимости от s для винтовой траектории
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Уравнения метода конечных элементов в скоростях решаются на каждом шаге по
параметру прослеживания. Таким образом, задача прослеживания процесса нагруже-
ния приведена к задаче Коши, где обобщенным временем является монотонно возрас-
тающий параметр процесса. Задача решается численно по шагам. Для интегрирова-
ния может использоваться любой вариант метода прогноз-коррекция (Эйлера-Коши,
Рунге-Кутта).

Необходимо отметить, что в рассматриваемых определяющих соотношениях ис-
пользована модель несжимаемого материала, обладающая достаточной точностью
при упругопластическом деформирования в условиях плоского напряженного состо-
яния.

Таким образом, определяющие соотношения (10) с конкретизированными функци-
оналами N, P, Q в формулах (9) позволяют решать краевые задачи в рамках тео-
рии упругопластических процессов с использованием, например, метода конечных
элементов в скоростях. Вопрос об аппроксимирующих функциях для функционалов
пластичности N, P, Q пока требует дополнительных исследований. Например, мож-
но использовать, предложенный А.А. Ильюшиным экспериментально-теоретический
метод СН-ЭВМ [17-19], реализация которого требует применения испытательной ма-
шины на сложное нагружение. В этом методе выбор аппроксимирующих функций
выполняется по способу последовательных приближений. А большое количество уже
накопленных экспериментальных данных позволяет применять метод СН-ЭВМ в чис-
ленном эксперименте при решении краевых задач теории пластичности с проверкой
на соответствие расчетных результатов экспериментальным данным.
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Введение
Прямоугольные пластинки изгибаемые поперечными распределенными давлениями

находят широкое применение во многих изделиях авио-космической, судо- и машино-
строительной промышленности и объектах индустриального и гражданского строи-
тельства [1–18] Если до середины прошлого века теория расчета таких конструкций
опиралась на законы линейной теории упругости и линейной алгебры были достаточ-
но обоснованы и внедрены в расчетную практику повсеместно, то в настоящее время
ситуация коренным образом изменилась. Жесткие требования современной конкурен-
ции в промышленном производстве, связанные с необходимостью повышения надеж-
ности эксплуатации создаваемых конструкций, увязанные с экономией материальных
и финансовых ресурсов требуют создания новых типов изделий в виде композитных
конструкций, методы расчетов по которым находятся в состоянии пробных разрабо-
ток, не всегда обоснованных и требующих больших временных и трудовых ресурсов
для выправления и осознания совершенных ошибок. Поэтому проблема разработки
относительно простых и надежных множественных методов композитных конструк-
ций разных типов всегда будет актуальной. Удобнее всего такие разработки проводить
на классах конструкций, наиболее широко встречающихся в практике производства
и в пробных попытках решения подобных задач до настоящего времени. Некоторые
из таких попыток нашли отражение в работах [2, 4, 5], некоторые из возникающих
вопросов освещены в работах [1, 8–16,19–23].

В данной статье сделана попытка учитывающая предыдущие (удачные с точки
зрения авторов разработки) свести их воедино и разработать единый метод расче-
та изгибаемых полиметаллических пластин. Некоторые детали промежуточных ма-
тематических выкладок, которые легко провести читателю, знакомому с изданными
материалами [17,18] автор опускает из-за ограниченности объема статьи.
Формулировка общей задачи исследования
В декартовой системе координат Oxyz рассмотрим 2n-слойную полиметалическую

прямоугольную пластинку

0 � x � a, 0 � y � b,

�hn � �hn�1 � ... � 0 � h1 � h2 � ... � hn,

hi =
n∑
i=1

�i, h0 = 0,

где �i – толщина i-го фазового материала, a и b – размеры сторон прямоугольника.
Будем считать структуру расположения фазовых материалов попарно симметрич-

ной относительно срединной плоскости z = 0.
При рассмотрении задач изгиба пластин поперечную нагрузку для простоты счита-

ем равномерно распределенным давлением, контурные внешние нагрузки отсутству-
ющими и контур пластины закрепленным по сторонам прямоугольника традицион-
ным способом: защемление, шарнирное опирание в разных комбинациях по отрезкам
контура. Все слои гибридной пластины считаем тонкими, находящимися в условиях
плоского напряженного состояния и подчиняющимися в процессе деформирования
классическим гипотезам Кирхгофа-Лява от начала деформирования и до разруше-
ния.
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Тогда для компонент деформаций будем иметь выражения

εxx = �z{xx, εyy = �z{yy, εxy = �z{xy, (1)

{xx =
∂2w

∂x2
, {yy =

∂2w

∂y2
, {xy =

∂2w

∂x∂y
= {yx, (2)

где w(x, y) – прогиб пластины.
Имеем также выражения

{xx =
∂θx
∂x

, {yy =
∂θy
∂y

, θx =
∂w

∂x
, θy =

∂w

∂y
, (3)

где θx, θy – углы поворота, {xx, {yy, {xy – компоненты тензора кривизны и кручения
изгибаемой поверхности пластины. Очевидно, эти соотношения справедливы и для
однослойной пластины.

В качестве уравнений состояния фазовых материалов рассматриваемых гибридных
пластин будем использовать уравнения деформационной теории Генки-Ильюшина [].
Тогда для напряжений i-го фазового слоя будем иметь

σxxi = �σui
{u

(2{xx + {yy) , σyyi = �σui
{u

(2{yy + {xx) , σxy = σyx = �σui
{xy
{ui

, (4)

{2
u =

(
{2
xx + {xx{yy + {2

yy + {2
xy

)1=2
. (5)

Рис. 1. Полиметаллическая пластина

Закон деформирования

σui =
(
E1i + z2E2i{2

u

)
z{u, (6)

E2i = �1

3

E2
i

σ�i
, ε�i =

3

2

σ�i
Ei
, (7)

где Ei, σ�i – модуль Юнга и предел прочности i-го фазового материала, а ε�i – пре-
дельная деформация предразрушения (разупрочнения) материала для i-ой фазы.

Рассмотрим полиметаллическую пластинку в размерами a и b (рис. 1) в декартовой
системе координат.

Уравнения сторон ее описываются соотношениями

OA : x = 0, 0 � y � b, AB : y = b, 0 � x � a, (8)
BC : x = a, 0 � y � b, OC : y = 0, 0 � x � a.
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По условиям закрепления на контуре исследуемые пластины разделены на группы,
в каждой из которых функция прогибов с точностью до постоянного для данной
группы слоистых пластин из изотропных фазовых материалов удовлетворяют всем
условиям закрепления контура. Тогда будем иметь нижеследующие выражения:

� если все стороны контура защемлены, то

w1(x, y) = C1x
2y2(x� a)2(y � b)2 = C1(x4 � 2ax3 + a2x2)(y4 � 2by3 + b2y2),

� если все стороны шарнирно оперты, то

w2(x, y) = C2x
3y3(x� a)3(y � b)3,

� если стороны OA и BC защемленные, а стороны OC и AB шарнирно закреп-
лены, то

w3(x, y) = C3x
2(x� a)2y3(y � b)3,

� если стороны OA и BC шарнирно оперты, а стороны OC и AB защемлены, то

w4(x, y) = C4x
3(x� a)3y2(y � b)2,

� если смежные стороны OA и AB защемлены, а другие смежные шарнирно
оперты, то

w5(x, y) = C5x
2(y � b)2(x� a)3y3,

� если смежные стороны OA и AB шарнирно оперты, а смежные стороны BC и
OC защемлены, то

w6(x, y) = C6x
2(x� a)3y2(y � b)3,

� если закрепления сторон OA, AB, BC, OC последовательно заменяют защем-
ление на шарнирную опору, а ее – на защемление и шарнирную опору, то будем
иметь

w7(x, y) = C7x
3(x� a)2y3(y � b)2.

Совершенно иные формы изгибания будут реализовываться в пластинках, у кото-
рых одна, две или три контурные стороны окажутся не закрепленными. Рассмотрим
их здесь последовательно.

Если сторона AB не защемлена, то возможны следующие формы изгибания
� при защемленных остальных сторонах

w8(x, y) = C8(x� a)2y2(y � b)2,

� при шарнирно опертых остальных сторонах

w9(x, y) = C9(x� a)3y3(y � b)3,

� при шарнирно опертой стороне BC и остальных защемленных сторонах

w10(x, y) = C10(x� a)3x2(y � b)2,

� при шарнирно опертых стороне BC и CO и защемленной стороне OA

w11(x, y) = C11x
2(x� a)2y3,

� если сторона BC не закреплена, а остальные – защемлены, то будем иметь

w12(x, y) = C12x
3(x� a)3y2,

� если сторона BC не закреплена, а остальные шарнирно оперты, то

w13(x, y) = C13x
3(x� a)3y3,
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� если сторона BC не закреплена, сторона CD – шарнирно оперта, а остальные
защемлены, то

w14(x, y) = C14(x� a)3y2(y � b)2,

� если сторона BC не закреплена, а стороны CD и DA шарнирно оперты, а
сторона AB защемлена, то

w15(x, y) = C15x
2(x� a)3y3,

� если сторона CO не закреплена, а остальные защемлены, то

w16(x, y) = C16x
2y2(y � b)2,

� если сторона CO не закреплена, а остальные – шарнирно оперты, то

w17(x, y) = C17x
3y3(y � b)3,

� если сторона CO не закреплена, сторона AO – шарнирно оперта, а остальные
– защемлены, то

w18(x, y) = C18y
3(y � b)2x2,

� если сторона CO не закреплена, стороны AO и AB шарнирно оперты, а сто-
роны BC – защемлены, то

w19(x, y) = C19y
3(y � b)2x3,

� если сторона AO не закреплена, а остальные защемлены, то

w20(x, y) = C20x
2(x� a)2(y � b)2,

� если сторона AO не закреплена, а остальные стороны – шарнирно оперты, то

w21(x, y) = C21x
3(x� a)3(y � b)3,

� если сторона AO не закреплена, сторона AB шарнирно оперта, а остальные –
защемлены, то будем иметь

w22(x, y) = C22x
3y2(y � b)2,

� если сторона AO не закреплена, стороны AB и BC – шарнирно оперты, а
сторона AO – защемлена, то будем иметь

w23(x, y) = C23x
2(y � b)3(x� a)3.

Возможны также ситуации, связанные с незакреплением двух или трех сторон.
Рассмотрим здесь ситуации, приводящие к цилиндрическим и консольным изгибани-
ям прямоугольных плит. Пусть стороны AB и CO не закреплены, тогда возможны
состояния:

� стороны BC и AO защемлены

w24(x, y) = C24(y � b)2y2,

� стороны BC и AO шарнирно оперты

w25(x, y) = C25(y � b)3y3,

� AO – шарнирно оперта, BC – защемлена

w26(x, y) = C26(y � b)2y3,

� BC – шарнирно оперта, AO – защемлена

w26(x, y) = C27y
2(y � b)3.
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Аналогичные зависимости получим с заменой y ! x и (y� b)! (x�a), когда неза-
крепленными будут параллельные стороны BC и AO. В случае трех незакрепленных
сторон будем иметь зависимости

w27(x, y) = C26x
2, w28(x, y) = C28(x� a)2,

w29(x, y) = C29y
2, w30(x, y) = C30(y � b)2.

Таким образом, для любого варианта рассматриваемых пластин с номером m ис-
комое решение можно записать в форме

wm(x, y) = Cmϕm(x, y), (9)

где ϕm(x, y) – известная функция.
Определение постоянных Cm может быть реализовано при использовании обобщен-

ных модификаций метода Бубнова-Галеркина [ ], в которых функция ϕm(x, y) может
быть использована для получения первого приближения, а набор функций ϕm(x, y),
ϕ2
m(x, y), ϕ3

m(x, y) – для получения уточняющих решений.
Одним из важнейших вопросов, связанных с процессами деформирования гибрид-

ных полиметаллических плит является вопрос об их несущей способности, определя-
ющей амплитуду нагрузки необходимой для их разрушения. При сформулированных
выше гипотезах развития деформационных процессов, очевидно, что процесс их раз-
рушения для проекта изделия с номером m может происходить только одновременно
во всех фазовых материалах одновременно. В противном случае с развитием дальней-
шего нагружения окружающие фазовые неразрушенные слои будут сохранять целост-
ность конструкции. Допустим, что при некоторой амплитуде нагрузки q� происходит
разрушение m-го проекта с номером m вследствие достижения интенсивностью ис-
кривления некоторого уровня {�um, зависящего от q�m. В таком случае для любых пар
i и j фазовых материалов будут справедливы зависимости [ ]

{�mhi = ε�i , {�mhj = ε�j , (10)

где

ε�i =
3σ�i
2Ei

, ε�j =
3σ�j
2Ej

, (11)

где σ�i , σ
�
j , Ei, Ej – пределы прочности и модули Юнга соответствующих фазовых

материалов. Тогда будем иметь очевидно

hi
hj

=
σ�iEj
σ�jEi

. (12)

Среди предельных величин деформаций предразрушения существует величина

ε�k = min(ε�1, ε
�
2, ε
�
3, ..., ε

�
n) =

3σ�k
2Ek

. (13)

Для сравнения различных проектов между собой введём эталонный проект в виде
однослойной пластины толщиной 2h0 из материала с параметрами E0, σ�0 и ε�0, для
которых при разрушении будут справедливы зависимости

{0h0 = ε�0 =
3σ�0
2E0

. (14)
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Одним из важнейших вопросов, связанных с процессами деформирования гибрид-
ных полиметаллических плит, является вопрос об их несущей способности, определя-
ющих амплитуду нагрузки, необходимой для их разрушения. При сформулированных
гипотезах о развитии деформационных процессов, очевидно, что процесс их развития
для определенного проекта с номером m может происходить только одновременно во
всех фазовых материалах одновременно. В противном случае с развитием дальней-
шего нагружения неразрушенные окружающие фазовые материалы будут сохранять
целостность гибридной конструкции.

Будем рассматривать при одинаковых условиях на контурных сторонах, соответ-
ствующих проекту с номером m однородную однослойную пластинку с толщиной 2h0

и полиметаллическую пластинку с общей толщиной 2hn

hn =
n∑
i=1

�i. (15)

�i – толщина i-го фазового слоя и будем считать, что они разрушаются при одина-
ковых амплитудах равномерно распределенной нагрузки

q�0 = q�m. (16)

Тогда нагрузке q�0 будет соответствовать предельно допустимая интенсивность из-
гибания эталонной пластинкой зависимостью

{�0h0 = ε�0, (17)

где ε�0 – предельно допустимая деформация эталонного материала.
При разрушающей нагрузке q�0 вес и стоимость рассматриваемой эталонной пла-

стинки будут определяться формулами

B0 = 2abρ0h0, (18)
C0 = 2abc0h0, (19)

где ρi, ci – удельные плотность и стоимость материала i-ой фазы.
В момент разрушения можно определить также характеристики

w�0 = max
(x;y)2(a;b)

w0(x, y), (20)

w�m = max
(x;y)2(a;b)

wm(x, y), (21)

и ввести относительную характеристику жесткости (податливости) рассматриваемого
проекта

w�0m =
w�m
w�0

. (22)

Очевидно, что местоположение точки накопленной максимальной податливости у
обоих пластин будет совпадать

x�0 = x�m, y�0 = y�m. (23)

Введенные относительные характеристики характеризуют при одинаковой несущей
способности качества вновь создаваемых проектов по расходам материалов и стоимо-
сти изделий. Очевидно, что наиболее рациональными следует чаще всего признавать
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проекты, для которых справедливы неравенства

B

B0
< 1,

C

C0
< 1. (24)

Ввиду определенного произвола параметров �i, и большого разнообразия механи-
ческих и физических характеристик фазовых материалов и способов закрепления ис-
следуемых пластин сформулировать экспромтом зависимости между геометрически-
ми, механическими параметрами в любых из рассматриваемых комбинациях закреп-
ления вряд-ли возможно из-за неполной формулировке всех обязательно требуемых
законов механического поведения исследуемых объектов. Среди сформулированных в
виде гипотез и предположений (в упрощенной приближенной форме) не был затронут
обязательный для любого механического объекта при квазистатических нагружениях
закон требующий обеспечение в заданных условиях нагружения и закрепления рав-
новесного состояния изучаемого объекта, к необходимости обеспечения которого мы
теперь и приступим.

Как известно, при изгибе пластин из любых материалов условия их равновесия
требуют выполнения в процессе всего нагружения следующего уравнения

∂2Mxx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2Myy

∂y2
� q + q1 = 0. (25)

ЗдесьMxx,Myy,Mxy – возникающие при изгибе пластины изгибающие и крутящий
моменты, q – распределенная по поверхности внешняя (заданная) поперечная нагруз-
ка, q1 – удельная (на единице длины) общая нагрузка от собственных удельных весов
фазовых материалов

q1 = 2

n∑
i=1

ρi�i. (26)

ИзгибающиеMxx,Myy и крутящий моментMxy связаны с напряжениями σxxi, σyyi,
σxyi в i-ом фазовом слое

Mxx = 2

n∑
i=1

∫ hi

hi�1

σxxiz
2dz, Myy = 2

n∑
i=1

∫ hi

hi�1

σyyiz
2dz, (27)

Mxy = 2

n∑
i=1

∫ hi

hi�1

σxyiz
2dz,

и с учетом зависимостей (4)-(6) могут быть представлены в форме

Mxx = �2

3
(2�1 + �2)

n∑
i=1

E1i

(
h3
i � h3

i�1

)
� 2

5
(2�3 + �4)

n∑
i=1

E2i

(
h5
i � h5

i�1

)
, (28)

Myy = �2

3
(2�3 + �4)

n∑
i=1

E1i

(
h3
i � h3

i�1

)
� 2

5
(2�2 + �1)

n∑
i=1

E2i

(
h5
i � h5

i�1

)
, (29)

Mxy = �2

3
�5

n∑
i=1

E1i

(
h3
i � h3

i�1

)
� 2

5
�6

n∑
i=1

E2i

(
h5
i � h5

i�1

)
, (30)

где
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�1 = {xx, �2 = {yy, �3 = {xx{2
u, �4 = {yy{2

u, �5 = {xy, �6 = {xy{2
u. (31)
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Yu. V. Nemirovskii
INVESTIGATION OF DESTRUCTION AND RATIONAL DISTRIBUTION OF
PHASE MATERIALS IN HOMOGENEOUS AND HYBRID POLYMETALLIC

RECTANGULAR PLATES
S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch

of theRAS, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk state technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. For rectangular polymetallic plates made of isotropic materials, a general method has
been developed for their nonlinear elastic and plastic deformation up to failure. The method is based
on the use of the classical Kirchhoff-Love kinematic hypotheses and the relationship between the
physical connection of stresses and strains in phase materials in the form of a deformation theory
of plasticity, taking into account the influence of hardening effects. The criterion of maximum
allowable deformation is used as a failure criterion. Corresponding transition from the state of
hardening to the state of failure. It is believed that the bearing capacity of a hybrid plate is
realized if the limiting state is reached simultaneously in all phase materials. Arbitrary conditions
for fixing the contour sides of a rectangle (loose, pinched, hinged) in any combination are considered.
General equations are obtained, a method for their solution is described in detail using modern
modifications of the Bubnov-Galerkin method. A criterion for selecting rational designs of hybrid
plates based on the coincidence of loads with a single-layer plate equivalent in bearing capacity is
formulated.
Keywords: hybrid plates, contour, bending, external loads, phase materials, hardening, softening,
pre-fracture deformation, conditions for fixing the contour sides (free, pinched, hinged), bearing
capacity loads, reference single-layer plate, rational (optimal) designs of hybrid polymetallic plates
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ОБОБЩЕННЫЙ АНАЛИЗ ГАРАНТИРОВАННОГО РАЗРУШЕНИЯ
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Аннотация. Представлено решение задач, определяющих процесс воздействия взрыва за-
ряда конденсированного взрывчатого вещества (ВВ) на балку в воде. Отмечено, что этот
процесс можно условно разделить на два этапа. На первом этапе происходит формирование
импульсной нагрузки взрыва в воде; на втором этапе – воздействие этой нагрузки на элемент
конструкции (или конструкцию в целом для соответствующей задачи). Для первого этапа
впервые с применением экспериментальных данных получена аналитическая зависимость
для удельного импульса от взрыва в воде сферического заряда с заданными физическими
и геометрическими характеристиками. На втором этапе в результате решения соответству-
ющей начально-краевой задачи получена зависимость смещения сечений балки для любого
момента времени, позволяющая найти условия гарантированного разрушения балки в соот-
ветствии с выбранным критерием разрушения. В постановках и решениях соответствующих
задач учтены: эффекты отражения возмущенного падающего потока воды от преграды (бал-
ки), глубина погружения конструкции и заряда в воду, физические и геометрические харак-
теристики заряда и балки, а также их взаимное расположение в воде, вид закрепления балки
на опорах. Отмечено существенное влияние указанных факторов на величину заряда, взрыв
которого приводит рассматриваемую балку к её гарантированному разрушению.

Ключевые слова: взрыв в воде, гарантированное разрушение, импульсная нагрузка, кри-
терий разрушения
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Первый этап. Эффекты отражения при взрыве в воде.
Пусть к преграде в точке А под некоторым углом α подходит параллельно-

струйный или расходящийся поток возмущенной воды, образованный при взрыве в
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воде заряда конденсированного взрывчатого вещества (ВВ) сферической формы ра-
диуса r0 (Рис. 1). Преграда считается идеальной (недеформируемой) в момент воздей-
ствия на неё потока и отражения, а также неподвижной, так как за время действия
нагрузки рассматриваемого вида элементы преграды не получают заметных смеще-
ний, а получают лишь начальные скорости. Деформирование преграды происходит
после окончания действия нагрузки, во время свободных колебаний преграды [1], [2].
Форма преграды не фиксируется. Набегающий на преграду поток считается состо-
ящим из отдельных частиц, каждая из которых достигает преграды и вносит свой
вклад в создаваемую потоком взрывную нагрузку. Взаимодействие частиц с прегра-
дой считается неидеальным, коэффициент восстановления при ударе 0<K<1 необхо-
димо найти.

Рис. 1. Расчётная схема к определению давления на преграду

Чтобы найти давление, которое создаёт в этой точке возмущенный поток при его
торможении, вырежем мысленно в окрестности точки А бесконечно малую площадку
dF и рассмотрим действие на неё частиц потока.

На площадку падает бесконечно малая струйка возмущенной воды, площадь попе-
речного сечения которой dF �cosα (Рис. 1). За бесконечно малый промежуток времени
dt к площадке dF подойдет масса воды, заключенная в элементарной струйке между
преградой и сечением I-I, удаленным от преграды на расстояние u2dt �cosα. Эта масса
определяется в виде

dm = ρ2dF � u2dt � cosα (1)

где ρ2, u2 – соответственно плотность и скорость частиц среды на фронте падающей
водной ударной волны.

При ударе элементарной струйки о преграду, частицы возмущенного потока этой
струйки, теряя часть нормальной составляющей скорости, отражаются от преграды
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под некоторым углом β 6= α. Обозначим нормальную составляющую скорости подхо-
дящего к преграде потока через u2n, а нормальную составляющую скорости отражен-
ного потока через u02n. Применим к элементарной струйке закон сохранения импульса.
Согласно этому закону импульс силы, действующей на преграду dF, равен изменению
количества движения струйки

PdF � dt = dm � (u2n � u02n). (2)

Заменив элементарную массу dm её значением по формуле (1), получим

P = ρ2u2 cosα(u2n � u02n) = ρ2u2 cosαu2n

(
1� u02n

u2n

)
. (3)

Отношение модуля нормальной составляющей скорости отраженного потока к мо-
дулю нормальной составляющей падающего потока есть коэффициент восстановления
при ударе

K =
ju02nj
ju2nj

. (4)

Так как u2n и u02n имеют противоположные направления, то

1� u02n
u2n

= 1 +K (5)

Учитывая соотношение
u2n = u2 cosα (6)

формулу (3) запишем в виде

P = (1 +K)ρ2u2
2 cos2 α. (7)

Для нахождения коэффициента восстановления K воспользуемся его свойствами.
Величина K должна принадлежать интервалу (0<K<1); эта величина является функ-
цией угла падения:K = f(α), при этом с увеличением α коэффициент K уменьшается,
в пределе при α! �

2 величина K ! 0, то есть должно выполняться требование

lim
�!π

2

f(α) = 0. (8)

Указанным условиям удовлетворяет функция cos2 α. Положим

K = cos2 α. (9)

С учётом (9) формула (7) примет вид

P = (1 + cos2 α)ρ2u2
2 cos2 α. (10)

Рассмотрим теперь влияние расположения заряда над преградой на величину дав-
ления P в формуле (10).

Пусть заряд радиуса r0 расположен над преградой (балкой) в воде на расстоянии
a от оси балки, точка x� - эпицентр взрыва (Рис.2).

Тогда

cosα =
a√

a2 + (x� x�)2
. (11)
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Рис. 2. Схема расположения заряда над преградой

С учётом соотношения (11) формулу (10) можно записать в виде

Pm =
a2
[
2a2 + (x� x�)2

]
ρ2u2

2[
a2 + (x� x�)2

]2 . (12)

Формула (12) определяет максимальное значение давления торможения возмущен-
ного потока воды в момент его отражения от преграды. В большинстве исследований
по взрыву в воде, следуя работе [3], принято определять изменение давления со вре-
менем в фиксированной точке пространства по формуле

P � P01

P01
=
Pm � P01

P01
e�

t
ϑ , (13)

в которой время t отсчитывается от момента прихода фронта ударной волны в данную
точку, а величина ϑ, называемая постоянной времени, определяется для сферического
заряда радиуса r0 соотношением [1]:

a01ϑ

r0
= 1, 4

(
a

r0

)0;24

, (14)

где r – расстояние от центра взрыва до точки наблюдения, a01 – скорость звука в
воде.

В соответствии с (13) удельный импульс фазы сжатия

i =

∫ �+

0
(P � P01)dt = (Pm � P01)

∫ �+

0
e�

t
ϑ = (Pm � P01)ϑ(1� e�

τ+
ϑ ), (15)

где τ+ – время действия фазы сжатия [1].
В неограниченной среде �+

# > 5 [1], [3], поэтому

i = (Pm � P01)ϑ. (16)

Запишем, согласно соотношению для ϑ (14) выражение для удельного импульса
(16) в виде

i = 1, 4
r0

a01

(
a

r0

)0;24

�
(
ηρ2u2

2 � P01

)
, (17)
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где

η =
a2
[
2a2 + (x� x�)2

]
[
a2 + (x� x�)2

]2 . (18)

Второй этап. Воздействие импульсной нагрузки взрыва на балку. Постановка за-
дачи.

Физическая модель явления (основные допущения).
Будем считать, что балка по всей длине имеет постоянное сечение, поперечные

размеры балки невелики по сравнению с её длиной. Нагрузка прикладывается к балке
мгновенно и действует, монотонно убывая, в течение времени τ+, которое в пределе
можно считать стремящимся к нулю [4].

Пренебрегаем по малости усилиями, возникающими в балке длиной l от её соб-
ственного веса, следовательно, можно считать, что до действия нагрузки ось балки
прямолинейна, а сама балка находится в покое – начальные смещения всех её точек
y=0 и начальная скорость всех частиц y0x = 0. Под действием внешней нагрузки ча-
стицы балки получают смещения и скорости, которые распределены по длине балки,
то есть являются функциями положения сечения x и времени t [1], [2], [4].

Математическая модель и решение задачи.
Поместим начало координат на левом конце балки (Рис. 2), ось х направим вдоль

неё, а ось y вниз по направлению действия нагрузки. В этих обозначениях ордината
будет выражать собой прогиб балки в сечении, находящемся на расстоянии x от её
левого конца в момент времени t, то есть y=y(x,t).

В работе [5] получено уравнение движения балки под действием внешней динами-
ческой нагрузки

∂2y

∂t2
+ β2 ∂

4y

∂x4
=

K1b

m� +m1
P2(x) � f(t), (19)

где P2 – давление на балку в момент приложения к ней нагрузки, b – ширина бал-
ки, K1 – коэффициент формы, учитывающий расположение балки по отношению к
действующей на неё нагрузке [4], f(t) – функция, учитывающая спад давления со
временем; эта функция на основе обработки данных многочисленных экспериментов
может быть задана в виде

f(t) =

(
1� t

τ+

)n
, (20)

где n – параметр, значения которого расположены в интервале n 2 (1; 3) в зависимости
от величины и вида взрывной нагрузки [4], m� – погонная масса балки, m1 – погонная
присоединенная масса воды (её введение учитывает сопротивление воды движению
балки),

β =

√
EJ

m� +m1
; (21)

Так как импульс действует кратковременно, то за время его действия частицы бал-
ки не успевают получить заметных смещений, а получают только начальные ско-
рости [1], [2], [4], [5]. Деформирование балки происходит после окончания действия
нагрузки, во время ее свободных колебаний, уравнение которых имеет вид

∂2y

∂t2
+ β2 ∂

4y

∂x2
= 0. (22)
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В случае свободного опирания балки на идеальные (не разрушаемые взрывом) опо-
ры граничными условиями для уравнения (22) будут условия отсутствия перемещений
и изгибающих моментов на концах балки; эти условия соответственно примут вид

y(0, t) = y(l, t) = 0 (23)

∂2y

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2y

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0. (24)

Начальные условия в соответствии с характером действующей нагрузки имеют вид

y(x, 0) = 0,
∂y

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
i�(x)

m� +m1
, (25)

где i�(x) – погонный импульс взрывной нагрузки.
Начально-краевая задача (22)-(25) решена в работе [5] и в размерных переменных

x,y может быть записана в виде

y(x, t) =
2l

π2βµ

1∑
j=1

1

j2
� sin j πx

l
sin

j2π2

l2
βt

∫ l

0
i�(x) sin

jπx

l
dx. (26)

Обозначим

Sj =

∫ l

0
i�(x) sin

jπx

l
dx. (27)

В момент времени t� для которого sin j2�2

l2
βt� = 1, то есть для

t� =
l2

2j2πβ
, (28)

смещения y(x, t�) будут максимальны

y(x, t�) =
2l

π2µβ

1∑
j=1

1

j2
� sin j πx

l
Sj . (29)

Из формулы (29), определяющей распределение по пролёту балки максимальных
смещений в момент времени t = t� следует, что максимальное из этих смещений будет
в середине пролёта балки – при x = l

2 . Покажем, что в этом сечении будет наблюдаться
максимальный изгибающий момент.

Как известно [6], изгибающий момент в любом сечении балки определяется соот-
ношением

M = �
EJ

(
@2y
@x2

)
[
1 +

(
@y
@x

)2
] 3

2

. (30)

Следовательно, для Mmax в критической точке (при x = l
2) должно выполняться

условие
∂M

∂x

∣∣∣∣
x= l

2

= 0. (31)
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Для функции y(x, t�), определенной формулой (29), при подстановке ее в соотно-
шение (31), после преобразований получим

∂M

∂x
= EJ

[
1 +

(
∂y

∂x

)2
]� 5

2
{
∂3y

∂x3

[
1 +

(
∂y

∂x

)2
]
� 3

(
∂2y

∂x2

)2(
∂y

∂x

)}
. (32)

Из (32) с учётом формулы для @3y
@x3

∂3y

∂x3
(x, t�) = � 2π

l2βµ
�
1∑
j=1

j � Sj � cos
jπx

l
, (33)

следует, что в точке x = l
2 (там, где смещения максимальные) @M

@x

∣∣
x= l

2
= 0, поскольку

в этой точке @y
@x

∣∣∣
x= l

2

= @3y
@x3

∣∣∣
x= l

2

= 0.

Итак, получено, что в точке максимального прогиба балки имеет место максималь-
ный изгибающий момент.

Используя один из известных критериев разрушения (по достижению в критиче-
ском сечении максимальных нормальных напряжений, из которого следует дости-
жение в этом сечении максимального изгибающего момента [6]), запишем условие
гарантированного разрушения в виде

Mmax

W � δ�n
�K0� � µ3 � 0, (34)

где W – осевой момент инерции сечения балки, δ�n – нормированный браковочный
минимум материала балки, K0� – коэффициент однородности на гарантированное
разрушение, µ3 – коэффициент динамичности [2], [4].

Неравенство (34) является трансцендентным относительно радиуса r0 заряда ВВ
при фиксированном значении его расстояния до оси балки и фиксированных геомет-
рических и физических характеристиках заряда и балки. Решение неравенства (34)
определяет минимальное значение радиуса заряда r0, взрыв которого на фиксирован-
ном расстоянии от балки и фиксированном его расположении по пролёту, приводит к
гарантированному разрушению балки.
Примеры численных расчётов.
В расчетах по нахождению радиуса r0 и массы заряда тротила приняты следующие

входные данные: длина балки может быть равной l=1[м]; l=2[м]; l=3[м], параметры по-
перечного сечения для всех длин одинаковы: b=0.15 [м]; h=0.20 [м], расстояние заряда
от оси балки а [м] варьируется; глубина погруженияH = 100[м], модуль упругости ма-
териала балки E = 2.1 � 1011[Па], коэффициент динамичности µ3 = 1.8, коэффициент
однородности на гарантированное разрушение K0� = 1.644, плотность материала бал-
ки (Ст.3) ρ0 = 7800[кг/м3], нормированный браковочный минимум δ�n = 2.4 � 108[Па],
плотность воды ρ1 = 1000[кг/м3], скорость звука в воде a01 = 1460[м/с], давление на
поверхности P01= 101325[Па].
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Рис. 3. Зависимость радиуса r0 заряда ВВ от расстояния a до балки для длин балки l =

1, 2, 3 [м], x� = l
2 [м]

Рис. 4. Зависимость массы m заряда ВВ от расстояния a до балки для длин балки l =

1, 2, 3 [м], x� = l
2 [м]

Рис. 5. Зависимость массы m и радиуса r0 заряда ВВ от смещения x� при l = 1 [м], a = 1 [м]

На рисунках 3-6 представлены графики соответствующих зависимостей, получен-
ные по данным расчётов. Из графиков видно существенное влияние на величину ра-
диуса и массы заряда ВВ (тротил) длины балки, расположения заряда по отношению
к ней. Следует заметить, что аналогичные графики можно построить по результатам
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Рис. 6. Зависимость массы m и радиуса r0 заряда ВВ от смещения x� при l = 2 [м], a = 1 [м]

проведенных расчётов для выявления влияния других характеристик (физических и
геометрических) заряда и рассматриваемой балочной конструкции на величину заря-
да, взрыв которого приводит к гарантированному разрушению балки в воде.
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GENERALIZED ANALYSIS OF GUARANTEED EXPLOSION DESTRUCTION
OF BEAM STRUCTURAL ELEMENTS IN WATER

Tula State University, Tula, Russia.

Abstract. The solution of the problems determining the process of the impact of an explosion of
a charge of a condensed explosive substance (BB) on a beam in water is presented. It is noted that
this process can be divided into two stages. At the first stage, a pulse load is formed an explosion
in water; at the second stage, the impact of this load on the structural element (or the structure as
a whole for the corresponding task). For the first stage, for the first time using experimental data,
an analytical dependence for the specific impulse from an explosion in water of a spherical charge
with specified physical and geometric characteristics was obtained. At the second stage, as a result
of solving the corresponding initial boundary value problem, the dependence of the displacement
of the beam sections for any moment of time is obtained, which allows us to find the conditions
for guaranteed destruction of the beam in accordance with the selected destruction criterion. The
statements and solutions of the corresponding tasks take into account: the effects of reflection of
the disturbed incident water flow from the barrier (beam), the depth of immersion of the structure
and the charge into the water, the physical and geometric characteristics of the charge and the
beam, as well as their mutual location in the water, the type of fastening of the beam on supports.
A significant influence of these factors on the magnitude of the charge, the explosion of which leads
the beam in question to its guaranteed destruction, is noted.

Keywords: explosion in water, guaranteed destruction, pulse load, destruction criterion.
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Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию соотношений теории кручения
стержней. Предполагается, что стержень состоит из идеального жесткопластического матери-
ала, обладающего свойством трансляционной анизотропии. При этом стержень находится под
действием давления, которое меняется вдоль его образующей линейно. В работе определено
напряженно-деформированное состояние рассматриваемого стержня. Получены уравнения
характеристик общих соотношений, описывающих предельное состояние стержня, и найдены
компоненты напряжений и деформаций вдоль этих характеристик.

Ключевые слова: пластичность, трансляционная анизотропия, кручение, деформация, на-
пряжение, депланация.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.52.2.008

УДК: 539.374

Кручение – это вид деформации стержней, в ходе которой под влиянием моментов,
действующих в поперечных сечениях, происходит их взаимный поворот. При круче-
нии поперечные сечения стержней подвержены депланации. Исследования по теории
предельного состояния стержней, подвергающихся кручению, содержатся во многих
работах. В работах [1] и [2] рассмотрено кручение стержней из идеально пластическо-
го материала. Математические основы теории предельного состояния стержней при
кручении изложены в работе [3]. Исследованию кручения анизотропных стержней из
идеального жесткопластического материала посвящены работы [4, 5]. В [6] рассмот-
рено кручение стержней из идеального жесткопластического материала при условии,
что они находятся под действием меняющегося внешнего давления. Вопросы круче-
ния стержней из при условии трансляционной анизотропии рассмотрены в работах [7]
и [8].
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Рассмотрим стержень из идеального жесткопластического материала, удовлетворя-
ющей условию трансляционной анизотропии. Стержень ориентирован в пространстве
x, y, z так, что его образующие параллельны оси z. Предполагается, что стержень
находится под внешнего давления, которое меняется вдоль образующей стержня ли-
нейно. Пусть боковая поверхность стержня свободна от нагрузок и он закручивается
вокруг своей оси.

Напряженное состояние в стержне определяется из следующих соотношений:
σx = σy = σz = �λz + µ (λ, µ� const)
τxy = 0, τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= λ, (2)

(τxz � k1)2 + (τyz�k2)2 = k2 (k1, k2, k � const) (3)
Компоненты скоростей деформаций εij определяются из соотношений

εx = εy = εz = εxy = 0, (4)

и
εxz
@f
@�xz

=
εyz
@f
@�yz

(5)

На контуре поперечного сечения закручиваемого стержня вектор ~τ = (τxz, τyz) на
направлен по касательной к ней и имеет место равенство

dy

dx
=
τyz
τxz

, (6)

Дифференцируя уравнение (3) по переменной x имеем

(τxz � k1)
∂τxz
∂x

+ (τyz�k2)
∂τyz
∂x

= 0. (7)

Согласно (7) из (2) получим

�(τyz�k2)
∂τyz
∂x

+ (τxz � k1)
∂τyz
∂y

= λ(τxz � k1). (8)

Следовательно, характеристики уравнения (8) определяются из системы
dx

�(τyz�k2)
=

dy

τxz � k1
=

dτyz
λ(τxz � k1)

(9)

Из системы (9) имеем, что характеристики уравнения (2) задаются уравнением

(τxz � k1)dx+ (τyz�k2)dy = 0, (10)

а вдоль характеристик справедливы соотношения

τxz = k1 �
√
k2 � (λ(y + c1)�k2)2 , τyz = λ(y + c1), (11)

где с1 = const
Согласно (10) характеристики уравнения (2) направлены по касательной к кривой

текучести (3).
Аналогично, дифференцируя (3) по y и поставляя полученное соотношение в (2),

получим

(τyz�k2)
∂τxz
∂x
� (τxz � k1)

∂τxz
∂y

= λ(τyz�k2). (12)
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dx

τyz�k2
=

dy

�(τxz � k1)
=

dτxz
λ(τyz�k2)

(13)

Из (13) вытекает справедливость соотношений

τxz = λ(x+ c2), τyz = k2 �
√
k2 � (λ(x+ c2)�k1)2 (14)

где с2 = const
В ходе кручении стержня компоненты напряжения остаются постоянными, в силу

чего соотношения (4) и (5) интегрируются. В начальный момент компоненты дефор-
мации можно принять равными нулю. Тогда в соответствии (3) имеем

ex = ey = ez = exy = 0,
exz

τxz � k1
=

eyz
τyz�k2

(15)

где eij – компоненты деформаций.
Запишем соотношения для перемещений u, v, w в виде

u = θyz, v = �θxz, w = w (x, y) (16)

где w – депланация θ – крутка. Тогда компоненты деформации выражаются через
компоненты перемещения в следующем виде

exz =
1

2

(
∂w

∂x
+ θy

)
, eyz =

1

2

(
∂w

∂y
� θx

)
(17)

Из (17) следует справедливость соотношения
∂exz
∂y
� ∂eyz

∂x
= θ. (18)

Последнее уравнение из системы (15) представим в виде

(τyz�k2)exz � (τxz � k1)eyz = 0. (19)

Продифференцируем уравнение (19) по переменной x

(τyz�k2)
∂exz
∂x
� (τxz � k1)

∂eyz
∂x

= eyz
∂τxz
∂x
� exz

∂τyz
∂x

. (20)

Тогда из (18) получим

�(τyz�k2)
∂exz
∂x

+ (τxz � k1)
∂exz
∂y

= θ(τxz � k1)� eyz
∂τxz
∂x

+ exz
∂τyz
∂x

(21)

Характеристики уравнения (19) согласно (21) определяются из системы
dx

�(τyz�k2)
=

dy

(τxz � k1)
=

dexz

θ(τxz � k1)� eyz @�xz@x + exz
@�yz
@x

(22)

Следовательно, характеристики соотношения (19) также имеют вид (10), а соотно-
шения вдоль характеристик (10) примут вид

(τyz�k2)dexz +
(
θ(τxz � k1)� eyz @�xz@x + exz

@�yz
@x

)
dx = 0,

(τxz � k1)dexz �
(
θ(τxz � k1)� eyz @�xz@x + exz

@�yz
@x

)
dy = 0.

(23)

С учетом (11) из второго уравнения (23) имеем

exz = θ (y + c3) (24)
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где с3 = const. В соответствии (11) и (24) из (19) находим

eyz =
θ (y + c3) (λ(y + c1)�k2)

�
√
k2 � (λ(y + c1)�k2)2

(25)

Дифференцируя соотношение (19) по y, получим, что вдоль характеристик (10)
справедливы соотношения

(τyz�k2)deyz +
(
θ(τyz�k2) + eyz

@�xz
@y � exz

@�yz
@y

)
dx = 0,

(τxz � k1)deyz �
(
θ(τyz�k2) + eyz

@�xz
@y � exz

@�yz
@y

)
dy = 0.

(26)

Согласно (14) из первого уравнения (26) получим

eyz = �θ (x+ c4) (27)

где с4 = const.
Тогда из (19) согласно (14) и (27) имеем

exz =
�θ (x+ c4) (λ (x+ c2)� k1)

�
√
k2 � (λ(x+ c2)�k1)2

(28)

Положим, что точка (x0, y0) контура сечения стержня принадлежит характеристи-
ке и τxz (x0, y0) = τ0

x , τyz (x0, y0) = τ0
y . Тогда вдоль этой характеристики согласно

(11) справедливы соотношения

τxz = k1 �

√
k2 �

(
λ(y � y0 +

τ0
y

λ
)� k2

)2

, τyz = λ(y � y0 +
τ0
y

λ
). (29)

При этом уравнение характеристики, содержащей точку (x0, y0) контура попереч-
ного сечения стержня, запишется в виде(

λ(x� x0 +
τ0
x

λ
)� k1

)2

+

(
λ(y � y0 +

τ0
y

λ
)� k2

)2

= k2 (30)

Аналогично, согласно (14) вдоль характеристики (11) имеем

τxz = λ(x� x0 +
τ0
x

λ
), τyz = k2 �

√
k2 �

(
λ(x� x0 +

τ0
x

λ
)� k1

)2

(31)

При этом уравнение характеристики, содержащей точку (x0, y0) , также имеет вид
(30)

С учетом (29), из (24) и (25) получим

exz = θ (y + c3) , eyz =
θλ(y � y0 +

�0
y

� ) (y + c3)

k1 �
√
k2 �

(
λ(y � y0 +

�0
y

� )� k2

)2
(32)

Аналогично, согласно (31) из (27) и (28) имеем

eyz = �θ (x+ c4) , exz = �
θλ
(
x� x0 + �0

x
�

)
(x+ c4)

k2 �
√
k2 �

(
λ
(
x� x0 + �0

x
�

)
� k1

)2
(33)
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Так как на линиях разрыва напряжений справедливы соотношения

exz = eyz = 0, (34)

то константы c3 и c4 определяются из соотношений (34).

ЛИТЕРАТУРА
[1] Соколовский В. В. Теория пластичности. М: Высшая школа, 1969. 608 с.
[2] Прагер В., Ходж Ф. Г. Теория идеально пластических тел. М.: ИЛ, 1956. 398 с.
[3] Ивлев Д. Д. Теория идеальной пластичности. М.: Наука, 1966. 232 с.
[4] Быковцев Г. И. Избранные проблемные вопросы механики деформируемых сред. Сборник статей.

Владивосток: Дальнаука, 2002. 566 с.
[5] Миронов Б. Г., Митрофанова Т. В. К вопросу о кручении анизотропных стержней // Вестник Чу-

вашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика
предельного состояния. 2015. Т. 1, № 23. с. 196–199.

[6] Козлова Л. С., Миронов Б. Г. Кручение призматических стержней при действии давления, линей-
но меняющегося вдоль образующей// // Известия Российской академии наук. Механика твердого
тела. 2014. № 3. с. 107–113.

[7] Миронов Б. Г., Митрофанова Т. В. Деформированное состояние трансляционно-анизотропных
тел при кручении // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И.
Я. Яковлева. 2014. № 4(72). с. 57–60.

[8] Миронов Б. Г., Тихонов С. В. Об одном виде анизотропии при кручении // Вестник Чувашского
государственного педагогического университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного
состояния. 2012. № 1. с. 36–38.



О КРУЧЕНИИ СТЕРЖНЕЙ С ТРАНСЛЯЦИОННОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ ... 77

B. G. Mironov1, Yu. B. Mironov2

ON TORSION OF RODS WITH TRANSLATIONAL ANISOTROPY UNDER
EXTERNAL PRESSURE

1Russian University of transport, Moscow, Russia
2Moscow technical University of communications and Informatics, Moscow, Russia

Abstract. This work is devoted to the study of relations in the theory of torsion of rods. It is
assumed that the rod consists of an ideal rigid-plastic material with the property of translational
anisotropy. In this case, the rod is under the action of pressure, which varies linearly along its
generatrix. The stress-strain state of the considered rod is determined in the work. Equations for
the characteristics of general relations describing the limit state of the rod are obtained, and the
components of stresses and strains along these characteristics are found.
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Аннотация. В работе рассмотрена задача об определении напряженного состояния упруго-
пластической трубы, находящейся под действием температурных эффектов. Решение было
проведено с помощью метода возмущений. При этом рассмотрен случай ассоциированной и
упругой сжимаемости. В ходе решения было представлено решение в нулевом приближении,
получены выражения полей напряжений в упругой и пластической областях в первом при-
ближении. Определен радиус упругопластической границы. Решение задачи проводилось для
случая плоской деформации.

Ключевые слова: напряжение, упругость, пластичность, ассоциированная сжимаемость,
температура, плоская деформация.
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Введение
Вопросу влияния сжимаемости и температурных эффектов на поведение упру-

гопластических тел посвящены ряд статей, среди которых можно выделить рабо-
ты [1–10]. Статья [1] посвящена определению напряженно-деформированного состоя-
ния упругопластических тел при учете ассоциированной сжимаемости. Исследование
влияния сжимаемости по упругим деформациям подробно представлено в работах [2,
3]. В работах [4,5] рассмотрены задачи об определении напряженно-деформированного
состояния упрочняющейся упруговязкопластической трубы и упругого пространства,
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ослабленного цилиндрической полостью, с учетом температуры. В работах [6–10] ис-
следовано влияние температуры и сжимаемости по упругим деформациям на опре-
деление напряженно-деформированного состояния упругопластических тел. В данной
работе рассмотрена задача определения напряженного состояния упругопластической
трубы, находящейся под действием равномерного внутреннего давления, при учете
температуры, сжимаемости по упругим деформациям и ассоциированной сжимаемо-
сти. Условие пластичности для задачи определено в виде [11]

αcσ1 +
√
SijSij �

p
2k = 0, (1)

где σ1 – первый инвариант тензора напряжений, αc – скорость дилатансии, Sij –
девиатор тензора напряжений, k – предел текучести.
Постановка задачи
Рассмотрим упругопластическую толстостенную трубу, поперечное сечение кото-

рой ограничено окружностями радиусов a и b, (a < b). При этом данная труба нахо-
дится под действием равномерного внутреннего давления p. Материал трубы пред-
полагается сжимаемым и учитывается влияние температурных эффектов. При этом
рассматривается случай ассоциированной сжимаемости. Выражение для температуры
задается по логарифмическому закону [12, 13] и является известным решением урав-
нения теплопроводности. Решение данной задачи будем проводить в цилиндрической
системе координат (r, θ, z).

Запишем систему уравнений для решения задачи:
— уравнение равновесия

∂σr
∂r

=
σ� � σr

r
, (2)

где σr, σ� – компоненты тензора напряжений;
— соотношения Коши

er =
∂u

∂r
, e� =

u

r
, (3)

где er, e� – компоненты тензора полных деформаций, u – компонента радиального
перемещения;

— выражения для деформаций в упругой области

eer =
1

E
[σr � µ (σ� + σz)] + αT,

ee� =
1

E
[σ� � µ (σr + σz)] + αT,

eez =
1

E
[σz � µ (σr + σ�)] + αT,

(4)

где eer, ee�, e
e
z – компоненты тензора деформаций в упругой области; E – модуль упру-

гости, σz – компонента тензора напряжений, µ – коэффициент Пуассона, T – темпера-
тура, которая задается выражением T = P �Qlnr, P,Q – известные постоянные [12],
α – коэффициент температурного расширения [14,15];

— условие пластичности (1) в цилиндрической системе координат

(σ� � σr)2 + (σ� � σz)2 + (σr � σz)2 = 3
(p

2k � αcσ1

)2
, (5)

где σ1 = σr + σ� + σz;
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— ассоциированный закон пластического течения

depr = 2dλ
[
3σr �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
,

dep� = 2dλ
[
3σ� �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
,

depz = 2dλ
[
3σz �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
,

(6)

где epr , ep�, e
p
z – компоненты тензора пластических деформаций, dλ – скалярный поло-

жительный множитель;
— граничные условия

σr

∣∣∣∣
r=a

= �p,

σr

∣∣∣∣
r=b

= 0,

(7)

— условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице

[σr] = [σ�] = [u] = 0, (8)
— выражение полных деформаций тела в пластической области

er = eer + epr , e� = ee� + ep�, ez = eez + epz. (9)

Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука с учетом темпера-
туры (4), а приращения пластических деформаций – ассоциированным законом пла-
стического течения (6). Поскольку в задаче мы будем рассматривать случай плоской
деформации, то ez = 0. Принимая во внимание соотношения (4), (6) и (9), запишем
соотношения для определения полных деформаций тела в пластической области

der =
1

E
[dσr � µ (dσ� + dσz)] + αdT+

+2dλ
[
3σr �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
,

de� =
1

E
[dσ� � µ (dσr + dσz)] + αdT+

+2dλ
[
3σ� �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
,

0 =
1

E
[dσz � µ (dσr + dσ�)] + αdT+

+2dλ
[
3σz �

(
1 + 3α2

c

)
(σr + σ� + σz) + 3

p
2kαc

]
.

(10)

Метод решения
В данной работе решение задачи будем проводить с помощью метода возмущений.

Искомые соотношения представим в виде рядов по малому параметру δ. При этом мы
ограничимся первыми двумя членами ряда. Таким образом, решение задачи будем
искать в виде:

σij = σ
(0)
ij + δσ

(1)
ij , eij = e

(0)
ij + δe

(1)
ij , u = u(0) + δu(1),

T = T (0) + δT (1), α = α(0) + δα(1), αc = α(0)
c + δα(1)

c ,

µ = µ(0) + δµ(1), λ = λ(0) + δλ(1), k = k(0) + δk(1), rs = r(0)
s + δr(1)

s ,

(11)
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где µ(0) = 1
2 , µ

(1) – известная постоянная, верхние индексы (0), (1) определяют нулевое
и первое приближения соответственно.
Решение и результаты
Данные разложения подставим в уравнения (2)–(5), (7), (8), (10) и, приравняв выра-

жения при одинаковых степенях малого параметра, получим в каждом приближении
систему дифференциальных уравнений для определения искомых соотношений.

В нулевом приближении, положив α(0) = 0, α
(0)
c = 0, получим следующую систему

уравнений:
— уравнение равновесия

∂σ
(0)
r

∂r
=
σ

(0)
� � σ

(0)
r

r
, (12)

— соотношения Коши

e(0)
r =

∂u(0)

∂r
, e

(0)
� =

u(0)

r
, (13)

— выражения для деформаций в упругой области

eer
(0) =

1

E

[
σ(0)
r �

1

2

(
σ

(0)
� + σ(0)

z

)]
,

ee�
(0) =

1

E

[
σ

(0)
� �

1

2

(
σ(0)
r + σ(0)

z

)]
,

eez
(0) =

1

E

[
σ(0)
z �

1

2

(
σ(0)
r + σ

(0)
�

)]
,

(14)

— условие пластичности(
σ

(0)
� � σ

(0)
r

)2
+
(
σ

(0)
� � σ

(0)
z

)2
+
(
σ(0)
r � σ(0)

z

)2
= 6k(0)2

, (15)

— выражение полных деформаций в пластической области

de(0)
r =

1

E

[
dσ(0)

r �
1

2

(
dσ

(0)
� + dσ(0)

z

)]
+ 2dλ(0)

[
2σ(0)

r � σ
(0)
� � σ

(0)
z

]
,

de
(0)
� =

1

E

[
dσ

(0)
� �

1

2

(
dσ(0)

r + dσ(0)
z

)]
+ 2dλ(0)

[
2σ

(0)
� � σ

(0)
r � σ(0)

z

]
,

0 =
1

E

[
dσ(0)

z �
1

2

(
dσ(0)

r + dσ
(0)
�

)]
+ 2dλ(0)

[
2σ(0)

z � σ(0)
r � σ

(0)
�

]
,

(16)

— граничные условия

σ(0)
r

∣∣∣∣
r=a

= �p,

σ(0)
r

∣∣∣∣
r=b

= 0,

(17)

— условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице [

σ(0)
r

]
=
[
σ

(0)
�

]
=
[
u(0)

]
= 0. (18)

Исходя их соотношений (12) – (18), в нулевом приближении имеем задачу о плос-
кой деформации упругопластического несжимаемого материала. Тогда решение этой
задачи представимо в виде [3]:
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σpr
(0) = �p+ 2k(0)ln

(r
a

)
, σp�

(0)
= �p+ 2k(0)

(
1 + ln

(r
a

))
,

σpz
(0) = �p+ k(0)

(
1 + 2ln

(r
a

))
,

up(0) = ue(0) =
3k(0)r

(0)
s

2

2Er
,

σer
(0) = k(0)r(0)

s

2
[

1

b2
� 1

r2

]
, σe�

(0) = k(0)r(0)
s

2
[

1

b2
+

1

r2

]
,

σez
(0) =

k(0)r
(0)
s

2

b2
,

r(0)
s

2
=

b2

k(0)

[
�p+ k(0)

(
1 + 2ln

(
r

(0)
s

a

))]
.

(19)

В первом приближении, согласно принятому методу решения, предполагая, что
T (1) = 0 получим следующую систему уравнений:

— уравнение равновесия

∂σ
(1)
r

∂r
=
σ

(1)
� � σ

(1)
r

r
, (20)

— соотношения Коши

e(1)
r =

∂u(1)

∂r
, e

(1)
� =

u(1)

r
, (21)

— выражения для деформаций в упругой области

eer
(1) =

1

E

[
σ(1)
r �

1

2

(
σ

(1)
� + σ(1)

z

)
� µ(1)

(
σ

(0)
� + σ(0)

z

)]
+ α(1)T (0),

ee�
(1) =

1

E

[
σ

(1)
� �

1

2

(
σ(1)
r + σ(1)

z

)
� µ(1)

(
σ(0)
r + σ(0)

z

)]
+ α(1)T (0),

eez
(1) =

1

E

[
σ(1)
z �

1

2

(
σ(1)
r + σ

(1)
�

)
� µ(1)

(
σ(0)
r + σ

(0)
�

)]
+ α(1)T (0),

(22)

— условие пластичности

2
(
σ

(0)
� � σ

(0)
r

)(
σ

(1)
� � σ

(1)
r

)
+ 2

(
σ

(0)
� � σ

(0)
z

)(
σ

(1)
� � σ

(1)
z

)
+

+2
(
σ(0)
r � σ(0)

z

)(
σ(1)
r � σ(1)

z

)
= �6

p
2k(0)α(1)

c σ
(0)
1 ,

(23)
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— выражение полных деформаций в пластической области

de(1)
r =

1

E

[
dσ(1)

r �
1

2

(
dσ

(1)
� + dσ(1)

z

)
� µ(1)

(
dσ

(0)
� + dσ(0)

z

)]
+ α(1)dT (0)+

+2dλ(0)
[
2σ(1)

r � σ
(1)
� � σ

(1)
z + 3

p
2k(0)α(1)

c

]
+ 2dλ(1)

[
2σ(0)

r � σ
(0)
� � σ

(0)
z

]
,

de
(1)
� =

1

E

[
dσ

(1)
� �

1

2

(
dσ(1)

r + dσ(1)
z

)
� µ(1)

(
dσ(0)

r + dσ(0)
z

)]
+ α(1)dT (0)+

+2dλ(0)
[
2σ

(1)
� � σ

(1)
r � σ(1)

z + 3
p

2k(0)α(1)
c

]
+ 2dλ(1)

[
2σ

(0)
� � σ

(0)
r � σ(0)

z

]
,

0 =
1

E

[
dσ(1)

z �
1

2

(
dσ(1)

r + dσ
(1)
�

)
� µ(1)

(
dσ(0)

r + dσ
(0)
�

)]
+ α(1)dT (0)+

+2dλ(0)
[
2σ(1)

z � σ(1)
r � σ

(1)
� + 3

p
2k(0)α(1)

c

]
+ 2dλ(1)

[
2σ(0)

z � σ(0)
r � σ

(0)
�

]
,

(24)

— граничные условия

σ(1)
r

∣∣∣∣
r=a

= σ(1)
r

∣∣∣∣
r=b

= 0, (25)

— условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице [

σ(1)
r +

dσ
(0)
r

dr
r(1)
s

]
=

[
σ

(1)
� +

dσ
(0)
�

dr
r(1)
s

]
=

[
u(1) +

u(0)

dr
r(1)
s

]
= 0. (26)

Определим соотношение для определения компоненты напряжений σ(1)
z . Для этого

преобразуем третье выражение уравнения (24).

dσ(1)
z �

1

2

(
dσ(1)

r + dσ
(1)
�

)
� µ(1)

(
dσ(0)

r + dσ
(0)
�

)
+ Eα(1)dT (0)+

+2Edλ(0)
[
2σ(1)

z � σ(1)
r � σ

(1)
� + 3

p
2k(0)α(1)

c

]
= 0.

(27)

Введем обозначение χ(1) = 2σ
(1)
z � σ

(1)
r � σ

(1)
� . С учетом введенного обозначения,

предыдущее выражение примет вид

dχ(1)

dλ(0)
+ 4Eχ(1) = 4µ(1)dσ

(0)
z

dλ(0)
� 2Eα(1)dT

(0)

dλ(0)
� 12
p

2Ek(0)α(1)
c . (28)

Решение дифференциального уравнения (28) можно представить в виде:

χ(1) = e�4E�(0)

�(0)∫
0

[
4µ(1)dσ

(0)
z

dλ(0)
� 2Eα(1)dT

(0)

dλ(0)
� 12

p
2Ek(0)α(1)

c

]
e4E�(0)

dλ(0) + χ(1)
e ,

(29)
где χ(1)

e = 4µ(1)σ
(0)
z � 2Eα(1)T (0).

Таким образом, компоненту напряжений σ
(1)
z можно определить согласно введен-

ному обозначению и уравнению (29).

σ(1)
z =

1

2

(
σ(1)
r + σ

(1)
� + χ(1)

)
. (30)

Для определения компонент деформаций e(1)
r , e

(1)
� в упругой области, просуммиру-

ем первые два уравнения соотношения (22), при учете уже полученного решения в
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нулевом приближении.

e(1)
r + e

(1)
� =

6µ(1)

E
σ(0)
z + 3α(1)T (0),

e(1)
r � e

(1)
� =

1

2E

[
3
(
σ(1)
r � σ

(1)
�

)
+ 2µ(1)

(
σ(0)
r � σ

(0)
�

)]
.

(31)

Для определения компонент напряжений σ(1)
r , σ

(1)
� преобразуем условие пластично-

сти (23), с учетом введенного обозначения, а также полученного нулевого решения.
Таким образом, получим следующее выражение:

σ
(1)
� � σ

(1)
r = �2

p
2k(0)α

(1)
c σ

(0)
1

σ
(0)
� � σ

(0)
r

. (32)

Разрешая уравнения (31), (32), учитывая соотношения (19), получим выражения,
определяющие компоненты напряжений в первом приближении.

σpr
(1) = �3

p
2αc

(1)
[
�p+ k(0)

(
1 + ln

(r
a

))]
ln
(r
a

)
,

σp�
(1)

= �3
p

2αc
(1)
[
�p+ k(0)

(
1 + 2ln

(r
a

))]
�

�3
p

2αc
(1)
[
�p+ k(0)

(
1 + ln

(r
a

))]
ln
(r
a

)
,

σer
(1) = α(1)EQ

ln(r
b

)
� r

(0)
s

2

r2

r2 � b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

b

)�
�3
p

2αc
(1)

[
�p+ k(0)

(
1 + ln

(
r

(0)
s

a

))]
r

(0)
s

2

r2

r2 � b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

a

)
,

σe�
(1) = α(1)EQ

1 + ln
(r
b

)
� r

(0)
s

2

r2

r2 + b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

b

)�
�3
p

2αc
(1)

[
�p+ k(0)

(
1 + ln

(
r

(0)
s

a

))]
r

(0)
s

2

r2

r2 + b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

a

)
,

(33)

Выражение радиуса упругопластической границы получим из условия сопряже-
ния (26) компонент напряжений σ

(1)
� в упругой и пластической областях на упруго-

пластической границе.

r(1)
s =

{
α(1)EQ

1 + ln

(
r

(0)
s

b

)
� r

(0)
s

2
+ b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

b

)�
�6
p

2αc
(1)

[
�p+ k(0)

(
1 + ln

(
r

(0)
s

a

))]
b2

r
(0)
s

2
� b2

ln

(
r

(0)
s

a

)
+

+3
p

2αc
(1)

[
�p+ k(0)

(
1 + 2ln

(
r

(0)
s

a

))]}
r

(0)
s

4k(0)
.

(34)
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Согласно принятому методу решения, можем представить выражения компонент
напряжений и уравнение радиуса упругопластической границы для поставленной за-
дачи. Тогда, используя (11), (19), (33), (34) имеем

σpr = �p+ 2k(0)ln
(r
a

)
� 3
p

2δαc
(1)

[
� p+ k(0)

(
1 + ln

(r
a

))]
ln
(r
a

)
,

σp� = �p+ 2k(0)
(

1 + ln
(r
a

))
�

�3
p

2δαc
(1)

(
� p+ k(0)

(
1 + 2ln

(r
a

))
+
[
p� k(0)

(
1 + ln

(r
a

))]
ln
(r
a

))
,

σer = k(0)r(0)
s

2
[

1

b2
� 1
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где r(0)
s опрределяется из уравнения
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Заключение
Таким образом, согласно принятому методу малого параметра, было получено на-

пряженное состояние и радиус упругопластической границы для поставленной задачи.
Кроме того, если положить в приведенных выше соотношениях коэффициент темпе-
ратурного расширения и скорость дилатансии равным нулю, то получим выражения,
представленные в работе [2]. Приравняв нулю только скорость дилатансии, можно
прийти к результатам, полученным в работах [6, 7, 9, 10].
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Введение. Идея получения непрерывно-деформируемого металлоизделия из раз-
ливаемого жидкого металла была запатентована в 1995 г. [1]. Опытная установка была
построена в Институте машиноведения и металлургии ДВО РАН. Проведены мно-
гочисленные экспериментальные и теоретические исследования данного процесса, на
основании которых осуществлялась модернизация построенного устройства. В данной
работе дано теоретическое обоснование новой конструкции литейно-ковочного модуля
(ЛКМ) [2]. В отличие от прежней конструкции [1], в новой [2] деформация металла
осуществляется не двумя наклонными бойками (рис. 1, а), а одним (рис. 1, б). Работа
устройства [2] (рис.1, б) происходит следующим образом. Из разливочного ковша 1
с погружным стаканом 2 жидкий металл поступает в вертикальный кристаллизатор,
включающий боковой боек 4 с наклонным и вертикальным участками, вертикальную
боковую плиту 5, и пару рабочих стенок 6. Боковой боек 4 и рабочие стенки 6 при-
водятся в движение от приводных валов 3 с соответствующими эксцентриками e1, e2,
при этом стенки 6 приводятся в движение только от нижнего вала 3 с эксцентриком
e2.

Рис. 1. Схема конструкций литейно-ковочного модуля

Эксцентрик привода боковых стенок 6 повернут относительно привода эксцентри-
ка бойка 4 на 90�. Тогда при сближении бойка 4 с плитой 5 рабочие стенки 6 будут
подниматься вверх, а при раздвижении бойка 4 с плитой 5 – опускаться вниз, осу-
ществляя тем самым подачу затвердевшего металла к выходу из установки. Попадая
в кристаллизатор, жидкий металл охлаждается, при этом в объеме кристаллизатора
наблюдается три зоны: зона жидкого металла; зона жидкого металла с закристалли-
зовавшейся корочкой; зона твердого метала.

Кинематика деформирования металла в представленных конструкционных схемах
значительно отличается. В первой схеме (рис. 1, а) закристаллизовавшийся металл
подхватывается и симметрично обжимается с двух сторон боковыми бойками, движу-
щимися по круговым траекториям навстречу друг другу. Во второй схеме (рис. 1, б)
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правый боек деформирует закристаллизовавшийся металл, двигаясь по круговой тра-
ектории. При этом металл, деформируясь правым бойком, скользит по вертикальной
плите. Скольжению препятствуют силы трения, создающие подпор движению, а зна-
чит, увеличивающие сдвиговые деформации. Это положительно влияет на структуру
получаемой заготовки и способствует более интенсивному залечиванию имеющихся в
литом металле пустот, раковин, трещин.
Математическая постановка задачи. Будем полагать деформируемый матери-

ал несжимаемым и изотропно упрочняющимся, массовыми и инерционными силами
будем пренебрегать. Кроме того, будем пренебрегать теплотой, выделяющейся от де-
формации металла. Тогда решение задачи можно разбить на два этапа. На первом
этапе решаются уравнения теплопроводности на временном шаге с учетом начальных
и граничных условий. На втором этапе производится решение системы уравнений,
описывающих напряженно-деформированного состояния в рассматриваемой области
на временном шаге с учетом начальных и граничных условий, а также найденного
температурного поля.

Расчетная схема деформации с учетом плоскости симметрии x3 = 0 представле-
на на рис. 2. Цифрами обозначены: 1 – жидкий металл, 2 – твердый металл. Весь
цикл поворота эксцентрикового вала разбивался на m шагов. Исследовался процесс
деформации для угла поворота 180�. Величина одного шага pm = 180�/m.

Рис. 2. Расчетная схема процесса деформирования с учетом симметрии в плоскости x3 = 0
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Этап 1. Уравнение теплопроводности в эйлеровой системе координат имеет вид

cρ
∂θ

∂τ
= div (λ grad θ) . (1)

Здесь λ = λ(θ) — коэффициент теплопроводности, θ – температура, c – удельная
теплоемкость; ρ – плотность. Начальные условия записывали следующим образом:

при τ = 0 : α0 = 0�, θ = θ0, (2)

где α0 – угол поворота эксцентрикового вала при полном раскрытии бойков , θ0 – на-
чальная температура в исследуемой области. Граничные условия записывали из пред-
положения, что границы исследуемой области описываются системой ортогональных
поверхностей (рис. 2):

θjSi = �θi (i = 1, . . . , 7) , qjS8
= 0. (3)

qjS8
– тепловой поток через поверхность симметрии S8, �θi – заданное поле температур

на поверхностях Si.
Зоны твёрдого и жидкого металла определяются по температуре:

при θ > θкр — жидкий металл, при θ � θкр — твердый металл, (4)

где θкр – температура кристаллизации металла.
Решение уравнения (1) с учетом начальных и граничных условий (2), (3), а также

(4) осуществлялось численным методом и подробно описано в работе [3], в которой
приводятся также результаты численных расчетов по временным шагам.

Использовались следующие исходные данные (рис. 2): h0 = 32 мм, h1 = 8 мм,
l1 = 45 мм, l2 = 60 мм, 2b = 64 мм, γ = 8�, R1 = 50 мм, e1 = 3 мм, e2 = 10 мм,
n = 100 об/мин – частота оборотов приводных валов, pm = 30�.

Физические характеристики разливаемого металла (АД0): θкр = 680�C, λ = 0, 49�
0, 00046 � θ + 0, 00026 � θ2 Вт/м, c = 1000 Дж/(кг ��C) , ρ = 2, 7 � 10�6 кг/мм3.

Для решения температурной задачи использовался программный комплекс «Одис-
сей» [4].

Этап 2. В соответствии с обозначенными выше допущениями, используя теорию
течения, запишем в эйлеровой системе координат уравнения модели вязкопластиче-
ского твердого тела:

σij;j = 0; (5)

σij � σδij = 2λ�ξij , σ =
1

3
σii, δij =

{
1 при i = j,
0 при i 6= j;

(6)

ξij =
1

2
(vi;j + vj;i), λ

� =
T

H
, T = T (H, �ε, θ), H = (2ξijξij)

1=2, ξii = 0. (7)

Индексы i и j принимают значения 1, 2, 3. По повторяющимся индексам производится
суммирование. Здесь σij – компоненты тензора напряжений; ξij – компоненты тензора
скоростей пластических деформаций; vi – проекции скоростей перемещений на коор-
динатные оси xi. Интенсивность касательных напряжений T = T (H, �ε, θ) определя-
лась по аппроксимации экспериментальных данных для материала металлоизделия.

В области, где металл находится в жидком состоянии, выполняются уравнения (5)
и (7), а вместо уравнений (6) используются соотношения

σij � σδij = 2µξij , σ =
1

3
σii, δij =

{
1 при i = j,
0 при i 6= j.

(8)
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Здесь µ – коэффициент вязкости.
Начальные и граничные условия. Начальные условия записывали следующим

образом:

при τ = 0 : α0 = 0�, �ε0 = 0, (9)

где α0 – начальный угол поворота эксцентрикового вала, �ε0 – начальная деформация
металла.

Граничные условия записывали из предположения, что границы исследуемой об-
ласти описывается системой ортогональных поверхностей (рис. 2):

σ11jSi = σ12jSi = σ13jSi = 0 (i = 2, 7); σ22jS2
= σ23jS2

= 0;

σ23jSi = 0 (i = 1, 4, 5, 6); σ21jSi = �ψiτs
(vск)i
v

cos(n, x2) (i = 1, 4, 5, 6);

σ31jS8
= σ32jS8

= 0; σ31jS9
= �ψ9τs

(vск)9

v
;

v2jS1
= 0; v2jSi = �(vn)i (i = 4, 5, 6); v3jSi = 0 (i = 8, 9).

(10)

В соотношениях (10) τs – предел текучести материала при сдвиге; v – нормирующая
скорость; (vск)i = (vм�vи)i – скорость скольжения металла относительно инструмента
деформации на i-й поверхности контакта; vм – скорость движения металла, vи – ско-
рость движения инструмента; (vn)i – скорость перемещения инструмента по нормали
на i-й поверхности контакта; ψi – коэффициенты трения на поверхностях Si.

Решение уравнений (5)–(8) при наличии начальных и граничных условий (9), (10)
осуществляется численным методом [5], согласно которому рассматриваемая область
разбивается семействами ортогональных поверхностей на элементы конечных раз-
меров, по каждому элементу записываются в разностной форме уравнения (5)–(8),
которые решаются по алгоритму, разработанному в работах [5, 6]. Результатом ре-
шения являются поля скоростей перемещений, напряжений, деформаций на каждом
временном шаге.

Для произвольного элемента ортогональной формы (рис. 3, а) уравнения (5) в раз-
ностном представлении будут иметь вид:

Sik�Sij(σii � σjj) + Sij�Sik(σii � σkk) +
1

2
�σiiSijSik +

1

2
�σikSkiSkj+

+
1

2
�σijSjiSjk + (Sji�Sjk + 2Sjk�Sji)σij + (Sik�Skj + 2Skj�Ski)σik = 0

(i, j, k = 1, 2, 3; i 6= j 6= k).

(11)

Здесь

σij = 0, 5(σ1
ij + σ2

ij),�σij = σ2
ij � σ1

ij , Sij = S1
ij + S2

ij ,�Sij = S2
ij � S1

ij .

Для ξii (3, а)

ξii =
2�vi
Sji

+
2vj
Sji
� �Sji
Sij

+
2vk
Sik
� �Ski
Sik

, vi = v1
i + v2

i ,�vi = v2
i � v1

i

(i, j, k = 1, 2, 3; i 6= k).

(12)
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Для ξij , i 6= j (3, б) для узла (0)

ξ0
ij =

2��vj
Si
� 1

2
�vj
S+
j � S

�
j

SiSj
+

2��vi
Sj
� 1

2
�vi
S+
i � S

�
i

SiSj
. (13)

В частности, на поверхности (α1, α2)

ξ0
12 =

2��v2

S1
� 1

2
�v2
S+

2 � S
�
2

S1S2
+

2��v1

S2
� 1

2
�v1
S+

1 � S
�
1

S1S2
, (14)

где
Si = S1

i + S2
i , S

+
i = S1+

i + S2+
i , S�i = S1�

i + S2�
i ,��vi = �v2

i � �v1
i .

Рис. 3. Схема ортогонального расчетного элемента

Методика решения уравнений (10) в разностном представлении (11)–(14) подробно
изложена в работах [5, 6], там же приведены расчетные схемы и алгоритмы решения
при соответствующих граничных условиях. В рассматриваемой задаче решение осу-
ществлялось по указанной методике с учетом начальных и граничных условий (9),
(10).

Как отмечено выше, теоретические исследования в работе [3] проводилось для спла-
ва алюминия АД0. По результатам опытов при одноосном сжатии образцов [7] была
получена аппроксимирующая формула

σs = a0E
a1ξa2θa3 , (15)

где σs – сопротивление деформации; E – степень деформации; ξ – скорость дефор-
мации; θ – температура деформации; a0, a1, a2, a3 – параметры. С использованием
формул [8]

T = σs/
p

3,� = E �
p

3, H = ξ �
p

3, (16)
можно переписать (15) в инвариантной форме

T = a0�a1Ha2θa3 , (17)

где T – интенсивность касательных напряжений (кг/мм2), � – интенсивность дефор-
маций сдвига,H – интенсивность скоростей деформаций сдвига. Методом наименьших
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квадратов были получены коэффициенты:

a0 = 11, 01; a1 = 0, 04; a2 = 0, 23; a3 = –0, 1 при θ � 240�C;
a0 = 278007; a1 = 0, 14; a2 = 0, 14; a3 = –1, 97 при θ > 240�C.

Результаты решения задачи. Некоторые результаты решения при α = 90� (шаг
3) приведены на рис. 4, 5. Для более полной картины на рис. 4, а показано поле тем-
ператур из работы [3]. Также изображены эпюры скорости v1 (рис. 4, б); напряжений
σ11, σ22 (рис. 4, в) σ33 (рис. 4, г), σ21 (рис. 4, д); степени деформации E% (рис. 4, е).
По рис. 4, б видно, что закристаллизовывавшийся металл в основном выжимается
бойком в обратном по отношению выхода направлении, лишь вблизи калибрующего
участка и на самом участке металл течет в сторону выхода. Рис. 4, в, г показыва-
ют, что внутри очага деформации реализуется всестороннее сжатие деформируемого
металла, что способствует активному залечиванию имеющихся раковин или пустот.
Наблюдается значительные сдвиговые напряжения по всему объему деформируемой
области (рис. 4, д) и деформации E%, достигающие 23% на выходе из устройства
(рис. 4, е).

Рис. 4. Распределения полей температуры (а), скоростей (б), напряжений (в, г, д) и дефор-
маций (е) при угле поворота приводного вала α = 90�

На рис. 5 приведены колебания �σ/�x1 (рис. 5, а) и �σ/�x2 (рис. 5, б) по сече-
ниям: I–I – сечение в плоскости x1x3 вблизи неподвижной стенки; II–II – сечение в
плоскости x1x3 по середине области деформирования; сечение III–III – у поверхности
подвижного бойка. Результаты приведены для угла поворота α = 120�.
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Рис. 5. Колебания градиентов �σ/�x1 (а) и �σ/�x2 (б) в характерных сечениях

Как следует из рис. 4, в, г, по всему объему рассматриваемой области идет син-
хронное увеличение (по модулю) сжимающих напряжений вплоть до участка перехода
наклонной зоны на подвижном бойке в калибрующую зону.

Наглядно это видно по градиенту �σ/�x1 (рис. 5, а). Колебание напряжения σ в
направлении x2 по сечению x2 = const показано на рис. 5, б. Это колебание очень
незначительно, что соответствует результату о равенстве напряжения σ. Небольшим
исключением является калибрующая зона в средней части (сечение II–II). Градиент
�σ/�x2 практически равен нулю по всей области кроме отдельных точек, где его зна-
чения не превышает 0,1 кг/мм2, то есть значение σ по сечениям x1 = const отличается
незначительно.
Выводы
1. Разработана математическая модель сложного технологического процесса полу-

чения непрерывных металлоизделий на литейно-ковочном модуле новой модифика-
ции.

2. Осуществлено теоретическое моделирование получения непрерывной полосы из
алюминиевого сплава АД0.

3. Дан краткий анализ полученных результатов, показывающий эффективность
нового предложенного технологического процесса.
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Abstract. The problem of determining the temperature fields and parameters of the stress-strain
state in metal during processing in a casting and forging module is considered. The principle of
operation of this device combines the crystallization of the metal melt and subsequent deformation
into a given profile by ensuring the mobility of the walls of the mold. A mathematical model
of material deformation is constructed taking into account friction and heat dissipation on the
contact surfaces with the tooling. The material is supposed to be thermo-visco-plastic, with
temperature-dependent properties. A difference numerical method for solving the problem is
described. In computational experiments, fields of temperature, displacement velocities, stresses
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Аннотация. На основе модели упрочняющегося упруговязкопластического тела и вязко-
упругого тела исследовано напряженно-деформированное состояние кусочно-неоднородного
сферического тела под действием нагрузок, постоянной внешней, и зависящей от времени
внутренней. Получены решения для полей напряжений и перемещений.
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Известно [1–3], что сферические оболочки с кусочно-неоднородными свойствами
широко используется в хозяйственной деятельности, в частности для хранения раз-
личного сырья (газ, нефть и т.д.), что и определяет актуальность данного исследова-
ния.

В работе [3] исследовано динамическое деформирование кусочно-неоднородного
сферического тела, заполнитель которого упругопластический модели Ивлева-
Ишлинского [4], [5].

В настоящей работе рассматривается динамическое деформирование сферической
вязкоупругой оболочки с упруговязкопластическим заполнителем толщины h, модели
тела Sp [6]. По контуру полости радиуса a, равномерно распределена нагрузка P , а
по внешнему контуру радиуса b, нагрузка p, выражения для которых имеют вид:

P = P0e
ât, p = p0 t� � t < t0, (1)

â – известная константа.
Напряженно-деформированное состояние такого тела будем определять соотноше-

ниями геометрически линейной теории. Приведем основные соотношения этой теории.
Уравнения равновесия имеют вид:
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riσij = 0, (2)
где символ ri обозначает квадратичную производную по i�ой компоненте.

Граничные условия таковы:

njσ
j
� = P�, (3)

где nj – орты нормали к поверхности тела, P� – составляющие вектора поверхностных
сил.

Геометрические соотношения представлены формулами Коши:

2εij = rjwi +riwj . (4)
Если в теле наряду с упругой зоной (V e) существует и пластическая зона (V p),

то на границе раздела этих областей γ должны выполняться условия непрерывности
перемещений:

[wj ]
∣∣∣



= 0, (5)

и поверхностных сил

[njσ
j
�]
∣∣∣



= 0. (6)

Присоединяя к уравнениям линейной теории (1)-(6) уравнение состояния для зоны
упругого, пластического и вязкоупругого деформирования среды, получим замкну-
тую математическую задачу.

Связь между напряжениями и деформациями в упругой зоне будем определять
несжимаемым телом Гука

Sij = 2µεij , εkk = 0. (7)
Пластическая область включения подчиняется соотношениям для упруговязкопла-

стического тела [6] с функцией нагружения:

(Sji � c
p

εji � η
p

_εji )(S
i
j � c

p

εij � η
p

_εij) = k2, (8)
и ассоциированным законом течения:

p

_εji = ψ(Sji � c
p

εji � η
p

_εji ), Sji = σji � �p0δ
j
i . (9)

Здесь η - коэффициент вязкости, c- коэффициент упрочнения, k- предел текучести
материала, ψ- -положительный скалярный множитель.

Полная деформация в пластической зоне слагается из упругой
e

εij и пластической
p

εji составляющей:

εij =
e
εij +

p
εij , (10)

причем, упругие деформации e
εij связаны с напряжениями законом Гука. Объемная

деформация удовлетворяет условию несжимаемости:
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εnn = 0. (11)
Вязкоупругая область представлена несжимаемой моделью тела Кельвина-Фоихта.

Sji = 2µ1ε
i
j + 2η1 _εij , εkk = 0. (12)

На границе контакта b � h заполнитель-оболочка трением пренебрегаем, полагая,
что на границе оболочка и заполнитель деформируются совместно, без проскальзы-
вания и отставания, тогда выполняются условия сплошности (5), (6).

В предположении, что в момент начала пластического течения t = t� зарождение
пластической области начинается от границ внутренней полости сферического тела
(шара), начальные условия задаются в форме:

γjt=t� = a,
p
εij

∣∣∣
t=t�

= 0,
e
_εij

∣∣∣∣
t=t�

= 0. (13)

2. Напряженно-деформированное состояние заполнителя в упругой области в осе-
симметричном случае (ε� = ε’) в сферической системе координат (r, θ, ϕ) определя-
ется уравнением равновесия (2):

dσr
dr

+ 2
σr � σ�

r
= 0, (14)

законом Гука (7), условием несжимаемости и соотношениями Коши (4). Решая эту
систему уравнений, находим:

w =
A1

r2
, σr = �4µ1

A1

r3
+A2, σ� = 2µ1

A1

r3
+A2. (15)

Из условия отсутствия объемного расширения в пластической области включения
и соотношения Коши, получаем:

εr + 2ε� =
dw

dr
+ 2

w

r
= 0, (16)

откуда:

ε� =
εr
2
, w =

B1

r2
(17)

Из ассоциированного закона пластического течения (9) имеем:

epr = ψ(Sr � cεpr � ηepr), e
p
� = ψ(S� � cεp� � ηe

p
�), ep’ = ψ(S’ � cεp’ � ηep’) (18)

Так как εp� = εp’, то из этих равенств следует, что:

S� = S’ = �Sr
2

Функция нагружения (8) принимает вид:

(Sr � cεpr � ηepr)2 =
�
k2,

�
k2 =

2

3
k2. (19)

Из соотношений (4), (7), (10) и (17):
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εer = εr � εpr , εr =
dw

wr
, ε� =

w

r
, Sr = 2µ(εr � εpr),

получаем:

Sr = �2µ

(
2B1

r3
+ εpr

)
(20)

Подставляя (20) в уравнение (19) получаем дифференциальное уравнение относи-
тельно εpr :

dεpr
dt

+
2µ+ c

η
εpr = �

�
k

η
� 4µ

ηr3
B1. (21)

Решение этого уравнения имеет вид:

εpr = �(
�
kr3 + 4µB1)

(2µ+ c)r3
+B3e

� (2µ+c)
η

t
. (22)

Из условия (13) εpr = 0 при t = t� определяем постоянную интегрирования B3.

B3 =

�
kr3 + 4µB1

(2µ+ c)r3
e

(2µ+c)
η

t� . (23)

С учетом этого (22) примет вид:

εpr = �(
�
k +

4µB1

r3
)E, (24)

где

E =

(
1� e

(2µ+c)
η

t�e
� (2µ+c)

η
t
)(

1

2µ+ c

)
.

Вычисляя

σr � σ� = Sr � S� = �3µ(2ε� + εpr) = �3µ(
2B1

r3
+ εpr), (25)

из уравнения (14) находим поле напряжения в пластической области включения

σr = �2µ

[
3
�
kE ln r + 2B1(1� 2µE)

1

r3

]
+B2, (26)

σ� = �3µ
�
kE(1 + 2 ln r) + 2µB1(1� 2µE)

1

r3
+B2.

Из системы уравнений (2), (4) и (12) для вязкоупругой оболочки напряженно-
деформированное состояние находим в виде:

σr = �
4
(
µ2С1 + η2

_С1

)
r3

+ C2, σ� =
2
(
µ2С1 + η2

_С1

)
r3

+ C2, (27)

w =
С1

r2
, εr = �2С1

r3
, ε� = ε’ =

С1

r3
, _С1 =

dС1

dt
Для определения неизвестных интегрирования A1, A2, B1, B2, C1, C2 и радиуса γ по-

верхности раздела областей упругого и пластического деформирования заполнителя
имеем, согласно (2), (4), (5), (13):
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- граничные условия
σpr = �P0e

ât при r = a, (28)

σbr = �p0 при r = b

- условия сопряжения

we=wp σer=σ
p
r σe�=σ

p
� при r=γ (29)

- условия контакта (жесткое сцепление) оболочка – включение

w=we σbr=σ
e
r при r=a+h (30)

- начальные условия

γ = a εbr = 0 при t=t� (31)
Откуда находим:

A1 = B1 = C1 = e
�
(
�11t�α12

µ0
e�µ0t

)
� (32)

�
[
α21

α11
e�11t � α22

α11 � µ0
e(�11��0)t � P0

4η0(α11 + â)
e(�11+â)t + E�(t) + C�1

]
,

C�1 = � C1jt=t� , E�(t) =

∫
e
�α12
µ0

e�µ0t
(
α21 � α22e

��0t � P0e
ât

4η2

)
C2 = �p0 +

C0

b3
A2 = � C0

(a+ h)3 �
4µ1

(a+ h)3A1 + C2 (33)

B2 = 2µ

[
3
�
kEln (a) + 2C1 (1� 2µE)

1

a3

]
� P0e

ât

C0 = 4
(
µ2C1 + η2

_C1

)
_С1 =

dС1

dt

E = E1 � E2e
��0t =

1

2µ+ c
� 1

2µ+ c
e�0t�e��0t, µ0 =

2µ+ c

η

α11 =
1

η2

{
µ2 +

[
µ1

(
1

γ3
� 1

(a+ h)3

)
+ µ

(
1

γ3
� 1

a3

)]}
� 1

η2
2µ2

(
1

γ3
� 1

a3

)
E1

α12 =
1

η2
2µ2

(
1

γ3
� 1

a3

)
E2e

��0t

α21 =
1

2η2

{
p0

2
+ 3µ

�
kE1 (ln (a)� ln (γ))

}
α22 =

3µ
�
k

2η2

{
E2e

��0t (ln (a)� ln (γ))
}

(34)

При этом уравнение для определения радиуса упругопластической границы γ имеет
вид:

4η2

(
1

b3
� 1

(a+ h)3

)
_C1 + f4µ2

(
1

b3
� 1

(a+ h)3

)
� 4µ1

(a+ h)3 � 4µ (1� 2µE)
1

a3
� (35)

� 2

γ3
[µ1 � µ (1� 2µE)]C1 + 3µ

�
kE (1 + 2 ln (γ))� 6µ

�
kEln (a)� p0 + P0e

ât = 0.
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Удовлетворяя начальному условию (γ = a при t = t�) получаем уравнение для
определения начала зарождения пластической области на внутреннем контуре сфе-
рического тела:

p0 + P0e
ât = 4η2

(
1

b3
� 1

(a+ h)3

)
d
�
C1

dt
, (36)

при этом в
�
C1 согласно (34):

�
α11 =

1

η2

[
µ2 + µ

(
1

a3
� 1

(a+ h)3

)]
,

�
α12 = 0, (37)

�
α21 =

p0

4η2
,

�
α22 = 0.

.
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тензоров в пространствах Евклида. Выясняются общие условия ковариантного постоянства
псевдотензоров. Рассматриваются примеры ковариантно постоянных тензоров и псевдотензо-
ров из многомерной геометрии. Речь, в частности, идет о фундаментальном ориентирующем
псевдоскаляре, целые степени которого удовлетворяет условию ковариантного постоянства.
Обсуждаются свойства и способы координатного представления тензоров ковариантно посто-
янных тензоров ипсевдотензоров четвертого ранга. На основе неконвенционального опреде-
ления полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координатное представление в
терминах дельт Кронекера и метрических тензоров. Устанавливаются условия ковариантного
постоянства полуизотропных тензоров четвертого ранга.
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Вводные замечания. Вариационные и дифференциальные уравнения, описыва-
ющие деформирование твердых тел, сопровождающееся микроповоротами, в общем
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случае требуют привлечения методов современной геометрии и формализма псевдо-
тензорной алгебры [1–6]. Ковариантно постоянные тензорные и псевдотензорные поля
играют важную роль, как при выводе определяющих уравнений, так и при преобразо-
вании дифференциальных уравнений механики сплошных сред. В настоящей статье
обсуждаются понятия и минимально необходимые сведения из алгебры псевдотен-
зоров. Подробное и полное изложение псевдотензорного формализма можно найти в
книгах по тензорному анализу и механике сплошных сред [2–4,7–10]. Псевдотензорный
формализм неизбежен при разработке моделей линейных гемитропных микрополяр-
ных упругих сред (см. [11–14]).

В данной работе вводится и обсуждается понятие ковариантного постоянства абсо-
лютных тензорных и псевдотензорных полей. Приведены примеры фундаментальных
объектов псевдотензорного анализа, обладающих свойствами ковариантного постоян-
ства. Рассмотрен алгоритм получения ковариантно постоянных тензоров и псевдотен-
зоров, предложенный в монографии [2].

При ковариантном дифференцировании тензорного произведения или свертки тен-
зора с ковариантно постоянным тензором последний может быть вынесен из под знака
ковариантного дифференцирования. В работе приводятся и обсуждаются различные
реализации ковариантной производной псевдотензоров, широко используемых в ме-
ханике микрополярных упругих тел [11–13].

В настоящей работе показано, что относительные и абсолютные тензоры с постоян-
ными компонентами являются ковариантно постоянными. Ряд ковариантно постоян-
ных тензоров (например, фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр и его це-
лые степени, обобщенные дельты Кронекера, символы перестановок (альтернирующие
символы, символы Леви-Чивита, дискриминантные не символы), сведены в таблицу.
Обсуждается общий алгоритм получения тензоров и псевдотензоров с постоянными
компонентами, которые одновременно являются ковариантно постоянными, следуя
монографии Б. Г. Гуревича [2].

После вводных замечаний, в разделе 2, приводятся и обсуждаются определения
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, обобщенных дельт Кронекера,
символов перестановок дляN -мерного евклидова пространства. Рассмотрены три раз-
личные эквивалентные реализации ковариантного дифференцирования псевдотензор-
ного поля произвольного ранга и целого веса. Приведен ряд частных случаев, широко
используемых в современной механике сплошных сред.

Затем, в разделе 3, следуя рассуждениям монографии проф. Б. Г. Гуревича [2] об-
суждается общий алгоритм получения тензоров и псевдотензоров с постоянными ком-
понентами. Предложены определения и примеры тензоров и псевдотензоров с посто-
янными компонентами. Показано, что относительные и абсолютные тензоры с посто-
янными компонентами являются ковариантно постоянными.

В разделе 4 устанавливаетя взаимосвязь произвольного полуизотропного тензора
четвертого ранга и тензора с постоянными компонентами. Координатные представ-
ления для определяющих тензоров и псевдотензоров, использующихся при матема-
тическом моделировании линейных гемитропных микрополярных континуумов, да-
ны в терминах метрического тензора. Обсуждается оптимальная неконвенциональ-
ная терминология, связанная с понятиями полностью изотропных, конвенционально
изотропных, неконвенционально изотропных, полуизотропных (демитропных, гемит-
ропных) тензоров и псевдотензоров четвертого ранга. На основе неконвенционального
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определения для полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координатное
представление в терминах дельт Кронекера и метрических тензоров.

В целом настоящую работу следует рассматривать как современную основу для
важных в нелинейной механике сплошных сред задач ковариантного дифференциро-
вания тензорных и псевдотензорных полей, а также построения координатных пред-
ставлений ковариантно постоянных тензорных и псевдотензорных полей. В следу-
ющей статье будут детально рассмотрены проблемы применения развиваемой тео-
рии при построении математических моделей линейных гемитропных микрополярных
упругих сред.
Необходимые понятия и уравнения из алгебры и анализа псевдотензоров

в евклидовых пространствах заданной размерности. Рассмотрим N -мерное ев-
клидово пространство, параметризованное координатами xk. Фундаментальный ори-
ентирующий псевдоскаляр e [11–14] и его целые степени играют важную роль в гео-
метрии многомерных пространств. В N -мерном пространстве он определяется как
косое произведение [1, p. 63–65] ковариантных базисных абсолютных векторов

e = d{
1
, {

2
, . . . , {

N
c. (1)

Псевдотензоры произвольного ранга и целого веса g могут быть преобразованы в
абсолютные тензоры с помощью фундаментального ориентирующего псевдоскаляра
(1) (см. [11–14]), т.е.

T h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

= e�g
[g]

T h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

. (2)

Легко показать, что в евклидовом пространстве справедливо следующее соотноше-
ние

e2 = g >
[2]

0 , (3)

где g — детерминант метрического тензора gij : g = det(gij). Условие g = 1 (jej = 1)
является фундаментальным для развития общей теории относительности [15] и, на-
пример, математической теории пластичности [16]. Важно отметить, что в этом случае
абсолютные тензоры совпадают с псевдотензорами с точностью до знака, учитывая
уравнение (2) получим

T h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

= (sgn e)�g
[g]

T h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

. (4)

Откуда следует, что псевдотензоры меняют свой знак на противоположный при из-
менении ориентации координатного репера если их вес нечетный.

В трехмерном пространстве (N = 3) уравнение (1) преобретает вид

e = d{
1
, {

2
, {

3
c = {

1
� ({

2
� {

3
). (5)

Перейдем к обсуждению других фундаментальных объектов N -мерной геометрии,
которыми являются абсолютные тензоры δj1j2:::jMi1i2:::iM

, обычно называемые обобщенными
кронекеровскими дельтами. Объекты δj1j2:::jMi1i2:::iM

определяются для каждого целогоM �
N согласно [3, C. 242, § 7.105].
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С помощью обобщенных дельт Кронекера δj1j2:::jMi1i2:::iM
символы перестановки, являю-

щиеся псевдотензорами, могут быть немедленно определены как:
[�1]
ε i1i2:::iN = δ12:::N

i1i2:::iN
, (6)

[+1]
ε i1i2:::iN = δi1i2:::iN12:::N . (7)

Например, абсолютные знакопеременные тензоры могут быть получены из симво-
лов перестановки, умноженных на соответствующую степень (+1 или �1) фундамен-
тального ориентирующего псевдоскаляра

ei1i2:::iN = e
[�1]
ε i1i2:::iN ,

ei1i2:::iN = e�1 [+1]
ε i1i2:::iN .

(8)

Индекс веса g в верхней позиции будет опущен для фундаментальных символов,
таких как фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, символы перестановки,
и он также применим к абсолютным тензорам с нулевым весом.

Ковариантная производная псевдотензора
[g]

T pqr:::s���:::�ij:::l заданной валентности и веса
определяется согласно работам O. Веблена [17,18], в соответствии с аналогичной опе-
рацией для абсолютных тензоров, в виде:

rp
[g]

T lm:::n��:::�ij:::k = ∂p
[g]

T lm:::n��:::�ij:::k +
[g]

T sm:::n��:::�ij:::k�
l
sp +

[g]

T ls:::n��:::�ij:::k�
m
sp+

+ � � �+
[g]

T lm:::s��:::�ij:::k�
n
sp � �sip

[g]

T lm:::n��:::�sj:::k � �sjp
[g]

T lm:::n��:::�is:::k�

� � � � � �skp
[g]

T lm:::n��:::�ij:::s � g
[g]

T lm:::n��:::�ij:::k�
s
sp, (9)

где

∂p =
∂

∂xp
.

Градиент псевдотензора произвольной валентности и веса g можно вычислить со-
гласно1:

∇

[g]

T = eg k{ 
 ∂k(eg
[g]

T). (10)

Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольной валентности и целого веса g с помощью соотношения:

rp
[g]

T
(n)

h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

= egrp
(
e�g

[g]

T
(n)

h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

)
. (11)

В сокращенной записи имеем:

∇

[g]

T
(n)

= egp{
 ∂p(e�g
[g]

T
(n)

) . (12)

1Набла Гамильтона обычно определяется, как обычно, согласно: ∇ =
s
ı @s.
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Легко проверить, что

∇

[g]

T
(n)

=
p
{
 (∂p � λp)

[g]

T
(n)
, (13)

где

λp = g
∂pe

e
.

Кроме того, существует третий способ реализовать ковариантное дифференциро-
вание псевдотензора с целым положительным весом можно с помощью символов пе-
рестановок согласно правилу

rp
[g]

T
(n)

h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

= (N !)�g[+1]
ε kr+1:::kr+N � � �

[+1]
ε kr+(g�1)N+1:::kr+Ng︸ ︷︷ ︸

g

�

�rp

(
[g]

T
(n)

h1h2:::hs��:::�
��:::�k1k2:::kr

[�1]
ε kr+1:::kr+N

� � �
[�1]
ε kr+(g�1)N+1:::kr+Ng︸ ︷︷ ︸

g

)
.

(14)

Все три вида реализации ковариантной производной (9), (11) и (14) являются эк-
вивалентными, что было продемонстрировано в работе [19].

Рассмотрим случаи ковариантного дифференцирования (9) псевдотензоров, широ-
ко использующихся в механике сплошных сред:

(1) ковариантная производная псевдоскаляра веса g:

rp
[g]

T = ∂p
[g]

T � g
[g]

T�ssp; (15)

(2) ковариантная производная контравариантного псевдовектора веса g:

rp
[g]

T k = ∂p
[g]

T k +
[g]

T s�ksp � g
[g]

T k�ssp; (16)

(3) ковариантная производная дважды контравариантного псевдотензора веса g:

rp
[g]

T ji = ∂p
[g]

T ji +
[g]

T si�jsp +
[g]

T js�isp � g
[g]

T ji�ssp; (17)

(4) ковариантная производная от псевдоаффинора веса g:

rp
[g]

T �ji� = ∂p
[g]

T �ji� �
[g]

T �js� �
s
ip +

[g]

T �si� �jsp � g
[g]

T �ji� �ssp. (18)

Заданное псевдотензорное поле
[g]

T lm:::n��:::�ij:::k валентности N и веса g является ковари-
антно постоянным, если оно удовлетворяет псевдотензорному уравнению

rp
[g]

T lm:::n��:::�ij:::k =
[g]

0 . (19)

Уравнению (19) заведомо удовлетворяют абсолютные тензоры и псевдотензоры с
постоянными компонентами, которые обсуждаются в следующем разделе настоящей
статьи.

Заметим, что псевдотензорное уравнение (19), включающее псевдотензор, будучи
верным в данной координатной системе, остается верным в любой другой координат-
ной системе [7, 8]. В правосторонних декартовых координатах все тензоры из табли-
цы имеют постоянные компоненты, равные 0 или 1. В этом случае их ковариантные
производные являются обычными частными производными. Таким образом, каждая
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Таблица 1. Ковариантно постоянные тензоры и псевдотензоры в N -мерном Евклидовом про-
странстве.

Стандартная
терминология

Корневое
обозначение Вес

Преобразование
в
абсолютный
тензор

целая степень фунда-
ментального ориентиру-
ющего псевдоскаляра

em (m = �1,�2, . . .) m
[m]

em = em

знак фундаментального
ориентирующего псевдо-
скаляра

sgn e –

метрический тензор gij 0

фундаментальный тен-
зор gij 0

определитель метриче-
ского тензора g +2

[+2]
g = e2

знак определителя мет-
рического тензора sgn g 0

обобщенные дельты
Кронокера (M � N)

δj1j2...jMi1i2...iM
0

альтернирующие псевдо-
тензоры εi1i2...iM +1 ei1i2...iN =

1

e

[+1]
ε i1i2...iN

альтернирующие псевдо-
тензоры εi1i2...iM �1 ei1i2...iN = e

[�1]
ε i1i2...iN

альтернирующий тензор ei1i2...iN 0

альтернирующий тензор ei1i2...iN 0

ковариантная производная будет равна нулю, что доказывает ковариантное постоян-
ство абсолютных тензоров и псевдотензоров из таблицы 1 в любой криволинейной
координатной системе.
Тензоры и псевдотензоры с постоянными компонентами. Тензором (псевдо-

тензором) с постоянными компонентами [2, стр. 164] называется тензор (псевдотензо-
ром), сохраняющий (retain) неизменными (unaltered) все свои компоненты при любых
линейных преобразованиях координатного репера: самые важные из них — повороты,
преобразования масштабирования (scaling), центральная инверсия, зеркальные отра-
жения.
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Абсолютный тензор второго ранга, с точностью до постоянного множителя a (аб-
солютного инварианта) совпадающий с единичным аффинором, будет тензором с по-
стоянными коэффициентами:

Chk = aδhk . (20)
Псевдотензор третьего ранга с постоянными коэффициентами пропорционален сим-

волам перестановок. Дельты Кронекера и символы перестановок простейшие и самые
важные примеры тензоров с постоянными коэффициентами.

Несложно показать, что наиболее общий абсолютный тензор четвертого ранга Cilsm
с постоянными компонентами можно представить в виде

Cilsm = aδisδ
l
m + cδlsδ

i
m , (21)

где a и c — абсолютные инварианты (абсолютные скаляры).
Уравнение (21), справедливое в любой системе координат в декартовых координа-

тах можно представить следующим образом

Cilsm = aδisδlm + cδlsδim . (22)

В монографии [2, стр. 164–176] предлагается общий алгоритм построения тензоров
и псевдотензоров с постоянными компонентами для целых положительных (отрица-

тельных) весов. Например, общий вид псевдотензора
[g]

Ch1h2:::hs
k1k2:::kr

с постоянными компо-
нентами целого отрицательного веса представляется формулой

[g]

Ch1h2:::hs
k1k2:::kr

=

r!∑
P=1

λP δ
h1

fk1
δh2
k2
� � � δhsks

[�1]
ε ks+1:::ks+N

� � �
[�1]
ε kr�N+1:::krgP︸ ︷︷ ︸

jgj

, (23)

где r — число ковариантных индексов, s — число контравариантных индексов, N —
размерность пространства, g — вес, целое отрицательное число, λP (P = 1, 2, . . . , r!)
— произвольные постоянные (абсолютные инварианты), P — перестановка ряда ин-
дексов

k1, . . . , ks, . . . , ks+N , . . . , kr�N+1, . . . , kr.

В формуле (23) по ковариантным индексам, заключенным в фигурные скобки про-
изводятся всевозможные перестановки. Число ковариантных, контравариантных ин-
дексов и вес псевдотензора должны удовлетворять ограничению

r = s+N jgj, (24)

откуда
r � s. (25)

Если условие (24) не выполняется, то псевдотензор
[g]

Ch1h2:::hs
k1k2:::kr

с постоянными ком-
понентами будет равен нулю.

Отметим, что псевдотензорное поле
[g]

Ch1h2:::hs
k1k2:::kr

с постоянными компонентами явля-
ется ковариантно постоянным и удовлетворяет псевдотензорному уравнению (19) при
условии

rsλP = 0 . (26)
Обратим внимание, что псевдотензоры вида (23) не составляют полного набора

ковариантно постоянных абсолютных тензоров. Наглядным примером является па-
раллельное векторное поле, которое является ковариантно постоянным вектором, но
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не может быть представлено в виде вектора с постоянными компонентами. Примеры
ковариантно постоянных тензоров и псевдотензоров подробно обсуждались в работах
(см. [2,7,8,20,21]). Среди них фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр e и его
алгебраические степени, обобщенные δ–символы, ε–символы, e–тензоры, метрические
тензоры gkh, ghk которые часто используются в микрополярных теориях механики
сплошных сред [12–14,22].

Рассмотрим важный для приложений пример. Пусть N = 3, g = �2, тогда, вос-
пользовавшись соотношением (24), для тензора четвертого ранга получим{

r � s = 6,
r + s = 4.

(27)

Очевидно, что система (27) несовместна, и, следовательно, невозможно построить в
трехмерном пространстве псевдотензор с постоянными компонентами с весами g =
�2.
Абсолютные полуизотропные тензоры четвертого ранга. В дальнейшем

будем придерживаться неконвенциональной терминологии. Неконвенционально изо-
тропным (полностью изотропным) будем называть тензор (псевдотензор) не меняю-
щий свои компоненты при любых поворотах координатного репера, зеркальных отра-
жениях и центральных инверсиях трехмерного пространства [23–26].

Конвенционально изотропным тензором (псевдотензором) называется тензор (псев-
дотензор), сохраняющий неизменными все свои компоненты при поворотах коорди-
натного репера. Конвенционально изотропные тензоры (псевдотензоры) терминоло-
гически лучше неконвенционально называть полуизотропными, демитропными или
гемитропными.

Для абсолютного полуизотропного тензора четвертого ранга в декартовой системе
координат будет справедливо представление [23, p. 77]

H islm = aδisδlm +
b� c

2
(δilδsm � δimδsl) +

b� c
2

(δilδsm + δimδsl), (28)

т.е.
H islm = aδisδlm + bδilδsm + cδimδsl . (29)

Здесь a, b, c — ротационные инварианты, сохраняющие свои значения при поворо-
тах декартова репера. В отличие от представления (21) для тензора с постоянными
компонентами в представлении (29) для полуизотропных тензоров четвертого ранга
участвует слагаемое δilδsm с множителем b.

Принимая во внимание представление для тензора четвертого ранга с постоянны-
ми компонентами (22), в абсолютном гемитропном тензоре четвертого ранга можно
можно выделить часть с постоянными компонентами

Hislm = Cislm + bδilδsm . (30)

Представление (29) легко записывается в произвольной системе координат после
замены δ–символов на метрические тензоры:

H islm = agisglm + bgilgsm + cgimgsl . (31)

Так как компоненты метрического тензора gis не меняются при поворотах коорди-
натного репера, то правая часть в (31), очевидно, также остается неизменной. Если
считать a, b, c абсолютными инвариантами, то правая часть в (31) не будет также
меняться при зеркальных отражениях и центральных инверсиях.
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Полуизотропное тензорное поле H islm оказывается ковариантно постоянным и, сле-
довательно, удовлетворяет псевдотензорному уравнению

rkH islm = 0, (32)

при условии ковариантного постоянства инвариантов a, b, c, т.е.

rka = 0, rkb = 0, rkc = 0, (33)

или
∂ka = 0, ∂kb = 0, ∂kc = 0. (34)

Очевидно, что полностью изотропный тензор четвертого ранга не отличается от
полуизотропного тензора.

В приложениях инварианты a, b, c приходится считать псевдоскалярами. В частно-
сти, в микрополярных теориях упругих сред из псевдоскаляров a, b, c формируется

характерная микродлина L =
[�1]

L , являющаяся псевдоскаляром отрицательного цело-
го веса.
Результаты и выводы Ковариантное постоянство абсолютных тензорных и псев-

дотензорных полей произвольной валентности и веса обсуждалось для исправления
ошибочных утверждений, имеющихся в литературе по нелинейной механике сплош-
ных сред.

(1) Понятия и необходимые уравнения из алгебры и анализа псевдотензоров были
представлены для ясного понимания и справочной основы.

(2) Предложено и обсуждено понятие ковариантного постоянства тензоров и псев-
дотензоров.

(3) Примеры ковариантных постоянных тензоров и псевдотензоров, интересных
для микрополярной упругости, для удобства приведены в таблице. В частно-
сти, введено и применено к рассматриваемым задачам понятие фундаменталь-
ного ориентирующего псевдоскаляра, удовлетворяющего условию ковариант-
ного постоянства.

(4) Напоминается и обсуждается общий алгоритм построения тензоров и псевдо-
тензоров с постоянными компонентами, которые одновременно являются ко-
вариантными константами.

(5) Указаны условия приведения произвольного полуизотропного тензора четвер-
того ранга к тензору с постоянными компонентами. Координатные представ-
ления для определяющих тензоров и псевдотензоров, использующихся при ма-
тематическом моделировании линейных гемитропных микрополярных конти-
нуумов, даны в терминах метрического тензора.
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THE THEORY
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Abstract. In this paper, we discuss the covariant constancy of tensors and pseudotensors
(including two-point ones) of arbitrary valency and weight in Euclidean space. The requisite
notions and equations from algebra and analysis of pseudotensors in Euclidean spaces are given.
The general conditions for the covariant constancy of pseudotensors are highlighted. Examples of
covariantly constant tensors and pseudotensors from multidimensional geometry are considered.
In particular, a fundamental orienting pseudoscalar whose integer powers satisfy the condition
of covariant constancy is introduced. The properties and methods of coordinate representation
of covariantly constant tensors and pseudotensors of the fourth rank are discussed. Based on an
unconventional definition of a semi-isotropic tensor of the fourth rank, a coordinate representation
in terms of Kronecker deltas and metric tensors is given. Conditions for the covariant constancy of
semi-isotropic tensors of the fourth rank are derived.

Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, permutation symbol, covariant
derivative, gradient, unconventionally isotropic tensor, fully isotropic tensor, demitropic tensor,
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Вводные замечания. В предшествующей публикации [1] обсуждались элементы
теории тензоров и псевдотензоров с постоянными компонентами произвольной валент-
ности и целого веса в Евклидовых пространствах. Настоящее исследование посвящено
вопросам применения развиваемой теории в механике сплошных сред. И в этом смыс-
ле настоящую работу следует рассматривать как продолжение публикации [1].

Статья представляется нам важной, поскольку встречаются утверждения (см., на-
пример, [2, с. 65]), что двухточечные тензоры дисторсии и обратной дисторсии, име-
ющие фундаментальное значение при построении моделей геометрически нелинейной
механики сплошных сред, являются ковариантно постоянными. Это утверждение, в
общем случае, неверно и должно считаться ошибочным, что можно выяснить с по-
мощью формализма рациональной механики [3, 4]. Кроме того, требует уточнения
понятие ковариантной производной двухточечных тензоров и псевдотензоров [5].

После вводных замечаний, в разделе 2, настоящей статьи рассматриваются опреде-
ления, следуя формализму рациональной механики [3,4], двухточечных тензоров дис-
торсии (сопряженного градиента деформации) и обратной дисторсии. Фундаменталь-
ный положительный абсолютный скаляр J , широко используемый в рациональной ме-
ханике, вычисляется в терминах фундаментальных ориентирующих псевдоскаляров,
связанных с референциальной и пространственной системами координат. Предложе-
ны двухточечные тензорные формулировки уравнений Эйлера–Пиола–Якоби. Полу-
чены уравнения, наиболее близкие к условиям ковариантного постоянства дисторсии
и обратной дисторсии.

В третьем разделе обсуждается общая форма упругого потенциала линейного ани-
зотропного микрополярного упругого континуума. Приводятся координатные пред-
ставления для определяющих тензоров и псевдотензоров, использующихся при мате-
матическом моделировании линейных гемитропных микрополярных континуумов.

В разделе 4 доказывается ковариантное постоянство определяющих линейный ге-
митропный микрополярный континуум тензоров и псевдотензоров четвертого ранга.
Выделяется тензорная часть с постоянными компонентами в декартовом координат-
ном представлении полуизотропного тензора четвертого ранга. Отмечено, что харак-
теристическая микродлина L проявляется как псевдоскаляр веса �1.

В работе используется неконвенциональная терминология, существо которой бы-
ло ранее разъяснено в работах авторов [1]. Изложение элементов псевдотензорного
формализма можно найти в книгах по тензорному анализу и механике сплошных
сред [6–10]. Псевдотензорный формализм использовался авторами при разработке мо-
делей линейных гемитропных микрополярных упругих сред (см. [11–20]).
Тензоры дисторсии и обратной дисторсии в нелинейной механике кон-

тинуума. Введем в евклидовом пространстве системы координат X� (α = 1, 2, 3) и
xs (i = 1, 2, 3). Обе системы координат считаются равноправными, однако, в дальней-
шем, следуя терминологии нелинейной механики континуума, будем называть одну
из них X� отсчетной (лагранжевой), а вторую xs — пространственной (эйлеровой).
Греческие и латинские индексы будут ассоциироваться с отсчетными X� и простран-
ственными xs координатами.2 Обозначим через 8{

�
и {
s
векторы ковариантных базисов,

а через 8E и e — фундаментальные ориентирующие псевдоскаляры. Будем считать

2В ранних работах по рациональной механике (см., например, [3]) латинские заглавные буквы K
, L, M использовались вместо греческих. Однако в более поздней работе [4] использовались буквы
греческого алфавита.
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известными метрические тензоры 8g�
 = 8{
�
� 8{


и gsk = {

s
� {
k
соответственно введенным

системам координат. Сопряженный градиент деформации3 (или тензор дисторсии),
являющийся двухточечным тензором, определяется следующими компонентами, на-
зываемыми дисторсиями:

x�i� = ∂�x
i. (1)

Обратный градиент деформации (или обратная дисторсия)4 определяется на основа-
нии уравнения

X ��i = ∂iX
�. (2)

Очевидно, что справедливы следующие соотношения

x�i�X
��
j = δij , X ��i x

�i
� = δ��. (3)

Следуя схеме рациональной механики, дисторсия x�i� и обратная дисторсия X ��j могут
быть определены согласно

x�i� = 8rtotal
� xi, X ��i = rtotal

i X�, (4)

где дифференциальные операторы 8rtotal
� и rtotal

i обозначают полные ковариантные
производные двухточечных тензоров, известные из работ по рациональной механике
(см. [3, с. 810]):

8rtotal
� = 8rexpl

� + (∂�x
p)rexpl

p , (5)

rtotal
p = rexpl

p + (∂pX
�)8rexpl

� . (6)

Неполные операторы Гамильтона определяются согласно

8∇expl = 8�{ ∂expl
� , (7)

∇expl =
k
{ ∂expl

k . (8)

Выражение для полных частных производных записываются в виде цепных правил
(chain rules)

∂total
� = ∂expl

� + (∂�x
k)∂expl

k , (9)

∂total
k = ∂expl

k + (∂kX
�)∂expl

� . (10)

В книге В.Л.Бердичевского [2, с. 65] утверждается, что дисторсия и обратная дис-
торсия являются ковариантно постоянными тензорами. Это утверждение в целом не
соответствует действительности. Это можно показать, действуя следующим образом.

Согласно формализму рациональной механики [3, с. 244, уравнение (16.5)], введем
положительный абсолютный скаляр J :

J =
E
8E

> 0, (11)

3Точнее, сопряженный градиент деформации
�
F.

4В современной механике сплошных сред наряду с прямым описанием Xα → xi используется
“обратное описание движения” xi → Xα [21]. По-видимому, “обратное описание” (inverse description),
введено в механику Г.Пиола.
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где фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр E равен смешанному произве-
дению конвективных базисных векторов {

�
(α = 81, 82, 83), а 8E равен смешанному про-

изведению референциальных базисных векторов 8{
�

(α = 81, 82, 83). Поэтому фундамен-
тальные ориентирующие псевдоскаляры в уравнении (11) определяются как:

E = ({
81
� {

82
) � {

83
, 8E = (8 {

81
� 8 {

82
) � 8 {

83
. (12)

Очевидно, J = +E в случае, когда референциальный базис правосторонний декартов,
и J = �E, если референциальный базис левосторонний.

Якобиан деформации ∆ = det (∂�x
i), будет удовлетворять тождеству Якоби [3,

с. 246, уравнение (17.8)]
∂∆

∂x�i�
= X ��i ∆. (13)

Используя последнее уравнение, можно получить уравнения Эйлера–Пиола–Якоби [3,
стр. 246, уравнение (17.9)]:

∂total
k (∆�1x�k� ) = 0, ∂total

� (∆X�
k ) = 0. (14)

Двухточечная тензорная формулировка уравнений (14) запишется в виде

rtotal
l (J�1x�l�) = 0, 8rtotal

� (JX ��k ) = 0. (15)

Уравнения (15) справедливы в любой системе координат, в том числе и в случае,
когда Эйлеровы и Лагранжевы координаты декартовы. В этом случае имеет место
следующее соотношение:

J = ∆. (16)
С учетом (16) уравнение (15) можно вывести из (14), так как в декартовых коорди-
натах имеем

8rtotal
� (JX ��k ) = ∂expl

� (∆X ��k ) + ∂expl
s (∆X ��k )(∂�x

s) = ∂total
� (∆X ��k ),

rtotal
k (J�1x�k� ) = ∂expl

� (∆�1x�k� )(∂kX
�) + ∂expl

k (∆�1x�k� ) = ∂total
k (∆�1x�k� ),

и, применяя уравнения (14), мы можем в итоге получить

rtotal
i (J�1x�i�) = 0, 8rtotal

� (JX ��i ) = 0. (17)

Кроме уравнений (15) никаких других утверждений о ковариантном постоянстве тен-
зоров дисторсии и обратной дисторсии в нелинейной механике сплошных сред не из-
вестно.
Применение ковариантно постоянных абсолютных тензорных и псевдо-

тензорных полей в линейных микрополярных теориях. Тензоры и псевдотен-
зоры четвертого ранга играют исключительно важную роль в математических моде-
лях линейных анизотропных микрополярных упругих континнуумов [22–24].

Введем в рассмотрение микрополярный упругий потенциал U , рассчитанный на
единицу инвариантного элемента объема, с естественными псевдотензорными аргу-
ментами

U = U (εij ,
[+1]
κ �si� ) , (18)

где εij — асимметричный тензор деформации;
[+1]
κ �si� — псевдотензор деформации

изгиба–кручения. Упругий потенциал полагается абсолютным инвариантом (скаля-
ром), не зависящим в том числе от зеркальных отражений и центральной инверсии
трехмерного пространства.
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В случае линейного анизотропного микрополярного упругого тела упругий потен-
циал в произвольной системе координат получается в форме:

U = H
1

islmεisεlm +
[�2]

H
2

islm[+1]
κ is

[+1]
κ lm +

[�1]

H
3

islmεis
[+1]
κ lm. (19)

Отметим, что единственным определяющим тензором четвертого ранга чувствитель-
ным к преобразованиям зеркального отражения и центральной инверсии трехмерного

пространства оказывается определяющий псевдотензор
[�1]

H
3

islm. Микрополярное тело
называется гемитропным, если компоненты его определяющих тензоров не изменя-
ются при поворотах координатного репера, т.е. полуизотропны, но, вообще говоря,
изменяются при зеркальных отражениях и инверсиях трехмерного Евклидова про-
странства.

Чтобы воспользоваться результатами, развиваемой в работе [1] теории ковариант-
но постоянных тензоров и псевдотензоров четвертого ранга в Евклидовых простран-
ствах, преобразуем энергетическую форму (19) с помощью фундаментального ориен-
тирующего псевдоскаляра e, элиминируя веса псевдотензоров:

U = H
1

islmεisεlm + e2
[�2]

H
2

islm

[+1]
κ is

e

[+1]
κ lm

e
+ e

[�1]

H
3

islmεis

[+1]
κ lm

e
, (20)

в итоге получим

U = H
1

islmεisεlm +H
2

islmκisκlm +H
3

islmεisκlm. (21)

Полученная энергетическая форма упругого потенциала (21) как правило исполь-
зуется при построении моделей гемитропных микрополярных упругих континуумов.
С помощью координатного представления [1, формула (31)] для определяющих ли-
нейный гемитропный микрополярный упругий континуум псевдотензоров можно по-
лучить

H
1

islm = a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl ,

H
2

islm = a
2
gisglm + b

2
gilgsm + c

2
gimgsl ,

H
3

islm = a
3
gisglm + b

3
gilgsm + c

3
gimgsl .

(22)

Здесь a
a
, b

a
, c

a
(a = 1, 2, 3) — девять определяющих постоянных гемитропного микро-

полярного упругого тела. С точки зрения тензорной алгебры a
a
, b

a
, c

a
(a = 1, 2, 3) как

минимум являются полуизотропными инвариантами.
С тем чтобы вернуться к энергетической форме (19) необходимо преобразовать

представления для определяющих тензоров (22). Для этого выполним следующие за-
мены

[�2]

H
2

islm = e�2H
2

islm,
[�1]

H
3

islm = e�1H
3

islm,

[�2]
a
2

= e�2a
2
,

[�2]

b
2

= e�2b
2
,

[�2]
c
2

= e�2c
2
,

[�1]
a
3

= e�1a
3
,

[�1]

b
3

= e�1b
3
,

[�1]
c
3

= e�1c
3
.

(23)



КОВАРИАНТНО ПОСТОЯННЫЕ ТЕНЗОРЫ ... 123

Подставив выражения (23) в координатные представления (22) получим

H
1

islm = a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl ,

[�2]

H
2

islm =
[�2]
a
2
gisglm +

[�2]

b
2
gilgsm +

[�2]
c
2
gimgsl ,

[�1]

H
3

islm =
[�1]
a
3
gisglm +

[�1]

b
3
gilgsm +

[�1]
c
3
gimgsl .

(24)

Если вместо определяющих постоянных a
a
, b

a
, c

a
перейти к конвенциональным меха-

ническим постоянным, таким как G, ν, L, . . . , то характерная микродлина L будет
псевдоскаляром отрицательного веса �1.
Ковариантное постоянство определяющих тензоров и псевдотензоров

четвертого ранга. Рассмотрим подробнее координатные представления для опреде-
ляющих тензоров и псевдотензоров четвертого ранга (22). Сравнивая представление
для абсолютного тензора четвертого ранга с постоянными компонентами [1, формула
(22)] и представление полуизотропного тензора (22) в декартовой системе координат,
заметим, что

Hislm = Cislm + bδilδsm , (25)

где Cislm обозначает абсолютный тензор четвертого ранга с постоянными компонен-
тами.

Формула (25) в произвольной системе координат примет вид

H i�l�
�s�m = Ci�l��s�m + bgilgsm , (26)

где Ci�l��s�m — тензор с постоянными коэффициентами в смысле Б.Г. Гуревича [6], явля-
ющийся ковариантно постоянным.

Ковариантно продифференцировав представление (26) в произвольной системе ко-
ординат получим

rkHislm = 0, (27)

при условии, что выполнено
rkb = ∂kb = 0. (28)

Отметим тот факт, что тензорное уравнение (27) при условии (28), остается спра-
ведливым в любой координатной системе.

Полуизотропное тензорное поле Hislm оказывается ковариантно постоянным и, сле-
довательно, удовлетворяет псевдотензорному уравнению (27) при условии ковариант-
ного постоянства инвариантов a, b, c, т.е.

rka = 0, rkb = 0, rkc = 0, (29)

или
∂ka = 0, ∂kb = 0, ∂kc = 0. (30)

В механике микрополярных сред инварианты a, b, c приходится считать псевдоска-
лярами, а условия (30) следует заменить условиями (29) с соответствующим правилом
ковариантного дифференцирования псевдоскаляров. В частности, в микрополярных
теориях упругих сред из псевдоскаляров a, b, c формируется характерная микродли-

на L =
[�1]

L , являющаяся псевдоскаляром отрицательного целого веса. Тогда одним
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из условий ковариантного постоянства определяющих псевдотензоров гемитропного
микрополярного упругого тела будет

rp
[�1]

L = ∂p
[�1]

L +
[�1]

L
∂pe

e
=

[�1]

0 . (31)

В заключении отметим, что полуизотропные псевдотензоры четвертого ранга про-
извольного целого веса, также оказываются ковариантно постоянными, в силу кова-
риантного постоянства степеней фундаментального ориентирующего псевдоскаляра.
Результаты и выводы. В настоящей статье рассмотрены вопросы применения

ковариантно постоянных тензоров и псевдотензоров (в том числе, двухточечных) про-
извольной валентности и целого веса в Евклидовых пространствах в нелинейной ме-
ханике сплошных сред и линейных моделях микрополярных упругих сред.

(1) Продемонстрировано, что тензоры дисторcии и обратной дисторсии не явля-
ются ковариантно постоянными двухточечными тензорами, в противовес ука-
заниям на их ковариантное постоянство, встречающимся в литературных ис-
точниках по нелинейной механике континуума.

(2) Получены двухточечные абсолютные тензорные уравнения, наиболее близкие
к условиям ковариантного постоянства дисторсии и обратной дисторсии.

(3) Обсуждаются общие координатные представления упругого потенциала для
линейного анизотропного микрополярного континуума.

(4) Приводятся координатные представления в терминах дельт Кронекера и мет-
рических тензоров для определяющих тензоров и псевдотензоров четвертого
ранга, использующихся при моделировании линейных гемитропных микропо-
лярных упругих континуумов.

(5) Получены условия ковариантного постоянства определяющих тензоров и псев-
дотензоров четвертого ранга для линейного гемитропного микрополярного
упругого континуума.

(6) Отмечено, что характерная микродлина L проявляется как псевдоскаляр веса
�1, и удовлетворяет псевдотензорному уравнению (31).
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COVARIANTLY CONSTANT TENSORS IN EUCLID SPACES. APPLICATIONS
TO CONTINUUM MECHANICS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The present paper is devoted to applications of covariantly constant tensors and
pseudotensors (including two-point ones) of arbitrary valency and integer weight in Euclidean
spaces to continuum mechanics. The tensors of distortion and inverse distortion are not covariantly
constant two-point tensors, in contrast to their covariant constancy mentions found in the literature
on nonlinear continuum mechanics. The general form of the elastic potential for a linear anisotropic
micropolar continuum is given. Based on the non-conventional definition of a semi-isotropic tensor,
coordinate representations of constitutive tensors and pseudotensors of the fourth rank are given in
terms of Kronecker deltas and metric tensors. The covariant constancy of the constitutive tensors
and pseudotensors of the fourth rank for the linear anisotropic micropolar continuum is shown.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, permutation symbol, covariant
derivative, gradient, unconventionally isotropic tensor, fully isotropic tensor, demitropic tensor,
hemitropic tensor, semi-isotropic tensor, conventionally isotropic tensor, tensor with constant
components, constitutive pseudotensor, chiral media, micropolar hemitropic continuum
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