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Аннотация. Авторами статьи выполнен проверочный расчет на контактную выносливость
поверхностей зубьев и выносливость на изгиб конического косозубого редуктора с учетом ди-
намической нагрузки. Редуктор применяется в агротехнике для преобразования крутящего
момента, изменения частоты вращения и передачи его другим агрегатам. В статье представ-
лен анализ результатов прочностного расчета деталей механизма с применением компью-
терного моделирования усталостного разрушения в САПР Компас 3D, CAE-системе APM
WinMachine, начиная c возникновения первых микротрещин на поверхности, внутри деталей
и заканчивая разрушением от усталости. Прочностные свойства деталей зависят от геомет-
рических размеров, состояния поверхности, способа обработки поверхностей и ряда других
факторов. Предложенная авторами статьи методика прочностного анализа на основе дина-
мических расчетов максимальных, контактных и изгибных напряжений, переменных во вре-
мени в материалах деталей редуктора с учетом состояния поверхности зубьев в процессе
эксплуатации, с применением аналитических и компьютерных методов позволяет уменьшить
вероятность зарождения усталостных трещин, остановить их дальнейший рост.

Ключевые слова: механика деформированного твердого тела, теория механизмов и машин,
усталостное разрушение, прочность материалов при переменных напряжениях, трехмерное
проектирование в Компас 3D V.21, CAE-система APM WinMachine, статический и динами-
ческий прочностной анализ материалов по контактным напряжениям и напряжениям при
изгибе
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Abstract. The authors of the article conducted a verification calculation on the contact fatigue
endurance of gear tooth surfaces and the bending fatigue endurance of a bevel helical gearbox
considering dynamic loads. The gearbox is used in agricultural machinery to transform torque,
change rotational speed, and transmit it to other units. The article presents an analysis of the
strength calculation results of the mechanism’s parts using computer modeling of fatigue failure
in the CAD system Kompas 3D and the CAE system APM WinMachine, from the occurrence of
the first microcracks on the surface and within the parts to fatigue failure. The strength properties
of the parts depend on geometric dimensions, surface condition, processing method, and several
other factors. The methodology proposed by the authors for strength analysis, based on dynamic
calculations of maximum, contact, and bending stresses varying over time in the materials of the
gearbox parts, considering the surface condition of the teeth during operation, using analytical and
computer methods, allows reducing the probability of fatigue crack initiation and stopping their
further growth.
Keywords: mechanics of deformed solid body, theory of mechanisms and machines, fatigue failure,
material strength under variable stresses, three-dimensional design in Compass 3D V.21, CAE
system APM WinMachine, static and dynamic strength analysis of materials under contact stresses
and bending stresses
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Введение. Эксплуатация оборудования и техники в сельском хозяйстве
происходит в неблагоприятных климатических условиях, на непокрытых и
незащищенных территориях, при повышенной влажности и запыленности. Что
может привести к усилению рабочего шума, перегреву, преждевременному из-
носу и выходу из строя агротехники. Поэтому качество изготовления деталей и
высокая производительность агротехники имеют большое значение и требуют
совершенствования и модернизации их конструкций. Широкое применение в
сельском хозяйстве получили редукторы конической передачи, преобразующие
крутящий момент, изменяя частоту вращения и передающие его другим агре-
гатам. Можно выделить основные преимущества конических колес с круговы-
ми зубьями: относительная бесшумность, плавность работы и высокая несущая
способность. Зацепление деталей конической передачи происходит по некоторой
площадке контакта, благодаря которой идет распределение контактной нагруз-
ки по ней.

Редуктор конической передачи работает в основном при переменных напря-
жениях, которые многократно изменяются во времени. Работа в таком режиме
может привести к разрушению деталей при значительно меньших напряжениях,
чем при статическом напряжении. Экспериментальные исследования механиче-
ских свойств материалов при напряжениях, переменных во времени, показали,
что разрушение начинается с появлением микротрещин в наиболее нагружен-
ной зоне, микротрещины постепенно развиваются и множатся, и далее приводят
к разрушению от усталости.

Увеличение размеров и числа этих трещин сокращают объем полноценно-
го материала детали. Конец каждой трещины образует зону возникновения
больших напряжений, что приводит к появлению новых трещин. Прочностные
свойства деталей зависят от геометрических размеров, состояния поверхности,
способа обработки поверхностей и ряда других факторов. Процесс образования
трещин сложен при переменных напряжениях. Иногда зона появления трещин
возникает на поверхности детали, в других случаях — внутри материала.

Рентгенологические исследования металлов не обнаруживают значительных
различий в механизме усталостного разрушения при статическом и динами-
ческом напряжениях. Данные исследования позволяют проследить изменения
в структуре при небольших нагружениях, выявить заметные деформации в
структуре материалов при увеличении значений напряжений.

Аналитические расчеты на основе методов теории машин и механизмов поз-
воляют выполнить проверочный расчет на контактную выносливость активных
поверхностей зубьев и выносливость при изгибе, учитывая динамическую на-
грузку. Данные исследования являются трудоемкими.

Применение систем автоматизированного проектирования (САПР) упрощает
прочностные исследования материалов при переменных напряжениях. Путем
построения геометрических и расчетных моделей деталей стало возможно про-
водить многовариантные динамические и статические исследования роста тре-
щин, давать прогнозы прочности материалов с учетом различных случайных
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причин. Данные исследования являются актуальными, так как для повышения
несущей способности и увеличения сроков эксплуатации агротехники крайне
важно вовремя провести ряд мероприятий для повышения прочностных свойств
материалов.

Экспериментальные исследования прочностных характеристик образца из
стали марки 40Х c концентраторами напряжений выполнены при поддерж-
ке федерального государственного бюджетного образовательного учреждения
высшего образования «Балтийский государственный технический универси-
тет «ВОЕНМЕХ» им. Д.Ф. Устинова». Для реализации поставленных целей
были задействованы система автоматизированного проектирования (САПР)
Компас 3D отечественной компании АСКОН и российская CAE-система APM
WinMachine.

1. Зависимость прочности деталей редуктора при переменных на-
пряжениях от структуры их материалов Технические металлы и сплавы,
из которых изготавливают конические редукторы, например, сталь марки 40Х,
состоят из множества зерен-кристаллитов произвольно ориентированных отно-
сительно друг друга. Наиболее прочные материалы с мелкозернистой структу-
рой. При изучении механический свойств больших размеров образцов, деталей
считают материал изотропным, однородным и без пустот. Металлы небольших
объемов не считают однородными с сохранением механических свойств при раз-
личном делении, свойства отдельных зерен проявляются в зависимости от ори-
ентации кристаллических осей и зависят от того, как они соединены друг с
другом. Пластическая деформация при такой структуре складывается из пла-
стической деформации кристаллитов. Разрушение связей по границам зерен
ведет к хрупкому разрушению. Положение плоскостей, по которым атомные
слои имеют более легкую возможность скольжения относительно направления
внешней нагрузки, в разных кристаллитах различно, поэтому они не все од-
новременно пластически деформируются. Например, наибольшее число зерен
одновременно вступает в пластическую деформацию посредством скольжения в
поликристаллическом металле, кристаллиты которого имеют кубическую гра-
нецентрированную решетку [1, c. 22]. Пластическая деформация поликристал-
ла может переходить из одного зерна в другое при благоприятном положении
плоскостей скольжения.

Дислокации в кристаллитах зарождаются при образовании на границе мик-
ротрещины, которая представляет собой концентратор напряжений, способный
создать новую дислокацию в соседнем зерне [2, c. 13]. Чем больше разориен-
тация зерен, тем сложнее переход дефекта из одного из них в соседнее. Так
пластическая деформация переходит из одного кристаллита в другой, и ею за-
хватывается целая область поликристаллического сплава. Это объясняет более
высокую прочность мелкозернистой структуры поликристаллического металла,
по сравнению с крупнозернистой.
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Трещины могут появляться не только внутри кристаллических зерен. Источ-
ником их появления могут быть внешние причины - надрезы, дефекты структу-
ры материала, сечения, содержащие концентраторы напряжений конструктив-
ного характера. Часто первые трещины возникают в местах действия внешних
сил.

Прочностные свойства материалов в свою очередь зависят от значений са-
моуравновешенных внутренних напряжений ненагруженных тел [1, c. 24]. Они
возникают на начальном этапе – при изготовлении элемента или конструкции
(во время проката материала и остывания его после проката; при остывании
отливки; в процессе соединения частей конструкции посредством сварки и т.
п.).

Внутренние напряжения могут возникнуть во время работы механизма. На-
пример, в результате деформации изделия с доведением напряжений до вели-
чины, сравнимой с пределом текучести, и последующей разгрузки.

Эффект Баушингера имеет важное практическое значение при циклической
деформации металлов и сплавов, влияя на появление трещин на поверхности
конических зубчатых колес редуктора [3].

После нагружения тела до возникновения в некоторых кристаллитах пласти-
ческих деформаций и разгрузки, возникают остаточные напряжения. Далее,
при приложении к телу нагрузки противоположного знака, возникшие уже в
теле начальные напряжения снижают сопротивление пластическим деформа-
циям.

В рабочем режиме редуктор конической передачи работает так, что контакт-
ной поверхностью является выпуклая сторона эвольвентной поверхности зуба.
А в режиме запуска двигателя контакт происходит по противоположной вогну-
той стороне.

Таким образом, здесь реализуется ситуация, описанная в эффекте Баушинге-
ра: после нагружение материала до текучести, разгрузка и нагружение напря-
жениями противоположного знака явление текучести начнется уже при более
низком уровне напряжений из-за действия остаточных напряжений, появив-
шихся в материале зубчатого колеса. Предварительная химико-термическая
обработка освобождает зубчатые колеса от остаточных напряжений, возник-
ших при их изготовлении. Но остаточные напряжения, связанные с эффектом
Баушингера будут возникать при каждом запуске двигателя.

Авторы металлографических и фрактографических исследований Всероссий-
ского научно-исследовательского института авиационных материалов Государ-
ственного научного центра РФ представили микроструктуру вогнутой поверх-
ности в области контакта после повреждения в результате наволакивания, ло-
кального налипания и выкрашивания материала, что говорит о высоких кон-
тактных нагрузках.
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На основе выполненных исследований выявлено, что усталостное разрушение
происходит от поверхностных дефектов в виде рисок от абразивного инструмен-
та глубиной примерно 17 мкм, ориентированных в направлении межзубцовой
впадины в зоне фасок со стороны малого модуля (рис. 1) [3].

Рис. 1. Трещины усталостного разрушения по зубцовым впадинам

Как видно на рисунке 1, типичный излом, вызванный усталостью детали,
имеет две различные зоны: гладкую поверхность, где развитие трещины про-
ходило медленно и края трещины сглаживались путем трения при увеличении
нагрузки; шероховатую поверхность, по которой стремительно шло разруше-
ние [4, c. 422].

Для снижения твердости материалов, получения однородной структуры и
снятия внутреннего напряжения материалов применяют отпуск сталей.

Авторами статьи были проведены экспериментальные испытания на ударный
изгиб стандартных образцов сечением 10х10 мм с концентратором U-образной
формы радиусом 1 мм из стали 40Х, чтобы проверить как влияет температу-
ра отпуска на ударную вязкость: образец без отпуска, образцы с температурой
отпуска 350 ℃ и 600 ℃. В результате испытания было отмечено, что отпуск до
350 ℃ мало влияет на ударную вязкость, которая без отпуска и при темпера-
туре 350 составляет 57 и 59 Дж/см2. С дальнейшим увеличением температуры
ударная вязкость падает, происходит понижение механических свойств, а по-
сле температурного отпуска 500 ℃ ударная вязкость растет. Зерна материала
укрупняются с повышением температуры и времени выдержки. При температу-
ре 600 ℃ ударная вязкость материала равна 69 Дж/см2. Прочностные свойства
материала падают с увеличением температуры, а пластичность увеличивается.
Результаты эксперимента совпадают с подобными исследованиями, освещенны-
ми в отечественных и зарубежных научных источниках [5–8].
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2. Аналитический расчет прочности материалов конической косо-
зубой передачи при переменных напряжениях Исходные данные:

1. Передаточное число u=1,86.
2. Частота вращения шестерни n1 = 50 об/сек и колеса n2 = 27 об/сек.
3. Вращающие моменты на шестерне M1 = 550 Н·м и колеса M2 = 967 Н·м.
4. Ресурс работы 4000 часов за срок службы.
5. Межосевой угол Σ = 45◦.
6. Коэффициент перегрузки Kn = 1,5.
7. z1 = 21 — количество зубьев шестерни, z2 = 39 — количество зубьев колеса.
2.1. Энерго-кинематический расчет привода
M1 = 550 Н·м – крутящий момент на валах привода. n2 = 27 об/сек – частота

вращения выходного вала. 1. Общий КПД двигателя: ηобщ = ηmподшип · ηконич.з.,
где ηmподшип — КПД пары подшипников, m — число пар подшипников привода
(ηmподшип = 0, 992); ηконич.з. — КПД конической передачи (ηконич. з. = 0,97). ηобщ =
0, 992 · 0, 97 = 0, 95.

1. Общий КПД двигателя: ηобщ = ηmподшип · ηконич.з., где ηmподшип — КПД пары
подшипников, m — число пар подшипников привода (ηmподшип = 0, 992); ηконич.з.
— КПД конической передачи (ηконич.з. = 0,97). ηобщ = 0,992·0,97 = 0,95.

2. Передаточное число механизма U1−k = z2/z1, U1−k = 39/21 = 1,86. Крутя-
щий момент на выходном валу равен: M2 = M1 · u1−k · ηобщ ·M2 = 550·1,85·0,95
= 967 Н·м.

3. Частота вращения вала электродвигателя равна n1 = n2 ·U1−k. n1 = 27·1,86
= 50 об/сек.

4. Мощность на выходном валу Nвых = 2 · π · n2 ·M2. Nвых = 2·3,14·27·967 =
164 кВт.

5. Требуемая (расчетная) мощность электродвигателя N1 = Nвых/ηобщ. N1

=164/0,95 = 172,6 кВт. По условиям расчета можно выбрать двигатель
АИС355SMA2 250 кВт 3000 об/мин, АИР355S2 250 кВт 2980 об/мин, электро-
двигатель на 300 кВт.

2.2. Проектировочный расчет на контактную выносливость
1. Материалы и способы термообработки зубчатых колес. Материал шестерни

сталь 40Х, колеса – сталь 40Х; Способ термической обработки: шестерни – объ-
емная закалка; твердость поверхностей зубьев 40HRC - 372 HB - 392 HV; колеса
— закалка при нагреве ТВЧ, закаленный слой повторяет очертания впадины 43
HRC - 410HB – 424HV;

2. Коэффициент ширины зубчатого венца Kbe = 1,2/(u + 0,6) = 1,2/(1,86 +
0,6) = 0,49. Так как Kbe > 0,3, принимаем Kbe = 0,3.

3. Коэффициент, учитывающий неравномерность распределения нагрузки по
длине контактных линий, KHβ = 1,25.

4. Предварительное значение коэффициента K ′
Hν , учитывающего динамиче-

скую нагрузку, определяется по формуле: K ′
Hν = 0,97 + 0,00014·n1 = 0,97 +

0,00014·3000 = 1,39.
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5. Коэффициенты запаса прочности: для шестерни при объемной закалке и
колеса с поверхностным упрочнением зубьев принимаем SH1 = 1,1 и SH2 = 1,2.

6. Предел контактной выносливости σH lim b, МПа: для закаленной шестерни
σH lim b1 = 17·HHRC + 200 = 17·40 + 200 = 880 МПа; для колеса: σH lim b2 =
17·HHRC + 200 = 17·43 + 200 = 931 МПа.

7. Суммарное число циклов перемены напряжений NK при постоянной на-
грузке определяется следующим образом: NK = 60 · c · n · t, где c – число зуб-
чатых колес, сцепляющихся с рассчитываемым зубчатым колесом, n – частота
вращения, рассчитываемого зубчатого колеса, об/мин, t – срок службы пере-
дачи, в часах. NK2 = 60 · c · n2 · t = 60 · 1 · 1621 · 4000 = 333000000 = 38, 9 · 107
циклов. NK1 = 60 · c · n1 · t = 60 · 1 · 3000 · 4000 = 72 · 107 циклов.

8. Базовые числа циклов напряжений, соответствующие пределу выносливо-
сти, определяются по формулам [9, c. 8–10]:

NH lim 1 = 30 ·H2,4
HB1 = 30 · 3722,4 = 4, 43 · 107 циклов.

NH lim 2 = 30 ·H2,4
HB2 = 30 · 4102,4 = 55, 95 · 106 циклов.

9. Так как NK1 > NH lim 1 определяем коэффициент долговечности ZN1:
ZN1 = 20

√
NH lim 1

NK1
= 20

√
4,43·107
72·107 = 0, 86.

При NK2 < NH lim 2 коэффициент долговечности находится следующим обра-
зом:

ZN2 = 6

√
NH lim 2

NK2
= 6

√
55,95·107
38,9·107 = 1, 06.

10. Используя полученные данные, найдем допускаемые контактные напря-
жения σHP , МПа:

σHP1 = σH lim b1

SH1
· ZN1 · 0, 9 = 880

1,1
· 0, 86 · 0, 9 = 619;

σHP2 = σH lim b2

SH2
· ZN2 · 0, 9 = 931

1,2
· 1, 06 · 0, 9 = 740.

В качестве допускаемого напряжения в проектном расчете принимают наи-
меньшее, т.е. σHP = σHP1 = 619 МПа.

11. Полученные данные подставим в формулу по определению начального
диаметра:

dωe1 ≥ 770
1−0,5·Kbe

· 3

√
M1·KHβ ·K′

Hν

0,85·Kbe·σ2
HP

= 770
1−0,5·0,3 · 3

√
550·1,25·1,39
0,85·0,3·6192 = 128 мм.

2.3. Расчет геометрических размеров деталей конической передачи
1. Количество зубьев шестерни z1 = 21. Число зубьев колеса z2 = 39.
2. Внешний окружной модуль по ГОСТ 9563-80 me = 6 мм.
3. Тогда уточненное значение внешнего делительного диаметра шестерни: de1

= me · z1 = 6·21 = 128 мм. Тогда внешний делительный диаметр колеса [10,
c. 182]: de2 = me · z2 = 6·39 = 234 мм.

4. Внешнее конусное расстояние
Re = 0, 5 ·me

√
z21 + z22 = 0, 5 · 6 · 44, 3 = 133 мм, где

δ1 = arcctg(u) = 28, 393°. δ2 = 45− δ1 = 45− 28, 393 = 16, 607°.
5. Ширина зубчатого венца bω = Re ·Kbe = 133 · 0, 3 = 39,9 мм.
6. Среднее конусное расстояние Rm = Re−0, 5 · bω = 133−0, 5 ·39, 9 = 113 мм.
7. Средний окружной модуль mm = me ·Rm/Re = 6 · 113/133 = 5 мм.
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8. Средние делительные диаметры: dm1 = mm · z1 = 5 · 21 = 105 мм, dm2 =
mm · z2 = 5 · 39 = 195 мм.

9. Определим окружную скорость зубчатых колес, м/с: νm = (π · dm1 ·
n1)/1000 = (3, 14 · 105 · 50)/1000 = 16,5 м/с. По окружной скорости колес назна-
чаем 6-ю степень точности зубчатых колес [11, c. 39].

10. Внешний торцовый модуль: mte = de1/z1 = 128/21 = 6 мм.
11. Внешняя высота зуба: he = 2mte(cos β+0, 1) = 2 · 6 · (0, 8+ 0, 1) = 10,8 мм,

где средний угол наклона зуба βn = 30..40°.
12. Коэффициент радиального смещения с учетом передаточного числа и

числа зубьев шестерни x1 = 0,22.
Внешняя высота головки зуба: hae1 = mte cos β · (1+ x1) = 6 · 0, 8 · (1+ 0, 22) =

5,86мм; hae2 = 2mte cos β − hae1 = 3,74 мм.
13. Внешняя высота ножки зуба: hfe1 = he − hae1 = 10,8 - 5,86 = 4,94 мм;

hfe1 = he − hae2 = 10,8 - 3,74 = 7,06 мм.
2.4. Проверочный расчет на контактную выносливость активных

поверхностей зубьев
Определение расчетного контактного напряжения
1. Коэффициент Zε, учитывающий суммарную длину контактных линий:
Zε =

√
1

0,95·[1,88−3,2·( 1
z1

+ 1
z2

)]
=
√

1
0,95·[1,88−3,2·( 1

21
+ 1

39
)]

= 0,8,

2. Коэффициент ZH , учитывающий форму сопряженных поверхностей зубьев
в полюсе зацепления, с учетом того, что колеса изготовлены без смещения,
принимаем ZH = 1,76.

3. Удельная окружная динамическая сила ωHν , ωHν = δH · g0 · νm
√

dm1+dm2

2·u =

0, 04 · 4, 2 · 16, 5 ·
√

105+195
2·1,86 = 24,9, где δH = 0,04 – коэффициент, учитывающий

влияние зубчатой передачи и модификации профиля головок зубьев; g0 = 4,2
– коэффициент, учитывающий влияние разности шагов зацепления зубьев ше-
стерни и колеса.

Коэффициент KHν , учитывающий динамическую нагрузку в зацеплении:
KHν = 1 + ωHν ·bω ·dm1

2000·M1·KHβ
= 1 + 24,9·39,9·105

2000·550·1,25 = 1,075.
4. Удельная расчетная нагрузка ωHt:
ωHt =

2000·M1·KHβ ·KHν

bω ·(1−0,5Kbe)·dωe1·cos δ1 = 2000·550·1,25·1,075
39,9·(1−0,5·0,3)·128·cos28,393◦ = 387 МПа.

ZE– коэффициент, учитывающий механические свойства материалов сопря-
женных зубчатых колес для стали, равен 190.

Контактное напряжение в полюсе зацепления σH (МПа):
σH = ZHZEZε

√
ωHt sinΣ

0,85(1−0,5Kbe)dωe1 sin δ2
= 1, 76 · 190 · 0, 8

√
387·sin 45◦

0,85(1−0,5·0,3)·128·sin 16,607◦
=

665.
Допускаемые контактные напряжения в проверочном расчете
1. Коэффициент, учитывающий влияние исходной шероховатости сопряжен-

ных поверхностей зубьев ZR = 0,9.
2. Коэффициент Zν , учитывающий окружную скорость, при H > 350 HV
Zν1 = Zν2 = 0, 925 · ν0,05 = 0, 925 · 16, 50,05 = 1,07.
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3. Коэффициент ZL, учитывающий влияние смазки, при отсутствии экспери-
ментальных данных принимаем ZL = 1.

4. Коэффициент ZX , учитывающий размер зубчатого колеса: так как d1 <
700 и d2 < 700, то ZX1 = 1 и ZX2 = 1.

5. Тогда допускаемые контактные напряжения, МПа [13, c. 150]:
σHP1 =

σH lim 1ZN1

SH1
ZRZν1ZLZX1 =

880·0,86
1,1

0, 9 · 1, 07 · 1 · 1 = 662,55 МПа,
σHP2 =

σH lim 2ZN2

SH2
ZRZν2ZLZX2 =

931·1,06
1,2

0, 9 · 1, 07 · 1 · 1 = 792 МПа.
6. В качестве допускаемого контактного напряжения передачи, которое сопо-

ставляют с расчетным, принимают наименьшее: σHP = σHPmin = σHP1 = 662,55
МПа.

Проверочный расчет на контактную выносливость при действии
максимальной нагрузки

1. Действительное напряжение σHmax:
σHmax = σH

√
Kпер = 665

√
1, 5 = 815 МПа.

2. Допускаемое контактное напряжение при максимальной нагрузке, не вызы-
вающее остаточных деформаций или хрупкого разрушения поверхностного слоя
σHPmax, зависит от способа химико-термической обработки зубчатого колеса и
от характера изменения твердости по глубине зуба. Для зубьев, подвергнутых
цементации или поверхностной закалке, принимают [9, c. 18–28]:

σHPmax = 2, 8 · σT , где σT — предел текучести материала; тогда σHPmax1 =
2, 8 · 746 = 2089 МПа, σHPmax2 = 44 ·HHRC2 = 44 · 43 = 1892 МПа.

3. Проверка условия прочности:
σHmax ≤ σHPmax1 → 815 ≤ 2089, МПа – условие выполнено;
σHmax ≤ σHPmax2 → 815 ≤ 1892, МПа – условие выполнено.
2.5. Расчет зубьев на выносливость при изгибе
1. ωFν – удельная окружная динамическая сила находится по формуле:
ωFν = 0, 16 · g0 · νm ·

√
dm1+dm2

2u
= 0, 16 · 4, 2 · 16, 5 ·

√
105+195
2·1,86 = 97.

2. KFν – коэффициент, учитывающий динамическую нагрузку в зацеплении:
KFν = 1 + ωFν ·bω ·dm1

2000·M1·KFβ
= 1 + 97·39,9·105

2000·550·1,4 = 1,26,
KFβ = 1,4 – коэффициент, учитывающий неравномерность распределения

нагрузки по длине контактных линий.
3. Удельная расчетная окружная сила
ωFt =

2000·M1

bω ·(1−0,5·Kbe)·dωe1
·KFβ ·KFν = 2000·550

39,9·(1−0,5·0,3)·128 · 1, 4 · 1, 26 = 450,5.
YFS = 3,71 – коэффициент, учитывающий форму зуба и концентрацию на-

пряжений.
4. Расчетное местное напряжение при изгибе [12, c. 291]:
σF = YFS · cos δ1 · ωFt

0,85·(1−0,5·Kbe)·me
= 3, 71 · 0, 88 · 450,5

0,852·6 = 340,2 МПа.
Допускаемые напряжения в проверочном расчете на изгиб
1. Для закаленной шестерни из стали марки 40Х SF1 = 1,7, для колеса зака-

ленного при нагреве в ТВЧ из стали марки 40Х SF2 = 1,7.
2. NF lim – базовое число циклов переменных напряжений, NF lim = 4 · 106

циклов;
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Суммарное число циклов переменных напряжений NK1 = 72 · 107, NK2 =
38, 9 · 107

Так как NK1 > NF lim = 4 · 106 и NK2 > NF lim = 4 · 106, то YN1 = YN2 = 1.
3. Коэффициент Yδ, учитывающий градиент напряжения и чувствительность

материала к концентрации напряжений, находится в зависимости от значения
модуля me

Yδ = 1, 082− 0, 172 · lgme = 1, 082− 0, 172 · lg 6 = 0,948.
4. Коэффициент YR, учитывающий шероховатость переходной поверхности

выбираем в зависимости от вида обработки
для шестерни YR1 = 1,05, для колеса YR2 = 1,05.
5. Коэффициент YX , учитывающий размер зубчатого колеса:
YX1 = 1, 05− 0, 000125 · de1 = 1, 05− 0, 000125 · 128 = 1,034,
YX2 = 1, 05− 0, 000125 · de2 = 1, 05− 0, 000125 · 234 = 1,02.
6. Предел выносливости при отнулевом цикле изгиба σ◦

F lim b, выбирается в
зависимости от способа термической или химико-термической обработки

для закаленной шестерни из стали 40Х σ◦
F lim b1 = 400 МПа,

для колеса закаленного с нагревом ТВЧ из стали 40Х = 464 МПа.
7. Коэффициент учитывающий технологию изготовления принимают YT1 =

YT2 = 1
8. Коэффициент YZ , учитывающий способ получения заготовки зубчатого

колеса: для поковки YZ1 = 1 и YZ2 = 1.
9. Коэффициент, учитывающий влияние шлифования переходной поверхно-

сти зуба, Yg1 = 1, Yg2 = 1.
10. Коэффициент, учитывающий влияние деформационного упрочнения или

электрохимической обработки переходной кривой, Yd1 = Yd2 = 1,1.
11. Коэффициент, учитывающий влияние двустороннего приложения нагруз-

ки, YA = 1, так как происходит одностороннее приложение нагрузки.
12. Предел выносливости при отнулевом цикле изгиба:
σF lim b1 = σ◦

F lim b1 · YT · YZ · Yg · Yd · YA = 400 · 1 · 1 · 1, 1 · 1 · 1 = 440 МПа,
σF lim b2 = σ◦

F lim b2 · YT · YZ · Yg · Yd · YA = 464 · 1 · 1 · 1, 1 · 1 · 1 = 510,4 МПа.
13. Допускаемые напряжения σFP определяются по формуле:
σFP1 =

σF lim b1

SF1
YN1YδYR1YX1 =

440
1,7

· 1 · 0, 948 · 1, 05 · 1, 034 = 266,4 МПа,
σFP2 =

σF lim b2

SF2
YN2YδYR2YX2 =

510,4
1,7

· 1 · 0, 948 · 1, 05 · 1, 02 = 304,8 МПа.
Расчет на прочность при изгибе максимальной нагрузкой
1. Расчетное местное напряжение σFmax, определяют по формуле:
σFmax1 = σF1 ·Kпер = 340, 2 · 1, 5 = 510 МПа, σFmax2 = σF2 ·Kпер = 340, 2 · 1, 5

= 510 МПа.
2. SFSt = 1,7 – коэффициент запаса прочности;
YX – коэффициент, учитывающий размер зубчатого колеса, определяется по

формуле: YX1 = 1, 0125 · YX2 = 1,034, коэффициент YRSt = 1 и отношение YδSt

YδStT

= 1.
σ◦
FSt – базовое значение предельного напряжения зубьев при изгибе макси-

мальной нагрузкой:
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σ◦
FSt1 = 1800 МПа, σ◦

FSt2 = 1620 МПа.
YgSt – коэффициент, учитывающий влияние шлифования переходной поверх-

ности зуба = 1,05, YgSt2 = 0,95;
YdSt1 = 1, YdSt2 = 1 - коэффициент, учитывающий влияние деформационного

упрочнения.
3. Допускаемое напряжение σFPmax определяют раздельно для зубчатых ко-

лес (шестерни и колеса) по формуле. Тогда:
σFSt1 = σ◦

FSt1 · YgSt1 · YdSt1 = 1800 · 1, 05 · 1 = 1890 МПа,
σFSt2 = σ◦

FSt2 · YgSt2 · YdSt2 = 1620 · 0, 95 · 1 = 1539 МПа.
4. Максимальное местное напряжение при изгибе [14]:
σFPmax1 =

σFSt1

SFSt
· YRSt · YX1 · YδSt

YδStT
= 1890

1,7
· 1 · 1, 0125 · 1 = 1125,7 МПа,

σFPmax2 =
σFSt2

SFSt
· YRSt · YX2 · YδSt

YδStT
= 1620

1,7
· 1 · 1, 0125 · 1 = 964,85 МПа.

Проверка условия прочности:
σFmax1 ≤ σFPmax1 → 510 ≤ 1125, 7, МПа – условие выполнено;
σFmax2 ≤ σFPmax2 → 510 ≤ 964, 85, МПа – условие выполнено.

3. Компьютерное моделирование конической косозубой передачи
при переменных напряжениях Используя возможности пакета Компас 3D,
были получены твердотельные модели деталей конического косозубого редук-
тора (рис. 2).

Рис. 2. Твердотельные модели конического редуктора

Большинство аварийных разрушений деталей машин и изделий связаны с
усталостным разрушением или хрупким разрушением по причине наличия уста-
лостной трещины. Поэтому был проведен сравнительный анализ прочностных
характеристик конической косозубой передачи с наличием трещины и без тре-
щины из низколегированной стали 40Х c U -образным концентратором при пере-
менных во времени нагрузках. Уравнение Пэриса для стали 40Х c U-образным
концентратором напряжений было использовано в виде dl/dN = 10−9△K3,1, где
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N - количество трещин до разрушения детали, △K – коэффициент интенсив-
ности напряжения у устья трещины, dl - длина зоны усталостного развития
трещины.

На рисунке 3 приведен скриншот результата расчета максимального главного
напряжения (Maximum principal stress) для модели ведущего колеса без трещи-
ны и на рисунке 4 - с трещиной. Нагружение модели начиналось с крутящего
момента 550 Н·м и каждую секунду увеличивалось на 750 Н·м.

Рис. 3. Расчет главных напряжений в модели конического колеса без трещины

Рис. 4. Расчет главных напряжений в модели конического колеса с трещиной

Анализируя результаты моделирования усталостного разрушения (рис. 5),
сделаем вывод, что мельчайшие микротрещины постепенно ослабляют мате-
риал во время работы при переменных нагрузках. Судя по значениям макси-
мального главного напряжения и полной деформации, постепенное разрушение
при небольших значениях напряжений происходит очень медленно, но скорость
роста трещины прогрессивно возрастает, а перед самим разрушением процесс
развивается значительно быстрее.
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Рассмотрим подробнее рисунок 3 и 4. Согласно теории упругости, упругая
деформация - удлинение и сдвиги элементов материала, которые исчезают по-
сле разгрузки. При больших значениях крутящего момента изменяется связь
между атомами в кристаллических зернах по плоскостям скольжения. Новые
образования в материале становятся наиболее прочными, для разрушения ко-
торых требуется большая нагрузка. На модели с трещиной (рис. 4) в местах ее
роста напряжения резко возрастают с увеличением нагрузки. При сравнении
значений максимального главного напряжения для моделей с трещиной и без
трещины при небольших нагрузках сделаем вывод, что заметных изменений в
структуре материала не происходит. Максимальное, минимальное, среднее зна-
чения главных напряжений в материале модели без трещины даже больше при
крутящем моменте до 3500 Н·м, чем в материале с трещиной, так как концен-
тратором напряжения являемся небольшая площадка у ножки зуба. Но при
значении крутящего момента 4250 Н·м на 5-ой секунде нагружения ситуация
меняется. Минимальные и средние значения Maximum principal stress в мате-
риале колеса с трещиной значительно больше, чем без трещины. И разница в
данных значениях прогрессивно увеличивается.

Рис. 5. Расчет максимальных главных напряжений в модели колеса с
усталостным разрушением

Сравнивая результаты расчета значений главных напряжений для модели
конического колеса без выкрашивания поверхности колеса и для дефектной
шестерни (рис. 6, рис. 7), придем к выводу, что крутящий момент для достиже-
ния предела прочности почти на 50% выше. Для бездефектного колеса данное
состояние достигнуто при значении крутящего момента 5516,7 Н·м, а с выкра-
шиванием поверхности - 3861,1 Н·м.

На рисунке 8 видно, что максимальные напряжения по Мизесу при крутящем
моменте 3861,1 Н·м локализуется у основания ножки зуба, где наблюдается U -
образный концентратор напряжений.
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Рис. 6. Расчет максимальных главных напряжений в модели колеса без
выкрашивания поверхности зуба

Рис. 7. Расчет максимальных главных напряжений в модели колеса с
выкрашиванием поверхности зуба

Рис. 8. Расчет напряжений по Мизесу на поверхности основания ножки зуба
колеса
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4. Выводы На основе расчетов методами компьютерного моделирования
следует отметить, что на концентрацию напряжений в деталях конической пе-
редачи с типичными дефектами и без дефектов влияет радиус закругления по-
верхности зуба. Для снижения создаваемых напряжений в зубе данный радиус
следует увеличить. Результаты экспериментальных исследований Всероссий-
ского научно-исследовательского института авиационных материалов Государ-
ственного научного центра РФ полностью совпадают с расчетами, выполнен-
ными авторами статьи с помощью компьютерного моделирования усталостного
разрушения.

Авторами статьи показана связь структуры и физико-механических свойств
конструкционных материалов при эксплуатации в экстремальных условиях ди-
намических знакопеременных нагрузок. Рассмотрение этих процессов с учетом
эффекта Баушингера позволяет более полно представить этапы образования
и роста трещин, интерпретировать вид поверхности разрушения конических
зубатых колес редукторов. Итоги проведенного эксперимента совместно с Бал-
тийским государственным техническим университетом «ВОЕНМЕХ» им. Д. Ф.
Устинова по исследованию влияния температур отпуска на ударную вязкость
хорошо согласуются с подобными исследованиями, опубликованных в отече-
ственных и зарубежных научных источниках.

Созданная авторами в системах Компас 3D и APM WinMachine компьютер-
ная модель конической косозубой передачи адекватно описывает процессы, про-
исходящие в материале деталей при различных условиях нагружения и различ-
ных состояниях рабочих поверхностей зубьев колес. Рассчитанные аналитиче-
скими методами значения контактных и изгибных напряжений в материале
модели бездефектного колеса при крутящем моменте 550 Н·м приближены к
значениям максимальных главных напряжений, полученных компьютерными
методами (рис. 3). Что говорит о правильности построения расчетной модели
конического колеса в программных пакетах. Следовательно, предложенная ав-
торами методика исследования напряженно-деформированного состояния ма-
териалов деталей при переменных напряжениях с применением аналитических
и компьютерных методов, позволяет в короткие сроки, без затрат денежных
средств на изготовление элементов, прогнозировать работоспособность дета-
лей конического редуктора с учетом различных факторов. По данной методике
можно виртуально подбирать наиболее подходящие геометрические размеры
деталей, способы обработки их поверхностей, проигрывать различные вариан-
ты нагружений колес с трещинами и с дефектами контактной поверхности.

5. Заключение Результаты компьютерного моделирования и эксперимен-
тальных исследований показали, что долговечность и прочность конического
редуктора в рабочих условиях зависят от усталостной прочности его составных
деталей, т.е. от их геометрических размеров, состояний и способа обработки
поверхностных слоев, выбора материала. Для повышения несущей способности
и увеличения сроков эксплуатации необходимо провести ряд мероприятий для
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преобразований форм деталей для более равномерного распределения внутрен-
них сил в конструкциях. Также требуется тщательная обработка поверхностей
деталей, использование антикоррозийного покрытия, создание остаточных на-
пряжений в деталях путем предварительного нагружения за предел текучести
для повышения прочностных свойств. Для не возникновения трещин требуется
периодической осмотр состояний поверхностей деталей, замена износившихся
деталей, либо деталей с истекшим сроком службы.
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1. Введение В производстве и технике часто встречаются детали в ви-
де сферы. Получение шаровой заготовки с помощью литья по выплавляемым
моделям, экономически выгодней, чем при обработке металла давлением. По-
этому в этой области проведено много исследований [1–13], направленных на
улучшение процесса формирования отливки. В ряде работ изучалось влия-
ние геометрии оболочкой формы на ее напряжённо-деформированное состоя-
ние (НДС) [1–3], толщины стенки керамики [4–9], материала отливок [10, 11]
и материала оболочковой формы [12]. Поскольку керамическая оболочка де-
формируется упруго, то о ее способности выдержать нагрузку, исходящую от
заливаемого металла, можно судить по уровню и характеру возникающих на-
пряжений, учитывая при этом, что сжимающие напряжения предпочтительнее
растягивающих. В данной работе исследуется влияние, оказываемое со сторо-
ны ОН, на напряжения, возникающие в процессе затвердевания металла в сфе-
рической керамической оболочковой форме. Для этой цели рассматривается
различный уровень погружения оболочкой формы в опорный наполнитель. На-
ряду с этим изучается также влияние предварительного подогрева (прокалки)
формы.

Образуемый в ходе распределения температуры и охлаждения металл и
керамическую форму считаем упругими, деформацию малой. Соотношение
Дюамеля-Неймана описывает связь между напряжением упругой деформацией
и температурой

σij = (λekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeij, (1)

λ, µ, K =
2

3
µ+ λ упругие модули, α – коэффициент линейного температурного

расширения.
Полагаем, что температура не зависит от скорости деформаций, и распро-

страняется благодаря закону Фурье

cρ
∂T

∂t
= div (λgradT ) (2)

λ – теплопроводность B/(Вт◦C), c – удельная теплоемкость Дж/(кг◦C), ρ –
плотность кг/м3.

Зависимостью упругих модулей и теплофизических характеристик пренебре-
гаем. Дополняет систему уравнений (1, 2) уравнение равновесия

σij,j = 0. (3)

2. Постановка задачи. В сферическую керамическую оболочковую фор-
му, размерами (R ≤ r ≤ Rs), прогретую до температуры T∗

◦C заливают рас-
плавленную сталь температурой T = 1550◦C. Следует найти распределение
напряжений в течении времени кристаллизации металла. Введем сферическую
систему координат

(
r, φ, θ

)
и свяжем ее с центром формы, которая может
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быть как в свободном состоянии, так и помещена в опорный наполнитель ча-
стично или полностью (рис. 1). Примем сферу сплошной, полагая, что наличи-
ем воронки в материале оболочковой формы можно пренебречь. Распределение
температуры T (r, t) для каждого момента времени t определяется из решения
уравнения теплопроводности

∂T (r, θ, t)

∂t
=

λ

ρc

(
1

r2
∂2

∂r2
(
r2T (r, θ, t)

)
+

1

r2 sin (θ)

∂

∂θ

(
sin (θ)

∂

∂θ
T (r, θ, t)

))
(4)

совместно с начальными

T (r, 0) = 1550◦C для r ∈
[
0 Rs

]
;T (r, θ, 0) = T ◦

∗C для r ∈
[
Rs R

]
(5)

и граничными условиями:

в центре сферы
∂T (r, θ, t)

∂r
= 0 для r = 0

на поверхности контакта между твердой фазой и керамической оболочкой r = R{
−λ1

∂T<1> (R, θ, t)

∂r
= −λ2

∂T<2> (R, θ, t)

∂r
;

T<1> (R, θ, t) = T<2> (R, θ, t)
(6)

на границе жидкой и твердой фазы r = G (t){
−λ2

∂T<2> (G, θ, t)

∂r
= −λ3

∂T<3> (G, θ, t)

∂r
+

∂∆

∂t
Lρ∗;

T<2> (G, θ, t) = T<3> (G, θ, t)
(7)

в случае опорного наполнителя β∗ ≤ θ ≤ π

2

∂T (Rs, θ, t)

∂r
= 0 (8)

для свободной поверхности 0 ≤ θ ≤ β∗

−λ2
∂T (Rs, θ, t)

∂r
= k (T (Rs, θ, t)− T e) (9)

на плоскости симметрии θ = 0, θ =
π

2

∂T (r, θ, t)

∂θ
= 0; (10)

В приведённых выше соотношениях λ1, λ2, λ3 – коэффициенты теплопровод-
ности; k – коэффициент теплообмена керамической оболочки с окружающее
средой; β – угол погружения формы в ОН; L- скрытая удельная теплота кри-
сталлизации; ρ – плотность металла.

Решение температурной задачи (4-10) проводим числено методом прогонки.
Деформации в сферической системе координат зависят только от перемеще-

ний ur (r, θ, t) и uθ (r, θ, t) потому, что по координате φ симметрично, а следова-
тельно, по φ нет перемещений,



28 А. В. ТКАЧЕВА, А.А. ЕВСТИГНЕЕВА

Рис. 1 Схема задачи

err = ur,r, eθθ =
1

r
(uθ,θ + ur) , eφφ = uθ

1

r
ctg (θ) + ur

1

r
, (11)

erθ = 0.5

(
uθ,r −

1

r
uθ +

1

r
ur,θ

)
, erφ = eφθ = 0.

Подставляя (11) в (1) перепишем соотношения Дюамеля-Неймана в сфериче-
ской системе координат для нашего случая

σrr = (λ+ 2µ)ur,r + λ
1

r
(uθ,θ + 2ur + uθctg (θ))− 3Kα (T − T0) ;

σθθ = (λ+ 2µ)
1

r
(uθ,θ + ur) + λ

(
ur,r +

1

r
ur +

1

r
uθctg (θ)

)
− 3Kα (T − T0) ; (12)

σφφ = (λ+ 2µ)
1

r
(uθctg (θ) + ur) + λ

(
ur,r +

1

r
ur +

1

r
uθ,θ

)
− 3Kα (T − T0) ;

σrθ = µ

(
uθ,r −

1

r
uθ +

1

r
ur,θ

)
.

Уравнение равновесия

σr,r +
1

r
σrθ,θ +

1

r
(2σrr − σθθ − σφφ − σrθctg (θ)) = 0, (13)

σrθ,r +
1

r
σθ,θ +

1

r
((σθθ − σφφ) ctg (θ) + 3σrθ) = 0.

Для решения уравнения равновесия (13) запишем граничные условия:
на границе жидкой и твердой фазы r = G (t){

σ<1>
rr = −p; p = ρgh

σ<1>
rθ = 0

(14)

на поверхности контакта между твердой фазой и керамической оболочкой r = R
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σ<1>
rr = σ<2>

rr

σ<1>
rθ = σ<2>

rθ

u<1>
r = u<2>

r

u<1>
θ = u<2>

θ

(15)

для свободной поверхности 0 ≤ θ ≤ β∗{
σ<2>
rr = 0;

σ<2>
rθ = 0

(16)

в случае опорного наполнителя β∗ ≤ θ ≤ π{
u<2>
r = 0

u<2>
θ = 0

(17)

на плоскости симметрии θ = 0, θ = π
Уравнения (13-17) представляем в перемещениях и решаем полученную си-

стему линейных уравнений одним из возможных численных методов: простых
итераций либо Гаусса.

3. Обсуждение результатов Принятые физико-механические характе-
ристики сред:
для жидкого металла плотность 7800 кг/м3, теплоемкость 900 Дж/(кг◦C),
скрытая удельная теплота кристаллизации 270·103 Дж/кг, коэффициент теп-
лопроводности 2,98 Вт/(м◦C)
для твердого металла плотность 7860 кг/м3, теплоемкость 460 Дж/(кг◦C), ко-
эффициент теплопроводности 29 Вт/(м◦C), коэффициент линейного расшире-
ния 11,0·10-6 1/◦C, параметры Ламе λ=121,1 ГПа, µ=80,7 ГПа
для оболочковой формы плотность 2000 кг/м3, теплоемкость 840 Дж/(кг◦C),
коэффициент теплопроводности 0,812 Вт/(м◦C), коэффициент линейного рас-
ширения 0,51·10-6 1/◦C, параметры Ламе λ = 172, 6ГПа, µ=259,0 ГПа.
Рассмотрим процесс деформирование керамической формы в течение време-
ни затвердевания залитого жидкого металла. При размерах внешнего радиуса
0,05 м толщиной 0,005 м это займет не более двух минут. Разбивая временной
интервал на малые временные промежутки, произведем расчет поставленной
задачи.

Рассмотрим случай, когда оболочка перед заливкой металла разогрета до
температуры 800 ◦C. На рис. 2 показано движение границы, разделяющей жид-
кую фазу от твердой, как видно это не линейное движение с запаздыванием на
границе контакта с керамической формой. Сжимающие напряжения высокие
на внутренней поверхности формы рис. 3, как же с временем уменьшают свои
значения.

В случае свободной внешней поверхности задача становится симметрична от-
носительно φ и θ, по этой причине напряжения σφ и σθ на рис. 3 равны.
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Рис. 2 Движение границы
разделяющей твердую и жидкую

фазы

Рис. 3 Распределение сжимающих
напряжений на поверхности контакта

металл - ОФ. Прямой обозначено
радиальное напряжение,

пунктирнойσφ и σθ.

На рис. 4 приведены напряжения на внешней поверхности керамической обо-
лочки для разных случаев погружения в опонный наполнитель, угол β при-
нимался равным π/4, π/2 и 3π/4. Опорный наполнитель создает сжимающие
напряжения на внешней поверхности формы, при этом контактное напряжения
на внутренней поверхности не возрастает.
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Для более детального изучения вопроса рассмотрим температуру прокалива-
ния керамической формы. На рис. 5 продемонстрирована зависимость макси-
мального напряжения в керамической форме от температуры прокаливания в
первый временной интервал. Чем выше температура прокаливания, тем меньше
максимальные напряжения зарождаются в керамической форме при кристал-
лизации отливки.

Рис. 4. Распределение напряжений на
внешней поверхности формы

погруженной на угол β: а)π/4; б) π/2,
с) 3π/4

Заключение. В первые секунды заливки металла в сферическую керами-
ческую форму опорный наполнитель оказывает негативное влияние на образо-
вание отрицательных напряжений на внешней поверхности оболочки. Степень
погружения в опорный наполнитель не увеличивает напряжения на свободной
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Рис. 5. Зависимость максимального
напряжения в керамической форме от

температуры прокаливания

внешней поверхности формы. С момента начала заливки до кристаллизации
стальной заготовки в материале формы образуются сжимающие напряжения,
значения которых со временем понижаются.

Максимальное напряженное состояние керамическая форма испытывает в
первые доли секунд заливки, при этом самые высокие сжимающие напряжения
образуются на внутренней поверхности формы. На их значения опорный напол-
нитель практически не оказывает влияния, чего нельзя сказать о температуре
предварительного подогрева оболочки. Чем выше температура прокалки, тем
меньше напряжения и вероятность растрескивания формы.
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Введение. Нелинейные дифференциальные уравнения имеют приложе-
ния: при исследовании волновых процессов в эластичных балках [1, 2], в стро-
ительных конструкциях [3, 4], в исследованиях эволюционных процессов [5–7]
. Особенностью нелинейных дифференциальных уравнений является наличие
подвижных особых точек алгеброического типа. На данный момент существу-
ет два варианта разрешимости таких уравнений: разрешимость в квадратурах
в частных случаях, как предлагается в работах [8–26], второй вариант связан
с авторским методом аналитического приближенного решения. Этот метод со-
стоит из решения ряда математических задач, некоторые из которых представ-
лены в работах [27–30]. В данной работе представлено решение одной из задач
авторского метода: исследование влияния возмущения начальных данных на
аналитическое приближенное решение. Актуальность решения данной задачи
связано с аналитическим продолжением решения в области аналитичности для
рассматриваемого нелинейного дифференциального уравнения.

Методы исследования
В работе [31] доказана теорема существования решения задачи Коши:

y
′′′
= y3 + r(x), (1)

y(x0) = y0, y
′
(x0) = y1, y

′′
(x0) = y2 (2)

в области |x− x0| < ρ2,
где ρ2 = min{ρ1, 3

√
1

(M+1)2
}, M = max{|y0|, |y1|, |y2|, sup

n

|rn(x0)|
n!

},

ρ1 – радиус области аналитичности функции r(x).
Если на первом этапе для получения аналитического приближенного решения

задачи Коши (1)-(2)

Yn(x) =
N∑

n=0

Cn(x− x0)
n, (3)

можно воспользоватся результатом работы [31], то на втором этапе, при осу-
ществлении аналитического продолжения решения (3) требуется решить зада-
чу влияния возмущения начальных данных на аналитическое приближенное
решение.

Рассмотрим задачу Коши:

y
′′′
= y3 + r(x), (4)

y(x0) = ỹ0, y
′
(x0) = ỹ1, y

′′
(x0) = ỹ2 (5)

Решением задачи (4)-(5), вместо структуры аналитического приближенного
решения (3), будем иметь
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ỹ(x) =
n∑

k=1

C̃n(x− x0)
n, (6)

где C̃n - возмущенное значение коэффициентов.
Теорема 1. Пусть r(x) - аналитическая функция в области

|x− x0| < ρ1; ∆M < 1.

Тогда для аналитического приближенного решения (6), задачи Коши (4)-(5)
справедлива оценка погрешности

∆ỹ1(x) ⩽ ∆0 +∆1.

В области

|x− x0| < ρ2,

где

∆0 ⩽ ∆M(1 + |x− x0|+ |x− x0|2)+

+
∆M(M +∆M + 1)3|x− x0|3

1− (M +∆M + 1)2|x− x0|3

(
1

120
+

|x− x0|
24

+
|x− x0|2

60

)
,

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+5
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|
N(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 2)(N + 3)

)
,

в случае N + 1 = 3n,

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+3
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|
N(N + 2)

+
|x− x0|2(M + 1)2

(N + 2)(N + 3)

)
,

в случае N + 1 = 3n+ 1,

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+1
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|(M + 1)2

N(N + 2)
+

|x− x0|2(M + 1)2

(N + 2)(N + 3)

)
,

в случае N + 1 = 3n+ 2,

M = max

{
|ỹ0|, |ỹ1|, |ỹ2|, sup

n

|rn(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ...



ОПТИМИЗАЦИЯ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКИ ... 39

∆M = max{ỹ0, ỹ1, ỹ2}, ρ2 = min

{
ρ1,

3

√
1

(M +∆M + 1)2
, 3

√
1

(M + 1)2

}
.

Докозательство.

∆ỹN(x) = |y(x)− ỹN(x)| ⩽ |y(x)− ỹ(x)|+ |ỹ(x)− ỹN(x)|.
Или, с учетом выражений (3) и (6)

∆ỹN(x) ⩽

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n −

∞∑
n=0

C̃n(x− x0)
n

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

C̃n(x− x0)
n −

N∑
n=0

C̃n(x− x0)
n

∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(Cn − C̃n)(x− x0)
n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
n+1

C̃n(x− x0)
n

∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

∞∑
n=0

∆C̃n|x− x0|n +
∞∑
n+1

|C̃n||x− x0|n = ∆0 +∆1,

где

∆C̃n =
∣∣∣Cn − C̃n

∣∣∣ .
Оценка для ∆1 следует на основании работы [31]:

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+5
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|
N(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 2)(N + 3)

)
в случае N + 1 = 3n,

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+3
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|
N(N + 2)

+
|x− x0|2(M + 1)2

(N + 2)(N + 3)

)
в случае N + 1 = 3n+ 1,

∆1 ⩽
(M + 1)

2N+1
3 |x− x0|N+1

(N + 1)(1− (M + 1)2)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)
+

|x− x0|(M + 1)2

N(N + 2)
+

|x− x0|2(M + 1)2

(N + 2)(N + 3)

)
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в случае N + 1 = 3n+ 2.
В области

|x− x0| <
1

3
√

(M + 1)2
.

При этом

M = max

{
|ỹ0|, |ỹ1|, |ỹ2|, sup

n

|rn(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ...

Напомним оценки для коэффициентов Cn, полученные в работе [31]

|C3n| ⩽
1

3n(3n− 1)(3n− 2)
(M + 1)2n+1,

|C3n+1| ⩽
1

(3n+ 1)(3n)(3n− 1)
(M + 1)2n+1,

|C3n+2| ⩽
1

(3n+ 2)(3n+ 1)3n
(M + 1)2n+1.

Докажем оценки для ∆C̃n с учетом значений его индекса:

∆C̃3n ⩽
∆M(M +∆M + 1)2n+1

3n(3n− 1)(3n− 2)
= ϑ3n, (7)

∆C̃3n+1 ⩽
∆M(M +∆M + 1)2n+1

(3n+ 1)(3n)(3n− 1)
= ϑ3n+1, (8)

∆C̃3n+2 ⩽
∆M(M +∆M + 1)2n+1

(3n+ 2)(3n+ 1)(3n)
= ϑ3n+2. (9)

Докажем вариант оценки (7) с учетом рекурентного соотношения для коэф-
фициентов Cn, полученный в работе [31]:

n(n− 1)(n− 2)Cn = Cn−3
∗∗ + An−3

для n ≥ 3, где

Cn
∗∗ =

n∑
i=0

Ci · Cn−i
∗, Cn

∗ =
n∑

i=0

Ci · Cn−i.

∆C̃3n+3 = |C3n+3 − C̃3n+3| =

=
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
|Cn

∗∗ + A3n − C̃3n
∗∗ − A3n| =

=
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
|Cn

∗∗ − C̃3n
∗∗| =
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=
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
×

×

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

C3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C3jC3n−3i−3j

)
−

n∑
i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C̃3jC̃3n−3i−3j

)∣∣∣∣∣ ⩽
⩽ | 1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

n∑
i=1

(C̃3i +∆C̃3i)×

×

(
n+1−i−j∑

j=1

(C̃3j +∆C̃3j)(C̃3n−3i−3j +∆C̃3n−3i−3j)

)
−

−
n∑

i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C̃3jC̃3n−3i−3j

)
|.

После раскрытия скобок в последнем выражении и приведения подобных,
будем иметь:

∆C̃3n+3 ⩽
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
|

n∑
i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C̃3j∆C̃3n−3i−3j

)
+

+
n∑

i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

∆C̃3jC̃3n−3i−3j

)
+

n∑
i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

∆C̃3jC̃3n−3i−3j

)
+

+
n∑

i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C̃3jC̃3n−3i−3j

)
+

n∑
i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

C̃3j∆C̃3n−3i−3j

)
+

+
n∑

i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

∆C̃3jC̃3n−3i−3j

)
+

n∑
i=1

C̃3i

(
n+1−i−j∑

j=1

∆C̃3j∆C̃3n−3i−3j

)
|.

Подставим в последнее выражение оценки (7), (8), (9), а также оценки для
C̃3n, C̃3n+1, C̃3n+2 из работы [31]:

|C̃3n| ⩽
1

3n(3n− 1)(3n− 2)
(M + 1)2n+1,

|C̃3n+1| ⩽
1

(3n+ 1)(3n)(3n− 1)
(M + 1)2n+1,

|C̃3n+2| ⩽
1

(3n+ 2)(3n+ 1)(3n)
(M + 1)2n+1,

получаем:
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∆C̃3n+3 ⩽
1

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
|

n∑
i=1

(M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
×

×

(
n+1−i−j∑

j=1

(M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)

∆M(M +∆M + 1)2n+3−2i−2j−2

(3n)(3n+ 2)(3n+ 1)

)
+

+
n∑

i=1

(M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
×

×(

n+1−i−j∑
j=1

∆M(M +∆M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)

(M +∆M + 1)2n+3−2i−2j−2

(3n− 3i− 3j)
×

× 1

(3n− 3i− 3j − 1)(3n− 3i− 3j − 2)
) +

n∑
i=1

(M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
×

×(

n+1−i−j∑
j=1

∆M(M +∆M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)
×

× ∆M(M +∆M + 1)2n+3−2i−1−2j−1

(3n− 3i− 3j)(3n− 3i− 3j − 1)(3n− 3i− 3j − 2)
)+

+
n∑

i=1

∆M(M +∆M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
(

n+1−i−j∑
j=1

(M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)
×

× (M + 1)2n+3−2i−1−2j−1

(3n− 3i− 3j)(3n− 3i− 3j − 2)(3n− 3i− 3j − 1)
)+

+
n∑

i=1

∆M(M +∆M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
(

n+1−i−j∑
j=1

∆M(M +∆M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)
×

× ∆M(M +∆M + 1)2n+3−2i−1−2j−2

(3n− 3i− 3j)(3n− 3i− 3j − 1)(3n− 3i− 3j − 2)
)+

+
n∑

i=1

∆M(M +∆M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
×

×(

n+1−i−j∑
j=1

∆M(M +∆M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)
×

× (M + 1)2n+3−2i−1−2j−1

(3n− 3i− 3j)(3n− 3i− 3j − 1)(3n− 3i− 3j − 2)
)+

+
n∑

i=1

∆M(M +∆M + 1)2i+1

(3i)(3i− 1)(3i− 2)
(

n+1−i−j∑
j=1

∆M(M +∆M + 1)2j+1

(3j)(3j − 1)(3j − 2)
×



ОПТИМИЗАЦИЯ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКИ ... 43

× ∆M(M +∆M + 1)2n+3−2i−1−2j−1

(3n− 3i− 3j)(3n− 3i− 3j − 1)(3n− 3i− 3j − 2)
)|.

После ряда преобразований в последенем получим оценку

∆C̃3n+3 ⩽
∆M(M +∆M + 1)2n+3

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)
.

Переходим к оценке ∆0.
Рассмотрим ряд

∞∑
n=0

ϑn|x− x0|n, (10)

мажорантный для ряда

∞∑
n=0

∆C̃n|x− x0|n, (11)

∞∑
n=0

ϑn|x− x0|n =
∞∑
k=0

∆M(M +∆M + 1)2k+1

(3k)(3k − 1)(3k − 2)
|x− x0|3k+

+
∞∑
k=0

∆M(M +∆M + 1)2k+1

(3k)(3k + 1)(3k − 1)
|x− x0|3k+1+

+
∞∑
k=0

∆M(M +∆M + 1)2k+1

(3k + 2)(3k + 1)(3k)
|x− x0|3k+2.

Для каждого ряда в правой части последнего равенства имеем, на основании
достаточного признака сходимости рядов, область

|x− x0| < 3

√
1

(M +∆M + 1)2
;

На основании связи рядов (10) и (11) имеем:

∆0 =
∞∑
n=0

∆C̃n|x− x0|n ⩽

⩽ ∆C̃0 +∆C̃1|x− x0|+∆C̃2|x− x0|2 +
∞∑
k=1

∆C̃3k|x− x0|3k+

+
∞∑
k=1

∆C̃3k+1|x− x0|3k+1 +
∞∑
k=1

∆C̃3k+2|x− x0|3k+2 ⩽

⩽ ∆C̃0 +∆C̃1|x− x0|+∆C̃2|x− x0|2 +
∞∑
k=1

ϑ3k|x− x0|3k+
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+
∞∑
k=1

ϑ3k+1|x− x0|3k+1 +
∞∑
k=1

ϑ3k+2|x− x0|3k+2. (12)

С учетом оценок (7), (8), (9) и

∆C̃0 = ∆ỹ0, ∆C̃1 = ∆ỹ1, ∆C̃2 = ∆ỹ2,

∆M̃ = max{∆ỹ0,∆ỹ1,∆ỹ2},
из (12) получаем

∆0 ⩽ ∆M(1 + |x− x0|+ |x− x0|2) +
∞∑
k=1

∆M(M +∆M + 1)2k+1|x− x0|3k+1

(3k)(3k + 1)(3k − 1)
+

+
∞∑
k=1

∆M(M +∆M + 1)2k+1|x− x0|3k+2

(3k + 2)(3k + 1)(3k)
+

+
∞∑
k=1

∆M(M +∆M + 1)2k+1|x− x0|3k+3

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
⩽

⩽ ∆M(1 + |x− x0|+ |x− x0|2) +
∆M(M +∆M + 1)3|x− x0|3

1− (M +∆M + 1)2 · |x− x0|3
×

×(
1

120
+

|x− x0|
24

+
|x− x0|2

60
).

Таким образом завершаем докозательство оценки для ∆ỹn(x) в области

|x− x0| < ρ2,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

3

√
1

(M + 1)2
, 3

√
1

(M +∆M + 1)2

}
.

Численный эксперимент.
Для задачи Коши (1)-(2), работе [31], r(x) = 0,

C3 =
1

6
(C0

3 + A0); C4 =
1

24
(3C0

2 · C1 + A1),

C5 =
1

60
(3C0 · C1

2 + 3C0
2 · C2 + A2),

C6 =
1

120
(3C0

2 · C3 + 6C0 · C1 · C2 + C1
3 + A2),

C7 =
1

7 · 6 · 5
(C4

∗∗ + A4) =
1

120
(C0 · (2C0 · C4 + 2C1 · C3 + C2

2) + C1 · (2C0 · C3+
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+2C1 · C2) + C2 · (2C0 · C2 + C1
2) + C3(2C0 · C1) + C4 · C0

2 + A4).

y(1) =
√
2; y

′
(1) = 0, 05; y

′′
(1) = 0, 1.

Вычислим значение в точке x1 = 1, 1. Значение x1 - попадает в область
|x− x0| < ρ2. В соответстивии с результатом работы [31],

ρ2 =
1

3
√

(M + 1)2
= 0, 555567.

№ xi y6 ∆y6 ∆2

1 1,1 1,4206855093 0,0000000545 0,0000000002

Таблица 1. Харектиристика численного расчета первого этапа.

Обозначения:
y6 - приближенное аналитическое решение (3);
∆y6 - априорная оценка приближенного решения (3);
∆2 - апостериорная оценка для приближенного решения (3).
Для апостериорной погрешности оценки ∆2 в структуре аналитического при-

ближенного решения (3) требуется N = 9. Слогаемые с 6 по 9 в общей сумме не
превышают требуемую точность. Следовательно аналитическое приближенное
решение ỹ6(1, 1) имеет точность ∆6 = 0, 0000000002.

На втором этапе существляем аналитическое продолжение.
Задача Коши (1)-(2): r(x) = 0,

ỹ(1, 1) = ỹ0 = 1, 4206855093;∆ỹ0 = 0, 0000000002;

ỹ′(1, 1) = ỹ1 = 0, 0841653262;∆ỹ1 = 0, 0000000037;

ỹ′′(1, 1) = ỹ2 = 0, 4836180225;∆ỹ2 = 0, 0000002212;

x2 = 1, 2.

В соответствии с результатом настоящей работы

ρ2 =
1

3
√

(M +∆M + 1)2
= 0, 554678.

Точка x2 = 1, 2 удовлетворяет условию результата данной работы. Результаты
расчетов представлены в таблице 2.

Обозначения:
ỹ6(x) - приближенное аналитическое решение (6);
∆ỹ6 - априорная оценка приближенного решения (6);
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№ x ỹ6(x) ∆ỹ6 ∆3

1 1,2 1,4344187718 0,0000002994 0,00000025

Таблица 2. Харектиристика численного расчета второго этапа.

∆3 - апостериорная оценка для приближенного решения (6).
Для заданного ∆3 в структуре аналитического приближенного решения (6)

требуется N = 9. Слогаемые с 7 по 9 в общей сумме не превышают требуе-
мой точности ∆3. Следовательно приближенное решение ỹ6 в точке (1, 2) имеет
точность ∆3.

Выводы
В работе установлена зависимость аналитического приближенного решения

задачи Коши (1)-(2) от возмущенных начальных данных. Эта зависимость воз-
никает при осуществлении аналитического продолжения решения задачи Коши
(1)-(2) в области аналитичности. Теоретические результаты сопровождены чис-
ленным экспериментом. Априорная оценка погрешности решения (6) зависит от
двух составляющих. Первая ∆0 зависит от погрешности начальных данных (5),
вторая ∆1 от структуры решения (6). Вторая составляющая ∆1, эффективна
при условии ∆1 > ∆0. В противном случае требуется уменьшить величину ∆0.
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Введение. В работе [1] были получены аналитические решения начально-
краевой задачи о деформировании сплошного шара, подверженного воздей-
ствию нестационарного температурного поля и проявляющего упругие, пла-
стические, упрочняющиеся и вязкие свойства. Позже данные результаты были
подтверждены в [2] посредством проведения численного моделирования мето-
дом конечных элементов.

Однако решения в указанных выше работах были получены в предположе-
нии, что выполняются условия применимости формулы Грина [3, c. 123, заме-
чание 2]. В свою очередь, это связано с непрерывностью решения со своими
частными производными первого порядка по пространственной координате в
замкнутой области r ∈ [0, R], t ≥ 0 и непрерывностью частных производных
второго порядка в интервале r ∈ (0, R). Здесь r — радиальная координата,
R > 0 — радиус шара, t — время.

Таким образом, необходимо проведение дополнительного исследования схо-
димости полученных функциональных рядов с целью подтверждения их соот-
ветствия начально-краевой задаче.

Доказательство. Уравнение теплопроводности вместе с краевыми усло-
виями для рассматриваемой задачи в случае сферической симметрии имеет вид

∂T (r, t)

∂t
= ϑ

(
2

r

∂T (r, t)

∂r
+

∂2T (r, t)

∂r2

)
,

T (r, 0) = T0,

T (R, t)− T0

Tm − T0

= 1− e−xt,

T (0, t) ̸= ∞.

(1)

Здесь T (r, t) — распределение температуры шара по радиусу; T0 — начальная
температура тела; Tm — температура окружающей среды; ϑ > 0 — коэффициент
температуропроводности; x > 0 — скорость нагрева поверхности.

Согласно [1], решение начально-краевой задачи (1) в безразмерных перемен-
ных имеет вид

Θ(ξ, t) =
T (ξ, t)− T0

Tm − T0

=

= 1− e−xt +
∞∑
n=1

2(−1)n
sin (πnξ)

πnξ

x

x− ϑπ2n2

R2

[
e−

π2n2

R2 ϑt − e−xt

]
,

(2)

где ξ = r/R — безразмерный радиус.
Докажем равномерную сходимость функционального ряда (2), воспользовав-

шись мажорантным признаком Вейерштрасса [4, c. 86, теорема 4]. Для этого
проведем оценку сверху его членов un (ξ, t) (n ≥ 1) по абсолютной величине
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|un (ξ, t)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣2 (−1)n · sin (πnξ)
πnξ

·
x ·
[
e−ϑπ2n2

R2 t − e−xt

]
x− ϑπ2n2

R2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2xe−xt ·
∣∣∣∣sin (πnξ)πnξ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣e−(

ϑπ2n2

R2 −x
)
t − 1

∣∣∣∣∣∣ϑπ2n2

R2 − x
∣∣ .

(3)

Можно показать, что
e−xt ≤ 1,∣∣∣∣sin (πnξ)πnξ

∣∣∣∣ ≤ 1.
(4)

Тогда из (3) с учетом (4) следует, что

2xe−xt ·
∣∣∣∣sin (πnξ)πnξ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣e−(

ϑπ2n2

R2 −x
)
t − 1

∣∣∣∣∣∣ϑπ2n2

R2 − x
∣∣ ≤ 2x ·

∣∣∣∣e−(
ϑπ2n2

R2 −x
)
t − 1

∣∣∣∣∣∣ϑπ2n2

R2 − x
∣∣ . (5)

Рассмотрим последний множитель в правой части (5). Введем замену ρ =

t ·
(
ϑπ2n2

R2 − x
)

и проверим, является ли точка ρ = 0 точкой разрыва.

lim
ρ→0

|e−ρ − 1|
|ρ|

· t = t. (6)

Поскольку предел в (6) существует и конечен, то точка ρ = 0 является точкой
устранимого разрыва.

Далее определим поведение рассматриваемой функции на луче ρ > −x · t

d

dρ

(
|e−ρ − 1|

|ρ|
· t
)

=
sgn (e−ρ − 1) (−e−ρ) |ρ| − |e−ρ − 1| sgn (ρ)

|ρ|2
· t =

= t · 1− (ρ+ 1) e−ρ

ρ2
· sgn (ρ) · sgn

(
e−ρ − 1

)
=

=
t · e−ρ

ρ2
· [eρ − (ρ+ 1)] ·

{
1 · (−1), ρ > 0

(−1) · 1, ρ < 0
=

t · e−ρ

ρ2
· [(ρ+ 1)− eρ] .

(7)

Очевидно, что первый множитель в правой части (7) неотрицателен. Кроме
того, можно показать, что [(ρ+ 1)− eρ] обращается в нуль при ρ = 0, возрастает
при ρ < 0 и убывает при ρ > 0, т.е. для любого ρ справедливо неравенство
[(ρ+ 1)− eρ] ≤ 0. Таким образом,

d

dρ

(
|e−ρ − 1|

|ρ|
· t
)

≤ 0. (8)
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Тогда максимум функции |e−ρ−1|
|ρ| · t достигается на левом конце интервала, на

котором определено ρ, т.е. при n = 1.
Таким образом, из (6)–(8) следует, что все множители в правой части (5)

принадлежат множеству R+ \ {+∞}. Далее без ограничения общности будем
рассматривать члены ряда, начиная с такого n0, что ϑπ2n2

R2 − x > 0. При этом
сумма первых n0 − 1 членов будет конечным числом. Тогда можно оценить
правую часть в (5)

2x ·

∣∣∣∣e−(
ϑπ2n2

R2 −x
)
t − 1

∣∣∣∣∣∣ϑπ2n2

R2 − x
∣∣ ≤ 2x

ϑπ2n2

R2 − x
=

2 · x
ϑ
· R2

π2

n2 − x
ϑ
· R2

π2

. (9)

Из выше изложенного следует, что члены исходного функционального ряда,
начиная с некоторого n0 могут быть промажорированы числовым рядом

|un (ξ, t)| ≤
2 · x

ϑ
· R2

π2

n2 − x
ϑ
· R2

π2

= an. (10)

Воспользуемся интегральным признаком Коши-Маклорена [4, c. 26, тео-
рема 10] для доказательства сходимости ряда, составленного из правых ча-
стей (10). Введем замену вида τ = R

π

√
x
ϑ

и вычислим несобственный интеграл

I =

+∞∫
n0

2τ 2

n2 − τ 2
dn = τ · ln

(
n0 + τ

n0 − τ

)
. (11)

Поскольку n0 выбирался таким образом, что n0 − τ > 0, a τ ∈ R+ \ {+∞},
то и I ∈ R+ \ {+∞}, т.е. несобственный интеграл I сходится. Следовательно,
мажорантный числовой ряд также сходится согласно интегральному признаку
Коши-Маклорена, а исходный функциональный ряд сходится равномерно со-
гласно мажорантному признаку Вейерштрасса. Кроме того, можно утверждать,
что данный функциональный ряд достаточное количество раз дифференцируем
и интегрируем согласно [4, c. 99, теорема 9] и [4, c. 102, теорема 10] соответствен-
но.

Проведем оценку остаточного члена функционального ряда. Пусть rn — оста-
ток мажорантного числового ряда, sn — остаток исходного функционального
ряда. Тогда

|un (ξ, t)| ≤ an =⇒ rn =
+∞∑
n=n0

an ≥
+∞∑
n=n0

|un (ξ, t)| ≥

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=n0

un (ξ, t)

∣∣∣∣∣ = |sn| . (12)

Следствием признака интегральной сходимости Коши-Маклорена [4,
c. 26, теорема 10] является оценка остатка ряда

rn ≤ I ≤ ε, (13)
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где ε > 0 — требуемая точность.
Подберем такое n0, чтобы выполнялось условие (13):

τ · ln
(
n0 + τ

n0 − τ

)
≤ ε =⇒ n0 ≥

Rπ
√

x

ϑ
· e

ε
R
π

√
x
ϑ + 1

e

ε
R
π

√
x
ϑ − 1

 . (14)

Нетрудно видеть, что оценка (14) не противоречит исходному предположению
касательно выбора порядкового номера члена ряда n0.

Таким образом, доказана равномерная сходимость полученного функцио-
нального ряда температуры и, как следствие, применимость формулы Грина
для задачи теплопроводности.

Следуя [1], можно показать, что выражения для напряжений, перемещений
и деформаций в различных областях шара в общем виде являются линейными
комбинациями величин
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R
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)

r
dr, (15)

где r1 и r2 — некоторые координаты на отрезке r ∈ [0, R].
Оценим функциональные ряды, входящие во второе и третье выражения,

последовательно применяя теорему о почленном интегрировании рядов [4,
c. 99, теорема 9] и теорему о среднем [5, c. 604, теорема 1].∣∣∣∣∣∣ 1r23
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Здесь rc ∈ [r1; r2] — некоторая точка, согласно теореме о среднем.
Таким образом, функциональные ряды, входящие в выражения (15), мажори-

руются сходящимися числовыми рядами и, как следствие, сходятся, а их оста-
точные члены не превышают по модулю величин rn, rn и r2

r1
· rn соответственно.
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Как было отмечено ранее, выражения для напряжений, перемещений и де-
формаций являются линейными комбинациями величин (15). Поэтому их оста-
точные члены по абсолютной величине будут не превосходить линейной ком-
бинации остаточных членов указанных рядов с коэффициентами, взятыми по
модулю. В краткой форме данный факт запишется в виде

A · rn +B · rn + C · rn ≤ ε. (18)

Здесь A, B, C — неотрицательные числа, являющиеся суммами абсолютных
значений коэффициентов линейного разложения относительно величин ви-
да (15) соответственно.

С учетом оценки остаточного члена ряда rn (13) подберем такое n0, чтобы
выполнялось условие (18):
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π
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 , (19)

где D = A+B + C — суммарный передаточный коэффициент.
На рис. 1 представлена зависимость оценки вида (19) остатка функциональ-

ных рядов, описывающих напряжения, перемещения и деформации в теле, от
выбранного количества их членов для различных значений комплекса τ и пере-
даточного коэффициента D в двойных логарифмических координатах. Нетруд-
но видеть, что при увеличении каждой из этих характеристик, зависящих от
физико-механических свойств материала шара, его геометрических размеров и
параметров нагрева (охлаждения), для достижения одной и той же точности
требуется вычисление большего количества членов.

Рис. 1. Зависимость оценки остаточного члена ряда от количества его членов
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Следует также заметить, что полученные оценки достаточного количества
членов ряда (14) и (19) могут быть уточнены и существенно зависят от текущего
момента времени. Например, при малых t функиональные ряды (15) сходятся
медленно. В этом случае решение (2) может быть преобразовано с использо-
ванием свойств тэта-функции Якоби [6], формулы суммирования Пуассона [7]
или операторным методом [3, глава IV]. Однако, начиная с некоторого момента
времени t∗, ряды (15) становятся настолько быстросходящимися, что их первый
член преобладает над суммой всех остальных членов. В таком случае можно
утверждать, что n0 = 1.

Заключение. В ходе выполнения исследования была доказана равно-
мерная сходимость функциональных рядов, применяемых при определении
напряженно-деформированного в задаче термодеформирования сплошного ша-
ра, выполненного из упрочняющегося упруговязкопластического материала,
вместе с их частными производными, что подтверждает выполнения условий
применимости формулы Грина и, как следствие, корректность полученного ре-
шения. Кроме того, проведена оценка остаточных членов указанных рядов с
учетом их зависимости от комплекса R

π

√
x
ϑ

и передаточного коэффициента,
возникающего при переходе от ряда, описывающего температуру тела, к ря-
дам для напряжений, перемещений и деформаций, и получено выражение для
определения количества членов ряда, достаточного для вычислений с заданной
точностью.
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Введение. В настоящее время наружные стены зданий необходимо
проектировать таким образом, чтобы они обеспечивали требуемую несущую
способность, теплотехнические характеристики конструкций и температурно-
влажностный режим согласно [1–8]. Наружные несущие стены, состоящие из
нескольких слоев, могут разрушаться в процессе эксплуатации при несоблюде-
нии требований [4].

1. Цель работы. Определение несущей способности наружной стены жи-
лого здания с жесткими связями при действии внешних нагрузок и температу-
ры.

Объектом для исследования было выбрано здание, построенное в г. Чебокса-
ры. Объемно-планировочные решения жилого дома разработаны в соответствии
с градостроительными, функциональными и технологическими требованиями
[5]. Проектируемый объект имеет размеры в плане по осям 56,23х71,69м. Кон-
фигурация здания имеет блочную структуру и состоит из 4 блок-секций. В
блок-секциях “А-Г” – 9 жилых этажей. Высота типового этажа – 2,7 м (от пола
до низа перекрытия), высота 9-го этажа – 3,0 м (от пола до низа перекрытия).

Наружные ограждающие конструкции – стены надземных этажей выполнены
из крупноформатных пустотных керамических камней Римкер 2,15 НФ М150
F50 (γ =900 кг/м3, λБ =0,23 Вт/м°С). Перевязка лицевого слоя с основной
кладкой – жесткая, один тычковый ряд на 4 ряда лицевой кладки. Толщина
наружных стен 640 мм.

Перекрытия и покрытия выполнены из сборных железобетонных плит - мно-
гопустотных предварительно напряженных стендового без опалубочного фор-
мования по серии ИЖ 998 выпуск 1, 2, 3 толщиной 220мм. Плиты опираются
на наружную ограждающую конструкцию.

Кровля над чердаком – инверсионная с внутренним водостоком, из наплавля-
емого рулонного битумно-полимерного материала “Техноэласт” в 2 слоя; утеп-
литель кровли – экструдированный пенополистирол (γ =35 кг/м3, λ/Б =0,032
Вт/м°С), пароизоляция - наплавляемый рулонный битумно-полимерный ма-
териал “Технониколь”, для создания уклона используется керамзитовый гра-
вий (γ =400 кг/м3), поверх которого устраивается армированная стяжка из
цементно-песчаного раствора М150.

2. Расчет простенка наружной стены первого этажа. Проанализи-
ровав всю наружную стену здания рис.1, к расчету был принят простенок 1
этажа шириной 1160 мм, обозначенный узлом 1. Стена является несущей. Нор-
мативная объемная масса (плотность) кладки: ρ = 1200 кг/м3 =12кН/м3.

3. Сбор нагрузок на простенок. Расчетные нагрузки для простенка
определены согласно [6] и приведены в таблице 1.

Расчет ведется по методике, опаисанной в [4].
Расчетная высота:

H = Hэт − 300(толщина пола этажа) = 3000− 300 = 2700мм. (1)
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Рис. 1. Фрагмент плана секционного многоквартирного жилого дома.

Длина расчетного участка будет, согласно рис.1:

Lk = 1550/2 + 1160 + 1550/2 = 2710мм. (2)

Глубина грузовой площади сбора нагрузок на простенок с покрытия и пере-
крытий каждого этажа:

Lпр =
3550 + 200 + 1990

2
= 2870мм. (3)

Грузовая площадь:

S = Lпр · Lп = 2, 87 · 2, 71 = 7, 78м2. (4)

Вес от покрытия:
Nпокр = 9462 · 7, 78 = 73, 6кН (5)

Вес от перекрытий, рис.2:

Nперекр = 8980 · 7, 78 · 9(кол-во этажей) = 628, 8кН. (6)

Вес стены:
– вес парапетной части δ = 510 мм с высотных отметок от +29, 080 до

+30, 955:
0, 51 · (30, 955− 29, 080) · 2, 71 · 12 = 31, 1 кН (7)

– вес стены за вычетом проемов для остекления:

0, 64 · (2, 71 · (29, 080− 2, 46) − 1, 79 · 1, 55 · 8) · 12 = 383, 6 кН (8)

– вес кладки стены

Nкл = 31, 1 + 383, 6 = 414, 7 кН. (9)
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Нагрузки

Нормати-
вная

нагрузка,
Па

Коэффи-
циент на-
дежности

по
нагрузке

Расчетная
нагрузка,

Па

Покрытие
Собственный вес железобетонных плит

покрытия δ = 220 мм 4000 1,1 4400

Пароизоляция - наплавляемый рулонный
битумно-полимерный материал

“Технониколь”
2 1,3 2,6

Утеплитель- пенополистирол (γ =35
кг/м3, λ/Б =0,032 Вт/м°С), δ = 280 мм 90 1,3 117

Разуклонка -керамзитовый гравий
400кг/м3, δ = 10-150 мм 40 1,3 52

Стяжка из цементно-песчаного раствора
М150 (δ =40 мм), армированная сеткой 800 1,3 1040

Гидроизоляция - наплавляемый
рулонный битумно-полимерный материал

“Техноэласт” в 2 слоя
108 1,3 140,4

Итого: 5040 – 5752
Временная нагрузка в чердачном

помещении 700 1,3 910

Снеговая нагрузка 2000 1,4 2800
Итого: 2700 – 3710

ВСЕГО: 7740 – 9462
Междуэтажные перекрытия

Железобетонная плита δ = 220 мм 4000 1,1 4400
Утеплитель- пенополистирол (γ =35

кг/м3, λ/Б =0,032 Вт/м°С), δ = 50 мм 20 1,3 26

Стяжка из цементного раствора
толщиной
δ = 25 мм

450 1,3 585

Линолеум на мастике δ = 5 мм 52 1,3 67,6
Вес от перегородок 1500 1,3 1950

Итого: 6022 – 7030
Временная нагрузка 1500 1,3 1950

ВСЕГО: 7522 – 8980

Таблица 1.

Вес стены с учетом штукатурки и заполнения оконных проемов:
Nст = 1, 075 · 414, 7 = 445, 8 кН. (10)
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Суммарная нормальная сила N в расчетном сечении H простенка:
N = 73, 6 + 628, 8 + 445, 8 = 1148, 2 кН. (11)

Рис. 2. Разрез по вертикали наружной стены.

Рис. 3. Разрез простенка. Расчетное сечение.

Определение изгибающего момента M и эксцентриситета e0 в расчетном се-
чении 1-1

Нагрузка от перекрытия 1 этажа:
N1эт = 8980 · 7, 78 = 69, 86 кН. (12)
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Изгибающий момент M пер в уровне опирания плиты перекрытия 1 этажа:

Mпер = N1эт · e = 69, 86 · 0, 28 = 19, 6 кН · м. (13)

Расчетная высота простенка: H = 2, 7м
Момент M в расчетном сечении 1-1 от нагрузки с перекрытия и с учетом

момента от веса пояса стены над окнами 1 этажа.

M = 19, 6 · (1, 8/2, 7) = 13, 07кН · м, (14)

где H1 = 1, 8 – расстояние до сечения 1-1.
Эксцентриситет e0 в сечении 1-1:

e0 = 13, 07/1148, 2 = 0, 011м ≤ 0, 35h = 0, 35 · 0, 64 = 0, 224м. (15)

Условие выполняется, следовательно расчет простенка необходимо произво-
дить только по несущей способности.

Расчет простенка выполняется согласно [4] по формуле 7.4 как внецентренно
сжатых элементов неармированных каменных конструкций:

N ≤ mg · φ1 ·Rтр · Accdotω. (16)
Из 4 находим требуемое расчетное сопротивление неармированной кладки:

Rтр = N/(mg · φ1 ·Rтр · Ac), (17)
где ω = 1 – коэффициент, принимаемый по таблице 7.2 [4], mg = 1 – коэффи-
циент, учитывающий влияние длительной нагрузки при h ≥30см.

Коэффициент продольного изгиба по 7.6 [4]:

φ1 = (φ+ φc)/2. (18)

Упругая характеристика α = 1200 · 0, 7 = 840 для кладки из крупноформат-
ных керамических камней при марках раствора 25-200.

Гибкость приведенного простенка:

λh = (H/h) = 2, 7/0, 64 = 4, 22 (19)

Гибкость сжатой части сечения простенка:

λhc = H/(h− 2eo) = 2, 7/(0, 64− 2 · 0, 011) = 4, 37 (20)

По таблице 7.1 [4] находим:

φ = 0, 959 (λhc = 4, 22)

φc = 0, 962 (λbc = 4, 37)

φ1 =
φ+ φc

2
=

0, 959 + 0, 962

2
= 0, 96. (21)

Площадь сжатой части сечения Ac при прямоугольной эпюре напряжений,
определяется из условия, что ее центр тяжести совпадает с точкой приложения
расчетной продольной силы N .



РАСЧЕТ МНОГОСЛОЙНОЙ ОГРАЖДАЮЩЕЙ КОНСТРУКЦИИ СТЕНЫ ... 67

Ac = A

(
1− 2e0

h

)
= 0, 742 ·

(
1− 2 · 0, 011

0, 64

)
= 0, 716м2 (22)

Площадь простенка, рис.3.:

A = 1, 16 · 0, 64 = 0, 742м2.

Требуемое расчетное сопротивление кладки:

Rтр =
N

mg · φ1 · Ac · ω
=

1148, 2

1 · 0, 96 · 0, 716 · 1
= 1, 67МПа. (23)

В принятой наружной стене использовали крупноформатный керамический
камень марки М150 на растворе марки М100. По таблице 1 [4] расчетное со-
противление сжатию кладки: R = 2, 4 МПа. Принятое сопротивление больше
требуемого расчетного сопротивления.

Rтр ≤ R, (24)

1.67 ≤ 2.4.

Условие выполняется, следовательно несущая способность наружной стены
при действии вертикальных силовых внешних нагрузок обеспечивается.

Дополнительное напряжение будет также создаваться от действия темпера-
туры. Напряжения будут максимальными в зимний период года от низких тем-
ператур. При действии температуры напряжение будет считаться по форму-
лам [9]:

σt = Eα∆t = 0, 49МПа, (25)
где α = 0, 0000065град−1 – коэффициент линейного расширения кладки.

Модуль деформации кладки

E = 0, 5E0 = 1663МПа. (26)
Модуль упругости кладки

E0 = aRu = 3326МПа, (27)

где a = 840 – упругая характеристика по таблице 1 [4].
Изменение температуры по толщине стены определим по графику изополя

температур, построенным в ПК Лира-САПР, рис.4.

∆t = 28, 03 + 17, 52 = 45, 55°C.

Напряжения, возникающие от внешних сил и температуры меньше, чем рас-
четное сопротивление кладки наружной стены. Следовательно, прочность на-
ружной стены с жесткими связями обеспечивается.

Расчет наружной стены на действие внешних сил и температуры, был вы-
полнен в программном комплексе Лира-САПР рис.5.
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Рис. 4. Изополя температур (фрагмент).

Максимальное напряжение возникает в уровне первого этажа здания и рав-
но 1,488МПа. Полученные данные отличаются на 11% от вышеприведенного



РАСЧЕТ МНОГОСЛОЙНОЙ ОГРАЖДАЮЩЕЙ КОНСТРУКЦИИ СТЕНЫ ... 69

Рис. 5. Мозаика напряжений от действия внешних сил и температуры.

расчета. Принятое расчетное сопротивление кладки больше, чем напряжения,
возникающие от действия внешних сил и температуры.

4. Выводы.

(1) Рассчитан простенок с учетом требований [4-7]. Условие по несущей спо-
собности выполняется.

(2) Совместное напряжение, возникающие от внешних сил и температуры
меньше, чем расчетное сопротивление кладки наружной стены. Следова-
тельно, прочность наружной стены с жесткими связями обеспечивается.
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1. Состояние вопроса. В строительной практике в последние годы при
строительстве и реконструкции различных зданий и сооружений, магистраль-
ных трубопроводов, опор ЛЭП и мачт, усиления фундаментов, а так же для
устройства подпорных стен в местах возможных оползней, укрепления скло-
нов и откосов активно применяют сваи малого диаметра. Современное назва-
ние свай, принятое в зарубежной литературе – “micropile” (микросваи). Термин
“micropile” (микросваи) отражает характерные особенности такой разновидно-
сти свай, а именно:

• большая гибкость L/D = 80-120;
• диаметр до 300 мм.

Объем применения свай малого диаметра существенно вырос. Обогатился
опыт решения с их помощью сложных задач фундаментостроения. Разработа-
ны новые технологические схемы устройства свай, создано новое отечественное
и зарубежное оборудование, позволившее кардинально изменить ряд техноло-
гических операций и на этой базе резко повысить несущую способность свай.
В данной статье рассмотрены наиболее эффективные современные технологии
устройства свай.

К таким сваям можно отнести:
(1) буроинъекционные сваи, которые являются разновидностью буронабив-

ных свай [1–5];
(2) свайные трубы, изготавливаемые из высокопрочного чугуна с шаровид-

ным графитом (ВЧШГ) и погружаемые с помощью вибропогружателей
или молотов [6–10].

Для свай из ВЧШГ мало исследован вопрос коэффициентов трения по бо-
ковой поверхности. Данные коэффициенты трения планируется уточнить при
дальнейших исследованиях.

2. Буроинъекционные сваи (микросваи). Изготовление буроинъек-
ционных свай производится в следующем порядке:

• бурение скважины (с креплением стенок или без);
• устройство уширения пяты механическим способом или трамбованием

(при необходимости);
• погружение арматурного каркаса (несущего элемента);
• заполнение скважины бетоном или цементным раствором методом вер-

тикально перемещающейся трубы;
• извлечение обсадной трубы (при ее наличии);
• инъекционная опрессовка ствола.

К наиболее эффективным способом изготовления свай обеспечивающих
стремление к объединению выше указанных технологических операций в од-
ну с обеспечением необходимого уровня качества и надежности, можно отнести
использование буровых штанг, оставляемых в скважине в качестве трубчатой
арматуры (рис. 1). Технология применяется в том числе при устройстве анкер-
ных систем «Атлант».
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Кроме того, применяется высокопрочная арматура винтового профиля для
упрощения армирования микросвай (рис. 2, 3).

Рис. 1. Технологическая схема устройства микросвай.

I – Бурение скважины с промывкой; II – Замещение бурового раствора
бетоном; III – микросвая.

1 – винтовая полая арматура, 2 – буровой раствор, 3 – буровая коронка, 4 –
мелкозернистый бетон, 5 – муфта.

Для повышения несущей способности сваи применяют вторичную опрессовку
через инъекционные трубки с клапанами.

Основные преимущества технологических схем, приведенных на рис. 1, 2
– уменьшение сроков устройства микросвай путем упрощения технологиче-
ской схемы, снижение времени стыковки арматурного каркаса при применении
муфт. Недостатки - армирование свай одиночным стержнем менее эффективно,
чем пространственным каркасом. Кроме того, теряемое долото с экономической
точки зрения менее выгодно.

В связи с тем, что при устройстве скважины грунт разуплотняется, такие
сваи уступают другим видам и прежде всего забивным по показателю отноше-
ния расхода материала к несущей способности. Для снижения влияния техно-
логии устройства скважины на несущую способность микросвай применяется
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Рис. 2. Технологическая схема устройства микросвай сваи с применением арматуры
винтового профиля.

I, II – бурение скважины и заполнение ее мелкозернистым бетоном; III –
армирование арматурой винтового профиля; IV – инъекция мелкозернистого
бетона через инъекционные трубки. 1 – шнек, 2 – клапан, 3 – инъекционный

клапан, 4 – арматура с винтового профиля, 5 – трубки для инъекции.

электроразрядная геотехническая технология (ЭРГТ). В технической литерату-
ре данные сваи называются сваи РИТ. Технология основана на использовании
энергии электрических разрядов в скважинах, заполненных мелкозернистым
бетоном (рис. 3).

Данная технология создает ударные волны в твердеющем мелкозернистом
бетоне, что позволяет уплотнить стенки скважины. Основное преимущества
технологической схемы, приведенной на рис. 3 – снижение влияния технологии
бурения скважины на несущую способность сваи за счет уплотнение околосвай-
ного пространства.

Данная технология была применена для реконструкции с надстройкой мно-
гоквартирного жилого дома в г. Москва. По первоначальному варианту преду-
сматривалось устройство буровых свай диаметром 600 и 800 мм под опоры над-
стройки вплотную к существующим конструкциям, и был практически не реа-
лизуем. НИИОСП выполнил анализ инженерно-геологических условий и пред-
ложил переход на буроинъекционные сваи.

Расчетная схема здания с учетом надстройки приведено на рис. 5.
Примыкание свай опор надстройки к существующему реконструируемому

зданию показан на рис. 6.
Была выполнена оценка влияния свайных фундаментов опор надстройки на

реконструируемое здание (рис. 7). Прогнозируемые деформации не превысили
допустимых величин.
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Рис. 3. Технологическая схема устройства свай РИТ.

I – Бурение; П - Заполнение скважины мелкозернистым бетоном; III – ЭРГТ
обработка ствола сваи; IV – Погружение арматурного каркаса в твердеющий
мелкозернистый бетон. 1 – шнек, 2 - клапан, 3 – излучатель для обработки по

ЭРГТ, 4 – арматурный каркас.

Рис. 4. План-схема свайных кустов под опоры надстройки (РМ101-РМ107). Серым
показано надстраиваемое здание.

В процессе проведения работ был организован геотехнический мониторинг.

3. Сваи из высокопрочного чугуна с шаровидным графитом
(ВЧШГ). В строительной практике в связи с началом производства свай-
ных труб из ВЧШГ, имеющих в своём составе шаровидный графит, начали
применять сваи при устройстве фундаментов различного назначения.
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Рис. 5. Расчетная схема здания с учетом надстройки.

Сравнительные механические характеристики ВЧШГ и низко-углеродистой
стали приведены в таблице 1.

Механические характеристики Материал труб
Низко-углеродистая сталь ВЧШГ

Предел прочности, МПа 320-410 ≥ 400
Предел текучести, МПа 216-240 ≥ 300

Таблица 1.

Небольшая скорость коррозии объясняется наличием тонкой пленки на по-
верхности, состоящей из оксидов и карбидов железа. В странах Европы сваи из
ВЧШГ достаточно часто используются [6-7].

ООО «Свободный сокол» освоила изготовление свайных труб из высоко-
прочного чугуна с шаровидным графитом (ВЧШГ). Данные сваи изготавли-
ваются по ТУ 1461-079-90910065-2014 и соответствуют европейскому стандарту
ОNORM B 2567:2012. Свайные трубы имеют два размера: внешний диаметр,
равный 118 или 170 мм, различную толщину стенки (7,6; 9,0; 10,6 м) и мер-
ную длину (без учета раструба), равную 5500 или 5900 мм. Необходимая общая
проектная длина достигается за счет равнопрочного с основным сечением со-
пряжения свай через раструбное соединение (рис. 13).
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Рис. 6. Примыкание свай опор надстройки к существующему реконструируемому зда-
нию.

Рис. 7. Дополнительные осадки фундамента [м] реконструируемого здания от свайных
фундаментов опор надстройки.

Существует два варианта погружения свай. Первый предполагает забивку
свай с открытым нижним концом (рис. 14), а второй – с закрытым нижним
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Рис. 8. Устройство монолитного ростверка под опоры надстройки.

Рис. 9. Частично возведенные конструкции надстройки.

Рис. 10. Полностью возведенные конструкции надстройки.

концом свайным башмаком (рис. 15) и последующим бетонированием. Вибро-
погружатели и сваевдавливающие установи также могут быть применены для
погружения трубчатых свай.
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Рис. 11. План-схема марок для наблюдений за осадками фундаментов реконструиру-
емого здания.

Рис. 12. График осадок фундаментов реконструируемого здания. По оси X – время,
по Y – осадка в мм.

В случае применения бетонирования внутренней полости и затрубного про-
странства при забивке свай применяется башмак большего диаметра чем диа-
метр поперечного сечения трубы, а свайная труба в нижней части должна иметь
отверстия для прохождения бетона в затрубное пространство. Для погружения
свай может использоваться экскаватор с навесным оборудованием (высокоча-
стотный гидравлический молот с адаптером под раструб сваи). В процессе за-
бивки сваи гидромолотом в раструб забитой трубы устанавливается следующая
свайная труба, и в процессе забивки создается жесткое неподвижное ее соеди-
нение за счет запрессовывания конуса в конус. В процессе чередования серии
ударов гидромолота может подаваться в затрубное пространство мелкозерни-
стый бетон для повышения несущей способности сваи по грунту и коррозионной
стойкости. Затем устанавливаются опорные плиты и арматура для соединения
с ростверком.
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Рис. 13. Схема сопряжения сваи. Фото фрагмента ствола сваи.

Рис. 14. Схема погружения сваи с открытым нижним концом.

Основное преимущество таких свай - сокращение времени устройства свай за
счет простоты монтажа и экономичность (стыковка труб за счет раструбного
соединения, отсутствие отходов, возможность использования обычного легкого
экскаватора для погружения свай); увеличенная несущая способность за счет
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Рис. 15. Схема погружения сваи с закрытым нижним концом (со свайным башмаком).

Рис. 16. Инженерно-геологический разрез под свайный фундамент под оборудование.
Условные обозначения: Пм-1 – фундамент под оборудование, ИГЭ 1,1Б – насыпные
грунты, ИГЭ 2 – глина полутвердая, ИГЭ 3,4 – песок средней крупности, средней
плотности, ИГЭ 5 – щебенистый грунт, ИГЭ 6 -известняк. План свай приведен на
рис. 17.
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Рис. 17. План свайного поля фундамента под оборудование.

уплотнения околосвайного пространства; возможность погружения свай на рас-
стоянии 40 см от объекта.

Узел сопряжения сваи с ростверком требует дополнительных исследований.
Данная технология достаточно эффективна для свайных фундаментов под

оборудование с динамическими нагрузками в условиях реконструкции.
Пример возможного варианта применения свай из ВЧШГ приведен ниже для

технического перевооружения предприятия.
Грунтовые условия площадки характеризуются большой толщей насыпных

грунтов (см. рис. 16), работы необходимо проводить в действующем предприя-
тии.

4. Выводы. В статье выполнен анализ наиболее эффективных отечествен-
ных и зарубежных современных технологий для устройства микросвай, в том
числе с применением электроразрядной геотехнической технологии (ЭРГТ), а
также свай из труб, изготавливаемых с использованием высокопрочного чугуна
с шаровидным графитом.
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Показаны отличительные особенности технологий устройства буроинъекци-
онных свай. В дальнейших исследованиях планируется усовершенствовать ме-
тодику расчета свай ВЧШГ по грунту путем уточнения коэффициентов тре-
ния по боковой поверхности. Показана тенденция развития методов устройства
микросвай.
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Введение. Термодинамика физико-механических процессов зачастую свя-
зана с распространением волновых поверхностей в трехмерном пространстве,
при прохождении через которые физические поля претерпевают слабые раз-
рывы, т.е. сами поля и их первые производные непрерывны, а их производ-
ные, начиная со второй, вообще говоря, разрывны. Изучение указанных процес-
сов, протекающих в современных конструкционных материалах, т.к. они могут
обладать микроструктурными особенностями и моделирование их поведения
требует привлечения неклассических моделей механики сплошных сред [1–5].
Простейшей из таких моделей является, например, полуизотропная микропо-
лярная термоупругость. Подобные среды характеризуются чувствительностью
своих определяющих псевдоскаляров к преобразованиям, меняющим ориен-
тацию трехмерного пространства на противоположную. Практическая значи-
мость указанных исследований связана с моделированием поведения биомате-
риалов, используемых в медицине, клеточных структур, керамики, гранулиро-
ванных материалов.

Следует отметить, что математические модели, учитывающие характерные
нано/микродлины микрополярных материалов, могут быть сконструированы
различными способами [6–15]. Фундаментальные определяющие параметры,
связанные с характерным размером нано/микроструктур (гранул, ячеек, сот,
пен, жидкокристаллических диполей, полимерных молекул и т. д.), обычно
обозначаются как L в работах [9–15] или l в работах Нейбера [6–8]. Как бы-
ло показано ранее [16, 17] отношение определяющих констант l и L является
физически безразмерным постоянным множителем. Было показано, что L мо-
жет иметь алгебраические веса −1, 0,+1. Важно отметить, что характерная
длина микрополярной теории L имеет решающее значение, как масштабный
фактор в теориях полуизотропных сред, которому естественным образом мо-
жет быть назначен нечетный алгебраический вес, т.е. его можно рассматривать
как определяющий псевдоскаляр, чувствительный к зеркальным отражениям
координатного базиса.

Волновые задачи механики микрополярных сред возникают при моделирова-
нии процессов медицинской диагностики, таких как: УЗИ, сонография и спек-
тральная допплерография. Теоретической основой для указанных методов мо-
гут служить задачи о распространении слабых разрывов в твердом теле [18,19].
Литературный поиск показал актуальность волновых задач термомеханики
микрополярных сплошных сред [1, 20–30]. В настоящей работе рассматривает-
ся задача распространения слабых разрывов в полуизотропном термоупругом
микрополярном континууме.

Изложение настоящей статьи базируется на результатах, терминологии и по-
нятиях предыдущих публикаций [9–15,24–32].

1. Псевдотензорные элементы объема и площади в трехмерном
пространстве. Терминология и понятия современной геометрии и тензорного
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анализа наиболее полно изложены в монографиях [33–35]. В дальнейшем изло-
жении, где это не очевидно, сверху корневого символа псевдотензора в квад-
ратных скобках будем отмечать его вес, а снизу в круглых скобках его ранг.
Нулевой вес абсолютных тензоров и веса некоторых фундаментальных псевдо-
тензоров в обозначениях отражаться не будут. Зададим функцию w.g.t равную
весу псевдотензора, на который действует эта функция, т.е. для псевдотензора
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s+ r имеем

w.g.t
( [g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= g.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s + r с помо-

щью степеней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютному
тензору того же ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (1)

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights
balance rule) [36–38]. Действительно, имеем

w.g.t
(
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= w.g.t

([−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= −g + g = 0.

Псевдоскалярные единицы и фундаментальный ориентирующий псевдоска-
ляр определяются согласно следующим соотношениям [39]:

e = ı
1
· (ı

2
× ı

3
),

[+1]

1 = e,
[−1]

1 = e−1 , (2)

где ı
1
, ı
2
, ı
3

векторы ковариантного ортогонального базиса в трехмерном Евкли-
довом пространстве.

Целые степени псевдоскалярных единиц обладают свойством ковариантного
постоянства, т. е.

∇k

[±g]

1 =
[±g]

0 , (3)

где ∇k — оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
Символы перестановок Леви–Чивита являются фундаментальными псевдо-

тензорами, непосредственно связанными с ориентацией трехмерного простран-
ства, позволяющими дискриминировать правые и левые тройки базисных век-
торов согласно правилу

ϵijk = ϵijk =


+1, для троек i, j, k = 123, 231, 312;

−1, для троек i, j, k = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.
(4)
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Отметим, что символы перестановок обладают аномальными тензорными
свойствами, нарушающими общепринятые правила псевдотензорной алгебры.
Во-первых они являются одновременно ковариантным псевдотензором третье-
го ранга нечетного алгебраического веса −1 и контравариантным псевдотензо-
ром третьего ранга нечетного алгебраического веса +1. Последнее, в силу (4),
может быть выражено соотношением

[−1]
ϵ lsk =

[+1]
ϵ lsk.

Во-вторых, для символов перестановок необходимы специальные правила, по
которым следует поднимать/опускать индексы:

[−1]
ϵ ijk =

[−2]

1 gilgjsgkr
[+1]
ϵ lsr,

[+1]
ϵ ijk =

[+2]

1 gilgjsgkr
[−1]
ϵ lsr. (5)

Символы перестановок позволяют ввести тензорные элементы объема наибо-
лее простым и понятным способом, что соответствует подходу, предложенному в
классических работах Пуанкаре [40,41], без привлечения теории внешних диф-
ференциальных форм [42–45]. Заметим, что литературный поиск показывает
скудное количество работ, обсуждающих указанное обстоятельство. Тензорный
элемент объема в трехмерном пространстве можно принять в форме

dτmns =
[−1]

dτ 123[+1]
ϵ mns, (6)

где
[−1]

dτ 123 — естественный элемент объема,1 представляющий собой псевдоска-
ляр веса −1, который определяется следующим образом

[−1]

dτ 123 = dx1dx2dx3. (7)

Опустив в формуле (6) индексы, т. е. применив правило жонглирования ин-
дексами для символов перестановок (5), определим ковариантный тензорный
элемент объема в виде

dτmns =
[+2]

1
[−1]

dτ 123[−1]
ϵmns =

[+1]

dτ123
[−1]
ϵmns, (8)

где
[+1]

dτ123 — дублетный элемент объема [35], представляющий собой псевдоска-
ляр веса +1.

С помощью псевдоскаляров
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ123 и псевдоскалярных единиц
[∓1]

1 мож-
но образовать абсолютный скаляр dτ , являющийся инвариантным элементом
объема

dτ =
[+1]

1
[−1]

dτ 123 =
[−1]

1
[+1]

dτ123.

1Отметим, что важную роль естественные элементы объема играют при формулировке
вариационных функционалов физических теорий поля [46,47].
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В дальнейшем изложении примем упрощенные обозначения для псевдоинва-
риантных элементов объема

[−1]

dτ =
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ =
[+1]

dτ123.

Аналогичным способом, с тем различием, что рассуждения (6) должны быть
проведены для двумерной поверхности, задаются псевдоинвариантные элемен-
ты площади

[−1]

A =
[−1]

A 12,
[+1]

A =
[+1]

A12.

Введем в рассмотрение мультивесовые характеристики [14, 15, 31], принима-
ющие дискретные значения в зависимости от используемого элемента объема,
т.е.:

⊠ =


+1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

−1, для
[−1]

dτ ;

⊠ =


+1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

−1, для
[−1]

dA.

(9)

□ =


−1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

+1, для
[−1]

dτ .

□ =


−1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

+1, для
[−1]

dA.

(10)

⊟ =


−2, для

[+1]

dτ ;

−1, для dτ ;

0, для
[−1]

dτ ,

⊟ =


−2, для

[+1]

dA;

−1, для dA;

0, для
[−1]

dA.

(11)

Соотношения (9)–(11) позволяют немедленно заключить

⊠ = −□ = −⊟−1.

2. Дифференцирование по псевдоскалярному мультивесовому
времени и кинематические условия совместности первого порядка.
Рассмотрим поверхность Σ, распространяющуюся в трехмерном евклидовом
пространстве, заданную псевдоскалярной функцией

⊠
t =

⊠
f(xi), (12)

где
⊠
t — мультивесовое псевдоскалярное время, причем

⊠
t =

⊠
1t. (13)

Рассмотрим следующие друг за другом положения поверхности
⊠
Σ:

⊠
Σ(

⊠
t) и

⊠
Σ(

⊠
t + δ

⊠
t). Построим вектор единичной нормали nk в некоторой точке P по-

верхности
⊠
Σ, а через P ′ обозначим точку, в которой нормаль nk пересекает
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поверхность
⊠
Σ(

⊠
t+ δ

⊠
t). Пусть точка P имеет координаты xk, а P ′ — координаты

xk + δxk.
Вектор единичной нормали n к поверхности Σ, направленный в сторону ее

распространения, можно определить, с учетом (1), с точностью до множителя
согласно формуле

Nni = ∂i(
□
1
⊠
f). (14)

Отметим, что для абсолютного скаляра a справедливо равенство

∇ia = ∂ia. (15)

Тогда выражение (14) с учетом (3) и (15) преобразуется к виду

Nni = ∂i(
□
1
⊠
f) = ∇i(

□
1
⊠
f) =

□
1∇i

⊠
f. (16)

Вводя в рассмотрение псевдовектор нормали согласно формуле
⊠
ni = eWni, (17)

получим

N
⊠
ni = ∇i

⊠
f. (18)

Учитывая соотношение (w.g.t.(gij) = 0)

gij
⊠
ni

⊠
nj =

2⊠
1 (19)

несложно заключить, что

N2
2⊠
1 = gik∇i

⊠
f∇k

⊠
f, (20)

откуда для множителя N следует выражение

±N =
□
1

√
gik∇i

⊠
f∇k

⊠
f, (21)

Окончательно, псевдовектор нормали к поверхности уровня Σ псевдоскаляр-

ного поля
⊠
f вычисляется по формуле

⊠
ni =

⊠
1

∇i

⊠
f√

gik∇i

⊠
f∇k

⊠
f

(22)

Линейная скорость поверхности наращивания в направлении псевдовектора
нормали

⊠
n вычисляется согласно

□
G =

√gik∇i

⊠
f∇k

⊠
f

−1

. (23)
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Абсолютный вектор нормали к поверхности уровня Σ псевдоскалярного поля
⊠
f можно вычислить по формуле

ni =
□
G∇i

⊠
f. (24)

Устремляя к нулю расстояние между поверхностями
⊠
Σ(

⊠
t) и

⊠
Σ(

⊠
t + δ

⊠
t),

т.е. устремляя δ
⊠
t к нулю, можно получить следующие выражения для δ-

производных

δ
[±g]
φ
+

k

δ
⊠
t

=
□
δ·

[±g]
φ
+

k,

δ
[±g]
φ
−

k

δ
⊠
t

=
□
δ·

[±g]
φ
−

k,
δ
[±g]

A k

δ
⊠
t

=
□
δ·

[±g]

A k, (25)

откуда не сложно получить кинематические условия совместности первого по-
рядка

[
□
δ·

[±g]
φ k] =

□
δ·

[±g]
φ
+

k −
□
δ·

[±g]
φ
−

k =
□
δ·

[±g]

A k,

□
δ·x

i =
□
1
□
G

⊠
ni,

[
□
∂·

[±g]
φ k] = −

⊠
1
[±g+□]

B k
□
G+

□
δ·

[±g]

A k,

(26)

Используя полученные соотношения первого порядка не сложно получить усло-
вия совместности второго и более высоких порядков.

3. Мультивесовые слабые разрывы трансляционных и спинорных
перемещений Исследуем закономерности распространения слабых разрывы

трансляционных uk и спинорных
[+1]

ϕ k перемещений в микрополярном теле. От-
метим, что система уравнений динамики содержит частные производные не
выше второго порядка. Пусть в трехмерном пространстве с нормальной ско-

ростью
□
G распространяется фронт (волновая поверхность)

⊠
Σ слабых разрывов

перемещений uk и микровращений
[+1]

ϕ k. Тогда геометрические и кинематиче-
ские условия совместности второго порядка Адамара—Томаса (9) будут иметь
вид

[∇⊗∇⊗ u] =
2□
1

⊠
n⊗ ⊠

n⊗A, [∇⊗∇⊗
[+1]

ϕ ] =
2□
1

⊠
n⊗ ⊠

n⊗
[+1]

S ,

[∇⊗ ∂·u] = −
□
G

⊠
n⊗A, [∇⊗ ∂·

[+1]

ϕ ] = −
□
G

⊠
n⊗

[+1]

S ,

[∂·
2u] =

2⊠
1

□
G2A, [∂·

2
[+1]

ϕ ] =
2⊠
1

□
G2

[+1]

S ,

[∇⊗∇θ] =
2□
1B

⊠
n⊗ ⊠

n,

(27)
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где квадратные скобки обозначают скачок, заключенного в них физического

поля, при переходе через поверхность слабого разрыва. B, A,
[+1]

S — физические
поля, определенные на волновой поверхности, причем равенства B = 0, A = 0,
[+1]

S =
[+1]

0 не могут выполняться одновременно ни в какой точке поверхности,
если рассматриваемая поверхность действительно является поверхностью сла-
бого разрыва.

Отметим, что выражение
2□
1

⊠
n ⊗ ⊠

n можно преобразовать к виду n ⊗ n. По-
следнее позволяет провести дальнейшие рассмотрения в терминах абсолютного
вектора нормали к волновой поверхности.

4. Слабые разрывы температурного инкремента, трансляционных
перемещений, спинорных перемещений и температурного инкремен-
та в полуизотропной термоупругой микрополярной среде. Замкну-
тая мультивесовая система дифференциальных уравнений для полуизотропно-
го микрополярного термоупругого тела записывается в следующей векторной
форме [14,15]:

(1 + c1)∇ ·∇u+ (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+ 2c1∇×
[+1]

ϕ +

+
[−1]

L c′4∇∇ ·
[+1]

ϕ +
[−1]

L c′5∇ ·∇
[+1]

ϕ − 2α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇θ =

□
ρ
□
G−1(∂·)

2u,

(1 + c2)∇ ·∇
[+1]

ϕ + (1− c2 + 2c3)∇∇ ·
[+1]

ϕ +
[−1]

L −1c′4∇∇ · u+

+
[−1]

L −1c′5∇ ·∇u+
[−1]

L −1c′6∇×
[+1]

ϕ − 2
[−1]

L −2c1(2
[+1]

ϕ −∇× u)−

− 2
[+1]

β
∗
∇θ =

□
ρ
[−2]

I
□
G−1

[−1]

L −2(∂·)
2
[+1]

ϕ ,

∇ ·∇θ−
⊠
C

□
λ−1∂·θ−

□
2G

□
λ−1α

∗

1 + ν

1− 2ν
∇ · ∂·u−

□
2G

□
λ−1

[−1]

L 2
[+1]

β
∗
∇ · ∂·

[+1]

ϕ = 0,

(28)

где
□
G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона;

[−1]

L — характерная микрод-
лина; c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физической размерности псевдоскаляры;

α
∗

— коэффициент линейного теплового расширения;
[+1]

β
∗

— коэффициент теп-

лового изгиба–кручения;
□
λ — коэффициент теплопроводности, c =

⊠
C

□
ρ — тепло-

емкость на единицу массы. В этом случае характерная микродлина L и модуль
сдвига G являются псевдоскалярами нечетного алгебраического веса.

Исследуем закономерности распространения слабых разрывы трансляцион-
ных u, спинорных ϕ перемещений и температурного инкремента θ в полуизо-
тропной среде. Отметим, что связанная система уравнений динамики и урав-
нения теплопроводности (1) содержит частные производные не выше второго
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порядка, что означает возможность применения теории слабых разрывов Ада-
мара—Томаса.

Уравнения (1) вместе с (27) после ряда преобразований дают следующие соот-
ношения, связывающие скачки частных производных второго порядка от транс-

ляционных u, спинорных
[+1]

ϕ перемещений и температурного инкремента θ при
переходе через волновую поверхность:

[(1 + c1)−
□
ρ
□
G−1G2]A+(1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)n(n ·A)+

+
[−1]

L c′4
[+1]

S +
[−1]

L c′5n(n ·
[+1]

S ) = 0,

[(1 + c2)−
□
ρ
[−2]

I
□
G−1

[−1]

L −2G2]
[+1]

S +(1− c2 + 2c3)n(n ·
[+1]

S )+

+
[−1]

L −1c′4n(n ·A) +
[−1]

L −1c′5A = 0,

B +G
□
2G

□
λ−1α

∗

1 + ν

1− 2ν
(n ·A)+G

□
2G

□
λ−1

[−1]

L 2
[+1]

β
∗
(n ·

[+1]

S ) = 0.

(29)

Представим векторы поляризации слабых разрывов в виде суммы проекций
на вектор τ , лежащий на волновой поверхности Σ, и нормаль n к ней:

A = A⊥τ + A∥n,
[+1]

S =
[+1]

S ⊥τ +
[+1]

S ∥n,

A⊥ = A · τ , A∥ = A · n,
[+1]

S ⊥ =
[+1]

S · τ ,
[+1]

S ∥ =
[+1]

S · n.

(30)

Подставим (30) в систему (29) и сгруппируем слагаемые при касательном
векторе τ и векторе нормали n:

([(1+c1)−
□
ρ
□
G−1G2]A⊥ + Lc′4

[+1]

S ⊥)τ+

+[(2− □
ρ
□
G−1G2 + 2ν(1− 2ν)−1)A∥ + L(c′4 + c′5)

[+1]

S ∥]n = 0,

([(1+c2)−
□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]
[+1]

S ⊥ +
[−1]

L −1c′5A⊥)τ+

+((2− □
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2 + 2c3)
[+1]

S ∥ + L−1(c′4 + c′5)A∥)n = 0,

B+G
□
2G

□
λ−1α

∗

1 + ν

1− 2ν
A∥ +G

□
2G

□
λ−1

[−1]

L 2β
∗

[+1]

S ∥ = 0.

(31)

В силу линейной независимости векторов τ и n первые два уравнения систе-
мы (31) будут справедливы только в случае равенства нулю, соответствующих
коэффициентов при указанных векторах. Последнее обстоятельство позволяет
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получить условия распространения поверхностей слабых разрывов в полуизо-
тропной микрополряной термоупругой среде:

[(1 + c1)−
□
ρ
□
G−1G2]A⊥ +

[−1]

L c′4
[+1]

S ⊥ = 0,

[(1 + c2)−
□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]
[+1]

S ⊥ +
[−1]

L −1c′5A⊥ = 0,(
2
1− ν

1− 2ν
− □

ρ
□
G−1G2

)
A∥ +

[−1]

L (c′4 + c′5)
[+1]

S ∥ = 0,

(2− □
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2 + 2c3)
[+1]

S ∥ +
[−1]

L −1(c′4 + c′5)A∥ = 0,

B +G
□
2G

□
λ−1α

∗

1 + ν

1− 2ν
A∥ +G

□
2G

□
λ−1

[−1]

L 2
[+1]

β
∗

[+1]

S ∥ = 0.

(32)

Систему линейных однородных уравнений (32), в некоторых случаях, удобно
представить виде

{[(1 + c1)−
□
ρ
□
G−1G2][(1 + c2)−

□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]− c′4c
′
5}A⊥ = 0,

{[(1 + c1)−
□
ρ
□
G−1G2][(1 + c2)−

□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]− c′4c
′
5}

[+1]

S ⊥ = 0,

(33)

[(
2
1− ν

1− 2ν
− □

ρ
□
G−1G2

)
[2(1 + c3)−

□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]− (c′4 + c′5)
2
]
A∥ = 0,[(

2
1− ν

1− 2ν
− □

ρ
□
G−1G2

)
[2(1 + c3)−

□
ρ
□
G−1

[−2]

I
[−1]

L −2G2]− (c′4 + c′5)
2
][+1]

S ∥ = 0,

(34)

B = −G
□
2G

□
λ−1α

∗

1 + ν

1− 2ν
A∥ −G

□
2G

□
λ−1

[−1]

L 2
[+1]

β
∗

[+1]

S ∥. (35)

Возможные случаи распространения поверхностей слабых разрывов пред-
ставлены в таблице.
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No. A
[+1]

S B

I A∥ = 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 B = 0

II A∥ = 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 B = 0

III A∥ ̸= 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

IV A∥ = 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 B = 0

V A∥ = 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

VI A∥ = 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 B = 0

VII A∥ ̸= 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

VIII A∥ ̸= 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

IX A∥ = 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

X A∥ ̸= 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

XI A∥ = 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

XII A∥ ̸= 0 A⊥ = 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

XIII A∥ = 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

XIV A∥ ̸= 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ =
[+1]

0 см. (35)

XV A∥ ̸= 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ =
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

XVI A∥ ̸= 0 A⊥ ̸= 0
[+1]

S ∥ ̸=
[+1]

0
[+1]

S ⊥ ̸=
[+1]

0 см. (35)

Рассмотрим каждый вариант распространения поверхности слабого разрыва,
представленный в таблице, по отдельности. Распространение поверхностей сла-
бых разрывов температурного инкремента, трансляционных и спинорных пере-
мещений в каждом из представленных шестнадцати случаев возможно только
при выполнении следующих огрнаничений, наложенных на определяющие па-
раметры среды:

I. Поверхность Σ не является поверхностью слабого разрыва. Поля тем-
пературного инкремента, трансляционных и спинорных перемещений —
непрерывны.
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II. Реализация волновой картины возможна только если c′5 = 0, тогда ско-
рость распространяющейся поверхности слабого разрыва трансляцион-
ных перемещений вычисляется согласно:

G = vµ⊥ =

√√√√ □
G(1 + c1)

□
ρ

.

Заметим, что при равенстве нулю определяющей микрополярной посто-
янной c1 скорость G в точности совпадет со скоростью чисто упругой

поперечной волны v∥ =
□
G/

□
ρ.

III. Условие распространения волновой поверхности: c′4 + c′5 = 0. Скорость
распространяющейся поверхности слабого разрыва трансляционных пе-
ремещений равна скорости распространения чисто упругой продольной
волны:

G = v∥ =

√√√√√2
□
G(1− ν)

□
ρ(1− 2ν)

.

IV. Распространение волновой поверхности возможно только если c′4 = 0.
Скорость распространяющейся поверхности слабого разрыва спинорных
перемещений:

G = vµµ⊥ =
[−1]

L

√√√√√ □
G(1 + c2)

□
ρ
[−2]

I

.

В этом случае скорость G является абсолютным скаляром и не проявляет
чувствительность к зеркальным отражениям.

V. Условие распространения: c′4 + c′5 = 0. Скорость распространяющейся
поверхности слабого разрыва спинорных перемещений равна скорости
распространения чисто упругой продольной волны:

G = vµµ∥ =
[−1]

L

√√√√√2
□
G(1 + c3)

□
ρ
[−2]

I

В этом случае скорость G является абсолютным скаляром и не проявляет
чувствительность к зеркальным отражениям.

VI. Анализируя соотношения (33) вычислим скорость распространения по-
верхности слабого разрыва трансляционных и спинорных перемещений:

√
2G
±⊥ =

√
(vµ⊥)

2 + (vµµ⊥ )2 ±
√
4c̃′4c̃

′
5 + ((vµ⊥)

2 − (vµµ⊥ )2)2,

c̃′4 = ρ−1Gc′4, c̃′5 = ρ−1I−1GL2c′5,



100 Е. В. МУРАШКИН, Н. Э. СТАДНИК

VII. Анализируя соотношения (34) вычислим скорость распространения по-
верхности слабого разрыва трансляционных и спинорных перемещений:

√
2G
±∥ =

√
(v∥)2 + (vµµ∥ )2 ±

√
4(c′4 + c′5)

2ρ−2I−1G2L2 + ((v∥)2 − (vµµ∥ )2)2,

VIII. Условие распространения волновой поверхности: c′4 = c′5 = 0 и vµ⊥ = v∥.
IX. Условие распространения волновой поверхности: c′4 = c′5 = 0 и vµµ⊥ = vµµ∥ .
X. Условие распространения волновой поверхности: c′4 = c′5 = 0 и vµµ⊥ = v∥.

XI. Условие распространения волновой поверхности: c′4 = c′5 = 0 и vµ⊥ = vµµ⊥ .
XII. Условия распространения волновой поверхности: c′4 = 0. Скорость вол-

ны:
√
2G
±∥ = vµµ∥ .

XIII. Условия распространения волновой поверхности: c′4 + c′5 = 0 и
√
2G
±⊥ =

vµµ∥ .
XIV. Условия распространения волновой поверхности: c′5 = 0 и

√
2G
±∥ = vµ⊥.

XV. Условие распространения волновой поверхности: c′4+c′5 = 0 и
√
2G
±∥ = v∥.

XVI. Условие распространения волновой поверхности: G
±⊥ = G

±∥

Следует отметить, что случаи II, IV и VI соответсвуют распротарнению атер-
мических попречных волн. Для случаев III, V, VII–XVI характерно наличие
слабого разрыва температурного инкремента. Связь скачков температурного
инкремента и скачков трансляционных и спинорных перемещений дается зави-
симостью (35).

Важно отметить, что в случаях (VII), (XII), (XIV), (XVI), слабый разрыв при-
ращения температуры может быть выведен из последнего уравнения в (32). В
этих случаях распространение атермических волн возможно, если нормальные
проекции векторов поляризации разрывов A и S удовлетворяют следующему
псевдотензорному соотношению

A∥
[+1]

S ∥

= −
[−1]

L 2

[+1]

β
∗

α
∗

1− 2ν

1 + ν
.

5. Заключение. В настоящей работе рассмотрены вопросы распростране-
ния поверхностей слабых разрывов температурного инкремента, трансляцион-
ных и спинорных перемещений в полуизотропной термоупругой микрополяр-
ной среде. Построена мультивесовая теория слабых разрывов температурно-
го инкремента, трансляционных и спинорных перемещений в полуизотропной
термоупругой микрополярной среде. Предлагаемая математическая теория су-
щественным образом опирается на достижения современного псевдотензорного
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исчисления. Получена общая мультивесовая форма псевдотензорного соотно-
шения на волновой поверхности, распространяющейся в полуизотропной тер-
моупругой микрополярной среде. С этой целью геометрические и кинематиче-
ские условия Адамара–Томаса обобщены на псевдотензорный случай с учетом
псевдотензорной геометрии распространяющейся поверхности слабых разры-
вов. Возможные варианты распространения слабых разрывов сведены в таб-
лицу и проанализированы. Для возможной реализации каждого случая указа-
ны ограничения накладываемые на определяющие постоянные полуизотропной
термоупругой микрополярной среды. Изучены возможные соотношения между
амплитудными факторами слабого разрыва температурного поля и векторов-
разрывов трансляционных и спинорных перемещений. Указаны случаи соот-
ветствующие распространению термических и атермических волновых поверх-
ностей.
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[40] Poincaré H. Sur les résidus des intégrales doubles // Acta math. 1887. Vol. 6. P. 321–380.
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Введение. Неоднородность механических свойств пластических тел в
различных точках вызвана различными причинами: неоднородностью соста-
ва, неоднородным упрочнением материала, влиянием потоков элементарных
частиц, воздействием температурных градиентов и т.п. Кручение цилиндри-
ческого стержня с односвязным поперечным сечением, в предположении, что
предел текучести является произвольной функцией координат x и y точки, ис-
следовалась в [1]. Показано, что, как и в случае однородности [2] о чисто пла-
стическом кручении сводится к одному дифференциальному уравнению пер-
вого порядка в частных производных. При этом характеристики, вообще го-
воря, не являются прямыми. Для случая, когда предел текучести меняется
вдоль какого-то направления, найдены интегралы исследуемого соотношения.
В работе [3] исследована задача о кручении круглого пластического стержня с
кусочно-постоянной неоднородностью. Предполагается, что в сечении стержня
есть линия раздела материала с различными пределами текучести. Показано,
что в случае, когда линия раздела выходит на контур сечения то это приводит
к появлению дополнительных линий разрыва напряжений в области с более
высоким пределом текучести. Найдены характеристики, линии разрыва напря-
жений, определен предельный момент. В [4] рассмотрено предельное состояние
неоднородных цилиндрических и призматических стержней при линеаризован-
ном условии пластичности. Кручение изотропных и анизотропных стержней
при действии давления, линейно меняющегося вдоль образующей, изучено в [5]
и [6]. Определены характеристики исследуемых соотношений и найдены соотно-
шения вдоль них. Задача о кручении стержней из упрочняющегося материала
не является статически определимой. Отдельные случаи кручения стержней из
упрочняющегося материала, находящихся под действием переменного внешнего
давления в линеаризованной постановке рассмотрены в работах [7] и [8]. Пре-
дельное состояние неоднородных стержней из идеального жесткопластического
материала, находящихся под действием внешнего давления, исследовано в [9].
В работе рассмотрены общие соотношения. Найдены интегралы исследуемых
соотношений для различных случаев условий пластичности.

1. Постановка задачи. Рассмотрим напряженно-деформированное сос-
тояние неоднородного стержня из идеального жесткопластического материала.
Предположим, что образующие стержня параллельны оси z. Стержень находит-
ся под действием переменного внешнего давления линейно меняющегося вдоль
образующей стержня. Предположим также, что стержень закручивается вокруг
своей оси. При этом боковая поверхность стержня свободна от нагрузок.

2. Построение решений. Компоненты тензора напряжений σij в стержне
определяются из соотношений:

σx = σy = σz = −λz + µ (λ, µ− const)
τxy = 0, τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)
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уравнения равновесия
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= λ (2)

условия пластичности
f (τxz, τyz, x, y) = 0. (3)

Компоненты тензора скоростей деформаций εij в стержне определяются сле-
дующими соотношениями

εx = εy = εz = εxy = 0 (4)

и соотношением ассоциированного закона пластического течения
εxz
∂f
∂τxz

=
εyz
∂f
∂τyz

(5)

Граничное условие на контуре поперечного сечения стержня имеет вид
dy

dx
=

τyz
τxz

, (6)

Согласно соотношению (6), на контуре поперечного сечения вектор τ =
(τxz, τyz) касательного напряжения направлен по касательной к нему.

Продифференцируем соотношение (3) по переменной xи получим
∂f

∂τxz

∂τxz
∂x

+
∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂x
= 0. (7)

Из уравнения равновесия (2) и соотношения (7) имеем

− ∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂τxz

∂τyz
∂y

=
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz
. (8)

Следовательно, для определения характеристик уравнения (8) и соотношений
вдоль этих характеристик получим соотношения

dx

− ∂f
∂τyz

=
dy
∂f
∂τxz

=
dτyz

∂f
∂x

+ λ ∂f
∂τxz

(9)

В соответствии с (9) характеристики уравнения (8) определяются из соотно-
шения

∂f

∂τxz
dx+

∂f

∂τyz
dy = 0 (10)

и соотношения вдоль характеристик находим из уравнений
∂f

∂τyz
dτyz +

(
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz

)
dx = 0,

∂f

∂τxz
dτyz −

(
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz

)
dy = 0. (11)

Аналогично, из соотношения (3), продифференцированного по переменной y,
и уравнение равновесия (2) получим

∂f

∂τyz

∂τxz
∂x

− ∂f

∂τxz

∂τxz
∂y

=
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz
. (12)
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dx
∂f
∂τyz

=
dy

− ∂f
∂τxz

=
dτxz

∂f
∂y

+ λ ∂f
∂τyz

(13)

И в соответствии с соотношениями (13) имеем, что вдоль характеристик (10)
имеют место соотношения

∂f

∂τyz
dτxz −

(
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz

)
dx = 0,

∂f

∂τxz
dτxz +

(
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz

)
dy = 0. (14)

Интегралы соотношений (10), (11) и (14), в общем случае, возможно получить
только численно. В некоторых случаях, есть возможность проинтегрировать
эти уравнения.

Рассмотрим случай, когда условие пластичности (3) имеет вид:

τ 2xz + τ 2yz = k (x, y) (15)

В соответствии с (15) уравнение характеристик (10) примет вид
dy

dx
= −τxz

τyz
, (16)

а соотношения (14) запишутся в виде

τyzdτxz =

(
−k

∂k

∂y
+ λτyz

)
dx, τxzdτyz =

(
−k

∂k

∂x
+ λτxz

)
dy. (17)

В частности, при k = k (y) из (17) получим

τyz = λy + c1, τxz = ±
√

k2(y)− (λy + c1)
2. (18)

где c1 = const вдоль каждой характеристики.
Согласно (18) из уравнения (16) получим

x = ∓
∫

λy + c1√
k2(y)− (λy + c1)

2
dy + c2 (19)

где c2 = const вдоль каждой характеристики.
Аналогично, при k = k (x) из соотношения (17) имеем

τxz = λx+ c3, τyz = ±
√

k2(x)− (λx+ c3)
2. (20)

где c3 = const вдоль каждой характеристики.
В соответствии с (20) из (16) следует

y = ∓
∫

λx+ c3√
k2(x)− (λx+ c3)

2
dy + c4 (21)

где c4 = const вдоль каждой характеристики.
Рассмотрим призматический стержень с прямоугольным сечением ABCD со

сторонами 2aи 2b (рис. 1). Предположим, что условие пластичности (15) имеет
вид

τ 2xz + τ 2yz = (k0signτyz + λy)2. (22)
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При этом из (18) получим соотношения для компонент напряжения

τyz = λy + c1, τxz = ±
√

(k0 − c1)(2λy + k0 + c1). (23)

Уравнения характеристик (19) примут вид

x = ∓
√
2λy + k0 + c1

3λ
√
k0 − c1

(λy − k0 + 2c1) + c2 (24)

Вдоль отрезка AB x = a, τxz = 0, τyz = k0 + λy В области, примыкающей к
отрезку AB, компоненты тензора напряжений также имеют вид

τxz = 0, τyz = k0 + λy (25)

Характеристиками являются прямые параллельные оси x.
Вдоль отрезка BC y = −b, τxz = k0 − λb, τyz =0 В области, примыкающей к

отрезку BC, компоненты тензора напряжений имеют вид

τxz =
√

(k0 − λb)(2λy + k0 + λb), τyz = λ(y + b). (26)

Характеристиками являются линии, уравнения которых имеют вид√
2λy + k0 + λb (λy − k0 + 2λb) = −3λ

√
k0 − λbx+ c21, (27)

где c21 = const вдоль каждой характеристики.
Линия разрыва напряжений, выходящая из вершины B поперечного сечения

стержня, определяется уравнением

(2λy + k0 + λb)3 = (k0 − λb)(k0 − λb− 3λ(x− a))2 (28)

Рис. 1. Расположение линий разрыва напряжений на поперечном сечении стержня

Вдоль отрезка CD x = −a, τxz = 0, τyz = −k0+λy В области, примыкающей
к отрезку CD, компоненты тензора напряжений также имеют вид

τxz = 0, τyz = −k0 + λy (29)

Характеристиками являются прямые параллельные оси x
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Линия разрыва напряжений, выходящая из вершины C поперечного сечения
стержня, определяется уравнением

(k0 − λb) (2λy + k0 + λb)3 =
(
(k0 − λb)2 + 3λ (k0 + λb) (x+ a)

)2
(30)

Вдоль отрезка DA y = b, τxz = −k0 + λb, τyz =0 В области, примыкающей к
отрезку DA, компоненты тензора напряжений имеют вид

τxz = −
√

(k0 − λb)(−2λy + k0 + λb), τyz = λ(y − b). (31)

Характеристиками являются линии, уравнения которых имеют вид√
−2λy + k0 + λb (−λy − k0 + 2λb) = 3λ

√
k0 − λbx+ c22, (32)

где c22 = const вдоль каждой характеристики.
Линия разрыва напряжений, выходящая из вершины D поперечного сечения

стержня, определяется уравнением

(−2λy + k0 + λb)3 = (k0 − λb)(k0 − λb− 3λ(x+ a))2 (33)

А линия разрыва напряжений, выходящая из вершины A поперечного сече-
ния стержня, определяется уравнением

(k0 − λb) (−2λy + k0 + λb)3 =
(
(k0 − λb)2 + 3λ (k0 + λb) (x− a)

)2
(34)

3. Заключение. Таким образом в работе
(1) исследованы основные соотношения, описывающие предельное состоя-

ние неоднородных стержней, находящихся под действием линейно меня-
ющегося вдоль образующей внешнего давления;

(2) определены характеристики исследуемых соотношений и интегралы ос-
новных соотношений при различных условиях предельного состояния
стержня;

(3) изучена задача о предельном состоянии неоднородного призматического
стержня с прямоугольным сечением, находящегося под внешним давле-
нием, в предположении, что предел текучести линейно зависит от орди-
наты точки;

(4) определено поле характеристик исследуемой задачи, найдены линии раз-
рыва напряжений и компоненты тензора напряжений.
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1. Введение. Модели микрополярных континуумов основаны на поняти-
ях спинорных и трансляционных перемещений, определяющих движение эле-
мента деформируемой среды. Указанный способ моделирования микрополяр-
ного тела впервые был описан в работе братьев Коссера [1]. Последующие мно-
гочисленные работы по микрополярной упругости появились только через 50
лет. Среди них следует отдельно отметить работы отечественных ученых [2,3],
а также работы немецких авторов [4–7]. Векторы спинорных и трансляционных
перемещений могут быть введены в теорию способами известными в теорети-
ческой механике как теоремы Шаля о поворотах твердого тела. В известных
авторам публикациях построение микрополярных теорий основывается на вто-
рой теореме Шаля, позволяющей рассматривать векторы спинорных и транс-
ляционных перемещений как независимые векторные/псевдовекторные поля.

Важным классом задач в теориях волновой термомеханики микрополярных
сред являются задачи распространения плоских гармонических волн в термо-
упругих средах. Этот класс задач подготавливает к идентификации полуизо-
тропных микрополярных тел. Волновым задачам термомеханики микрополяр-
ных континуумов посвящена обширная литература [8–18]. Тем не менее сле-
дует отметить, что некоторые проблемы, существенные как для теории, так и
для прикладных вопросов, до сих пор остаются не исследованными. В первую
очередь это касается вопросов ориентации в пространстве (поляризаций) для
плоских гармонических волн, что препятствует применению теории микропо-
лярной термоупругости в экспериментах и не позволяет говорить о завершенно-
сти рассматриваемых исследований. Следует отдельно отметить, что предмет
настоящей работы, связанный с распространением гармонических волн в уль-
трагемитропной среде, никогда ранее не исследовался. Изложение материала
настоящей статьи в значительной степени использует терминологию, обозначе-
ния, методы и результаты, изложенные в предыдущих статьях [13–27].

2. Распространение плоских связанных гармонических волн в уль-
трагемитропном термоупругом микрополярном теле. Связанная систе-
ма уравнений ультрагемитропной микрополярной термоупругости может быть
записана векторной форме [28]:

2(1− ν)(1− 2ν)−1∇∇ · u− 2∇× ϕ+ L(c4 + c5)∇∇ · ϕ−
−2α

∗
(1 + ν)(1− 2ν)−1∇θ = ρG−1(∂·)

2u,

2(1 + c3)∇∇ · ϕ+ L−1(c4 + c5)∇∇ · u− 2L−1c5∇× ϕ+

+2L−2(2ϕ−∇× u)− 2β
∗
∇θ = ρIG−1L−2(∂·)

2ϕ,

∇ ·∇θ−Cλ−1∂·θ−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇ · ∂·u− 2Gλ−1L2β

∗
∇ · ∂·ϕ = 0,

(1)

где G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; L — характерная микро-
длина; c3, c4, c5, — не имеющие физической размерности псевдоскаляры; α

∗
—
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коэффициент линейного теплового расширения; β
∗

— коэффициент теплового

искажения; C — теплоемкость на единицу объема (см. [19,20]). В (1) выполнена
замена Cθ−1

0 −→ C, λθ−1
0 −→ λ.

Система дифференциальных уравнений в частных производных (1), записан-
ная в терминах вектора трансляционных перемещений u, вектора спинорных
перемещений ϕ и температурного инкремента θ служит основой для исследова-
ния сильных и слабых разрывов в микрополярной гемитропной среде, а также
волновых процессов, которые в рассматриваемом случае характеризуются од-
новременным распространением прямых и зеркальных мод.

Рассмотрим задачу о распространении связанной гармонической плоской вол-
ны с частотой ω. В этом случае поля температурного инкремента, трансляци-
онных и спинорных перемещений можно представить в форме

u = AΦ, ϕ = SΦ, θ = BΦ, Φ = ei arg Φ, arg Φ = k · r− ωt, (2)

где k — волновой вектор; r — радиус вектор; ω — циклическая частота гар-
монической волны; A, S— векторы комплексных амплитуд трансляционных и
спинорных перемещений соответственно; B — (комплексная) амплитуда темпе-
ратурного инкремента; Φ — фазовый множитель; arg Φ — фаза плоской волны.
arg Φ = const — фазовые плоскости. При этом, для существования связанной
термоупругой волны необходимо выполнение следующего условия

B ̸= 0. (3)

Отметим, что k = ks, где k — комплексное число, s — вещественный единич-
ный вектор.

После подставновки (2) в систему уравнений (1), связывающую волновой век-
тор k, циклическую частоту ω, векторы поляризации плоской волны A, S и
амплитуду B, получим:

ρG−1ω2A− 2[1− ν)(1− 2ν)−1]k(k ·A)− 2ik× S−
−L(c4 + c5)k(k · S)− 2α

∗
(1 + ν)(1− 2ν)−1)ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2]S− 2(1 + c3)k(k · S)− 2L−1c5ik× S−
−L−1(c4 + c5)k(k ·A)− 2L−2ik×A− 2β

∗
ikB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ω(k ·A)− 2Gλ−1L2β

∗
ω(k · S) = 0.

(4)

Представим векторы комплексных амплитуд трансляционных (A) и спинор-
ных (S) перемещений в виде суммы

A = A⊥ + A∥k, S = S⊥ + S∥k, (5)

где векторы A⊥ и S⊥ расположены в плоскости перпендикулярной волновому
вектору k, т.е. в плоскости постоянной фазы arg Φ = const.
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Подставив представление (5) в систему (4), получим

[ρG−1ω2](A⊥ + A∥k)− 2(1− ν)(1− 2ν)−1A∥k
2k−

−2ik× S⊥ − L(c4 + c5)S∥k
2k− 2α

∗
(1 + ν)(1− 2ν)−1ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2](S⊥ + S∥k)− 2(1 + c3)S∥k
2k− 2L−1c5ik× S⊥−

−L−1(c4 + c5)A∥k
2k− 2L−2ik×A⊥ − 2β

∗
ikB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ωA∥k

2 − 2Gλ−1L2β
∗
ωS∥k

2 = 0.

(6)

Нетрудно заметить, что система (6) распадается на две независимые системы
уравнений, отдельно для продольных и поперечных волн.

3. Волновые числа связанной продольной плоской гармонической
волны. Проекции уравнений системы (4) на волновой вектор k представляет
собой замкнутую систему трех линейных однородных уравнений:

(
ω2 − 2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
k2
)
A∥ − (c4 + c5)ρ

−1GLk2S∥ − 2α
∗

G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
iB = 0,

[ω2 + 4(ρI)−1G− 2(1 + c3)(ρI)
−1GL2k2]S∥−

−(c4 + c5)(ρI)
−1GLk2A∥ − 2β

∗
(ρI)−1GL2iB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ωA∥k

2 − 2Gλ−1L2β
∗
ωS∥k

2 = 0.

(7)

Для существования нетривиального решения алгебраической системы (7)
необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был равен нулю, т.е.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
ω2 − [V∥]

2k2 −a1k
2 −ia2

−a1I
−1k2 ω2 + Ω− (V µµ

∥ )2k2 −ia3
−a4ωk

2 −a5ωk
2 ia6ω − k2

∣∣∣∣∣∣ = 0, (8)

где

[V∥]
2 =

2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
, [V µµ

∥ ]2 =
2GL2(1 + c3)

ρI
, a2 = 2α

∗

G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
,

ρIΩ = 4G, ρa1 = (c4 + c5)GL, ρIa3 = 2β
∗
GL2,

λa4 = 2Gα
∗

1 + ν

1− 2ν
, λa5 = 2GL2β

∗
, λa6 = C.

(9)

Отметим, что уравнение (8) совпадает по форме с аналогичным для полуи-
зотропного термоупругого тела, а матрица A качественно совпадает с анало-
гичной для гемитропного тела [29, 30]. Поэтому корни уравнения будем искать
аналогичным способом.
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Алгебраическое уравнение (8) представляет собой бикубическое уравнение
относительно, подлежащего определению, волнового числа k:

Q6k
6 +Q4k

4 +Q2k
2 +Q0 = 0, (10)

где использованы следующие обозначения

Q6 = a21I− [V∥V
µµ
∥ ]2, Q0 = ia6ω

3(ω2 + Ω),

Q4 =
(
[V∥]

2 + [V µµ
∥ ]2

)
ω2 + [V∥]

2Ω + i[a1(a3a4 + a2a5I)−

− (a6Q6 + a3a5[V∥]
2 + a2a4[V

µµ
∥ ]2)]ω,

Q2 = − ω2Ω− ω4 + i[a2a4 + a3a5 − a6([V∥]
2 + [V µµ

∥ ]2)]ω3−
− i(a6[V∥]

2 − a2a4)ωΩ.

(11)

Уравнение (10) не имеет вещественных корней, т.е. Im k ̸= 0, иначе продоль-
ная волна оказалась бы не затухающей, что для связанных термоупругих волн
невозможно. Указанное обстоятельство связано с неэлиминирующейся терми-
ческой составляющей в связанной термоупругой волне.

Корни уравнения (10) будут иметь вид

k1,2,3 =

√
Y1,2,3 −

Q4

3Q6

,

k4 = −k1, k5 = −k2, k6 = −k3.

(12)

где

Y1 = a+ b, Y2,3 = −1

2
(a+ b)± i

√
3

2
(a− b), (13)

a = 3

√
−q

2
+
√

D1, b = 3

√
−q

2
−
√

D1, D1 =
q2

4
+

p3

27
.

p =
2Q6Q2 −Q2

4

Q2
6

, q =
2Q3

4 − 9Q6Q4Q2 + 27Q2
6Q0

27Q3
6

. (14)

Достаточно выбрать одно из значений квадратного корня
√
D1, а для каж-

дого из трех значений величины a необходимо подбирать такое значение b, для
которого выполняется условие

ab = −p/3.

Значения волновых чисел (12), полученные при исследовании бикубическо-
го (10) уравнения, можно впоследствии использовать при отделении однознач-
ных ветвей многозначных квадратных и кубических радикалов на комплексной
плоскости k = Rek + iImk (Re k > 0).
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4. Волновые числа холодной атермической поперечной плоской
гармонической волны. Рассмотрим проекции системы линейных уравнений
(6) ортогональные направления в фазовой плоскости arg Φ = const. Введем в
рассмотрение два единичных взаимно ортогональных вектора ı и ȷ, располо-
женных в фазовой плоскости. Тогда векторы A⊥ и S⊥ можно представить в
форме

A⊥ = A
1
⊥ı+ A

2
⊥ȷ, S⊥ = S

1
⊥ı+ S

2
⊥ȷ. (15)

Проекции системы линейных уравнений (6) на орты ı и ȷ примут вид

ω2A
1
⊥ + 2iρ−1GkS

2
⊥ = 0,

ω2A
2
⊥ − 2iρ−1GkS

1
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
1
⊥ + 2iLc5ρ

−1GkS
2
⊥ + 2iρ−1GkA

2
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
2
⊥ − 2iLc5ρ

−1GkS
1
⊥ − 2iρ−1GkA

1
⊥ = 0.

(16)

Для существования нетривиального решения системы линейных однородных
уравнений (16) необходимо и достаточно, чтобы следующий определитель был
равен нулю, т.е.

det(P) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ω2 0 0 −ia8k
0 ω2 ia8k 0
0 −ia8k ω2I+ 2a8 ia9k

ia8k 0 −ia9k ω2I+ 2a8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (17)

где введены обозначения:

a8ρ = 2G, a9ρI = 2Lc5G. (18)

Отметим, что в отличие от аналогичного уравнения для полуизотропного тер-
моупругого тела [29, 30] волновые числа k не присутствуют в элементах глав-
ной диагонали P. Кроме того, видим, что характерные определяющие числа
[V µ

⊥ ]
2 = G(1 + c1)ρ

−1 и [V µµ
⊥ ]2 = G(1 + c2)(ρI)

−1 равны нулю для ультрагемит-
ропного тела.

Волновые числа поперечных волн вещественны Im k = 0, что физически оче-
видно для атермических волн, т.е. связано с холодностью, “атермичностью” по-
перечной волны и c отсутствуем потери энергии при ее распространении и эли-
минированием термической составляющей. В этом случае транспонированная
матрица (17) комплексно–сопряжена исходной, т.е. является Эрмитовой.

Алгебраическое уравнение (17) представляет собой биквадратное уравнение
относительно квадрата волнового числа k:

a48k
4 − ω2(4a38 + (a29 + 2a28I)ω

2))k2 + ω4(2a8 + Iω2)2 = 0 (19)

или

(a28k
2 − a9kω

2 − ω2(2a8 + Iω2))(a28k
2 + a9kω

2 − ω2(2a8 + Iω2)) = 0 (20)



ПЛОСКИЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ТЕРМОУПРУГИЕ ВОЛНЫ ... 123

Корни уравнения вычисляются согласно соотношениям:

2a28k1,2,3,4 = ±a9ω
2 ± ω

√
8a38 + ω2(a29 + 4a28I), (21)

где знаки ± не согласованны. В силу того, что неравенство
ω2(a29 + 4a28I) ≥ −8a38, (22)

справедливо при любых не отрицательных определяющих постоянных, корни
(21) будут вещественными.

Среди корней (21) нормальным волновым числом всегда будет являться

2a28k = a9ω
2 + ω

√
8a38 + ω2(a29 + 4a28I), (23)

а корни
2a28k1 = −a9ω

2 + ω
√

8a38 + ω2(a29 + 4a28I),

2a28k2 = a9ω
2 − ω

√
8a38 + ω2(a29 + 4a28I),

(24)

только при определенных значениях определяющих постоянных.

5. Заключение. В настоящей работе рассматриваются вопросы распро-
странения плоских гармонических связанных волн температурного инкремента,
трансляционных и спинорных перемещений в ультрагемитропном термоупру-
гом теле.

(1) Получена связанная система дифференциальных уравнений с частными
производными, записанная в терминах вектора трансляционных переме-
щений, вектора спинорных перемещений и температурного инкремента
для микрополярного ультрагемитропного тела.

(2) Указаны алгебраические уравнения для волновых чисел продольных
(бикубическое уравнение) и поперечных связанных волн (биквадратное
уравнение).

(3) Волновые числа продольных гармонических волн оказываются ком-
плексными, что соответствует связанности комплексных амплитуд тем-
пературного инкремента, трансляционных и спинорных перемещений.

(4) Отмечены характерные отличия дисперсионных соотношений от анало-
гичных, полученных ранее для полуизотропного тела.

(5) Вычислены волновые числа поперечных гармонических волн, которые
оказываются вещественными. Отделены нормальные волновые числа по-
перечных волн.
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