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Аннотация. В работе приведена математическая модель изотропной пластины, подкреплен-
ной ребрами. Уравнения лицевых поверхностей пластины содержат сингулярные функции
Хевисайда. Для учета тонких ребер сделан предельный переход к функциям Д ирака. Гео-
метрически нерегулярная изотропная пластина находится в стационарном температурном
поле. За основу взята континуальная модель геометрически нерегулярной пластинки. Систе-
ма дифференциальных уравнений, начальные и краевые условия получены из вариационного
принципа Остроградского – Гамильтона. Тангенциальные усилия, входящие в термодинами-
ческий потенциал найдены из условия безмоментного состояния пластинки. Функция прогиба
ищется в виде двойного тригонометрического ряда с переменными временными коэффициен-
тами. Из дифференциального уравнения для этих коэффициентов найдена собственная ча-
стота колебаний, исследование которой проводится при малых прогибах. Анализ собственных
частот колебаний пластинки проведен для различных геометрических и термомеханических
параметрах.

Ключевые слова: геометрически нерегулярная пластинка, свободные колебания, собствен-
ная частота колебаний, метод Бубнова-Галёркина, дельта функция Дирака
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Введение. Инновационные технологии производства позволяют расши-
рить пространство проектирования, открывая новые возможности для созда-
ния конструкций. Еще несколько лет назад многие из этих возможностей были
нежизнеспособны с точки зрения производства. Появление этих технологий спо-
собствовало переходу к монолитному проектированию летательных аппаратов,
морских судов и частей этих конструкций. Возникает вопрос о континуальном
рассмотрении таких пластин и оболочек, в которых изменение формы происхо-
дит не за счет сборки большого количества механически скрепленных деталей.
Рассмотрение таких конструкций и в частности пластинок, укрепленных реб-
рами, и, являющимися непрерывными моделями, занимались еще в прошлом
веке. В [1] в пределах классических гипотез Кирхгофа-Лява построена контину-
альная модель термоупругой ортотропной системы «оболочка-ребра», выведе-
ны уравнения движения подкрепленной ребрами оболочки. В [2] дано решение
ряда задач термоустойчивости изотропных и ортотропных прямоугольных пла-
стинок, подкрепленных ребрами жесткости. Дифференциальное уравнение ис-
кривления срединной плоскости пластинки получено с использованием дельта
функции Дирака. Кроме прямых подкрепляющих элементов, расположенных
вдоль осей координат, используются и криволинейные элементы. Часто целью
использования криволинейных элементов жесткости является изучение связи
изгиба с кручением, что может быть использовано для управления собственны-
ми частотами и формами мод, как в [3]. В [4] с позиции нелинейной динамики
рассмотрены пластины подкрепленные ребрами. Для решения задачи исполь-
зуется комбинация методов конечных разностей и Рунге-Кутты.

Свободным колебаниям гладких пластинок различной геометрии посвящено
много работ, например [5] – [11]. В работе [5] предложен приближенный метод
расчета спектра частот собственных колебаний прямоугольных пластин, осно-
ванный на эффективном задании аппроксимирующих функций. Для их постро-
ения используются самосопряженные одномерные дифференциальные уравне-
ния, параметры которых оптимизируются. Для вычисления собственных частот
колебаний прямоугольных металлических пластин в работе [6] применялись
расчетные методы: аналитический и метод конечных элементов. В [7] получено
аналитическое решение задачи о колебаниях ребристой пластины и абсолют-
но жесткого штампа, образующих стенки щелевого канала, заполненного слоем
вязкой несжимаемой жидкости при заданном гармоническом законе вибрации
основания канала. В работе [8] вычислена первая собственная частота колеба-
ний прямоугольной пластины с периодически изменяющейся толщиной методом
осреднения. В работах [9] – [11] найдены собственные частоты и формы коле-
баний пластины, жестко закрепленной по всем сторонам или защемленной по
двум противоположным краям и свободной по двум другим краям. На примере
расчета квадратной пластины проведен анализ ее собственных частот и форм,
выполнена оценка влияния граничных условий на колебания различных точек
пластины.
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В данной работе исследуются собственные колебания геометрически нерегу-
лярной изотропной пластинки с шарнирно опертым краем. Дифференциальное
уравнение для функции прогиба геометрически нерегулярной пластины получе-
но вариационным путем и решено с использованием метода Бубнова-Галеркина.
Проведен анализ влияния числа ребер, их высоты и ширины, и температуры
предварительного нагрева на значения собственных частот колебаний.

1. Основные предположения и допущения. Рассмотрим прямоуголь-
ную пластинку со сторонами a и b, подкрепленную ребрами жесткости сим-
метричными относительно срединной плоскости. Материал пластинки упругий,
однородный, изотропный. Пластинка находится в постоянном температурном
поле θ0.

Модель подчиняется следующим гипотезам:

1) Гипотеза Кирхгофа.
2) Гипотеза «сжатого ребра» – скоростью изменения всех функций по про-

странственной координате, перпендикулярной ребру, в зоне возмущения
толщины пренебрегают.

3) Гипотеза температурного поля – нормаль к срединной плоскости не де-
формируется и не поворачивается при нагреве, отсутствуют внутренние
источники тепла.

4) Гипотеза Дюгамеля-Неймана – при наличии перепада температур тела
изменяют свои размеры прямо пропорционально этому перепаду.

Систему координат введем вдоль двух соседних сторон пластинки. Относитель-
но ребер сделаем предположения [2]:

1) Действия ребер сосредоточены по линиям, совпадающим с координат-
ными линиями срединной плоскости x1 = xi1 (Рис. 1).

2) Деформация пластинки с ребрами происходит без изломов и разрывов
на линиях их соединения.

3) Считаем, что ребра работают только на изгиб в плоскости x2Ox3.

Рис. 1. Геометрически нерегулярная пластинка
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Лицевые поверхности пластинки опишем функциями

Z±(x1) = ±

(
h

2
+

n∑
i=1

hi
2
χi

)
, (1)

где χi = 1 при x ∈
(
xi1 − ai

2
;xi1 +

ai
2

)
, иначе χi = 0 или

χi(x1, x
i
1, ai) = H

(
x1 −

(
xi1 −

ai
2

))
−H

(
x1 −

(
xi1 +

ai
2

))
,

здесь H(x1 − x) – функция Хевисайда в точках xi1 ± ai
2

не определена, но огра-
ничена, причем

ai lim
ai→0

χi

ai
= aiδ(x1 − xi1),

δ(x1 − xi1) – дельта функция Дирака, n – число ребер, которые расположены
вдоль прямых x1 = xi1, ai и hi – ширина и высота i-го ребра.

2. Вывод и решение уравнения изгиба геометрически нерегуляр-
ной пластинки. Для вывода дифференциального уравнения применяется ва-
риационный принцип Гамильтона-Остроградского, тогда для истинного движе-
ниями системы между двумя конфигурациями имеем

t1∫
t0

(δT − δП + δA)dt = 0. (2)

В уравнении (2) потенциальная и кинетическая энергия термоупругой системы
имеют вид:

Π =

a∫
0

b∫
0

{
D

(
∂2w

∂x21

)2

+ 2νD
∂2w

∂x21

∂2w

∂x22
+D

(
∂2w

∂x22

)2

+ 4G

(
∂2w

∂x1∂x2

)2

+

+T11

(
∂w

∂x1

)2

+ T12
∂w

∂x1

∂w

∂x2
+ T22

(
∂w

∂x2

)2

+
n∑

i=1

T p
22

(
∂w

∂x2

)2

δ(x1 − xi1)+

+
n∑

i=1

D

(
∂2w

∂x22

)2

δ(x1 − xi1)

}
dx1dx2

K =
γ

g

a∫
0

b∫
0

((
∂w

∂t

)2

+
n∑

i=1

hiai

(
∂w

∂t

)2

δ(x1 − xi1)

)
dx1dx2,

а элементарная работа A внешних сил равна

A =

a∫
0

b∫
0

q w dx1dx2.
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После преобразований и интегрирования получим дифференциальное урав-
нение для прогиба геометрически нерегулярной изотропной пластинки в виде:

∇2∇2w+
n∑

i=1

(
hi
h

)3

Φ3iw,2222 aiδ(x1−xi1)−
T22
D
w,22+

n∑
i=1

T P
22

D
aiw,22 δ(x1−xi1)+ (3)

+
γh

gD
w,tt+

n∑
i=1

γhiai
gD

w,tt δ(x1 − xi1) =
q

D
,

в котором D =
Eh3

12(1− ν2)
– цилиндрическая жесткость, ν – коэффициент Пуас-

сона, E —- модуль Юнга, Φ3i = 1 + 3 h
hi

+ 3
(

h
hi

)2
, n – число ребер, которые

расположены вдоль прямых x1 = xi1, ai – ширина i-го ребра, hi – высота i-го
ребра δ(y−yi) – дельта функция Дирака, γ — удельный вес, g — интенсивность
поля тяжести.

Уравнение (3) будем решать при краевых условиях

при x1 = 0, x1 = a w = 0, M11 = 0; (4)

при x2 = 0, x2 = b w = 0, M22 = 0; (5)
и начальных условиях

при t = 0, w = φ(x1, x2), ẇ = 0. (6)

Усилия T11, T22, T p
11, T

p
22, T

p
12 возникающие в пластинке [12], когда она име-

ет плоскую форму равновесия, то есть находится в безмоментном состоянии,
найдены из системы

T11,1+T12,2+
n∑

i=1

ai T
p
12,2 δ(x1 − xi1) = 0,

T22,2+T12,1+
n∑

i=1

ai T
p
22,2 δ(x1 − xi1) = 0,

которая решена при следующих краевых условиях

при x1 = 0, x1 = a T12 = T11 = 0,

при x2 = 0, x2 = b T12 = 0, v = 0.

Для решения безмоментной системы усилия выражены через компоненты поля
перемещений и принимают вид

T11 = B (u,1+νv,2−(1 + ν)αθ0) ,

T22 = B (v,2+νu,1−(1 + ν)αθ0) ,

T12 = Gh (u,2+v,1 ) ,

здесь B = Eh
1−ν2

, G = E
2(1+ν)

. А краевые условия имеют вид

при x1 = 0, x1 = a : u,2+v,1= 0, u,1+νv,2= (1 + ν)αθ0,
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при x2 = 0, x2 = b : u,2+v,1= 0, v = 0.

Таким образом T22 и T p
22 принимают вид

T22 = −Ehαθ0, T p
22 = −Ehiαθ0.

Здесь α коэффициент теплового линейного расширения материала.
После перехода к безразмерным переменным по следующим формулам:

ξ =
x1
a
, η =

x2
b
, ξi =

xi1
a
, w∗ =

w

h
, τ =

hc1
ab
t, (7)

c21 =
E

12(1− ν2)ρ
, ρ =

γ

g
, θ∗0 =

(a
h

)2
αθ0,

получаем уравнение в безразмерной форме, в котором сразу заменили W ∗ на
W

∂4w

∂ξ4
+ 2

(a
b

)2 ∂4w

∂ξ2∂η2
+
(a
b

)4 ∂4w
∂η4

+
(a
b

)4 n∑
i=1

(
hi
h

)3

Φ3i
ai
a

∂4w

∂η4
δ(ξ − ξi)−

−12(1− ν2)θ0

(a
b

)2 ∂2w
∂η2

− 12(1− ν2)θ0

(a
b

)2 n∑
i=1

hi
h

ai
a

∂2w

∂η2
δ(ξ − ξi)+ (8)

+12(1− ν2)
(a
b

)2 ∂2w
∂τ 2

+ 12(1− ν2)
(a
b

)2 n∑
i=1

hi
h

ai
a

∂2w

∂τ 2
δ(ξ − ξi) = 0

Здесь использовано свойство дельта функции δ(ax) = 1
|a|δ(x)

Решение уравнения (8), в случае шарнирного опирания краев пластинки,
ищем в виде

w(ξ, η, τ) =
∑
k,m

ζkm(τ) sin(kπξ) sin (mπη) , (9)

при краевых условиях

при ξ = 0, ξ = 1 w = 0, w,11= −αθ0(1 + ν)
(a
h

)2
, (10)

при η = 0, η = 1 w = 0, w,22= −αθ0(1 + ν)
(a
h

)2
, (11)

и начальных условиях

при τ = 0 : w = A sin(πξ) sin (πη) ,
∂w

∂τ
= 0. (12)

Переход в краевых и начальных условиях (4), (5), (6) к условиям (10), (11), (12)
осуществлен по формулам (7).

Подстановка решения (9) в дифференциальное уравнение (8) приводит к
обыкновенному дифференциальному уравнению

ζ ′′km(τ) + ω0,
2
km ζkm(τ) = 0,
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ω0,
2
km принимают вид

ω0,
2
km=

1

12(1− ν2)
(
a
b

)2
βs
i

((
(kπ)2 + (mπ)2

(a
b

)2)2

+ (13)

+2
(a
b

)4
(mπ)4

n∑
i=1

ai
a

(
hi
h

)3

Φ3i sin
2(kπξi)− 12(1− ν2)θ0

(a
b

)2
(mπ)2βs

i

)
,

где βs
i = 1 + 2

n∑
i=1

ai
h

hi

h
sin2(kπξi).

3. Численный эксперимент и анализ. Численный эксперимент со-
стоит в вычислении значений собственных частот и построении функции про-
гиба при различных геометрических параметрах и температуры. На рисунке
2 показано расположение ребер относительно срединной плоскости пластинки,
для случаев одного а), двух б) и трех в) ребер.

а) б) в)

Рис. 2. Профиль пластинки

Для выяснения достоверности полученных результатов сравнили значения
собственных частот колебаний пластин, подкрепленных ребрами двумя мето-
дами: Бубнова — Галеркина и методом конечных разностей второго порядка
точности. По оси Ox отложены отношения объема присоединенных ребер Vm
к объему пластины V , по оси Oy значение первой частоты. Для наглядности
точки соединены линиями. Из приведенных графиков на рисунке 3 следует,
что получено хорошее совпадение результатов принципиально разными по сво-
ей природе методами: конечно-разностный и вариационный методы. Предвари-
тельно исследовалась сходимость метода конечных разностей в зависимости от
количество участков деления пластины по осям Ox и Oy.

Исследование приведем для материала со следующими механическими па-
раметрами: E = 330 · 103MΠa, ν = 0, 320, α = 2 · 10−6 1

oC
, ρ = 1500 кг/m3 и

геометрическими параметрами, если не указано иного, то a = b, a/h = 80,
a = 50, одно ребро, и примем дополнительные параметры p = hi

h
= 1, 3, 5, 10,

ai = h · j, j - параметр толщины ребра, z = a
b

- параметр отношения сторон
пластинки
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Рис. 3. Сравнение частоты ω11 разными методами

Рис. 4. Зависимость ω11 от отношения a/b
Рис. 5. Зависимость ω11 от температуры
θ0 при различных значениях hi/h

Рис. 6. w(ξ, η)

В результате исследований был проведен анализ влияния геометрических па-
раметров и температуры на поведение собственных частот колебаний и сделаны
следующие выводы:
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Рис. 7. Mp(ξ, η)

1) Получена формула для вычисления собственной частоты методом
Бубнова-Галёркина и проведено сравнение с результатами полученны-
ми методом конечных разностей второго порядка точности в сочетании
с методом Рунге-Кутты четвертого порядка.

2) При отсутствии ребер и температуры частоты собственных колебаний,
полученных по формуле (13), совпадают с частотами в классическом
случае [13].

3) При удлинении пластинки частота изменяется в соответствии с рисунком
4. Наименьшие значения частота принимает у квадратной пластинки.

4) При увеличении температуры частоты собственных колебаний увеличи-
вается с ростом параметров. Графики поведения значений собственной
частоты ω11, для различных значений отношения высоты ребра к тол-
щине пластинки, приведены на рисунке 5.

5) Собственная частота колебаний с увеличением числа ребер и с увеличе-
нием их высоты увеличивается не по линейному закону.

6) Сходимость метода исследована двумя способами: стандартным и змей-
кой [14], и подтверждается значением абсолютной погрешности, которое
не превосходит 0,07. В таблице 1 приведены значения функции прогиба
для пластинки с одним и тремя ребрами. Это сравнение построенных
функций в зависимости от членов ряда (9) позволяет сделать вывод что
достаточно взять одно или два слагаемых.

7) На рисунках 6 – 7 приведена визуализация поверхности прогиба и рас-
пределения моментов на пластинке с ребрами и соответствующие им
линии уровней.
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W (0, 3; 0, 7), одно ребро, τ = 26, b = 2a
способ сложения \ число слагаемых 4 9 16

стандартное −0, 1135 −0, 1095 −0, 0923
змейкой −0, 1128 −0, 0942 −0, 0800
W (0, 3; 0, 7), три ребра, τ = 26, b = 2a

способ сложения \ число слагаемых 4 9 16
стандартное −0, 1218 −0, 1039 −0, 0790

змейкой −0, 1098 −0, 0834 −0, 0928

Таблица 1. Значение функции прогиба при разном числе слагаемых ряда и способе
сложения
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАВИСИМОСТИ
МИКРОТВЕРДОСТИ ЖЕЛЕЗОАЛЮМИНИЕВЫХ СПЛАВОВ ОТ
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО НАГРЕВА ИСХОДНЫХ ШИХТОВЫХ

МАТЕРИАЛОВ, ПРЕДНАЗНАЧЕННЫХ ДЛЯ
АЛЮМОТЕРМИТНОГО ПЕРЕПЛАВА

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, Комсомольск-на-Амуре,
Россия

Аннотация. В машиностроении, металлургии и электротехнике различные фазы интерме-
таллидных железоалюминиевых сплавов, ввиду высокой стойкости к коррозии и абразивно-
му износу, находят применение в качестве покрытий элементов конструкций, эксплуатиру-
ющихся в условиях сложного нагружения и высоких температур. Относительно невысокая
стоимость и распространенность компонентов таких сплавов определяет экономическую це-
лесообразность их применения. Промышленное получение таких сплавов и покрытий на их
основе, как правило, осуществляется в ходе значительного числа технологических операций,
что затрудняет расширение номенклатуры изделий и определяет пути поиска альтернатив-
ных методов. Применение алюмотермитного переплава шихтовых материалов, состоящих из
смеси фракций окалины и алюминиевых сплавов, позволяет свести процесс получения ин-
терметаллидных сплавов на основе Fe-Al практически до одной стадии. Ввиду недостатка
практических сведений о таком процессе, прогнозирование свойств итоговых сплавов в насто-
ящее время представляется затруднительным. В ходе серии предварительных исследований
удалось получить сплавы с содержанием Al, превышающим 50 %. В работе представлены
результаты экспериментов по определению влияния дополнительного тепла, вносимого в ис-
ходные материалы, на ряд характеристик и значения микротвердости железоалюминиевых
сплавов, получаемых экзотермическим переплавом термитных шихт.

Ключевые слова: термитная шихта, теплофизическое воздействие, алюминиды железа,
прочность материала, твердость интерметаллидного сплава.
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Abstract. In mechanical engineering, metallurgy and electrical engineering, various phases of
intermetallic iron-aluminum alloys, due to their high resistance to corrosion and abrasive wear, are
used as coatings for structural elements operating under conditions of complex loading and high
temperatures. The relatively low cost and prevalence of the components of such alloys determine
the economic feasibility of their use. Industrial production of such alloys and coatings based on
them, as a rule, is carried out in the course of a significant number of technological operations,
which complicates the expansion of the product range and determines the paths to find alternative
methods. The use of aluminothermic remelting of charge materials consisting of a mixture of scale
fractions and aluminum alloys makes it possible to reduce the process of obtaining intermetallic
alloys based on Fe-Al to practically one stage. Due to the lack of practical information on such a
process, predicting the properties of the final alloys currently seems difficult. A series of preliminary
studies made it possible to obtain alloys with an Al content exceeding 50%. The paper presents
the results of experiments to determine the effect of additional heat introduced into the source
materials on a number of characteristics and microhardness values of iron-aluminum alloys obtained
by exothermic remelting of thermite batches.
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Введение. Достижение конкурентоспособности предприятий машиностро-
ения и металлургии в современных условиях определяется взаимоувязкой та-
ких факторов, как эффективное использование материалов, энергии, времени и
экологичности применяемых технологий [1, 2]. Мировая практика устойчивого
функционирования предприятий, специализирующихся на выпуске и обработке
металлопродукта, формируемого из черных и цветных сплавов сводится, пре-
имущественно, к реализации рационального производства, базирующегося на
вариациях рециклинга металлосодержащих материалов [3].

Так, например, в прокатной железной окалине, образующейся в результате
технологических переделов в металлургии, содержание железа иногда превы-
шает 70 % по массе [4]. Для извлечения железа из отходов промышленного
производства применяют как традиционные (брикетирование, переплав), так и
инновационные (например, обжиг с последующей магнитной сепарацией) мето-
ды [5–7]. Эффективность применения таких методов, определяется реализацией
повторного вовлечения металлов в производственный цикл. Следует, однако, от-
метить, что процессы переработки, осуществляемые в ходе значительного числа
технологических операций, представляются энергетически затратными.

Перспективу повышения эффективности переработки железосодержащего
сырья представляют одностадийные окислительно-восстановительные процес-
сы экзотермического переплава шихтовых материалов. Такие материалы состо-
ят из различных комбинаций соотношения фракций окалины и сплавов на ос-
нове алюминия [8]. Процесс расплавления компонентов термитной шихты про-
текает по реакции:

2mAl + 3FenOm = mAl2O3 + 3nFe

В целом, для получения железосодержащего сплава, в термитной шихте
должно быть 17-25 % активного алюминия (остальное окалина). По завершении
реакции, ввиду разности плотностей, происходит произвольное разделение про-
дуктов реакции: в нижней части слитка – железосодержаший сплав, в верхней
– шлак (оксид алюминияAl2O3).

Экзотермическая реакция в термитных шихтах такого состава протекает с
выделением тепла, что обуславливает необходимость использования высоко-
огнеупорных материалов реактора и форм, пригодных для кратковременных
условий эксплуатации при температуре более 2500 °C [9]. Для осуществления
экспериментов, связанных с получением алюмотермитных железосодержащих
расплавов в лабораторных условиях Института машиноведения и металлур-
гии ДВО РАН (г. Комсомольск-на-Амуре) используется реактор, выполненный
из графитированного электрода марки ЭГ15. Однако, в результате эксплуа-
тации, ввиду увеличения числа теплосмен и активного воздействия расплава,
элементы конструкции даже такого реактора разрушаются, что обуславливает
поиск вариантов снижения негативного воздействия отмеченных выше факто-
ров. Также, в результате ранее проведенных экспериментов, связанных с экзо-
термическим получением железоуглеродистых сплавов, установлена целесооб-
разность предварительного подогрева термитных шихт, содержащих 20-24 % по
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массе активного алюминия до температуры 400 °C, что позволяет более точно
прогнозировать химический состав итоговых сплавов, а также повысить выход
металлической фазы [10].

В ходе предварительных исследований вариацией соотношений исходных
компонентов в термитных шихтах определена возможность применения алю-
мотермии для получения интерметаллидных железоалюминиевых соединений
на основе Fe и Al с различным содержанием этих компонентов в итоговых спла-
вах [11]. Так, при алюмотермическом переплаве термитных шихт с содержани-
ем активного алюминия 17,24-47,41 % удается получать железоалюминиевые
сплавы с итоговым содержанием алюминия в них 0,009-47,9, а железа 99,4-48,2
% соответственно. Увеличение содержания Al в итоговом сплаве при обычных
условиях формирования слитка оказывается затруднительным и обуславливает
необходимость поиска альтернативных технологических вариантов, среди кото-
рых дополнительное внесение тепла в исходные материалы перед активацией
алюмотермического процесса до настоящего времени не рассматривалось [12].
Новизна исследований определяется возможностью управления результатами
процессов формирования Fe-Al сплавов в условиях кратковременного взаимо-
действия компонентов в образующихся расплавах, что пока представляется изу-
ченным в недостаточной мере.

В этой связи целью работы является определение влияния содержания алю-
миния в исходных термитных шихтах на характеристики интерметаллидных
сплавов на основе Fe и Al, получаемых алюмотермией, а также значения их
микротвердости. Результаты исследования направлены в том числе на реализа-
цию возможности снижения влияния факторов теплофизического воздействия
на материалы реактора для повышения срока его эксплуатации.

1. Методы и подходы. Экспериментальные железоалюминиевые сплавы
различного состава получали путем алюмотермического переплава термитных
шихт, компонентами которых являются равные по размерам частицы (фрак-
ции 0,2-1,5 мм) металлургической окалины и алюминиевого сплава [2], что поз-
воляет снизить сепарацию разноплотностных компонентов термитных шихт.
Переплав производили в реакторе, выполненном в виде полого глуходонного
цилиндра с толщиной стенки 10 мм, снабженного в верхней части крышкой
с газоотводным патрубком, а в донной части сливным отверстием и втулкой.
Внутренний объем реактора составляет 0,0008 м3, что позволяет гарантирован-
но размещать в нем 1 кг термитных шихт вне зависимости от соотношения в
них компонентов. Содержание активного Al в термитных шихтах изменялось
в диапазоне 25-60 % по массе (остальное окалина). С целью удаления влаги из
огнеупорных и шихтовых материалов, а также снижения разницы температур
между началом процесса и его завершением, термитные шихты подвергали на-
греву до температуры 400 °C и выдержке в течение 1 часа в термической печи
SNOL 12/1300.

Реактор соосно устанавливали над литейной формой, конфигурация внутрен-
ней полости которой позволяет получать цилиндрическую отливку диаметром
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28 мм и протяженностью до 150 мм (в зависимости от массового выхода метал-
лической фазы). В термитной шихте, размещенной в реакторе, осуществляли
окислительно-восстановительный процесс, по завершении которого железоалю-
миниевый расплав выпускали в литейную форму. В процессе выпуска осуществ-
ляли регистрацию температуры расплава посредством бесконтактного инфра-
красного пирометра ASP Swift 350 PL. Образцы железоалюминиевых сплавов
(металлическую фазу) взвешивали, и подвергали исследованиям:

• на химический состав (путем анализа образцов, выполненных, согласно
ГОСТ 7565-81 «Чугун, сталь и сплавы. Метод отбора проб для опреде-
ления химического состава» при помощи энергодисперсионного рентге-
новского флуоресцентного спектрометра EDX-8000);

• микроструктуру (в ходе визуальной регистрации, осуществляемой при
помощи цифровой камеры, совмещенной с металлографическим инстру-
ментальным микроскопом Axio Vert.Al MAT, поверхности микрошлифов
наиболее характериных экспериментальных образцов, обработанных ре-
активом Келлера [13]);

• микротвердость (согласно ГОСТ 9450-76 «Измерение микротвердости
вдавливанием алмазных наконечников» при помощи цифрового стацио-
нарного микротвердомера HVS-1000).

2. Основное содержание. В ходе проведенных в настоящей работе экспе-
риментов устанавливали особенности влияния дополнительного внесения тепла
в исходные термитные шихты, размещенные в реакторе, на температуру струи
расплава, образующегося в результате экзотермической реакции, массовый вы-
ход металлических фаз, структуру и содержание элементов в итоговых сплавах,
а также значения микротвердости HV, характерные для ряда структурных со-
ставляющих образующихся железоалюминиевых фаз. Результаты эксперимен-
та, представленные в графической части работы, отражают зависимости ряда
рассмотренных выше параметров от содержания активного алюминия в исход-
ных термитных шихтах.

На рис.1. представлены результаты эксперимента по определению влияния
предварительного нагрева термитных шихт до 400 °C на температуру струи
расплава, образующегося в ходе экзотермического переплава последних. Ре-
зультаты представлены в виде сравнения степенных зависимостей температур,
характерных для переплава «холодных» термитных шихт, активируемых без
предварительного подогрева (кривая 1), и шихт с дополнительно внесенным
теплом перед активацией процесса расплавления (кривая 2). На рис.1 и на рис.3
дополнительно представляются значения R2 величин достоверности аппрокси-
мации для каждой из зависимостей и уравнения этих зависимостей.

На рис.1 в виде линейной зависимости 3 также представлены результаты
термогравиметрического анализа (TGA) материала реактора, полученные при
помощи термографического дифференцально-термического анализатора DTG-
60H (Shimadzu, Япония). Линия 3 на рис.1 отображает температуру 630 °C,
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при превышении которой материал реактора начинает окисляться со средней
скоростью 0,023 %/с [2]. Очевидно, что чем выше значения температур распла-
вов, образующихся в ходе алюмотермического переплава, тем с большей интен-
сивностью будет протекать процесс перехода материала в газовую фазу, что в
конечном итоге будет определять время пригодности реактора к эксплуатации.

Рис. 1. Сравнение зависимостей экспериментальных температур от содержания ак-
тивного алюминия в термитных шихтах: 1 – струи металла, полученного алюмотер-
митным переплавом термитных шихт без нагрева; 2 – струи металла полученного
алюмотермитным переплавом термитных шихт после предварительного нагрева до
400 °C; 3 – температура окисления материала реактора.

Из рис.1 видно, что предварительный нагрев термитных шихт до 400 °C (зави-
симость 2) обуславливает рост температуры реакции, что в целом сказывается
на повышении температуры струи железоалюминиевого расплава в среднем на
5-10 %, по сравнению с данными, характерными для зависимости 1. Установле-
но, что предварительный нагрев обеспечивает не только стабильное разделение
металлической и шлаковой фаз, образующихся при экзотермическом перепла-
ве термитных шихт, содержащих активный алюминий в диапазоне значений
25-58 %, но и возможность реализации экзотермической реакции в термитных
шихтах с содержанием до 65 % активного алюминия. Из анализа данных, пред-
ставленных на рис. 1 становится очевидным, что такое содержание активного
алюминия в термитных шихтах сказывается на итоговой температуре расплава
и позволяет значительно сократить температурное и механическое воздействие
на материал реактора.
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Сравнительным анализом данных, полученных в ходе эксперимента, уста-
новлено, что 70 % массового выхода металлической фазы конечного интерме-
таллидного сплава удается достичь при экзотермическом переплаве предвари-
тельно нагреваемых термитных шихт, содержащих 50 % активного алюминия.
При этом максимальный выход металлической фазы после переплава термит-
ных шихт, не подвергающихся предварительному нагреву, не превышал 63 % по
массе. Стоит, однако, отметить, что при таких высоких значениях массового вы-
хода металлической фазы корректное определение Al в итоговых сплавах ста-
новится затруднительным, так как плотности металлической и шлаковой фаз
сравниваются. Установлено, что при переплаве нагреваемых термитных шихт,
располагающих 25-60 % активного алюминия в своем составе, содержание Al в
итоговых сплавах соответствует диапазону значений 7,3-58,5 % по массе.

Содержание Al в исходных термитных шихтах и условия осуществления экзо-
термического процесса обуславливают соотношение элементов в итоговых же-
лезоалюминиевых сплавах, их микроструктуру, а также во многом определяют
их механические характеристики, среди которых практический интерес пред-
ставляет диапазон значений микротвердости HV, характерных для поверхно-
стей поперечного среза протяженных образцов (использованных в настоящем
эксперименте для определения микроструктур). На рис.2. представлено срав-
нение геометрии отпечатков, полученных при определении микротвердости HV
в форме ромбических пирамид, характерных для экспериментальных железо-
алюминиевых сплавов. Отпечаток, сформированный ромбическим индентором
в образцах с поверхностью, обладающей большей твердостью, имеет меньшую
глубину проникновения. Из рис.2 видно, что наибольшей глубиной отпечатка
обладают образцы железоалюминиевыых сплавов, сформированные из термит-
ных шихт с меньшим содержанием активного алюминия. Выявлено, например,
что для образцов (рис.2,а) характерно значение микротвердости HV210 при глу-
бине отпечатка 18,957 мкм; для образцов (рис.2,б) - HV943 при глубине отпе-
чатка 8,955 мкм; далее, при увеличении содержания активного Al в термитных
шихтах для образцов (рис.2,б) микротвердость составляет HV875 при глубине
отпечатка 9,295 мкм.

На рис. 3 в полиноминальных кривых третьего порядка представлено срав-
нение значений микротвердости HV, характерных для экспериментальных об-
разцов железоалюминиевых сплавов, полученных экзотермическим переплавом
термитных шихт (без нагрева – 1 и нагреваемых до 400 °C – 2), в зависимости
от содержания в них активного Al.

Анализ данных, представленных на рис.3, позволяет установить, что предва-
рительный нагрев термитных шихт до 400 °C перед началом их экзотермиче-
ского переплава позволяет несколько увеличить значения микротвердости HV
в случаях, когда железоалюминиевый сплав формируется из термитных шихт с
содержанием 55-60 % Al по массе. Для отмеченного диапазона содержания Al в
шихте, характерно более стабильное разделение металлической и шлаковой фаз
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а) б) в)

Рис. 2. Сравнение глубины отпечатка ромбического индентора, сформированного при
определении микротвердости HV образцов железоалюминиевых сплавов, полученных
из термитных шихт с различным содержанием Al (% по массе) при увеличении х100:
а – 25; б – 57; в – 60.

Рис. 3. Сравнение значений микротвердости HV от содержания активного алюминия
в термитных шихтах: 1 - железоалюминиевых сплавов, полученных алюмотермитным
переплавом термитных шихт без нагрева; 2 - после предварительного нагрева до 400
°C.

в продуктах реакции, а значения микротвердости HV соответствуют интервалу
850-950.

Технологически становятся доступными варианты получения сплавов из тер-
митных шихт с большим содержанием в них алюминия, что обуславливает воз-
можность экспериментального определения ряда их физико-механических па-
раметров. Однако рост алюминия в исходных термитных шихтах (например,
до 65 % по массе) приводит к снижению значений микротвердости HV до 716.
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Согласно диаграмме состояния сплавов системы железо-алюминий [14–16] в
указанном выше диапазоне содержания Al 7,3-58,5 % по массе в итоговых спла-
вах при различных температурах образуются интерметаллидные фазы следу-
ющих типов: Fe3Al, FeAl2, Fe2Al5 и FeAl3, каждую из которых характеризует
свой набор физико-механических свойств. Как правило, сплавы такой системы
отличаются повышенной хрупкостью, вследствие чего определение таких пара-
метров, как временное сопротивление разрыву σв или предел текучести σт по
результатам измерения микротвердости HV вызывает ряд затруднений. Мето-
ды расчета указанных параметров по аналогии со стандартами, применяемыми
к сталям, для интерметаллидных сплавов подходят не в полной мере и нужда-
ются в корректировке.

3. Заключение В ходе проведенных исследований установлено, что пред-
варительный нагрев термитных шихт до 400 °C с последующей активацией эк-
зотермической реакции, обеспечивает рост скорости их горения в интервале
содержания Al 25-65 % по массе в исходных материалах, по сравнению с пере-
плавными процессами, протекающими в ненагреваемых термитных шихтах.

Предварительный нагрев термитных шихт позволяет на 5-10 % увеличить
температуру струи расплавов, образующихся в результате экзотермических ре-
акции, и обеспечивает гарантированное разделение металлической и шлаковой
частей продуктов реакции при содержании активного алюминия в исходных
материалах до 60 %, а максимально возможный выход металлической фазы
составил 70% по массе.

Максимальные значения микротвердости HV соответствующие диапазону
850-950 характерны для сплавов, полученных экзотермическим переплавом тер-
митных шихт содержащих 55-60 % Al по массе.

ДОПОЛНИТЕЛЬНО
Вклад авторов. В. А. Худякова, В. В. Предеин подготовка и проведение эксперимен-
тальной части работы, согласование финальной версии рукописи. С. Г. Жилин, Н. А.
Богданова обзор литературы, написание текста рукописи, согласование финальной
версии рукописи, редактирование текста.
Конфликт интересов. Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Источник финансирования. Работа выполнена в рамках государственного зада-
ния Института машиноведения и металлургии Хабаровского Федерального исследо-
вательского центра ДВО РАН.

ADDITIONAL INFORMATION
Authors’ contribution. V. A. Khudyakova, V. V. Predein preparation and
implementation of the experimental part of the work, approval of the final version of the
manuscript. S. G. Zhilin, N. A. Bogdanova literature review, writing the manuscript text,
approval of the final version of the manuscript, editing the text.
Competing interests. The authors declare that they have no competing interests.



ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАВИСИМОСТИ МИКРОТВЕРДОСТИ ...29

Funding. The work was carried out within the framework of the state assignment of the
Institute of Mechanical Engineering and Metallurgy of the Khabarovsk Federal Research
Center of the FEB RAS.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Xu M., Lin B. Energy efficiency gains from distortion mitigation: A perspective
on the metallurgical industry // Resources Policy. 2022. Vol. 77. 102758. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.resourpol.2022.102758

[2] Худякова В. А., Жилин С. Г., Предеин В. В., Комаров О. Н. Повышение износостой-
кости графитового реактора, предназначенного для расплавления термитной шихты //
Металлург. 2024. № 9. С. 70–77. EDN: DNZLMS. DOI: 10.52351/00260827 2024 9 70.

[3] Di Maria A., Merchán M., Marchand M., Eguizabal D., De Cortázar M. G., Van Acker
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ
ПОДПОВЕРХНОСТНЫХ СТРУКТУР НАПОЛНЕННЫХ

ЭЛАСТОМЕРОВ В ПОЛУКОНТАКТНОМ РЕЖИМЕ
АТОМНО-СИЛОВОГО МИКРОСКОПА

Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия

Аннотация. Целью работы являлось разработать методику построения структуры припо-
верхностного слоя исследуемого материала методами атомно-силовой микроскопии. Метод
подходит для изучения мягких наполненных материалов и заключается в построении трех-
мерного изображения скрытой под поверхностью структуры жесткого наполнителя с исполь-
зованием данных полуконтактного режима атомно-силового микроскопа (АСМ): фазового
портрета и карты рельефа поверхности образца. В модели зонд АСМ рассматривается как
пружинный маятник с заданными (жесткость и резонансная частота) и расчетными (эф-
фективная масса и внутренняя вязкость) параметрами. Параметры численной модели опи-
сывают реальную экспериментальную установку. Поведение материала описывается упругой
моделью, диссипация реализуется силами адгезии, которые втягивают зонд в материал после
контакта с его поверхностью. Для заданного материала и параметров эксперимента получен-
ная карта фазового сдвига интерпретируется как результат воздействия жестких объектов,
расположенных на определенной глубине. Значения этих глубин преобразуются в рельеф
скрытых подповерхностных структур.

Ключевые слова: атомно-силовая микроскопия, полуконтактный режим, математическая
модель, фазовый сдвиг, подповерхностная структура.
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Abstract. The aim of the work was to develop a method of constructing the structure of the
near-surface layer of the investigated material by atomic force microscopy. The method is suitable
for the study of soft filled materials and consists in creating a three-dimensional image of the
structure of a stiff filler hidden under the surface using data from the semi-contact mode of the
atomic force microscope (AFM): phase portrait and relief map of the sample surface. In the model,
the AFM probe is treated as a spring pendulum with specified (stiffness and resonant frequency)
and calculated (effective mass and internal viscosity) parameters. The parameters of the numerical
model describe a real experimental setup. The behaviour of the material is described by an elastic
model, dissipation is represented by adhesion forces that pull the probe into the material after
contact with its surface. For a given material and experiment parameters, the resulting phase shift
map is interpreted as the result of rigid objects located at a certain depth. The values of these
depths are converted into the topography of hidden subsurface structures.
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Введение. Атомно-силовой микроскоп - это инструмент для изучения фи-
зических свойств и структуры объектов нанометрового масштаба. В так назы-
ваемом полуконтактном режиме острый зонд, расположенный на свободном
конце балки, касается образца [1, 2]. Закрепленный конец алки совершает при
этом гармонические колебания. АСМ регистрирует разность (сдвиг) фаз между
колебаниями кончика кантилевера и его основания.

Первой задачей данной работы являлось теоретическое обоснование гипо-
тезы о том, что фазовый портрет может содержать информацию о структуре
приповерхностного слоя. Известны исследования в этом направлении [3–5]; пре-
имуществом нашего метода являются скорость и малое воздействие на образец.
Вторая задача заключалась в разработке алгоритма получения информации
о структуре подповерхности. Полученная методика должна позволить изучать
мягкие неоднородные материалы, такие как наполненные эластомеры.

1. Фазовый сдвиг и эффективная жесткость. В чем может быть
причина сдвига фаз? Сдвиг фаз отражает диссипацию энергии. Причинами
этого может быть: вязкое или пластическое поведение материала, разрушение
поверхности, капиллярные явления и т.д.

В нашем случае исследуемый материал является чисто упругим. Поэтому
важным фактором диссипации является изменение границ между средами, со-
провождающееся изменением поверхностной энергии. Поверхностные эффекты
играют значительную роль при взаимодействии на нанометровом уровне. При-
ведем несколько примеров работ, в которых такие эффекты изучались экспе-
риментально и теоретически [6–9].

На рис. 1 красным цветом отмечены участки поверхности зонда и образца. До
контакта это были границы «воздух-зонд» и «воздух-образец», которые имели
энергии γ31 и γ32 соответственно. После вдавливания эти границы исчезают, а
вместо них появляется граница «зонд-образец» с энергией γ12.

Рис. 1. Преобразование границ двух сред (A1B1 и A2B2) в одну (AB) в результате
контакта

Если выполняется условие γ12 < γ31+γ32, то энергетически выгодно увеличи-
вать границу «зонд-образец», и это будет продолжаться до тех пор, пока силы
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втягивания не уравновесятся силами упругой реакции образца на проникнове-
ние. Это очень быстрый процесс, который выглядит как нисходящий скачок на
кривой вдавливания.

Существует также взаимодействие до контакта, но оно имеет гораздо мень-
ший эффект. В работе [10] было показано, что для зонда с радиусом кончика
6 нм скачок в полимерный материал составит около 0.57 нм, хотя в экспери-
ментах регистрировались скачки в десятки нм. При обратном движении зонда
в модели без прилипания скачка не будет. Поэтому возникнут диссипативные
потери энергии. Они приведут к появлению фазового сдвига.

Важной особенностью при подготовке поверхности образца является то, что
эксперимент проводится с нанокомпозитом с активным наполнителем. Части-
цы наполнителя имеют высокую степень взаимодействия с эластомером. При
подготовке образца создается новая чистая поверхность. Это достигается пу-
тем разрезания или разрыва. Процесс образования новой поверхности связан
с ростом трещины, которой энергетически выгодно обойти агрегаты активных
частиц наполнителя на определенном расстоянии. Поэтому вновь созданная по-
верхность будет иметь везде одинаковую поверхностную энергию (рис. 2).

Рис. 2. Поверхность покрыта слоем полимерного материала - поверхностная энергия
везде одинакова. Фактором, обеспечивающим изменение фазового сдвига, будет на-
личие неоднородного распределения «эффективной жесткости»

Поэтому диссипация зависит только от глубины скачка, совершаемого при
введении зонда в материал. А глубина скачка зависит от «эффективной жестко-
сти материала», то есть от того, насколько глубоко под поверхностью находится
частица наполнителя (рис. 2).

2. Уравнение движения. Динамический отклик системы кантилевер-
зонд, управляемого внешним синусоидальным сигналом, моделировался раз-
личными авторами [11–14]. Доминирующими вкладами в уравнение движения
кантилевера являются его упругий отклик, гидродинамическое демпфирование
со средой, взаимодействие острия с образцом и сила возбуждения.

Для описания движения зонда используется модель пружинного маятника
с постоянной жесткостью k, резонансной угловой частотой ω0, эффективной
массой m = k/ω0

2.
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Движение зонда z описывается нелинейным дифференциальным уравнением
второго порядка:

m
dz2

d2t
= −kd− µ

dz

dt
− F, (1)

где: b – положение основания кантилевера, d – изгиб кантилевера, µ – коэффи-
циент диссипации, F – сила взаимодействия между зондом и образцом.

b = B0 +B cosω0t (2)

d = z − b (3)

Колебания передаются основанию в соответствии с уравнением (2), которое
входит в уравнение (1) через соотношение (3). Это связь между изгибом кан-
тилевера и положением его кончика и основания.

Рис. 3. Схема модели – пружинный маятник

В первом приближении нашей работы взаимодействие с образцом задается
моделью Дерягина-Мюллера-Топорова (ДМТ) [15]:

F = c(−z)1.5 − FA,если z ≤ 0 иначе: F = 0, (4)

где: c = 4/3ER1/2/(1− ν2), FA = 2πRγ12 = 2πR
√
γ11γ22. Плотность поверхност-

ной энергии γ12 на границе контакта зонд-образец определяется по упрощенной
формуле из работы [16].

2.1. Однократное вдавливание для образцов с различной жесткостью. На
примере численного эксперимента, моделирующего вдавливание с небольшой
скоростью, можно показать, как жесткость материала влияет на рассеивание
энергии в системе. На рис. 4 представлены кривые вдавливания, полученные
при прямом и обратном движении кантилевера. Параметры кантилевера CSG30
взяты из источника [17]: R = 10 нм, k = 0.6 Н/м, f0 = 48 кГц.

Согласно этим результатам, можно отметить существенное влияние жестко-
сти образца на гистерезис: при индентировании материала с модулем упругости
E = 10 МПа гистерезис на 40% больше, чем для материала с E = 100 МПа.
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Рис. 4. Кривые индентирования образца с модулем упругости E = 10 МПа (слева) и
100 МПа (справа)

Рис. 5. Реализация модели в полуконтактном режиме АСМ. Черная линия обозначает
перемещение основания, красная - положение зонда, а синяя - глубину вдавливания

2.2. Полуконтактный режим. Для моделирования полуконтактного режима
использовались те же параметры кантилевера (CSG30) и образца с модулем E
= 10 МПа.

На рис. 5 видно, что влияние адгезии не очень заметно. Это связано с тем,
что при увеличении частоты колебаний зонда в нашей модели начинает преоб-
ладать очень высокий динамический эффект запаздывания. При частоте 100
Гц наблюдается классическая картина вдавливания. Но зонд должен работать
на частотах в десятки кГц, где мы можем отслеживать только фазовый сдвиг
(рис. 6).

На рис. 6 показано влияние жесткости образца на фазовый сдвиг. Дополни-
тельными параметрами модели являются: B = 5 нм, A = 44 нм, B0 = A/2.

Анализ модели позволяет сделать вывод, что, используя экспериментальные
данные по фазовому сдвигу, можно получить однозначную информацию о жест-
кости (или эффективной жесткости, если речь идет о неоднородном образце)
поверхностного слоя образца из полученных результатов моделирования с за-
данными параметрами колебаний.
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Рис. 6. Зависимость фазового сдвига от жесткости образца

3. Алгоритм преобразования данных. Таким образом, алгоритм пре-
образования данных можно сформулировать в виде следующих четырех этапов:
Этап 1. Для первого этапа необходимо иметь экспериментальные данные и по-
лучить теоретические данные с помощью предложенной модели (рис. 7). Для
наглядности рассмотрим поперечное сечение карты фазового сдвига в области
200 нм. Используя разработанную модель, была рассчитана зависимость фазо-
вого сдвига от жесткости образца. Данные получены для кантилевера с k = 35
Н/м, R = 10 нм. Параметры колебаний: B = 0.6 нм, A = 51.4 нм, B0 = A/2.

Рис. 7. Экспериментальные данные: фазовый портрет (слева) и теоретическая зави-
симость ∆ϕ(E) (справа)

Этап 2. Преобразование осуществляется путем замены значений фазового
сдвига на значения жесткости K(x) в соответствии с теоретической зависимо-
стью ∆ϕ(E). Кроме того, производится нормализация данных. Для этого ис-
пользуется значение жесткости E0 ненаполненного образца: K(x) = E(x)/E0.
Результат второго этапа представлен на рис. 8.

Этап 3. Для получения окончательного результата необходимо провести ис-
следование с использованием конечно-элементного (КЭ) моделирования, кото-
рое позволит установить соответствие между структурой приповерхностного
слоя и его эффективной жесткостью.

Для исследования в КЭ модели необходимо описать взаимодействие зонда с
наполненным упругим материалом (рис. 9). Необходимо учитывать различные
размеры включений Ri и их глубину H. Зонд вдавливается на фиксированную
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Рис. 8. Преобразованные и нормализованные данные

глубину H в различных точках поверхности x, и определяется необходимое для
этого усилие Fh. Результатом моделирования является распределение силы по
поверхности образца Fh(x). Конечный результат также нормируется по отно-
шению к значению силы F0 для случая с ненаполненным образцом.

Рис. 9. Схематическое изображение геометрии из КЭ-модели (слева) и результат мо-
делирования

Предварительные исследования [18] показывают, что каждой паре парамет-
ров (Ri, H) соответствует единственная зависимость Fh(x)/F0 с уникальной
формой кривой (рис. 9). Физический смысл полученного результата - эффек-
тивная жесткость поверхности K(x) = Fh(x)/F0.

Этап 4. Для завершения необходимо объединить данные, полученные на эта-
пах 2 и 3: из ∆ϕ(E) ∆ϕ(x) получаем K(x) = E(x)/E0 с другой стороны, зная
(Ri, H), получаем Fh(x)/F0 = K(x). Таким образом, получаем соответствие
между парой параметров, определяющих форму и глубину подповерхностного
рельефа, и фазовым портретом поверхности. Для построения окончательного
рельефа необходимо совместить полученную поверхность с экспериментальны-
ми АСМ-данными о рельефе образца.

Пример работы предложенного алгоритма показан на рис. 10. Для наглядно-
сти в качестве математического преобразования фазового сдвига используется
простое линейное преобразование.
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Рис. 10. Рельеф поверхности z(x, y) (размер 1х1 мкм), фазовый портрет ϕ(x, y) и новая
поверхность znew(x, y), которая является линейной комбинацией рельефа и фазового
портрета. В первом приближении фазовый портрет, умноженный на константу, просто
добавлялся к рельефу

На рис. 10 показано, как на относительно гладких участках появляются новые
детали рельефа. Это можно сравнить с тем, как прорисовывается подводный
рельеф с помощью эхолота.

4. Заключение. В результате исследования было дано теоретическое
обоснование возможности использования фазового портрета для изучения под-
поверхностной структуры мягких наполненных материалов. Для этого была
разработана математическая модель движения и взаимодействия АСМ-зонда
с поверхностью образца. Эта модель используется в предложенном алгоритме
преобразования карты фазового сдвига и получения информации о структуре
приповерхностного слоя. Показана схема работы этого алгоритма.
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Введение. В технологии массового и крупносерийного производства де-
талей машин применяется штамповка поковок сложной формы на высоко про-
изводительных кривошипных прессах пластическим сдавливанием заготовки в
штампах [1,2]. При штамповке поковок сложной формы используют предвари-
тельные переходы формообразования начальной формы заготовки из стандарт-
ного проката в ручьях штампа или в ковочных вальцах с целью обеспечения
гарантированного заполнения полости штампа в чистовом ручье. При этом в
условиях массового производства важной проблемой является повышение стой-
кости штампов, ограниченной усталостной прочностью и износом при высоких
циклических нагрузках. Моделирование нестационарных процессов пластиче-
ского деформирования в штампах на основе математической теории идеальной
пластичности [3] решением полной системы уравнений для напряжений и ско-
ростей с изменением жестких и пластических зон представляет практический
интерес. В работах [4, 5] приведено моделирование нестационарных процессов
плоского и осесимметричного пластического течения при сдавливании жестко-
пластического цилиндра и шара плоскими плитами с изменением пластического
течения по Прандтлю от начального выдавливания металла на поверхность ци-
линдра или сферы до образования тонкой полосы или тонкого диска в конце
процесса деформирования. В настоящей работе рассматривается плоское неста-
ционарное пластическое течение при сдавливании жесткопластического цилин-
дра по нормали к его оси в штампе с гладкой вогнутовыпуклой границей, при
которой поле скоростей на конечной стадии деформирования непрерывно, кон-
тактное давление и неоднородность пластического течения снижаются. Вычис-
лены криволинейные профили штампов с двумя плоскостями симметрии, зави-
сящие от угла наклона касательной в точке перегиба, с расчетами линий сколь-
жения с непрерывными полями скоростей на конечной стадии сдавливания,
распределения контактного давления и силы деформирования при поперечном
сдавливании цилиндра. Моделирование нестационарного процесса поперечного
сдавливания цилиндра в штампе с гладкой вогнутовыпуклой формой границы
показывает, что заполнение полости штампа до точки перегиба при переходе
от вогнутой границы к выпуклой происходит без скольжения по границе кон-
такта с пластическим течением по линиям скольжения Прандтля и разрывом
скоростей вдоль жесткопластической границы, по аналогии с процессом сдав-
ливания цилиндра плоскими штампами [4]. На конечной стадии сдавливания
цилиндра пластическое течение начинается при скольжении по выпуклой гра-
нице штампа, жесткая область с вогнутой границей контакта уменьшается до
нуля с непрерывным пластическим течением по всему сечению.

1. Гладкая граница штампа и линии скольжения. Гладкую вогну-
товыпуклую границу штампа с непрерывными полями напряжений и скоростей
перемещений при сдавливании жесткопластического цилиндра при плоской де-
формации вычисляем с использованием дифференциальных уравнений линий
скольжения ξ и η
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dy

dx
= tgφ для ξ,

dy

dx
= − ctgφ для η (1)

с уравнениями Генки для среднего напряжения σ, угла наклона касательной
φ на ξ, и уравнениями Гейгингер для скоростей Vξ, Vη на линиях скольжения ξ
и η

dσ − dφ = 0 на ξ, dσ + dφ = 0 на η (2)

dVξ − Vηdφ = 0 на ξ, dVη + Vξdφ = 0 на η (3)
где напряжения принимаем безразмерными, отнесенными к удвоенной пласти-
ческой постоянной 2k материала цилиндра. Напряжения и скорости в декарто-
вых координатах x, y, связаны с σ, φ, Vξ, Vη соотношениями

σx = σ +
1

2
sin 2φ, σy = σ − 1

2
sin 2φ, τxy =

1

2
cos 2φ, (4)

Vx = Vξ cosφ− Vη sinφ, Vy = Vξ sinφ+ Vη cosφ. (5)
Соотношения (5) используем для отображения сетки линий скольжения на

плоскость годографа скоростей Vx, Vy и для определения граничных условий
для скоростей Vξ, Vη на границе штампа и на линиях симметрии пластической
области. Гладкая граница штампа при сдавливании цилиндра совпадает с глав-
ным напряжением σ1, и линии скольжения наклонены к касательной к этой
границе под углами ±π/4.

Линии скольжения при сдавливании цилиндра штампом с гладкой вогнуто-
выпуклой границей и двумя плоскостями симметрии показаны на рис. 1 в пер-
вом квадранте плоскости поперечного сечения x, y. Начало координат O на-
ходится в центре свободной границы OA на линии симметрии x. За единицу
длины принимаем длину свободной границы OA. Границу штампа ACD с уг-
лом наклона касательной - θC в точке перегиба C находим интегрированием
уравнения dy/dx = −θ при 0 ⩽ θ ⩽ θC при вычислении линий скольжения по
следующему алгоритму.

В области AOB со свободной границей OA при перемещении границы штам-
па по направлению оси - y имеет место однородное пластическое сжатие при
σ1 = 0, σ2 = −1, σ = −0.5, φ = −π/4, ограниченное прямой линией скольжения
η(AB), на которой задаем N точек с шагом ∆x = ∆y = −1/N . На гладкой
выпуклой границе AC прямые линии скольжения η наклонены к касательной
под углом π/4 и φ = −(π/4 + θ). Сетку линий скольжения вычисляем при
постоянном приращении угла поворота касательной ∆φ к криволинейным ли-
ниям скольжения ξ, и вследствие ортогональности ξ и η линий скольжения на
границе AC имеем ∆φ = ∆θ = θC/N . В первой точке границы AC около точ-
ки A, в которой θ = 0, из соотношения (2) на линии скольжения ξ находим
φ = −(π/4 + ∆θ) и σ = −(0.5 + ∆φ). Координаты точки границы AC находим
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Рис. 1. Линии скольжения и гладкая граница штампа с углом наклона касательной
θc = 0.5236 в точке перегиба C на конечной стадии сдавливания цилиндра.

на пересечении прямых при конечно-разностной аппроксимации дифференци-
альных уравнений границы AC и линии скольжения ξ около точки A

y = yA − (x− xA)tgθ̃, θ̃ = 0.5(θA + θ), (6)

y = y1 + (x− x1)tgφ̃, φ̃ = 0.5(φ+ φ1), φ = −(π/4 + θ), (7)
где нижним индексом 1 обозначены координаты и угол φ в точке пересечения
линий скольжения η и ξ вблизи границы AC. Затем от найденной точки на гра-
нице AC и начальной η линии скольжения AB вычисляем линию скольжения η,
проходящую через точку на границе AC, до первой точки ξ линии скольжения
BC около точки B циклической процедурой расчета регулярных точек линий
скольжения при плоской деформации [6]. От найденной точки на границе AC
и проходящей через нее линии скольжения η из уравнений (6) и (7) находим
координаты и значения φ и σ = −(0.5 + θ) на границе AC и линии скольжения
в области ABC, используя известные данные с индексом A в уравнениях (6) в
найденных точках границы AC.

Линии скольжения в области BCE находим решением задачи смешанного
типа по известным значениям σ и φ на ξ линии скольжения BC с граничным
условием φ = −π/4, y = 0 на линии симметрии x. При этом циклическими
процедурами определяются координаты x и значения σ в точках сетки линий
скольжения на оси x и ξ линии скольжения от BC до точки E с известными
значениями σ и φ на η линии скольжения CE. Линии скольжения ξ в области
CDE - прямые ортогональные к η линии скольжения CE, ограниченные вогну-
той границей штампа. Точки этой границы находим на пересечении прямых ξ
линий скольжения с углами наклона φ = −(π/4 + θ) и прямых, определяемых
уравнением (6), начиная от точки перегиба C при θ = θC , и уменьшении угла θ
с шагом ∆θ до нуля в точке D. Линии скольжения η, ортогональные к прямым
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линиям скольжения ξ в области CDE, находим циклическими вычислениями
регулярных точек линий скольжения начиная от η линии скольжения CE до
точки D.

Приведенный алгоритм определяет гладкую вогнуто-выпуклую границу
штампа ACD и соответствующие линии скольжения в зависимости от одно-
го параметра - угла наклона касательной θC в точке перегиба C. В вычисли-
тельной программе вводится второй параметр 0 ≤ cl ≤ 1, который изменяет
кривизну выпуклого участка границы штампа на выходе из пластической об-
ласти. При cl < 1 начальные точки кривых линий скольжения ξ задаем на
части границы AB с шагом ∆y = −cl/N . В этом случае на границе штампа
появляется линейный отрезок с углом наклона θC , соединяющий вогнутый и
выпуклый участки. При cl → 0 выпуклая граница стягивается в сингулярную
угловую точку A с прямой наклонной границы AC, длина которой равна двум,
и граница ACD совпадает с идеальным профилем для прессования при плоской
деформации [6]. При cl = 1 получаем идеальную границу штампа, показанную
на рис.1, с минимальной кривизной выпуклой границы AC.

2. Поле скоростей. Скорости Vξ, Vη находим интегрированием уравнений
(3) после вычисления линий скольжения и гладкой границы ACD, при переме-
щении границы ACD по оси y со скоростью V = −1 относительно неподвижной
горизонтальной линии симметрии x. Поле скоростей на плоскости годографа Vx,
Vy находим по уравнениям (5).

В области DEO1 с прямыми линиями скольжения ξ и η при φ = π/4 име-
ет место однородное деформированное состояние с постоянными скоростями
деформации εx = −εy = 1/H при линейном изменении скоростей Vx, Vy в зави-
симости от координат x, y

Vx =
L+ x

H
, Vy = − y

H
, −L ≤ x ≤ −L+H, 0 ≤ y ≤ H (8)

где длина L проекции границы ACD на ось x и высота H по оси y определяются
координатами точки D: L = −xD, H = yD. Граничные условия для скоростей
Vξ, Vη на линии скольжения DE при φ = −π/4 находим из уравнений (5) и (8)

Vξ =
Vx − Vy√

2
, Vη =

Vx + Vy√
2

(9)

На гладкой границе ACD при φ = −(π/4 + θ) выполняется условие непре-
рывности скорости по нормали к границе

cos θ +
Vη − Vξ√

2
= 0 (10)

и на линии симметрии x при φ = −π/4 и Vy = 0 из второго уравнения (5)
следует Vξ = Vη.
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В вычислительной программе после расчета линий скольжения и границы
ACD сохраняем массивы значений σ и φ на границе ACD и на ξ линии сколь-
жения DE. Скорости перемещений в точках сетки линий скольжения находим
при обратном расчете линий скольжения от границы DE к границе AB, так
как уравнения (3) содержат угол φ.

В области DEC скорости находим численным решением смешанной задачи
для уравнений (2), (3) с граничными условиями для скоростей (8)-(10). При
этом скорости Vξ, Vη в точках границы DC находим по известным значениям
Vξ2, Vη2 и φ2 в точках на η линиях скольжения ближайших к границе DC, на-
чиная от окрестности точки D, при конечноразностной аппроксимации второго
уравнения (3) при граничном условии (10)

Vη =
Vξ2−ζ(Vη2+

√
2 cos θ)

1+ζ
, Vξ = Vη +

√
2 cos θ,

ζ = 0.5(φ− φ2), φ = −(π/4 + θ),
(11)

с последующими вычислениями Vξ, Vη в регулярных точках сетки линий сколь-
жения от границы DC до η линии скольжения EC по известным значениям
Vξ1, Vη1, φ1 и Vξ2, Vη2, φ2 в точках ξ и η линий скольжения и угла φ в точке
пересечения линий скольжения

Vξ =
Vξ1 + ζ1(Vη1 + Vη2)− ζ1ζ2Vξ2

1 + ζ1ζ2
, ζ1 = 0.5(φ− φ1), (12)

Vη =
Vη2 − ζ2(Vξ1 + Vξ2)− ζ1ζ2Vη1

1 + ζ1ζ2
, ζ2 = 0.5(φ− φ2). (13)

В области BCE скорости находим решением смешанной задачи, вычисляя
скорости на оси x по известным значениям Vξ1, Vη1, φ1 в ближайших к оси x
точках η линий скольжения, начиная от линии EC, с использованием конечно-
разностной аппроксимации первого уравнения (3)

Vξ = Vη =
Vη1 + ζ1Vη1

1− ζ1
, ζ1 = 0.5(φ− φ1), φ = −π/4. (14)

Затем вычисляем скорости в регулярных точках сетки линий скольжения по
уравнениям (12), (13). В области ABC решаем смешанную задачу с известными
значениями Vξ2, Vη2 и φ2 на линии скольжения CB, вычисляя по уравнениям
(11) скорости на границе AC и по (12), (13) в регулярных точках до линии
скольжения AB. По условию пластической несжимаемости безразмерная гори-
зонтальная скорость V0 на границе OA равна L. В области OAB имеет место
линейное изменение скоростей по осям x, y

Vx = L+ x− 1 ≤ x ≤ 0, Vy = −y, 0 ≤ y ≤ 1. (15)
Так как линии скольжения и скорости находим численным интегрированием

уравнений (1) - (3), то после определения скоростей в области OAB равенство
V0 = L используем для оценки накопленной погрешности вычислений поля
скоростей.
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На рис. 1 и 2 показаны линии скольжения и годограф скоростей для кри-
волинейного профиля ACD с углом наклона касательной в точке перегиба
θC = 0.5236, при H = 2.85, L = 7.38. Распределение давления p на границе
контакта приведено в табл. 1. Среднее давление q и сила F на единицу длины
по нормали к плоскости x, y, приложенные к штампу с учетом вертикальной оси
симметрии равны q = 1.67, F = 24.65. Накопленная погрешность определения
скорости Vx на границе OA при вычислении линий скольжения и годографа
скоростей равна VxA/L = −0.078. Вектор скорости по направлению главного
напряжения σ1 возрастает вдоль вогнутой и выпуклой частей границы DCA и
в пластической области при положительном значении диссипативной функции.
Поле скоростей в пластической области непрерывно. Среднее давление q и сила
F существенно снижаются по сравнению с пластическим течением в штампах
на конечной стадии заполнения полости, с угловой точкой границы контакта и
разрывом скорости по жесткопластической границе [6].

Рис. 2. Годограф скоростей в пластической области с линиями скольжения на рис. 1.

На рис. 3 показаны криволинейные профили гладкой границы штампа в пер-
вом квадранте плоскости x, y, вычисленные для углов наклона касательной в
точке перегиба в интервале 0.0873 ≤ θC ≤ 0.7854 с шагом ∆θC = 0.0873. В
табл. 2 приведены основные параметры этих профилей в зависимости от угла
θC : высота H относительно оси x по вертикальной оси симметрии и проекция
L на горизонтальную линию симметрии, отнесённые к полутолщине при x = 0,
принятой за единицу длины; радиус R сечения цилиндра для поперечного сдав-
ливания в штампе, равный площади сечения на конечной стадии деформирова-
ния, ограниченной уравнением y(x) границы полости штампа на рис. 1

R = 2
√
S/π, S =

∫ 0

−L

y (x)dx; (16)

среднего давления q, найденного интегрированием распределения давления p
на границе штампа, и погонной силы F = 2qL на единицу длины по нормали к
плоскости x, y.
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−x y p −x y p
0.000 1.000 1.000 2.169 1.655 1.559
0.133 1.002 1.035 2.442 1.795 1.593
0.266 1.009 1.070 2.730 1.929 1.628
0.399 1.021 1.105 3.032 2.057 1.663
0.532 1.037 1.140 3.350 2.179 1.698
0.663 1.058 1.175 3.682 2.293 1.733
0.794 1.083 1.209 4.030 2.400 1.768
0.924 1.113 1.244 4.394 2.497 1.803
1.053 1.148 1.279 4.773 2.585 1.838
1.180 1.187 1.314 5.168 2.661 1.873
1.306 1.230 1.349 5.579 2.726 1.908
1.431 1.278 1.384 6.006 2.779 1.942
1.554 1.330 1.419 6.449 2.818 1.977
1.674 1.387 1.454 6.909 2.842 2.012
1.793 1.447 1.489 7.384 2.850 2.047
1.910 1.512 1.524

Таблица 1. Распределение давления p на границе контакта.

Рис. 3. Гладкие профили штампа с углами наклона касательной в точке перегиба θC
= 0.0873, 0.1745, 0.2618, 0.3491, 0.4363, 0.5236, 0.6109, 0.6981, 0.7854.

3. Поперечное сдавливание цилиндра. Первая стадия пластического
сдавливания начинается при контакте цилиндра с границей штампа в точке D
и малом перемещении s границы штампа по радиусу цилиндра в направлении
оси −y (рис. 1). При малых углах наклона касательной θ в окрестности точки D
и малых перемещениях s линии скольжения и поле скоростей определяются по
Прандтлю вдавливанием штампа в пластическое полупространство с круговой
границей, аналогично задаче о сдавливании цилиндра плоскими плитами [4].
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Таблица 2. Зависимости параметров профилей на рис. 3 от угла наклона касательной
θC в точке перегиба С (рис. 1)

θC H L R q F
0.087 1.191 4.376 2.474 1.091 9.55
0.174 1.418 4.811 2.736 1.190 11.45
0.262 1.688 5.316 3.052 1.298 13.80
0.349 2.010 5.904 3.435 1.413 16.69
0.436 2.393 6.587 3.895 1.537 20.25
0.524 2.850 7.384 4.449 1.669 24.65
0.611 3.393 8.314 5.114 1.808 30.07
0.698 4.041 9.402 5.911 1.954 36.75
0.785 4.811 10.67 6.864 2.107 44.98

Давление на штамп q на первой стадии снижается от 1 + π/2 при s → 0 до
2.25, при увеличении перемещения до s0 и переходом на вторую стадию пласти-
ческого течения. На этой стадии пластическая область определяется линиями
скольжения и полем скоростей по Прандтлю при сдавливании пластического
слоя с отношением h/a = 6.4 полутолщины h = yA к полудлине a = xA + L,
которые определяются координатами точки A границы контакта цилиндра на
вогнутой границе DC. Анализ первой стадии сдавливания цилиндра с радиу-
сом R плоским штампом [4] показывает, что первая стадия заканчивается при
безразмерных значениях h/R = 0.988 и a/R = 0.154, и весьма малом измене-
нии круговой границы при выдавливании материала на границу цилиндра при
перемещении s0/R = 0.012.

При сдавливании цилиндра штампом с криволинейной границей перемещение
s0 при переходе ко второй стадии находим по координатам точки контакта A на
границе цилиндра при h/R = 0.988 в полярных координатах с центром в точке
O1 и углом tgα = 6.4

xA = R cosα− L, yA = R sinα, xA = xA0, s0 = yA0 − yA, α = 1.416, (17)

где xA0 и yA0 — координаты точки A0 на смещенной границе штампа, проходя-
щей через начальную точку контакта с цилиндром x = −L, y = R. По табличной
функции границы штампа DC находим интервал xi+1 ≤ xA ≤ xi для коорди-
наты xA, линейной интерполяцией на этом интервале находим координату yA0,
затем из второго и третьего соотношений (17) находим перемещение штампа s0
в конце первой стадии сдавливания цилиндра.

На второй стадии сдавливания при s > s0 происходит смещение u круговой
границы жесткой области деформируемого цилиндра по оси симметрии x и
точки A границы контакта с заполнением полости штампа. При s = 0 граница
штампа определяется уравнением y(x) границы ACD при конечном положении,
показанном на рис.1 и сдвигом по оси y на величину R − H до контакта с
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верхней точкой недеформированного цилиндра. При s > s0 координаты точки
A определяются пересечением круговой границы жесткой области со смещенной
на R−H − s границей y(x)

xA = x = u+R cosα− L, yA = y +R−H − s = R sinα, (18)
где u и α зависят от перемещения s при заполнении полости штампа и измене-
нии границы пластической и жесткой области.

С увеличением s отношение h/a уменьшается вследствие увеличения длины
a = L + xP и уменьшения высоты h = yA пластической области при переме-
щении точки контакта A по границе штампа ACD. При h/a ≤ 1 пластическая
область моделируется сдавливанием пластического слоя с конечным обратным
отношением a/h > 1, пластическим течением по оси x и разрывом скорости
вдоль жесткопластической границы с выпуклой свободной границей с радиу-
сом R. При этом линии скольжения с сингулярной точкой A и вертикальной
границей x = xA, 0 ≤ y ≤ yA с однородным напряженным состоянием сжатия
σ1 = 0, σ2 = −1 и поле скоростей удовлетворяют условию положительности
диссипативной функции.

Жесткая область в виде сегмента круга с радиусом R и центральным углом
2α перед этой границей не нагружена, и перемещается с постоянной скоростью
аналогично процессам сдавливания цилиндра плоскими штампами [4] и вдав-
ливания штампа в пластическое полупространство с выпуклой криволинейной
границей [7, 8]. При приближении к конечной стадии сдавливания цилиндра
при s = R − H имеет место скольжение по выпуклой границе штампа AC с
уменьшением веера линий скольжения в точке A и жесткой области на вогну-
той границе контакта, стремящейся к точке D. Жесткая область с радиусом R
и уменьшением угла α перед свободной границей x = xP сохраняется.

Из равенства площади круга с радиусом R сумме площади, ограниченной
границей штампа от точки D до точки A, и площади сегмента круга с радиусом
R и углом α находим нелинейное уравнение для определения s при заданных
координатах x, y границы штампа ACD, связанных с координатами точки A
уравнениями (18).

π

4
+

(x+ L)(s−R +H)− 1
2
(α− sinα cosα)−

x∫
−L

y(x) dx

R2
= 0, (19)

где

sinα =
y +R−H − s

R
. (20)

Интегралы, зависящие от координаты x в уравнении (19), вычисляются в про-
грамме после определения границы ACD на рис. 1, и сохраняются в массиве
данных на этой границе вместе с координатами x, y, фигурирующими в уравне-
ниях (18) - (20). Значения s с погрешностью меньше 10−3 находим численным
решением уравнения (19) с подстановкой (20) методом Ньютона от начального



54 Р.И. НЕПЕРШИН

значения s0 до конечного значения s = R−H при заполнении полости штампа.
После вычисления s по уравнению (20) находим угол α, по уравнениям (18)
находим перемещение центра круговой границы деформируемого цилиндра u
и величины a = L + xA и h = yA, определяющие изменения пластической и
жесткой области при сдавливании цилиндра.

Ниже приведены результаты численного моделирования поперечного сдав-
ливания цилиндра с радиусом R = 3.435 в гладком штампе с криволинейной
границей, определяемой углом наклона касательной θC = 0.349 в точке пере-
гиба при H = 2.01, L = 5.9, среднем давлении q = 1.413 и силе F = 16.69 на
конечной стадии сдавливания. Первая стадия сдавливания заканчивается при
s0 = 0.031, a = 0.53, h = 3.39, q = 2.225, F = 2.36.

На рис. 4 показаны линии скольжения по Прандтлю и годограф скоростей
на второй стадии сдавливания цилиндра при перемещении штампа s = 0.29,
a = 1.73, h/a = 1.75, q = 1.143 и F = 3.36. Центр свободной круговой границы
жесткой области перемещается по оси x на u = 0.106 от начальной координаты
x = −L. Пластическая область симметрична относительно границы x = −L,
0 ≤ y ≤ R− s. Область выше границы AB перемещается со скоростью штампа
Vy = −1, Vx = 0 без скольжения по границе контакта AD и нагружена до
однородного напряженного состояния с прямыми линиями скольжения ξ и η
при φ = −π/4 и давлении q = σ01 − (2ψ + 1

2
), где σ01 — среднее напряжение

в центре O1, определяемое по условию равенства нулю горизонтальной силы,
приложенной к свободной жесткой области с круговой границей [4].

a) b)

Рис. 4. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии сдавливания
цилиндра. θC = 0.3491, R = 3.435, s = 0.29.

По условиям симметрии относительно оси x и пластической несжимаемости
скорость перемещения свободной жесткой области равна a/h = 0.571. Вдоль
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жесткопластической границы ACO1 (рис. 4а) имеет место постоянный разрыв
скорости [V ] =

√
2(a/h), который отображается на годографе скоростей (рис.

4b) дугой окружности с центральным углом ψ, равным углу веера линий сколь-
жения в сингулярной точке A (рис. 4а). При увеличении перемещения s пла-
стическая область расширяется при движении точки контакта A по границе
штампа, перемещении жесткопластической границы ACO с неподвижной точ-
кой O1 в центре полости штампа и уменьшении свободной жесткой области с
круговой границей; отношение h/a уменьшается до единицы с уменьшением
угла ψ до нуля и вырождением пластической области в линию сдвига с раз-
рывом скорости [V ] =

√
2 и однородным напряженным и деформированным

состоянием пластического сжатия σ = −1
2

и q = 1 при s = 0.597, a = 2.646.

a) b)

Рис. 5. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на третьей стади сдавливания
цилиндра. θC = 0.3491, R = 3.435, s = 0.88.

При перемещениях s > 0.6 пластическая область переходит на третью ста-
дию сдавливания слоя при отношении a/h > 1 и пластическим течением по
линии симметрии x. На рис. 5 показаны линии скольжения и годограф ско-
ростей на третьей стадии при s = 0.88, a = 3.49, a/h = 1.71, q = 1.133 и
F = 7.91. Пластическая область (рис. 5а) ограничена жесткопластической гра-
ницей AEO1, проходящей через центр полости штампа x = −L, с постоянным
разрывом скорости [V ] =

√
2, которая на плоскости годографа скоростей (рис.

5b) отображается окружностью с центральным углом ψ в сингулярной точке
A на рис. 5а. Область однородного пластического сжатия ограничена линией
скольжения AB и вертикальной границей AC, перемещающейся со скоростью
Vx = a/h вместе со свободной жесткой областью, ограниченной дугой окружно-
сти радиуса R, смещенной на u = 0.73 от центра O1 по оси x. Жесткая область,
ограниченная границей контакта со штампом DA и жесткопластической гра-
ницей AEO1, перемещается со скоростью Vy = −1 без скольжения по границе
DA. Среднее давление q и силу F находим интегрированием распределения
давления p = −(σ + 1

2
) по оси x при вычислении линий скольжения.
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На рис. 6 показаны линии скольжения и годограф скоростей на четвертой
стадии сдавливания цилиндра при s = 1.17, a = 4.52, a/h = 3.16, q = 1.376
и F = 12.43. На этой стадии имеет место пластическое скольжение материала
по выпуклой и вогнутой границе контакта со штампом с непрерывным полем
скоростей. В области ABC со свободной границей AC (рис. 6а) имеет место
напряженное состояние однородного сжатия и линейное изменение скоростей
по осям координат x, y, удовлетворяющее условию Vx = a/h на границе AC со
свободным круговым сегментом жесткой области

a) b)

Рис. 6. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на четвертой стадии сдавли-
вания цилиндра. θC = 0.3491, R = 3.435, s = 1.17.

Vx =
a

h
+ xA − x, xB ≤ x ≤ xA; Vy = −y, 0 ≤ y

h
≤ 1, h = yA, a = L+ xA.

Линии скольжения в области ABB2A определяются углом веера ψ = θA в син-
гулярной точке A с углом наклона касательной −θA к границе штампа и усло-
вием φ = −π/4 на линии симметрии x. Линии скольжения в области AB2EA1

определяются граничными условиями φ = −(π/4 + θ) на границе штампа AA1

и φ = −π/4 на линии симметрии x с известными значениями σ и φ на линии
скольжения AB2. В области A1EFGA2 линии скольжения ξ прямые ортого-
нальные к линии скольжения A1E. В области EFO1 имеет место напряженное
состояние сжатия по оси y и линейное изменение скоростей по осям x и y

Vx =
L+ x

L+ xE
, −L ≤ x ≤ xE; Vy = −y, 0 ≤ y

yF
≤ 1

На жесткопластической границе FG скорости Vξ = − sinφ и Vη = − cosφ
непрерывны, и на годографе (рис. 6b) отображаются сингулярной точкой DFG
с углом веера прямых ξ линий скольжения ψ = −

(
π
4
+ φG

)
. На выпуклом участ-

ке границы скольжения AA1, где A1 — точка перегиба границы штампа, ли-
нии скольжения наклонены к касательной под углом π/4, при равенстве нулю
контактных касательных напряжений. На вогнутом участке границы A1A2G,
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на рис. 6а, углы наклона ξ линий скольжения к касательной к этой границе
α = −(φ + θ) отклоняются от π/4, и на этом участке появляются малые кон-
тактные касательные напряжения τ = 1

2
cos 2α, приведенные в табл. 3, которые

приближаются к нулю в конце сдавливания цилиндра при s = R −H = 1.425.
Эти напряжения приводят к повышению диссипативной функции при пласти-
ческом скольжении на участке границы A1A2G, которое практически не влияет
на интегральные значения давления q и силы F .

На рис. 7 показаны зависимости безразмерных значений q и F от перемеще-
ния штампа s относительно оси симметрии x. На первой стадии сдавливания
цилиндра до s = 0.03 происходит быстрое снижение q от 1 + π

2
при давлении

штампа Прандтля на пластическое полупространство до 2.225 при переходе ли-
ний скольжения по Прандтлю на второй стадии сдавливания при отношениях
h/a > 1 до s = 0.6 и нелинейном возрастании силы F без скольжения жесткой
области на границе контакта. При сдавливании цилиндра на участке 0.6 < s < 1
пластическая область определяется линиями скольжения по Прандтлю с раз-
рывным полем скоростей при отношениях 1 < a/h < 2 с небольшим повыше-
нием q до 1.23 на третьей стадии, также без скольжения жесткой области на
границе контакта. При s > 1 граница контакта выходит на выпуклый участок
штампа на четвертой стадии сдавливания цилиндра с увеличением скольжения
по границе контакта, при уменьшении жесткой области и непрерывном поле
скоростей. При этом давление незначительно возрастает и увеличение силы
вследствие увеличения длины границы контакта близко к линейному.

Рис. 7. Зависимости среднего давления q и силы F от перемещения s при сдавливания
цилиндра. θC = 0.3491, R = 3.435.
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Таблица 3. Контактное давление p и касательное напряжение τ на вогнутой границе
скольжения A1A2G (рис. 6a)

−x y p −τ −x y p −τ
2.091 1.650 1.349 0.014 3.476 2.029 1.327 0.146
2.206 1.690 1.348 0.026 3.616 2.057 1.324 0.158
2.323 1.728 1.348 0.038 3.759 2.083 1.319 0.170
2.443 1.766 1.347 0.050 3.905 2.108 1.315 0.182
2.564 1.802 1.345 0.062 4.053 2.132 1.334 0.178
2.687 1.838 1.344 0.074 4.198 2.153 1.365 0.165
2.813 1.873 1.342 0.086 4.342 2.172 1.394 0.152
2.940 1.906 1.339 0.098 4.483 2.189 1.422 0.141
3.070 1.939 1.337 0.110 4.622 2.204 1.448 0.130
3.203 1.970 1.334 0.122 4.758 2.217 1.472 0.120
3.338 2.000 1.331 0.134

4. Заключение. В случае поперечного сдавливания жесткопластического
цилиндра штампом с криволинейной границей основным механизмом пласти-
ческого течения является локализация пластической области с образованием
жестких зон, моделируемая линиями скольжения по Прандтлю, начиная от дав-
ления штампа на полупространство, переходящего в сдавливание пластического
слоя с уменьшением отношения толщины слоя к проекции границы контакта
на горизонтальную плоскость.

В рассматриваемой выпукловогнутой границе штампа пластическое течение
по Прандтлю с разрывом скорости по жесткопластическим границам удовлетво-
ряет полной системе дифференциальных уравнений для напряжений и скоро-
стей при положительной диссипативной функции с образованием жестких зон
без скольжения на вогнутой границе контакта в процессе поперечного сдавли-
вания цилиндра. Доминирующим механизмом деформирования является пла-
стический сдвиг, вызванный перемещением жесткопластической границы по се-
чению цилиндра с разрывом касательной компоненты скорости.

На конечной стадии сдавливания происходит пластическое скольжение по
выпуклой границе штампа на выходе из пластической области, и в случае иде-
ально гладкой границы устанавливается непрерывное пластическое течение по
всему сечению деформируемого цилиндра при положительности диссипативной
функции.

В переходной зоне деформирования перед конечной стадией происходит
уменьшение жестких зон при непрерывном поле скоростей и увеличении гра-
ницы скольжения на вогнутом участке границы контакта с появлением малых
касательных напряжений. При этом положительность диссипативной функции
в пластической области сохраняется при малом повышении среднего давления
вследствие затраты энергии контактного трения скольжения.
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Гладкая выпукло-вогнутая граница штампа существенно снижает контактное
давление и силу деформирования по сравнению с конечной стадией штамповки
с выдавливанием металла в тонкий слой (облой) при малом радиусе перехода от
полости штампа к облою. При штамповке массовых деталей со сложным про-
филем переменного сечения рассматриваемые профили целесообразно исполь-
зовать на промежуточных переходах с целью улучшения заполнения полости
штампа на конечном переходе, снижения максимальных сил и повышения из-
носостойкости и прочности штампового инструмента при высоких циклических
нагрузках.
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Введение. Фланцевое соединение является весьма распространённым ви-
дом стыка стержневых элементов. Оно является одним из наиболее эффек-
тивных типов соединений, поскольку несущая способность болтов используется
практически полностью, а контактирующие поверхности соединяемых элемен-
тов не требуют специальной обработки в период монтажа [1]. Наиболее исполь-
зуемые профили в строительстве являются двутавровые профили и менее ис-
пользуемые гнутосварные профили прямоугольного сечения.

Причины нераспространённости конструирования с применением профилей
замкнутого сечения следуют из высокой стоимости по отношению к двутавро-
вым профилям при относительно равных характеристиках в одной плоскости.
Дополнительными факторами являются отсутствие возможности или нецелесо-
образности усиления замкнутого профиля для придания ему большей местной
устойчивости (при работе на сжатие), отсутствие современных методик и по-
собий по расчету узлов как на сжатие, так и на растяжение, большего расхода
металла по сравнению со сварными двутаврами на аналогичное здание или со-
оружение, но меньшего чем у прокатного.

При проектировании фланцевых соединений проектировщики используют
пособия, справочники [1–9]. с учетом действующей нормативной документаци-
ей [10, 11]. Данные справочники содержат в себе в основном рекомендации по
расчету фланцевых соединений двутавровых сечений, исключения составляют
серия [2] полностью посвященная стальным конструкциям покрытий производ-
ственных зданий с применением гнутосварных профилей, пособие [12], где за-
мкнутым гнутосварным прямоугольным профилям уделено внимание. Исполь-
зуется две модели сопряжения металлоконструкций – шарнирная или жесткая.
Податливость жесткого узла в Российский нормах в настоящий момент не учи-
тывается, в отличии от Европейских [12–20], имеются наработки в данном на-
правлении [1].

В российских нормах с целью упрощения расчета за основу взята гипотеза
недеформируемой плоскости контакта фланца при расчете отдельно фланца.
Для достижения данной гипотезы приходится применять достаточно толстые
фланцы и болты высокого класса прочности. Зарубежное пособие [13] с тон-
кими фланцами несовместимо с массивными колоннами, где толщина полки и
стенки колонны существенно превышает толщину фланца [1]. Предложенная
конечно-элементная модель и измененные формулы пособия, описанные в ста-
тье [1], точнее описывают реальное поведения узла и согласуются с натурными
испытаниями [21–24].

Предметом исследования является изучение влияния параметров узла флан-
цевого соединения на несущую способность, установление зависимости несущей
способности фланцевого соединения от толщины фланца.

1. Методы Для осуществления численного исследования необходимо при-
держиваться общепринятых правил проектирования [10,11]. В качестве расчет-
ного фланцевого соединения будет выбран узел стыка нижнего пояса фермы по
длине (Рис. 1). При проектировании учитываются следующие конструктивные
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требования: минимальная толщина стенок профиля не менее 3 мм из условий
сварки и коррозионной стойкости; в целях экономической целесообразности ис-
пользования фермы вместо балки, сечения труб принимаются не менее 80х3.

Рис. 1. Типовой фланцевый узел фермы с применением квадратных профилей.

Для построения моделей узлов выбран программный комплекс IDEA Statica,
поскольку имеется возможность решения контактной задачи между двумя
фланцами.

При исследовании узлового соединения варьируются геометрические пара-
метры узла, а также продольная сила. В результате определяются напряжения
во фланце и усилия в болтах. Заданы исходные параметры для обобщения ре-
зультатов расчета: 8 болтов в соединении, 2 болта между ребрами жесткости,
диаметр отверстия под болты на 3 мм больше диаметра болта, болты клас-
са прочности 10.9, класс точности В, сталь фланцев, профиля, ребер жесткости
С355, однозначная эпюра растягивающий напряжений, все сварные швы имеют
одинаковые катеты.

Все фланцевые соединения были проверены на прочность и местную устой-
чивость соединяемых элементов в околофланцевой зоне, несущую способность
болтов, прочность фланца, несущую способность сварных швов крепления
фланца к элементам конструкции (Рис. 2).

Прочность фланца считается обеспеченной по нормативным документам
[10, 11] и рекомендациям [5], если толщина фланца находится в пределах от 20
до 40 мм, сталь фланцев С355 и С390, нагрузка на болт от действия внешних
усилий не превышает предельно допустимого значения. Исходя из этих условий
назначается толщина фланцев 20-25 мм из стали С355 в соответствии с реко-
мендациями пункта 4.4 [5] (для высокопрочных болтов М20 – 20 мм, М24 – 25
мм, где болты с классом прочности не ниже 10.9 по ГОСТ Р 52644-2006, все
болты являются болтами внутренней зоны).

2. Результаты. В расчете предельные пластические деформации прини-
маются равными 0,3% в соответствии с комментариями [9] в рамках пояснений
к [6]. Результаты расчета приведены в таблице 1.

В результате анализа можно увидеть, что потенциал прочности фланца ис-
пользуется не полностью. Запас прочности фланца находится в диапазоне от
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Рис. 2. Эквивалентные напряжения в фланцевом соединении в IDEA Statica.

№ Профиль Усилие N,
кН

Толщина
фланца,

мм

Напряжение
во

фланце,
Н/мм2

Расчетное
сопротив-

ление
фланца,
Н/мм2

Запас
прочности

%

1 2 3 4 6 7 8
1 140x4 599 20 167,8 336,6 50
2 140x6 876 20 234 336,6 30
3 140x8 1123 20 288,7 336,6 14
4 150x6 943 20 249,9 336,6 26
5 150x8 1213 25 216 336,6 36
6 160x6 1011 20 275,2 336,6 18
7 160x8 1303 25 233,6 336,6 31
8 180x5 964 20 286,9 336,6 15
9 180x7 1312 25 249,4 336,6 26
10 180x9 1649 25 294,5 336,6 13

Таблица 1. Результаты расчета.

13% до 50%. Данный запас обуславливается отсутствием формулы для расче-
та фланца, а также гипотезой о не деформируемости плоскости контакта, что
приводит к увеличению толщины фланца. Средний коэффициент запаса со-
ставляет 26%. Стоит отметить, что потенциал прочности фланца используется
не полностью и подлежит дополнительному уточнению.
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В качестве расчетной методики предлагается использовать метод расчета
опорных плит по пункту 8.6 [10]. При расчете давления под пластиной допус-
кается принимать его равномерно распределенным [8]. Данное допущение, дает
удовлетворительные результаты расчета [7]. Одним из способов уточнения тра-
диционной методики может быть учет совместной работы соседних участков
плиты.

Так, например, для участка, опертого на 3 канта его можно рассматривать не
как шарнирно опертую, а как жестко защемленную по 3 сторонам пластину. В
результате совместной работы других участков фланца и податливости болтов
можно сделать вывод, что фланец работает как упруго-защемленная пластинка
[7]. Если рассмотреть фланцевый узел с точки зрения опирания пластины на 3
или 4 канта, во все случаях момент в пластине, опертой на 3 канта будет выше,
чем на пластине опертой на 4 канта (Рис. 3.)

Рис. 3. Участки фланцевого соединения.

На основе проведенных расчетов в IDEA Statica определяем диапазон тол-
щин фланца. Нижней границей толщины будет служить достижение фланцем
предела текучести и 0,3% относительных деформаций элементов соединения.
Верхней границей толщины будет служить напряжения во фланце, отличающи-
еся не более чем на 1% от предела текучести. Результаты полученных значений
толщин приведены в таблице 2.

Выполнен расчет по методу расчета опорных плит [10] с скорректированными
толщинами, определенными в IDEA Statica, результаты приведены в таблице
3.

При уточненной толщине фланца потенциал прочности фланца используется
полностью (запас прочности фланца находится стремится к 0%).

Так как фланец подбирался по пределу текучести и относительному удлине-
нию не более 0,3% в IDEA Statica, то потенциал возможности фланца исполь-
зуется максимально, что выражается в почти нулевом запасе. Толщину фланца
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№ Профиль N, кН
Минимальная

толщина
фланца, мм

Максимальная
толщина

фланца, мм
1 140x4 599 10,6 11,3
2 140x6 876 11,0 14,3
3 140x8 1123 13,9 18,5
4 150x6 943 11,7 14,8
5 150x8 1213 12,7 17,8
6 160x6 1011 12,1 14,7
7 160x8 1303 14,3 18,5
8 180x5 964 12,1 16,6
9 180x7 1312 15,0 17,8
10 180x9 1649 17,2 21,5

Таблица 2. Диапазон толщин фланца.

№ Профиль N,
кН

b,
мм a, мм

Момент
в фланце,

кНсм

Толщина,
мм

Напряжения
во фланце,

Н/мм2
1 140x4 599 80 300 6,6 11,3 346,4
2 140x6 876 80 300 9,6 13,7 346,4
3 140x8 1123 85 310 12,4 15,5 346,4
4 150x6 943 80 310 10,4 14,2 346,4
5 150x8 1213 95 340 13,3 16,1 336,7
6 160x6 1011 80 320 11,1 14,7 346,4
7 160x8 1303 95 350 14,3 16,7 336,7
8 180x5 964 80 340 10,6 14,3 346,1
9 180x7 1312 90 360 14,4 16,7 336,7
10 180x9 1649 95 370 18,1 18,7 336,7

Таблица 3. Результаты уточненного расчета.

удалось снизить на несколько толщин начиная с 11,3 мм и заканчивая 18,7 мм
в рассматриваемых типоразмерах профилей. В результате снижения толщины
фланцевого соединения, произошло увеличение рычажных сил для болтово-
го соединения, в следствии чего выросла нагрузка на болты. Следовательно,
в некоторых соединениях появилась необходимость замены диаметра болта на
больший типоразмер.

3. Обсуждение. Несмотря на такое широкое распространение фланцево-
го соединения, истинная механика поведения работы узла до сих пор не изучена.
Не изучена проблема восприятия момента фланцем и передачи его, считается
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что фланец, абсолютно жесткий и не деформируемый и полностью восприни-
мает момент. Не изучена работа узла в зоне пластических деформаций [1, 25].
Вдобавок имеющиеся формулы, для расчета стыка фланцевых соединений с
применением закрытых профилей, уже устарели и требуют актуализации в со-
ответствии с нынешними нормами и правилами и дополненными сортаментами.

4. Выводы. На основании проведенных исследований работы фланцевого
соединения с применением закрытых профилей были предложены уточнения в
расчете толщины фланца. С учетом этого уменьшен резерв несущей способно-
сти фланцевого соединения узлов фермы.

Для повышения точности расчета аналитической модели и дальнейшего внед-
рения в инженерную практику необходимо исследовать фланцевое соединение
в нелинейной постановке с заданными параметрами, провести натурные испы-
тания для наилучшей корреляции с расчетными моделями.
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Аннотация. Выполнено численное моделирование трех вариаций процесса градиентной тер-
момеханической обработки стальной плиты для понимания закономерностей формирования
распределения по толщине собственных деформаций и остаточных напряжений в зависимо-
сти от параметров технологического процесса. Один из таких процессов заключался в нагреве
и выдержке заготовки при температуре аустенизации с последующим односторонним уско-
ренным охлаждением; в двух других заготовку предварительно подвергали пластическому
изгибу фиксированной величины положительного либо отрицательного знака, а после од-
ностороннего ускоренного и полного охлаждения —– изгибу противоположного знака для
правки заготовки. Численное решение задачи выполнено в пакете COMSOL Multiphysics. На
первом этапе решалась задача теплопроводности (ускоренного одностороннего, и затем мед-
ленного полного охлаждения заготовки), далее решалась задача термоупругопластичности
для моделирования эволюции упругих и пластических деформаций и остаточных напряже-
ний при изменении температуры заготовки. В этой задаче учитывалась зависимости упругих
и пластических констант от температуры. Изгиб плиты моделировался заданием подходя-
щего распределения по толщине собственных деформаций. Для подтверждения результатов
расчета были выполнены натурные эксперименты для листа судовой стали А32 толщиной 14
мм, для чего использована установка ускоренного одностороннего охлаждения горячей заго-
товки, созданная на базе Керченского судостроительного завода. Предложен способ опреде-
ления распределения по толщине листа собственных деформаций и остаточных напряжений,
развивающий метод разрезания, с помощью которого были определены данные распределе-
ния в трех заготовках, подвергнутых градиентной термомеханической обработке, и одного
контрольного образца. Результаты эксперимента подтверждают полученное в расчете наблю-
дение, что все использованные методы градиентной термомеханической обработки обеспе-
чивают сжимающие остаточные напряжения на обеих сторонах листа, величина которых
превосходит фоновые значения, полученные на контрольном образце.

Ключевые слова: градиентная термомеханической обработка, ускоренное одностороннее
охлаждение, судовая сталь, собственные деформации, остаточные напряжения, метод разре-
зания, численное моделирование.
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Abstract. Numerical modeling of three variations of the process of gradient thermomechanical
processing of a steel plate is performed to understand the patterns of thickness distribution of
eigenstrains and residual stresses depending on the parameters of the technological process. One of
these processes consisted in heating and holding the workpiece at the austenization temperature,
followed by unilateral accelerated cooling; in the other two, the workpiece was previously subjected
to plastic bending of a certain value of a positive or negative sign, and after unilateral accelerated
and complete cooling, to bending of the opposite sign to straightening the workpiece. The numerical
solution of the problem was performed in the COMSOL Multiphysics package. At the first stage,
the problem of thermal conductivity (accelerated one-sided, and then slow complete cooling of
the workpiece) was solved, then the problem of thermoelastoplasticity was solved to simulate the
evolution of elastic and plastic deformations and residual stresses when the temperature of the
workpiece changes. In this task, the dependence of elastic and plastic constants on temperature
was taken into account. The bending and the straightening of the plate was modeled by setting a
suitable thickness distribution of its eigenstrains. To confirm the calculation results, experiments
were performed for a sheet of A32 marine steel with a thickness of 14 mm, for which an accelerated
unilateral cooling unit for hot workpieces created on the basis of the Kerch Shipyard was used.
A method is proposed for determining the distribution of eigenstrains and residual stresses over
the thickness of the sheet, developing a cutting method by which these fields were determined in
three specimens subjected to gradient mechanothermal treatment and one control specimen. The
experimental results confirm the observation obtained in the calculation that all the methods of
gradient thermomechanical treatment used provide compressive residual stresses on both sides of
the sheet, the magnitude of which exceeds the background values obtained on the control sample.
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Введение. Формирование сжимающих остаточных напряжений на поверх-
ности толстолистового проката металла способствует повышению его усталост-
ного ресурса и коррозионной стойкости. Тонкий слой остаточных напряжений
и улучшенной микроструктуры формируется в результате различных процес-
сов градиентной термомеханической обработки заготовки. В числе подобных
процессов используют закалку ускоренным односторонним или двухсторонним
охлаждением, которую можно совмещать с предварительным изгибом заготов-
ки и последующей правкой после термообработки [1–4]. Не касаясь здесь во-
проса изменения микроструктуры и связанного с ним улучшения прочностных
характеристик заготовки в результате градиентной термомеханической обра-
ботки, обратимся к процессу формирования остаточных напряжений в ходе
этого процесса. Большее понимание о закономерностях его протекания в совре-
менной практике исследований достигается путем численного моделирования
сопряженной задачи теплопроводности и механики термоупругопластического
поведения заготовки. В частности, с его помощью можно установить знак тан-
генциальных остаточных напряжений на поверхностях заготовки и его чувстви-
тельность к тем или иным параметрам технологического процесса. Однако, по-
скольку речь идет о довольно сложной модели, часть констант которой удается
определить косвенно и с некоторой долей неопределенности, требуется экспери-
ментальное подтверждение результатов расчета. В настоящей работе выполнен
численный расчет процесса формирования остаточных напряжений, который
далее независимо сопровождается их экспериментальным определением с по-
мощью предложенного авторами метода [5], развивающего известный способ
разрезания [6–12]. Данный способ наилучшим образом среди других известных
методов (послойного травления вырезанных с поверхности изделия полосок с
измерением их прогибов [13–16] либо среднего размера атомной решетки рентге-
новской дифракцией согласно [17], пошагового сверления отверстий [18–20] ли-
бо углубления дискового разреза с измерением деформаций поверхности вблизи
них [21]) подходит к длинным призматическим образцам. Для этого четыре об-
разца, вырезанных из толстолистового проката, были подвергнуты нагреву и
выдержке при температуре аустенизации, три из которых были подвергнуты
последующему одностороннему ускоренному охлаждению на специальной ла-
бораторной установке, созданной на базе Керченского судостроительного заво-
да. Два из этих образцов предварительно подвергались пластическому изгибу
фиксированной величины положительного либо отрицательного знака, а после
одностороннего ускоренного и полного охлаждения — изгибу противоположно-
го знака для правки. Оставшийся, контрольный, образец был медленно охла-
жден на воздухе. Распределение по толщине образцов остаточных напряжений
было определено методом разрезания и сопоставлено с результатами расчетов,
которые подтвердили их знак и величину вблизи поверхностей. Кроме того,
остаточные напряжения вблизи поверхностей образцов определялись методом
сверления отверстий, что позволило определить фоновый уровень остаточных
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напряжений в контрольном образце, подтвердить знаки остаточных напряже-
ний в образце, подвергнутом только ускоренному охлаждению, а также показа-
ло неприменимость данного достаточно тонкого метода для образцов, подверг-
нутых правке. Данному плану будет далее подчинено изложение результатов
исследования.

1. Модель градиентной термомеханической обработки. Материа-
лом исследования служил прокат толщиной 14 мм судовой стали А32, низко-
легированной с содержанием углерода не более 0,18% и бейнитно-перлитной
структурой, применяемой для изготовления прочных конструкций морских су-
дов (наружной обшивки, палуб и др.). Из листа горячей прокатки были выреза-
ны четыре образца 60×300 мм, подвергнутые выдержке в печи в течение 21 мин
при температуре 900° C. Один из образцов (контрольный) после этого был мед-
ленно охлажден на воздухе. Три оставшихся были подвергнуты одностороннему
душирующему охлаждению водой со скоростью 50-80°C/c на поверхности [1–4].
При этом два образца перед термообработкой подвергались трехточечному пла-
стическому изгибу на прессе с максимальным прогибом 50 мм (приблизительно
3,9% деформации на поверхности). Один из этих образцов в ходе термообработ-
ки подвергался одностороннему ускоренному охлаждению с выпуклой стороны,
а второй —– с вогнутой. После термообработки и полного охлаждения этих двух
образцов они правились на прессе.

Для численного моделирования термомеханических процессов, протекающих
в образцах во время описанной выше процедуры, использовался метод конеч-
ных элементов, реализованный в пакете программ COMSOL Multiphysics [22].
Моделировались задачи нестационарной теплопроводности и деформирования
образца, вызванного температурными деформациями, и изгиба. Сначала реша-
лась задача теплопроводности, после которой решалась задача термоупруго-
пластического деформирования образца с учетом истории изменения темпера-
туры из предыдущей задачи. Задача изгиба решалась в упругопластической
постановке, где в качестве источника изгиба задавалось соответствующее рас-
пределение собственных деформаций по толщине.

В задаче нестационарной теплопроводности при одностороннем ускоренном
охлаждении и последующем медленном охлаждении на воздухе бруса-образца
до комнатной температуры решалось уравнение

ρcp
∂T

∂t
= ∇ · (λ∇T ), x ∈ Ω, (1)

где ∇ — оператор Гамильтона, t — время, T — абсолютная температура, ρ(T ) —
плотность массы, cp(T ) — коэффициент удельной теплоемкости, λ(T ) — коэф-
фициент теплопроводности, Ω — область образца, продольное сечение которой
в постановке плоского напряженного состояния имеет форму длинного прямо-
угольника 0 ≤ z ≤ H, −L/2 ≤ x ≤ L/2.
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В течение некоторого времени на границе z = H расчетной области задаётся
условие ускоренного охлаждения закалочной средой (которая явно не модели-
руется)

−λn ·∇T = k1(T − T0), (2)
а на остальных границах записывается условие конвективного теплообмена в
воздушной среде

−λn ·∇T = k(T − T0), (3)
с коэффициентами теплопередачи k и k1(T ), T0 — температурой окружающей
среды, n —вектором внешней нормали к границе ∂Ω. Для этапа медленного
охлаждения на воздухе, следующего после ускоренного, и до практического
выравнивания температуры в образце по координате z на границе z = H рас-
четной области задаётся условие (3).

В расчетах задачи теплопроводности приняты значение k = 15 Вт/м2·K, а
также зависимости теплофизических констант от температуры, приведенные
на рис. 1. В начальный момент времени температура любой точки расчетной
области Ω равна температуре отжига T∗ = 1173 K; температура окружающей
среды равна комнатной температуре T0 = 293 K.

В задаче деформирования была использована модель термоупругопластиче-
ского материала, в рамках которой тензор малых деформаций ϵ представлен
аддитивным разложением на упругую ϵe, пластическую ϵp, температурную ϵT

и «собственную» ϵ∗ составляющие:

ϵ = ϵe + ϵp + ϵT + ϵ∗, (4)

упругая из которых связывается с напряжениями соотношениями обобщенного
закона Гука

ϵe =
1 + ν

E

(
σ − ν

1 + ν
σI

)
, (5)

где σ — тензор напряжений, σ = tr(σ)/3 — среднее напряжение, E, ν — модуль
Юнга и коэффициент Пуассона.

Пластическая составляющая определяется из закона пластического течения,
ассоциированного с критерием текучести Мизеса

ϵ̇p =
ṡ · n
h

n, n =
∂ϕ

∂σ

/∣∣∣∣ ∂ϕ∂σ
∣∣∣∣ , ϕ =

σ2
M

σ2
u

− 1 = 0, h =
dσu
dϵp

, (6)

где σM =
√

3s : s/2 — интенсивность сдвиговых напряжений, s = σ−σI — деви-
атор напряжений, а для предела текучести при одноосном растяжении принят
закон упрочнения Джонсона – Кука

σu =
(
A+Bϵnp

)(
1−

(
T − T0
Tm − T

)m)
, (7)

в котором ϵp =
∫ t

0
ϵ̇pdt, ϵ̇p =

√
2ϵ̇p : ϵ̇p/3 — эффективная пластическая деформа-

ция, Tm — температура плавления материала, A,B, n,m — константы матери-
ала. В рамках настоящей работы соотношениями (6)-(7) закона пластического
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а) б)

в) г)

Рис. 1. Графики зависимости плотности (а) и коэффициентов теплопроводности (б),
теплоемкости (в) и теплопередачи (г) от температуры.

течения описываются все неупругие деформации, происходящие в рассматри-
ваемом материале в процессах его градиентной термомеханической обработки,
независимо от физического механизма (фазовые превращения, дислокационная
пластичность).

Температурная деформация определяется следующим образом

ϵT = α(T − T∗)I, (8)

где α(T ) — коэффициент температурного расширения, T∗ — температура отжи-
га.
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Уравнения равновесия и геометрические соотношения задачи деформирова-
ния выглядят следующим образом

∇ · σ = 0, ϵ =
1

2
(∇u+ u∇) , (9)

где u — вектор перемещений. Эта задача рассматривалась в постановке плос-
кого напряженного состояния, наиболее близко отражающего особенности
напряженно-деформированного состояния бруса шириной 10 мм, вырезаемого
из образцов листа толщиной 14 мм в экспериментальной части работы. Границы
области Ω (продольного сечения бруса, совпадающего с продольным сечением
образца) полагались свободными от усилий:

n · σ = 0, x ∈ ∂Ω. (10)

Согласно (10) напряжения, возникающие в задаче деформирования — само-
уравновешенные, то есть «остаточные».

Для задачи деформирования были приняты следующие значения констант
A = 315 МПа, B = 722 МПа, n = 0.8, m = 0.7, Tm = 1623 K и зависимо-
сти от температуры, показанные на рис. 2. Принятые значения теплофизиче-
ских и механических констант и зависимостей свойств от температуры взяты
для судовой стали А36 из библиотеки материалов пакета программ COMSOL
Multiphysics [22].

При решении задачи изгиба используются сформулированные выше урав-
нения деформирования (4)-(10) с однородным полем температуры T = T0 и
распределением по области Ω тензора собственных деформаций ϵ∗(z). Эта со-
ставляющая тензора полных деформаций добавляется в правую часть (4). Для
задачи пластического изгиба заготовки, рассматриваемой в экспериментальной
части, с заданным значением прогиба, эта составляющая имеет единственную
компоненту ϵ∗x(z), распределение которой приводится на рис. 3 для прогиба вы-
пуклостью вверх. Здесь же приводится распределение остаточных напряжений.
Аналогично моделируется изгиб выпуклостью вниз.

Реализован следующий порядок решения задачи. Сначала моделировалось
ускоренное одностороннее охлаждение образца в течение 18 с и следующее за
ним медленное равномерное охлаждение образца на воздухе в течение 30 с в
соответствии с уравнениями (1)-(3). Распределение температуры по области в
этом процессе записывалось с шагом в 1 с до тех пор, пока оно не станови-
лось практически однородным, причем его значение Th ̸= T0. Далее история
пошагового изменения температуры использовалась в качестве источника пла-
стических деформаций и параметра при решении уравнений (4)-(10). При этом,
если термообработке предшествовал пластический изгиб одного либо другого
знака, предварительно рассчитывалась соответствующая задача, и результат
ее решения в виде распределения остаточных напряжений и накопленных де-
формаций передавался в качестве начальных условий деформационной задаче.
Расчет охлаждения образца заканчивался «большим» шагом от Th до T0, не
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а) б)

в)

Рис. 2. Графики зависимостей модуля Юнга (а), коэффициентов Пуассона (б) и тем-
пературного расширения (в) от температуры.

сопровождающимся изменением остаточных напряжений и пластических де-
формаций. Если в конце технологического процесса требовалась правка образ-
ца, делался еще один шаг задачи расчета деформаций, моделирующий изгиб,
обратный первоначальному (рис. 4).

2. Результаты численных расчетов. На рис. 4 приведены распределе-
ния температуры в поперечном сечении образца x = 0 в моменты времени этапа
его одностороннего ускоренного охлаждения. Наиболее значительный градиент
температур наблюдается в течение первой секунды процесса вблизи ускоренно
охлаждаемой границы z = 14 мм («на стороне закалки»). Разность темпера-
тур по толщине образца достигает максимума приблизительно в конце шестой
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а) б)

в)

Рис. 3. Распределения собственных деформаций (а) и остаточных напряжений (б), от-
вечающие пластическому изгибу образца с заданным значением максимального про-
гиба выпуклостью вверх (в).

секунды процесса. Далее в процессе охлаждения вплоть до комнатной темпе-
ратуры распределение температуры по образцу постепенно выравнивается.

На рис. 5 представлены распределения в поперечном сечении образца x = 0
пластических деформаций и остаточных напряжений, возникших в процес-
се градиентной термомеханической обработки а) одностороннего ускоренного
охлаждения, б) одностороннего ускоренного охлаждения образца с выпуклой
стороны после пластического изгиба и в) одностороннего ускоренного охла-
ждения образца с вогнутой стороны после пластического изгиба. В образцах
реализуется сложный сценарий возникновения остаточных (самоуравновешен-
ных) упругих напряжений вследствие градиентного нестационарного измене-
ния распределения температуры, который становится понятным при изучении
совместной эволюции распределений всех переменных состояния.

При одностороннем ускоренном охлаждении образца без предварительного
пластического изгиба одновременно работают два механизма формирования его
напряженно-деформированного состояния. Первый: упругопластический изгиб
образца со сжатием продольных материальных волокон на стороне закалки и
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Рис. 4. Профили температуры по толщине в плоскости симметрии образца в различ-
ные моменты времени процесса односторонней закалки.

растяжением –— на его тыльной части, вызываемый градиентом температу-
ры. Напряжения, сопровождающие эту моду деформаций, имеют обратимую и
необратимую части. Обратимая часть отсутствует, когда распределение темпе-
ратуры однородно. Это наблюдается перед началом и после приблизительно 48 с
процесса охлаждения, то есть величина упругого изгиба, вызванного обратимой
частью, имеет максимум в этом промежутке. Поскольку в действительности
данный изгиб сопровождается несовместными пластическими деформациями,
появляются вызванные им остаточные напряжения. Таким образом формиру-
ется необратимая часть изгиба. Этим механизмом объясняется появление рас-
тягивающих пластических деформаций и сжимающих остаточных напряжений
вблизи границы, противоположной стороне закалки.

Второй механизм формирования напряженно-деформированного состояния в
образце при его охлаждении связан с временными флуктуациями температуры
по отношению к ее линейному (градиентному) распределению, вызывающему
изгиб образца. Если температурные деформации, вызванные этими флуктуа-
циями, в какой-то момент времени в какой-то точке приводят к упругим на-
пряжениям, удовлетворяющим критерию текучести, появляются пластические
деформации. Несовместная часть образованной в течение процесса охлаждения
флуктуирующей частью поля пластических деформаций порождает остаточ-
ные напряжения, которые не исчезают после окончания процесса. Значитель-
ный градиент температуры, образующийся вблизи границы со стороны закалки
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а)

б)

в)

Рис. 5. Распределение полных и собственных деформаций и остаточных напряжений
по толщине образца в плоскости его симметрии после односторонней закалки а) без
изгиба, б) с выпуклой стороны, в) с вогнутой стороны (расчет, сторона закалки спра-
ва).
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в первые секунды процесса, создает флуктуацию, вызывающую появление рас-
тягивающих пластических деформаций и сжимающих остаточных напряжений
вблизи границы со стороны закалки.

Следует заметить, что в описанном выше сценарии формирования остаточ-
ных напряжений при градиентном нестационарном изменении распределения
температуры данные механизмы выделены условно для разложения сложного
поля на две компоненты. В действительности уравнения пластичности не ли-
нейны по напряжениям, и компоненты такого разложения действуют совместно.

Область сжимающих пластических деформаций и растягивающих остаточ-
ных напряжений в средней части образца также появляется вследствие флук-
туирующей компоненты неоднородного распределения температуры.

Отметим, что рассматриваемые процессы ускоренного охлаждения в стали
А32 приводят к превращениям аустенитной (высокотемпературной) фазы в
ферритно-бейнитную на охлаждаемой поверхности с постепенным переходом
по толщине образца в ферритно-перлитную (низкотемпературные) фазы, и эти
превращения являются механизмом неупругих деформаций. Уравнения пла-
стичности для описания фазовых деформаций приняты здесь в качестве пер-
вого приближения.

В целом результаты численного расчета (рис. 5) показывают, что, независимо
от вида градиентной термомеханической обработки (из рассмотренных) на сто-
ронах образца всегда образуются сжимающие остаточные напряжения. В сред-
ней части образца имеется сосредоточенный слой растягивающих остаточных
напряжений, располагающийся ближе либо дальше от поверхности ускоренного
охлаждения в зависимости от предшествующей ему истории деформирования
изгибом.

3. Экспериментальная часть. Для выполнения эксперимента из горяче-
катаной толстолистовой судовой стали А32 ферритного класса толщиной 14 мм
были вырезаны четыре образца размерами 300×60 мм в плане. Образцы подвер-
гались 21 мин выдержки в печи при температуре аустенитизации 900◦ С. Один
(контрольный) образец был медленно охлажден на воздухе. Три образца бы-
ли подвергнуты одностороннему ускоренному охлаждению со скоростью 40–60°
С/мин на поверхности в душирующей лабораторной установке. Перед термо-
обработкой два образца были подвергнуты пластическому изгибу на прессе до
значений необратимого прогиба 50 мм. Образец без предварительного изгиба
будет обозначаться (А), образец, подвергнутый ускоренному охлаждению с вы-
пуклой стороны —– (B), а образец, подвергнутый ускоренному охлаждению с
вогнутой стороны —– (C). Образцы В и С после охлаждения правились на прес-
се. Для определения распределения остаточных напряжений после градиентной
термомеханической обработки из средней части всех образцов вырезался брус
размером 300× 10× 14 мм.

Для определения распределения остаточных напряжений по толщине образ-
цов А,В и С был использован способ, предложенный авторами [5] и развиваю-
щий метод разрезания. Вырезанные из этих образцов бруски последовательно
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Рис. 6. Изгибы полос, нарезанных из образцов проката после градиентной термоме-
ханической обработки (сверху вниз: C, B, A, сторона закалки сверху).

прикреплялись к опорной плите точечной сваркой по концам и нарезались по
толщине (исходного листа) на 11–12 полос толщиной 1 мм на электроэрозион-
ной установке (рис. 6). Прогиб каждой полосы определялся как среднее двух
значений прогиба, которые измерялись штангенрейсмусом на расстоянии 150
мм от ее центральной точки, зафиксированной струбциной.

Для реконструкции неоднородного распределения продольной компоненты
собственных (в данном случае пластических) деформаций (термин принадле-
жит [23]) по высоте бруса по значениям прогибов полос wi, i = 1, . . . , n опреде-
лялись средние значения градиента собственной деформации (∂ϵpx)i по коорди-
нате z, совпадающие со средними значениями градиента полной деформации,
в соответствии с оценкой

(∂ϵpx)i ≈ 8wi/L
2, (11)

справедливой с точностью до малых порядка куба отношения прогиба к длине.
Непрерывное распределение собственных деформаций ϵpx(z) по толщине бруса
z ∈ [0, H] определялось в виде кусочно-линейной функции со значениями (ϵpx)i
в узлах z = 0, h, . . . , nh = H с помощью конечно-разностных формул

(ϵpx)i = (ϵpx)i−1 + (∂ϵpx)ih, i = 1, . . . , n, (12)

где (ϵpx)0 есть некоторая константа. Распределение продольной компоненты
остаточных напряжений σx(z) по толщине бруса z ∈ [0, H] определялось с по-
мощью выражения [24]

σx(z) = E (ϵx(z)− ϵpx(z)) , ϵx(z) = gz + e, (13)

где

g =
12

H3

∫ H

0

ϵpx(z)zdz −
6

H2

∫ H

0

ϵpx(z)dz (14)

—– градиент полной деформации и

e = − 6

H2

∫ H

0

ϵpx(z)zdz +
4

H

∫ H

0

ϵpx(z)dz (15)
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—– полная деформация бруса, а ϵx(z) — распределение полной деформации по
толщине бруса. Можно показать, что остаточные напряжения (13) не зависят
от граничного значения в (12), поэтому было принято (ϵpx)0 = 0.

«Балочная формула» (13)-(15) была использована для определения остаточ-
ных напряжений в образцах по рассчитанным в COMSOL Multiphysics распре-
делениям пластических деформаций. Из рис. 5 видно соответствие этой оценки
с рассчитанными в пакете программ COMSOL Multiphysics распределениями
остаточных напряжений.

Распределения пластических и полных деформаций, а также остаточных на-
пряжений, по толщине образцов, полученные по данным эксперимента согласно
формулам (11) - (15), показаны на рис. 7. Распределения пластических дефор-
маций на каждом графике построены с точностью до постоянной величины.

Эксперимент подтверждает наличие сжимающих напряжений вблизи кра-
ев образцов независимо от вида градиентной термомеханической обработки из
здесь рассматриваемых. Подтверждаются области отсутствия пластических де-
формаций и наличие более высоких градиентов пластических деформаций на
стороне закалки. Область растягивающих остаточных напряжений в средней
части образца в двух случаях из трех оказалась двухмодальной. Однако с уче-
том высокой чувствительности распределения остаточных напряжений к де-
талям распределения пластических деформаций в соотношениях (13)-(15) эти
несоответствия можно объяснить неточностью задания теплофизических и пла-
стических свойств материала в модели (1)-(9) совместно с неточностями экспе-
риментальной методики.

Распределение остаточных напряжений вблизи поверхностей образцов перед
разрезанием последних определялось методом сверления отверстий в соответ-
ствии со стандартом ASTM E837 на установке MTS3000-Restan. Пошагово вы-
сверливалось отверстие диаметром 1 мм, глубиной 1 мм, и параллельно высоко-
точным тензодатчиком-розеткой регистрировалось изменение поля перемеще-
ний поверхности вблизи отверстия. В контрольном образце, подвергнутом от-
жигу, распределения тангенциальных компонент остаточных напряжений прак-
тически совпали между собой. Эти компоненты имели флуктуирующий харак-
тер с изменением знака, не превышая по модулю значения 70 МПа (рис. 8, а). В
образце А распределения тангенциальных компонент остаточных напряжений
были подобны друг другу (рис. 8, б, в), не выходя ниже значения -200 МПа
на стороне закалки и -140 МПа на противоположной стороне, что в среднем
соответствует и расчету, и эксперименту. В образцах B и С, подвергавшихся
знакопеременному трехточечному изгибу, плоскости образцов оказались вол-
нистыми и имели различные и флуктуирующие от -300 до +300 МПа танген-
циальные компоненты остаточных напряжений, что не позволяет использовать
эти результаты для контроля метода разрезания и подтверждения расчета.
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а)

б)

в)

Рис. 7. Распределение полных и собственных деформаций и остаточных напряжений
по толщине образца в плоскости его симметрии после односторонней закалки а) без
изгиба, б) с выпуклой стороны, в) с вогнутой стороны (эксперимент, сторона закалки
справа).
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а)

б) в)

Рис. 8. Протокол измерения тангенциальных компонент остаточных напряжений об-
разца а) на стороне закалки, б) на противоположной стороне.

4. Выводы. Выполнено численное моделирование эволюции неупругих
деформаций и остаточных напряжений в процессах градиентной термомехани-
ческой обработки толстолистового стального проката. Для этого последователь-
но решены нестационарная задача теплопроводности и задача механики термо-
упругопластического тела с учетом истории изменения температурного поля
в заготовке. Для подтверждения результатов расчета выполнен эксперимент,
результаты которого обработаны с помощью предложенного авторами метода,
развивающего способ разрезания для определения остаточных напряжений. По-
лучено удовлетворительное соответствие знака и величины остаточных напря-
жений вблизи границ образцов, а расхождения распределений остаточных на-
пряжений с экспериментальными объясняются их высокой чувствительностью
к деталям распределений собственных деформаций. Для образца, подвергну-
того одностороннему ускоренному охлаждению величины остаточных напря-
жений вблизи сторон образца совпадают с определенными методом сверления
отверстий. Опыт исследования эволюции неупругих деформаций и остаточных
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напряжений в процессе термомеханической обработки металлической заготовки
может быть использован при решении задач аддитивного производства метал-
лических конструкций [25, 26], сопровождающегося последовательными этапа-
ми наплавки и термоупругопластического деформирования заготовки в процес-
се остывания.
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МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ПОЛУЧЕНИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ С
ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия
Аннотация. Разрабатывается матричный метод для конструктивного определения поли-
номиальных решений линейных дифференциальных уравнений в частных производных
(ДУЧП) с постоянными коэффициентами. Отметим, что наш метод применим также, если
полиномы, которые индуцируют ДУЧП, имеют постоянные слагаемые (аналогично уравне-
нию Гельмгольца), и, следовательно, такие ДУЧП не могут иметь чисто полиномиальных
решений. В этом случае разрабатываемый матричный метод обеспечивает полиномиальными
решениями, умноженными на экспоненты. Более того, метод позволяет найти полиномиаль-
ное (умноженные на экспоненту) решение ДУЧП с полиномиальной (умноженной на экс-
поненту) правой частью. Также метод сокращает затраты на построение полиномиального
(умноженного на экспоненциальное) решение ДУЧП для определения нулевого простран-
ства дифференциального оператора алгебраической блочно-матричной линейной системы (с
числовыми записями). Кроме того, используя матричный подход, можно исследовать некото-
рые алгебраический свойства, такие как размерность и базис пространства полиномиальных
решений (в общем случае, умноженных на экспоненты). В частности, для пространства по-
линомиальных решений мы можем решить задачу с точностью до некоторой сколь угодно
большой степени. В частности, мы обобщаем задачу о бесконечной степени полиномиальных
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Introduction. The polynomial solutions to linear constant coefficient PDE(’s)
is the well-known problem of algebra; see, for example, [1–6]. The most part of the
methods to find polynomial solutions to PDE’s is based on complicated general
algebra approaches (like a primary decomposition).

Certainly, substituting a polynomial with unknown (constant) coefficients to
PDE(’s) and equaling the result to zero, we obtain a linear algebraic system that the
solution of the system defines constant coefficients of the polynomial(s). However,
this solution of the problem is very one-sided: in general, we do not know existence,
dimension, basis of the polynomial solution.

To find polynomial solutions to linear constant coefficient PDE’s we offer a
matrix method. The matrix method was stimulated by a generalization of the
Strang-Fix conditions, see [7, 8]. Our method enables to determine some (linear
algebra) characteristics of a solution space such as dimension, basis, affine-invariance,
maximal total degree of polynomials, etc.

Note our matrix method is applicable if the polynomials that induce PDE’s have
constant terms. In the case of constant terms the polynomials that are solutions to
PDE’s must be multiplied by exponential(s).

Moreover, our matrix method allows to solve PDE with polynomial (multiplied
by an exponential, in general) right-hand side.

The polynomial solutions (multiplied by exponentials) to the well-known
differential equations (like Laplace’s equation), when we take a root of the symbol
of differential operator that the root is not the origin, see also [9], can be obtained.
So, the shift of a differential equation is equivalent to the multiplication, by the
corresponding exponent, of a polynomial solution of the differential equation.

It is well know, see [1], that the degree of the polynomial that is a solution
to constant coefficient linear PDE is arbitrary large. And our method allows to
generalize this result to polynomials multiplied by exponentials.

Note that the matrix method is valid for polynomials that induce PDE’s with
coefficients from any algebraically closed field. Moreover, the method can be directly
algorithmized.

The paper is organized as follows. Section 1 contains used in the paper notations
and definitions. In particular, in Subsection 1.2, the lexicographically ordered sets
of monomials and derivatives are introduced. Section 2 is devoted to the matrix of
the linear system; in Subsections 2.1, a method to construct the matrix is presented,
and, in Subsection 2.2, some properties of the matrix are discussed. In Section 3,
the matrix method to solve (in particular, induced by inhomogeneous polynomials)
PDE’s is discussed. Moreover, in Subsection 3.3, the matrix method to solve PDE
with a polynomial right-hand side is considered. Section 4 is devoted to polynomial
solutions to some PDE’s.

1. Notations and definitions

1.1. Basic notations. Let d ∈ N, d ≥ 2, be the number of independent variables.
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Let I be the identity operator. Let δij :=

{
0 if i ̸= j,

1 if i = j
be the Kronecker delta

and δ be the Dirac delta-distribution.
A multi-index α is a d-tuple (α1, . . . , αd) with its components being nonnegative

integers, i. e., α ∈ Zd
≥0. The length of a multi-index α := (α1, . . . , αd) ∈ Zd

≥0 is
defined as α1 + · · · + αd and denoted by |α|. For multi-indices α := (α1, . . . , αd),
β := (β1, . . . , βd), we write β ≤ α if βj ≤ αj for all j = 1, . . . , d. The factorial of
α := (α1, . . . , αd) ∈ Zd

≥0 is α! := α1! · · ·αd!. The binomial coefficient for multi-indices
α, β is (

α

β

)
:=

(
α1

β1

)
· · ·
(
αd

βd

)
=

α!

β!(α− β)!
.

By definition, put (
α

β

)
= 0 if β ≰ α. (1)

By xα, where x := (x1, . . . , xd), α := (α1, . . . , αd) ∈ Zd
≥0, denote a monomial

xα1
1 · · ·xαd

d . Note that the total degree of xα is |α|. By Πl, l ∈ Z≥0, denote the
space of (homogeneous) polynomials that the total degree of the polynomials
is equal to l: Πl := span

{
xα : α ∈ Zd

≥0, |α| = l
}
; by Π≤l denote the space of

polynomials that the total degree of the polynomials is less than or equal to l:
Π≤l := span

{
xα : α ∈ Zd

≥0, |α| ≤ l
}
.

Remark 1.1. Since the linear algebra definitions and assertions are valid for any
field; we can consider polynomials with coefficients from an arbitrary field. On the
other hand, we prefer to use algebraically closed fields (a field C, for example) or we
must use algebraic extensions of the fields.

So, above and in the sequel, ‘span’ means the linear span over C; and by Π we
denote all polynomials of d variables with constant coefficients from C.

The dot product of two vectors (d-tuples) x := (x1, . . . , xd), y := (y1, . . . , yd) is
x · y := x1y1 + · · ·+ xdyd. If all the polynomials from the space Πl multiplied by an
exponential eix0·x, where x0 ∈ Cd is a given point; then we shall write eix0·xΠl (for
Π≤l, eix0·xΠ≤l).

Let Dα imply a differential operator Dα1
1 · · ·Dαd

d , where Dn, n = 1, . . . , d, is the
partial derivative with respect to the nth coordinate. Note thatD(0,...,0) is the identity
operator. Abusing notations, for a function f = f(x) and constant point x0 we shall
write everywhere Dαf(x0), meaning, in fact, Dαf(x)|x=x0

.
The multi-dimensional version of the Leibniz rule is

(fg)(α) =
∑

β∈Zd
≥0

β≤α

(
α

β

)
f (β)g(α−β), α ∈ Zd

≥0, (2)

where the functions f(x), g(x), x := (x1, . . . , xd), are sufficiently differentiable.
The Fourier transform F of a function f ∈ L1

(
Rd
)

is defined by

f(x) 7→ f̂(ξ) = (Ff) (ξ) := (2π)−d/2

∫
Rd

f(x)e−iξ·x dx, ξ ∈ Rd.
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By S ′ denote the space of tempered distributions; and note that the Fourier
transform can be extended to (compactly supported) distributions from S ′ (Rd

)
.

Moreover, the domain of the Fourier transform can be extended (it is possible, in
particular, for compactly supported functions) to the whole complex space Cd. And
the Schwartz space S (of test functions), i. e., the space of functions that all the
derivatives of the functions are rapidly decreasing, also can be extended to Cd.

So, for x0 ∈ Cd, α ∈ Zd
≥0, we have the following formula(

Feix0·xxα
)
(ξ) = i|α|Dαδ(ξ − x0), ξ ∈ Cd.

Definition 1.1. Let f, g ∈ L2
(
Cd
)

be complex functions. Then an inner product in
the space L2

(
Cd
)

is

⟨f |g⟩ :=
∫
Cd

f(x)g(x) dx. (3)

Here and in the sequel, the overline · denotes the complex conjugation.
In the following definition, we consider complex distributions and complex test

functions, see for example [10, 11].
Definition 1.2. Let ϕ ∈ S(Cd) be a complex test function. Let f = f(x), x ∈
Cd, be a locally integrable on Cd complex function. Then the function f induces a
distribution Tf (continuous linear functional) on S(Cd) as follows

Tf (ϕ) :=

∫
Cd

f(x)ϕ(x) dx = ⟨f |ϕ⟩, (4)

where ⟨·|·⟩, in the right-hand side of (4), is the inner product defined by (3).
Any functional defined by (4) is a linear functional; in particular, the functional

is homogeneous:

Tf (aϕ) = aTf (ϕ),

where a is a complex valued function.
In the paper, we usually denote matrices by upper-case bold symbols and

(sometimes) enclose the symbols of matrices in the square brackets. On the other
hand, abusing notation slightly, we shall denote a vector of some linear space by a
plain lower-case symbol and interpret the vector as a column vector.

By In, n ∈ N, denote the n× n identity matrix.
Now recall some block matrix notions. A block matrix is a matrix broken into

sections called blocks or submatrices. A block diagonal matrix is a block matrix
such that the main diagonal submatrices can be non-zero and all the off-diagonal
submatrices are zero matrices. The (block) diagonals can be specified by an index
k measured relative to the main diagonal, thus the main diagonal has k = 0 and
the k-diagonal consists of the entries on the kth diagonal above the main diagonal.
Note that the diagonal submatrices (excepting the main block diagonal) can be
non-square.
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1.2. Ordered sets By <lex we denote some lexicographical order and by Ak, k ∈ Z≥0,
denote the lexicographically ordered set of all multi-indices of length k

Ak :=
(
1α, 2α, . . . , d(k)α

)
,

qα ∈ Zd
≥0, |qα| = k, q = 1, . . . , d(k),

qα <lex
q′α ⇐⇒ q < q′,

where
d(k) :=

(
d+ k − 1

k

)
=

(d+ k − 1)!

k!(d− 1)!

is the number of k-combinations with repetition from the d elements.
By Ãk we denote a concatenated set of multi-indices

Ãk := (A0,A1, . . . ,Ak) ,

where the comma must be considered as a concatenation operator to join of two
sets. Actually the order of Ãk is the graded lexicographical order. By d̃(k) denote the
length of a concatenated set like Ãk

d̃(k) := d(0) + d(1) + · · ·+ d(k) =
(d+ k)!

k!d!
.

By Pk, k ∈ Z≥0, denote the lexicographically ordered set of all monomials of total
degree k

Pk(x) :=
(
x

1α, . . . , x
d(k)α
)
, x = (x1, . . . , xd) ,

(
1α, . . . , d(k)α

)
= Ak.

Remark 1.2. In examples (see Subsection 2.1 and Section 4), we shall use the
obvious order of variables: x > y > z (ζ > η > θ, for the Fourier space variables).

By Dk denote the ordered set of differential operators

Dk :=
(
(−i)kD1α, . . . , (−i)kDd(k)α

)
,

(
1α, . . . , d(k)α

)
= Ak, (5)

and, for β ∈ Zd
≥0, by Dβ

k denote the following set of operators

Dβ
k :=

(
(−i)k−|β|

(
1α

β

)
D

1α−β, . . . , (−i)k−|β|
(

d(k)α

β

)
D

d(k)α−β

)
,(

1α, . . . , d(k)α
)
= Ak.

(6)

Remark 1.3. If sets (5), (6) are applied to some function f , then these applications
are distributive over comma: Dkf :=

(
(−i)kD1αf, . . . , (−i)kDd(k)αf

)
.

Note that if, for some q ∈ {1, . . . , d(k)}, β ̸≤ qα; then the qth entry of (6) is zero.
Moreover, if |β| > k; then set (6) is zero set.

Note also that the zero entries of row-vector (6) can be interpreted as zeroizing.
By P̃k denote the following concatenated set of monomials

P̃k := (P0,P1, . . . ,Pk) . (7)

The concatenated set of derivatives is defined similarly to (7)

D̃k := (D0,D1, . . . ,Dk) . (8)
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2. The matrix of the linear system

2.1. Formation of the matrix. For some k, l ∈ Z≥0, k ≤ l, define a d̃(l)×d(k) matrix
Dk as follows

Dk :=



D0
k

D1
k

...
Dk

k

d̃
(l
)
−
d̃
(k
)

0
...
0


, (9)

where Dr
k are d(r)× d(k), r = 0, 1, . . . k, submatrices defined as

Dr
k :=



[
D

1β
k

]
[
D

2β
k

]
...[

D
d(r)β
k

]


,

(
1β, . . . , d(r)β

)
= Ar, (10)

and the row vectors
[
D

qβ
k

]
, q = 1, . . . , d(r), are given by (6).

Remark 2.1. Note that if r > k; then the submatrix Dr
k, defined by (10), is a zero

matrix.
Finally, for l ∈ Z≥0, define a d̃(l)× d̃(l) matrix D̃l as

D̃l :=
[
D0 D1 . . . Dl−1 Dl

]
=


D0

0 D0
1 . . . D0

l−1 D0
l

0 D1
1 . . . D1

l−1 D1
l

...
... . . . ...

...
0 0 . . . Dl−1

l−1 Dl−1
l

0 0 . . . 0 Dl
l

 . (11)

Remark 2.2. Note that, in formulas (9), (11), the symbol ‘0’ must be considered
as a zero submatrix of the corresponding size. (See Remarks 1.3.)

The component-wise form of the matrix D̃l, l ∈ Z≥0, is

[
D̃l

]
qr, 1≤q,r≤d̃(l)

=

(−i)|rα−qβ|
(

rα
qβ

)
D

rα−qβ, qβ ≤ rα ,

0, otherwise,
(12)

where
(
1α, . . . , d̃(l)α,

)
=
(
1β, . . . , d̃(l)β,

)
= Ãl.
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Example The bivariate d̃(3)× d̃(3) = 10× 10 matrix D̃3 is of the form:

D̃3

:=



I −i∂x −i∂y −∂xx −∂xy −∂yy i∂xxx i∂xxy i∂xyy i∂yyy
0 I 0 −2i∂x −i∂y 0 −3∂xx −2∂xy −∂yy 0
0 0 I 0 −i∂x −2i∂y 0 −∂xx −2∂xy −3∂yy
0 0 0 I 0 0 −3i∂x −i∂y 0 0
0 0 0 0 I 0 0 −2i∂x −2i∂y 0
0 0 0 0 0 I 0 0 −i∂x −3i∂y
0 0 0 0 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 I 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 I


.

2.2. Some properties of the matrix D̃l

Theorem 2.1. Let l ∈ Z≥0. Let the set D̃l be given by (8), the matrix D̃l be given
by (11), and functions f, g be sufficiently differentiable. Then we have[

D̃l(fg)
]
=
[
D̃lf

]
D̃lg =

[
D̃lg
]
D̃lf. (13)

Here we omit the proof of formula (13) and note only that the formula is a direct
consequence of form (12) and the Leibniz rule, see (2).

For a single function we investigate the ranks of submatrices in the upper right
corner of the matrix D̃lf(x0) (the matrices Dm′

m f(x0), m′ = 0, . . . ,m, m = 0, . . . , l,
that are given by (10)); where the function f : Cd → Cd is sufficiently differentiable
and x0 ∈ Cd is a given point.

Proposition 2.2. Let l ∈ Z≥0. The submatrix Dm′
m , m′ = 0, . . . ,m, m = 0, . . . , l,

contains the derivatives of order m−m′ only.

Corollary 2.3. All the submatrices on the mth, m = 0, . . . , l, block diagonal of
the matrix D̃l, i. e., the submatrices D0

m,D
1
m+1, . . . ,D

l−m
l , contain the derivatives of

order m.

It easy to see that the qth, 1 ≤ q ≤ d(m), row of the matrix Dm
m, m = 0, . . . , l,

contains only one non-zero element I , which is situated on the qth position.
Consequently, Dm

m = Id(m). So, since the matrix D̃lf(x0) is an upper triangular
matrix, we can state an obvious theorem.

Theorem 2.4. The matrix D̃lf(x0), l ∈ Z≥0, is singular iff f(x0) = 0.

Now state a theorem about ranks of all other blocks of the matrix D̃lf(x0).

Theorem 2.5. The d(m′) × d(m) submatrix Dm′
m f(x0), m′ = 0, . . . ,m − 1, m =

1, . . . , l, l ∈ N, has full rank, i. e., the rank of Dm′
m f(x0) is equal to d(m′), if and

only if there exists at least one non-zero derivative Dγf(x0), |γ| = m−m′.
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The proof of Theorem 2.5 is given in A.
Hence we see that each of the submatrices Dm′

m f(x0), m′ = 0, . . . ,m, m = 0, . . . , l,
is either a full rank matrix or zero matrix.

The following theorem allows to determine the dimension of ker D̃lf(x0).

Theorem 2.6. Let l ∈ Z≥0, let f : Cd → Cd be a function, and let x0 be a point
of Cd. Let the matrix D̃l be given by (11). Let Dαf(x0), α ∈ Zd

≥0, be a non-zero
derivative of the least order. Then

dimker D̃lf(x0) =

{
d̃(l)− d̃(l − |α|) if l ≥ |α| > 0;

d̃(l) if l < |α|.
(14)

The theorem is a direct consequence of the following lemma.

Lemma 2.7. Under the conditions of Theorem 2.6, we have

rank D̃lf(x0) =

{
d̃(l − |α|) if l ≥ |α| > 0;

0 if l < |α|.

Sketch of the proof of Lemma 2.7. For the case l ≥ |α| > 0, by Theorem 2.5 and
Corollary 2.3, each block on the |α|th block diagonal of the matrix D̃lf(x0) is a
full rank matrix. However, since the blocks of D̃lf(x0) are not, generally, square
matrices; the problem to determine rank D̃lf(x0) is not trivial.

Using an analog of the Gaussian elimination algorithm (applied to columns instead
of rows) and moving (actually permutating) zero columns to the left, the matrix
D̃lf(x0) can always be transformed into a strictly upper triangular matrix, where
the lowest non-zero diagonal goes to the lower right corner of the last submatrix
D

l−|α|
l . So rank D̃lf(x0) = d̃(l − |α|).
Since, in the case l < |α|, the matrix D̃lf(x0) is a zero matrix; the case l < |α| is

trivial. □

Introduce some notation.
Definition 2.1. Let l ∈ Z≥0, let a function f : Cd → Cd be sufficiently differentiable,
and let x0 be a point of Cd. Let the matrix D̃l be given by (11). By Vl denote the
(right) null-space of the matrix D̃lf(x0):

Vl := ker D̃lf(x0). (15)

The space Cd̃(l), l ∈ Z≥0, can be considered as a space with a Cartesian coordinate
system, where the dot product of the Cartesian coordinates is x · y :=

∑
q xqyq.

Namely, we have
Cd̃(l) := span

{
eq : 1 ≤ q ≤ d̃(l)

}
,

where the span is over C and eq is the qth basis vector: eq :=
(
δq1, . . . , δq,d̃(l)

)
; and

we can decompose Cd̃(l) as follows

Cd̃(l) = 0Cd̃(l) ⊕ 1Cd̃(l) ⊕ · · · ⊕ lCd̃(l), (16)
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where
0Cd̃(l) := span {e1} ,
mCd̃(l) := span

{
eq : d̃(m− 1) + 1 ≤ q ≤ d̃(m)

}
, m = 1, . . . , l,

and the direct sums in (16) are orthogonal. Decomposition (16) corresponds to the
block structure of the matrix D̃l, l ∈ Z≥0, (as well as structures of P̃l, D̃l).
Definition 2.2. By Pm denote the orthogonal projection of Cd̃(l) onto mCd̃(l), m =
0, . . . , l; and define the subspaces of the null-space Vl, see Definition 2.1, as

mVl := PmVl, m = 0, 1, . . . , l. (17)

Note that generally Vl is not a sum, like (16), of mVl. In Subsection 3.1, we shall
return to this problem in respect to the affine invariance of polynomial spaces.

Now we can formulate the following theorem.

Theorem 2.8. Let l ∈ N. Let the matrix D̃lf(x0) be singular and the space Vl is
defined by (15). Then the subspace lVl := PlVl is non-zero.

Proof of Theorem 2.8. If the matrix D̃lf(x0) is a zero matrix, there is nothing to
prove.

Now let D̃lf(x0) be non-zero. Suppose lVl is a zero space; then

dimker D̃lf(x0) = dimker D̃l−1f(x0). (18)

Since the matrix D̃lf(x0) is singular and non-zero; there exists a number r ∈ N,
1 ≤ r ≤ l, that the block r-diagonal is the lowest non-zero block diagonal. By
Theorem 2.6, we have

dimker D̃l−1f(x0) =

{
d̃(l − 1)− d̃(l − 1− r) if r ≤ l − 1;

d̃(l − 1) if r > l − 1
,

dimker D̃lf(x0) = d̃(l)− d̃(l − r).

Nevertheless, for all r, l ∈ N, r ≤ l, we get({
d̃(l − 1)− d̃(l − 1− r) if r ≤ l − 1;

d̃(l − 1) if r > l − 1

)
< d̃(l)− d̃(l − r).

This contradicts equality (18). The theorem is proved. □

If we have several functions f1, f2, . . . , fn, we must consider a block matrix

D̃lf(x0) :=

D̃lf1(x0)
...

D̃lfn(x0)

 , (19)
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where by f we denote the following column vector


f1
f2
...
fn

.

Definition 2.3. Let l ∈ Z≥0. Similarly to Definition 2.1, by Vl denote the null-space
of block matrix (19).

3. Solution method

3.1. One homogeneous PDE

Theorem 3.1. Let P ∈ Π, let l ∈ Z≥0, let x0 be a point of Cd. Let the matrix D̃l

be given by (11), let the space Vl be given by (15), and let the row-vector
[
P̃l

]
be

given by (7). Then the following function eix0·x
[
P̃l(x)

]
v, v ∈ Cd̃(l), is non-zero and

belongs to kerP (−iD) if and only if P (x0) = 0 and v ∈ Vl.

Proof of Theorem 3.1. As it has been said, see Theorem 2.4, a necessary and
sufficient condition for the matrix D̃lP (x0) to be singular is that the point x0 be a
root of the polynomial P .

For some v ∈ Cd̃(l), consider a function

G(x) := P (−iD)
(
eix0·x

[
P̃l(x)

]
v
)
.

Taking the Fourier transform of the previous function, we obtain

Ĝ(ξ) := P (ξ)
[
D̃lδ(ξ − x0)

]
v, ξ ∈ Cd. (20)

The adjoint operator (set of operators) D̃ ∗
l satisfies a property

D̃ ∗
l = D̃l (21)

(the adjunction, like the complex conjugation, is distributive over the comma,
see Remark 1.3).

By Definition 1.2, Theorem 2.1, and property (21); for any test function ϕ ∈
S(Cd), the functional TĜ(ϕ) (where Ĝ is distribution (20)) is of the form

TĜ(ϕ) =
〈
P (·)

[
D̃lδ(· − x0)

]
v
∣∣∣ϕ〉 =

〈
δ(· − x0)

∣∣∣[D̃l

(
Pϕ
)]
v
〉

=
[
D̃l

(
P (x0)ϕ(x0)

)]
v

by (13)
=

[
D̃lϕ(x0)

] [
D̃lP (x0)

]
v. (22)

Using the expression in the right-hand side of (22), the proof of the theorem is
trivial. □

Remark 3.1. Theorem 3.1 can be proved for other (linear and linear-conjugate, see
for example [11]) functionals like (4).

Below present a corollary of the previous theorem.



MATRIX METHOD OF POLYNOMIAL SOLUTIONS OF PDE’S 103

Corollary 3.2. Under the conditions of Theorem 3.1, we see that the following
spaces are equivalent:

eix0·xΠ≤l ∩ kerP (−iD);

eix0·x
{[

P̃l(x)
]
v : v ∈ Vl

}
.

Now we state a theorem that is the direct consequence of Theorem 2.6.

Theorem 3.3. Let l ∈ Z≥0. Let P ∈ Π, let x0 be a root of P . Let DαP (x0), α ∈ Zd
≥0,

be a non-zero derivative of the least order. Then we have

dim
(
eix0·xΠ≤l ∩ kerP (−iD)

)
=

{
d̃(l)− d̃(l − |α|) if l ≥ |α| > 0;

d̃(l) if l < |α|.

Moreover, if l < |α|; then

eix0·xΠ≤l ∩ kerP (−iD) = eix0·xΠ≤l.

Below we state a corollary of Theorem 2.8.

Corollary 3.4. Under the conditions of Theorem 3.1, we see that if x0 is a root of
the polynomial P , then the null-space of the operator P (−iD) contains polynomials
(multiplied by the exponential eix0·x) up to an arbitrary large total degree.

Remark 3.2. Corollary 3.4 generalizes a fundamental property, see [1], of
polynomial solutions to a single PDE with constant coefficients.

3.2. System of homogeneous PDE’s

For a system of PDE’s 
P1(−iD)· = 0,

...
Pn(−iD)· = 0,

(23)

where P1, P2, . . . , Pn are algebraic polynomials; we have the following theorem.

Theorem 3.5. Let Pm ∈ Π, m = 1, 2, . . . , n; let x0 ∈ Cd be a solution to the
following system of algebraic equations

P1(x) = 0,

...
Pn(x) = 0.

(24)
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Let l ∈ Z≥0 and the matrix D̃l be given by (11). The expression eix0·x
[
P̃l

]
v, where

v ∈ Cd̃(l), is a non-zero solution to system (23) iff the vector v belongs to the null-
space of block matrix

D̃lP (x0) :=

D̃lP1(x0)
...

D̃lPn(x0)

 , (25)

where P is the column vector P :=
[
P1 P2 · · · Pn

]T .

Definition 3.1. Under the conditions of Theorem 3.5, we can define the following
polynomial space

Vl :=
{[

P̃l

]
v : v ∈ ker D̃lP (x0)

}
, (26)

where D̃lP (x0) is block matrix (25).
Below we state an almost obvious theorem about non-zero solutions to system of

PDE’s (23).

Theorem 3.6. Let Pm ∈ Π, m = 1, 2, . . . , n. Let x0 ∈ Cd, l ∈ Z≥0, and the matrix
D̃lP (x0), P :=

[
P1 P2 · · · Pn

]T , be given by (25). Let DαmPm(x0), αm ∈ Zd
≥0,

m = 1, . . . , n, be the non-zero derivatives of the least orders. Let lth column (block)
vector be in the form 

D
l−|α1|
l P1(x0)

D
l−|α2|
l P2(x0)

. . .

D
l−|αn|
l Pn(x0)

 , (27)

where the submatrices D
l−|αm|
l , m = 1, 2, . . . , n, are defined by (10). (If, for some

m ∈ {1, . . . , n}, l − |αm| < 0; then the corresponding submatrix D
l−|αm|
l Pm(x0) is a

zero matrix, see Remark 2.1.) Suppose the polynomial space Vl corresponds to block
matrix (25), see Definition 3.1. Then Vl ∩ Πl ̸= ∅ iff matrix (27) is not a full-rank
matrix.

Now we can state several corollaries of Theorem 3.6.

Corollary 3.7. Suppose that, for some l ∈ N, matrix (27) is not full-rank; then,
for all l′ ∈ Z≥0, 0 ≤ l′ < l, we have Vl′ ∩Πl′ ̸= ∅, where Vl′ := ker D̃l′P (x0), and D̃l′

is an analog of matrix (25).

Corollary 3.8. If l < min{|α1|, . . . , |αn|}, then Vl = Π≤l.

Corollary 3.9. For the block matrix
D0

0P1(x0)
D0

0P2(x0)
. . .

D0
0Pn(x0)


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to be no full-rank matrix it is necessary and sufficient to have

P1(x0) = · · · = Pn(x0) = 0. (28)

Remark 3.3. Thus system (23) has a nonzero polynomial (multiplied by eix0·x)
solution iff conditions (28) are valid.

Theorem 3.10. Under the conditions of Theorem 3.5, we have

Vl−1 = Π≤l−1 ∩ Vl, (29)
where the polynomial spaces Vl−1,Vl, l ∈ N, are defined by (26).

The proof of Theorem 3.10 is given in B.
Finally we state three remarks.

Remark 3.4.
(1) Theorem 3.10 is valid also for single PDE.
(2) Certainly, inclusion (29) of polynomial spaces reflects a fundamental property

of differentiation to commutate with translation.
(3) Note also that if Vl ⊆ Π≤l−1 (it is possible only for a system of two and more

PDE’s), then Vl−1 = Vl.

3.3. PDE with a polynomial right-hand side

In the previous subsections, PDE’s have zero right-hand sides. Nevertheless
the matrix approach allows generalizing PDE to polynomial (multiplied by an
exponential) right-hand side.

Theorem 3.11. Let polynomials P, F ∈ Π, x0 ∈ Cd be a root of P , α ∈ Zd
≥0 be

a multi-index that defines the least order derivative such that DαP (x0) ̸= 0. Let
the polynomial F be defined as follows: F (x) :=

[
P̃degF (x)

]
w, w ∈ Cd̃(degF ). Let

l ∈ Z≥0, l ≥ degF + |α|, and the matrix D̃l be given by (11). Let v ∈ Cd̃(l) be a
column vector and p :=

[
P̃l

]
v be the corresponding polynomial. Then the polynomial

p is a solution to PDE

P (−iD)
(
eix0·x·

)
= eix0·xF (x) (30)

iff the vector v is a solution to linear algebraic equation

[
D̃lP (x0)

]
v =


w

d̃
(l
)
−

d̃
(d
eg

F
)

0
0
...
0

 . (31)

Remark 3.5. Under the conditions of Theorem 3.11, we can state three remarks:
(1) dim {p ∈ Π≤l : P (−iD) (eix0·xp(x)) = eix0·xF (x)} = d̃(l)− d̃(l − |α|);
(2) for any root x0 ∈ Cd of P , number l ∈ Z≥0, and polynomial F ∈ Π such that

degF ≤ l − |α|; algebraic system (31) is consistent;
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(3) for any root x0 ∈ Cd of P and any polynomial F ∈ Π, there exists a
polynomial p ∈ Π‘ of an arbitrary large degree that p satisfies PDE (30).

Corollary 3.12. Under the conditions of the previous theorem, and supposing
P (x0) ̸= 0; we see that algebraic system (31) is consistent and has one solution,
i. e., polynomial solution to PDE (30) is defined uniquely and does not depend on
the choice of l.

The proof of the previous results is left to the reader. Note only that the theorem
and remarks are based on Theorem 2.6, Theorem 3.1, and the classical Rouché-
Capelli theorem.

3.4. Affine invariance

In this short subsection, we concern affine invariance of polynomial solutions to
PDE’s, in particular, from the matrix point of view.

Recall that a (polynomial) space V ⊂ Π is affinely invariant, i. e., shift- and scale-
invariant; if, for all p ∈ V , p(ax + b) ∈ V for a ∈ C, b ∈ Cd. Also recall that a
polynomial space V is scale-invariant iff V stratifies:

V =
⊕
k∈Z≥0

V ∩ Πk. (32)

Stratified form (32) of the polynomial space Vl, l ∈ N, implies the following
conditions on the null-space Vl (see Definitions 3.1 and 3.2)

Vl =
l⊕

k=0

PkVl =
l⊕

k=0

Vl ∩ kCd̃(l),

cf. (16), and vice verse. Note, for affine invariance case, we have

PkVl = Vl ∩ kCd̃(l).

Thus the column matrix [Vl] of basis vectors can be presented in a block diagonal
form.

The matrix D̃lP (x0), see (19), for the affine invariance of a polynomial space, will
be the object of another paper.

4. Examples. From the practical point of view, define a system of algebraic
polynomials that induces PDE’s, fixing some number l ∈ Z≥0 and a point
x0 ∈ Ccd̃(l), define the null-space (using some computer symbolic algebra system)
ker D̃lP (x0) as a matrix [Vl] of column basis vectors; then eix0·x

[
P̃l(x)

]
[Vl] is the

row-vector of polynomials (multiplied by the exponential eix0·x)) that this vector
constitutes a basis of space [Vl], see (26).

4.1. Homogeneous equations

First we consider three examples, presented in the paper [4], of polynomial solution
to PDE’s.
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Example 1. The first example is 2D Laplace operator

L1 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, x, y ∈ R. (33)

So the polynomial that induces the operator is

P1(ζ, η) := −ζ2 − η2, ζ, η ∈ C. (34)

The 10× 10 matrix D̃3P1(0, 0) is of the form

D̃3P1(0, 0) :=



0 0 0 2 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 6 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 2 0 6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


. (35)

Now, selecting the appropriate set of basis vectors

[
ker D̃3P1(0, 0)

]
:=



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 1


,

we obtain the well-known row-vector of basis polynomials[
P̃3(x, y)

] [
ker D̃3P1(0, 0)

]
=
[
1 x y xy y2 − x2 3xy2 − x3 y3 − 3x2y

]
. (36)

Example 2. The polynomial P2(ζ, η) := −ζ2 − iη that induces the operator of this
example

L2 :=
∂2

∂x2
− ∂

∂y
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is not homogeneous. The matrix D̃3P2(0, 0) is of the form

D̃3P2(0, 0) :=



0 0 −1 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 6 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


and, using some matrix

[
ker D̃3P2(0, 0)

]
, a basis of kerL2(−iD)∩Π≤3 can be in the

form {
1, x, x2 + 2y, x3 + 6xy

}
.

Example 3. The third example taken from the paper [4] is interesting from two
points of view. Namely we have a system of two operators: an elliptic (the Laplace
operator)

L3 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

and hyperbolic

L4 :=
∂

∂x

∂

∂y
+

∂

∂x

∂

∂z
+

∂

∂y

∂

∂z
.

And it is a 3D example.
Since, in [4], the third degree polynomials are considered only; therefore, we use

the last (block) columns of matrices D̃3P3(0, 0), D̃3P4(0, 0) (it is possible only in an
affine-invariant case), where P3, P4 are the algebraic polynomials that corresponds
to the operators L3, L4, respectively.

[
D3P3(0, 0)
D3P4(0, 0)

]
=



D0
3P3(0, 0)

...
D3

3P3(0, 0)

D0
3P4(0, 0)

...
D3

3P4(0, 0)


.

Since other blocks of the previous matrix are zero, we have
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ker

[
D3P3(0, 0)
D3P4(0, 0)

]
= ker


6 0 2 0 0 0 0 2 0 0
0 2 0 6 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 2 0 2 0 0 6
0 2 0 0 2 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 2 2 0

 .

Using a column-matrix
[
ker

[
D3P3(0, 0)
D3P4(0, 0)

]]
, we get a basis of the space kerL3 ∩

kerL4 ∩ Π3:{
3x2y − 3x2z − y3 + z3,−x3 + 3x2y + 3xy2 − 6xyz − 2y3 + 3yz2 ,

− 2x3 + 3x2y + 3xy2 − 6xyz + 3xz2 − y3,

x3 + 3x2y − 3x2z − 3xy2 − y3 + 3y2z
}
.

Note that, in the paper [4], another basis is presented. (It depends on basis vectors
of the null-space.) But it is not hard to see that our own and Pedersen’s, see [4],
basis are bases of the same space.

Secondly we present an example, where another (not the origin) root of polynomial
is used.
Example 4. This example is taken from the paper [9]. Since the symbol P1(ζ, η),
ζ, η ∈ Ĉ, of 2D Laplace operator (33) vanishes on a 2D manifold; we can take
another root of P1 than the origin. Here we take, as an example, a root (1, i); and
we obtain the following matrix

D̃3P1(1, i) :=



0 −2i 2 −2 0 −2 0 0 0 0
0 0 0 −4i 2 0 −6 0 −2 0
0 0 0 0 −2i 4 0 −2 0 −6
0 0 0 0 0 0 −6i 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −4i 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −2i 6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

So a subspace of Laplace’s operator null-space is of the form

eix−yΠ≤3 ∩ kerL1

= eix−y span
{
1, x+ iy, x2 + 2ixy − y2, x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3

}
. (37)

Note that the real or imaginary parts of the polynomials in (37) (cf. (36) and (37))
multiplied by an exponential, do not become the solutions to the Laplace operator.

Finally we consider an operator that the operator symbol does not vanish at the
origin, thus any pure polynomial must be multiplied by an exponential to be solution
to PDE.
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Example 5. Consider the Helmholtz operator

L5 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− I .

The corresponding symbol is

P5(ζ, η) := −ζ2 − η2 − 1, ζ, η ∈ C. (38)

P5 vanishes, in particular, at a point (i, 0); and we consider the following matrix

D̃3P5(i, 0) :=



0 −2 0 2 0 2 0 0 0 0
0 0 0 −4 0 0 6 0 2 0
0 0 0 0 −2 0 0 2 0 6
0 0 0 0 0 0 −6 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

And we have

e−xΠ≤3 ∩ kerL5 = e−x span
{
1, y, x+ y2, 3xy + y3

}
.

4.2. PDE with polynomial right-hand side

Finally we discuss PDE’s with polynomial (multiplied, in general, by an
exponential) right-hand sides.
Example 6. Here we present the Poisson equation in the form

L1

(
eix−y·

)
= eix−y

(
−2xy + 3x+ y2 + 2

)
, (39)

where L1 is 2D Laplace’s operator (33) and the point (1, i), which defines the
exponential eix−y, is a root of the corresponding symbol P1, see (34). The polynomial
in the right-hand side of PDE (39) can be presented as

F (x, y) := −2xy + 3x+ y2 + 2 =
[
P̃2(x, y)

]
w, where

w :=
[
2 3 0 0 −2 1

]T
.

Since degF = 2 and |α| = 1, where α ∈ Zd
≥0 is minimal degree such that

DαP1(1, i) ̸= 0; we shall use l = 3.
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The corresponding linear algebraic equation (31) is:

0 2i −2 2 0 2 0 0 0 0
0 0 0 4i −2 0 6 0 2 0
0 0 0 0 2i −4 0 2 0 6
0 0 0 0 0 0 6i −2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4i −4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2i −6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


v =



2
3
0
0
−2
1
0
0
0
0


, where v ∈ C10. (40)

By Item (1) of Remark 3.5, the dimension of polynomial space to solve PDE (39)
(and dimension on linear space to solve (40)) is d̃(3)− d̃(2) = d(3) = 4. Since linear
algebraic system (40) is undetermined and consistent; using the standard technics,
we define the solution to (40) (column-vector v) and obtain a polynomial solution
to PDE (39)(

1

6
+
i

6

)
(−1 + (3 + 3i)v4)x

3 + v3
(
−x2 − 2ixy + y2

)
+

(
−3v4 +

(
1

2
− i

2

))
x2y − 1

2
i(6v4 − 1)xy2 + v2(x+ iy) + v4y

3 + v1

+

(
1

4
+
i

4

)
x2 +

(
1

2
+
i

2

)
xy +

(
5

4
+
i

4

)
y, v1, v2, v3, v4 ∈ C.

Example 7. In this example, we consider Poisson’s equation. However we use a point
(1, 1) that is not root of P1. We solve the following PDE:

L1

(
eix+iy·

)
= eix+iy(3 + x− 2y), (41)

where L1 is Laplace operator (33). The value l = 1 will suffice and the linear system
is very simple  −2 2i 2i

0 −2 0
0 0 −2

 v =

 3
1
−2


and the unique polynomial solution to PDE (39) is of the form

−x
2
+ y −

(
3

2
− i

2

)
.

Conclusion. In this paper, a matrix method has been developed for the
constructive determination of polynomial solutions of linear PDEs with constant
coefficients. Here we will present some plans for the near future. It is of particular
interest to generalize the method to the following cases:

• matrix methods of polynomial solutions to PDE(’s) with polynomial
coefficients;
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• matrix methods of investigation of polynomial solutions to systems of
constant coefficient PDE’s;

• matrix methods of investigation of affine invariance/no invariance of
polynomial solution spaces to constant coefficient PDE(’s).

A. Proof of Theorem 2.5 First consider the matrix D0
mf(x0), m = 1, . . . , l.

We see that D0
mf(x0) is a row vector

[
(−i)mDqαf(x0)

]
(1 ≤ q ≤ d(m)). Consequently

the matrix D0
mf(x0) has non-zero rank iff there exists at least one multi-index qα ∈

Am such that Dqαf(x0) ̸= 0.
Secondly consider the matrices Dm′

m f(x0), m′ = 1, . . . ,m − 1, m = 1, . . . , l. Note
that Dm′

m f(x0) is a d(m′) × d(m) matrix. By qrγ, 1 ≤ q ≤ d(m′), 1 ≤ r ≤ d(m),
denote the difference qα− rβ, where

(
1α, . . . , d(m)α

)
= Am and

(
1β, . . . , d(m

′)β
)
= Am′ .

Define auxiliary d(m′) × d(m) matrices Gm′
m , m′ = 1, . . . ,m − 1, m = 1, . . . , l, as

follows [
Gm′

m

]
qr, 1≤q≤d(m′), 1≤r≤d(m)

= qrγ. (42)

We suppose that some entries of the matrix Gm′
m do not belong to Zd

≥0, i. e., a tuple
qrγ can contain negative components.

Lemma A.1. Any multi-index γ ∈ Am−m′ appears once in each row and no more
than once in each column of the matrix Gm′

m . However not every column of Gm′
m

contains the multi-index γ.

Proof of Lemma A.1. For any multi-index γ ∈ Am−m′ and any row q, q =
1, . . . , d(m′), of the matrix Gm′

m , we can always define a d-tuple α ∈ Zd as α := γ+qβ,
where qβ ∈ Am′ . Since qβ, γ ∈ Zd

≥0 and |qβ| = m′, |γ| = m−m′; therefore, α ∈ Zd
≥0,

|α| = m. Consequently there exists a unique (column) number r ∈ {1, . . . , d(m)}
such that α = rα ∈ Am.

Fix a column number r ∈ {1, . . . , d(m)}. Consider some γ ∈ Am−m′ and define a
d-tuple β as β := rα − γ, where rα ∈ Am. If γ ≤ rα, then β = qβ ∈ Am for a unique
(row) number q ∈ {1, . . . , d(m′)}; else the column r does not contain the multi-index
γ. □

Lemma A.2. Let
(
1β, . . . , d(m

′)β
)
= Am′,

(
1γ, . . . , d(m−m′)γ

)
= Am−m′, m > m′.

Consider an entry qrγ of the matrix Gm′
m and suppose that qrγ is equal to a multi-

index jγ ∈ Am−m′, j ∈ {1, . . . , d(m−m′)}; then any entry of the rth column of Gm′
m

below than qrγ, i. e., the entry q′rγ, q′ ∈ {q + 1, . . . , d(m′)}, belongs either to the set
of the multi-indices {1γ, . . . , j−1γ} or does not belong to Zd

≥0.

Proof of Lemma A.2. Since the multi-indices qβ, q = 1, . . . , d(m′), are
lexicographically ordered, i. e., 1β <lex

2β <lex · · · <lex
d(m′)β; using (42), we obtain

the order
1rγ >lex

2rγ >lex · · · >lex
d(m′),rγ. (43)

Consider any q′rγ, q′ ∈ {q+1, . . . , d(m′)}, assume q′rγ /∈ {1γ, . . . , j−1γ} and q′rγ ∈ Zd
≥0.

Then there exists a unique number j′ ∈ {j, . . . , d(m−m)} such that j′γ = q′rγ. Since
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j′ ≥ j, we have j′γ = q′rγ ≥lex
jγ = qrγ. By (43), we get q′ ≤ q. This contradiction

concludes the proof. □

Finally let us prove the theorem.

Proof of Theorem 2.5. Obviously that at least one non-zero derivative Dγf(x0),
|γ| = m−m′, is necessary for full rank of the matrix Dm′

m f(x0).
Sufficiency. For some jγ ∈ Am−m′ , j ∈ {1, . . . , d(m − m′)}, suppose that the

derivativeDjγf(x0) ̸= 0. By Lemma A.1, from Dm′
m f(x0), we can take a d(m′)×d(m′)

submatrix with the non-zero main diagonal
(
D

jγf(x0), . . . , D
jγf(x0)

)
and we denote

this submatrix by Sj.
Suppose, for 1γ ∈ Am−m′ , D1γf(x0) ̸= 0; then, by Lemma A.2 and property (1),

all the entries below the main diagonal of the submatrix S1 vanish. So the matrix
S1 is not singular, consequently rankDm′

m f(x0) = d(m′).
Otherwise, D1γf(x0) = 0. Suppose there exists a multi-index jγ ∈ Am−m′ , j ∈

{2, . . . , d(m −m′)}, such that Djγf(x0) ̸= 0 and all the derivatives Dj′γf(x0), j′ =
1, . . . , j − 1, vanish. Since all the entries below the main diagonal of the matrix Sj

vanish, it follows that detSj ̸= 0. This concludes the proof of the sufficiency. □

B. Proof of Theorem 3.10 We must restructure the matrices Dkf(x0)

(see (9)), where f :=


f1
f2
...
fn

, k = 0, . . . l; and introduce a notation.

Let k, l ∈ Z≥0, k ≤ l. Define the nd̃(l)× d(k) matrix D̆kf(x0), as follows

D̆kf(x0) :=



D̆0
kf(x0)

D̆1
kf(x0)

...
D̆k

kf(x0)
0
...
0


, where D̆r

kf(x0) :=


Dr

kf1(x0)

Dr
kf2(x0)

...
Dr

kfn(x0)

 (44)

and Dr
k, r = 0, . . . k, k = 0, . . . l, is given by (10).



114 В. Г. ЗАХАРОВ

And formulate an analog of matrix (19) (see also (11))˜̆
Dlf(x0) :=

[
D̆0f(x0) D̆1f(x0) . . . D̆lf(x0)

]

=


D̆0

0f(x0) D̆0
1f(x0) . . . D̆0

l−1f(x0) D̆0
l f(x0)

0 D̆1
1f(x0) . . . D̆1

l−1f(x0) D̆1
l f(x0)

...
... . . . ...

...
0 0 . . . D̆l−1

l−1f(x0) D̆l−1
l f(x0)

0 0 . . . 0 D̆l
lf(x0)

 . (45)

Remark A.1. Obviously, the matrices D̃lf(x0),
˜̆
Dlf(x0) have the same null-space.

Proof of Theorem 3.10. Suppose a polynomial p ∈ Vl−1. Then there exists a vector
v ∈ ker

˜̆
Dl−1f(x0) such that p =

[
P̃l−1

]
v. Obviously,

p ∈ Π≤l−1. (46)

Matrix (45) can be presented as a block matrix

˜̆
DlP (x0) :=


D̆0

lP (x0)˜̆
Dl−1P (x0)

...
D̆l−1

l P (x0)

0 . . . 0 D̆l
lP (x0)

 , (47)

where the submatrices D̆0
l , . . . , D̆

l
l are given by (44). Introduce an auxiliary column

vector as follows

v♯ :=


v

d
(l
)


0
...
0

 (48)

Then, using block form (47) of matrix ˜̆DlP (x0), we get v♯ ∈ ker D̃lP (x0). Since
p =

[
P̃l

]
v♯, it follows that p ∈ Vl; and, by (46), we obtain p ∈ Π≤l−1 ∩ Vl. Thus we

have Vl−1 ⊆ Π≤l−1 ∩ Vl.
Contrary. Suppose a polynomial p ∈ Π≤l−1 ∩ Vl. Since p ∈ Π≤l−1, it follows that

the polynomial can be presented as follows p =
[
P̃l

]
v♯, where v♯ is given by (48).

Since v♯ ∈ ker D̃lP (x0) and, arguing as above; v ∈ ker D̃l−1P (x0). Thus p ∈ Vl−1;
i. e., we have Vl−1 ⊇ Π≤l−1 ∩ Vl.

This concludes the proof. □
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Введение. Летательные аппараты не могут эффективно эксплуатировать-
ся без лакокрасочных покрытий (ЛКП), так как их поверхность подвергается
сложному воздействию многих факторов: широкий диапазон температурных
перепадов воздушной атмосферы, интенсивная солнечная радиация, повышен-
ная доля ультрафиолета и высокая концентрация озона на больших высотах,
эрозийный износ, воздействие горючесмазочных веществ, гидрожидкостей и
многое другое [1]. Таким образом, главной функцией ЛКП является защита
металлических сплавов, образующих всю конструкцию самолетов. Однако, в
процессе эксплуатации воздушных судов неизбежно возникает задача контро-
лируемого удаления ЛКП с их обшивки. Регламентируются такие процедуры
инструкциями разработчиков, изготовителями оборудования, отраслевыми цен-
трами и основаны на использовании опасных химических или абразивных ма-
териалов [2], [3], [4]. В качестве химических веществ в таких процессах исполь-
зуются летучие органические соединения [2], [3], что приводит к образованию
большого количеству опасных отходов, подлежащих высокозатратной утилиза-
ции. В настоящее время лазерная очистка рассматривается как более эффек-
тивная и экологически безопасная технологическая операция [5].

В современной промышленности наиболее востребованными и эффективны-
ми являются волоконные лазеры [6], [7], [8]. Это связано с их небольшими га-
баритами, удобством в эксплуатации и возможностью проникания в сложно
доступные места [9]. Кроме того, волоконные лазеры нового поколения харак-
теризуются высоким качеством оптического излучения, высокой мощностью и
скоростью сканирования по обрабатываемой поверхности [10].

В основе механизмов лазерной очистки лежат физико-химические процессы
лазерного нагревания, испарения и абляции материала с образованием плазмы,
а также быстрое тепловое расширение и возникновение ударных волн. Таким
образом, для очистки представляет интерес весь спектр процессов взаимодей-
ствия лазерного излучения с веществом, в том числе и в жидкой среде, где
процессы удаления загрязнений идут гораздо более эффективно при меньших
мощностях излучения [11].

Отметим, что лазерное селективное удаление ЛКП является не кинетическим
энергетическим процессом. Высокий уровень поглощения энергии происходит
на поверхности материала покрытия и приводит к его разложению и удалению.
Приложенная энергия в основном поглощается и используется для разложе-
ния краски, что в свою очередь должно привести к минимальному увеличению
температуры основы покрытия. При этом происходит полное, селективное (по-
слойное) удаление ЛКП с поверхности металла вплоть до основного материала.
При удалении выбранных участков лазерные импульсы должны быть точно
направлены и контролироваться. При этом количество импульсов на пятно яв-
ляется решающим [12], [13]. С каждым импульсом тонкий слой удаляется. Ла-
зер может удалить выбранные слои краски слой за слоем. Данный результат
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достигается при правильно подобранном режиме обработки за счет использова-
ния специального программного обеспечения, мощности лазерного излучения и
подходящей оптической линзы.

В настоящей работе, для учета множества различных факторов, влияющих
на ход технологического процесса лазерной очистки ЛКП с поверхности образ-
ца [14], изготовленного из элемента крыла самолета КБ Сухого, исследуются
температурные поля в зоне ЛИ при селективном удалении тонкого слоя краски
иттербиевым волоконным лазером YLR-150/1500-QCW-MM-AC [13], [14], [15],
[16]. Образцы из обшивки планера самолета [14] изготовлены из алюминиевого
сплава толщиной 1 мм и имеют покрытие из материалов: анодный слой (22.67
мкм); грунт (30.09 мкм); краска серо-голубая (1240 мкм). Проведенные теоре-
тические исследования и численные расчеты позволили провести практические
испытания и разработать условия, при которых физическое воздействие энер-
гии лазера наносит минимальные повреждения сплавам и композитам образца
в технологии очистки планеров летательных аппаратов.

1. Исследование температурных полей в зоне обработки ЛКП ла-
зерным излучением. Нагревание тела лазерным излучением описывается
дифференциальным уравнением теплопроводности [17], граничное условие на
поверхности задает действие поверхностного источника:

∂T (r, z, t)

∂t
= ∇2T (r, z, t), −k∂T (r, z, t)

∂t

∣∣
z=0

=

{
(1−R)q(r, t), r ≤ r0,

0, r > r0,
(1)

r =
√
x2 + y2 – радиальное расстояние от точки облучаемой поверхности до

оси луча; {x, y, z} – прямоугольные декартовы координаты с началом в центре
пятна ЛИ на поверхности материала; ось z совпадает с осью луча, перпендику-
лярна нагреваемой поверхности и направлена в глубь материала; ∇2 – оператор
Лапласа; t – время; q(r, t) – плотность мощности излучения на поверхности те-
ла; R – коэффициент отражения металла в зоне воздействия ЛИ (1 − R) = A;
(1−R)q(r, t) – поглощенный удельный поток ЛИ.

При моделировании процесса удаления ЛКП с поверхности обшивки ЛА су-
щественную роль играют теплофизические параметры краски и образца из из
алюминиевого сплава (таб. 1).

Таким образом, согласно (1) и исходя из теплофизических характеристик
краски (таб. 1) решение может быть построено согласно [17] при условии

∂T (r, z, t)
∣∣
r=∞ = ∂T (r, z, t)

∣∣
z=∞ = ∂T (r, z, t)

∣∣
t=0

= T0,

q(r) = qmaxe
−r2/r20 , q(t) = const на поверхности r ̸= 0, z = 0 и на глубине

облучаемого материала r ̸= 0, z ̸= 0 соответственно:

T (r, z) = 2A
√
atk−1qmaxe

−r2/r20 + T0, r ̸= 0, z = 0, qmax = P0/

∫ r0

0

2πe−r2/r20rdr,

(2)
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№ Теплофизические Обозна- Краска Образец Единицы
характеристики чение измерения

1 Плотность материала p 2045 2800 кг/м3

2 Теплоемкость c 1730 797 Дж/(кгoС)
3 Теплопроводность k 0.3 140 Вт/(мoС)
4 Температуропроводность a=k/(cp) 8.47973·10−8 6.274·10−5 м2/c
5 Высота (толщина краски) h 2·10−6–6·10−6 1.1·10−3 м

Длина d 0.08 м
Ширина b 0.01 м

6 Начальная температура T0 20 25 oС
7 Температура плавления Tp 660 oС
8 Температура кипения Tk 2500 oС
9 Коэффициент поверх- A 0.6 0.28

ностного поглощения ЛИ

Таблица 1. Теплофизические характеристики краски и образца из алюминиевого спла-
ва

T (r, z) = 2A
√
atk−1qmaxe

−r2/r20erfc[z/(2
√
at)] + T0, r ̸= 0, z ̸= 0. (3)

В (2)-(3) qmax – максимальное значение плотности мощности лазерного воз-
действия по Гауссу, erfc[z/(2

√
at)]– интеграл дополнительной функции инте-

грала вероятности, P0, r0, τ – являются параметрами лазерной обработки таб.
2. Адитивность функций (2)-(3) позволяет определить поле температур при
скоростном сканирования лазерного пучка (ЛП) по поверхности материала с
заданной скоростью сканирования v.

Для заданных параметров (таб. 1) проведена серия численных расчетов. Учи-
тывалось, что при установившемся (v = const) равномерном режиме сканиро-
вания ЛП по поверхности – происходит равномерное перераспределение тем-
ператур и соответственно областей проплавления и испарения краски. В таб.
2 представлены численные расчеты серий 1-4. Расчеты проводились для пере-
менных параметров радиус пятна лазерного излучения r0 и мощности лазерного
излучения P0 (таб. 2), постоянном времени воздействия ЛП (длительность им-
пульса) τ = 5·10−5c и равномерной скорости v = 1.5 м/с. В таб. 2 Th – расчетная
температура на глубине h мериала, Tb – расчетная температура на поверхности
b материала.

На рис. 2 и рис. 1 представлены графические расчеты распределения тем-
пературы вглубь h материала и на его поверхности b соответственно (серия
1, таб. 2) при установившемся и равномерном процессе сканирования ЛП по
поверхности материала.

На рис. 4 и рис. 3 представлены графические расчеты распределения тем-
пературы вглубь h материала и на его поверхности b соответственно (серия 1,
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№ r0, м P0, Вт h, мкм Th,
oС b, мкм Tb,

oС

2 >1000 ≤ 120 >1000
1 0.00005 185 9 200 150 60

13.5 21 ≥210 20
2 >2000 ≤ 120 >1000

2 0.00005 260 10.5 200 140 60
14 21 ≥190 20
2 >2000 ≤ 290 >2000

3 0.00015 185 8.7 200 310 200
12 20 ≥590 20
5 >2000 ≤ 270 >2000

4 0.00015 260 8.5 200 300 200
12 21 ≥ 530 20

Таблица 2. Численные расчеты при заданных параметрах лазерной обработки r0 и P0

Рис. 1. Распределение температуры на поверхности b
материала, при установившемся и равномерном процессе

сканирования ЛП по поверхности материала

Рис. 2. Распределение температуры вглубь h материала, при
установившемся и равномерном процессе сканирования ЛП по

поверхности материала

таб. 2) при не установившемся и не равномерном процессе сканирования ЛП по
поверхности материала.

Исследуемый материал красок является внешним защитным покрытием для
конструкций. Величина теплопроводности краски мала и даже тонкий ее слой
порядка 20 мкм на поверхности конструкции будет обладать достаточным теп-
ловым сопротивлением, что и демонстрируют представленные расчеты.

Полученные численные результаты показали, не смотря на то, что темпера-
тура на глубине 2 мкм выше 2000oС, на глубине 10 мкм температура составляет
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Рис. 3. Распределение температуры на поверхности b
материала, при не установившемся и не равномерном процессе

сканирования ЛП по поверхности материала

Рис. 4. Распределение температуры вглубь h материала, при
не установившемся и не равномерном процессе сканирования

ЛП по поверхности материала

порядка 200oС, в то время как на глубине 15 мкм температура не превосходит
20oС. Так же, согласно проведенным расчетам, температура на поверхности
материала в окрестности 0.5 мм от радиуса пятна лазерного излучения не пре-
вышает 20oС, в то время как внутри лазерного пятна температура выше 2000oС.
Таким образом, выбранный режим обработки лазерным воздействием, может
быть безопасным для всей конструкции. Однако, при лазерной обработке мно-
гослойных материалов, необходим расчет температурного поля в каждом слое,
так как теплофизические свойства и поглощательные способности контакти-
рующих материалов не равны и изменяются скачком на границе прилегания
слоев, что может приводить к смещению максимума температур от поверхно-
сти в глубь многослойного материала и перераспределению температур в зоне
контакта, а, следовательно, и к перегреву одного из слоев конструкции [18], [19].
Более того, не смотря на многослойное нанесение красок, слои могут быть не
равномерными и при их очистки в области лазерной абляции могут возникать
области не покрытые краской - это области конструкционного алюминиевого
сплава [19]. С этой целью было предложено провести расчеты, представленные
ниже.

2. Распространение тепла в образце из алюминиевого сплава под
воздействием лазерного излучения. Расчет распределения поля темпера-
тур в обрабатываемом образце из алюминиевого сплава был выполнен с исполь-
зованием метода конечных элементов системы ANSYS [20]. С использованием
анализа Transient Thermal построено движение ЛП по поверхности с заданной
скоростью v. Модельные соотношения (1) описывают поведение среды в темпе-
ратурном анализе. Для задания граничных условий в области падения ЛП:
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T (x, y, t)|z=0 =

{
AP0

πr20(1−e−r0 )
e−(x2+(y−vyt−y0)2)/(x2

0+y20), x2 + (y − vyt− y0)
2 ≤ r20

0, x2 + (y − vyt− y0)
2 > r20

,

(4)
На нижней границе обрабатываемого образца задается конвективный тепло-

обмен со средой. Расчеты проведены в рамках модели изотропной теплопро-
водности с параметрами материала таб. 1 и заданных r0=0.0001 м , P0=185
W. Результаты численного решения представлены на рис. 5 и рис. 6 в виде
распределения температурных полей на образце. На рис 5. представлено рас-
пределение температур в начале движения ЛП по поверхности образца, на рис.
6 - в конце движения ЛП по поверхности образца.

Рис 5. Распределение температур в
образце из алюминиевого сплава в

начале движения ЛП по поверхности
образца

Рис 6. Распределение температур в
образце из алюминиевого сплава в

конце движения ЛП по поверхности
образца

Рис 7. Распределение температур в образце из алюминиевого сплава в
процессе 1 и 5 проходов ЛП по обрабатываемой поверхности
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Для оценки возможного возникновения температурных деформаций, было
рассчитано, на сколько градусов нагреется материал и за сколько проходов.
Для увеличения точности численного решения в области движения ЛП была
задана частая сетка. Пятно лазера возвращали в начало, смещали от первона-
чальной линии прохода на величину радиуса и начинали следующий проход.
Распределение температур в образце из алюминиевого сплава в процессе 1 и 5
проходов ЛП по обрабатываемой поверхности представлены на рис. 7.

Согласно проведенным расчетом установлено, что значительный прогрев ме-
талла осуществляется только в малой окрестности падения ЛП в глубину на
несколько микрон, причем на малый промежуток времени. В случае большо-
го числа проходов ЛП, из расчетов следует, что максимальная температура
в пятне практически не изменяется. Согласно проведенным вычислениям при
выбранных параметрах процесса, средняя температура в процессе длительной
обработки с несколькими проходами ЛП последовательно смещающегося от
предыдущего прохода, растет незначительно, что не должно привести к воз-
никновению температурных деформаций.

Таким образом, из проведенного вычислительного эксперимента следует, что
при выбранных параметрах воздействия, длительность обработки не приводит
к значительному повышению средней температуры образца до величин, способ-
ных вызывать нежелательные эффекты, такие как пластические деформации.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ. Выполнены численные расчеты процессов взаимо-
действия лазерного излучения с указанным лакокрасочным покрытием. Полу-
ченные результаты свидетельствуют о том, что расчетные параметры лазерного
излучения не должны оказывать существенного воздействия на материал осно-
вы алюминиевого сплава толщиной 1 мм. Результаты моделирования процесса
распространения тепла в металлическом образце под воздействием лазерного
излучения показали, что при расчетных параметрах воздействия лазера на ме-
таллическую поверхность длительность обработки не приводит к значительно-
му повышению средней температуры образца до величин, способных вызывать
пластические деформации.

Полученные результаты нашли свое отражение в технологии очистки плане-
ров летательных аппаратов.
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1. Введение. Модели микрополярных континуумов основаны на поняти-
ях спинорных и трансляционных перемещений, определяющих движение эле-
мента деформируемой среды. Указанный способ моделирования микрополяр-
ного тела впервые был описан в работе братьев Коссера [1]. Последующие мно-
гочисленные работы по микрополярной упругости появились только через 50
лет. Среди них следует отдельно отметить работы отечественных исследовате-
лей [2,3], а также работы немецких авторов [4–7]. Векторы спинорных и транс-
ляционных перемещений могут быть введены в теорию способами известными
в теоретической механике как теоремы Шаля о поворотах твердого тела. В
известных авторам публикациях построение микрополярных теорий основыва-
ется на второй теореме Шаля, позволяющая рассматривать векторы спинорных
и трансляционных перемещений как независимые векторные/псевдовекторные
поля.

Математическая модель микрополярного тела фиксируется квадратичной
энергетической формы потенциала напряжений [4, 8–23]. Задание потенциала
для общего анизотропного случая и последующая его редукция сначала к ге-
митропному телу, а затем к изотропному и, в конце концов, к ультраизотроп-
ному телу, позволяет наиболее простым и естественным способом получить за-
мкнутую систему дифференциальных уравнений в частных производных вто-
рого порядка относительно температурного инкремента и перемещений (транс-
ляционных и спинорных). Система уравнений гемитропного микрополярного
термоупругого тела (CGNI)1 формулируется в терминах определяющих посто-
янных (G — модуль сдвига, ν — коэффициент Пуассона, L — характерная на-
но/микродлина2 и т.д.). В указанную систему дифференциальных уравнений
входят следующие «доминирующие» частные производные максимального по-
рядка (в данной случае — второго):

∇ ·∇ , ∇∇· , ∇ · ∂
˙
, ∂

¨

2 . (1)

Некоторые из них включают множитель L2. L — инфинитеземальная величина,
которой в теориях C, CGNI/II/III присваивается первый порядок малости, т.е.
L = o(1). Указанное обстоятельство говорит о гиперсингулярной возмущенно-
сти системы дифференциальных уравнений, формулирующей модель полуизо-
тропного микрополярного термоупругого тела. Что касается теплопередачи в
полуизотропной среде CGNI, то соответствующее уравнение включает слагае-
мое

L2∇ · ∂
˙
ϕ,

1Акроним CGNI соответствует классификации теплопроводящих тел, подробно изложен-
ной в работе [24]. Литера С отсылает к Cosserat & Cosserat [1].

2Характерная микродлина может быть введена в определяющие уравнения моделей C,
CGNI различными способами, один из которых описан в работах Нейбера (см., например, [4]).
Несмотря на очевидный физический смысл указанного определяющего модуля, теории, ис-
пользующие материальные постоянные, приянтые в данной работе, пока не получили долж-
ного распространения в научной литературе.
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где ϕ — спинвектор. Учет этого слагаемого имеет смысл, только если оно бу-
дет конечным по шкале бесконечно малых, привязанной к характерной мик-
ро/нанодлине L, т.е.

L2∇ · ∂
˙
ϕ = O(1),

т.е. расходимость скоростей микроповоротов достаточно велика. Тем самым
предлагается новый подход к моделирования C, CGNI тел.

Важным классом задач в теориях волновой термомеханики микрополярных
сред являются задачи распространения плоских гармонических волн в термо-
упругих средах. Этот класс задач подготавливает к идентификации полуизо-
тропных микрополярных тел. Волновым задачам термомеханики микрополяр-
ных континуумов посвящена обширная литература [8, 17–23,25–28]. Тем не ме-
нее следует отметить, что некоторые проблемы, существенные как для теории,
так и для прикладных вопросов, до сих пор остаются не исследованными. В
первую очередь это касается вопросов ориентации в пространстве (поляриза-
ций) для плоских гармонических волн, что препятствует применению теории
микрополярной термоупругости в экспериментах и не позволяет говорить о за-
вершенности рассматриваемых исследований. Следует отдельно отметить, что
предмет настоящей работы, связанный с распространением гармонических волн
в ультраизотропной среде, никогда ранее не исследовался. Изложение матери-
ала настоящей статьи в значительной степени использует терминологию, обо-
значения, методы и результаты, изложенные в предыдущих статьях [9–23].

2. Распространение плоских связанных гармонических волн в уль-
траизотропном термоупругом микрополярном теле. Связанная система
уравнений ультрагемитропной микрополярной термоупругости может быть за-
писана векторной форме [29]:



1− ν

1− 2ν
∇∇ · u−∇× ϕ− α

∗

1 + ν

1− 2ν
∇θ =

1

2
ρG−1∂

¨

2u,

L2(1 + c3)∇∇ · ϕ+ 2(ϕ− 1

2
∇× u) =

1

2
ρIG−1∂

¨

2ϕ,

∇ ·∇θ−Cλ−1∂·θ−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇ · (∂

˙
u) = 0,

(2)

где выполнена замена Cθ−1
0 −→ C, λθ−1

0 −→ λ.
Система дифференциальных уравнений в частных производных (2), записан-

ная в терминах вектора трансляционных перемещений u, вектора спинорных
перемещений ϕ и температурного инкремента θ служит основой для исследова-
ния сильных и слабых разрывов в микрополярной гемитропной среде, а также
волновых процессов, которые в рассматриваемом случае характеризуются од-
новременным распространением прямых и зеркальных мод.
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Рассмотрим задачу о распространении связанной гармонической плоской вол-
ны с частотой ω. В этом случае поля температурного инкремента, трансляци-
онных и спинорных перемещений можно представить в форме

u = AΦ, ϕ = SΦ, θ = BΦ, Φ = ei arg Φ, arg Φ = k · r− ωt, (3)

где k — волновой вектор; r — радиус вектор; ω— циклическая частота гар-
монической волны; A, S— векторы комплексных амплитуд трансляционных и
спинорных перемещений соответственно; B — (комплексная) амплитуда темпе-
ратурного инкремента; Φ — фазовый множитель; arg Φ — фаза плоской волны.
Уравнение arg Φ = const задает фазовые плоскости. При этом, для существова-
ния связанной термоупругой волны необходимо выполнение следующего усло-
вия

B ̸= 0. (4)

Отметим, что k = ks, где k — комплексное число, s — вещественный единич-
ный вектор.

После подставновки (3) в систему уравнений (2), связывающую волновой век-
тор k, циклическую частоту ω, векторы поляризации плоской волны A, S и
амплитуду B, получим:

ρG−1ω2A− 2(1− ν)(1− 2ν)−1)k(k ·A)−
− 2ik× S− 2α

∗
(1 + ν)(1− 2ν)−1)ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2]S− 2(1 + c3)k(k · S)− 2L−2ik×A = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ω(k ·A) = 0.

(5)

Представим векторы комплексных амплитуд трансляционных (A) и спинор-
ных (S) перемещений в виде суммы

A = A⊥ + A∥k, S = S⊥ + S∥k, (6)

где векторы A⊥ и S⊥ расположены в плоскости перпендикулярной волновому
вектору k, т.е. в плоскости постоянной фазы arg Φ = const.

Подставив представление (6) в систему (5), получим

[ρG−1ω2](A⊥ + A∥k)− 2(1− ν)(1− 2ν)−1A∥k
2k−

− 2ik× S⊥ − 2α
∗
(1 + ν)(1− 2ν)−1ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2](S⊥ + S∥k)− 2(1 + c3)S∥k
2k− 2L−2ik×A⊥ = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ωA∥k

2 = 0.

(7)

Нетрудно заметить, что система (7) распадается на две независимые системы
уравнений, отдельно для продольных и поперечных волн.
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3. Волновые числа связанной продольной плоской гармонической
волны. Проекции уравнений системы (5) на волновой вектор k представляет
собой замкнутую систему трех линейных однородных уравнений:

(
ω2 − 2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
k2
)
A∥ − 2α

∗

G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
iB = 0,

[ω2 + 4(ρI)−1G− 2(1 + c3)(ρI)
−1GL2k2]S∥ = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
ωA∥k

2 = 0.

(8)

Для существования нетривиального решения алгебраической системы (8)
необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был равен нулю, т.е.∣∣∣∣∣∣

ω2 − [V∥]
2k2 0 −ia2

0 ω2 + Ω− [V µµ
∥ ]2k2 0

−a4ωk2 0 ia6ω − k2

∣∣∣∣∣∣ = 0, (9)

где

[V∥]
2 =

2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
, [V µµ

∥ ]2 =
2GL2(1 + c3)

ρI
, a2 = 2α

∗

G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
,

ρIΩ = 4G, λa4 = 2Gα
∗

1 + ν

1− 2ν
, λa6 = C.

(10)

Отметим, что уравнение (9) совпадает по форме (но не полностью идентично)
с аналогичным для изотропного термоупругого тела [17].

Алгебраическое уравнение (9) представляет собой бикубическое уравнение
относительно, подлежащего определению, волнового числа k:

Q6k
6 +Q4k

4 +Q2k
2 +Q0 = 0, (11)

где использованы следующие обозначения
Q6 = a21I− [V∥V

µµ
∥ ]2, Q0 = ia6ω

3(ω2 + Ω),

Q4 =
(
[V∥]

2 + [V µµ
∥ ]2

)
ω2 + [V∥]

2Ω− i(a6Q6 + a2a4[V
µµ
∥ ]2)ω,

Q2 = − ω2Ω− ω4 + i[a2a4 − a6([V∥]
2 + [V µµ

∥ ]2)]ω3−
− i(a6[V∥]

2 − a2a4)ωΩ.

(12)

Корни уравнения (11) будут иметь вид

k1,2,3 =

√
Y1,2,3 −

Q4

3Q6

,

k4 = −k1, k5 = −k2, k6 = −k3.
(13)

где

Y1 = a+ b, Y2,3 = −1

2
(a+ b)± i

√
3

2
(a− b), (14)

a = 3

√
−q
2
+
√

D1, b = 3

√
−q
2
−
√

D1, D1 =
q2

4
+
p3

27
.
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p =
2Q6Q2 −Q2

4

Q2
6

, q =
2Q3

4 − 9Q6Q4Q2 + 27Q2
6Q0

27Q3
6

. (15)

Достаточно выбрать одно из значений квадратного корня
√
D1, а для каж-

дого из трех значений величины a необходимо подбирать такое значение b, для
которого выполняется условие

ab = −p/3.

Значения волновых чисел (13), полученные при исследовании бикубическо-
го (11) уравнения, можно впоследствии использовать при отделении однознач-
ных ветвей многозначных квадратных и кубических радикалов на комплексной
плоскости k = Rek + iImk (Re k > 0).

4. Волновые числа холодной атермической поперечной плоской
гармонической волны. Рассмотрим проекции системы линейных уравнений
(7) ортогональные направления в фазовой плоскости arg Φ = const. Введем в
рассмотрение два единичных взаимно ортогональных вектора ı и ȷ, располо-
женных в фазовой плоскости. Тогда векторы A⊥ и S⊥ можно представить в
форме

A⊥ = A
1
⊥ı+ A

2
⊥ȷ, S⊥ = S

1
⊥ı+ S

2
⊥ȷ. (16)

Проекции системы линейных уравнений (7) на орты ı и ȷ примут вид

ω2A
1
⊥ + 2iρ−1GkS

2
⊥ = 0,

ω2A
2
⊥ − 2iρ−1GkS

1
⊥ = 0,

[Iω2+4ρ−1G]S
1
⊥ + 2iρ−1GkA

2
⊥ = 0,

[Iω2+4ρ−1G]S
2
⊥ − 2iρ−1GkA

1
⊥ = 0.

(17)

Для существования нетривиального решения системы линейных однородных
уравнений (17) необходимо и достаточно, чтобы следующий определитель был
равен нулю, т.е.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ω2 0 0 ia8k
0 ω2 −ia8k 0
0 ia8k ω2I+ 2a8 0

−ia8k 0 0 ω2I+ 2a8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (18)

где введены обозначения:
a8ρ = 2G. (19)

Отметим, что в отличие от аналогичного уравнения для полуизотропно-
го и изотропного CGNI тел волновые числа k не входят в элементы глав-
ной диагонали A. Кроме того, видно, что характерные определяющие числа
[V µ

⊥ ]
2 = G(1 + c1)ρ

−1 и [V µµ
⊥ ]2 = G(1 + c2)(ρI)

−1, равны нулю для ультраизо-
тропного тела.
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Волновые числа поперечных волн вещественны Im k = 0, что физически оче-
видно для атермических волн, т.е. связано с “атермичностью” поперечной вол-
ны и c отсутствуем потери энергии при ее распространении и элиминированием
термической составляющей. В этом случае транспонированная матрица (18)
комплексно–сопряжена исходной, т.е. является Эрмитовой.

Алгебраическое уравнение (18) представляет собой биквадратное уравнение
относительно квадрата волнового числа k:

a48k
4 − 4a38Ik

2ω2 + 4a28I
2ω4 − 2a28Ik

2ω4 + 4a8I
2ω6 + I2ω8 = 0 (20)

или
(a28k

2 − 2a8ω
2 − Iω4)2 = 0. (21)

Вещественные корни уравнения вычисляются согласно соотношениям:

a8k1,2,3,4 = ±ω
√

Iω2 + 2a8. (22)
Откуда следует, что имеется кратный вещественный корень

a8k1 = a8k2 = ω
√

Iω2 + 2a8, (23)
являющийся нормальным волновым числом.

Отметим, что волновое число (23) будет всегда вещественным, т.к.:

a8 = 2Gρ−1 > 0. (24)

5. Заключение. В настоящей работе рассматриваются вопросы распро-
странения плоских гармонических связанных волн температурного инкремента,
трансляционных и спинорных перемещений в ультраизотропном термоупругом
микрополярном CGNI теле. Ультраизотропная модель трактуется как резуль-
тат двукратно приведенной модели полуизотропного тела.

(1) Получена связанная система дифференциальных уравнений с частными
производными в терминах вектора трансляционных перемещений, век-
тора спинорных перемещений и температурного инкремента для микро-
полярного ультраизотропного тела.

(2) Проанализированы порядки членов в дифференциальных уравнениях с
частными производными связанной микрополярной термоупругости по
шкале бесконечно малых привязанной к характерной микро/нанодлине.

(3) Найдены и проанализированы алгебраические уравнения для волновых
чисел продольных (бикубическое уравнение) и поперечных связанных
волн (биквадратное уравнение). Волны последнего типа — холодные
атермические, никак не связанные с тепловыделением.

(4) Волновые числа продольных гармонических волн оказываются ком-
плексными, в силу производства энтропии при распространении тепла.

(5) Вычислены волновые числа поперечных гармонических волн, которые
оказываются вещественными. Найдено двукратное нормальное волновое
число поперечных волн.
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VI+226 p.

[2] Aero E. L., Kuvshinskii E. V. Fundamental equations of the theory of elastic media with
rotationally interacting particles // Soviet Physics-Solid State. 1961. Vol. 2, no. 7. P. 1272–
1281.

[3] Pal’mov V. A. Fundamental equations of the theory of asymmetric elasticity // Journal of
Applied Mathematics and Mechanics. 1964. Vol. 28, no. 3. P. 496–505.
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1. Введение и предварительные сведения В современной инженерной
практике все большее применение находят конструкционные метаматериалы и
биокомпозиты, обладающие сложной микроструктурой [1–3]. Микро- и нано-
структурные состояния таких материалов зачастую реагируют на изменение
ориентации координатного базиса трехмерного пространства. Математическое
моделирование указанных метаматериалов требует привлечения аппарата мик-
рополярной термомеханики [4–8].

Линейное анизотропное микрополярное тело, характеризующееся 171 опре-
деляющими постоянными, может быть редуцировано с помощью специальных
координатных представлений [9–12] к гемитропному, а затем к ультрагемитроп-
ному и, окончательно, к ультраизотропному.

В настоящей работе метод матричного представления Ная [13–21] применяет-
ся к асимметричным тензорам четвертого, для последующего построения фигур
Ная для асимметричных моделей гемитропного, ультрагемитропного и ультра-
изотропного микрополярного упругого тела.

Изложение настоящей статьи базируется на результатах, терминологии и по-
нятиях предыдущих публикаций [22–36].

2. Микрополярный упругий потенциал силовых и моментных
напряжений. Рассмотрим трехмерное Евклидово пространство с заданной
в нем декартовой прямоугольной системой координат xi. Зададим микрополяр-
ный упругий потенциал U , рассчитанный на единицу инвариантного элемента
объема dτ , с естественными тензорными асимметричными аргументами в виде

U = U (ϵsm, κsm) , (1)

где ϵsm — асимметричный тензор деформации; κsm — асимметричный тензор
деформации изгиба–кручения. Упругий потенциал в случае использования ин-
вариантного элемента объема является абсолютным инвариантом (скаляром),
не зависящим ни от каких преобразований трехмерного пространства.

В случае линейного анизотропного микрополярного упругого тела энергети-
ческая форма в произвольной системе координат можно принять в виде:

2U = H
1
islmϵisϵlm +H

2
islmκisκlm +H

3
islmϵisκlm. (2)

Отметим, что единственным определяющим тензором четвертого ранга компо-
ненты которого оказываются чувствительными к преобразованиям зеркального
отражения и центральной инверсии трехмерного пространства является опре-
деляющий тензор H

3
islm.
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Для определяющих гемитропных тензоров и тензоров координатные пред-
ставления [9] инвариантные относительно группы вращений получаются в фор-
ме [12]

H
1 islm

= a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl ,

H
2
islm = a

2
gisglm + b

2
gilgsm + c

2
gimgsl ,

H
3
islm = a

3
gisglm + b

3
gilgsm + c

3
gimgsl .

(3)

Здесь a
a
, b
a
, c
a
, (a = 1, 2, 3) — девять определяющих скаляров гемитропного микро-

полярного упругого тела. “Метаиндекс” a — нумерует определяющие скаляры.
С точки зрения тензорной алгебры a

a
, b

a
, c

a
, как минимум, являются гемитроп-

ными (гемитропными) инвариантами.
Вычислим компоненты определяющих тензоров (3) в декартовой системе ко-

ординат. Для гемитропного упругого тела ненулевыми компонентами будут:

H
a

1111 = H
a

2222 = H
a

3333 = a
a
+ b

a
+ c

a
,

H
a

1122 = H
a

2211 = H
a

1133 = H
a

3311 = H
a

2233 = H
a

3322 = a
a
,

H
a

1221 = H
a

2112 = H
a

1331 = H
a

3113 = H
a

2332 = H
a

3223 = b
a
,

H
a

1212 = H
a

2121 = H
a

1313 = H
a

3131 = H
a

2323 = H
a

3232 = c
a
.

(4)

Оставшиеся 60 компонент в каждом из определяющих тензоров, не указанные
в (4), будут равны нулю.

Полуизотропное микрополярное тело назовем ультрагемитропным, если ком-
поненты его определяющих тензоров вообще не изменяются ни при каких пре-
образованиях трехмерного Евклидова пространства, т.е. являются тензорами с
постоянными компонентами [10–12]. Учитывая представление для тензоров чет-
вертого ранга с постоянными компонентами [10], определяющие тензоры можно
представить в виде

H
c
islm = a

c
δisδlm + c

c
δimδls (c = 1, 2, 3), (5)

т.е.

b
c
= 0 (c = 1, 2, 3). (6)

Определяющие тензоры ультрагемитропного упругого тела имеют ровно 15
ненулевых компонент:

H
a

1111 = H
a

2222 = H
a

3333 = a
a
+ c

a
,

H
a

1122 = H
a

2211 = H
a

1133 = H
a

3311 = H
a

2233 = H
a

3322 = a
a
,

H
a

1212 = H
a

2121 = H
a

1313 = H
a

3131 = H
a

2323 = H
a

3232 = c
a
.

(7)

Оставшиеся 66 компонент в каждом из определяющих тензоров равны нулю.
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пары тензорных индексов (is, lm) 11 22 33 12 13 23 21 31 32
матричные индексы (K,N) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Таблица 1. Соответствие пар тензорных и матричных индексов.

Изотропное микрополярное упругое тело назовем ультраизотропным, если
компоненты двух его определяющих тензоров вообще не изменяются ни при ка-
ких преобразованиях трехмерного Евклидова пространства, т.е. являются тен-
зорами с постоянными компонентами.

Учитывая представление для тензоров четвертого ранга с постоянными ком-
понентами [10], для определяющих тензоров четвертого ранга имеем

H
c
islm = a

c
δisδlm + c

c
δimδls (c = 1, 2), (8)

или

H
c
islm = a

c
δisδlm − 1

2
c
c
(δilδsm − δimδsl) +

1

2
c
c
(δilδsm + δimδsl) (c = 1, 2). (9)

3. Фигуры Ная для ультрагемитропного и ультраизотропного
тел. Для компактности записи тензорных уравнений иногда выгодно использо-
вать матричные обозначения [13, pp. 113–115], которые позволяют представить
компоненты тензора четвертого ранга элементами матрицы, уменьшив количе-
ство индексов с 4 до 2, а тензоры второго ранга — векторами. Однако, необ-
ходимо помнить, что двухиндексные экстенсивы, соответствующие тензорам
четвертого ранга, не преобразуются по тензорным правилам.

Преобразование определяющих тензоров H
a

islm (a = 1, 2, 3) в (2) к виду дву-
мерных матриц будем производить заменой индексов согласно таблице 1.

Определяющая матрица H
a

KN при учете (3) принимает вид

H
a

KN =



a
a
+ b

a
+ c

a
a
a

a
a

0 0 0 0 0 0

a
a

a
a
+ b

a
+ c

a
a
a

0 0 0 0 0 0

a
a

a
a

a
a
+ b

a
+ c

a
0 0 0 0 0 0

0 0 0 c
a

0 0 b
a

0 0

0 0 0 0 c
a

0 0 b
a

0

0 0 0 0 0 c
a

0 0 b
a

0 0 0 b
a

0 0 c
a

0 0

0 0 0 0 b
a

0 0 c
a

0

0 0 0 0 0 b
a

0 0 c
a



. (10)

Заметим, что матрица H
a

KN симметрична относительно главной диагонали.
Результат построения фигуры Ная для определяющего гемитропного тензора
представлен на рис. 1.
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Рис. 1. Двумерная фигура Ная матрицы определяющего тензора H
a

KN гемитропного
микрополярного упругого тела. ◦ — нулевые компоненты, • — компоненты отличные
от нуля, ⊕ = (H

a
12 + H

a
44 + H

a
47), жирными отрезками и дугами соединены равные

компоненты.

Рис. 2. Двумерная фигура Ная гемитропного микрополярного упругого тела. ◦ —
нулевые компоненты, • — компоненты отличные от нуля, ⊕ = (H

a
12 + H

a
44 + H

a
47),

жирными отрезками и дугами соединены равные компоненты.

Двумерная фигура Ная для гемитропного микрополярного упругого тела мо-
жет быть получена путем объединения элементарных фигур для определяющих
матриц (см. рис. 1). На рис. 2 представлена фигура Ная для определяющих
уравнений гемитропного микрополярного упругого тела. Пересечение жирных
линий на рис. 4 не говорит о связи соответсвующих компонент определяющих
матриц.
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Рис. 3. Двумерная фигура Ная орпеделяющей матрицы H
a

KN ультрагемитропно-
го/ультраизотропного микрополярного упругого тела. ◦ — нулевые компоненты, •
— компоненты отличные от нуля, ⊕ = (H

a
12 + H

a
44 + H

a
47), жирными отрезками и

дугами соединены равные компоненты.

Определяющая ультрагемитропная/ультраизотропная матрица H
a

KN при
учете (3) принимает вид

H
a

KN =



a
a
+ c

a
a
a

a
a

0 0 0 0 0 0

a
a

a
a
+ c

a
a
a

0 0 0 0 0 0

a
a

a
a

a
a
+ c

a
0 0 0 0 0 0

0 0 0 c
a

0 0 0 0 0

0 0 0 0 c
a

0 0 0 0

0 0 0 0 0 c
a

0 0 0

0 0 0 0 0 0 c
a

0 0

0 0 0 0 0 0 0 c
a

0

0 0 0 0 0 0 0 0 c
a



. (11)

Фигура Ная для определяющей ультрагемитропной/ультраизотропной мат-
рицы представлена на рис. 3. Двумерные фигуры Ная для ультрагемитропного
и ультраизотропного микрополярного упругого тела получаются путем объеди-
нения элементарных фигур для определяющих ультрагемитропных и ультраи-
зотропных матриц и показаны на рис. 4 и 5 соответственно.

4. Заключение В работе обсуждаются и строятся двумерные фигуры
Ная, адаптированная к представлению асимметричных определяющих тензо-
ров.

(1) Общая анизотропная форма микрополярного упругого потенциала на-
пряжений редуцируется к гемитропной форме, а затем к ультрагемит-
ропной и, окончательно, к ультраизотропной.
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Рис. 4. Двумерная фигура Ная ультрагемитропного микрополярного упругого тела. ◦
— нулевые компоненты, • — компоненты отличные от нуля, ⊕ = (H

a
12+H

a
44+H

a
47),

жирными отрезками и дугами соединены равные компоненты.

(2) Построены двумерные фигуры Ная для асимметричных определяющих
тензоров и тензоров гемитропного, ультрагемитропного и ультраизо-
тропного упругого микрополярного тела.

(3) Получены фигуры Ная, графически представляющие гемитропное, уль-
трагемитропное и ультраизотропное микрополярное упругое тело и свя-
зями между компонентами асимметричных определяющих тензоров.
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Рис. 5. Двумерная фигура Ная ультраизотропного микрополярного упругого тела. ◦
— нулевые компоненты, • — компоненты отличные от нуля, ⊕ = (H

a
12+H

a
44+H

a
47),

жирными отрезками и дугами соединены равные компоненты.
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