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Введение. При решении прикладных задач теории пластичности одним из
главных вопросов является корректность отражения свойств деформируемого
металла в используемой математической модели, иначе говоря, насколько полно
учитываются термомеханические свойства деформируемой среды при описании
уравнениями состояния. Для описания связи напряжений с малыми деформа-
циями используют постулат изотропии [1, 2], а если пренебречь компонентами
упругой деформации, то для несжимаемой упрочняющейся среды, используя
феноменологические уравнения пластического течения, можно записать:

σij − σδij = 2λξij, ξij = 0, 5(vi,j + vj,i), vi,i = 0, σ =
1

3
σii; (1)

λ =
T

H
, H = (2ξijξij)

1/2 , T = T (H, θ, ε). (2)

В соотношениях (1) и (2) индексы i и j принимают значения 1, 2, 3. По по-
вторяющимся индексам производится суммирование. σij – компоненты тензора
напряжений; ξij – компоненты тензора скоростей пластических деформаций; vi
– проекции скоростей перемещений на координатные оси xi, T = T (H, θ, ε) –
интенсивность касательных напряжений.

Вообще говоря, металлы являются поликристаллическими телами, в которых
главные оси изменяют свои направление при переходе от одного зерна к друго-
му, но от беспорядочности их ориентации тело в целом ведет себя как статисти-
чески изотропное [2, 3]. Уравнения (1) внешне сходны с уравнениями течения
вязкой жидкости при λ = const. В то же время уравнения (1) принципиально
отличаются от уравнений гидродинамики, так как параметр λ в (2) содержит
функцию T = T (H, θ, ε) , определяемую из экспериментальных данных.

1. Учёт анизотропии в определяющих соотношениях . В литерату-
ре, особенно в XX веке, проводилось достаточно много исследований по изуче-
нию деформации различных материалов на экспериментальных установках, в
основном, на простое нагружение: растяжение-сжатие или кручение подготов-
ленных образцов. Это объясняется тем, что результаты испытаний на сложное
нагружение трудно использовать для получения определяющих соотношений.
Используя формулы

Γ = (2εijεij)
1/2, H = (2ξijξij)

1/2, T = (2sijsij)
1/2,

sij = σij − σδij,

где εij, ξij, sij – соответственно компоненты тензоров деформаций, скоростей
деформаций и девиатора тензора напряжений при простом растяжении-сжатии
образцов, получим

ε = Γ/
√
3, , ξ = H/

√
3, σ =

√
3T, (3)

где ε, ξ и σ – соответственно деформации, скорость деформации и напряжения
в экспериментах на простое нагружение. Зная ε, ξ и σ, можно по формулам
(3) перейти к инвариантным характеристикам Γ, H и T . В литературе имеется
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множество данных по экспериментам на простое растяжение-сжатие, но крайне
мало экспериментальных исследований на кручение. По результатам экспери-
ментов в работе [4] построена аналитическая формула

T = τm
Hk

Hk
0 +Hk

, τm =

(
τ0

(
θ0
θ

)2

− τ1

)
√
ε(ε0 − ε1), k = k0

θ

θ0
− k1. (4)

Приведенные здесь параметры τ0, τ1, ε0, k0, k1 даны в работе [4] для 25 ма-
рок стали. Формула (4) справедлива при 900 ◦C ≤ θ ≤ 1200 ◦C, 0 ≤ ε ≤ 0, 6,
0, 05 ≤ ξ ≤ 150 с−1, θ0 = 1000 ◦C, H0 = 1 с−1. При получении формулы (4)
использовалось 1150 экспериментальных значений по работам [5–8]. Оказалось,
что 81% значений отношения Ti/T э

i , где Ti – теоретическое значение интенсив-
ности касательных напряжений, вычисленное по формулам (4), T э

i – соответ-
ствующее экспериментальное значение, вычисленное с помощью формул (3).

Формула (4) отражает поведение (упрочнение) материала при простом
растяжении-сжатии образцов, то есть отражает механические свойства сталей
по нормальному напряжению. В технологических процессах обработки метал-
лов давлением осуществляется сложное нагружение, при котором в деформиру-
емом металле имеют место как нормальные, так и касательные напряжения, ко-
торые характеризуют сдвиговую деформацию металла. По экспериментальным
данным сдвиговая деформация характеризуется гораздо меньшим усилием, чем
деформация при растяжении-сжатии. На рис. 1-4 приведены эксперименталь-
ные данные зарубежных авторов по кручению и растяжению-сжатию образцов
из различных металлов, взятые из работы [8].

На рис. 1, а приведены экспериментальные данные для низкоуглеродистых
сталей при кручении, на рис. 1, б (кривые 2 и 3) – для сталей Ст3, Ст45 при
сжатии . Сжимающие напряжения в образцах при температуре 20 ◦C в 1, 5∇· 2
раза выше, чем при кручении. Ту же картину наблюдаем на рис 2 для других
марок стали. На рис. 3, а показаны кривые упрочнения при кручении образцов
из Ст3, Ст45, на рис. 3, в (кривая 3) – при растяжении Ст3. Также показана
диаграмма деформирования меди при кручении (рис. 3, б) и растяжении (рис.
3, в, кривая 2).

Можно наблюдать значительную разницу в сопротивлении деформации при
кручении и растяжении.

Диаграммы деформирования при кручении и сжатии медных образцов при-
ведены на рис. 4. Видим так же значительную разницу в сопротивлении дефор-
маций, но виды кривых нагружения весьма схожи. Анализ экспериментальных
данных (рис. 1–4) различных авторов на простое нагружение показывает, что
гипотеза «единой кривой» при развитых пластических деформациях не явля-
ется очевидной во всех случаях нагружения.
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а) б)

Рис. 1. Экспериментальные данные для низкоуглеродистых сталей [8]: а) кривые
упрочнения низкоуглеродистой стали (С = 0, 06%) при кручении со скоростью
2, 4 × 10−3 с−1 (штриховые линии) и 0,12 с−1 (сплошные линии) (Schwandt S.); б)
кривые упрочнения при сжатии (θ = 20 ◦C) нормализованных сталей (Buhler Н.,
Meyer Nolkemper Н.): 1 – Мвк6; 2 – С35; 3 – С45; − ε̇ = 0, 25 с−1; −− ε̇ = 1, 6 с−1;
− · − · − ε̇ = 8, 0 с−1; − ◦ − ◦ − ε̇ = 40, 0 с−1.

Предлагается при пластическом течении уравнения состояния записывать в
следующем виде (по повторяющемуся индексу суммирование не производится):

σii − σδij = 2λ1ξii (i = 1, 2, 3),

σij = 2λ2ξij (i ̸= j),
(5)

где λ1 = T1/H, λ2 = T2/H, функции интенсивности касательных напряжений
T1(H, θ, ε) и T2(H, θ, ε) различны. Для проверки достоверности выдвинутой ги-
потезы рассмотрим пример численного решения в задаче об осадке со сдвигом
стального параллелепипеда между двумя параллельными плитами (рис. 5, а).
Используя теорию течения и уравнения (5), запишем систему уравнений в виде:

σij,j = 0; ξij = 0, 5(vi,j + vj,i), vi,i = 0; σii − σδij = 2λ1ξii (i = 1, 2, 3);

σij = 2λ2ξij (i, j = 1, 2, 3; i ̸= j). (6)
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а) б)

Рис. 2. Экспериментальные данные для аустенитных сталей [8]: а) кривые упрочнения
при сжатии закаленной аустенитной стали X8CrNiTil8.10 при температурах (Fritzsch
G., Siegel R.): 1 – 20 °С; 2 – 100 °C; 3 – 200 °С; 4 – 300 °С; 5 – 400 °С; 6 – 500 °С; 7 – 600
°С; 8 – 700 °С; 9 – 800 °С; б) Кривые упрочнения при кручении аустенитной стали 304
со скоростью деформирования 4, 5× 10−3 с−1 (штриховые линии) и 44 с−1 (сплошные
линии) при различных температурах.

Здесь σij – компоненты тензора напряжений; ξij – компоненты тензора скоро-
стей пластических деформаций; σ – гидростатическое давление, vi – проекции
скоростей перемещений на координатные оси xi, i = 1, 2, 3. Граничные условия
задачи имеют вид:

σ21|Si
= σ22|Si

= σ23|Si
= 0 (i = 3, 4); σ33|S6

= 0; σ31|Si
= σ32|Si

= 0 (i = 5, 6);

v1|S1
= 0; v1|S2

= vn; σ12|Si
= −ψiτs

(vск)i
v∗

cos(n1, x1) (i = 1, 2); (7)

σ13|Si
= −ψ∗

i τs
(vск)i
v∗

cos(n1, x1) (i = 1, 2).

В граничных условиях (7) vск – скорость скольжения металла относительно
инструмента деформации, v∗ – нормирующая скорость, τs – предел текучести
при сдвиге, ψi и ψ∗

i – коэффициенты трения на соответствующих поверхностях
скольжения и в соответствующих направлениях, vn – скорость перемещения
плиты по координате x1, vτ – скорость перемещения плиты по координате x2.
По координате x3 перемещения инструмента нет.

Для решения системы уравнений (6) воспользуемся численным методом [4],
широко апробированным при решении разноплановых задач [9–11]. Суть чис-
ленного метода состоит в разбиении исследуемой области на элементы системой
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а) б) в)

Рис. 3. Экспериментальные данные для металлов [8]: а) и б) кривые упрочнения при
кручении (θ = 20 ◦C) сталей СтЗ, Ст45, Р6МЗ, Р12, Р18, меди и латуни ЛC59-1: I – по
методу Людвика; II – по методу двух образцов; III – по методу средних значений; в)
Кривые упрочнения при растяжении (θ = 20 ◦C) отожженных алюминия (1 ), меди (2 ),
горячекатаных сталей СтЗ (3 ), Ст35 (4 ), Ст5 (5 ) и ХВГ (6 ) (Дейч А. Ш., Копельман
Л. А., Короткин В. В.)

а) б)

Рис. 4. Экспериментальные данные для меди [8]: а) кривые упрочнения при кручении
(θ = 20 ◦C) (Tiainen Т., Kettunen Р. О.) меди Cu 99,99% диаметром зерна 0,021 мм
(4 ); 0,161 мм (5 ), 0,909 мм (6 ); б) кривые упрочнения при сжатии(θ = 20 ◦C) меди Cu
99,99% с различными скоростями (Ohyane М., Takashima F., Osakada К.): (1 ) – 18,7
м/с; (2 ) – 13,1 м/с; (3 ) – 7,5 м/с; (4 ) – 0,09 м/с.

ортогональных поверхностей. Для каждого элемента в разностном виде записы-
вается сформированная система уравнений, которая решается с учетом гранич-
ных условий (7) и разработанных численных схем и алгоритмов по составлен-
ным программам. Результат решения – напряжения и скорости перемещений
по граням элементов.
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Рис. 5. Расчетная схема задачи об осадке параллелепипеда

2. Постановка и результаты решения задачи . Рассмотрим заготовку
из Ст3 в виде прямоугольного параллелепипеда с размерами h = 6 мм, b =
10 мм, 2c = 20 мм (рис. 5), которая осаживается между двумя шероховатыми
плитами при температуре 1000◦C. Нижняя плита неподвижна; верхняя плита
перемещается вниз со скоростью vn = 5 мм/с и вправо со скоростью vτ = 2 мм/с.

Для этой стали по работе [4] при ε = 0, 2 и θ = 1000◦C имеем ε = 0, 2 и
τm = 8, 45 кг/мм2, k = 0, 42. Тогда

T1 = 8, 45
H0,42

1 +H0,42
. (8)

Ужесточим расчет, полагая, что
T2 = 0, 5T1. (9)

На рис. 6 показаны результаты расчетов. В сечениях (согласно рис. 5) пред-
ставлены эпюры скоростей перемещений и напряжений. Сплошными линиями
показаны эпюры при T2 = T1, пунктирными – эпюры по (8). Качественно эпюры
по «единой кривой» и по (9) одинаковы, а количественно разница составляет
5÷7%.
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Рис. 6. Распределение параметров напряженно-деформированного состояния в дефор-
мируемом параллелепипеде
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Выводы.
(1) Проведена оценка гипотезы «единой кривой» по экспериментальным

данным на простое нагружение (растяжение-сжатие, кручение) для раз-
витой пластической деформации металлов при различных температу-
рах. Показано довольно большое различие по сопротивлению деформа-
циям при нагружении на сжатие-растяжение и кручение.

(2) Решение задачи по деформации заготовки в виде сжатия со сдвигом на
реальном материале показало, что гипотеза «единой кривой» работает
и при развитых пластических деформациях.
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Аннотация. Представляется актуальной возможность восстанавливать сплошность метал-
лов и сплавов, залечивая трещины в них с помощью сильных импульсных электромагнитных
полей. Это позволяет увеличить надёжность и продлить срок службы материалов и изделий
из них. Хотя электроимпульсное воздействие и имеет большое практическое значение, до сих
пор не создан метод, который позволил бы залечить наибольший объем (длину) дефекта.
Особенно сложно залечивать длинные макротрещины в тонких пластинах путём сварки их
краёв с помощью электроимпульсного воздействия. Цель данной работы — изучить возмож-
ность подбора режима электроимпульсного воздействия для решения этой задачи. Описан
метод, который позволяет залечивать длинные макротрещины в плоских образцах. Он пред-
ставляет собой многоэтапную электроимпульсную обработку. Благодаря этому методу уда-
лось залечить значительную часть длинной усталостной макротрещины в стальной пластины.
Исследования микроструктуры образцов, которые проводились в поперечных сечениях, под-
твердили механизм залечивания. Он заключается в сваривании краёв трещины с помощью
расплавленного материала. Чтобы это произошло, во время импульса в вершине трещины
были одновременно созданы значительные сжимающие напряжения и высокая температура,
которая привела к плавлению стали. Эксперименты выявили существенные различия в про-
цессах залечивания по длине макротрещины и по глубине. Тем не менее, качество залечива-
ния улучшалось с увеличением расстояния от поверхности пластины. В области залечивания
вдоль краёв трещины можно наблюдать вытянутые зёрна и центральную зону с равноосными
зёрнами. Это отражает процесс остывания расплавленной области образца под воздействием
импульса тока.

Ключевые слова: электроимпульсное воздействие, трещина, сталь
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Abstract. It seems relevant to restore the continuity of metals and alloys by healing cracks in them
with the help of strong pulses of electromagnetic field. This allows you to increase the reliability
and extend the service life of materials and products made from them. Although the electric pulse
effect is of great practical importance, a method has not yet been developed that would allow
healing the largest volume (length) of the defect. It is especially difficult to heal long macro cracks
in thin plates by welding their edges using electric pulse action. The purpose of this work is to
study the possibility of selecting an electric pulse mode to solve this problem. A method is described
that makes it possible to heal long microcracks in flat samples. It is a multi-stage electric pulse
treatment. Thanks to this method, it was possible to heal a significant part of the long fatigue
macrofracture in the steel plate. Studies of the microstructure of the samples, which were carried
out in cross sections, confirmed the healing mechanism. It consists in welding the edges of the
crack using molten material. In order for this to happen, the significant compressive stresses and
high temperatures were simultaneously created at the crack tip during the pulse, which led to
the melting of the steel. Experiments have revealed significant differences in the healing processes
along the length of the macrofracture and in depth. However, the healing quality improved with
increasing distance from the plate surface. In the healing area, elongated grains and a central zone
with equiaxed grains can be observed along the edges of the crack.
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Введение. Износ конструкционных материалов часто является результа-
том воздействия внешних факторов, которые могут привести к образованию
микро-, мезо- и макротрещин, что в конечном итоге приводит к разрушению
[1–3]. Такие разрушения могут иметь серьезные последствия, включая аварии
и значительные материальные потери. Разработка методов залечивания тре-
щин потенциально может повысить надежность и продлить срок службы кон-
струкционных материалов и изделий из них. Изучение процесса залечивания
дефектов в материалах представляет значительный интерес для исследовате-
лей [4,5]. Понимание механизмов залечивания, очевидно, будет способствовать
разработке оптимальных практических методов их залечивания. В этой обла-
сти проведен ряд исследований, в частности, в отношении залечивания трещин
в биоматериалах, полимерах и керамических материалах [6,7], где использова-
лись различные методы, включая нанесение плазменного покрытия [8,9]. Тем не
менее, устранение трещин в металлических материалах является значительно
более трудоемким процессом, чем в других материалах, из-за высокой прочно-
сти металлических связей и низкой скорости диффузии атомов в металлах [10].

В настоящее время наиболее распространенным методами устранения мик-
ротрещин в металлах и сплавах является термическая и термомеханическая
обработка [11]. Однако эти методы имеют существенный недостаток, заключа-
ющийся в том, что они приводят к ухудшению механических свойств металла,
что связано с ростом зерен и другими эффектами, возникающими при повы-
шенных температурах [12,13]. Кроме того данные методы очень трудо- и энерго-
затратны и позволяют залечить только микроскопические трещины [14].

Альтернативой термической и термомеханической обработке является мето-
ды воздействие на материал постоянным или импульсным электрическим то-
ком. Если действие постоянного тока зачастую эквивалентно классической тер-
мообработке (отжигу), то воздействие на металлы и сплавы короткими интен-
сивными импульсами электрического тока улучшает их пластические и вяз-
костные характеристики, повышает их коррозионную стойкость и одновременно
приводит к устранению (залечиванию) дефектов в материалах [15–18]. Уверен-
ный рост интереса к использованию сильных импульсных электромагнитных
полей в качестве средства (залечивания) как макротрещин, так и распреде-
ленных микродефектов в металлических материалах наблюдается в последнее
время [5, 15,19–28].

В общем случае, механизм залечивания дефектов в металлах основан на яв-
лении концентрации электрического поля в вершинах дефектов в проводящих
материалах, индуцировании электромагнитным полем тока высокой плотности
в вершинах дефектов, рассеивании электромагнитной энергии в тепло в мате-
риале, локальном быстром повышении его температуры, температурном рас-
ширении материала в окрестности вершины, возникновении механических на-
пряжений в вершине сжимающих берега трещины, плавлении, испарении (при
определенных условиях) материала в вершине трещины, и как следствии, свар-
ке берегов макротрещин.
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Однако окончательный консенсус исследователей с этим механизмом еще
предстоит достичь. В литературе [5,19,20,29,30] можно встретить разные мне-
ния относительно механизмов сварки макротрещин в плоских образцах. На-
чиная от возникновения в вершине трещины низкотемпературной плазмы и
перемещений атомов сплава и до некой «энергизации» (диффузии/плавления).
Естественно, что в таких условиях, не сформировалось понимания, как подо-
брать режим сильного электроимпульсного воздействия, который позволял бы
залечить наибольший объем трещины.

Вышеописанный механизм залечивания макротрещин в плоских образцах не
зависит от метода индуцирования электрического тока в материале (контакт-
ного посредством присоединения электродов к образцу [15, 21, 25, 26, 31, 32] или
индукционного посредством возбуждения в проводнике вихревых токов [27,28].
В контактном методе при больших напряжениях всегда имеются существен-
ные потери энергии в неидеальных контактах за счет возникновения дуговых
разрядов. Индукционный метод возбуждения тока сложнее реализовать, он об-
ходится дороже, чем контактный, поэтому применяется реже.

Впервые на возможность залечивания макротрещин в пластинах из черных
и цветных металлов сильными импульсами электрического тока обратили вни-
мание советские исследователи, начав изучать потенциальное использование
этого эффекта со второй половины 1970-х годов [33–35].

В работе [29] был разработан метод злечивания длинных усталостных тре-
щин в пластине из нержавеющей стали с помощью воздействия электрическим
полем. Ток индуцировался в образце с помощью контактных электродов, распо-
ложенных в непосредственной близости друг от друга и от берегов трещины, а
берега (фронт) трещины обрабатывались специальным составом, что облегчало
их сварку. Эксперименты показывают, что такое воздействие на макротрещину
привело к её залечиванию по всей длине путем образования перемычек между
берегами (краями) трещины.

Исследование [5] представляет собой пример успешного залечивания корот-
кой макротрещины усталостного происхождения в полосе из нержавеющей ста-
ли с помощью разработанного авторами двухэтапного режима воздействия им-
пульсами тока. Отметим, что до этого не удавалось достичь такого качества
залечивания усталостной макротрещины по всей её длине. Определение опти-
мальных параметров электроимпульсного воздействия, способного обеспечить
сварку берегов трещины и одновременно предотвратить испарение металла и
образование кратеров (отверстий) в вершинах макротрещин в пластинах, пред-
ставляет собой очень трудоемкую задачу [5]. Образование кратера будет пре-
пятствовать закрытию трещины и сварке её берегов, а в некоторых условиях
может привести к выходу изделия из строя (пример отрицательного результа-
та электроимпульсного воздействия). Это явление было, в частности, рассмот-
рено в [5], где при высокой плотности тока и большом количестве импульсов
в вершине макротрещины формировался высокий температурный градиент с
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большим радиусом нагрева, что приводило к обильному плавлению, испаре-
нию, разупрочнению материала в окрестности вершины трещины и изменению
формы её берегов, что, в свою очередь, не приводило к закрытию трещины и
её сварке.

Основываясь на вышеупомянутых исследованиях, можно сделать вывод о
том, что возможен подбор режимов воздействия импульсным электромагнит-
ным полем, которые приведут к залечиванию макротрещин в металлах и спла-
вах при сохранении целостности микроструктуры в образце и улучшении его
механических характеристик за счет сварки берегов дефекта. При этом важ-
но выбрать оптимальные режим или режимы электроимпульсной обработки
(амплитуды, формы и длительности импульсов тока, их повторяемость (коли-
чество, коэффициент заполнения) и т.д.) для данного материала, чтобы обес-
печить максимальную длину залечивания (заваривания) макротрещины и од-
новременно предотвратить испарение или образование кратеров в пластинах,
препятствующее закрытию трещины и сварке её берегов.

Следует отметить, что помимо режима воздействия электромагнитным по-
лем, на успех залечивания макротрещин в плоских образцах существенное вли-
яние оказывает геометрия трещины и образца, а также способ его закрепле-
ния и способ присоединения электродов (если речь идет о контактном методе).
Особую сложность представляет залечивание длинных макротрещин в тонких
пластинах. Исследованию такого случая посвящена настоящая работа.

Выше сообщалось, что залечивание длинных макротрещин в тонких пласти-
нах представляет особую сложность. Упрощенно данную ситуацию можно объ-
яснить следующим образом.

Длинными трещинами в плоском образце будем считать трещины, длина a
которых больше толщины пластины h, a > h (конечно, при условии что h << W
и L, где W , L – ширина и длина пластины, иначе образцы нельзя считать
плоскими). При этом длину трещины следует считать от края пластины, т.е.
включая вырез.

И наоборот, короткими считаются трещины, для которых a < h.
В первом случае (длинных трещин) можно приближенно считать, что в пла-

стине в окрестности трещины реализуется плоское напряженное состояние. Во
втором случае (коротких трещин) можно приближенно считать, что в полосе
в окрестности трещины реализуется плоское деформированное состояние. Как
сообщалось выше, залечивание макротрещин начинается в вершине, а для зава-
ривания её берегов требуется, чтобы во время прохождения импульса в ней од-
новременно возникали значительные сжимающие напряжения (чтобы сблизить
берега трещины в вершине) и плавление металла в вершине (чтобы сомкну-
тые берега трещины не разошлись после релаксации температуры). Если это
одновременно происходит, тогда будем считать, что за один импульс залечива-
ется (заваривается) небольшой участок трещины ∆a в вершине. Предположим
для простоты, что при каждом повторном импульсе залечивается одинаковый
по длине участок трещины ∆a (что обычно не соответствует экспериментам),
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тогда через N импульсов длина трещины уменьшится до a − N · ∆a, а длина
залечивания соответственно составит a1 = N ·∆a. Таким образом, залечивание
трещины в пластине – это динамический (постепенный) процесс перемещения
новой вершины трещины вдоль её фронта от первоначальной вершины к вы-
резу. Подбор параметров импульса для достижения оптимальной величины ∆a
на каждом этапе залечивания представляется актуальной задачей.

Очевидно, что при одинаковой рассеянной электромагнитной энергии в ма-
териале в случае плоского напряженного состояния сжимающие напряжения в
вершине будут меньше, чем сжимающие напряжения в случае плоского дефор-
мированного. Кроме того, результаты нашего моделирования по воздействия
импульсом тока на длинную трещину в пластине [36] показывают, что плот-
ность тока, нагрев и тепловое расширение внутри пластины (вблизи её средин-
ной плоскости) оказываются выше, чем вблизи её поверхности (численное мо-
делирование проводилось при условии отсутствия теплообмена с окружающей
средой). Поэтому в толстых пластинах (полосах) подобрать нужную плотность
тока оказывается проще и трещина залечивается по глубине z качественнее
(в смысле отсутствия в залеченной области большого количества несплошно-
стей) и быстрее, чем в тонких. По этим же причинам залечивание в среднем
происходит лучше внутри пластины (вблизи её срединной плоскости) нежели
вблизи её поверхности. Авторы полагают, что проведение залечивания по всей
длине короткой трещины в полосе в работе [5] (h/а=5,0/3,32=1,51), объясня-
ется данными причинами. Приведенные в [5] томограммы сечений пластины в
зависмости от глубины z подтверждают, что качество залечивания улучшает-
ся с глубиной и достигает максимума вблизи срединной плоскости пластины.
Чем толще пластина и больше отношение h/а, тем ближе состояние в её вер-
шине к плоской деформации и тем лучше будет залечиваться трещина в толще
пластины.

Заметим, что при рассматриваемых временах воздействия можно обоснован-
но пренебречь конвекцией, но всё же имеет место лучистый теплообмен. Из-за
лучистого теплообмена в приповерхностных слоя материала нагрев происхо-
дит медленнее, а релаксация температуры - быстрее, чем внутри. Это приводит
к большей неоднородности температурного поля по глубине, меньшему тепло-
вому расширению материала вблизи поверхности и, как следствие, меньшим
сжимающим напряжениям в вершине вблизи поверхности, что также может
приводить к ухудшению залечивания (заваривания) берегов трещины в припо-
верхностных слоях.

1. Материал и методика эксперимента. В качестве материала иссле-
дования служила нержавеющая сталь марки 12Х15Г9НД (ближайший амери-
канский аналог an austenitic chromium nickel-manganese stainless steel- AISI201).
Данная сталь является более экономичным вариантом/заменителем дорогосто-
ящих хромоникелевых высоколегированных сталей. Образцы для исследований
были вырезаны из промышленной ленты в состоянии поставки. Из ленты вы-
резались пластины размером 120,0×18,2×0,7мм. В пластинах на расстоянии
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60мм от одного из концов электроискровым методом делался краевой вырез
0,3×2,0×0,7мм с закругленной вершиной (кончиком). Далее вырезанные пла-
стины подвергались усталостным нагружениям, методика которых приведена
в более ранней работе авторов [37]. В результате от выреза в пластине прорас-
тали (формировались) длинные усталостные макротрещины, имеющие длины
5,75-8,85 мм (рис. 1). Таким образом, вершина трещины находилась от края
пластины на расстоянии 7,8-9,9 мм.

Рис. 1. Вид образца в области пророщенной длинной
усталостной трещины. Система координат, XY – в плоскости

пластины

Для оценки возможности залечивания макротрещины путем воздействия на
неё импульсным электромагнитным полем к образцам, жестко зафиксирован-
ным в медных зажимах-электродах, подводился импульсный ток. Расстояние
между электродами составляло 38мм. Трещина располагалась посередине меж-
ду электродами. Электроимпульсная обработка образцов проводилась с помо-
щью генератора импульсного электромагнитного поля ГИТ-20-40 на специаль-
но разработанной лабораторной установке, схематично показанной на рис. 2(а).
С помощью установки в образцах индуцировались импульсы тока с формой
импульса, показанной на рис. 2(b). Таким образом, в наших экспериментах на-
правление вектора плотности тока на электродах было перпендикулярно фрон-
ту (берегам) трещины, т.е. ток был направлен вдоль оси Y. Блок управления
генератора настраивает параметры блока заряда в режиме заряда и замыкает
его на батарею конденсаторов. В режиме разряда, как показано на схеме, бата-
рея конденсаторов замкнута в цепь с образцом через газовый разрядник. Как
только с блока управления на разрядник поступает импульс поджига, батарея
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конденсаторов начинает разряжаться через зажимы-электроды и образец, до
прерывания цепи разрядником.

Рис. 2. Схема лабораторной установки (a), типичная форма
импульса тока в образце (b)

Максимальный положительный ток в импульсах варьировался в широком
диапазоне от 2,6 до 28,2 кА (плотность тока от 179 до 1937 А/мм2), а макси-
мальный отрицательный ток - от -1,6 до -17,7 кА (плотность тока от -110 до
-1216 А/мм2). Период по времени поддерживался в диапазоне 69-74 мкс (часто-
та ∼13,3 кГц). Промежуток времени между импульсами 60 сек.

С целью подобрать опытным путем оптимальный режим электроимпульсного
воздействия к образцам прикладывались как одиночные импульсы тока одина-
ковой плотности, так и серии (последовательности одинаковых по максималь-
ной амплитуде) импульсов с изменяющейся плотностью тока и повторяемостью.
Возникновение локальных деформаций в области трещины или искровой про-
бой на её берегах контролировались оптическими микроскопами.

После пропускания импульсов поверхность пластины с двух сторон исследо-
валась на оптическом микроскопе Zeiss Axio Imager.D1m в дифференциально
– интерференционном контрасте при увеличениях от х100 до х2000 на предмет
оценки заваривания берегов трещин и геометрии (длины и ширины) залеченной
области.

Исследование микроструктуры в исходном состоянии и после электроим-
пульсной обработки проводили со стороны поперченного сечения образцов
(плоскость ZY). Кроме того, после электроимпульсной обработки анализ мик-
роструктуры осуществляли в сечении пластины, сделанном в области новой
вершины залеченной усталостной трещины (сечение A-A, рис. 3).

Детальное исследование микроструктуры и electron backscatter diffraction
(EBSD) анализ проводили на сканирующем электронном микроскопе (СЭМ)
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TESCAN MIRA при ускоряющем напряжении 20 кВ. Статистический анализ
данных, в том числе оценка среднего размера зерен, был проведен с использо-
ванием встроенного программного пакета «CHANNEL 5.0» при доверительной
вероятности 95%. Карты EBSD для каждого состояния материала были полу-
чены с шагом сканирования 0,3 мкм, максимально допустимая ошибка в опре-
делении ориентировки составила 2◦. Число линий Кикучи, используемых для
индексации дифракционных картин, составляло не менее 5. Чтобы повысить
надежность полученных EBSD данных при анализе кристаллографической ра-
зориентировки зерен, области, состоящие из пяти точек и менее, удалялись как
ненадежные [38]. На полученных картах разориентаций различные кристалло-
графические ориентировки показаны различными цветами. Границы с разори-
ентировками от 2 до 15◦ считались малоугловыми (LABs), а с разориентиров-
ками более 15◦ - высокоугловыми границами (HABs); двойниковые границы Σ3
обозначены как TB. Количественный анализ структур проводили согласно ре-
комендациям (ГОСТ 21073.0-75). За размер зерна принимался эквивалентный
диаметр без учета двойниковых границ.

2. Результаты экспериментов. В результате экспериментов для длин-
ной трещины (h/а=0,7/7,75=0,11) был применен режим электроимпульсной об-
работки, параметры которой приведены в Таблице 1. Обратим внимание, что
данные параметры отличаются по существу от приведенных в работе [5], в ко-
торой воздействие осуществлялось в два этапа (серии по 20 и 30 импульсов)
с одинаковыми параметрами импульса, тогда как в нашем случае этих эта-
пов оказывается 6 (это подтверждает вышеописанный механизм постепенного
залечивания макротрещин в пластинах), с изменяющимися на каждом этапе
параметрами импульса.

На последнем этапе в новой вершине трещины образовался кратер (рис. 3).
Образование кратера подтверждает, что в области вдоль фронта трещины от
её первоначальной вершины и до кратера проводимость материала между бе-
регами трещины восстановлена, а трещина залечена. Необходимо отметить, что
воздействие на длинную трещину импульсами (сериями импульсов) с плотно-
стями тока порядка 103 А/мм2 и длительностями более 500 мкс [5,26,31,32,39]
приводит к образованию кратера в первоначальной вершине трещины и исклю-
чает дальнейшее заваривание её берегов.

При выбранном режиме воздействия удалось залечить 520 мкм усталостной
трещины (при первоначальной длине – 5750 мкм), отсчитывая от её первона-
чальной вершины, что составляет 9,0% от первоначальной длины трещины. Хо-
тя процент залечивания не велик, тем не менее, учитывая, что трещина длин-
ная, абсолютная длина залечивания сопоставима с длинами залечивания тре-
щин в [5, 19–21, 25–28, 31, 32, 39], которые составляли от 260 мкм до 1350 мкм.
Исключение составляют работы [29, 30], в которых длина залечивания самой
длинной трещины составила 2250 мкм. Однако прямое сравнение этих длин за-
лечивания не корректно, поскольку в [29, 30], в отличие от настоящей работы,
для облегчения залечивания были созданы специальные условия, а именно -
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до воздействия током берега трещины были очищены от окислов и обработаны
специальными никельсодержащими составами, а контактные электроды были
подсоединены, так чтобы ток протекал вдоль всего фронта трещины в противо-
положных направлениях. В наших экспериментах берега трещины специально
не подготавливались, а ток протекал перпендикулярно фронту (берегам) тре-
щины (вдоль оси х ), что затрудняло процесс залечивания.

Таблица 1. Условия электроимпульсного воздействия.
№ этапа
воздей-
ствия

Максимальная плот-
ность тока в импуль-
се
Положительная/
Отрицательная
(кА/мм2)

Количество
импульсов
за этап

Длитель-
ность
импуль-
са
(мкс)

Частота
(кГц)

1. 179/-110 2 111 13,3
2. 211/-133 2 110 13,3
3. 453/-283 2 109 13,3
4. 1190/-556 3 107 13,3
5. 1383/-865 3 106 13,3
6. 1937/-1216 1 103 13,3

На рис. 4 видно, что заваривание берегов трещины на поверхности проис-
ходило местами, путем образования перемычек между берегами трещины, эти
места обведены на рисунке кружками. В данных местах вблизи берегов трещи-
ны появились области с мелким зерном. Это новые зёрна, которые возникли
после релаксации температуры и быстрой кристаллизации расплава. Вдали от
трещины видны большие зёрна исходной микроструктуры стали. Исследование
микроструктуры показало, что электроимпульсная обработка образца приве-
ла к частичному расплавлению материала по берегам усталостной трещины за
счет концентрации электромагнитного поля в её новой вершине, поэтапному
заполнению трещины расплавом и кристаллизации расплавленного материала.

Заваривание трещины лучше происходит внутри пластины и соответствен-
но хуже на поверхности, Подтверждение этого факта выявлено эксперимен-
тально. Полностью заваренные участки трещины можно увидеть, если сошли-
фовать часть материала с поверхности вглубь по оси z или сделать разрез в
области кратера (сечение A-A на рис. 3 (b)) пластины плоскостью перпендику-
лярной фронту трещины. Микроструктура материала в этом сечении показана
на рис. 2.

На этом рисунке стрелками обозначены незалеченные участки трещины вбли-
зи поверхности пластины. А также полностью залеченные - в глубине образца.
Отсюда следует, что постепенное залечивание трещины происходит внутри об-
разца, в то время как незалеченные участки трещины, выходящие на поверх-
ность пластины, сохраняются. Наблюдается сильная неоднородность залечива-
ния трещины по толщине пластины.
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Рис. 3. Микроструктура на поверхности пластины в области
залеченной трещины до электроимпульсной обработки (a) и

после электроимпульсной обработки (b) (оптическая
микроскопия). Стрелкой показан кратер (отверстие) в

пластине, образовавшийся в результате электромагнитного
воздействия

Поскольку разрез был сделан в области кратера, на нем видно оплавленное
отверстие в области срединной плоскости пластины, в которой во время про-
хождения импульса имеет место максимальный нагрев, и, как следствие, про-
исходит плавление и испарение материала в новой вершине, сопровождаемые
выбросом расплавленного металла вдоль фронта трещины (подобный эффект
наблюдался в работе [40]). Сила Лоренца в вершине направлена в сторону пря-
мо противоположную направлению выброса, поэтому полагаем, что данное от-
верстие является результатом взрыва (из-за быстрого испарения материала во
время прохождения импульса) в вершине трещины, в процессе которого окру-
жающий расплавленный металл выбрасывается из вершины внутрь трещины.
После взрыва и образования отверстия происходит достаточно быстрое после-
дующее остывание окружающего материала за счет теплопроводности. Образо-
вание кратера существенно увеличивает радиус кривизны в вершине трещины
и уменьшает плотность тока и концентрацию механических напряжений.

Квадратом на рис. 5 выделена залеченная область, для которой проводился
анализ микроструктуры методом EBSD, см. рис. 8.
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Рис. 4. Микроструктура на полированной поверхности пластины в
области залеченной трещины после электроимпульсной обработки
(контраст изображения иллюстрирует качество картин Кикучи в

EBSD анализе: в более темных областях информации для
определения разориентировок кристаллов недостаточно). Кружками

обведены области с мелким зерном, в которых берега трещины
оказались залечены закристаллизованным расплавом - образовались

перемычки

Рис. 5. СЭМ микроструктура в поперечном сечении пластины после
электроимпульсной обработки (BSE режим съемки). Стрелками

показаны незалеченные участки усталостной трещин вблизи
поверхности пластины. Квадратом выделена залеченная область, в

которой проводился EBSD анализ

Исходная микроструктура в состоянии поставки представляет собой рекри-
сталлизованные аустенитные зерна, близкие к равноосным (рис. 6). В этих зер-
нах можно наблюдать единичные малоугловые границы и большое количество
двойников деформации (рис. 6(b)), доля которых составляет fTB=29% (рис.
6(с)). Также видно, что структура неоднородная и имеет бимодальный харак-
тер распределения зерен по размерам с локальными максимумами при 0,75 мкм
и 24,5 мкм, причем основное количество зерен составляют зерна с размерами
более 3 мкм (рис. 6). При этом средний размер зерен составляет 13.8±0.6 мкм.
На карте локальной разориентировки наблюдается цветовой контраст, который
можно отнести к деформированному состоянию (рис. 6(d)).

На рис. 8 представлены результаты проведенного EBSD анализ для залечен-
ной области, отмеченной квадратом на рис. 5. Видно, что по обеим сторонам от
залеченной трещины (области А на рис. 8(а)) наблюдаются участки с развитой
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Рис. 6. Микроструктура стали AISI201 в исходном состоянии:
ориентационная карта в цветах обратной полюсной фигуры (a), карта

распределения границ по углам разориентировки (b), гистограмма
распределения границ по углам разориентировки (c), карта локальной
разориентировки (цвет, согласно приведённой шкале, показывает угол

разориентировки для малоугловых границ, менее 5◦) (d)

субструктурой внутри исходных аустенитных зерен (по сравнению с исходным
состоянием доля HABs уменьшается с f HABs=94% до f HABs=63%); в этих об-
ластях на картах локальной разориентировки зерен преобладает зелёный цвет,
см. рис. 8(с). Кроме того, уменьшается доля двойниковых границ по сравнению
с исходным состоянием (рис. 9(a)).

После электроимпульсной обработки (на месте усталостной трещины) фор-
мируется неоднородная мелкозернистая микроструктура кристаллизационного
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Рис. 7. Гистограммы распределения зерен по размерам в исходном состоянии
и в области залеченной трещины после электроимпульсной обработки

происхождения (рис. 8). Наблюдается шлейф из преимущественно вытянутых
в направлении залеченной трещины зерен по обоим берегам трещины и струк-
тура, близкая к равноосной, в центре залеченной трещины между шлейфами с
вытянутыми зернами. Однако, несмотря на качественную неоднородность мик-
роструктуры в зоне залеченной трещины, распределение зерен по размерам
близко к нормальному (рис. 7). При этом средний размер зерен в области зале-
ченной трещины составляет 6.1±0.4 мкм. Внутри аустенитных зерен кристал-
лизационного происхождения наблюдаются единичные малоугловые границы
(при этом доля HABs остается на высоком уровне, fHABs=83%) и небольшое ко-
личество двойников роста, доля которых составляет fTB=15% (рис. 9(b)). При
этом значимого цветового контраста на картах локальной разориентировки зе-
рен в этой области не наблюдается (рис. 8(c)). Наблюдаемые в залеченной об-
ласти по берегам трещины зона шлейфа с вытянутыми и центральная зона
с равноосными зернами свидетельствует о постепенном остывании расплава в
трещине. Наличие такой микроструктуры в залеченной области подтверждает,
что берега трещины были сварены в результате электроимпульсного воздей-
ствия в соответствие с вышеописанным механизмом.

Таким образом, в области залеченной трещины образуется улучшенная мик-
роструктура, которая является результатом рассматриваемого воздействия им-
пульсным током, что благоприятно скажется на механических характеристиках
материала в этой области.
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Рис. 8. Результаты EBSD анализа для залеченной области. Черными
точками выделены зоны залеченной трещины, иллюстрирующие
шлейф с вытянутыми зернами по берегам трещин и центральную

область с зернами, близкими к равноосным. Показаны
ориентационная карта в цветах обратной полюсной фигуры (a), карта

распределения границ по углам разориентировки (b), карта
локальной разориентировки (c)

В остальном объеме образца (за исключением залеченной области) сохраня-
ется исходная микроструктура стали, которая в результате электромагнитного
воздействия практически не изменилась.

Выводы. Залечивание трещин в металлических изделиях посредством
заваривания их берегов в результате электроимпульсной обработки представ-
ляет значительный интерес, поскольку позволяет улучшить эксплуатационные
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Рис. 9. Гистограмма распределения границ по углам разориентировки в (a)
приграничной к усталостной трещине области А (рис. 8(а)) и (b) в области В

(рис. 8(а)) залеченной трещины

характеристики изделий. В отличие от электроимпульсной обработки, тради-
ционные термические и термомеханические методы не позволяют залечивать
большие (макроскопические) трещины в образцах.

В настоящей работе рассмотрен механизм залечивания длинных макротре-
щин в тонких пластинах. Залечивание таких трещин представляет особую
сложность. Предложенный многоэтапный метод электроимпульсной обработки
позволяет залечить значительную длину такой трещины. Тогда как при воз-
действии на длинную трещину импульсами/сериями импульсов тока с пара-
метрами, используемыми другими исследователями (плотности тока порядка
103 А/мм2 и длительностями от 500 мкс) приведут к образованию кратера в
первоначальной вершине трещины и исключат дальнейшее заваривание её бе-
регов.

Проведенный анализ микроструктуры подтверждает, что залечивание про-
исходит по механизму заваривания берегов трещины расплавленным материа-
лом, для чего во время прохождения импульса через пластину в вершине тре-
щины удалось одновременно создать значительные сжимающие напряжения и
высокую температуру, вызывающую плавление стали. Однако эксперименты
показали значительную неоднородность залечивания вдоль фронта и в глубину
для длинной макротрещины, которая выражалась наличием несплошностей в
залеченной области. При этом качество залечивания улучшалось в глубину с
увеличением расстояния от поверхности пластины.

В результате предложенного воздействия в залеченной области формируется
улучшенная микроструктура, которая благоприятно скажется на макроскопи-
ческих свойствах стали в данной области.
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Abstract. Mechanical tests of silicone rubber and nanocomposites based on it were carried out
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1. Введение. Силиконовые резины — это эластомерные композиты на
основе силоксановых (кремнийорганических) каучуков. Их главное отличие от
других эластомеров в том, что они способны сохранять свои механические свой-
ства в гораздо более широком температурном интервале — от –90 до +200°С
(кратковременно до +300°С) [1,2]. В этом интервале также сохраняются их ра-
ботоспособность при воздействии кислорода и озона, ряда агрессивных сред и
радиационная стойкость. При температурах близких к комнатной, время сохра-
нения свойств таких эластомеров может составлять десятки лет. Для них также
характерна значительно более низкая электро и теплопроводность. Связано это
с тем, что полимерные молекулярные цепочки в этих материалах в основном
содержат чередующиеся атомы кремния и кислорода, а не углерода и водорода
(как в обычных каучуках). Несмотря на относительно более низкую прочность
силиконовые резины (благодаря своим уникальным свойствам) широко исполь-
зуются в таких отраслях как авиационная и автомобильная промышленность,
строительство, кабельная техника и т.д.

С точки зрения механики силиконовые резины представляют собой компо-
зитные системы, состоящими из комбинации относительно мягкой эластомер-
ной матрицы и намного более жестких и прочных включений (наполнитель).
Добавка в силиконовые каучуки различных усиливающих наполнителей произ-
водится, как правило, для улучшения его механических характеристик (в част-
ности прочностных), но это также может вызывать и другие изменения серьез-
ные изменения в их физико-механическом поведении, которые обязательно на-
до учитывать при производстве и эксплуатации изделий из этих материалов. К
важнейшим из них можно отнести следующие эффекты: Во-первых, в компози-
те, как правило, происходит существенное усиление вязкоупругих эффектов по
сравнению с чистым эластомером [3]. Во-вторых, это эффект размягчения Мал-
линза [4, 5], который заключается в уменьшении механического сопротивления
наполненного эластомера при повторном деформировании в области нагрузок,
меньших максимальной нагрузки, достигнутой за всю предыдущую историю
деформирования. При циклических испытаниях с остановками на релаксацию
он проявляется в том, что кривая нагружения второго и последующих цик-
лов идет существенно ниже, чем первого. При этом после длительного отдыха
(десятки дней) или при термостатировании при повышенной температуре (в
течение суток) первоначальные свойства резины восстанавливаются [6].

Одним из наиболее эффективных способов получения информации о меха-
нических свойствах столь сложных по реологическому поведению материалов
является проведение экспериментов со сложной траекторией деформирования
в виде различных комбинаций, состоящих из циклической нагрузки — разгруз-
ки образца с периодическими остановками на релаксацию или ползучесть [7,8].
Например, в [9] использовалось циклическое нагружение образцов с постоян-
ной амплитудой по деформациям, в [10] описаны циклические испытания с на-
растающей амплитудой по деформациям, в [11] — образцы подвергались сим-
метричной циклической деформации "растяжение — сжатие"с нарастающей на
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каждом следующем шаге амплитудой; в [3] циклически деформировали образец
с растущей пошаговой амплитудой по деформациям и остановками на релакса-
цию при смене направления движения захватов.

В данной работе использовалась специальная методика "одноосных испыта-
ний с вложенными циклами разработанная именно для данного класса матери-
алов [12]. Это позволило за один опыт получать информацию о механическом
поведении образца в зависимости от величины и скорости приложения нагрузки
(упругость, вязкость, размягчение Маллинза, остаточные деформации).

2. Материалы и испытательное оборудование. Основным объектом
экспериментальных исследований были эластомерные композиты на основе си-
ликонового каучука Elastosil R 401/40. Этот полимер широко используется в
современной промышленности и производится в массовых масштабах. Он имеет
много различных применений, подходит для переработки литьем, экструзией,
используется для производства уплотнений, листов, труб и профилей. При до-
полнительном отверждении имеет допуск контакта с пищевыми продуктами.

В качестве наполнителей использовались детонационные наноалмазы (ДНА)
[13] и малослойный графен (МСГ) [14].

Наночастицы из детонационных наноалмазов имеют форму зерен с характер-
ным размером примерно 6–10 нм. ДНА получают из углерода, содержащегося
во взрывчатом веществе с отрицательным кислородным балансом (например,
гексоген), при его подрыве в неокислительной среде (жидкой или газообраз-
ной) [15]. Эти частицы сочетают в себе высокую прочность, химическую стой-
кость ядра и химическую активность периферической оболочки.

Вторым наполнителем был малослойный графен, который получали по ори-
гинальной методике, разработанной в НИИ синтетического каучука им. ака-
демика С.В. Лебедева, (НИИСК, Санкт-Петербург, РФ) [16]. Она базируется
на СВС синтезе (самораспространяющийся высокотемпературный синтез) гра-
феновых наноструктур из гидролизного лигнина — природного биополимера,
являющегося отходом деревообрабатывающей промышленности. Характерный
размер частиц малослойного графена составлял порядка 100–300 нм. Сам гра-
фен по своей структуре является двумерным кристаллом, состоящим из оди-
ночного слоя атомов углерода, собранных в гексагональную решетку, тогда как
частицы малослойного графена представляют собой достаточно прочные агре-
гаты из хаотически "спаянных"пластинок различного размера [17,19,19].

Всего было изготовлено и испытано три партии образцов: I — силиконовая ре-
зина Elastosil R 401/40 в чистом виде без наполнителя; II — Elastosil R 401/40,
содержащий 7 массовых частей ДНА; III — Elastosil R 401/40, содержащий 7
массовых частей МСГ.

Все образцы имели лопаточную форму, соответствующую международному
стандарту ISO 527-2 5A. Размеры рабочей части составляли 20×4×2 мм. Экс-
перименты проводились на четырехвекторном стенде для одно- двухосных ис-
пытаний Zwick/Roell, в комплект оборудования которого входит видеоэкстен-
зометр V ideoXtens для бесконтактного измерения деформации образца. Эта
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установка позволяет с высокой точностью задавать сложные траектории на-
гружения и отслеживать усилия и перемещения в рабочей части образца в ши-
роком диапазоне скоростей движения захватов.

3. Программа испытаний. Используемая в экспериментах методика ис-
пытаний "Одноосное нагружение с вложенными циклами"состояла из четырех
циклов нагружения с уменьшающимися на каждом шаге амплитудой и ско-
ростью деформирования и последующей разгрузки. В начале циклового на-
гружения и в конце разгрузки (т.е. при минимальных и максимальных цикло-
вых деформациях) производилась остановка захватов разрывной машины на
фиксированный промежуток времени для определения релаксационных зави-
симостей. Для каждого из циклов задавались следующие параметры (таблица
1): λmax и λmin – максимальная и минимальная кратности удлинения рабочей
части образца (отношение деформированной длины рабочей части образца к
исходной); Vload = dλload/dt и Vunload = dλunload/dt — скорости деформирования
при растяжении и разгрузке; tload и tunload — время остановки на релаксацию
после растяжения и после разгрузки.

№ цикла λmax |Vload|, 1/мин. tload,мин. λmin |Vunload|,1/мин. tunload,мин.
1 2.0 4.0 15 1.1 4.00 15
2 1.9 4.0 15 1.2 4.00 15
3 1.8 1.0 15 1.3 1.00 15
4 1.7 0.25 15 1.4 0.25 15

Таблица 1. Программа механических испытаний с вложенными циклами

Далее следовала окончательная разгрузка образца, которая состояла из двух
шагов: 1) уменьшение деформаций до момента, пока растягивающее усилие F не
уменьшится до 0.1 Ньютона и остановка на 15 минут для релаксации напряже-
ний; 2) собственно окончательное снятие нагрузки. Скорость деформирования
на обоих этих шагах составляла 0.1 мин˘1.

Последняя процедура проводилась для определения начального участка рав-
новесной зависимости напряжений от деформации после последней релаксации
(то есть фактически для поиска остаточных деформаций). Эту кривую стро-
или с использованием релаксационной зависимости по точкам, соответствую-
щим окончанию процесса релаксации в конце цикловой нагрузки и разгруз-
ки. Полученные точки на графике аппроксимировались с помощью сплайн-
интерполяции.

Равновесная зависимость напряжений от деформаций соответствует столь
медленному деформированию материала, что все реологические процессы успе-
вают полностью осуществиться за время эксперимента. К сожалению, делать
очень продолжительные остановки затруднительно, так как эксперимент тогда
будет занимать слишком много времени. Поэтому в нашем случае мы ограни-
чились остановками на 15 минут. С учетом того, что в эластомерах падение
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напряжений с течением времени происходит обычно по экспоненте [20], такой
выбор времени на релаксацию позволяет с приемлемой точностью построить
приближенную равновесную зависимость (достаточную для качественной оцен-
ки). Специально проведенные исследования показали, что в наших материалах
различие в падении напряжений при релаксации в течение 15 минут и часа не
превышает 5

4. Обсуждение результатов. На рисунках 1, 2 и 3 представлены экспе-
риментальные деформационные и временные кривые нагружения (σ — истин-
ные напряжения (отношение силы к текущему поперечному сечению образца),
λ — кратность удлинения, t — время в минутах), полученные для ненаполнен-
ных образцов (рис. 1а и 1б), а также содержащих 7 м.ч. ДНА (рис. 2а и 2б) и 7
м.ч. МСГ (рис. 3а и 3б). Штриховыми линиями (серым) показаны равновесные
кривые нагружения. Анализ данных графиков показал следующее: Начальный

а) б)

Рис. 1. Деформационные (а) и временные (б) кривые нагружения для ненаполненного
образца

упругий модуль (E0) это тангенс угла наклона касательной на начальном участ-
ке первого цикла нагружения, то есть это характеристика исходной жесткости
еще не "тренированного"деформированием образца. Для чистого (без наполни-
теля) эластомера он был равен 2.0 МПа. В наполненных системах значения E0

были выше — для композита, содержащего детонационные наноалмазы E0 = 3.2
МПа, а при наполнении малослойным графеном E0 = 3.6 МПа. Следует пом-
нить, что для вязкоупругих материалов E0 зависит от скорости деформирова-
ния, то есть он не может быть универсальной характеристикой. Поэтому для
описания упругих свойств таких материалов лучше использовать равновесную
кривую нагружения.

Под равновесным упругим модулем (Eeq) понимали тангенс угла наклона ка-
сательной на начальном участке равновесной кривой. Фактически соответству-
ет модулю Юнга "размягченного"(как следствие действия эффекта Маллинза)
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материала. Для ненаполненного материала он составил 0.9 МПа, для композита
с ДНА — 0.96 МПа, а в случае с МСГ — 0.91 МПа. Таким образом, рассчитанные
по равновесным кривым модули оказались существенно меньше E0, и разница
между ними была невелика.

Диссипативные свойства исследуемых материалов оценивали следующим об-
разом: Действующие в материале напряжения можно представить в виде сум-
мы равновесной и диссипативной составляющих. Компонента σeq равновесно-
го тензора, направленная вдоль оси нагружения, определяется по равновесной
кривой, а аналогичная диссипативная компонента σdis равна разности между
замеренным в эксперименте напряжением σ и σeq. Поэтому при анализе дисси-
пативных (вязких) свойств исследуемых композитов использовали следующую
методику: В середине диапазона изменений λ выбирался интервал, для которого
выполняются следующие условия: 1) там присутствуют все вложенные циклы;
2) скорости движения захватов разрывной машины постоянны. В нашем случае
его брали равным 1.5± 0.05.

Для каждого i-го отрезка деформационной кривой σ(λ), ограниченного этим
интервалом, рассчитывались значения соответствующих интегралов

∫
σdλ (то

есть площадей под кривыми), которые в виде различных комбинаций и исполь-
зовались в качестве характеристик диссипативных свойств:

• Si — площадь, ограниченная кривыми нагрузки и разгрузки на i-м цик-
ле;

• Ai — площадь между кривой нагрузки на i-м цикле и равновесной кри-
вой;

• Bi — площадь между кривой разгрузки на i-м цикле и равновесной кри-
вой;

• Ssoft — площадь между кривыми нагружения на первом и втором цик-
лах.

Si - диссипативные потери на вложенном i-м цикле. Ai и Bi — цикловые потери
при нагрузке и разгрузке соответственно (Si = Ai + Bi). Ssoft — вязкоупругое
размягчение материала после первого вложенного цикла (эффект Маллинза).
Так как на каждом последующем цикле (кроме двух первых) скорость дефор-
мирования уменьшалась, то фактически это зависимости диссипативных по-
терь от скорости деформирования. Использование приведенных выше характе-
ристик позволило установить следующее. 1) Ввод наполнителя в силиконовый
эластомер способствует общему возрастанию диссипативных потерь, то есть
усилению вязкоупругих свойств. 2) Во всех испытаниях снижение скорости де-
формирования приводило к уменьшению диссипативных потерь (циклы 2, 3 и
4). 3) Для уже размягченных материалов эти потери при нагружении были при-
мерно в 1.5–2 раза больше чем при разгрузке. Отношения Ai/Bi (i = 2, . . . , 4)
на каждом последующем цикле также уменьшались, но незначительно. Отсюда
можно сделать вывод, что скорость деформирования слабо влияет на соотно-
шение цикловых диссипативных потерь при нагрузке и разгрузке для данных
материалов. 4) Значительное превышение значений S1 и A1/B1 по сравнению с
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последующими циклами вполне объясняется хорошо известным для наполнен-
ных эластомеров эффектом размягчения Маллинза, открытого еще в середине
20-го века [4]. Наиболее явно он проявляется при достаточно больших скоро-
стях деформирования. Чтобы вычленить из общей картины развития диссипа-
ции именно этот эффект скорости деформирования на первом и втором циклах
нагружения были одинаковыми (4 мин˘1) и в несколько раз превышали те, что
задавались на последующих циклах и при окончательной разгрузке. На гра-
фиках видно, что как в чистом силиконовом эластомере, так и в композитах
доля потерь от эффекта Маллинза составляет примерно половину от общей
диссипации на первом цикле, хотя в количественном отношении ввод 7 м.ч. на-
полнителя давал увеличение Ssoft примерно в полтора раза. 5) Рассчитанные по
равновесным кривым остаточные деформации у чистого эластомера оказались
невелики (около 2 %). Ввод наполнителя вызвал их увеличение — примерно до
12 % у композита с ДНА и 10 % в случае МСГ.

а) б)

Рис. 2. Деформационные (а) и временные (б) кривые нагружения для образца, содер-
жащего 7 м.ч. детонационных наноалмазов (ДНА)

5. Заключение Циклические испытания эластомерных нанокомпозитов
на основе силиконового каучука и дисперсных наполнителей (детонационные
наноалмазы и малослойный графен) методом "Вложенных циклов позволили
исследовать особенности их вязкоупругого поведения выявить для них следу-
ющие основные закономерности:

• Ввод наполнителя в силиконовый эластомер способствует усилению его
вязкоупругих свойств.

• Снижение скорости деформирования ведет к уменьшению диссипатив-
ных потерь.

• Диссипативные потери при нагружении примерно в 1.5–2 раза больше
чем при разгрузке, причем скорость деформирования слабо влияет на
это соотношение.
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а) б)

Рис. 3. Деформационные (а) и временные (б) кривые нагружения для образца, содер-
жащего 7 м.ч. малослойного графена (МСГ)

• Как в чистом силиконовом эластомере, так и в композитах доля потерь
от эффекта Маллинза составляет примерно половину от общей дисси-
пации на первом цикле, хотя в количественном отношении ввод 7 м.ч.
наполнителя давал увеличение Ssoft примерно в полтора раза.

• Ввод наполнителя ведет к увеличению остаточных деформаций (хотя в
целом их значения остаются относительно малыми.
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Введение. Нахождение упругопластической границы в скручиваемых
стержнях, необходимо для нахождения предела прочности изделия или для
его упрочнения при помощи пластических деформаций. При этом важно, что-
бы пластическому деформированию подвергались только близкие к внешней
поверхности слои материала, и чтобы в процессе деформирования не произо-
шло разрушение упрочняемого изделия и не ухудшились его эксплуатационные
характеристики. При этом в настоящее время использованию композитных ма-
териалов уделяется все больше внимания. В [1] Приводятся первые результа-
ты исследования принципиально нового композита, производимого методами
порошковой металлургии с использованием в качестве исходных компонентов
углеволокна и чистого железа, показано, что величины прочности при изгибе и
растяжении могут превышать 2000 и 1000 МПа. В [2] рассматривается приме-
нение структурно-функционального анализа в качестве основного инструмента
для проектирования структуры силовых элементов конструкций из композици-
онных материалов. Сформированные структуры обеспечивают удельную несу-
щую способность композитных конструкций, близкую к максимальной. В [3]
Рассматривается упругое деформирование композита, состоящей из двух пла-
стин, связанных адгезионным слоем в состоянии плоской деформации. В [4]
проведены исследования стойкости формируемого композитного материала при
высокоскоростном соударении. В [5] рассмотрена задача о напряженном состо-
янии композиционного бруса с упругопластической матрицей и упругими во-
локнами, расположенными вдоль оси бруса.

Перечисленные проблемы приводят к задаче нахождения упругопластиче-
ской границы скручиваемого стержня, армируемого упругими волокнами [6].
До работ авторов [7–9] не было представлено эффективного метода, который
позволял бы решать эту задачу. Использование законов сохранения для реше-
ния дифференциальных уравнений позволило получить аналитические форму-
лы для нахождения упругопластической границы стержней.

Постановка задачи. Рассмотрим упругопластический стержень, армиро-
ванный упругими волокнами, см. рисунок 1.

Пусть u = τxz, v = τyz - единственные ненулевые компоненты тензора напря-
жений. В упругой зоне они удовлетворяют уравнениям:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= ux + vy = 0,

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= uy + vx = a, (1)

a = −2Gθ,

в пластической зоне:
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= ux + vy = 0,

τ 2xz + τ 2yz = u2 + v2 = k2s , (2)
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Рис. 1. Скручиваемый стержень, армированный волокнами

индексы внизу обозначают производную по соответствующей переменной.
Рассмотрим поперечное сечение скручиваемого стержня рисунок 2. Где L –

боковая поверхность стержня, которая находится в пластичном состоянии, то-
гда на ней выполняется условия:{

un1 + vn2 = 0

u2 + v2 = k2s
(3)

ks - предел текучести в матрице, kB - в волокне, kB > ks. n1, n2 - компоненты
внешнего вектора нормали к боковой поверхности.

На границе волокон Li = (x−xAi
)2+(y−yAi

)2 = R2
Ai

и матрицы выполняется
условие [10]: {

un1 + vn2 = τ

u2 + v2 = k2s
(4)

отсюда получаем:
u = τn1 ∓ n2

√
k2s − τ 2, v = τn2 ± n1

√
k2s − τ 2,

x = xAi
+RLi

n1, y = yAi
+RLi

n2,
τ - заданное касательное напряжение, RLi

- радиус i-ого волокна.
Запишем (1) в виде:

F1 = ux + vy = 0, F2 = uy − vx − a = 0. (5)
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Рис. 2. Поперечное сечение скручиваемого стержня, армированного упругими волок-
нами. Стрелками указоно направление обхода контуров при вычислении интеграла.

Закон сохранения для системы (5) запишем в виде [7]:

∂xA+ ∂yB = ∆1F1 +∆2F2 = 0, (6)

здесь ∆1,∆2 некоторые линейные дифференциальные операторы.
Пусть A = α1u+ β1v + γ1, B = α2u+ β2v + γ2, тогда из (6) получаем:

α1
x+α

1ux+β
1
xv+β

1vx+γ
1+α2

yu+α
2uy+β

2
yv+β

2vy+γ
2 = ω1(ux+vy−a)+ω(uy−vx).

(7)
α, β и γ функции только от x, y.

Из (7) следует:

α1 = β2, β1 = −α2, γ1x + γ2y = −aα1,
α1
x − β1

y = 0,

β1
x + α1

y = 0,

γ1x + γ2y = −α1a,

(8)

A = α1u+ β1v + γ1, B = −β1u+ α1v + γ2.

Рассмотрим два решения системы уравнений (8) имеющие особенность в точ-
ке (x0, y0), первое решение возьмем в виде:
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α1 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

β1 = − y − y0
(x− x0)2 + (y − y0)2

, (9)

γ1x + γ2y = −aα1,

где γ2 = 0, γ1 = −aarctg y−y0
x−x0

.
Второе решение возьмем в виде:

α3 =
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

β3 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, , (10)

γ3x + γ4y = −aα3,

где γ3 = 0, γ4 = −a
2
ln((x− x0)

2 + (y − y0)
2).

Из закона сохранения (6) следует:

x

S

(Ax +By)dxdy =

∮
L

+
n∑

i=1

∮
Li

 = 0, (11)

где S – поперечное сечение, L -граница S, Li-граница i-ого волокна.
Тогда из (11) получаем для первого решения:

2πu(x0, y0) = −τxz(x0, y0)2π = −

∮
L

+
n∑

i=1

∮
Li

 , (12)

для второго решения:

2πv(x0, y0) = −τyz(x0, y0)2π = −

∮
L

+
n∑

i=1

∮
Li

 . (13)

Более подробно подобные вычисления рассматриваются в [8].
Формулы (12) и (13) позволяют построить упругопластическую границу для

скручиваемого стержня, армируемого волокнами. Точки поперечного сечения,
в которых выполняется условие u2 + v2 ≤ k2s принадлежат упругой области,
остальные – пластической.

С использованием этих формул нами была разработана программа для ЭВМ
в среде Maple. На рисунках 3, 4 представлены результаты расчета упругопла-
стической границы стержня 2h x 2l, прямоугольного поперечного сечения, ар-
мируемого упругими волокнами, где l=6, h=3, значении крутящего параметра
a=0.2, местоположение центра волокна и его радиус указан в подписи к рисун-
ку. Светлые области упругие, Темные пластичные.
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Рис. 3. Упругопластическая граница, xA1 = 0, yA1 = 0, RL1 = 1.

Рис. 4. Упругопластическая граница: a)xA1 = 3, yA1 = 1.5, RL1 = 1;
б)xA1 = 3, yA1 = 1.5, xA2 = −3, yA2 = −1.5, RL1 = 1, RL2 = 1;
в)xA1 = 3, yA1 = 1.5, xA2 = −3, yA2 = −1.5, RL1 = 0.2, RL2 = 0.2;
г)xA1 = 0, yA1 = 0, xA2 = −3, yA2 = −1.5, xA3 = 3, yA3 = 1.5, xA4 = −3, yA4 = 1.5, xA5 =
3, yA5 = 1.5, RL1 = 1, RL2 = 0.2, RL3 = 0.2, RL4 = 0.2, RL5 = 0.2.

Заключение. Рассмотрена задача о кручении упругопластического
стержня, армированного упругими волокнами. Для решения задачи исполь-
зуются законы сохранения. Разработана программа для ЭВМ для нахождения
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упругопластической границы. Приведены результаты работы программы для
стержней с прямоугольным поперечным сечением, армированными одним, дву-
мя и пятью волокнами, различного радиуса и расположенные различным об-
разом. Расчеты производились на персональном компьютере, время расчетов
представленных в статье упругопластических границ 3-5 минут.

Выражаю благодарность научному руководителю, профессору Сенашову С.
И. за постановку задачи и внимание к работе.
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Аннотация. Проведены эксперименты по пробиванию сферическим жестким ударником об-
разцов метаматериалов на основе e-PLA пластика, изготовленных с помощью 3D принтера.
Образцы со структурой на основе ячеек в виде вогнутого шестиугольника обладали отрица-
тельным коэффициентом Пуассона (ауксетики) и сравнивались с неауксетиками с обычной
сотовой структурой в виде выпуклого шестиугольника по способности сопротивляться проби-
ванию. Рассматривались в том числе структуры, обладающие хиральностью. Эксперименты
проводились в условиях воздушного наполнения ячеек структуры и наполнения желатином.
Установлен факт существенного повышения сопротивляемости пробиванию при заполнении
желатином ауксетических хиральных образцов по сравнению с заполненными хиральными
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INVESTIGATION OF THE EFFECT OF A VISCOUS FILLER ON
THE MECHANICAL PROPERTIES OF METAMATERIALS WITH

NEGATIVE AND POSITIVE POISSON’S RATIO WHEN
PUNCHING WITH A RIGID IMPACTOR

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. Experiments were performed on the penetration of metamaterial samples based on e-
PLA plastic, prepared using a 3D printer, by a spherical rigid striker. Samples with a structure
based on cells in the form of a concave hexagon had a negative Poisson’s ratio (auxetics) and were
compared with non-auxetics with a conventional honeycomb structure in the form of a convex
hexagon in terms of their ability to resist penetration. Structures with chirality were also considered.
Experiments were conducted under conditions of air filling of the structure cells and filling with
gelatin. The fact of a significant increase in resistance to penetration was established when auxetic
chiral samples were filled with gelatin compared to those filled with chiral non-auxetics. For chiral
metamaterials with gelatin, a deviation in the direction of the striker’s movement after leaving the
sample being penetrated was recorded.
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Введение. Данная работа является продолжением опубликованных ранее
статей [1–3] и посвящена экспериментальному изучению сопротивляемости про-
биванию жестким ударником ячеистых структур (метаматериалов), обладаю-
щих ауксетическими и (для сравнения) неауксетическими свойствами. В [1] был
сделан вывод о том, что металлические образцы, обладающие ауксетической
ячеистой структурой на основе вогнутого шестиугольника, оказывали большее
сопротивление пробиванию сферическим ударником, чем образцы, структура
которых была обычной сотовой (на основе выпуклого шестиугольника). А в [2]
было продемонстрировано, что при пробивании хиральных ауксетических ме-
таматериалов наблюдалось отклонение направления движения ударника после
вылета из пробиваемого образца от подлетного направления. Основываясь на
результатах работ, например, [1–11] можно сказать, что ауксетики могут быть
перспективными для создания ударо- и энергопоглощающих конструкций.

В данной работе аналогичное сравнение проводилось для образцов из дру-
гого материала (пластика e-PLA, изготовленных с помощью 3D принтера) в
условиях воздушного наполнения ячеек структуры и наполнения их вязким
веществом (желатином). Изучалось влияние ауксетических свойств рассмат-
риваемых образцов метаматериалов на относительную потерю кинетической
энергии ударника по сравнению с неауксетическими образцами той же массы.
При этом главная цель исследований заключалась в определении влияния вяз-
кого наполнения структур из пластика e-PLA на сопротивляемость внедрению
жестких ударников. Эксперименты проводились в том числе и для образцов с
хиральной структурой на основе вогнутого или выпуклого шестиугольников.
Изучалась способность хиральных ячеистых структур отклонять внедряющий-
ся ударник от первоначального направления движения.

1. Пробивание ауксетических и неауксетических ячеистых струк-
тур из пластика e-PLA. Для проведения сравнительных экспериментов по
пробиванию ауксетических и неауксетических структур с помощью 3D прин-
тера были изготовлены образцы из пластика e-PLA (см. рис. 1, 2) толщиной
H ∼ 29 мм. Образцы закреплялись в штативе и простреливались стальным
сферическим ударником по нормали к боковой поверхности, имеющей размеры
70 × 71 мм. Ударник массой 4.06 г и диаметром 10 мм разгонялся пневмати-
ческой пушкой и входил без вращения в преграду. Для первых экспериментов
давление в камере пушки выставлялось таким образом, чтобы скорость вылета
ударника, как и в [2], составляла приблизительно 240 м/с. Скорость ударника
на вылете из ствола пушки принималась за скорость входа в преграду, сопро-
тивлением воздуха движению тела можно было пренебречь в силу небольших
размеров экспериментальной установки. Скорость входа ударника измерялась с
помощью оптического рамочного хронографа ИБХ-АСС-0021 «Стрелец», а так-
же с помощью осциллографа и высокоскоростной видеокамеры FASTCAM mini
AX200, на которую записывался процесс пробивания образца. Камера размеща-
лась таким образом, что на видеозаписи ударник пробивает образец, двигаясь
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а) b)

Рис. 1. Ауксетический (АС) образец из пластика e-PLA: (а) напечатанный на 3D-
принтере; (b) 3D модель – L = 3 мм, h = 0.5 мм, γ = 60o.

справа налево. Она применялась также для определения скорости вылета удар-
ника из преграды.

Номер Структура Масса Скорость Скорость δ =
эксперимента/ мета- образца, входа выхода (v21 − v22)/v

2
1,

образца материала г ударника, ударника, %
v1, м/с v2, м/с

3/1 АС 44 240 207 25.6
4/3 сотовая 45.4 236.3 198 29.8
5/2 АС 43.6 220 184.3 29.8
6/5 сотовая 44.9 225 187.5 30.5

Таблица 1. Пробивание образцов на скорости 240-220 м/с (результаты экспериментов).

Образец, представленный на рис.1а, имеет ауксетическую (АС) структуру, ха-
рактеризующуюся ячейками на основе вогнутого шестиугольника (схематичное
изображение на рис.1b). На рис.2а показан неауксетический (сотовый) образец
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а) b)

Рис. 2. Неауксетический (сотовый) образец из пластика e-PLA: (а) напечатанный на
3D-принтере; (b) 3D модель – L = 3 мм, h = 0.5 мм, γ = 120o.

метаматериала, ячейки которого представляют собой в плане выпуклый ше-
стиугольник (схема представлена на рис.2b). Целью экспериментов было уста-
новить, как влияет внутренняя структура метаматериала на сопротивляемость
движению ударника при пробивании образцов. Результаты серии эксперимен-
тов приведены в таблице 1.

Из приведенных в таблице 1 данных видно, что все испытанные образцы име-
ли приблизительно одинаковые массы и отличались только своей внутренней
структурой. В указанном диапазоне скоростей относительная потеря кинети-
ческой энергии ударника δ при пробивании образцов практически не зависела
от их внутренней структуры. В таблице 2 приведены данные экспериментов
по пробиванию аналогичных образцов со скоростью входа ударника порядка
140-150 м/c.

Как можно видеть из таблицы 2, образцы, обладающие обычной сотовой
структурой метаматериала, оказывали большее сопротивление пробиванию при
снижении скорости подлета ударника. Поворот структуры ауксетика в образце
на 90o (рис. 3) незначительно изменил его параметры (толщина H = 28.5 мм,
боковая поверхность 70×73 мм, масса m = 44.3 г) и привел к небольшому росту
показателя δ (см. таблицу 2).
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Номер Структура Скорость Скорость δ =
эксперимента/ мета- входа выхода (v21 − v22)/v

2
1,

образца материала ударника, ударника, %
v1, м/с v2, м/с

8/4 АС 146 120 32.4
9/6 сотовая 143.6 102 49.5
10/8 АС 139.6 114 33.3
11/7 сотовая 143.1 103.8 47.3

Таблица 2. Пробивание образцов на скорости 140-150 м/с (результаты экспериментов).

Номер Структура Скорость Скорость δ =
эксперимента/ мета- входа выхода (v21 − v22)/v

2
1,

образца материала ударника, ударника, %
v1, м/с v2, м/с

12/12 АС+90◦ 147.7 118.1 36
13/14 АС+90◦ 144 114 37.3

Таблица 3. Пробивание ауксетических образцов с поворотом структуры на 90◦ (ре-
зультаты экспериментов).

Номер Структура Масса Скорость Скорость δ =
эксперимента/ мета- образца, входа выхода (v21 − v22)/v

2
1,

образца материала г ударника, ударника, %
v1, м/с v2, м/с

14/9 сотовая 151.2 143.6 80.6 68.5
15/10 сотовая 150 141.4 79 68.8
16/11 АС 153.1 147.3 97.5 56.2
17/13 АС 153.9 147 96 57.4
18/15 АС+90◦ 153.6 145.5 90 61.7
19/16 АС+90◦ 154.9 147 90 62.5

Таблица 4. Пробивание образцов из пластика e-PLA, заполненных желатином (ре-
зультаты экспериментов).

2. Пробивание ауксетических и неауксетических структур, запол-
ненных желатином. Как можно заметить из предыдущего раздела, ауксе-
тические образцы из жесткого и достаточно хрупкого PLA пластика в отличие
от металлических образцов [1] не имели преимуществ по сравнению с сотовы-
ми образцами при пробивании в различных диапазонах скоростей ударников.
С научной и практической стороны интересен ответ на вопрос, как повлияет
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Рис. 3. Ауксетический образец из пластика e-PLA с поворотом структуры метамате-
риала на 90◦ (АС+90◦).

на свойства метаматериалов при пробивании заполнение ячеек каким-либо вяз-
ким веществом. Для проведения серии сравнительных экспериментов образцы,
аналогичные описанным в разделе 1, были заполнены пищевым желатином,
приготовленным из расчета 50 г желатина на 500 г воды. Массы полученных
образцов были примерно одинаковы. Результаты экспериментов представлены
в таблице 4.

Данные из таблиц 2–4 позволяют сделать вывод, что для всех проведенных
экспериментов по пробиванию ауксетических образцов из е-PLA пластика пока-
затель относительной потери энергии ударника δ = (v21 − v22)/v

2
1 был ниже, чем

при пробивании образцов, обладающих сотовой структурой. Однако, видно, что
заполнение образцов желатином привело к уменьшению разницы в значениях
показателя δ между ауксетическими и сотовыми структурами.

3. Пробивание хиральных ауксетических и неауксетических
структур на основе выпуклого и вогнутого шестиугольника. В [2] экс-
периментально исследовалось пробивание образцов из е-PLA пластика, обла-
дающих хиральной структурой, образованной элементами в виде спиралевид-
ных звездочек. При этом было установлено, что ударник на вылете из образца
отклоняется от своего подлетного направления вверх или вниз в зависимости
от направления закрутки этих элементов по или против часовой стрелки. В
недавно опубликованной статье [3] представлены результаты экспериментов по
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a)

b)

c)

Рис. 4. Образцы метаматериалов с хиральной структурой: а) ауксетический (АС); b)
неауксетический (сотовый); c) подготовленные образцы с желатином.

пробиванию образцов с хиральной структурой на основе вогнутого (АС) или
выпуклого (сотовый) шестиугольника. При этом для каждой пары сравнитель-
ных экспериментов были подготовлены приблизительно одинаковые по массе
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ауксетический и неауксетический хиральные образцы, как с воздушным напол-
нением, так и заполненные желатином (рис. 4).

a)

b)

Рис. 5. Зависимость относительной потери кинетической энергии ударника δ [%] от
массы m [г] пробиваемых образцов: с заполнением ячеек воздухом (а) и желатином
(b).

В [3] в двух таблицах приведены экспериментально определенные скорости
сферического ударника v1 на входе и v2 на выходе из хиральных PLA-образцов
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как с воздушным заполнением ячеек, так и заполненных желатином. Темпе-
ратура образцов в экспериментах была ∼ 16◦C. На рис. 5a,b представлены
экспериментальные данные из [3] зависимости относительной потери кинети-
ческой энергии ударника δ = (v21 − v22) /v

2
1 (%) от массы m (г) пробиваемых

образцов с воздухом (а) и желатином (b). Рис. 5b показывает преимущество
защитных свойств хиральной ауксетической структуры по сравнению с сото-
вой в случае заполнения ячеек вязким наполнителем (желатином). Кривые на
рис. 5a,b характеризуют зависимость δ = δ(m), полученную в результате при-
ближенного оценивания скорости выхода ударника по аналогии с расчетной
моделью, примененной в статье [2]. Для приближенного оценивания сопротив-
ляемости пробиванию рассматриваемых образцов с ауксетической структурой и
прогнозирования скорости выхода ударника предлагается использовать хорошо
известную двучленную формулу для зависимости силы сопротивления среды D
от скорости внедряющегося цилиндрического тела v = v (x) [12, 13]

D = −πR2
(
A0 + κA2v

2
)
, 0 ≤ x ≤ H. (1)

Здесь R – радиус ударника, κ – коэффициент, характеризующий форму голов-
ной части цилиндрического ударника [13–15], x – координата, отсчитываемая в
направлении движения тела от крайней точки образца (точки входа), H – тол-
щина образца, а заданные константы A0 и A2 характеризуют, соответственно,
прочностные и инерционные свойства среды. Как и в работе [2] будем считать,
что на первом этапе пробивания образца (x ∈ [0, l]) параметры, характери-
зующие его прочностные и инерционные свойства, остаются постоянными. На
втором этапе (x ∈ [l, H]) они линейно уменьшаются до нуля в момент вылета
ударника из образца:

a0 (x) =
A0

H − l
(H − x), a2 (x) =

A2

H − l
(H − x). (2)

Такой подход основан на наблюдении, что все простреленные образцы из ис-
следуемых метаматериалов на основе PLA-пластика имели конический кратер
(каверну) на тыльной стороне. При этом размер кратера (его глубина и шири-
на) были примерно одинаковы у всех образцов вне зависимости от их толщины.
В данном случае для хиральных образцов на основе шестиугольной внутренней
структуры глубина кратера была равна двум диаметрам сферического ударни-
ка. Из второго закона Ньютона для первого этапа внедрения ударника массы M
имеем уравнение, описывающее изменение скорости тела в сопротивляющейся
среде, и начальное условие в виде

dv2

dx
= −

(
αA0 + βA2v

2
)
, 0 ≤ x ≤ l, (3)

(
v2
)
x=0

= v21. (4)
Здесь введены обозначения
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α =
2πR2

M
, β =

2πR2κ

M
.

Скорость ударника на втором участке определим из решения следующей крае-
вой задачи:

dv2

dx
= −

(
αa0 + βa2v

2
)
, l ≤ x ≤ H, (5)

(
v2
)
x=l

= v2l , (6)

где скорость vl = v (l) определяется из решения задачи (3)-(4) и принимается
в качестве начальной скорости входа на втором этапе внедрения. Опуская эле-
ментарные выкладки, получим выражение для квадрата скорости ударника на
выходе из преграды в виде

v22 =

(
A0

κA2

+ v20

)
exp

(
− l + L

2
βA2

)
− A0

κA2

. (7)

Принимая во внимание, что в рассматриваемом случае l = H − 4R, κ = 0.5 для
сферического ударника и обозначая через S0 площадь боковой (ударной) по-
верхности образца, получим следующее выражение для зависимости величины
δ от массы образца m

δ = δ (m) =

(
1 +

2A0

A2v21

)[
1− exp

(
−βm
S0

+ 2RβA2

)]
. (8)

Расчетные кривые (точечные линии для ауксетика и штриховые линии для
неауксетика) на рис. 5a,b построены для экспериментально определенных сред-
них значений постоянных параметров A0 и A2 для каждого типа рассматри-
ваемых хиральных структур и скорости входа ударника 150 м/с. Видно, что
аналитическая оценка энергетических потерь при пробивании лучше соответ-
ствует экспериментальным данным для больших толщин (масс) образцов, а при
небольших толщинах является заниженной.

В условиях проведенных экспериментов отклонение направления движения
ударника после пробивания образцов с рассматриваемым видом хиральности (в
отличие от хиральных звездчатых структур (hexachiral honeycomb) из [2]) было
незначительным, наблюдалось не всегда и только для образцов с заполнением
желатином.

4. Некоторые замечания и выводы. Преимущество в сопротивляемо-
сти пробиванию АС-образцов перед сотовыми неауксетическими, установленное
ранее для металлических структур в [1], в случае воздушного заполнения ячеек
метаматериала из PLA в проведенных экспериментах выявлено не было. Это,
возможно, связано с особенностями разрушения более хрупкого пластика по
сравнению с металлом и может быть предметом для дальнейшего изучения.
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Заполнение ячеек желатином без добавления хиральности в структуру метама-
териала из PLA приводит к уменьшению преимущества сотовых образцов перед
ауксетическими. При наличии хиральности в структуре метаматериала с же-
латином проведенные эксперименты показали лучшую сопротивляемость АС-
образцов из e-PLA пластика по сравнению с неауксетическими хиральными об-
разцами той же массы при пробивании жестким сферическим телом. При про-
ведении исследований было установлено, что заполнение ячеек АС-структуры
метаматериала из PLA-пластика вязким наполнителем в целом усиливает его
ауксетические свойства. Представляет интерес проверить этот факт в дальней-
шем для АС-конструкций из металла и других материалов.

Авторы выражают благодарность А.И. Демину за помощь в подготовке 3D
моделей образцов.
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Введение. В системах инерциальной навигации [1] широко используются
гироскопы с цилиндрическим гидродинамическим подвесом [2]. Ранее на основе
осреднения скорости вязкой несжимаемой жидкости по сечению поддерживаю-
щего слоя был сделан вывод о том, что при умеренных значениях колебательно-
го числа Рейнольдса подвес с легким внутренним телом устойчив в окрестности
центрального положения, а подвес с тяжелым внутренним телом неустойчив [3].
Исследование влияния на устойчивость подвеса относительного эксцентрисите-
та расположения внутреннего и внешнего тел, колебательного числа Рейнольдса
и других факторов выполнено в [4], что потребовало полного учета зависимости
профиля распределения скорости частиц жидкости от радиальной координаты
и привлечения частотных методов исследования устойчивости [5], развитых для
комбинированных динамических систем [6]. В математических моделях гид-
родинамических подвесов выполняется ряд упрощений уравнений гидродина-
мики, связанных с малостью относительной толщины поддерживающего слоя,
однако обоснованность подобных упрощений требует дополнительного исследо-
вания. В данной работе устойчивость цилиндрического подвеса исследуется на
основе уточненной модели, которая, в отличие от [4], более полно учитывает
влияние сил вязкого трения в поддерживающем слое.

Рис. 1. Расчетная схема подвеса

1. Модель подвеса. Внешний цилиндр
радиуса R1 (рис. 1) движется поступательно
с абсолютным ускорением a и вращается с
постоянной угловой скоростью ω1, приводит
в движение вязкую несжимаемую жидкость
между цилиндрами и через нее – внутренний
цилиндр радиуса R2, вращающийся с угловой
скоростью ω2. Требуется обеспечить устойчи-
вость внутреннего цилиндра. Длина цилин-
дра значительно больше радиуса R2. Свяжем
с центрами внешнего и внутреннего цилин-
дров поступательно движущиеся системы ко-
ординат O1ξ1ξ2 и O2x1x2. Центр внутреннего
цилиндра смещен относительно центра внеш-
него цилиндра на величину y = (y1, y2)

T , за-
данную проекциями на оси O2x1x2. С O2x1x2
связана цилиндрическая система координат
(r, φ), где x1 = r cosφ, x2 = r sinφ, er =
(cosφ, sinφ)T , eφ = (− sinφ, cosφ)T , ez – единичный вектор, нормальный к
плоскости O2x1x2. Пусть t – время, m, J – погонные масса и момент инер-
ции внутреннего тела, N, G – сила и момент сил, действующие со стороны
жидкости на внутреннее тело, V = V(r, φ, t) = Vrer + Vφeφ и p = p(r, φ, t) –
скорость и давление в жидкости, ν, ρ – ее кинематическая вязкость и плот-
ность, g – ускорение свободного падения, толщина цилиндрического зазора
h(φ, t) = (R2

1 − (y · eφ)2)1/2 −R2 − y · er. Уравнения движения подвеса суть
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mÿ = m(g − a) +N, Jω̇2 = G, ()̇ = d( )/dt

∂V/∂t+ (V · ∇)V = −ρ−1∇p+ ν∇2V + g − a− ÿ, ∇ ·V = 0

Vr|r=R2
= 0, Vφ|r=R2

= ω2R2 (1)
Vr|r=R2+h = −ẏ · er − ω1y · eφ, Vφ|r=R2+h = −ẏ · eφ + ω1(R2 + h+ y · er)

N = R2

2π∫
0

dφ

(
ρν
∂Vφ
∂r

∣∣∣∣
r=R2

− ∂p

∂φ

∣∣∣∣
r=R2

)
eφ, G = ρνR2

2

2π∫
0

dφ
∂Vφ
∂r

∣∣∣∣
r=R2

− 2πρνR2
2ω2

Здесь операции векторного анализа в цилиндрической системе координат

∇U =
∂U

∂r
er +

1

r

∂U

∂φ
eφ, ∇ ·A =

1

r

(
∂(rAr)

∂r
+
∂Aφ

∂φ

)
, ∇×A =

1

r

(
∂(rAφ)

∂r
−

−∂Ar

∂φ

)
ez, ∇2A = ∇(∇ ·A) +

(
eφ

∂

∂r
− er

1

r

∂

∂φ

)[
1

r

(
∂(rAφ)

∂r
− ∂Ar

∂φ

)]
(A · ∇)A = ∇(A2/2)−A× [∇×A]

Пусть V = ω1ez×r+v(r, φ, t), r = (x1, x2)
T = rer, v = vrer+vφeφ, δ = R1−R2,

β = δ/R2 ≪ 1 , ρ2 = m/(πR2
2) – приведенная плотность внутреннего цилиндра,

γ = g/(R2ω
2
1). При приведении (1) к безразмерным переменным полагаем: t =

t∗/ω1, r = R2(1 + βξ), y = δy∗, h = δh∗, ω1 − ω2 = ω1ω
∗, vφ = ω1R2v

∗
φ, vr =

βω1R2v
∗
r , p = ρω2

1R
2
2p

∗, g = gg∗, a = ga∗, N = −πR2
2ρ(g − a − ÿ) + ρω2

1R
3
2N

∗,
G = ρνω1R

3
2G

∗/δ, J = mR2
2J

∗, σ = ω1δ
2/ν – колебательное число Рейнольдса

[4]. В результате получено (символ «*» над безразмерными переменными далее
опущен, отброшен ряд слагаемых порядка малости β2 и выше)

πβ

(
ρ2
ρ

− 1

)
ÿ = π

(
ρ2
ρ

− 1

)
γ(g − a) +N, π

ρ2
ρ
Jω̇ = −β

σ
G, g = (0,−1)T (2)

h(φ, t) = 1− y · er − β(y · eφ)2/2 (3)

vr = −(1− βξ)

∫ ξ

0

∂vφ
∂φ

dξ,
∂

∂φ

∫ h

0

vφdξ =
∂

∂φ
[(1 + βh)(y · er − ẏ · eφ)] (4)

p = p|ξ=0 + β

∫ ξ

0

(v2φ + 2vφ)dξ (5)

∂vφ
∂t

+ [1 + (1− βξ)vφ]
∂vφ
∂φ

+ vr
∂vφ
∂ξ

+ βvr(2 + vφ) = (6)

= −(1− βξ)
∂p

∂φ
+

1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ β
∂vφ
∂ξ

+ β2∂
2vφ
∂φ2

)
vφ|ξ=0 = −ω, vφ|ξ=h = β(y · er − ẏ · eφ) (7)

N =

∫ 2π

0

(
β

σ

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

− ∂p

∂φ

∣∣∣∣
ξ=0

)
eφdφ, G = 2πβω +

∫ 2π

0

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

dφ (8)
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Начальные условия при t = 0 для (2)-(8) соответствуют равновесному со-
стоянию и находятся решением уравнений, в которых ()̇ = 0, ∂()/∂t = 0. В
«укороченном» уравнении Навье-Стокса (6) более полно учитывается влияние
сил вязкого трения по сравнению с [4]. Математическая модель (2)-(8) содер-
жит связанную систему обыкновенных дифференциальных уравнений и урав-
нений в частных производных, и является комбинированной динамической си-
стемой [6] с входными функциями a(t) = (a1(t), a2(t))

T и выходными функциями
y1(t), y2(t), ω(t). Используя (5), приводим (6) к виду

∂vφ/∂t = F[v]− (1− βξ)Π(φ, t), Π = ∂ p|ξ=0/∂φ,

∫ 2π

0

Πdφ = 0

F[v] = − [1 + (1− βξ)vφ]
∂vφ
∂φ

− vr
∂vφ
∂ξ

+ βU +
1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ β
∂vφ
∂ξ

+ β2∂
2vφ
∂φ2

)
(9)

U = (1− βξ)

(
vφ

∂

∂φ

∫ ξ

0

vφdξ −
∂

∂φ

∫ ξ

0

v2φdξ

)
Дифференцируя по времени второе уравнение (4) и используя (8), находим

∂

∂φ

[
h(1− 1

2
βh)Π +

1 + βh

πβ

(
ρ2
ρ

− 1

)−1

eφ ·
∫ 2π

0

Πeφdφ

]
=
∂Φ

∂φ
(10)

Φ =

∫ h

0

F[v]dξ +
1 + βh

πσ

(
ρ2
ρ

− 1

)−1

eφ ·
∫ 2π

0

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

eφdφ− (11)

−(1 + βh)(ẏ · er − γ(g − a) · eφ/β)

При неограниченном возрастании угловой скорости подвеса σ → ∞, и χ =
(ρ2/ρ − 1)γσ−2 = const = O(1). Выполнялось асимптотическое интегрирование
уравнений равновесного состояния (()̇ = 0, ∂()/∂t = 0). Аналогично [4], подвес
быстро центрируется в равновесном состоянии при увеличении σ: y = σ−2y0 +
σ−5/2y1 + ..., ω = σ−7/2

√
2(1 + 3β/2)y2

0/4 + ..., σ → ∞, y0 = (y0,1, y0,2)
T = −(1 −

3β/2)χ(g − a), y1 = (y1,1, y1,2)
T , y1,1 + iy1,2 = −2

√
i(y0,1 + iy0,2), i =

√
−1.

2. Моделирование переходных процессов. Выполняется отображе-
ние занятой поддерживающим слоем области с подвижной границей на об-
ласть с неподвижной границей переходом к новой независимой переменной
x = ξ/h(φ, t). При этом (4), (7)-(9), (11) преобразуются к виду

vr = (1− βhx)

[
∂h

∂φ
xvφ − ∂

∂φ

(
h

∫ x

0

vφdx

)]
(12)

∂

∂φ

[
h

∫ 1

0

vφdx

]
=

∂

∂φ
[(1 + βh)(y · er − ẏ · eφ)] (13)

∂vφ
∂t

=
x

h

∂h

∂t

∂vφ
∂x

− (1− βhx)Π + F[v], Π = Π(φ, t),

∫ 2π

0

Πdφ = 0 (14)
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F[v] = β(1− βhx)

[
vφ

∂

∂φ

(
h

∫ x

0

vφdx

)
− ∂

∂φ

(
h

∫ x

0

v2φdx

)]
− [1 + (1− βhx)vφ]·

·
(
∂vφ
∂φ

− x

h

∂h

∂φ

∂vφ
∂x

)
− vr
h

∂vφ
∂x

+
1

σ

[
1

h2
∂2vφ
∂x2

+
β

h

∂vφ
∂x

+ β2

(
∂

∂φ
− x

h

∂h

∂φ

∂

∂x

)2

vφ

]
vφ|x=0 = −ω, vφ|x=1 = β(y · er − ẏ · eφ) (15)

N =

∫ 2π

0

(
β

σh

∂vφ
∂x

∣∣∣∣
x=0

− Π

)
eφdφ, G = 2πβω +

∫ 2π

0

∂vφ
∂x

∣∣∣∣
x=0

dφ

h
(16)

Φ = h

∫ 1

0

F[v]dx+
1 + βh

πσ

(
ρ2
ρ

− 1

)−1

eφ ·
∫ 2π

0

∂vφ
∂x

∣∣∣∣
x=0

eφ
dφ

h
− (17)

−(1 + βh)(ẏ · er − γ(g − a) · eφ/β)
Пусть Tn(x) = cos(n arccosx). Полагаем

vφ(x, φ, t) ≈
∑Nx+2

n=0

∑Nφ

k=−Nφ

vφnk
(t)Tn(2x− 1)eikφ, vφn,−k

= v̄φnk
, Nx ⩾ 7σ1/4/2

Π(φ, t) ≈
∑Nφ

k=1
(pk(t)e

ikφ + p−k(t)e
−ikφ), p−k = p̄k (18)

и применяем к (10), (13) и (14) проекционный метод Галеркина [7] в форме∫ 2π

0

dφeikφ
[
h(1− βh/2)Π +

(1 + βh)ρ

πβ(ρ2 − ρ)
eφ ·

∫ 2π

0

Πeφdφ

]
=

∫ 2π

0

dφeikφΦ, (19)∫ 2π

0

dφeikφh

∫ 1

0

vφdx =

∫ 2π

0

dφeikφ(1 + βh)(y · er − ẏ · eφ), k = ±1, ...,±Nφ (20)∫ 2π

0

dφeikφ
∫ 1

0

dxTn(2x− 1)
∂vφ
∂t

=

∫ 2π

0

dφeikφ
∫ 1

0

dxTn(2x− 1)

[
x

h

∂h

∂t

∂vφ
∂x

−

−(1− βhx)Π(φ, t) + F[v]] , n = 0, Nx, k = −Nφ, Nφ (21)

С учетом (18), уравнения (2), (3), (10), (15), (16), (19)-(2) представляют собой
в неявной форме систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Ẏ = F(t,Y), Y = (y1, y2, ω, ẏ1, ẏ2, vφn0 ,Re vφνk
, Im vφνk

)T

n = 0, Nx, ν = 1, Nx, k = 1, Nφ

(22)

которая, после приведения к нормальной форме (23), интегрируется численно
ФДН-методом [8]. Соответствующие равновесному состоянию начальные усло-
вия Y|t=0 = Y0 находятся численно из условия F(−0,Y0) = 0.

3. Моделирование устойчивости. Пусть величины y0, ω0, h0, v
(0)
r , v

(0)
φ ,

Π0,N0, G0 соответствуют состоянию равновесия. Полагаем a(t) = a0+εa1(t)+...,
y(t) = y0 + εy(t) + ..., ω(t) = ω0 + εω1(t) + ..., h(φ, t) = h0(φ) + εh1(φ, t) + ...,
vr(ξ, φ, t) = vr

(0)(ξ, φ)+εvr
(1)(ξ, φ, t)+ ..., vφ(ξ, φ, t) = v

(0)
φ (ξ, φ)+εv

(1)
φ (ξ, φ, t)+ ...,

Π(φ, t) = Π0(φ)+ εΠ1(φ, t)+ ..., N(t) = N0 + εN1(t)+ ..., G(t) = G0 + εG1(t)+ ...,



82 Д. К.АНДРЕЙЧЕНКО, Е.Ю. КРЫЛОВА

ε → 0. Из (2)-(8) следуют линейные уравнения возмущенного движения, ре-
шением которых являются y1, ω1, h1, v

(1)
r , v

(1)
φ ,Π1, N1, G1 (на подвижной границе

выполняется снесение граничных условий на невозмущенную стенку [9]):

πβ(ρ2/ρ− 1)ÿ = −π(ρ2/ρ− 1)γa+N, πρ2Jω̇/ρ = −βG/σ
h = −y · er − β(y0 · eφ) · (y · eφ)

vr = −(1− βξ)

∫ ξ

0

∂vφ
∂φ

dξ,
∂

∂φ

∫ h

0

vφdξ =
∂

∂φ
[(1 + βh0)(y · er − ẏ · eφ)]

∂vφ/∂t = − (1− βξ)Π + L[v], Π = Π(φ, t),

∫ 2π

0

Πdφ = 0 (23)

L[v] = −[1 + (1− βξ)v(0)φ ]
∂vφ
∂φ

− (1− βξ)
∂v

(0)
φ

∂φ
vφ − v(0)r

∂vφ
∂ξ

− ∂v
(0)
φ

∂ξ
vr +

1

σ

[
∂2vφ
∂ξ2

+

+β
∂vφ
∂ξ

+ β2∂
2vφ
∂φ2

]
+
(
β − β2ξ

) [
v(0)φ

∂

∂φ

∫ ξ

0

vφ∂ξ + vφ
∂

∂φ

∫ ξ

0

v(0)φ ∂ξ − 2

∫ ξ

0

v(0)φ vφ∂ξ

]
vφ|ξ=0 = −ω, vφ|ξ=h0

= β(y · er − ẏ · eφ)− h(∂v(0)φ /∂ξ)
∣∣
ξ=h0

N =

∫ 2π

0

(
β

σ

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

− Π

)
eφdφ, G = 2πβω +

∫ 2π

0

dφ
∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

y|t=0 = ẏ|t=0 = ω|t=0 = vφ|t=0 = 0

Далее в (23) выполняем одностороннее интегральное преобразование Ла-
пласа f(t) → f(λ) =

∫∞
0
f(t)e−λtdt. Следуя [4], представим изоб-

ражение реакций слоя вязкой несжимаемой жидкости на возмущен-
ное движение в виде N(λ) = −N (y)(λ)y(λ) − N(ω)(λ)ω(λ), G(λ) =

[G(y)(λ)]Ty(λ) + G(ω)(λ)ω(λ), N (y)(λ) = [N
(y)
kj (λ)], k, j = 1, 2, N(ω)(λ) =

(N
(ω)
1 (λ), N

(ω)
2 (λ))T , G(y)(λ) = (G

(y)
1 (λ), G

(y)
2 (λ))T . Изображения возмущений

входных и выходных функций связаны системой линейных алгебраических
уравнений с определителем D(λ)

(πβ(ρ2/ρ− 1)λ2 +N (y)(λ))y +N(ω)(λ)ω = −πγ(ρ2/ρ− 1) a

β[G(y)(λ)]Ty/σ + (πJλ/ρ+ βG(ω)(λ)/σ)ω = 0

D(λ) = det[Dkj(λ)], k, j = 1, 2, 3, Djj(λ) = πβ(ρ2/ρ− 1)λ2 +N
(y)
jj (λ) (24)

Dj3(λ) = N
(ω)
j (λ), D3j(λ) = βG

(y)
j (λ)/σ, j = 1, 2, D12(λ) = N

(y)
12 (λ)

D21(λ) = N
(y)
21 (λ), D33(λ) = πρ2Jλ/ρ+ βG(ω)(λ)/σ

При аналитичности в правой комплексной полуплоскости и в окрестности
мнимой оси функций N (y)

kj (λ), N
(ω)
j (λ), G

(y)
j (λ), G(ω)(λ) подвес устойчив [4,6], если

∆
1⩽ϑ⩽∞

argD(iϑ) = 5π/2 (25)
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и неустойчив в противном случае. Пусть δkj – символ Кронекера. Из (23) следуют
линейные краевые задачи для нахождения N (y)

kj (λ), N
(ω)
j (λ), G(y)

j (λ), G(ω)(λ)

vr = −(1− βξ)

∫ ξ

0

∂vφ
∂φ

dξ,
∂

∂φ

∫ h

0

vφdξ =
∂

∂φ
[(1 + βh0)(e

(2)
j · er − λe

(2)
j · eφ)]

e
(2)
j = (δ1j , δ

2
j )

T , λvφ = − (1− βξ)Π + L[v], Π = Π(φ),

∫ 2π

0

Πdφ = 0, vφ|ξ=0 = 0

vφ|ξ=h0
= β(e

(2)
j · er − λe

(2)
j · eφ) + (∂v(0)φ /∂ξ)

∣∣
ξ=h0

[e
(2)
j · er + β(y0 · eφ) · (e(2)j · eφ)]

(N
(y)
1j , N

(y)
2j )T =

∫ 2π

0

(
Π− β

σ

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

)
eφdφ,G

(y)
j =

∫ 2π

0

dφ
∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

, j = 1, 2 (26)

vr = −(1− βξ)

∫ ξ

0

∂vφ
∂φ

dξ,
∂

∂φ

∫ h

0

vφdξ = 0, λvφ = − (1− βξ)Π + L[v]

Π = Π(φ),

∫ 2π

0

Πdφ = 0, vφ|ξ=0 = −1, vφ|ξ=h0
= 0 (27)

N(ω) =

∫ 2π

0

(
Π− β

σ

∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

)
eφdφ, G

(ω) = 2πβ +

∫ 2π

0

dφ
∂vφ
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

При умеренных и средних значениях λ и σ = O(1) выполнялось преобра-
зование линейных краевых задач (26), (27) к новой независимой переменной
x = ξ/h0(φ). Далее они аналогично (18), (20), (2) проекционным методом Га-
леркина сводились к системам линейных алгебраических уравнений и реша-
лись численно. Проверка отсутствия полюсов функций N (y)

kj (λ), N
(ω)
j (λ), G(y)

j (λ),
k, j = 1, 2, G(ω)(λ) выполнялась численно на основе принципа аргумента.
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При λ→ ∞, Reλ > −∞, σ = O(1) аналогично [4] выполнялось асимптотиче-
ское интегрирование краевых задач (26), (27). В результате найдено

(N
(y)
1j (λ), N

(y)
2j (λ))T =

∑3

k=0
A

(j)
k λ2−k/2 +O(1), Π(φ, λ) =

∑3

k=0
Πk(φ)λ

2−k/2+

+O(1), A
(j)
0 =

∫ 2π

0

Π0eφdφ,A
(j)
1 =

∫ 2π

0

(Π1 + βσ−1/2Π0)eφdφ,A
(j)
2 =

∫ 2π

0

(Π2+

+βσ−1/2Π1 − β2σ−1Π0/2)eφdφ, A
(j)
3 =

∫ 2π

0

[(Π3 + βσ−1/2Π2 − β2σ−1Π1/2)eφ−

−βσ−1/2(1− ω0)Π0er/2]dφ, G
(y)
j (λ) = −5

8

∫ 2π

0

∂v
(0)
φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

dΠ0

dφ
dφ+O(λ−1/2)

Π0 = L[h−1
0 (1− βh0/2)

−1(1 + βh0)e
(2)
j · eφ], Π1 = σ−1/2L[h−1

0 (1− βh0/2)
−1·

·((2− βh0)Π0 − βe
(2)
j · eφ)], Π2 = L

{
h−1
0 (1− βh0/2)

−1 [σ−1/2(2− βh0)Π1+

+[h0 − βh20/2 + 2(1 + βh0)V0 − 8βV1 − βh0y0 · er]dΠ0/dφ− [(1 + 3βh0)y0 · eφ+

+4βW1] Π0 − (1 + βh0)e
(2)
j · er]}, Π3 = L{h−1

0 (1− βh0/2)
−1[σ−1/2(2− βh0)Π2+

+σ−1/2[(5/2 + βh0)ω0 − 3− βV0 + 3β/2− 2βy0 · er]dΠ0/dφ+ βσ−1/2y0 · eφΠ0/2+

+[h0 − βh20/2 + 2(1 + βh0)V0 − 8βV1 − βh0y0 · er]dΠ1/dφ−

−[(1 + 3βh0)y0 · eφ + 4βW1(φ) + β/(2σ)]Π1 + βσ−1/2e
(2)
j · er/2]}

V0(φ) =

∫ h0

0

v(0)φ dξ, V1(φ) =

∫ h0

0

ξv(0)φ dξ, W1(φ) =

∫ h0

0

ξdξ∂v(0)φ /∂φ

N(ω)(λ) = Bλ−1 +O(λ−3/2), G(ω)(λ) = 2π(σλ)1/2 + 3πβ + πβ2(σλ)−1/2/4 +O(λ−1)

L[f ] = f(φ)− 1

h0 − βh20/2

[∫ 2π

0

dφ

h0 − βh20/2

]−1 ∫ 2π

0

f(φ)dφ, B =
1

8σ

∫ 2π

0

dφ·

·

[ 13

h0 − βh20/2
− 3β

]
∂v

(0)
φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

er + 13L

 1− βh0

(h0 − βh20/2)
2

dh0
dφ

∂v
(0)
φ

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

 eφ


При эксцентриситете |y0| ≪ 1 в равновесном состоянии (что выполнено при

σ ≫ 1), уравнения (26), (27) и уравнения равновесного состояния преобразовы-
вались к деформированной радиальной координате x = ξ/h0, и использовалось
прямое асимптотическое разложение v(0)φ = |y0| v(0)φ,1(x, φ) + |y0|2v(0)φ,2(x, φ) + ...,
v
(0)
r = |y0| v(0)r,1 (x, φ)+|y0|2v(0)r,2 (x, φ)+..., Π0(φ) = |y0|Π(0)

1 (φ)+|y0|2Π(0)
2 (φ)+..., ω0 =

|y0|2ω(0)
2 + ..., vφ = vφ,0(x, φ)+ |y0| vφ,1(x, φ)+ ..., vr = vr,0(x, φ)+ |y0| vr,1(x, φ)+ ...,
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Π(φ) = Π
(1)
0 (φ) + |y0|Π(1)

1 (φ) + .... В результате получено

N
(y)
1,j (λ) = (F (+)(λ)− F (−)(λ))/(2i), N

(y)
2,j (λ) = (F (+)(λ) + F (−)(λ))/2, j = 1, 2

F (±)(λ) = −π(δ2j ± iδ1j )(λ± i){(1 + β − βS±1)w±1σ
−1[β/2− βS±1+

−σ(λ± i)

w±1

+
2σ(λ± i)s±1

w2
±1 sh s±1

(
ch s±1 − ch

β

2

)]−1 [
1− β

w±1

(β − σ(λ± i)S±1)−

−βe
β/2s±1

sh s±1

]
+
β2eβ/2s±1

σ sh s±1

}
, S±1 =

1

w±1

[
s±1

sh s±1

(ch s±1 − eβ/2) +
β

2

]
w±1 = β2 + σ(λ± i), s±1 = (w±1 + β2/4)1/2,G(y)(λ) = O(|y0|), N(ω)(λ) = O(|y0|)

G(ω)(λ) = 2π
√
σλ+ β2

/
4 cth

√
σλ+ β2

/
4 + 3πβ

Рис. 2. Частотные годографы

4. Результаты моделирования на основе уточненной математической
модели аналогичны [4], но приводят к несколько большей протяженности обла-
стей устойчивости. На рис. 2 приведены частотные годографы характеристиче-
ского квазимногочлена (3) в масштабе u+iv = ln(1 + |D(iω)|)D(iω)/ |D(iω)| для
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подвеса c «легким» внутренним телом с безразмерными параметрами β = 0.143,
ρ2/ρ = 0.594, J = 0.5, χ = −53.78 [4]. При σ = 50 (рис. 2a) относительный
эксцентриситет в равновесном состоянии |y0| = 0.011, подвес находится прак-
тически в центральном положении и асимптотически устойчив. Аналогично,
подвес устойчив при σ = 8, |y0| = 0.396 (рис. 2b) и при σ = 6, |y0| = 0.771
(рис. 2c). Значения σ = 5, 83 (найдено бинарным делением), |y0| = 0.794 со-
ответствуют границе области устойчивости (рис. 2d). При σ = 5, |y0| = 0.876
подвес неустойчив (рис. 2e). Использование уточненной математической модели
приводит к несколько большему значению эксцентриситета на границе области
устойчивости |y0| = 0.794 по сравнению с аналогичным значением |y0| = 0.763
согласно исходной математической модели [4].

Рис. 3. Графики переходных процессов

На рис. 3 для подвеса с «легким» внутренним телом и безразмерными па-
раметрами β = 0.25, ρ2/ρ = 0.594, J = 0.5, γ = 4.688, σ = 3.97 представлены
зависимости от времени смещений центра масс внутреннего тела при его пе-
реходе из одного равновесного состояния в другое при скачкообразном увели-
чении действующей на подвес перегрузки a(t) = (0, a · 1(t))T . Здесь a = 0.372,
1(t)– функция единичного скачка Хевисайда. Графики переходных процессов
для математической модели из [4] показаны пунктирной линией, а для уточ-
ненной модели – сплошной. Уточненная математическая модель характеризу-
ется несколько большей протяженности областей устойчивости по сравнению с
исходной моделью [4]. В результате при умеренных значениях колебательного
числа Рейнольдса σ применение уточненной математической модели приводит
к более быстрому затуханию переходных процессов в подвесе.
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Введение. Изделия из бетона завоевали высокую популярность в строи-
тельстве зданий и сооружений ввиду достаточно низкой себестоимости изготов-
ления и высоких эксплуатационных характеристик. При этом в научной лите-
ратуре достаточно много работ, где в расчетах деформирование бетона рассмат-
ривается как линейное упругое и не учитывается существенная нелинейность
диаграммы деформирования бетона [1–4]. В данной работе рассматриваются
многослойные бетонные стержни, где в каждом слое может быть реализована
своя марка бетона, а также рассматриваются стержни различного поперечного
сечения. Рассмотрены примеры расчета стержней по соотношениям [5], где ко-
личество слоев равно 3 и рассматривается влияние формы поперечного сечения
и собственного веса на несущую способность стержня.

1. Основные соотношения. В качестве примера рассмотрим n-слойный
бетонный стержень, аналогичный [5]. Далее будем следовать предположениям
и обозначениям, изложенным в работе [5].

В дальнейшем будем использовать безразмерные величины

σ̃ =
σ

σ−
1∗
, l̃ = 1, b̃i =

bi
l
, h̃i =

hi
l
, (1)

q̃ = q
1

lσ−
1∗
, Q̃ = Q

1

l2σ−
1∗
, Ñ = N

1

l2σ−
1∗
, M̃ =M

1

lσ−
1∗
, w̃ =

w

l
,

q̃g =
4g

lσ−
1∗

3∑
i=1

bi(hi − hi−1)ρi,

где обезразмеривающие величины такие: σ−
1∗ – предел прочности при сжатии

бетона марки B10, l – длина стержня, q – величина распределенной нагрузки,
Q – величина перерезывающей силы, M – величина изгибающего момента, N –
продольного усилия, w – величина прогиба стержня, qg – нагрузка, вызванная
действием массовых сил.

Рассмотрим случай n = 3, тогда поперечное сечение будет иметь вид, изоб-
раженный на рис. 1.

Рассмотрим шарнирно-закрепленный стержень под действием собственного
веса и равномерно распределенной нагрузки q (рис. 2).

Будем рассматривать задачу изгиба шарнирно-опертого стержня равномер-
ной поперечной нагрузкой q (рис. 2). Тогда моменты и усилия для данной ста-
тически определимой задачи будут равны

My(x) = (q + qg)

(
x2

2
− x

2

)
, N(x) = 0, h0 = 0, (2)

где g – ускорение свободного падения, ρi – плотность марки бетона в i-ом слое.
Если предположить, что используемые в стержне марки бетонов имеют оди-

наковую плотность, т.е.
ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ,
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Рис. 1. Поперечное сечение стержня

Рис. 2. Шарнирно-закрепленный стержень

тогда одинаковая площадь поперечного сечения будет соответствовать одина-
ковой массе стержня.

В работе [5] был рассмотрен двухслойный стержень (n = 2) с параметрами
стержня (конфигурация 1)

b1 = 0, 03, b2 = 0, 02, h1 = 0, 06, h2 = 1, (3)

где первый слой реализован из бетона марки B10, второй – B30.

2. Примеры расчета без учета собственного веса. Рассмотрим трех-
слойный стержень (n = 3), имеющий площадь поперечного сечения, аналогич-
ную стержню (3) (конфигурация 2)

b1 = 0, 0267, b2 = 0, 02, b3 = 0, 05, b2 = 0, 04, h1 = 0, 03, h2 = 0, 06, h3 = 1, (4)

где первый слой реализован из бетона марки B10, второй – B30, третий – B50.
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Если принять, что сила тяжести отсутствует, т.е. g = 0, тогда предельные
нагрузки можем определить, следуя алгоритму, изложенному в [5]. Результаты
определения предельных нагрузок поместим в таблицу 1. Здесь через (i1, i2, i3)
обозначено то, как деформируется каждый из слоев стержня, где значение 0
соответствует упругому деформированию, 1 – нелинейному квазиупругому де-
формированию, 2 – границе раздела этих двух областей, а через q−(i1,i2,i3) и
q+(i1,i2,i3) обозначены минимальная и максимальная нагрузка для данной кон-
фигурации, через j− и j+ обозначены индексы слоев, в которых деформация
достигает предельного значения при минимальной и максимальной нагрузке
соответственно.

(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,0) 0 0 0,000589 3
(0,0,2) 0,000589 3 0,000933 3
(0,0,1) 0,000933 3 0,001167 2
(0,2,1) 0,001167 2 0,001649 1, 2
(2,1,1) 0,001649 1, 2 0,001716 3

Таблица 1. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 2)

Из таблицы 1 видно, что при нагрузке 0 < |q| < 0, 000589 стержень деформи-
руется упруго во всех слоях стержня, при |q| = 0, 000589 деформация достигает
предельной упругой в третьем слое. При 0, 000589 < |q| < 0, 000933 первые два
слоя деформируются упруго, а третий слой содержит границу раздела двух об-
ластей. Если нагрузка достигнет значения |q| = 0, 000933, то при этой нагрузке
граница раздела областей достигнет нижней границы слоя и весь третий слой
будет деформироваться нелинейно квазиупруго. Если нагрузка будет в диа-
пазоне 0, 000933 < |q| < 0, 001167, то третий слой будет полностью в области
нелинейного квазиупругого деформирования, а первые два слоя – упругого. На-
грузка |q| = 0, 001167 соответствует достижению во втором слое на верхней гра-
нице деформации значения предельно-упругой. При 0, 001167 < |q| < 0, 001649
первый слой будет деформироваться упруго, третий – нелинейно, а во втором
слое будет область, содержащая границу раздела областей. При q = 0, 001649 во
втором слое граница раздела областей достигнет нижней границы слоя, а в пер-
вом слое на верхней границе появится область нелинейного деформирования.
Если нагрузка будет удовлетворять соотношениям 0, 001649 < |q| < 0, 001716,
второй и третий слой будут деформироваться полностью нелинейно, а в пер-
вом слое будет граница раздела двух областей. При |q| = 0, 001716 на верхней
границе стержня деформация достигнет значения предельной предразрушения
при растяжении, и будем считать, что стержень теряет несущую способность.

Рассмотрим случай, когда в конфигурации 2 все слои стержня состоят из
бетона марки B50 (конфигурация 3). Тогда предельные нагрузки будут соот-
ветствовать таблице 2.
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(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,0) 0 1 0,000605 3
(0,0,2) 0,000605 3 0,000964 2, 3
(0,2,1) 0,000964 2, 3 0,001530 1, 2
(2,1,1) 0,001530 1, 2 0,001822 3

Таблица 2. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 3)

В результате получаем, что в конфигурации 3 максимальная нагрузка, по
сравнению с конфигурацией 2, будет больше на 6,18 %. При этом в конфи-
гурации 3, в отличие от 2, невозможен слой с параметрами (0, 0, 1), так как
предельные упругие деформации одинаковые для всех слоев в конфигурации
3, в конфигурации 2 отличаются в 3 слое от 1 и 2.

Рассмотрим стержень с площадью поперечного сечения, аналогичной конфи-
гурациям 1-3 и с параметрами

b1 = 0, 03, b2 = 0, 04, b3 = 0, 06, b2 = 0, 04, h1 = 0, 03, h2 = 0, 04, h3 = 0, 08. (5)

Положим, что в стержне (5) первый слой реализован из бетона марки B30,
второй из бетона марки B10, а третий из бетона марки B50, и указанную конфи-
гурацию стержня будем называть конфигурацией 4. Тогда предельные нагрузки
будут соответствовать таблице 3.

(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,0) 0 1 0,000487 3
(0,0,2) 0,000487 3 0,000896 3
(0,0,1) 0,000896 3 0,001104 2
(0,2,1) 0,001104 2 0,001291 1, 2
(2,1,1) 0,001291 1, 2 0,001458 3

Таблица 3. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 4)

Из таблицы 3 видно, что максимальная нагрузка, которую способен выдер-
жать стержень конфигурации 4, меньше на 25 % по сравнению с конфигурацией
3 и на 17,7 % по сравнению с конфигурацией 2.

3. Примеры расчета с учетом собственного веса. Определим пре-
дельные нагрузки для конфигураций 2-4, но уже с учетом влияния силы тяже-
сти. Результаты расчетов приведены в таблицах 4-6.

Как видно из расчетов, максимальная нагрузка для конфигурации 2 с учетом
силы тяжести меньше аналогичной без ее учета на 43,4 %, для конфигурации
3 меньше с учетом силы тяжести на 43,6 %, а для конфигурации 4 меньше с
учетом силы тяжести на 65,1 %. Из таблицы 6 можно видеть, что конфигурация
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(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,0) 0 0 0,000070 3
(0,0,2) 0,000070 3 0,000414 3
(0,0,1) 0,000414 3 0,000649 2
(0,2,1) 0,000649 2 0,001130 1, 2
(2,1,1) 0,001130 1, 2 0,001197 3

Таблица 4. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 2) с учетом силы тяжести

(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,0) 0 1 0,000052 3
(0,0,2) 0,000052 3 0,000410 2, 3
(0,2,1) 0,000410 2, 3 0,000977 1, 2
(2,1,1) 0,000977 1, 2 0,001269 3

Таблица 5. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 3) с учетом силы тяжести

(i1, i2, i3) |q−(i1,i2,i3)| j− |q+(i1,i2,i3)| j+

(0,0,2) 0 1 0,000321 3
(0,0,1) 0,000321 3 0,000529 2
(0,2,1) 0,000529 2 0,000716 1, 2
(2,1,1) 0,000716 1, 2 0,000883 3

Таблица 6. Предельные нагрузки стержня (конфигурация 4) с учетом силы тяжести

4 с учетом силы тяжести не деформируется полностью упруго при любом зна-
чении нагрузки q, хотя без ее учета упругому деформированию соответствует
нагрузка −0, 000487 < q < 0.

4. Заключение. Указанные примеры показывают, что форма попереч-
ного сечения и собственный вес существенно влияют на предельные нагрузки.
Игнорирование учета собственного веса конструкции может привести к суще-
ственным погрешностям в расчетах.
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Аннотация. Рассматривается упругопластическое деформирование композита в состоянии
плоской деформации под действием нагрузки, обеспечивающей нормальный разрыв адгези-
онного слоя. Образец состоит из двух одинаковых пластин сопряженных тонким адгезивом.
Из общей вариационной постановки с учетом теории пластин Миндлина—Рейсснера и кри-
терия Треска—Сен-Венана при условии полной пластичности (равенстве двух главных на-
пряжений, действующих ортогонально отрыву) получена постановка в дифференциальном
виде. В качестве материала для адгезива берется умерено пластичный Araldite 2015, а для
сопрягаемых тел — сталь. Считается, что образуется одна область необратимых деформаций,
которая локализуется на торце адгезионного слоя, а сопрягаемые тела и остальная часть ад-
гезива деформируются согласно линейной теории упругости. Приведено общее аналитическое
решение поставленной задачи на пластическом участке в виде функций поля перемещений
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Abstract. The paper considers elastic-plastic deformation of a composite in a state of plane
deformation under the action of a load that ensures normal rupture of the adhesive layer. The
sample consists of two identical plates connected by a thin adhesive. From the general variational
formulation, taking into account the Mindlin—Reissner plate theory and the Tresca—Saint-Venant
criterion, under the condition of complete plasticity (equality of the two main stresses acting
orthogonally to the separation), a differential formulation is obtained. The moderately plastic
Araldite 2015 is used as the adhesive material, and steel is used for the mating bodies. It is
believed that one area of irreversible deformations is formed, which is localized at the end of the
adhesive layer, and the mating bodies and the rest of the adhesive are deformed according to the
linear theory of elasticity. A general analytical solution to the problem in the plastic area is given in
the form of functions of the displacement field of the upper boundary of the adhesive. The influence
of such geometric characteristics of the composite as the length of the section where there is no
interface of bodies with the layer, the length of the adhesive layer, the height of the mating bodies
and the height of the layer on the stress state of the adhesive layer has been studied. It is shown
that, in addition to the length of the adhesive, these values have an effect on the size of the plastic
section and the distribution of average stresses in the adhesive layer.
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Введение. При экспериментальных исследованиях трещиностойкости ад-
гезионных слоев в качестве образца обычно используют двухконсольную балку.
А трещиноподобный дефект в адгезиве моделируют не только в виде матема-
тического разреза с жестким сцеплением сопрягаемых тел, но и в виде слоя с
характерной толщиной [1–5].

В данной работе рассматривается образец, экспериментально изученный в
статье [6] с различными материалами адгезионного слоя. С учетом того, что у
композита тонкий адгезионный слой, в работе [7] получено упругое аналити-
ческое решение задачи. А в статье [8] были найдены пределы упругости для
образца с различными материалами слоя. Получено, что для адгезива Araldite
AV138 можно ограничиться упругой постановкой задачи, а для Araldite 2015
и Sikaforce 7752 необходимо перейти к упругопластической постановке. В ста-
тье [9] методом конечных элементов было определено, что в случае плоской де-
формации возможно образование нескольких зон упругопластического дефор-
мирования с разными знаками гидростатического давления, но основной вклад
в значение прочностных характеристик вносит напряженно-деформированное
состояние зоны пластичности на торце адгезионного слоя. С учетом всех полу-
ченных ранее результатов, найдем аналитическое упругопластическое решение
задачи и исследуем влияние геометрических характеристик образца на напря-
женное состояние адгезионного слоя с материалом Araldite 2015.

1. Постановка задачи. В данной статье исследуется нагружение нор-
мальным отрывом композитного образца представленного на рис. 1. Счита-
ется, что консоли 1 и 2 деформируются упруго, а материал слоя 3 является
упругопластическим без упрочнения. Композит находится в состоянии плоской
деформации.

Рис. 1. Слоистый композит
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Применим концепцию ”слоя взаимодействия” [5] для описания взаимодей-
ствия адгезионного слоя 3 с консолями 1 и 2. Согласно данной концепции на
границах между слоем и пластинами жесткое сцепление, и постулируется ра-
венство по модулю и противоположность по направлению для векторов напря-
жений по границе слоя 3.

В силу симметрии рассматриваемого образца относительно оси Ox1 (рис. 1)
запишем уравнение равновесия консоли 1 в вариационной форме:∫

S1

σ · ·δεds+
∫
ℓ

σ̄22δu
+
2 dx1 + 0.5δ0

∫
ℓ

σ̄11
∂δu+1
∂x1

dx1 =

∫
L1

P · δudl, (1)

где S1 — площадь поперечного сечения тела 1 в плоскости Ox1x2; L1 — гра-
ница приложения внешней нагрузки для тела 1; u+1 , u+2 — горизонтальное и
вертикальное перемещения верхней границы слоя; σ, ε— тензоры напряже-
ний и деформаций; σ̄, ε̄— тензоры средних напряжений и деформаций ад-

гезионного слоя с компонентами: σ̄(x1)12 = σ̄(x1)21 = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ(x1, x2)21dx2,

σ̄(x1)11 =
1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ(x1, x2)11dx2, σ̄(x1)22 =
1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ(x1, x2)22dx2,

ε̄11 (x1) =
du+1 (x1)

dx1
, ε̄22 (x1) =

2u+2 (x1)

δ0
, ε̄12 (x1)= ε̄21 (x1) = 0. (2)

В случае упругого деформирования используются определяющие соотноше-
ния в форме закона Гука:

σij =
E

1 + ν

(
εij +

ν

1− 2ν
εδij

)
, σ̄ij =

E3

1 + ν3

(
ε̄ij +

ν3
1− 2ν3

ε̄δij

)
, (3)

где E, ν — модуль упругости и коэффициент Пуассона тела 1; E3, ν3 — модуль
упругости и коэффициент Пуассона слоя взаимодействия; ε = ε11 + ε22 + ε33,
ε̄ = ε̄11+ ε̄22+ ε̄33 — объемные деформации; δij — символ Кронекера; i, j = 1, 2, 3.

В области необратимого деформирования адгезионного слоя предполагается
выполнение критерия Треска—Сен-Венана [10] при условии полной пластично-
сти. Для нагружения нормальным отрывом под ним подразумевается равенство
двух главных напряжений σ̄11 = σ̄33. Следовательно, условие текучести запи-
шем в виде:

σ̄22 − σ̄11 = 2τ0, (4)

где τ0 — предел текучести.
Деформацию образца рассматриваем в рамках теории Миндлина—Рейсснера

[11,12] с распределением поля перемещений в виде:

u1 (x1, x2) = u+1 (x1)− φ (x1) (x2 − δ0/2) ,

u2 (x1, x2) = u+2 (x1) .
(5)
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Таким образом, от (1) приходим к двум системам дифференциальных урав-
нений для тела 1:

dM11

dx1
−Q12 = 0;

dQ11

dx1
= 0;

dQ12

dx1
= 0; x1 ∈ [−a; 0) ,

dM11

dx1
−Q12 = 0;

dQ11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

= 0;
dQ12

dx1
= σ̄22; x1 ∈ (0; ℓ] ,

(6)

где Q11 = Dh
(

du+
1

dx1
− h

2
dφ
dx1

)
, Q12 = Lh

(
du+

2

dx1
− φ

)
, M11 = Dh2

(
1
2

du+
1

dx1
− h

3
dφ
dx1

)
—

обобщенные силы и обобщенный момент; L = k E
2(1+ν)

; k = 5
6
; D = E

(1−ν2)
.

Из (2) и (3) получим напряженное состояние в слое взаимодействия на участ-
ке с обратимым деформированием:

σ̄11 = D1
du+1
dx1

+D2u
+
2 , σ̄22 = C1u

+
2 + C2

du+1
dx1

, (7)

где D1 =
E3(1−ν3)

(1+ν3)(1−2ν3)
; D2 =

2E3ν3
(1+ν3)(1−2ν3)δ0

; C1 =
2D1

δ0
; C2 =

δ0D2

2
.

А на участке с пластическим деформированием предполагаем линейную
связь между объемной деформацией слоя и гидростатическим давлением. По-
этому распределением напряжений в адгезионном слое с учетом (2) и (4) опре-
деляется следующим образом:

σ̄11 = K
du+1
dx1

+
2K

δ0
u+2 − 2

3
τ0, σ̄22 = K

du+1
dx1

+
2K

δ0
u+2 +

4

3
τ0, (8)

где K — модуль объемной деформации; K = E3

3(1−2ν3)
.

Система (6) имеет граничные условия:

u+1
∣∣
x1=ℓ

= 0, u+2
∣∣
x1=ℓ

= 0, φ|x1=ℓ = 0, (9)

Q11|x1=−a = 0, Q12|x1=−a = −Q, M11|x1=−a = 0, (10)
и условия сопряжения:

u+1
∣∣
x1=−0

= u+1
∣∣
x1=+0

, u+2
∣∣
x1=−0

= u+2
∣∣
x1=+0

, φ|x1=−0 = φ|x1=+0 ,

Q11|x1=−0 = (Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=+0 ,

Q12|x1=−0 = Q12|x1=+0 , M11|x1=−0 = M11|x1=+0 ,

(11)

u+1
∣∣
x1=ℓp−0

= u+1
∣∣
x1=ℓp+0

, u+2
∣∣
x1=ℓp−0

= u+2
∣∣
x1=ℓp+0

, φ|x1=ℓp−0 = φ|x1=ℓp+0 ,

(Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=ℓp−0 = (Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=ℓp+0 ,

Q12|x1=ℓp−0 = Q12|x1=ℓp+0 , M11|x1=ℓp−0 = M11|x1=ℓp+0 .

(12)

В силу получившихся дифференциальных уравнений на участке x1 ∈ [−a; 0)
и условий сопряжения (11) можно ограничиться решением системы на участке
(0; ℓ], перенеся граничные условия (10) в точку x1 = 0:

(Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=+0 = 0, Q12|x1=+0 = −Q, M11|x1=+0 = −Qa. (13)
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В результате решение поставленной задачи определяется функциями, отве-
чающими за распределение поля перемещений (5), u+1 , u+2 , φ.

2. Решение задачи. Рассматривается композит [6] со следующими ха-
рактеристиками материала тела 1: E = 2.04 · 1011 Па, ν = 0.33. Для адгезива
берется Araldite 2015, у которого E3 = 1.85 · 109 Па, ν3 = 0.33, τ0 = 14.6 МПа,
Pcr = 1500 Н, Pcr — экспериментальное значение внешней нагрузки при иници-
ализации трещины в адгезиве высотой δ0 = 10−3 м. Геометрические характери-
стики образца: h = 0.0127 м, δ0 = 10−3 м, a = 0.055 м, ℓ = 0.2 м, b = 0.025 м,
где b— ширина композита в направлении нормали к рассматриваемому сечению
(рис. 1). Распределенная нагрузка определяется следующим образом: Q = Pcr

b
.

Для данного образца вид общего аналитического решения системы (6) на
участке (ℓp; ℓ] найдено в работе [13]. А общее решение на участке (0; ℓp] имеет
следующий вид:

u+1 = C̃2e
R1x1

[−R9 cos (R2x1)+

+R10 sin (R2x1)

]
+ C̃3e

R1x1

[
R10 cos (R2x1)+

+R9 sin (R2x1)

]
−

−C̃4e
−R1x1

[
R9 cos (R2x1)+

+R10 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[−R10 cos (R2x1)+

+R9 sin (R2x1)

]
+

+
1

Dh
C̃1x1 +

2τ0δ0
3Dh

x1 + C̃6,

(14)

u+2 = C̃2e
R1x1

[
R1 cos (R2x1)−
−R2 sin (R2x1)

]
− C̃3e

R1x1

[
R2 cos (R2x1)+

+R1 sin (R2x1)

]
−

−C̃4e
−R1x1

[
R1 cos (R2x1)+

+R2 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[−R2 cos (R2x1)+

+R1 sin (R2x1)

]
−

− δ0
2Dh

C̃1 −
2τ0δ0S

3Dh
,

(15)

φ = C̃2e
R1x1

[
R3 cos (R2x1)+

−R4 sin (R2x1)

]
− C̃3e

R1x1

[
R4 cos (R2x1)+

+R3 sin (R2x1)

]
+

+C̃4e
−R1x1

[
R3 cos (R2x1)+

+R4 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[
R4 cos (R2x1)+

−R3 sin (R2x1)

]
,

(16)

где ∆ = 4D2h4 (1− δ0T ); T = 12L(2LS+Dh)
D2h2 ; S = Dh

K
+ δ0

2
; R1 =

√√
α2+β2+α

2
;

R2 =

√√
α2+β2−α

2
; α = Dh−6Lδ0

Lhδ0(Dh
K

+2δ0)
; β = D

√
δ0T−1

Lδ0(Dh
K

+2δ0)
; R3 =

2LS
V

(
R2

1 −R2
2 − 2D

LSδ0

)
;

R4 =
4LSR1R2

V
; V = 2LS+Dh; R5 =

Dh2(R2R4−R1R3)
2SK

+R1

S
; R6 = −Dh2(R1R4+R2R3)

2SK
+R2

S
;

R7 =
R1

R2
1+R2

2
; R8 =

R2

R2
1+R2

2
; R9 = R5R7 +R6R8; R10 = R6R7 −R5R8.

3. Анализ решения. Построим распределение напряжений (7)-(8) адге-
зионного слоя при различных значениях длины участка без сопряжения тел со
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слоем a. Для адгезива Araldite 2015 на рис. 2 кривая 1 построена при a = 0.055
м, кривая 2 — при a = 0.1 м. Пунктирной линией выделена область с пластиче-
ским деформированием слоя.

Рис. 2. Напряжения σ̄11 (слева) и σ̄22 (справа) при разном значении a

Из рис. 2 видим, что данная характеристика влияет на полученное решение.
При a = 0.055 м длина пластического участка равна ℓp = 0.00294321 м, а при
a = 0.1 м — ℓp = 0.005217 м.

Исследуем влияние длины адгезионного слоя ℓ на решение задачи. На рис. 3
построено напряженное состояние слоя (7)-(8) при ℓ = 0.2 м и ℓ = 1 м.

Рис. 3. Напряжения σ̄11 (слева) и σ̄22 (справа) при разной длине ℓ
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Видим, что на рис. 3 графики совпадают, следовательно, длина слоя не вли-
яет на решение задачи.

Рассмотрим напряженное состояние (7)-(8) при различных значениях высоты
тела 1 h и слоя взаимодействия δ0. На рис. 4 кривая 1 построена при δ0 = 10−3

м, h = 0.0127 м, кривая 2 — δ0 = 5 · 10−4 м, h = 0.0127 м, кривая 3 — δ0 = 10−3

м, h = 0.017 м.

Рис. 4. Напряжения σ̄11 (слева) и σ̄22 (справа) при разных h и δ0

Получены следующие значения длины участка с необратимым деформиро-
ванием: в случае 1 — ℓp = 0.00294321 м, 2 — ℓp = 0.00380874 м, 3 — ℓp = 0.000979
м. Из рис. 4 видим, что высота тела 1 h и слоя δ0 влияют на распределение
напряжений в адгезионном слое.

Заключение. Рассмотрена модель упругопластического деформирования
тонкого адгезионного слоя. Изучено влияние геометрических свойств компози-
та на распределение напряжений в слое. Показано, что кроме длины слоя эти
характеристики воздействуют на величину пластического участка и напряжен-
ное состояние адгезионного слоя. Увеличение значения a или уменьшение h, δ0
приводит к росту пластического участка.
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Введение. В настоящее время большое внимание уделяется эффектам,
связанных с воздействием внешних шумов на поведение динамических систем.
Например, влиянию так называемого аддитивного белого гауссовского шума,
который характеризуется равномерной спектральной плотностью и нормально
распределённым значением амплитуды, а также аддитивным способом воздей-
ствия на сигнал. Шум затрудняет определение времени работоспособности или
анализ старения материала за счёт того, что оказывается неизвестной точная
зависимость напряжений в твердых материалах от времени. Исследование вли-
яния случайных шумовых воздействий на нелинейные динамические системы
является одним из самых актуальных и интенсивно развивающихся направле-
ний в нелинейной динамике [1–3]. Шум может приводить к двум типам эф-
фектов: индуцированному шумом сдвигу бифуркаций, которые имеют место в
детерминированной системе, а также к возникновению новых типов поведения
и новых бифуркаций (фазовых переходов), не наблюдавшихся в отсутствии шу-
ма. В настоящей работе при действии гармонической знакопеременной нагруз-
ки переход регулярных колебаний в хаотический осуществляется по сценарию
Фейгенбаума [4]. Систематизацию исследований взаимодействия индуцирован-
ных шумом неустойчивостей и фазовых переходов для задач физики, биологии,
химии привели в 1987 году В. Хорстхемке и Р. Лефевр [5]. Для механических
распределенных систем таких исследований сделано не было, появляются толь-
ко первые публикации в этом направлении [6,7].

1. Постановка задачи. Рассмотрим сферическую пологую оболочку в
полярной системе координат, введенной следующим образом (1):
Ω =

{
r, z|r ∈ [0, b] ; z ∈

[
−h

2
, h
2

]}
.

Систему уравнений динамики пологих оболочек в безразмерном виде запи-
шем следующим образом [8]:

∂2u30
∂t2

+ ϵ
∂u30
∂t

= −∂
4u30
∂r4

− 2
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∂r3

+
1

r2
∂2u30
∂r2

− 1
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∂u03
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−

−Φ
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1− 1

r
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+ q + q∗,

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
− 1
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∂Φ

∂r
=
∂u30
∂r

(
1− 1

2r

∂u30
∂r

)
,

(1)

где Φ = ∂F
∂r

, F – функция усилий, r – радиус оболочки, u30 – прогиб, q =
q0Sin(ωpt) – поперечная нормальная нагрузка, q0 и ωp – ее амплитуда и часто-
та соответственно. Аддитивный белый шум добавлен в систему с постоянной
интенсивностью q∗ = qn (2.0 ∗ rand()/ (RAND_MAX + 1.0)− 1.0), где qn – ин-
тенсивность шума, rand() – стандартная функция языка C++, принимающая
случайное целое число от 0 до RAND_MAX, RAND_MAX -– константа, рав-
ная 65535. Выражение принимает произвольные дробные значения в диапазоне
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(−1; 1). Данная математическая модель белого шума предложена центром ком-
пьютерных исследований в области музыки и акустики (CCRMA) Стэндфорд-
ского университета.

К системе (1) присоединим граничные условия для шарнирно-подвижного
контура в меридиональном направлении:

Φ = u30 = 0,
∂2u30
∂r2

+ ν
∂u30
∂r

при r = b, (2)

начальные условия:

u30 = 0,
∂u30
∂t

= 0, (3)

а также условия в вершине оболочки, выполняющиеся в ее малой окрестности:

Φ ≈ Ar,
∂Φ

∂r
≈ A,

u30 ≈ B + Cr2,
∂u30
∂r

≈ 2Cr,
∂2u30
∂r2

= 2C,
∂3u30
∂r3

≈ 0,

(4)

здесь A,B,C – коэффициенты, которые определяются при численном решении
системы дифференциальных уравнений.

2. Численный эксперимент. Систему (1-4) будем решать методом
Рунге-Кутта четвертого порядка точности, используя на каждом шаге реше-
ние второго уравнения из (1). Шаг по времени выбирается по правилу Рунге.

Численный эксперимент проводился со следующим набором параметров:

r = 1см, h = 0.002см, E = 70 ∗ 104кгс/см2, ν = 0.34, ρ = 2.7 ∗ 10−6кг/см3,

q0 = 8.77кгс/см2.

Рис. 1. Расчетная схема

В одном из численных экспериментов для
рассматриваемой механической системы под
действием внешней нормальной нагрузки в
условиях отсутствия вненнего белого шума
авторами был получен сценарий Фейгенбаума
перехода колебаний из гармонических в ха-
отические [4]. Модель Фейгенбаума подтвер-
ждается численными экспериментами на мно-
гих простых математических моделях. Из-
вестно, что бифуркация удвоения хорошо опи-
сана в аттракторе Рейслера и др. Подобное яв-
ление также обнаружено в рассматриваемой
задаче. Сценарий Фейгенюаума для данной
задачи был получен при частоте внешней нормальной нагрузки ωp = 0.516 [4].
Для центральной точки оболочки с параметром пологости b = 4 была рассчи-
тана константа Фейгенбаума (αn) в соответствии со значением управляющего
параметра q0 в условиях отсутствия внешних флуктуаций. Было выявлено 5
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бифуркаций удвоения периода. Полученное в результате численных экспери-
ментов значение αn = q0,n−q0,n−1

q0,n+1−q0,n
= 4.65608466, n = 5 хорошо согласуется с

теоретическим значением α = 4.66916224, расхождение составляет около 0.28%.
Интерес представляет влияние аддитивного внешнего белого шума на полу-

ченный сценарий Фейгенбаума.
При малой интенсивности аддитивного белого шума (qn = 0.01) также была

получена серия бифуркаций удвоения периода. Было выявлено, что бифурка-
ции удвоения периода под влиянием шума наступают при меньшей амплитуде
внешней нормальной периодической нагрузки (табл. 1). В таблице 1 приведены
спектры мощности Фурье, полученные как с учетом внешнего аддитивного шу-
ма, так и без него. Из данных таблицы видно, что в условиях шума происходит
локализация частот вокруг частоты ωp

2
. После появления ωp

2
локализация шумо-

вой составляющей происходит вокруг частот ωp

4
, 3ωp

4
и т.д. Всего было выявлено

4 бифуркации удвоения периода, а не 5, как в случае отсутствия шумового
воздействия.

q0 без учета шума qn = 0 c учетом шума qn = 0.01

0.08

0.11

0.135

Таблица 1. Влияние внешнего белого шума на сценарий Фейгенбаума.
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Рассмотрим сечения Пуанкаре, полученные для сценария Фейгенбаума без
учета шумовой нагрузки. На биссектрисе первой четверти (прямая 1) отобра-
жалась сначала одна точка (табл.2 а)), что соответствует гармоническим коле-
баниям, затем с первой бифуркацией появилась еще одна точка на прямой 1
(табл.2 б)), при второй бифуркации отобразились еще две точки на прямой 2,
перпендикулярной прямой 1. Часть точек сечения Пуанкаре (на прямой 2) при
дальнейшем делении сдвигаются и образуют кривую (табл.2 е)). С учетом шу-

а) б) в)

г) д) е)

Таблица 2. Сечение Пуанкаре для сценария Фейгенбаума без учета шума.

мовой составляющей с интенсивностью qn = 0.01 при амплитуде внешней нор-
мальной нагрузки q0 = 0.08 на графике четко видна прямая 1 и облако точек.
Облако точек неоднородно, имеет большую плотность в центре и минимальную
на границе.

При увеличении амплитуды вынуждающей нагрузки происходит бифурка-
ция удвоения периода. На сечении Пуанкаре видно, что точки, которые при-
тягиваются к точкам на прямой 1, образуют прямую линию, точки, которые
притягиваются к прямой 2, образуют облако. При увеличении вынуждающей
нагрузки облако точек принимает форму эллипса (табл.3а)). Дальнейший рост
параметра вынуждающей нагрузки приводит к вытягиванию эллипса (табл.3б-
3г)), что продолжается до тех пор, пока не произойдет деление на четыре груп-
пы (табл.3д)-3е)), т. е. наступлению второй бифуркации удвоения периода.
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а) б) в)

г) д) е)

Таблица 3. Cечение Пуанкаре qn = 0.01, q0 ∈ [0.11; 0.1335].

В работе установлено, что для сферических осесимметричных оболочек под
действием поперечной знакопеременной нагрузки колебания переходят из гар-
монических в хаотические по сценарию Фейгенбаума, в том числе и при учете
аддитивного белого шума. Показано, что внешнее шумовое воздействие снижа-
ет значение амплитуды внешней нормальной знакопеременной нагрузки, при
котором наступает бифуркация удвоения периода системы. Также исследован
механизм появления бифуркации в случае действия аддитивного белого внеш-
него шума.

ДОПОЛНИТЕЛЬНО
Вклад авторов. И. В. Папкова, Е. Ю. Крылова, Д. К. Андрейченко постановка за-
дачи, построение численных алгоритмов и разработка программного обеспечения для
решения задачи, написание текста рукописи, И. И. Коврига и Е. К. Пронина обзор
литературы по теме статьи, проведение вычислительных экспериментов, редактиро-
вание текста рукописи.
Конфликт интересов. Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Источник финансирования. Авторы заявляют об отсутствии внешнего финанси-
рования при проведении исследования.

ADDITIONAL INFORMATION
Authors’ contribution. I. V. Papkova, E. Yu. Krylova, D. K. Andreichenko problem
statement, construction of numerical algorithms and development of software for solving
the problem, writing the text of the manuscript, I. I. Kovriga and E. K. Pronina reviewing
the literature on the topic of the article, conducting computational experiments, editing
the text of the manuscript.



114 И. В. ПАПКОВА, Е. Ю.КРЫЛОВА, Д.К. АНДРЕЙЧЕНКО

Competing interests. The authors declare that they have no competing interests.
Funding. This study was not supported by any external sources of funding.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Feng J., Xu W., Wang R. Stochastic responses of vibro-impact Duffing oscillator excited by

additive Gaussian noise // Journal of Sound and Vibration. 2008. Vol. 319, no. 3. P. 730–738.
[2] Потапов В. Д. Об устойчивости стохастических вязкоупругих систем // Известия высших

учебных заведений. Машиностроение. 2009. Т. 52, № 6. С. 85–90.
[3] van de Wouw N., de Kraker A., van Campen D. H., Nijmeijer H. Non-linear dynamics of

a stochastically excited beam system with impact // International Journal of Non-Linear
Mechanics. 2003. Vol. 38, no. 5. P. 767–779.

[4] Крысько В. А., Кравцова И. В. Стохастические колебания гибких осесимметричных
шарнирно-подвижных по контуру сферических оболочек // Известия высших учебных
заведений. Машиностроение. 2004. Т. 47, № 1. С. 11–20.

[5] Horsthemke W., Lefever R. Noise-induced transitions in physics, chemistry, and biology.
Heidelberg : Springer Berlin, 1984. 400 p.

[6] Papkova I. V., co authors. Complex fluctuations of flexible plates under longitudinal loads with
account for white noise // Journal of Applied Mechanics and Technical Physics. 2016. Vol. 57,
no. 5. P. 714–719.

[7] Awrejcewicz J., co authors. Principal component analysis in the linear theory of vibrations:
continuous mechanical systems driven by different kinds of external noise // Journal of Applied
Mechanics and Technical Physics. 2021. Vol. 62, no. 3. P. 48–62.

[8] Вольмир А. С. Нелинейная динамика пластин и оболочек. Москва : Наука, 1972. 432 с.

REFERENCES
[1] Feng J., Xu W., Wang R. Stochastic responses of vibro-impact Duffing oscillator excited by

additive Gaussian noise // Journal of Sound and Vibration. 2008. Vol. 319, no. 3. P. 730–738.
[2] Potapov V. D. On the stability of stochastic viscoelastic systems // Probl. Mashinostr. i Nadezh.

Mashin. 2009. no. 6. P. 85–90. (in Russian).
[3] van de Wouw N., de Kraker A., Nijmeijer H. Non-linear dynamics of a stochastically excited

beam system with impact // International Journal of Non-Linear Mechanics. 2003. Vol. 38,
no. 5. P. 767–779.

[4] Krysko V. A., Kravzova I. V. Stochastic oscillations of flexible axisymmetric hinged spherical
shells with movable contours // Izvestiya Vysshih Uchebnyh Zavedenij. Mashinostroenie. 2004.
no. 1. P. 11–20. (in Russian).

[5] Horsthemke W., Lefever R. Noise-induced transitions in physics, chemistry, and biology.
Moscow : GITTL, 1955. 519 p.

[6] Sliozkin N. A. Dynamics of a viscous incompressible fluid. Heidelberg : Springer Berlin, 1984.
400 p.

[7] Papkova I. V., co authors. Complex fluctuations of flexible plates under longitudinal loads with
account for white noise // Journal of Applied Mechanics and Technical Physics. 2016. Vol. 57,
no. 4. P. 714–719.

[8] Awrejcewicz J., co authors. Principal component analysis in the linear theory of vibrations:
continuous mechanical systems driven by different kinds of external noise // Journal of Applied
Mechanics and Technical Physics. 2021. Vol. 62, no. 1. P. 48–62.

[9] Bolmir A. S. Nonlinear dynamics of plates and shells. Moscow : Nayka, 1972. 432 p. (in Russian).



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

DOI: 10.37972/chgpu.2024.62.4.008 EDN: VEMPAQ
Научная статья УДК: 539.374

Е. В. Мурашкин1

РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВЯЗАННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН
В ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ

ВОЛНОВОДЕ
1Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, Москва, Россия

Аннотация. В настоящей работе рассматривается мультивесовая теория слабых разрывов
температурного инкремента, трансляционных и спинорных перемещений в полуизотропной
термоупругой микрополярной среде. Предлагаемая к рассмотрению математическая теория
существенным образом опирается на достижения современного псевдотензорного исчисле-
ния. Приводятся определения мультивесовых псевдотензорных элементов площади и объема.
Выводится общая мультивесовая форма псевдотензорного соотношения на волновой поверх-
ности, распространяющейся в полуизотропной термоупругой микрополярной среде. Иссле-
дуются слабые разрывы решений связанной системы псевдовекторных дифференциальных
уравнений в частных производных полуизотропной микрополярной термоупругости. С этой
целью геометрические и кинематические условия Адамара–Томаса обобщены на псевдотен-
зорный случай с учетом псевдотензорной геометрии распространяющейся поверхности сла-
бых разрывов. Найдены скорости распространения волновых поверхностей трансляционных и
спинорных перемещений. Проведена классификация слабых разрывов температуры, трансля-
ционных и спинорных перемещений и исследованы их пространственные поляризации. Уста-
новлены условия атермичности, распространяющихся волновых поверхностей слабых разры-
вов.

Ключевые слова: наномасштаб, микромасштаб, микрополярность, термодинамическая тем-
пература, спин-вектор, трансляция, слабый разрыв, поверхность распространения, волна.

Мурашкин Евгений Валерьевич, канд. физ.-мат. наук, старший научный сотрудник лаб.
моделирования в механике деформируемого твердого тела; e-mail: murashkin@ipmnet.ru;
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742; AuthorID: 129570
Стадник Никита Эдуардович, младший научный сотрудник лаб. моделирования в меха-
нике деформируемого твердого тела; e-mail: nik-122@mail.ru;
https://orcid.org/0000-0002-0187-8048; AuthorID: 961836
для цитирования: Мурашкин Е.В. Распространение связанных гармонических волн в
теплоизолированном цилиндрическом волноводе // Вестник Чувашского государственно-
го педагогического университета им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состоя-
ния. 2024.№ 4(62). С. 115–126. DOI: 10.37972/chgpu.2024.62.4.008 EDN: VEMPAQ

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).

© Мурашкин Е.В. 2024
Поступила: 03.05.2024; принята в печать: 16.05.2024; опубликована: 05.06.2024.

115



Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya.Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost.

DOI: 10.37972/chgpu.2024.62.4.008 EDN: VEMPAQ
Research Article

E. V. Murashkin1

PROPAGATION OF COUPLED HARMONIC WAVES IN A
THERMALLY ISOLATED CYLINDRICAL WAVEGUIDE

1Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. In this paper, we consider a multiweight theory of weak discontinuities of the
temperature increment, translational and spinor displacements in a semi-isotropic thermoelastic
micropolar medium. The mathematical theory proposed for consideration is substantially based
on the achievements of modern pseudotensor calculus. Definitions of multiweight pseudotensor
elements of area and volume are revisited. A general multiweight form of a pseudotensor equation on
a wave surface propagating in a semi-isotropic thermoelastic micropolar medium is derived. Weak
discontinuities of solutions of the coupled system of pseudovector partial differential equations of
semi-isotropic micropolar thermoelasticity are studied. For this aim the geometric and kinematic
Hadamard–Thomas conditions are generalized to the pseudotensor case taking account of the
pseudotensor geometry of the propagating surface of weak discontinuities. The propagation
velocities of wave surfaces of translational and spinor displacements are found. A classification
of weak discontinuities of temperature, translational and spinor displacements is carried out and
their spatial polarizations are studied. The conditions of athermality of propagating wave surfaces
of weak discontinuities are established.
Keywords: algebraic weight, pseudotensor, nanoscale, microscale, micropolarity, pseudotensor
volume element, multiweight formulation, constitutive pseudotensor function, growing
surface,rational pseudoinvariant.

Evgenii V. Murashkin, Cand. Sci. Phys. & Math., MD, Senior Researcher, Ishlinsky Institute for
Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences; e-mail: evmurashkin@gmail.ru;
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742; AuthorID: 129570
Nikita E. Stadnik, MD, Minor Researcher, Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the
Russian Academy of Sciences; e-mail: nik-122@mail.ru;
https://orcid.org/0000-0002-0187-8048; AuthorID: 961836

to cite this article: Murashkin E.V. Propagation of coupled harmonic waves in a thermally
isolated cylindrical waveguide // Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya. Yakovleva Ser.: Mekh.
Pred. Sost. 2024. No 4(62). p. 115–126. DOI: 10.37972/chgpu.2024.62.4.008 EDN: VEMPAQ

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

Received: 03.05.2024; accepted: 16.05.2024; published: 05.06.2024.
116



РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВЯЗАННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН ... 117

1. Введение. Распространение волн в микро/наноразмерных полуизо-
тропных термоупругих телах, термомеханические определяющие свойства ко-
торых чувствительны к зеркальным отражениям трехмерного пространства,
является сложной актуальной задачей современной механики сплошных сред.
В рамках настоящего исследования развивается теория теплопроводности в по-
луизотропных телах [1–5], существенным образом опирающаяся на фундамен-
тальный принцип абсолютной инвариантности абсолютной термодинамической
температуры, т. е. неизменность поля температуры при зеркальных отражениях
трехмерного пространства и принципиальную невозможность приписать этому
фундаментальному физическому полю какой бы то ни было ненулевой алгеб-
раический псевдоскалярный вес.

Термодинамика физико-механических процессов зачастую связана с распро-
странением волновых поверхностей в трехмерном пространстве, при прохожде-
нии через которые физические поля претерпевают слабые разрывы, т.е. сами
поля и их первые производные непрерывны, а их производные, начиная со вто-
рой, вообще говоря, разрывны. Изучение указанных процессов, протекающих
в современных конструкционных материалах, т.к. они могут обладать микро-
структурными особенностями и моделирование их поведения требует привле-
чения неклассических моделей механики сплошных сред [1–5]. Простейшей из
таких моделей является, например, полуизотропная микрополярная термоупру-
гость. Подобные среды характеризуются чувствительностью своих определяю-
щих псевдоскаляров к преобразованиям, меняющим ориентацию трехмерного
пространства на противоположную. Практическая значимость указанных ис-
следований связана с моделированием поведения биоматериалов, используемых
в медицине, клеточных структур, керамики, гранулированных материалов.

Волновые задачи механики микрополярных сред возникают при моделирова-
нии процессов медицинской диагностики, таких как: УЗИ, сонография и спек-
тральная допплерография. Теоретической основой для указанных методов мо-
гут служить задачи о распространении слабых разрывов в твердом теле [6, 7].
Литературный поиск показал актуальность волновых задач термомеханики
микрополярных сплошных сред [1, 8–18]. В настоящей работе рассматривает-
ся задача распространения слабых разрывов в полуизотропном термоупругом
микрополярном континууме.

Изложение настоящей статьи базируется на результатах, терминологии и по-
нятиях предыдущих публикаций [12–27].

2. Дифференциальные уравнения полуизотропной микрополяр-
ной термпоупругой среды. Связанные уравнения динамики и тепло-
проводности для полуизотропного микрополярного термоупругого континуума
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можно записать в ковариантной форме [25]

G[(1 + c1)∇s∇su
i + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇ku

k + 2c1ϵ
ikl∇kϕl+

+ Lc′4∇i∇kϕ
k + Lc′5∇k∇kϕ

i]− 2Gα
1 + ν

1− 2ν
∇iθ = −ρ(f i − ∂··u

i),

GL2[(1 + c2)∇s∇sϕi + (1− c2 + 2c3)∇i∇kϕ
k+

+ L−1c′4∇i∇kuk + L−1c′5∇k∇kui + L−1c′6ϵisl∇sϕl]−
− 2Gc1(2ϕi − e2ϵiklg

ks∇su
l)− 2GL2β∇iθ = −ρ(li − I∂··ϕi),

λ∇s∇sθ − cρ∂·θ − 2Gα
1 + ν

1− 2ν
θ0∇s∂·u

s − 2GL2βθ0∇s∂·ϕ
s= 0,

(1)

где uk — вектор трансляционных перемещений; ϕs — вектор спинорных пере-
мещений; G— модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; L— характерная на-
но/микродлина микрополярной теории; c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие фи-
зической размерности определяющие постоянные; ρ— массовая плотность; I—
коэффициент микроинерции; α — коэффициент линейного теплового расши-
рения; β — коэффициент теплового изгиба–кручения; θ0 — референциальная
температура; θ— температурный инкремент; c — теплоемкость; λ — коэффици-
ент теплопроводности. Кроме того принято:

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6, 2l2 = L2(1 + c2).

В дальнейшем удобней будет пользоваться прямой записью системы уравне-
ний: 

(1 + c1)∇ ·∇u+ (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+ 2c1∇× ϕ+

+ Lc′4∇∇ · ϕ+ Lc′5∇ ·∇ϕ− 2α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇θ = ρG−1ü

(1 + c2)∇ ·∇ϕ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · ϕ+ L−1c′4∇∇ · u+
+ L−1c′5∇ ·∇u+ L−1c′6∇× ϕ− 2L−2c1(2ϕ−∇× u)−

− 2β
∗
∇θ = ρIG−1L−2ϕ̈

∇ ·∇θ−Cλ−1∂·θ−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇ · ∂·u− 2Gλ−1L2β

∗
∇ · ∂·ϕ = 0

(2)

Кроме того, если воспользоваться тождествами

∇ ·∇u = ∇∇ · u−∇×∇× u

∇ ·∇ϕ = ∇∇ · ϕ−∇×∇× ϕ
(3)
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то в итоге получим

(2 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+ L(c′4 + c′5)∇∇ · ϕ−
− (1 + c1)∇×∇× u− Lc′5∇×∇× ϕ+

+ 2c1∇× ϕ− 2α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇θ = ρG−1ü

2(1 + c3)∇∇ · ϕ+ L−1(c′4 + c′5)∇∇ · u−
− L−1c′5∇×∇× u− (1 + c2)∇×∇× ϕ+

+ L−1c′6∇× ϕ− 2L−2c1(2ϕ−∇× u)− 2β
∗
∇θ = ρIG−1L−2ϕ̈

∇ ·∇θ−Cλ−1∂·θ−2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
∇ · ∂·u− 2Gλ−1L2β

∗
∇ · ∂·ϕ = 0

(4)

3. Распространение гармонической связанной термоупругой вол-
ны в полуизотропном волноводе. Рассмотрим задачу о распространении
гармонической волны вдоль оси свободного теплоизолированного длинного ци-
линдрического волновода. С этой целью воспользуемся разложениями Гельм-
гольца для полей трансляционных и спинорных перемещений на вихревые и
безвихревые составляющие:

u = AΞ, ϕ = SΞ, θ = ΘΞ (5)

где
Ξ = ei arg Ξ, arg Ξ = −ωt

A = ∇Φ +∇×Ψ

S = ∇Σ +∇×H
(6)

которые представляют указанные векторные поля с помощью скалярных Φ, Σ
и векторных потенциалов Ψ, H. Разложения (6) позволяют провести процедуру
развязывания системы векторных дифференциальных уравнений (1).

Для однозначной определимости абсолютных векторных потенциалов Ψ, H
дополним разложения (6) калибровочными соотношениями

∇ ·Ψ = 0, ∇ ·H = 0.

4. Скалярные безвихревые потенциалы. После подстановки приня-
тых в предыдущем разделе представлений система связанная система уравне-
ний для бизвехревых потенциалов примет вид

2
1− ν

1− 2ν
∆Φ + L(c′4 + c′5)∆Σ− 2α

∗

1 + ν

1− 2ν
Θ = −ωρG−1Φ

2(1 + c3)∆Σ + L−1(c′4 + c′5)∆Φ− 4L−2c1Σ− 2β
∗
Θ = −ωρIG−1L−2Σ

∆Θ+ iωCλ−1Θ+ iω2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
∆Φ + iω2Gλ−1L2β

∗
∆Σ = 0

(7)
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Введем в рассмотрение для безвихревых составляющих трансляционных и спи-
норных перемещений вихревой векторный потенциал Ω с различными масштаб-
ными факторами Φ

Σ
Θ

 =

s1s2
s3

Ω (8)

удовлетворяющий уравнению

∆Ω+ γ2Ω = 0 (9)

Подстановка универсального безвихревого потенциала приводит нас к систе-
ме алгебраических уравнеий:

(
ωρG−1 − 2

1− ν

1− 2ν
γ2
)
s1Ω− L(c′4 + c′5)γ

2s2Ω− 2α
∗

1 + ν

1− 2ν
s3Ω = 0

− L−1(c′4 + c′5)γ
2s1Ω + (ωρIG−1L−2 − 2(1 + c3)γ

2 − 4L−2c1)s2Ω−
− 2β

∗
s3Ω = 0

iω2Gλ−1α
∗

1 + ν

1− 2ν
γ2s1Ω + iω2Gλ−1L2β

∗
γ2s2Ω + (γ2 + iωCλ−1)s3Ω = 0

(10)

Решение последней системы будет существовать если ее определитель равен
нулю. В этом случае мы получим уравнение такое же, как и уравнение для
волновых чисел плоских гармонических термоупругих триплетных волн. Ре-
шив которое, найдем скалярные составляющие в разложении Гельмгольца для
трансляционных и спинорных перемещений, а также скалярный потенциал тем-
пературного инкремента.

5. Векторные вихревые потенциалы трансляционных и спинор-
ных перемещений. Система векторных уравнения для определения вихре-
вых потенциалов записывается в виде:

(1 + c1)∇×∇× Φ + Lc′5∇×∇×H− 2c1∇×H = ωρG−1Φ

(1 + c2)L
2∇×∇×H+ Lc′5∇×∇× Φ−

−Lc′6∇×H+ 2c1(2H−∇× Φ) = ωρIG−1H

(11)

Введем в рассмотрение для вихревых составляющих трансляционных и спинор-
ных перемещений вихревой векторный потенциал Υ с различными масштабны-
ми факторами

∇×
(
Ψ
H

)
=

(
a
b

)
Υ (12)

Тогда получим систему

−∇×∇×
(
−[(1 + c1)a+ Lc′5b]
−[(1 + c2)b+ Lc′5a]

)
Υ+

(
ωρG−1a
ωρG−1Ib

)
Υ+

+∇×
(

2c1b
2c1a+ L−1c′6b

)
Υ = 0

(13)
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которую можно преобразовать к следующей

−∇×
(
c
d

)
Υ+

(
ωρG−1a
ωρG−1Ib

)
Υ = 0

при условии, что справделивы соотношения
a

c
=

c+ 2c1b

ωρG−1[(1 + c1)a+ Lc′5b]
,

b

d
=

d+ 2c1a+ L−1c′6b

ωρG−1I[(1 + c2)b+ Lc′5a]

c

d
=

1

I

a

b
Для универсального потенциала Υ получим уравнение

−∇×Υ+ pωρG−1Υ = 0 (14)

при условии, что
p =

a

c
Разрешив отношения для введенных параметров получим уравнение для

определения неизвестной p. Решив которое найдем векторные вихревые потен-
циалы трансляционных и спинорных перемещений.

6. Поля трансляционных и спинорных перемещений в распро-
страняющейся волне Перейдем к определению векторов трансляционных
и спинорных перемещений в связанной распространяющейся волне. Связанные
трансляционных и спинорных перемещений в цилиндрическом волноводе опре-
деляются в цилиндрических координатах r, φ, z методом разделения перемен-
ных (подробнее см. в [2]). Этот метод позволяет исследовать волны произволь-
ного азимутального числа n, распространяющиеся по бесконечному волноводу.

Для скалярных волновых потенциалов Φ, Σ, θ связанной продольной три-
плетной волны получим следующие представления:Φ

Σ
Θ

 = [C1In(γ1r) + C2In(γ2r) + C3]

s1s2
s3

 In(γ3r)

{
cosnφ
− sinnφ

}
e±ikz (15)

k обозначает волновое число распространяющейся волны; C1, C2, C3 — произ-
вольные константы; In(·) — стандартная функция Бесселя первого рода мни-
мого аргумента;

γ21 = k2 − s1, γ22 = k2 − s2, γ23 = k2 − s3.

∇×
(
Ψ
H

)
= C4

(
a1
b1

)
Υ1 + C5

(
a1
b1

)
Υ2 + C6

(
a1
b1

)
Υ3 + C7

(
a1
b1

)
Υ4 (16)

Координатные представления потенциалов вихревых волн выводятся из фор-
мального решения векторного винтового уравнения

−∇×Υ+KΥ = 0 (17)
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которое можно получить путем разделения переменных в цилиндрических ко-
ординатах r, φ, z.

Остается домножить на экспоненты гармоники времени

eiωt

Неизвестные константы получаются из условий калибровки и из граничных
условий краевой задачи на боковой стенке волновода.
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ВОЛНОВЫЕ КРИТЕРИИ УЛЬТРАТРОПНОСТИ
МИКРОПОЛЯРНЫХ УПРУГИХ ТЕЛ
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Аннотация. Работа посвящена проблемам связанным с распространением плоских гармо-
нических волн трансляционных и спинорных перемещений в ультратропных микрополярных
упругих телах. Введено понятие ультратропного микрополярного упругого тела. Представле-
на энергетическая форма потенциала напряжений для анизотропного микрополярного упру-
гого тела и получены поределяющие уравнения для ультрагемитропного/ультраизотропного
микрополярных упругих тел. Получены система дифференциальных уравнений с частными
производными, записанные в терминах вектора трансляционных перемещений и вектора спи-
норных перемещений для ультрагемитропного/ультраизотропного микрополярных упругих
тел. Получены системы уравнений для определения волновых чисел для продольных и попе-
речных волн, распространяющихся в ультрагемитропных/ультраизотропных микрополярных
упругих телах. Сформулированы критерии распространения поперечных гармонических волн
в ультратропных микрополярных упругих телах.

Ключевые слова: микрополярность, ультрагемитропное тело, ультраизотропное тело,
трансляционное смещение, спинорное смещение, плоская гармоническая по времени волна,
продольная волна, поперечная волна, волновое число, комплексная амплитуда, фазовая плос-
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1. Введение. Модели микрополярных континуумов основаны на поняти-
ях спинорных и трансляционных перемещений, определяющих движение эле-
мента деформируемой среды. Указанный способ моделирования микрополяр-
ного тела впервые был описан в работе братьев Коссера [1]. Последующие мно-
гочисленные работы по микрополярной упругости появились только через 50
лет. Среди них следует отдельно отметить работы отечественных ученых [2,3],
а также работы немецких авторов [4–7]. Векторы спинорных и трансляционных
перемещений могут быть введены в теорию способами известными в теорети-
ческой механике как теоремы Шаля о поворотах твердого тела. В известных
авторам публикациях построение микрополярных теорий основывается на вто-
рой теореме Шаля, позволяющей рассматривать векторы спинорных и транс-
ляционных перемещений как независимые векторные/псевдовекторные поля.

Важным классом задач в теориях волновой термомеханики микрополярных
сред являются задачи распространения плоских гармонических волн в термо-
упругих средах. Этот класс задач подготавливает к идентификации полуизо-
тропных микрополярных тел. Волновым задачам термомеханики микрополяр-
ных континуумов посвящена обширная литература [8–18]. Тем не менее сле-
дует отметить, что некоторые проблемы, существенные как для теории, так и
для прикладных вопросов, до сих пор остаются не исследованными. В первую
очередь это касается вопросов ориентации в пространстве (поляризаций) для
плоских гармонических волн, что препятствует применению теории микропо-
лярной термоупругости в экспериментах и не позволяет говорить о завершенно-
сти рассматриваемых исследований. Следует отдельно отметить, что предмет
настоящей работы, связанный с распространением гармонических волн в уль-
трагемитропной среде, никогда ранее не исследовался. Изложение материала
настоящей статьи в значительной степени использует терминологию, обозначе-
ния, методы и результаты, изложенные в предыдущих статьях [13–27].

2. Ультратропные микрополярные упругие тела. Микрополярный
упругий континуум в анизотропном случае можно охарактеризовать энергети-
ческой формой внутренней энергии, которая в декартовых координатах примет
вид [19]:

2U = H
1
islmϵisϵlm +H

2
islmκisκlm +H

3
islmϵisκlm, (1)

где H
1
islm, H

2
islm, H

3
islm — определяющие тензоры анизотропного микрополярного

упругого тела; ϵik — асимметричный тензор деформации; κik — асимметричный
тензор изгиба–кручения.

Микрополярное упругое тело назовем ультратропным, если компоненты его
определяющих тензоров не изменяются ни при каких преобразованиях трех-
мерного Евклидова пространства, т.е. являются тензорами с постоянными ком-
понентами [28–30]. Учитывая представление для тензоров четвертого ранга с
постоянными компонентами [30], определяющие тензоры (3) можно предста-
вить в виде

H
c
islm = a

c
δisδlm + c

c
δimδls (c = 1, 2, 3), (2)
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Отметим, что в случае гемитропного/изотропного микрополярного упругого
тела определяющие (H)-тензоры записываются в виде

H
c
islm = a

c
δisδlm + b

c
δsmδil + c

c
δimδls (c = 1, 2, 3), (3)

где a
c
, b

c
, c

c
(c = 1, 2, 3) — определяющие постоянные. Кроме того, для случая

изотропного тела справедливо условие

H
3
islm = 0 . (4)

Сравнивая представления для определяющих тензоров (2) и (3), приходим к
условию ультратропности

b
c
= 0 (c = 1, 2, 3). (5)

Вместо определяющих постоянных a
c
, b

c
, c

c
(c = 1, 2, 3) иногда удобно исполь-

зовать материальные механические параметры, связанные с первыми следую-
щими соотношениями [31–33]:

a
1
= 2Gν(1− 2ν)−1, b

1
+c

1
= 2G, b

1
−c

1
= 2Gc1,

a
2
= 2GL2c3, b

2
+c

2
= 2GL2, b

2
−c

2
= GL2c2,

a
3
= 2GLc4, b

3
+c

3
= 2GLc5, c

3
−b

3
= GLc6 .

(6)

где G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; L — характерная микро-
длина; c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физической размерности постоянные
(см. [19, 20]). В изотропном случае: c4 = c5 = c6 = 0.

Учитывая условия (5), материальные определяющие постоянные ультраге-
митропного микрополряного упругого тела должны удовлетворять следующим
ультратропным ограничениям:

c1 = c2 = −1, c6 = 2c5. (7)

Следовательно, определяющие уравнения ультрагемитропного микрополяр-
ного тела примут вид1

t(is) = 2G
[
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

]
ϵ(lm) +GL[c4g

isglmκ
(lm) + c5κ

(is)],

µ(is) = 2GL2[c3gisglm + gilgsm]κ
(lm) +GL[c4gisg

lmϵ(lm) + c5ϵ(is)],

τ i = − 2Ggisφ
s +GLc5κi,

µi = − 2GL2 gisκs +GLc5φ
i.

(8)

или для ультраизотропного случая

t(is) = 2G
[
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

]
ϵ(lm),

µ(is) = 2GL2[c3gisglm + gilgsm]κ
(lm),

τ i = − 2Ggisφ
s,

µi = − 2GL2 gisκs.

(9)

1Здесь мы используем произвольную криволинейную систему координат.



ВОЛНОВЫЕ КРИТЕРИИ УЛЬТРАТРОПНОСТИ ... 131

3. Распространение плоских гармонических волн в ультратроп-
ных микрополярных упругих телах. Система дифференциальных урав-
нений динамики ультратропных микрополярных упругих тел может быть за-
писана согласно определяющим уравнениям (8) и (9) в векторной форме [34],
соответственно:
для ультрагемитроного тела:

2(1− ν)(1− 2ν)−1∇∇ · u− 2∇× ϕ+ L(c4 + c5)∇∇ · ϕ = ρG−1(∂·)
2u,

2(1 + c3)∇∇ · ϕ+ L−1(c4 + c5)∇∇ · u− 2L−1c5∇× ϕ+

+2L−2(2ϕ−∇× u) = ρIG−1L−2(∂·)
2ϕ.

(10)

для ультраизотроного тела:{
2(1− ν)(1− 2ν)−1∇∇ · u− 2∇× ϕ = ρG−1(∂·)

2u,

2(1 + c3)∇∇ · ϕ+ 2L−2(2ϕ−∇× u) = ρIG−1L−2(∂·)
2ϕ.

(11)

Системы дифференциальных уравнений в частных производных (10) и (11),
записанные в терминах вектора трансляционных перемещений u и вектора спи-
норных перемещений ϕ служат основой для исследования сильных и слабых
разрывов в ультратропных микрополярных упругих телах, а также волновых
процессов, которые в рассматриваемых случаях характеризуются одновремен-
ным распространением прямых и зеркальных мод.

Рассмотрим задачу о распространении связанной гармонической плоской вол-
ны с циклической частотой ω. В этом случае векторные поля трансляционных
и спинорных перемещений можно представить в форме

u = AΦ, ϕ = SΦ, Φ = ei arg Φ, arg Φ = k · r− ωt, (12)

где k — волновой вектор; r — радиус вектор; ω— циклическая частота гармони-
ческой волны; A, S— векторы комплексных амплитуд трансляционных и спи-
норных перемещений соответственно; Φ — фазовый множитель; arg Φ — фаза
плоской волны. arg Φ = const — фазовые плоскости.

Отметим, что k = ks, где k — комплексное число, s — вещественный единич-
ный вектор.

После подстановки соотношений (12) в системы уравнений (10) и (11) полу-
чим, соответственно:
для ультрагемитроного тела:

ρG−1ω2A− 2[1− ν)(1− 2ν)−1]k(k ·A)− 2ik× S− L(c4 + c5)k(k · S) = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2]S− 2(1 + c3)k(k · S)− 2L−1c5ik× S−
−L−1(c4 + c5)k(k ·A)− 2L−2ik×A = 0.

(13)
для ультраизотроного тела:{

ρG−1ω2A− 2[1− ν)(1− 2ν)−1]k(k ·A)− 2ik× S = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2]S− 2(1 + c3)k(k · S)− 2L−2ik×A = 0.
(14)
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Представим векторы комплексных амплитуд трансляционных (A) и спинор-
ных (S) перемещений в виде суммы

A = A⊥ + A∥k, S = S⊥ + S∥k, (15)

где векторы A⊥ и S⊥ расположены в плоскости перпендикулярной волновому
вектору k, т.е. в плоскости постоянной фазы arg Φ = const.

Подставив представление (15) в системы (13) и (14), получим:
для ультрагемитроного тела:

[ρG−1ω2](A⊥ + A∥k)− 2(1− ν)(1− 2ν)−1A∥k
2k−

−2ik× S⊥ − L(c4 + c5)S∥k
2k = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2](S⊥ + S∥k)− 2(1 + c3)S∥k
2k− 2L−1c5ik× S⊥−

−L−1(c4 + c5)A∥k
2k− 2L−2ik×A⊥ = 0.

(16)

для ультраизотроного тела:{
[ρG−1ω2](A⊥ + A∥k)− 2(1− ν)(1− 2ν)−1A∥k

2k− 2ik× S⊥ = 0,

[ρIG−1L−2ω2 + 4L−2](S⊥ + S∥k)− 2(1 + c3)S∥k
2k− 2L−2ik×A⊥ = 0.

(17)

Нетрудно заметить, что системы (16) и (17) распадаются на независимые
системы уравнений, отдельно для продольных и поперечных волн.

4. Распространение продольных плоских гармонических волн в
ультратропных микрополярных телах. Проекции уравнений системы (13)
на волновой вектор k представляет собой замкнутую систему трех линейных
однородных уравнений:

(
ω2 − 2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
k2
)
A∥ − (c4 + c5)ρ

−1GLk2S∥ = 0,

[ω2 + 4(ρI)−1G− 2(1 + c3)(ρI)
−1GL2k2]S∥ − (c4 + c5)(ρI)

−1GLk2A∥ = 0.

(18)

Аналогичная проекция системы (14) приводит к тривиальной системе
(
ω2 − 2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
k2
)
A∥ = 0,

[ω2 + 4(ρI)−1G− 2(1 + c3)(ρI)
−1GL2k2]S∥ = 0.

(19)

Для существования нетривиального решения алгебраической системы (18)
необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был равен нулю, т.е.

det(A) =

∣∣∣∣ω2 − [V∥]
2k2 −a1k2

−a1I−1k2 ω2 + Ω− (V µµ
∥ )2k2

∣∣∣∣ = 0, (20)

где

[V∥]
2 =

2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)
, [V µµ

∥ ]2 =
2GL2(1 + c3)

ρI
,

ρIΩ = 4G, ρa1 = (c4 + c5)GL.

(21)
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Отметим, что системы уравнений (18) и (19) совпадают по форме с анало-
гичным для полуизотропного термоупругого тела, а матрица A качественно
совпадает с аналогичной для гемитропного тела [35,36]. Поэтому распростране-
ние продольных волн в ультратропных микрополярных упругих телах не имеет
качественных особенностей по сравнению с аналогичными случаями для полу-
изотропных и изотропных тел.

5. Распространение поперечных плоских гармонических волн в
ультратропных микрополярных телах. Рассмотрим проекции систем ли-
нейных уравнений (16) и (17) ортогональные направления в фазовой плоскости
arg Φ = const. Введем в рассмотрение два единичных взаимно ортогональных
вектора ı и ȷ, расположенных в фазовой плоскости. Тогда векторы A⊥ и S⊥
можно представить в форме

A⊥ = A
1
⊥ı+ A

2
⊥ȷ, S⊥ = S

1
⊥ı+ S

2
⊥ȷ. (22)

Проекции системы линейных уравнений (16) на орты ı и ȷ примут вид

ω2A
1
⊥ + 2iρ−1GkS

2
⊥ = 0,

ω2A
2
⊥ − 2iρ−1GkS

1
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
1
⊥ + 2iLc5ρ

−1GkS
2
⊥ + 2iρ−1GkA

2
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
2
⊥ − 2iLc5ρ

−1GkS
1
⊥ − 2iρ−1GkA

1
⊥ = 0.

(23)

Проекции системы линейных уравнений (17) на орты ı и ȷ вычисляются со-
гласно

ω2A
1
⊥ + 2iρ−1GkS

2
⊥ = 0,

ω2A
2
⊥ − 2iρ−1GkS

1
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
1
⊥ + 2iρ−1GkA

2
⊥ = 0,

[Iω2 + 4ρ−1G]S
2
⊥ − 2iρ−1GkA

1
⊥ = 0.

(24)

Для существования нетривиального решения систем линейных однородных
уравнений (23) и (24) необходимо и достаточно, чтобы их определители были
равны нулю.

Отметим, что в отличие от аналогичного уравнения для полуизотропно-
го термоупругого тела [35, 36]. Видим, что характерные определяющие числа
[V µ

⊥ ]
2 = G(1 + c1)ρ

−1 и [V µµ
⊥ ]2 = G(1 + c2)(ρI)

−1 равны нулю для ультрагемит-
ропного и ультраизотропного микрополярных упругих тел, что позволяет сфор-
мулировать последние в виде критериев

[V µ
⊥ ]

2 = G(1 + c1)ρ
−1 = 0, [V µµ

⊥ ]2 = G(1 + c2)(ρI)
−1 = 0. (25)
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6. Заключение. В настоящей работе рассматриваются вопросы распро-
странения плоских гармонических волн трансляционных и спинорных переме-
щений в ультратропных микрополярных упругих телах.

(1) Определено понятие ультратропного микрополярного упругого тела.
(2) Представлена энергетическая форма потенциала напряжений для ани-

зотропного микрополярного упругого тела и получены поределяющие
уравнения для ультрагемитропного/ультраизотропного микрополярных
упругих тел

(3) Получены система дифференциальных уравнений с частными про-
изводными, записанные в терминах вектора трансляционных пере-
мещений и вектора спинорных перемещений для ультрагемитропно-
го/ультраизотропного микрополярных упругих тел.

(4) Получены системы уравнений для определения волновых чисел для про-
дольных и поперечных волн, распространяющихся в ультрагемитроп-
ных/ультраизотропных микрополярных упругих телах.

(5) Сформулированы критерии распространения поперечных гармониче-
ских волн в ультратропных микрополярных упругих телах.
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