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29 мая 2025 г. Д.В. Георгиевский был избран членом–корреспондентом Рос-
сийской академии наук. Д.В. Георгиевский руководитель крупного научного
коллектива Института механики Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова. Он внес существенный вклад в ряд научных направле-
ний механики сплошных сред: устойчивость процессов течения и деформиро-
вания тел со сложными определяющими уравнениями, механика деформируе-
мых тонких тел, технологические задачи обработки современных материалов.
Д.В. Георгиевский является автором более 400 научных работ.

Д.В. Георгиевский родился 19 августа 1966 г. в городе Москве. Родители Вла-
димир Павлович и Нина Кузьминична — инженеры, получившие высшие об-
разование в МВТУ им. Н.Э. Баумана. В 1976–1981 гг. он обучался в средней
школе № 279 им. А.Т. Твардовского г. Москвы. При этом он посещает физико-
математический класс в указанной школе. В возрасте 14 лет он осваивает пол-
ную программу обучения средней школы и сразу после ее окончания поступа-
ет на обучение по отделению механики механико-математического факультета
МГУ им. М.В. Ломоносова.

В 1986 г. Д.В. Георгиевский с отличием завершает обучение на механико-
математическом факультете МГУ, где он специализировался по кафедре тео-
рии упругости. Научным руководителем по диплому был чл.–корр. РАН, проф.
А.А. Ильюшин1.

После обучения в университете Д.В. Георгиевский поступает в очную аспи-
рантуру отделения механики по кафедре теории упругости, обучение в которой
завершает в 1989 г. успешной защитой кандидатской диссертационной рабо-
ты по теме “Устойчивость процессов деформации тяжелых слоистых неупру-
гих тел” по специальности 01.02.04 — механика деформируемого твердого тела,
выполненную под руководством А.А. Ильюшина в совете, председателем кото-
рого в то время был проф. П.М. Огибалов2. Официальными оппонентами по
диссертационной работе выступили А.Б. Ефимов и А.Я. Сагомонян. Ведущей
организацией был назначен Институт гидромеханики АН УССР (г. Киев).

В 1996 г. Д.В. Георгиевский в диссертационном совете при МГУ успешно
защищает докторскую диссертационную работу по теме “Устойчивость вязко-
пластических течений с произвольным упрочнением” по специальности 01.02.04
— механика деформируемого твердого тела. Формально научного консультанта

1А.А. Ильюшин — чл.–корр. РАН, проф., основатель и руководитель крупной научной шко-
лы и по сей день функционирующей в стенах МГУ им. М.В. Ломоносова. Он внес выдающийся
научный вклад в математическую теорию пластичности, теорию термовязкоупругости, моед-
лироавние механических процессов с помощью теории процессов. Отметим книгу: Ильюшин
А.А. Пластичность. Ч. 1. Упруго — пластические деформации. М., Л.: Гостехиздат, 1948. 376
с. Эта книга одна из первых монографий целиком посвященных теории пластичности. Затем
был опубликован сборник переводов под редакцией ак. Ю.Н. Работнова (Теория пластично-
сти: Сборник статей / Пер. с англ., фр. и нем. Л. А. Телешевой и Ю. А. Цвибак; Под ред.
Ю.Н. Работнова. М.: Гос. изд-во иностр. лит., 1948. 452 с.).

2П.М. Огибалов — д.ф.-м.н., проф. известен работами в области термовязкоупргости,
вязкопластичности и теории структурированных сред. В 1969–1977 гг. — декан механико-
математического факультета МГУ.
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у диссертационной работы не было, однако им несомненно по существу являлся
проф. Б.Е. Победря3. Официальными оппонентами выступили Н.Д. Алфутов,
А.Б. Ефимов и И.А. Кийко. Ведущей организацией являлся Институт проблем
механики АН СССР (г. Москва).

С 1989 г. Д.В. Георгиевский работает в Московском университете (в 1989–1991
гг. и с 2015 г. по настоящее время — на кафедре теории упругости, в 1991–2015
гг. — на созданной в 1987 г. новой кафедре механики композитов). С 2015 г. яв-
ляется заведующим кафедрой теории упругости МГУ. В 2012–2014 гг. заведовал
лабораторией прочности и ползучести при высоких температурах НИИ меха-
ники МГУ. С 2005 по 2014 г. — заместитель декана механико-математического
факультета МГУ. В 2014–2015 гг. — проректор — начальник Управления по
работе с иностранными учащимися МГУ им. М.В. Ломоносова. С 2020 г. по
настоящее время он является заведующим лабораторией упругости и пластич-
ности НИИ механики МГУ. С 2021 г. — и.о. директора НИИ механики МГУ.

В 1995 г. Георгиевскому Д.В. было присвоено звание доцента по кафедре ме-
ханики композитов. В 1999 г. Д.В. Георгиевскому присуждается ученое звание
профессора по кафедре механики композитов. В 2016 г. он одним из первых был
избран профессором РАН по отделению энергетики, машиностроения, механики
и процессов управления.

В 2000 г. Д.В. Георгиевский стажировался в Университете Франш-Комтэ, Бе-
зансон, Франция (Université de Franche-Comté, Besançon, France) под научным
руководством проф. G. Lallement по тематике, связанной с теорией определяю-
щих соотношений в механике сплошных сред.

В 2010 г. Д.В. Георгиевский проходил научную стажировку в Техническом
университете Берлина, Германия (Technical University of Berlin, Germany) под
научным руководством проф. W.H. Müller. Исследования были посвящены гид-
родинамической устойчивости сдвиговых течений неньютоновских сред. Они
интересны с точки зрения эффектов привносимых объемной вязкостью, физи-
ческая интерпретация которой сопряжена со значительными трудностями. Учет
объемной вязкости разумно выполнять только в сжимаемых течениях (необра-
тимо сжимаемых по терминологии Д.Д. Ивлева), сопровождающихся быстры-
ми осцилляциями. Сжимаемость среды вносит существенные усложнения даже
в геометрические уравнения механики континуума, имеются ввиду обобщения

3Б.Е. Победря — д.ф.-м.н., проф., известен результатами в области механики деформиру-
емого твёрдого тела, теории определяющих соотношений в форме анизотропных тензорных
операторов и вычислительной механики композитов. Основатель (1987 г.) кафедры механики
композитов механико-математического факультета МГУ и её первый заведующий. Б.Е. По-
бедря известен также своим переводом монографии В. Новацкого Теория упругости. М.: Мир,
1975. 872 с. Он являлся председателем специализированного совета при МГУ по присужде-
нию кандидатских и докторских степеней по специальностям 01.02.04 — механика деформи-
руемого твёрдого тела; 01.02.06 — динамика, прочность машин, приборов и аппаратуры. Этот
совет сыграл важную роль в подготовке кадров высшей квалификации в области механики
деформируемого твердого тела.
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уравнений Гейрингер на случай сжимаемых течений (МТТ 100 лет Ишлинского
2013).

Основные научные интересы Д.В. Георгиевского связаны со следующими на-
учными направлениями. Теория определяющих соотношений в механике сплош-
ной среды. Предложенный и развитый в работах Л.И. Седова4 и В.В. Лохи-
на5 аппарат нелинейных тензорных функций6. Теория установочного экспери-
мента для нахождения материальных функций. Феноменологическое описание
напряжённо-деформированного состояния при многомасштабном моделирова-
нии. Асимптотические методы в теории тонких тел. Деформирование тел с
сильно различающимися характерными размерами. Устойчивость процессов де-
формирования в механике деформируемого твёрдого тела и механике компо-
зитов7. Метод Ляпунова–Мовчана и его развитие. Гидродинамическая устой-
чивость течений со сложной реологией8. Спектральные задачи устойчивости.
Обобщение метода Ритца–Галеркина. Оценки главной собственной частоты в

4Академик Л.И. Седов известен существенным научным вкладом в различные разделы
механики. Здесь укажем на его фундаментальные результаты в механики жидкости и га-
за, теории конечных деформаций, теории нелинейных тензорных функций и вариационных
принципов в механике континуума (сейчас этот принцип носит его имя). Он автор моногра-
фий и популярных учебников по механике сплошных сред, создатель крупнейшей научной
школы в области механики сплошных сред. Будучи крупным учёным, широко известным за
пределами СССР, он часто представлял СССР на международных научных мероприятиях
и в международных научных организациях. В память о Л.И. Седове в стенах НИИ механи-
ки МГУ сохраняется его мемориальный кабинет, создателем и куратором которого является
к.ф.-м.н. А.Н. Богданов.

5В.В. Лохин известен результатами по теории нелинейных тензорных функций и теории
алгебраических инвариантов. Он перевел на русский язык хорошо известные книги: Соколь-
ников И.С. Тензорный анализ. Теория и применения в геометрии и в механике сплошных
сред. М.: Наука, 1971. 376 c. и Спенсер А.М.Ж. Теория инвариантов. М.: Мир, 1974. 156 с.
Справедливости ради следует сказать, что обе указанные книги изобилуют опечатками, зна-
чительно снижающими их познавательную ценность и препятствующими их использованию
в качестве учебников.

6Теория нелинейных тензорных функций может может быть изложена с алгебраической
точки зрения в терминах комитантов. Комитантом в тензорной алгебре называется объект,
определяемый как некоторый набор функций от компонент тензора, которые при смене си-
стемы координат меняются по тензорному закону вместе с самим тензором. В отличие от
инварианта комитант имеет ненулевой ранг, вообще говоря, отличный от ранга исходного
тензора. Теории комитантов посвящены третья и четвертые главы известной монографии
(Гуревич Б.Г. Основы теории алгебраических инвариантов. М.,Л.: ОГИЗ, 1948. 408 с.).

7В.Д. Клюшников — д.ф.-м.н., проф., заведующий кафедрой теории пластичности МГУ в
1986–1999 гг. Параллельно со школой А.А. Ильюшина, В.Д. Клюшников (будучи учеником ак.
Ю.Н. Работнова) развивал собственные концепции устойчивости. Отметим принадлежащие
ему монографии: Клюшников В.Д. Устойчивость упруго-пластических систем. М.: Наука,
1980; Клюшников В.Д. Лекции по устойчивости деформируемых систем. М.: Изд-во Моск.
ун-та, 1986; Клюшников В.Д. Математическая теория пластичности. М.: Изд-во МГУ, 1997.
207 с.

8Течения реологически сложных сплошных сред представляют интерес с точки зрения
физических механизмов процессов переноса, характеризуемых термином "вязкость". Извест-
ны три процесса переноса: перенос массы (диффузия), перенос энергии (теплопроводность),
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задаче Орра–Зоммерфельда. Регулярно-возмущенные задачи и их решение ме-
тодом малого параметра9. Методы интегральных соотношений и энергетические
(вариационные) методы оценки устойчивости. Неньютоновские и вязкопласти-
ческие течения. Аналитические и численные решения. Автомодельность и зада-
ча Стефана. Приложения в нефтяной промышленности, геотектонике, гляцио-
логии10. Слабонеоднородные течения. Описание переходов к перемешиванию.
Тяжёлые гравитационно-неустойчивые многослойные системы. Доминирующие
волны, характеризующие потерю гравитационной устойчивости. Механика мно-
гомерного твёрдого тела и многомерной сплошной среды.

На механико-математическом факультете МГУ Д.В. Георгиевский регулярно
читает курсы: «Механика сплошной среды», «Механика деформируемого твёр-
дого тела», «Теория упругости (избранные главы)», «Теория определяющих со-
отношений», «Устойчивость систем с бесконечным числом степеней свободы»,
«Устойчивость процессов деформирования», «Теория пластичности», «Механи-
ка композитов», «Классическая механика». С 1999 г. руководит (совместно с
чл.-корр. РАН М.В. Шамолиным) научным семинаром "Актуальные пробле-
мы геометрии и механики им. В.В. Трофимова"на механико-математическом
факультете МГУ. С 2005 г. руководит (совместно с проф. С.В. Нестеровым) на-
учным семинаром "Проблемы механики сплошной среды"в Институте проблем
механики им. А.Ю. Ишлинского РАН.

Д.В. Георгиевский является автором более 400 научных работ, включая 11
монографий по различным проблемам механики деформируемого твердого те-
ла. В разные годы Д.В. Георгиевский выступал руководителем научных грантов
РФФИ и РНФ.

Отметим следующие премии и награды, которыми был удостоен проф.
Д.В. Георгиевский:

перенос механического импульса (вязкость). Перенос импульса весьма трудно поддается фи-
зическому осмыслению, т.к. наряду со сдвиговой вязкостью, иногда приходится учитывать
объемную вязкость. Со времен Ньютона сдвиговая вязкость традиционно трактуется как пе-
ренос импульса в направлении, перпендикулярном направлению макроскопического течения
среды. Перпендикулярный перенос импульса естественно сопровождается его затуханием.
Объемная вязкость представляется гораздо более сложным явлением, которое существенно
проявляется во-первых в сжимаемых средах, а во-вторых в процессах, характеризующихся
быстрыми осцилляциями физических параметров.

9Метод малого параметра для решения регулярно возмущенных задач был предложен и
развит в работах А. Пуанкаре.

10Перечисленные научные направления представлены в фундаментальной двухтомной мо-
нографии А. Надаи (A. Nadai). Во втором томе (Надаи А. Пластичность и разрушение твер-
дых тел. Т. 2. М.: Изд-во иностр. лит., 1969. 864 с.) имеется обширный материал по различ-
ным вопросам геомеханики, имеется ввиду заключительная четвертая часть книги, в которой
рассматриваются проблемы: расчета веса континентов (c. 770 и далее); образование соляных
куполов (c. 776–783), которое обязано своим происхождением неустойчивости равновесия слоя
легкой соли, погребенного глубоко под пластами тяжелых горных пород; движения континен-
тов (c. 793–805); формирования Луны (c. 806–810).
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Премия им. И.И. Шувалова («Устойчивость вязкопластических течений с
произвольным упрочнением») (1997 г.);

Премия Европейской Академии наук для молодых учёных СНГ (1999 г.);
Премия Международного общества по анализу, приложениям и вычислениям

(ISAAC) для молодых учёных (2005 г.);
Медаль им. академика Х.А. Рахматулина11 (2016 г.).
Д.В. Георгиевский принимает активное участие в подготовке кадров высшей

квалификации. Под его руководством защищено 9 кандидатских диссертаций.
Д.В. Георгиевский — член учёного совета МГУ, член учёного совета механико-

математического факультета МГУ. Председатель учёного совета НИИ механи-
ки МГУ. Член диссертационного совета МГУ.011.6(01.14) по специальности 1.1.8
— Механика деформируемого твердого тела (физ.-мат. науки) при МГУ. Член
диссертационного совета 24.1.075.02 по специальности 1.1.7 — Теоретическая ме-
ханика, динамика машин (техн. науки) на базе Института машиноведения им.
А.А. Благонравова Российской академии наук (ИМАШ РАН). Член диссерта-
ционного совета Д 212.262.07 по специальностям 05.02.04 — Трение и износ в
машинах (техн. науки) и 05.05.06 — Горные машины (техн. науки) при Тверском
государственном техническом университете (ТвГТУ).

Д.В. Гергиевский член Российского национального комитета по теоретиче-
ской и прикладной механике, действительный член Международной акаде-
мии наук высшей школы, член Общества прикладной математики и механики
(GAMM, Германия), Американского математического общества (AMS), Между-
народного общества по анализу, приложениям и вычислениям (ISAAC). Д.В. Ге-
оргиевский является экспертом РАН по отделению энергетики, машинострое-
ния, механики и процессов управления.

Ответственный секретарь редколлегии журнала «Вестник Московского Уни-
верситета. Серия 1. Математика. Механика». Научный редактор (2006—2014 гг.)
и член редколлегии журнала «Известия РАН. Механика твёрдого тела». Член
редколлегий журналов «Дифференциальные уравнения», «Прикладная мате-
матика и математическая физика», «Композиты и наноструктуры», «Вестник
МГТУ им. Н.Э. Баумана. Серия: Естественные науки», «Математическое моде-
лирование и численные методы», «Вестник ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Серия:
Механика предельного состояния», «Вестник Удмуртского университета. Се-
рия: Математика. Механика. Компьютерные науки», «Чебышёвский сборник».

Хобби Д.В. Георгиевского: футбол, шахматы, чтение детективной лиетрату-
ры.

29 мая 2025 г. Д.В. Георгиевский был избран членом-корреспондентом РАН.

11Х.А. Рахматулин — д.ф.-м.н., проф., академик АН УзССР, зав. кафедрой газовой и вол-
новой динамики МГУ. Х.А. Рахматулин известен своими работами в области динамики твер-
дых деформируемых тел (в военные годы им были выполнены расчеты строп парашюта,
ударного нагружения металлов, созданы расчетные схемы, пригодные для инженерной прак-
тики). Здесь отметим книгу: Рахматулин Х.А., Демьянов Ю.А. Прочность при интенсивных
кратковременных нагрузках, 1961. 512 с.
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Друзья и коллеги поздравляют Дмитрия Владимировича с избранием
членом–корреспондентом Российской академии наук и желает ему новых яр-
ких достижений в науке, талантливых учеников и успехов в его многогранной
деятельности в области науки и образования.

Книги
1990

1. Лабораторный практикум по механике деформируемых твердых тел / Р. А.
Васин [и др.]. – Московского университета Москва, 1990. – 166 с.

1998
2. Георгиевский Д. В. Устойчивость процессов деформирования вязкопластиче-

ских тел. – УРСС Москва, 1998. – 176 с.
1999

3. Победря Б. Е., Георгиевский Д. В. Лекции по теории упругости. – Эдиториал
УРСС Москва, 1999. – 208 с.
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матлит Москва, 2006. – 272 с.
2018

6. Георгиевский Д. В. Избранные задачи механики сплошной среды. – ЛЕНАНД
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8. Победря Б. Е., Георгиевский Д. В. Лекции по теории упругости. – ЛЕНАНД
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2020
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Москва, 2020. – 560 с.
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11. Георгиевский Д. В. Модели теории вязкоупругости. – Москва : Ленанд, 2023. –
144 с.

2025
12. Георгиевский Д. В. Тензорные функции в теории определяющих соотноше-

ний. – Москва : Ленанд, 2025. – 160 с.
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1989
1. Георгиевский Д. В. Устойчивость границы раздела двух тяжёлых вязкоупру-

гих слоёв // Вестник Московского университета. Серия 1: Математика. Меха-
ника. – М., 1989. – № 2. – С. 94–97.

2. Георгиевский Д. В. Устойчивость малых колебаний в системе тяжёлый упругий
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272. – DOI: 10.1080/02681119308806162.

5. Георгиевский Д. В. Нестационарное осевое деформирование многослойного ци-
линдра в вязкопластическом состоянии // Прикладная механика (International
Applied Mechanics). – 1993. – Т. 29, № 5. – С. 48–54.
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1994
7. Георгиевский Д. В. Вязкопластическое течение Куэтта - Тейлора : распреде-

ление жёстких зон и устойчивость // Известия Российской академии наук.
Механика твердого тела. – 1994. – № 6. – С. 101–106.

8. Георгиевский Д. В. Достаточные интегральные оценки устойчивости вязкопла-
стического сдвига // Известия Российской академии наук. Механика твердого
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9. Георгиевский Д. В. Схлопывание кавитационного пузырька в нелинейно-
вязких и вязкопластических средах // Известия Российской академии наук.
Механика жидкости и газа. – 1994. – № 2. – С. 181–184.

10. Георгиевский Д. В. Устойчивость плоского идеально жёсткопластического те-
чения Куэтта // Прикладная математика и механика. – 1994. – Т. 58, № 1. –
С. 171–175.

1995
11. Георгиевский Д. В. Пластическое течение Сен-Венана в плоском конфузоре

с криволинейными стенками // Механика композитных материалов. – Рига,
1995. – Т. 31, № 5. – С. 684–691.

1996
12. Георгиевский Д. В. О сдвиговых наследственно вязкопластических течениях //

Вестник Московского университета. Серия 1: Математика. Механика. – М.,
1996. – № 1. – С. 45–50.

13. Георгиевский Д. В. Оценки устойчивости нестационарного деформирования
вязкопластических тел в плоских областях // Доклады Академии наук. –
Москва, 1996. – Т. 346, № 4. – С. 471–473.
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14. Георгиевский Д. В. Устойчивость нестационарного сдвига вязкопластической
полуплоскости с тангенциальным разрывом вдоль границы // Вестник Мос-
ковского университета. Серия 1: Математика. Механика. – М., 1996. – № 3. –
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Лисовенко Дмитрий Сергеевич родился в 17 февраля 1981 г. в городе Вор-
кута. Среднее образование начал получать в школе №5 города Воркуты. После
переезда в Москву продолжил обучение в школе № 155 с 1996 г., которую и
закончил в 1998 г. В 1998 г поступил в «МАТИ»-РГТУ им. К.Э. Циолковско-
го (с 01.10.2015 г. НИУ МАИ) на факультет «Авиатехнологический» (кафед-
ра «Физика» (научные руководители кафедры академик РАН Д.М. Климов и
член–корр. РАН Р.В. Гольдштейн), с 01.10.2015 г кафедра «Инженерная фи-
зика» НИУ МАИ). Закончил в 2003 г. «МАТИ»-РГТУ им. К.Э. Циолковского
по специальности «Физика» со специализацией в области механики прочно-
сти и разрушения материалов и конструкций. С сентября 2003 г. и по декабрь
2017 г. Лисовенко Д.С. работал сотрудником лаборатории механики прочно-
сти и разрушения материалов и конструкций (руководитель член-корр. РАН
Р.В. Гольдштейн) Института проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН
(ИПМех РАН). В ИПМех РАН прошел путь от младшего научного сотрудника
до ведущего научного сотрудника. С января 2018 года заведующий лаборато-
рией механики технологических процессов. В 2010 г. защитил кандидатскую
диссертацию по теме «Описание механических свойств углеродных и неугле-
родных наноусов и нанотрубок в рамках теории упругости анизотропного те-
ла» (руководитель Городцов В.А., оппоненты – Н.Г. Бураго Николай Георгие-
вич (ИПМех РАН), Белов Александр Юрьевич (Институт кристаллографии им.
А.В. Шубникова РАН), Ведущая организация - Кафедра теории пластичности
механо-математического факультета Московского государственно университета
им. М.В. Ломоносова), а в 2019 г. – докторскую диссертацию «Ауксетическая
механика изотропных материалов, кристаллов и анизотропных композитов»
(оппоненты — академик РАН Аннин Борис Дмитриевич (Институт гидродина-
мики им. М. А. Лаврентьева СО РАН), Никитин Илья Степанович (Институт
автоматизации проектирования РАН), Шешенин Сергей Владимирович (кафед-
ра теории пластичности механико-математического факультета МГУ им. М. В.
Ломоносова), ведущая организация — Санкт-Петербургский политехнический
университет Петра Великого). Защиты состоялись на заседании Диссертацион-
ного совета ИПМех РАН. Профессор РАН с 2022 г., член-корреспондент РАН с
2025 г.

Лисовенко Д.С. – специалист в области механики твердого деформируемо-
го тела и ее приложений в технике. Ему принадлежит ряд фундаментальных
результатов в теории упругости анизотропного тела, нано- и микромеханике
материалов. В первую очередь, эти исследования были направлены на иссле-
дование механических свойств материалов с отрицательным коэффициентом
Пуассона (ауксетиков). Лисовенко Д.С. выявил свыше 450 кристаллических
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ауксетиков, установил классификационные схемы для ауксетиков из кристал-
лов различных кристаллических систем. Им развита аналитическая модель ци-
линдрически анизотропных нано/микротрубок из кристаллов различных кри-
сталлических систем для описания деформаций растяжения и кручения. Уста-
новлен линейный прямой и обратный эффект Пойнтинга для хиральных на-
но/микротрубок. Решены задачи растяжения слоистых пластин и слоистых на-
но/микротрубок, композитов из ауксетиков и неауксетиков (материалов с по-
ложительным коэффициентом Пуассона). Проведен сравнительный анализ по-
верхностных волн Релея и Лява для изотропных материалов с положительным
и отрицательным коэффициентом Пуассона. Изучаются механические свойства
ауксетических метаматериалов при пробивании жестким ударником. Установ-
лено отклонение направления движения ударника после вылета из пробиваемо-
го ауксетических хиральных метаматериалов от подлетного направления (нор-
мального к боковой поверхности). Исследована отрицательная ползучесть мо-
нокристаллов никелевых жаропрочных сплавов. Разработан методологический
подход для исследования механики разрыва брюшной аневризмы. Результаты
своих фундаментальных исследований Лисовенко Д.С. успешно применяет при
решении прикладных задач. Лисовенко Д.С. — один из авторов биодеградиру-
емого кардиоваскулярного стента с ауксетическими свойствами. Разрабатыва-
ются защитные конструкции на основе ауксетических метаматериалов.

С 2018 г. и по настоящее время Лисовенко Д.С. является членом редкол-
легии журнала «Известия РАН. Механика твердого тела». С 2020 г. стал в
журнале ответственным секретарем редколлегии. Лисовенко Д.С. также яв-
ляется членом редколлегии журналов: «Вестник Чувашского государственного
педагогического университета им. И.Я. Яковлева. Серия механика предельного
состояния», «Вестник Самарского государственного технического университе-
та. Серия Физико-математические науки», «Вестник Пермского национального
исследовательского политехнического университета. Механика». Был пригла-
шенным редактором в журнале Crystals.

Лисовенко Д.С. имеет следующие награды: Медаль РАН для молодых уче-
ных РАН в области проблем машиностроения, механики и процессов управле-
ния (2010 г.), Премия Правительства Москвы молодым ученым в номинации
«Математика, механика и информатика» (2014 г.), Нагрудный знак «Молодой
ученый» Министерства науки и высшего образования (2020 г.), Юбилейная ме-
даль «300 лет Российской академии наук» (2024 г.), Медаль «Наука. Творче-
ство. Космонавтика XXI века» Федерации космонавтики России (2014 г.), Пре-
мия «Award for Excellence» («За выдающиеся достижения») в рамках Auxetics
Young Reseachers Forum 2016 на Международной конференции «Auxetics-2016»
(Польша). Он является членом Российского национального комитета по теоре-
тической и прикладной механике с 2023 г. Лисовенко Д.С. сочетает научную
работу с научно-организационной и педагогической деятельностью. Он являет-
ся членом диссертационного совета при Институте металлургии и материало-
ведения имени А.А. Байкова РАН, МГУ им. М.В. Ломоносова.
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С 2003 г. и по 2017 г. Лисовенко Д.С. преподавал в МАИ НИУ (до 01.10.2015 г.
«МАТИ»-РГТУ им. К.Э. Циолковского). Д.С. Лисовенко много внимания уде-
ляет работе с научной молодежью. С 2016 г и по 2019 г. являлся руководителем
подготовки магистров в МАИ НИУ по направлению «Механика перспективных
конструкционных материалов с учетом их многоуровневой структуры». С 2021
г. профессор в МГТУ им. Н.Э. Баумана.
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Abstract. Sulfide-oxide corrosion has a negative impact on the life of aircraft engine parts,
weakening the crack resistance of the surface layer of the material. The surface acquires a
layered structure consisting of oxide layers and a sulfide sublayer, in which residual stresses
occur; the material near the surface is depleted by alloying elements. To describe this process, a
previously constructed related model is used that describes the mutual diffusion of alloy components
and aggressive media, their chemical reactions, swelling deformations that create stresses, and
plastic deformations that promote their relaxation. A one-dimensional problem for a half-space
is considered, the stress-strain state of which satisfies certain constraints simplifying numerical
calculation. The solution of the complete system of related equations is implemented in the
application package COMSOL Multiphysics. The process of oxidation and sulfide-oxide corrosion
of heat-resistant steel is calculated. Profiles of the mass fractions of metal components, aggressive
substances, and corrosion products, as well as profiles of intrinsic deformations and residual stresses,
were obtained. The results show the formation of several diffusion zones: zones of oxides, sulfides,
and intermediate zones. A uniform distribution of metal components is observed in the zones of
oxides and sulfide. Two modes of corrosion have been identified, in which its rate is controlled by
the kinetics of chemical reactions or the kinetics of mutual diffusion. The first mode is short-lived
and determines the rate of formation of the layered structure. The second mode is responsible
for advancing the corrosion layers deep into the metal and is key for predicting the growth of
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Введение. Сульфидно-оксидная коррозия оказывает негативное влияние
на ресурс деталей авиационных двигателей, ослабляя трещиностойкость по-
верхностного слоя материала. Поверхность приобретает слоистую структуру,
состоящую из оксидных слоёв и сульфидного подслоя, в которых возникают
остаточные напряжения; материал вблизи поверхности обедняется легирующи-
ми элементами. Для описания этого процесса используется построенная ра-
нее связанная модель, описывающая взаимную диффузию компонент сплава
и агрессивной среды, их химические реакции, деформации набухания, создаю-
щие напряжения, и пластические деформации, способствующие их релаксации.
В первой части [1] сформулирована модель, уравнения которой записаны для
хромированной жаропрочной стали FeξCr1−ξ, которая подвергается химическо-
му воздействию кислорода и серы при высокой температуре.

1. Постановка задачи. В модели учитывается семь компонентов: O2,
Fe, Cr, S2, Fe2O3, Cr2O3, Cr2S3. Последние три из них — продукты коррозии, и
возникают вследствие следующих химических реакций компонентов металла с
проникающими внутрь материала атомами кислорода и серы:

4Fe + 3O2 → 2Fe2O3, 4Cr + 3O2 → 2Cr2O3, 4Cr + 3S2 → 2Cr2S3.

Химический состав в точке определяется массовыми долями xk, k = 1, ..., 7.
Напряжённо-деформированное состояние характеризуется тензором напряже-
ний Коши σ и тензором линейных деформаций ε. Элементарный материальный
объем претерпевает деформации набухания εs, вызванные изменением химиче-
ского состава, а также упругие εe и пластические εp деформации.

Рис. 1. Расчётная схема задачи

Ставится наиболее простая одномерная задача о полупространстве (см.
рис. 1) в которой принимаются гипотезы:

• взаимная диффузия компонентов может происходить вдоль единствен-
ного направления x

xk = xk(x, t), k = 1, ..., 7;

• полные деформации имеют единственную ненулевую компоненту

εxx = εxx(x, t) ̸= 0, εij = 0, ij = {yy, zz, xy, xz, yz};
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• тангенциальные компоненты тензора напряжений не равны нулю

σyy = σzz = σ(x, t) ̸= 0, σij = 0, ij = {xx, xy, xz, yz}.

Наложенные ограничения на деформации и напряжения не противоречат
друг другу и позволяют решать одномерную задачу.

Молекулярный кислород и сера проникают через свободную материальную
поверхность полупространства x = 0, вызывая взаимные диффузионные потоки
компонентов металла и образование коррозионной плёнки. Отсутствие диффу-
зионных потоков jx,k, k = 1, ..., 7 и перемещений ux на границе x = l имитируют
граничные условия на бесконечности для полупространства в численной поста-
новке задачи. Расчёт производится в прикладном пакете COMSOL Myltiphysics,
позволяющем решать пользовательские уравнения в частных производных с
применением метода конечных элементов и неявных методов интегрирования
по времени.

2. Результаты расчёта процесса окисления. Для идентификации па-
раметров химической и диффузионной кинетики модели при температуре 600
◦C были использованы данные о росте толщин оксидных слоев [2] в процессе
окисления жаропрочной стали в течение 48 ч. Результаты расчётов приведены
на рис. 2.

Массовые доли элементов, изображенные на рис. 2в характеризуют суммар-
ную массовую долю химического элемента, который находится в свободном и
химически связанном состоянии в точке после испытания, когда свободный кис-
лород улетучивается. Они рассчитывались следующим образом

XCr =
ρfree

Cr + ρCr2O3
Cr

ρ− ρfree
O

, XFe =
ρfree

Fe + ρFe2O3
Fe

ρ− ρfree
O

, XO =
ρCr2O3

O + ρFe2O3
O

ρ− ρfree
O

, (1)

где ρfree
k — плотность k-ого компонента в свободном состоянии, ρik — плотность k-

ого компонента в i-ом химическом соединении, ρ – суммарная плотность массы.
В слоистой структуре выделяются четыре диффузионные зоны (рис. 2, а, в).

В диапазоне 0≤ x ≤1.4 мкм располагается зона оксида железа, которая характе-
ризуется равномерным распределением массы Fe. В ней происходит диффузия
O2 через оксид железа. В переходной зоне между оксидами 1.4≤ x ≤2.4 мкм
протекает взаимная диффузия O2 и Fe. В диапазоне 2.4≤ x ≤3.8 мкм находится
зона оксида хрома, характеризуемая близким к равномерному распределению
массы Cr. Эта зона является зоной взаимной диффузии O2, Fe и Cr. В четвёртой
зоне 3.8≤ x ≤5.8 мкм кислород отсутствует, но происходит взаимная диффузия
Fe и Cr.

Слоистая структура оксидов формируется при выполнении двух условий: а)
скорость окисления Cr значительно выше, чем скорость окисления Fe; б) ско-
рость диффузии Fe через оксид хрома значительно выше, чем в металле. Фор-
мирование слоистой структуры происходит следующим образом. На поверх-
ности кислород реагирует с хромом, вызывая недостаток свободного Cr для
продолжения химической реакции (рис. 2, б, участок кривой до 2.5 ч.). Затем
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Рис. 2. Результаты расчёта процесса окисления: а) профили массовых долей оксидов
железа и хрома в конечный момент времени, б) скорость изменения массы кислорода
в оксидах железа и хрома, в) профили массовых долей элементов в конечный момент
времени, г) профили пластических деформаций, деформаций набухания и напряже-
ний в конечный момент времени

на поверхности происходит реакция с Fe и формируется слоистая структура
оксидов (участок кривой до 6 ч.). На этих этапах скорость коррозии контроли-
руется скоростью химических реакций. Наконец, слоистая структура движется
вглубь материала со скоростью v ∼ 1/t (участок кривой после 6 ч.), то есть
далее скорость коррозии контролируется диффузией [3]. Определенные по дан-
ным эксперимента коэффициенты диффузии в оксидных слоях соответствуют
значениям коэффициентов диффузии компонентов по границам зёрен [4].

Поля деформаций набухания, пластических деформаций и остаточных на-
пряжений показаны на рис. 2, г. Поскольку плотность оксидов ниже, чем плот-
ность материала, в зоне оксидных слоев 0≤ x ≤3.8 мкм возникают растяги-
вающие деформации набухания εsxx, достигающие в максимуме 15%. Матери-
ал, сопротивляясь этим деформациям, порождает поле сжимающих остаточных
напряжений σyy в оксидной плёнке и поле растягивающих остаточных напря-
жений под ней. Величины напряжений при рассматриваемых высоких темпера-
турах оказываются достаточными для пластического деформирования оксидов
и металла под ними. Максимальное значение пластических деформаций εpxx до-
стигает 26% в оксидной плёнке на поверхности.
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3. Результаты расчёта процесса сульфидно-оксидной коррозии.
Далее рассматривается процесс сульфидно-оксидной коррозии жаропрочной
стали при 800 ◦C. Для идентификации модели использовались эксперименталь-
ные данные о росте толщины оксидных слоёв и сульфидного подслоя [5] в то-
чение 7 суток. Результаты расчётов приведены на рис. 3.

Рис. 3. Результаты расчёта процесса сульфидно-оксидной коррозии: а) профили мас-
совых долей оксидов железа и хрома и сульфида хрома в конечный момент времени,
б) скорость изменения массы кислорода в оксидах железа и хрома и массы серы в
сульфиде хрома, в) профили массовых долей элементов в конечный момент времени,
г) профили пластических деформаций, деформаций набухания и напряжений в ко-
нечный момент времени

Массовые доли элементов, изображенные на рис. 3, в, рассчитывались ана-
логично (1) следующим образом

XCr =
ρfree

Cr + ρCr2O3
Cr + ρCr2S3

Cr

ρ− ρfree
O − ρfree

S
, XFe =

ρfree
Fe + ρFe2O3

Fe

ρ− ρfree
O − ρfree

S
,

XO =
ρCr2O3

O + ρFe2O3
O

ρ− ρfree
O − ρfree

S
, XS =

ρCr2S3
S

ρ− ρfree
O − ρfree

S
.

Результаты вычислительных экспериментов, подбора таких значений коэф-
фициентов диффузии, чтобы описать динамику роста слоистой структуры про-
дуктов коррозии, позволили сделать следующие качественные выводы.
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В слоистой структуре выделяются пять диффузионных зон (рис. 3, а, в). В
зоне оксида железа 0≤ x ≤3.5 мкм происходит диффузия кислорода и серы
внутрь материала. В этой зоне масса железа распределена равномерно. На от-
резке 3.5≤ x ≤7 мкм располагается зоной взаимной диффузии Fe, O2 и S2.
Далее идут зоны оксида хрома 7≤ x ≤8.5 мкм и сульфида хрома 8.5≤ x ≤13
мкм, в которых протекает взаимная диффузия O2, Fe, Cr и S2. В этих зонах
масса Cr изменяется незначительно. В зоне без агрессивных веществ 13≤ x ≤
19 мкм имеет место взаимная диффузия Cr и Fe.

Для формирования сульфидного подслоя необходимо, чтобы скорость диф-
фузии серы через оксиды железа и хрома была выше, чем у кислорода. Также
для поддержания распространения слоя оксида железа вглубь материала необ-
ходимо, чтобы скорость диффузии Fe через сульфид хрома была больше, чем в
металле. Формирование сульфидного подслоя происходит следующим образом.
Сера проникает через сформированные оксидные слои и, двигаясь быстрее, чем
O2, реагирует с Cr. В диапазоне времени до 2 суток. скорость роста сульфида
хрома контролируется химической кинетикой (см. рис. 3, б). Далее скорость
распространения продуктов коррозии определяется скоростью v ∼ 1/t, так да-
лее контролируется взаимной диффузией. Как в случае окисления, диффузия
компонентов в продуктах коррозии происходит преимущественно вдоль границ
зёрен [6], что подтверждается значениями идентифицируемых коэффициентов
диффузии. Продукты коррозии диффундируют относительно материала, что
обеспечивает сохранение и распространение слоёв вглубь.

Поля деформаций набухания, пластических деформаций и остаточных на-
пряжений, изображенные на рис. 3, г, похожи на поля, полученные при расчё-
те процесса окисления. Сульфид хрома, также как и оксиды железа и хрома,
имеет меньшую плотность, чем металл, что приводит к растягивающим де-
формациям набухания εsxx с максимальным значением в 14% на поверхности.
В ответ на эти деформации появляются сжимающие остаточные напряжения
σyy в коррозионных слоях и растягивающие — в металле под ними. Величи-
на напряжений достаточна для пластического деформирования, приводящего
к релаксации остаточных напряжений, вызванных собственными деформаци-
ями набухания, причём в коррозионных слоях пластические деформации εpxx
растягивающие, а в металле - сжимающие. Максимальные значения пластиче-
ских деформаций 25% наблюдаются на поверхности. Взаимодействие объемных
и сдвиговых деформаций (и напряжений) здесь объясняется рассматриваемой
расчетной схемой.

Заключение. Связанная модель процессов взаимной диффузии и химиче-
ских реакций компонентов металлического сплава в агрессивной среде с учетом
роста и релаксации напряжений и их влияния на диффузионную и химическую
кинетику применена для описания образования слоистой структуры продуктов
коррозии при окислении и сульфидно-оксидной коррозии жаропрочной стали
при повышенных температурах. Расчёт показал существование двух режимов
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протекания коррозии: контролируемого скоростью химических реакций и кон-
тролируемого скоростью взаимной диффузии компонентов. Первому режиму
соответствует начальный этап процесса, когда слои находятся в стадии фор-
мирования, но на больших временах он оказывается незначительным для про-
гнозирования толщины коррозионных слоёв. Разница в плотности продуктов
коррозии и металла привела к значительным сжимающим остаточным напря-
жениям в коррозионной плёнке и значительным растягивающим остаточным
напряжениям в металле под ней. Оба фактора могут стимулировать рост мик-
родефектов и разрушение поверхности.
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Введение. Теория пластического течения является одним из фундамен-
тальных направлений механики деформируемого твёрдого тела. Основные по-
ложения теории [1, 2] позволяют описывать поведение материалов при различ-
ных напряжённых состояниях в условиях пластического деформирования с учё-
том изменения геометрии деформируемого тела. В качестве меры деформаций
при этом возможно использование тензоров конечных деформаций.

Решение задачи о внедрении симметричного твёрдого недеформируемого
клина в жесткопластическое полупространство при условиях текучести Треска
– Сен–Венана и Мизеса приводится в работах Хилла, Ли и Таппера [3]. Ими бы-
ли исследованы положение смещённой поверхности, траектории частиц среды в
пластической области (частицы движутся по направлению к внедрйнной части
клина), искажение первоначально квадратной сетки. Данное решение является
автомодельным с точки зрения сохранения геометрического подобия пластиче-
ской области относительно глубины внедрения клина.

Обобщение решения Хилла для задачи о вдавливании клина в выпуклое тело
симметричной формы рассматривалось в работах Г. И. Быковцева, Д. Д. Ивле-
ва, А. И. Хромова [4, 5]. Исследование полей деформаций на поверхностях раз-
рыва скоростей перемещений и в центре веера характеристик в условиях плос-
кой деформации в задаче о вдавливании клина в полупространство при условии
текучести Кулона-Мора проводилось в работе [6]. В работе [7] в рамках моде-
ли идеального жесткопластического тела с учётом необратимой сжимаемости
материала исследовались поля деформаций в окрестности особенностей поля
скоростей перемещений в задаче о выглаживании поверхности клинообразным
штампом.

В представляемой работе рассматривается аналитический вывод соотноше-
ний для построения пластической области и деформированной поверхности ма-
териала, расчёта деформаций, получаемых частицами в окрестностях особенно-
стей поля скоростей; численное решение задачи для заготовки, форма которой
задаётся уравнением гиперболического цилиндра.

1. Вывод соотношений. Клин с углом раствора 2θ внедряется в выпук-
лую заготовку криволинейной формы. В результате внедрения часть материала
выдавливается, и форма заготовки изменяется. Поле линий скольжения состо-
ит из трёх областей (рис. 1). Две из них – ABD и AEC – имеют треугольную
форму, оба семейства линий скольжения в них прямолинейны; третья область
– ADE – представляет собой центрированный веер.

Скорость внедрения клина Vy постоянна и полагается равной -1, так как ось
y направлена вверх. Коэффициент трения µ постоянен вдоль поверхности кон-
такта клина с заготовкой, его значение связано с углом η зависимостью

µ =
cos(2η)

1 + sin(2η)
.
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Решение задачи состоит в определении в каждый момент времени t: формы
деформированной границы материала AFC, координат точек A и C, угла рас-
крытия веера ψ(t). Известные значения перечисленных параметров позволяют
найти необходимую для внедрения клина нагрузку.

Рис. 1. Поле линий скольжения при вдавливании клина с углом раствора 2θ в вы-
пуклую заготовку

В каждый момент времени поле скоростей определяется проекциями скоро-
сти Vy на α- и β- линии, которые равны:

Vα = −Vy
sin(θ)

cos(η)
, Vβ = 0

.
Из полученного поля скоростей следует, что движение материала в области

BAFC происходит по направлению α- линий, при этом области ABD и AECF
движутся как жёсткое целое, а угол раствора веера, в силу выпуклости заго-
товки, монотонно уменьшается. Из этого следует, что весь процесс деформиро-
вания можно разбить на два этапа: первый происходит при ψ > 0, деформи-
рованная поверхность в процессе пластического течения образуется в точке C,
а в точке A она подминается клином; второй начинается в момент времени t∗

при обращении угла ψ в нуль, деформированная поверхность также образуется
в точке C, но в точке A она уже не подминается клином и, соответственно, не
оказывает влияния на пластическое течение.

На первом этапе материал в области AECF движется как жёсткое целое,
проекции скорости точек области на оси координат x и y равны:

vx = vαcos(η − θ + ψ), vy = vαsin(η − θ + ψ) (1)
Интегрирование соотношений (1) даёт уравнения свободной границы дефор-

мированной поверхности AFC в виде:
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x (t, τ) = vα

∫ t

τ

cos (η − θ + ψ) dt + x0 (τ) ,

y (t, τ) = vα

∫ t

τ

sin (η − θ + ψ) dt + y0 (τ) .

(2)

Здесь x = x0(τ), y = y0(τ) – параметрическое представление границы тела
до деформации; x = x(t, τ), y = y(t, τ) – параметрические уравнения дефор-
мированной части свободной поверхности AFC в момент времени t. Параметр
τ выбран так, что он совпадает со временем перехода соответствующей точ-
ки с недеформированной границы на свободную поверхность выдавливаемого
объёма, то есть

x0(τ) = xC(τ), y0(τ) = yC(τ).

В силу ортогональности треугольников ABD и AEC, а также равенства ли-
ний AD и AE между собой справедливо соотношение

|AC| =
√
2 |AB| cos(η).

Координаты точек A и C находятся как проекции прямой AB и ломаной
линии BAC на оси x и y:

xA = |AB| sin(θ),
yA = Vyt+ |AB| cos(θ),

xC = |AB| sin(θ) + |AC| cos(δ),
yC = Vyt+ |AB| cos(θ)− |AC| sin(δ)

здесь δ = π
4
−η+ θ−ψ. Из полученных равенств можно вывести соотношение

между координатами точки C:

xC
(1 + ωcos(δ))

=
(yC + t)tg(θ)

(1− ωtg(θ)sin(δ))
, (3)

где ω =
√
2

vα
=

√
2 sin(θ)
cos(η)

.
Так как точка C лежит на недеформированной поверхности, при форме за-

готовки y = f(x), справедливо равенство

yC(t) = f(xC(t)). (4)
Точка A лежит на пересечении деформированной поверхности и клина, по-

этому

xA =
xC

1 + ω cos δ
= vα

∫ t

τA

cos
(π
4
− δ
)
dt + xC (τA) ,

yA =
yC + tωtgθ sin δ

1− ωtgθ sin δ
= vα

∫ t

τA

sin
(π
4
− δ
)
dt + yC (τA) ,

(5)
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где τA – время начала движения материальной точки, имеющей в момент
времени t координаты xA(t),yA(t).

Соотношения (3) – (5) представляют собой систему четырёх уравнений с че-
тырьмя неизвестными функциями: xC(t), yC(t), δ(t), τA(t).

Дифференцированием по t эта система может быть приведена к системе диф-
ференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом:

y′C (t)− f ′ (xC) x
′
C = 0,

x′Cz1 − y
′

Cz2 − ωψ
′ [
xC sin δz21 − (yC + t) cos δz22

]
= z2,

x′Cz1 − ψ
′
xCz

2
1ω sin δ + τ ′A [vα cos (η − θ + ψ(τA))− x′C (τA)]

= vα cos (η − θ + ψ) ,

y
′

C

z2
tgθ

− ω cos δ
z2
tgθ

ψ
′
[ttgθ + z2(yC + tωtgθ sin δ)] +

+τ ′A [vα sin (η − θ + ψ(τA))− y′C (τA)] = vα sin (η − θ + ψ)− ω sin δz2.

(6)

Здесь z1 =
1

1 + ωcos(δ)
, z2 =

tg(θ)

1− ωtg(θ)sin(δ)
. В момент начала процесса

деформирования

t = 0, xC = 0, yC = 0, τA = 0, δ0 =
π

4
− η + θ − ψ (0) ,

z10 =
1

1 + ω cos δ0
, z20 =

tgθ

1− ωtgθ sin δ0
,

(7)

и система (6) примет вид

y′C − f ′ (0) x′C = 0,

x′Cz10 − y
′

Cz20 = z20,

x′C +
τ ′A
z10

[
vα cos

(π
4
− δ0

)
− x′C

]
=
vα
z10

cos
(π
4
− δ0

)
y

′

C +
τ ′Atgθ

z20

[
vα sin

(π
4
− δ0

)
− y′C

]
=
vαtgθ

z20
sin
(π
4
− δ0

)
− ωtgθ sin δ0.

(8)

(8) – система четырёх уравнений с тремя неизвестными – x′C , y′C , τ ′A. Условие
совместности этой системы

f ′(0) =
z10
[(
vα cos

(
π
4
− δ
)
z10 − z20

)
(z20 − tg (θ))− z20vα sin

(
π
4
− δ0

)
tg (θ) (z10 − 1)

]
z20
[
vα cos

(
π
4
− δ
)
(z20 − tg (θ)) z10 + z20tg (θ) (1− z10)

(
1 + vα sin

(
π
4
− δ0

))]
определяет начальное значение функции δ(t). При f ′

x(0) = 0 это условие сов-
падает с уравнением, связывающим углы раствора клина θ и раскрытия веера
ψ в задаче о внедрении клина в полупространство:
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cos (2θ − ψ0) =
cosψ0

1 + sinψ0

. (9)

Форма деформированной границы на этом этапе определяется функцией, яв-
ляющейся решением системы (6) и имеющей вид

y = F (x).

Поскольку область AECF движется как жёсткое целое, поле напряжений в
этой области в рамках теории идеального жесткопластического тела не опреде-
лено. Приведённое на (рис. 1) поле прямолинейных характеристик определяет
напряжённое состояние, которое может рассматриваться как возможное, ста-
тически допустимое продолжение поля напряжений в эту область. Оно имеет
вид

σ1 = 0, σ2 = −2k.

Прямая линия AC является линией разрыва напряжений, на ней выполняется
условие

njσij = 0,

а в области AFC

σij = 0.

поэтому граничные условия на деформированной свободной поверхности вы-
полняются.

Усилие, необходимое для внедрения клина, рассчитывается по формуле

p = 4k (1 + ψ) |AB | sin θ. (10)
Схема пластического течения на втором этапе деформирования представлена

на рис. 2

Рис. 2. Схема пластического течения при ψ = 0
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Все точки области A′C ′C1B1A1 в каждый момент времени t (t≥t∗)движутся
с одной и той же скоростью v, проекции которой на оси координат равны:

vx = vα cos (η − θ) , vy = vα sin (η − θ) .

Уравнение подвижной границы A′C ′C1 определяется функцией y = F (x),
которая является решением системы (6), и имеет вид

y (x, t) = F (x− vα (t− t∗) cos (η − θ)) + vα (t− t∗) sin (η − θ) . (11)
На рис. 3 представлено пластическое течение в окрестности точки C. В ре-

зультате вдавливания клина точка C, в момент времени t находившаяся на
недеформированной поверхности, при t+∆t займёт положение C ′, а дуга CC1

перейдёт в дугу C ′C1. В силу равномерного движения области A′C ′C1B1A1 по
направлению α-линии:

CC
′
= vα∆t .

Если рассматривать ∆t как бесконечно малый промежуток времени, то дуги
CC1 и C ′C1 можно считать прямолинейными.

На рис. 3 выполнены дополнительные построения: отрезки CH и C ′E постро-
ены параллельно оси y, а отрезки C1F и CG параллельны оси x. Из треуголь-
ников CC ′G, FHC1, CFC1 следует:

|C1E| = |CC1| cosϕ−
∣∣∣CC ′

∣∣∣ cos (η − θ) ,

|C ′E| = |CC1| sinϕ+
∣∣∣CC ′

∣∣∣ sin (η − θ) ,

|CC1| =
∆t

sinϕ+ cosϕtg (η − θ)
.

Рис. 3. Пластическое течение в окрестности точки C

В силу того, что vα∆t = tgφ:

tgφ =
1 + vα sin (η − θ) [1 + tg(η − θ)ctgϕ]

ctgϕ− vα cos (η − θ)− vα sin (η − θ) ctgϕ
. (12)
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При ∆t → 0 хорда CC1 станет касательной к недеформированной поверх-
ности y = f(x) в точке C, а хорда C ′C1 – касательной к деформированной
поверхности y = y(x, t) в той же точке C, поэтому

tgϕ = −f ′ (xC) , (13)

tgφ = − ∂y

∂x

∣∣∣∣
(x,t)=(xC ,tC)

= −F ′(xC), (14)

где tC – время начала движения точки C.
Положение точки C определяется пересечением недеформированной поверх-

ности y = f(x) с линией

y = xtg (η − θ) + VytC ,

откуда следует равенство

xCtg (η − θ)− tC = f (xC) . (15)
Введение новой переменной

x̃ = xC − vα (t− tC) cos (η − θ) (16)
и подстановка (13) и (14) в (12) приводят к уравнению

F ′(x̃) =
f ′ (xC)− vα sin (η − θ) [tg (η − θ)− f ′ (xC)]

vα sin (η − θ)− vα cos (η − θ) f ′(xC) − 1
. (17)

Система уравнений (15) – (17) при условии F (xC) = yC определяет ниже точ-
ки C некоторую проходящую через эту точку кривую y = F (x), которая, пере-
мещаясь вдоль линии скольжения со скоростью vα, образует деформированную
границу на втором этапе деформирования. Выполненная замена переменных
эквивалентна обратному перемещению деформированной границы из положе-
ния A′C ′, которое она занимала в момент времени t (рис. 2) в положение AC,
занимаемое ею в момент времени t∗.

При ψ = 0 процесс деформирования происходит только вдоль линии разрыва
скоростей B1C1 и вся область B1A1A

′C1 движется как жёсткое целое. В каче-
стве возможного статически допустимого продолжения поля напряжений в эту
область можно рассматривать однородное напряжённое состояние

σ1 = 0, σ2 = −2k.

Так как материал в области A1A
′C ′C1 свободен от напряжений и не оказывает

давления на клин, то при расчёте усилия, необходимого для внедрения клина,
учитывается только часть площади контакта B1A1:

p = 4k |A1B1| sin θ.
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Рассмотренное решение задачи о внедрении клина в выпуклую заготовку име-
ет место при условии

η≥θ
и будет полным, если существует статически допустимое продолжение поля

напряжений ниже линии BDEC.
Необходимо найти распределение деформаций в окрестности особенностей

поля линий скольжения: линии разрыва скоростей перемещений (BDEC) и цен-
тра веера характеристик (точка A).

Деформации на линии разрыва скоростей определяются величиной удельной
диссипации энергии W , которая зависит от нормальной Vn = 0 и касательной

[Vτ ] = V + − V − =
sin θ

cos η
составляющих скорости, а также нормальной скорости

распространения линии BDEC – G [8, 9].
Скорость G определяется соотношением

G =
1

|gradf |
=

1√(
∂f
∂x

)2
+
(

∂f
∂y

)2 , (18)

где f(x, y) = t – функция, определяющая уравнение линии разрыва скоростей
перемещений.

Уравнения для составляющих линии BDEC имеют вид:
– линия BD: − [y − tg (η − θ)x] = t;

– линия DE:
{
x = xA +R cos ξ
y = yA +R sin ξ

, R = |AE | , ξ = α− π
2
;

– линия EC: y = xtg
(
π
4
− δ
)
+ yC − xCtg

(
π
4
− δ
)
.

Тогда из (18):

G =


cos (η − θ)

dxA
dt

cos ξ +
dyA
dt

sin ξ +
dR

dt
, ξ∈

[
η − θ − π

2
; η − θ − π

2
+ ψ

]
(xC − x) δ′

cos
(
π
4
− δ
) + cos

(π
4
− δ
) [
y′C − x′Ctg

(π
4
− δ
)] (19)

Здесь

dxA
dt

=
x

′
C (1 + ω cos δ) + xCω sin δδ

′

(1 + ω cos δ)2
,

dR

dt
=
x

′
C cos η sin θ (1 + ω cos δ) + xC cos ηω sin θ sin δδ

′

(sin θ)2 (1 + ω cos δ)2

dyA
dt

=

[
y

′
C + ωtgθ

(
sin δ + t cos δδ

′)]
(1− ωtgθ sin δ) + (yc + tωtgθ sin δ)ωgθ cos δδ

′

(1− ωtgθ sin δ)2
.
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Полученные значения скорости G позволяют определить величину объёмной
плотности диссипации энергии

W =
[Vτ ]

G− Vn
,

от которой зависит первое главное значение тензора конечных деформаций
Альманси

E1 =
W

2

4

[√
1 +

4

W
2 − 1

]
.

Деформации в окрестности центра веера определяются решением системы
уравнений

da11
dα

A− a11 sinα cosα + a21 (cosα)
2 = 0,

da12
dα

A− a12 sinα cosα + a22 (cosα)
2 = 0,

da21
dα

A− a11 (sinα)
2 + a21 sinα cosα = 0,

da22
dα

A− a12 (sinα)
2 + a22 sinα cosα = 0.

Здесь aij – компоненты тензора дисторсии, A =
vα − a

′
cosα− b

′
sinα

vα
, a′

=

dxA
dt

, b′ =
dyA
dt

– закон движения центра веера линий скольжения. Приведённая
система может быть решена методом Рунге-Кутты IV порядка; в силу того, что
частица попадающая в веер получает начальные деформации на линии EC,
решение системы должно удовлетворять начальным условиям

A =

[
1 0

WEC 1

]
.

2. Численное решение. Пусть абсолютно твёрдый клин y = |x| ctg(θ)

внедряется в заготовку, имеющую форму гиперболического цилиндра
(y − a)2

a2
−

x2

b2
= 1. Для данной задачи возможны три варианта пластического течения.

В первом случае угол раскрытия веера ψ(t) в течение всего процесса пласти-
ческого течения будет больше нуля. Вследствие наличия у гиперболы асимптот
y = ±a

b
x процесс будет стремиться к некоторому автомодельному режиму, со-

ответствующему вдавливанию клина y = |x| ctg(θ) в клин y =
a

b
|x|. Форма

подвижной границы в этом случае находится из решения системы уравнений
(6).
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Второй случай имеет место, если выполняется условие

tg
(π
4
− η + θ

)
≥a
b
.

В данном случае при малых глубинах внедрения клина течение происходит
при ненулевом ψ. Форма подвижной границы определяется решением систе-
мы (6). При дальнейшем внедрении клина угол раскрытия веера обращается в
нуль и процесс деформирования стремится к автомодельному режиму. Форма
деформированной границы определяется из решения системы (15) – (17).

Третий случай имеет место при

tg
(π
4
− η + θ

)
<
a

b
.

Тогда решение может быть построено только до момента, когда прямая линия
AC займёт положение касательной к гиперболе в точке C. Для данной схемы
это предельное положение линии AC, позволяющее построить статически до-
пустимое продолжение поля напряжений в жёсткую область.

Пусть гиперболический цилиндр задаётся уравнением

(y −
√
2)2

2
− x2

2
= 1,

угол раствора клин равен π
4
, коэффициент трения µ = 0.12, то есть η≈0.67

радиан, тогда уравнение недеформированной поверхности примет вид

yC =
√
2−

√
x2C + 2.

При введении обозначений:

xCz
2
1sinδ − (yC + t) z22cosδ = A,

xCz
2
1ωsinδ = B,

vα cos (η − θ + ψ (τA))− x
′

C (τA) = C,

ωcosδz2
tgθ

[ttgθ + z2 (yC + tωtgθsinδ)] = D,

vα sin (η − θ + ψ (τA))− y
′

C (τA) = E,

vα sin (η − θ + ψ)− ωsinδz2 = G,

система (6) запишется в виде
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y
′

C =
−xCx

′
C√

x2C + 2
,

x
′

Cz1 − y
′

Cz2 + Aωδ
′
= z2,

x
′

Cz1 +Bδ
′
+ Cτ ′A = υα cos

(π
4
− δ
)
,

y
′

C

z2
tgθ

+Dδ
′
+ Eτ ′A = G .

Полученная система может быть сведена к одному дифференциальному урав-
нению с запаздывающим аргументом относительно δ

′
= −ψ′ . Это уравнение

имеет вид

δ
′
=

(
υα cos

(
π
4
− δ
)
E − CG

)
tgθ
(
z1
√
x2C + 2 + z2xC

)
− z1z2Etgθ

√
x2C + 2− Cz22xC

(BE − CD) tgθ
(
z1
√
x2C + 2 + z2xC

)
− z1AωEtgθ

√
x2C + 2− Cz2xCAω

.

Данное уравнение решается методом последовательного интегрирования [10].
Отрезок времени на котором определяется неизвестная функция разбивается
на n шагов. Функции, зависящие от параметра запаздывания на первом шаге
определяются начальными условиями для системы (6), на каждом i-м шаге –
решением, полученным на (i− 1)-м шаге.

Решение уравнения на каждом из шагов находится с помощью численных ме-
тодов (например, метод Адамса) с последующей интерполяцией функции ψ (t).

Значения неизвестных функций в окрестности t = 0 для первого шага:
δ (τA) = δ0, y

′
C (τA) = y

′
C (0) = 0, x′C (τA) = x′C (0) = z20

z10
.

На рис. 4 приведён график изменения угла раскрытия веера с течением вре-
мени. Угол веера обращается в нуль и процесс течения переходит ко второму
этапу при t≈0.523.

Геометрическое представление пластической области и деформированной по-
верхности материала дано на рис. 5.

На рис. 6 приводится сравнительное построение деформированных поверхно-
стей для задачи с учётом (сплошная линия) и без учёта коэффициента трения
(пунктирная линия). При учёте коэффициента трения образование деформиро-
ванной поверхности происходит на большей части образца, чем в случае отсут-
ствия трения.

На рис. 7 представлен график изменения удельного усилия, необходимого для
внедрения клина.

На рис 8 приведено распределение деформаций на линии разрыва скоростей
перемещений BDEC и в окрестности центра веера линий скольжения в момент
времени t = 0.3. Из рисунка видно, что наибольшие деформации наблюдаются
в окрестности центра веера линий скольжения.
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Рис. 4. График зависимости угла раскрытия веера характеристик от времени ψ(t)

Рис. 5. Пластическая область и деформированная поверхность в задаче о вдавли-
вании клина y = |x| ctg(θ) с углом раствора 22◦31′2′′ в гиперболический цилиндр
y =

√
2−

√
x2 + 2
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Рис. 6. Деформированная поверхность с учётом и без учёта коэффициента трения

Рис. 7. График зависимости удельного усилия, необходимого для внедрения клина,
от времени p(t)

3. Выводы. В данной работе для задачи о внедрении клина в выпук-
лую заготовку были выведены: система уравнений для определения парамет-
ров пластической области и деформированной поверхности материала в каж-
дый момент времени; выражение, позволяющее вычислить необходимую для
внедрения клина нагрузку; соотношения для расчёта деформаций, получаемых
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Рис. 8. Распределение деформаций на линии разрыва скоростей перемещений и в
окрестности центра веера линий скольжения при t = 0.3

частицами материала на линии разрыва скоростей перемещений и в центре ве-
ера характеристик.

Построены графики изменения угла раскрытия веера характеристик и необ-
ходимой для внедрения клина нагрузки, построены пластическая область и
деформированная поверхность, рассчитаны получаемые частицами материала
деформации для задачи о внедрении клина с углом раствора 22°31’2” в гипер-

болический цилиндр
(y −

√
2)2

2
− x2

2
= 1 с коэффициентом трения µ = 0.12.

Учёт коэффициента трения приводит к тому, что деформирование матери-
ала происходит на большей части поверхности заготовки, чем при отсутствии
трения.

Из полученного распределения деформаций следует, что наибольшие дефор-
мации частицы материала получают в окрестности центра веера характеристик,
то есть точки, в которой деформированная поверхность подминается клином.
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Введение. Существуют материалы (горные породы и грунты [1, 2], бе-
тоны [3], асфальтовые покрытия [4], композиты [5], пеноматериалы [6] и др.),
которые на начальной стадии деформирования по-разному реагируют на растя-
жение и сжатие. Упругое поведение подобных материалов в предположении их
сплошности, однородности и изотропии изучает разномодульная теория упруго-
сти. В настоящей работе рассматривается связный разномодульный материал с
ненулевыми модулями упругости для сжатия и растяжения (в отличие от сыпу-
чих сред [7] и гибких материалов [8], которые сопротивляются только одному
типу нагружения – или сжатию, или растяжению). Для описания механиче-
ского поведения такого материала выбран тензорнолинейный вариант модели
Мясникова-Олейникова [8] с упругим потенциалом, где два слагаемых из че-
тырех имеют неаналитическую форму. При одномерных малых деформациях
уравнение движения среды [8] принимает квазилинейную форму с перемен-
ным коэффициентом, чувствительным к знаку деформации. Волны растяже-
ния и сжатия, возникающие в решении такого уравнения, движутся с разными
скоростями и могут сталкиваться, порождая специфические эффекты, невоз-
можные в линейно-упругой среде. Так, в [9—11] показаны сложные волновые
картины, возникающие в результате попутных и встречных столкновений волн
деформаций в разномодульных телах при простых режимах одноосного гра-
ничного нагружения с одиночным импульсом растяжения-сжатия. Очевидно,
что циклические нагрузки и вибрации еще больше усложняют динамику упру-
гого деформирования разномодульных материалов. В представленной работе
ставим цель подробно проследить (насколько это возможно) за формировани-
ем динамического поля деформаций с учетом столкновений и отражений волн
в разномодульном упругом полупространстве, подверженном циклическому од-
ноосному знакопеременному нагружению. Граничное условие будем задавать
функцией перемещения в форме линейного сплайна, что позволит при реше-
нии нестационарной начально-краевой задачи воспользоваться рекуррентным
подходом, опробованным ранее [9, 10] на более простых режимах нагружения.

1. Модельные соотношения. Система уравнений динамики адиабатиче-
ского деформирования разномодульной изотропной упругой среды Мясникова-
Олейникова [8] при малых деформациях и отсутствии массовых сил имеет вид

σ =
∂W

∂e
, ∇ · σ = ρv̇, e =

1

2

(
∇⊗ u+ (∇⊗ u)T

)
, v = u̇,

W =
λ

2
E2

1 + µE2 − νE1

√
E2 + α

E3
1√
E2

,
(1)

где σ – тензор напряжений Коши; e – тензор малых деформаций с инвариан-
тами E1 = tr(e), E2 = tr(e2); u – вектор перемещений; v – вектор скорости; W
– упругий потенциал c модулями упругости λ, µ в линейной части модели и ко-
эффициентами ν, α, отвечающими за физическую нелинейность (разномодуль-
ность) среды [8]; все функции зависят от декартовых координат x = {x1, x2, x3}
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и времени t; ∇ = {∂/∂x1; ∂/∂x2; ∂/∂x3}, ♢̇ = ∂♢/∂t. Принятая малость деформа-
ций уравнивает эйлеров и лагранжев подходы к описанию движения сплошной
среды и позволяет в (1) пренебречь изменением плотности (ρ ≈ ρ0(1−E1) ≈ ρ0
при |E1| ≪ 1).

В одномерном случае (x1 = x, u = {u(x, t), 0, 0}, ∂♢/∂x = ♢x) система (1)
принимает вид

σ(e) = ω(e) · e, (ω(e) · e)x = ρü, e = ux, v = u̇,

ω(e) = λ+ 2µ− 2(ν − α) · e/|e|.
(2)

С учетом (e/|e|)x=(ux/|ux|)x=0 уравнение движения в (2) записывается как

(c(e))2uxx = ü, (3)

где кусочно-постоянная характеристическая скорость зависит от типа дефор-
мации:

c(e) =

√
ω(e)

ρ
=

{
a =

√
(λ+ 2µ+ 2(ν − α)) · ρ−1, e < 0,

b =
√
(λ+ 2µ− 2(ν − α)) · ρ−1, e > 0.

(4)

В (4) считаем, что a > b > 0 при ν > α, λ + 2µ > 2(ν − α). В этом случае
уравнение (3) описывает одномерные продольные движения связной разномо-
дульной упругой среды [8] с различными конечными скоростями распростра-
нения деформаций сжатия и растяжения. Уравнению (3) с характеристической
скоростью (4) удовлетворяет решение Д’Аламбера

u(x, t) = f(x− c(e)t) + g(x+ c(e)t), (5)

где неизвестные функции от аргументов x± c(e)t определяются с учетом крае-
вых условий задачи. При этом скорость c(e) также может являться неизвестной
величиной.

2. Сильные разрывы в решении уравнения (3) и их столкновение.
При недифференцируемых краевых условиях (например, ступенчатой гранич-
ной нагрузке) решение уравнения движения (3) становится обобщенным [7]. В
нем появляются разрывы – скачки производных непрерывной функции u(x, t).
На фронтах сильных разрывов (плоских продольных волнах деформаций со
скачками первых производных перемещения) граничными условиями являют-
ся условие непрерывности перемещений и условия сохранения на разрыве [7,
12], следующие из интегральных законов сохранения. При малых одномерных
деформациях эти соотношения принимают вид

u+ = u−, σ(e+)− σ(e−) = ρ(ẋ(t))2(e+ − e−), (6)

где ẋ(t) – скорость движения фронта сильного разрыва x = x(t); индексы «+» и
«−» указывают на значения функций в малых окрестностях впереди и позади
x(t) соответственно.

Из второго уравнения (6) с учетом (2), (4) следует существование трех типов
сильных разрывов [7]: полусигнотон x = γ(t) при e+ = 0, e− ̸= 0 или e+ ̸= 0,
e− = 0; простой разрыв x = ξ(t) при e+ > 0, e− > 0 или e+ < 0, e− < 0; ударная
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волна x = Σ(t) при e+ > 0, e− < 0. Отметим, что принятое в работе положе-
ние о связности разномодульной среды не дает появиться в решении уравнения
(3) еще одному типу разрывов – отколу [7] (разрыву сплошности), возможному
в несвязных сыпучих и гранулированных материалах. Полусигнотоны и про-
стые разрывы входят в семейство характеристик уравнения (3) и могут быть
быстрыми фронтами сжатия (|γ̇a| = |ξ̇a| = a > b) или медленными фронтами
растяжения (|γ̇b| = |ξ̇b| = b). Скорость ударной волны ограничена скоростями
медленной и быстрой характеристик: |Σ̇| =

√
(b2e+ − a2e−)/(e+ − e−) ∈ (b; a).

В [12] показано, что однозначность решения краевой задачи для гиперболи-
ческого уравнения, подобного (3), можно обеспечить вводом условий эволюци-
онности разрывов, которые на продольной волне x(t) сводятся к системе нера-
венств

c(e+) ⩽ |ẋ(t)| ⩽ c(e−). (7)

Согласно (7), ударная волна и простые разрывы эволюционны при всех соот-
ветствующих их типам значениях e+, e−. Полусигнотоны удовлетворяют усло-
вию (7) при e+ = 0, e− ̸= 0, т.е. когда они движутся в недеформированную
область среды.

Из условия неубывания энтропии [12] следует, что в разномодульной среде,
где скорость характеристик при сжатии выше, чем при растяжении (a > b), мо-
жет существовать только ударная волна сжатия. В [13] для трехконстантного
варианта модели [8] показано, что переход разномодульной среды от предвари-
тельного сжатия (c(e+)|e+<0 = a) к растяжению (c(e−)|e−>0 = b) происходит с
образованием жесткого слоя, ограниченного быстрой и медленной характери-
стиками. В [11] для отличной от [8] модели разномодульной среды доказано,
что движение подобного жесткого слоя с границами-полусигнотонами – бездис-
сипативный процесс.

Для решения уравнения (3) с учетом столкновений волн необходимы допол-
нительные условия, связывающие волновые картины до и после взаимодей-
ствия. Положим, что в некоторый момент времени в решении уравнения (3)
существуют два фронта сильных разрывов с известными координатами

xL(t) = XL + ẋL(t− τL), xR(t) = XR + ẋR(t− τR),

0 ⩽ xL(τL) < xR(τR), XL ̸= XR, t− τL ⩾ 0, t− τR ⩾ 0.
(8)

Если между фронтами xL(t), xR(t) нет других волн и ẋL ̸= ẋR, то возмож-
ны два варианта их столкновения: встречное при ẋL > 0 и ẋR < 0; попутное
при 0 < ẋR < ẋL или ẋL < ẋR < 0. Согласно указанным ограничениям на
скорости ẋL и ẋR, встречно могут столкнуться любые фронты сильных разры-
вов (независимо от их типов) с подходящими направлениями движения. В паре
фронтов-участников попутного столкновения убегающей волной может быть
фронт растяжения со скоростью b, а догоняющей – фронт сжатия со скоростью
a > b. Ударная волна может выступать в обоих качествах.
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Любое столкновение фронтов xL(t), xR(t) порождает как минимум две рас-
ходящихся волны – прямую xr(t) и отраженную xl(t):

xr(t) = X + ẋr(t− τ), xl(t) = X + ẋl(t− τ),

0 ⩽ xl(t) ⩽ xr(t), ẋr > 0, ẋl < 0.
(9)

Время возникновения τ и начальная координата X для волн xl(t), xr(t) вы-
числяются из системы уравнений

X = XL + ẋL(τ − τL) = XR + ẋR(τ − τR), (10)

следующей из (8), (9) при t = τ . Эта система также пригодна, когда после
столкновения xL(t) и xR(t) возникает три новых фронта (например, отраженная
волна xl(t) = X + ẋl(t − τ) и две границы жесткого слоя xar(t) = X + a(t −
τ), xbr(t) = X + b(t − τ), бегущие в прямом направлении). При xL(t)|∀t⩾0 = 0
система (10) соответствует падению волны xR(t) на границу среды x = 0. Таким
образом, уравнения (10) дополняют основные соотношения (6), (7) и позволяют
учитывать эффекты столкновения и отражения фронтов сильных разрывов в
решении нестационарной начально-краевой задачи.

3. Постановка задачи. Рассмотрим циклическое одноосное растяжение-
сжатие разномодульного упругого полупространства x ⩾ 0. До начала нагруже-
ния считаем полупространство не деформированным. Начальные и граничные
условия задачи смешанного типа для уравнения (3) задаем в перемещениях,
считая координату границы x = 0 неизменной ввиду малости деформаций:

u(x, 0)|x⩾0 = u̇(x, 0)|x⩾0 = 0,

u(0, t) = u0(t) =

{
0, t < t0 = 0,

kj(t− tj−1) + u0(tj−1), tj−1 ⩽ t < tj, j ∈ N.
(11)

Кусочно-линейная функция u0(t) в (11) соответствует знакопеременному цик-
лическому нагружению, если существуют не менее двух пар соседних сегментов
с угловыми коэффициентами разного знака: sgn(kj) = −sgn(kj−1). На рис. 1 по-
казан график линейного сплайна, удовлетворяющего такому условию.

Рис. 1. Граничное перемещение

Скорость граничного перемещения изменяется скачком в узловых точках
функции u0(t) (табл. 1) и на j-ом сегменте вычисляется как u̇0(t)|t∈[tj−1,tj) =
kj = (u0(tj)− u0(tj−1))/(tj − tj−1).
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j 0 1 2 3 4 5 6 7
tj ∗ 103, с 0.0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3

u0(tj) ∗ 103, м 0.0 -3.0 4.0 -3.0 4.0 -3.0 4.0 0.0

Таблица 1. Координаты узлов функции u0(t)

4. Результаты решения задачи. Обобщенным решением уравнения (3)
c краевыми условиями (11) является перемещение u(x, t) – линейный сплайн c
изломами на фронтах сильных разрывов и линейными локальными решениями
ui(x, t) в форме (5) между ними (i = 1, 2, . . .). Рекуррентный алгоритм вы-
числения последовательности функций ui(x, t) с учетом взаимодействия волн
детально изложен в [9]. Здесь кратко опишем лишь ключевые аспекты этого
процесса, а затем обсудим результаты, полученные с его помощью.

Каждое локальное решение ui(x, t) возникает в свой момент времени τi ⩾ 0

и существует в растущем интервале δi(t) = [x
(i)
l (t); x

(i)
r (t)] с координатами гра-

ниц в форме (9). Вне области определения ui(x, t)|x/∈δi(t), t<τi = 0. В каждом
локальном решении ui(x, t) неизвестны функции fi(x− c(ei)t), gi(x+ c(ei)t), па-
раметры ẋ

(i)
l , ẋ(i)r , Xi, τi границ интервала δi(t) и характеристическая скорость

c(ei) внутри δi(t). Если одну из неизвестных величин задать, то остальные вы-
числяются из замкнутой системы уравнений, составленной из соотношений (6)
на границах интервала δi(t) и уравнений (10) для учета эффектов взаимодей-
ствия волн. Известной величиной в локальном решении ui(x, t) логично считать
характеристическую скорость c(ei), поскольку согласно (4) она может прини-
мать только значения a или b. Конкретное значение c(ei) выбирается из пред-
положения, что границы интервала δi(t) эволюционны. Это выражается усло-
виями c(ei) ⩾ c(eL)

∣∣
x→x

(i)
l (t)−0

, c(ei) ⩾ c(eR)
∣∣
x→x

(i)
r (t)+0

, следующими из (7) при
известных c(eL), c(eR) в соседних с δi(t) интервалах. Для проверки коррект-
ности построенного локального решения с выбранным значением c(ei) служит
само условие (7). Согласно [13], неэволюционная волна-граница интервала δi(t)
заменяется на движущийся жесткий слой. Порядок возникновения локальных
решений определяется цепочкой неравенств τ1 < τ2 < . . . (τ1 = 0), где каждый
момент времени τi связан с одним из событий: изменение скорости гранично-
го перемещения; встречное или попутное столкновение волн; падение волны на
границу полупространства. В первом случае τi соответствует узлу граничного
перемещения (11), а во втором и третьем – вычисляется из (10).

Далее рассмотрим решения задачи с заданным граничным перемещением
(рис. 1), построенные для материалов с различными соотношениями a/b.

На рис. 2 показаны характеристическая плоскость {x−t} и графики дефор-
маций e(x̃, t), полученные при a/b ≈ 1.1 (песчаник [8]: λ = 1.78ГПа, µ = 8.7ГПа,
ν = 1.35ГПа, α = 0.48ГПа).

На плоскости {x−t} отрезки с отрицательным наклоном соответствуют отра-
женным волнам, разнотипные волны и зоны деформаций обозначены разными
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а)

б)

Рис. 2. Решение при a/b ≈ 1.1: а) плоскость {x− t}; б) графики деформаций

цветами, область перед передним фронтом не закрашена. Графики деформа-
ций e(x̃, t) построены для моментов времени 1○, 2○, оси x̃ нормированы по ко-
ординате переднего фронта, оси e имеют степенной масштаб, координаты волн
отмечены пунктирными линиями соответствующих цветов, фон используется
только для жестких слоев.

При заданной форме функции u0(t) (рис. 1) первый такт цикла начинается с
растяжения, порождающего при t = 0 передний фронт граничных возмущений
– медленный полусигнотон. Ударные волны возникают на границе полупро-
странства в моменты смены растяжения на сжатие при t = t1, t3, t5, растущие
жесткие слои – при t = t2, t4, t6, когда граничное сжатие меняется на растяже-
ние. Таким образом, деформации в малой окрестности границы x = 0 изменя-
ются по сценарию «растяжение – сжатие – жесткий слой» (рис.2а), который
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циклически повторяется с ростом t. График деформаций 1○ на рис.2б соот-
ветствует трем тактам такого сценария. В [14] подобная цикличность дефор-
мированного состояния показана в малой окрестности торца разномодульного
стержня под действием внешней гармонической нагрузки.

Эволюция поля деформаций на удалении от нагружаемой границы происхо-
дит за счет взаимодействия волн. При этом формирование сложной волновой
картины из прямых и отраженных фронтов различных типов начинается со
столкновения попутных волн. В первом попутном столкновении в решении на
рис. 2 участвуют передний фронт граничных возмущений (медленный полусиг-
нотон) и догнавшая его ударная волна (первая в серии). Рис. 2а и график 2○ на
рис. 2б показывают, что упругие деформации, возникающие на границе полу-
пространства под действием циклического растяжения-сжатия, на удалении от
границы динамически перераспределяются: чередующиеся сжатые и жесткие
слои убегают вперед, оставляя области растяжения позади. Вычислительные
эксперименты показали, что подобная структура поля деформаций формиру-
ется при заданном режиме нагружения разномодульной среды с любым соот-
ношением a/b > 1.

На рис. 3 показано решение для случая a/b ≈ 1.54. Значительная разни-
ца в скоростях быстрой и медленной характеристик позволяет четко разли-
чить чередование жестких и сжатых областей. Кроме того, на увеличенных
фрагментах (рис. 3а, 3б) видна неоднозначность взаимодействия определенных
типов волн. При встречном столкновении медленного и быстрого полусигно-

Рис. 3. Решение при a/b ≈ 1.54

тов возможны два исхода: пакет из двух границ жесткого слоя и отражен-
ной волны растяжения (рис. 3а(1)); быстрый простой разрыв и отраженная
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ударная волна (рис. 3а(2)). Аналогично, столкновение быстрого полусигното-
на с быстрым простым разрывом приводит либо к двум расходящимся вол-
нам сжатия (рис. 3а(3)), либо к жесткому слою и отраженной волне растяже-
ния (рис. 3б(4)). Подобные эффекты наблюдаются и при единичном импуль-
се растяжения-сжатия с последующим удержанием границы разномодульно-
го полупространства [10]. Во всех неоднозначных случаях одним из фронтов-
участников столкновения является быстрый полусигнотон – граница растущего
или исчезающего жесткого слоя. В отличии от полусигнотонов, простые разры-
вы могут сталкиваться только встречно и только с себе подобными. Их взаимо-
действие всегда происходит по солитонному типу и дает однозначный результат.

Заключение. В работе исследована динамика упругих деформаций при
циклическом одноосном растяжении-сжатии разномодульного полупростран-
ства. Показано, что за счет столкновений и отражений волн вдали от нагру-
жаемой границы формируется подвижная зона чередующихся сжатых и жест-
ких слоев без областей растяжения. Среди трех типов сильных разрывов, воз-
можных в разномодульной среде, в качестве особого случая выделен быстрый
полусигнотон – подвижная граница жесткого слоя. Установлено, что встречное
столкновение такой волны как с фронтами других типов, так и с себе подоб-
ными может иметь неоднозначный результат независимо от сложности режима
нагружения.

Представленные в работе результаты дополняют совокупность теоретических
представлений о динамике деформирования разномодульной упругой среды.
Они могут использоваться как модельная база в прикладных задачах расче-
та деформационного поведения реальных материалов (например, оснований
сооружений, железнодорожных и автотранспортных путей сообщения и др.),
подверженных циклическим и вибрационным нагрузкам.
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Введение. Вопросы сходимости функциональных рядов к соответствую-
щим функциям и, обратная задача, – разложение функций в ряд, актуальны,
т.к. являются основой одной из важнейших областей математики методов реше-
ния задач в области математических и физических дисциплин - теории решения
дифференциальных уравнений [1—3].

С другой стороны, даже будучи уверенным в том, что исследуемый функ-
циональный ряд является сходящимся, аналитически определить функцию к
которой он сходится далеко не всегда является простой задачей. Однако, отме-
тим следующее. Решая задачи механики и техники методами математической
физики, можно аналитически определить состояние, например, нагруженного
тела в любой момент времени и в любой его точке, т.е. решение задачи проходит
в векторе “математика → физика”. Но если в этой ситуации изменить направле-
ние вектора исследования, т.е. зная состояние системы в определенной области
нагруженного тела и в известные интервалы времени, и зная функцию, которая
описывает это состояние решить полученное уравнение относительно тригоно-
метрического ряда, (если дифференциальное уравнение, описывающее состоя-
ние механической системы, решается методом Фурье), то найдем функцию (или
число) к которой сходится тригонометрический ряд, т.е. меняем вектор иссле-
дования на противоположный [4].

Цель работы - показать метод определения сумм тригонометрических рядов,
способом сопоставления физического анализа состояния нагруженного тела и
функции, описывающей это состояние, т.е. проводя исследования в направлении
“физика→математика”.

1. Результаты и обсуждение. Приведем несколько примеров, на кото-
рых будет показана сущность этого метода.

1. Рассмотрим покоящийся стержень постоянного поперечного сечения ци-
линдрической формы, концы которого не закреплены. Материал стержня од-
нородный и подчиняется закону Гука. Направим ось x по оси стержня. Пусть на
правый торец стержня внезапно начинает действовать постоянная сила F рав-
номерно распределенная по поверхности торца стержня и направленная вдоль
оси x (рис. 1).

Рис. 1. Упругий стержень, движущийся в условиях внезапно приложенной силы,
направленной вдоль его оси

Функция продольных перемещений поперечных плоскостей стержня, u (x, t)
в этих условиях удовлетворяет дифференциальному уравнению [4—8]:

∂2u(x, t)

∂t2
= c2

∂2u(x, t)

∂x2
+
Fδ(x− l)

ρS
,
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при этом начальные условия:

u(x, 0) =
∂u(x, 0)

∂t
= 0,

граничные условия:
∂u(0, t)

∂x
=
∂u(l, t)

∂x
= 0.

Здесь, ρ – плотность вещества стержня, S – площадь поперечного сечения,
l – длина недеформированного стержня, c – скорость звука в стержне, t ≥ 0
– текущее от начала воздействия силы время, x – координата точки на оси
стержня, δ(x− l) – дельта-функция.

Искомая функция u (x, t) выражается тригонометрическим рядом [4—8]:

u (x, t) =
Ft2

2ρsl
+

2Fl

ρsc2π2

∞∑
m=1

(−1)m

m2
cos (

mπx

l
)

(
1− cos

mcπt

l

)
. (1)

Рассматривая ряд (1) (с учетом элементарных тригонометрических преобра-
зований) замечаем, что, исходя из физических соображений должно выполнят-
ся равенство u(x, t) = 0, на интервалах

0 ≤ t ≤ l − x

c
и 0 ≤ x ≤ l, (2)

т.е., те поперечные плоскости стержня до которых не дошла механическая волна
и та плоскость с координатой x до которой волна дошла на данный момент
времени t от начала воздействия на стержень приложенной к его торцу силы
не перемещаются, следовательно

∞∑
m=1

(−1)m

m2
sin2 mcπt

2l
cos

mπx

l
= −(cπt)2

8l2
.

Пусть
cπt

2l
= α,

πx

l
= β, тогда

(cπt)2

8l2
=
α2

2
.

С учетом (2) получаем
∞∑

m=1

(−1)m

m2
sin2mα cosmβ =− α2

2
(3)

при выполнении условий

0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ α ≤ π − β

2
. (4)

Равенство (3) есть сумма ряда в указанных интервалах (4).
Очевидно, этот же участок стержня до которого не дошел волновой процесс

от начала воздействия силы на торец стержня, на данный момент времени t
не деформирован (однако, в данном случае, та плоскость до которой дошел
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волновой процесс будет деформированной, т.е. эта плоскость к данному участку
не относится) т.е. должно выполняться равенство

ε(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
=

4F

ρSπc2

∞∑
m=1

(−1)m+1

m
sin2 mcπt

2l
sin

mπx

l
= 0

в интервалах

0 ≤ t <
l − x

c
и 0 ≤ x ≤ l,

где ε(x, t) – относительная деформация стержня. Тогда получаем
∞∑

m=1

(−1)m+1

m
sin2 mcπt

2l
sin

mπx

l
= 0,

или, с учетом введенных переменных α и β и сказанного выше
∞∑

m=1

(−1)m+1

m
sin2mα sinmβ = 0 (5)

в интервалах

0 ≤ α <
π − β

2
и 0 ≤ β ≤ π. (6)

Таким образом, ряд (5) сходится к нолю в интервалах (6).
Рассматривая эту же физическую задачу замечаем, что скорость движения

плоскостей стержня в интервалах (2) будет равна нолю, т.е.

V (x, t) =
∂u(x, t)

∂t
=

Ft

ρSl
+

2F

ρScπ

∞∑
m=1

(−1)m

m
sin

mcπt

l
cos

mπx

l
= 0.

Следовательно, на интервалах (2) получаем
∞∑

m=1

(−1)m

m
sin

mcπt

l
cos

mπx

l
= −cπt

2l
.

Введя переменные

γ =
cπt

l
и σ =

πx

l
, (тогда

γ

2
=
cπt

2l
)

окончательно получаем с учетом условий (2)
∞∑

m=1

(−1)m

m
sinmγ cosmσ = −γ

2
, (7)

в интервалах
0 ≤ σ ≤ π и 0 ≤ γ ≤ π − σ. (8)

В связи с этой же задачей, можно показать, что абсолютная деформация
стержня ∆l(t) в интервале времени

0 ≤ t ≤ l

c
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равна [9]

∆l(t) =
Ft

ρsc
,

тогда, исходя из физического смысла задачи, в этом интервале должно выпол-
няться равенство

u (l, t) = ∆l(t),

или
Ft2

2ρsl
+

4Fl

ρsc2π2

∞∑
m=1

(−1)m

m2
sin2 mcπt

2l
cosmπ =

Ft

ρsc
.

Т.к. cosmπ = ∓1 при m = 1, 2, 3, ..., то
∞∑

m=1

1

m2
sin2 mcπt

2l
= −(cπt)2

8l2
+
π2ct

4l
.

Пусть, как и выше,

cπt

2l
= α, тогда

(cπt)2

8l2
=
α2

2
,

cπ2t

4l
=
πα

2
и этот ряд можно записать

∞∑
m=1

1

m2
sin2mα =

α(π − α)

2
(9)

в интервале
0 ≤ α ≤ π

2
.

2. Рассмотрим второй пример. Аналогично рис. 1, но на левый торец стержня
(x = 0) внезапно действует продольная сила F = Pt, равномерно распределен-
ная по торцу стержня, где P постоянный коэффициент. Найти закон смещения
поперечных плоскостей стержня.

Решением этой задачи является функция [4—7]

u(x, t) =
Pt3

6ρSl
+

2Pl

ρSc2π2

∞∑
m=1

1

m2
cos

mπx

l

(
t− l

mπc
sin

mcπt

l

)
.

В этом случае, как и выше, те плоскости с координатой x до которых к момен-
ту времени t не дошла волна от начала действия силы на левый торец стержня
(включая ту плоскость до которой волна дошла) не перемещаются, следова-
тельно

u(x, t) = 0

в интервалах
0 ≤ t ≤ x

c
и 0 ≤ x ≤ l, (10)

т.е. должно выполняться равенство
∞∑

m=1

1

m2
cos

mπx

l

(
t− l

mπc
sin

mcπt

l

)
= −c

2π2t3

12l2
. (11)
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Обозначим
y =

πx

l
, z =

cπt

l
,

тогда
c2π2t3

12l2
=
tz2

12
и равенство (11) преобразуется в равенство

∞∑
m=1

1

m2
cosmy

(
t− t

mz
sinmz

)
= −tz

2

12
,

вынося t за скобку и проведя сокращение окончательно получаем сумму ряда
∞∑

m=1

1

m2
cosmy

(
1− 1

mz
sinmz

)
= − z

2

12
(12)

в интервалах 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z ≤ y.
В свою очередь, и деформация стержня ε(x, t) в интервалах 0 ≤ t < x

c
и

0 ≤ x ≤ l равна нолю, следовательно

ε(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
=

2P

ρSπc2

∞∑
m=1

1

m
sin

mπx

l

(
l

mπc
sin

mcπt

l
− t

)
= 0.

Пусть, как и выше,

y =
πx

l
, z =

cπt

l
,

тогда окончательно получаем сумму ряда
∞∑

m=1

1

m
sinmy

(
1

mz
sinmz − 1

)
= 0 (13)

в интервалах 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z < y.
Также, и скорость плоскостей стержня с координатой x до которых не дошла

волна к моменту времени t от начала воздействия силы на левый торец стержня
равна нолю, т. е. на интервалах (10) справедливо равенство

v(x, t) =
∂u(x, t)

∂t
=

3pt2

6ρSl
+

2pl

ρSc2π2

∞∑
m=1

1

m2
cos

mπx

l

(
1− cos

mcπt

l

)
= 0,

тогда
∞∑

m=1

1

m2
cos

mπx

l

(
1− cos

mcπt

l

)
= −

(
cπt

2l

)2

.

С учетом введенных выше переменных y и z получаем
∞∑

m=1

1

m2
cosmy (1− cosmz) = −z

2

4
(14)

в интервалах 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z ≤ y.
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Таким образом, найдены функции, к которым сходятся ряды (3), (5), (7), (9),
(12), (13), (14) в соответствующих интервалах

∞∑
m=1

(−1)m

m2
sin2mα cosmβ =− α2

2
, 0 ≤ β ≤ π, 0 ≤ α ≤ π − β

2
;

∞∑
m=1

(−1)m+1

m
sin2mα sinmβ = 0, 0 ≤ α <

π − β

2
и 0 ≤ β ≤ π;

∞∑
m=1

(−1)m

m
sinmγ cosmσ = −γ

2
, 0 ≤ σ ≤ π и 0 ≤ γ ≤ π − σ;

∞∑
m=1

1

m2
sin2mα =

α(π − α)

2
, 0 ≤ α ≤ π

2
;

∞∑
m=1

1

m2
cosmy

(
1− 1

mz
sinmz

)
= − z

2

12
, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z ≤ y;

∞∑
m=1

1

m
sinmy

(
1

mz
sinmz − 1

)
= 0, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z < y;

∞∑
m=1

1

m2
cosmy (1− cosmz) = −z

2

4
, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z ≤ y.

Анализируя каждый ряд в отдельности можно расширить область сходимо-
сти рядов. Поэтому на данном этапе правильнее было бы сказать , что данные
ряды сходятся, хотя бы, в отмеченных интервалах. Заметим, что доказывать
правильность найденных сумм рядов в соответствующих интервалах нет необ-
ходимости, т.к. 1) метод Фурье решения дифференциальных уравнений изве-
стен и доказан [3, 4, 8] 2) физический анализ состояния механической систе-
мы, проведенный в каждой задаче, в соответствующих интервалах координат
и времени достаточно тривиален и не требует дополнительных комментариев.
Очевидно, предложенный способ нахождения сумм тригонометрических рядов,
можно использовать и в других задачах математической физики. Ряды (5) и
(12) сходящиеся к нолю, по своему, интересны и могут найти свое применение
в математике.

Найденные суммы рядов (3), (5), (7), (9), (12), (13), (14) в расширенном спра-
вочнике [10], не обнаружены, т.е. найденные суммы являются новыми резуль-
татами.

2. Заключение. Предложен метод нахождения сумм тригонометрических
рядов посредством сопоставления физического анализа состояния нагруженно-
го тела и функции u(x, t), описывающей это состояние. Суть метода заключа-
ется 1) в решении уравнения одна часть которого есть функция, описывающая
состояние механической системы – u(x, t), ε(x, t) или v(x, t) (в ней содержится
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тригонометрический ряд), а другая часть – есть конкретное число или, неко-
торая, другая функция, обусловленные состоянием механической системы на
соответствующих интервалах координат и времени, 2) введением новых пере-
менных и определением координатных и временных интервалов им соответству-
ющих.
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Аннотация. Эффективный модуль упругости представляет собой ключевой параметр, ко-
торый характеризует жесткость материала и его способность противостоять деформациям.
Известно, что модуль упругости кости сильно коррелирует с ее структурными характери-
стиками, такими как минеральная плотность и пористость. Множество исследовательских
групп сосредоточено на изучении упругих свойств губчатой кости с использованием одно-
осных экспериментов по сжатию. Учитывая сложности, связанные с проведением натурных
экспериментов на человеческих костях, исследование механических свойств губчатой кости
часто осуществляется на образцах крупного рогатого скота. Следует отметить, что получае-
мые разными экспертами и научными группами результаты могут значительно варьировать-
ся, что подчеркивает необходимость анализа межэкспертной и межлабораторной надежности
таких исследований. В данной работе проведено исследование межэкспертной надежности
при вычислении эффективного модуля упругости губчатой кости крупного рогатого скота и
при построении регрессионных зависимостей, связывающих его со структурными свойства-
ми. Для этого проведен ряд экспериментов по одноосному сжатию образцов губчатой кости,
а также определены объемная, минеральная плотность и пористость исследованных образ-
цов. Вычисление модулей упругости, оценка структурных свойств кости выполнены разными
экспертами. В результате анализа результатов нам удалось получить достаточно высокие
показатели надежности расчета разными экспертами эффективного модуля упругости кост-
ной ткани и построения ими зависимостей данного показателя от структурных свойств кости
(пористость, минеральная плотность, объемная плотность).
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EXPERIMENTS ON SPONGY BONE SPECIMENS
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Abstract. The effective modulus of elasticity is a key parameter that characterizes the stiffness of
a material and its ability to resist deformation. It is known that the modulus of elasticity of bone is
strongly correlated with its structural characteristics, such as mineral density and porosity. Many
research groups have focused on studying the elastic properties of cancellous bone using uniaxial
compression experiments. Given the difficulties associated with conducting in-situ experiments on
human bones, studies of the mechanical properties of cancellous bone are often performed on bovine
specimens. It should be noted that the results obtained by different experts and scientific groups
can vary significantly, which emphasizes the need to analyze the interexpert and interlaboratory
reliability of such studies. In this paper, the study of inter-expert reliability in calculating the
effective modulus of elasticity of bovine cancellous bone and in constructing regression relationships
linking it to structural properties is carried out. For this purpose, a number of experiments on
uniaxial compression of spongy bone samples were carried out, and the volume, mineral density and
porosity of the studied samples were determined. Calculation of elasticity moduli and assessment
of bone structural properties were performed by different experts. As a result of analyzing the
results, we were able to obtain sufficiently high reliability values for the calculation of the effective
modulus of elasticity of bone tissue by different experts and their construction of dependencies of
this index on the structural properties of bone (porosity, mineral density, bulk density).
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Введение. Для достижения высокой степени достоверности в компьютер-
ном моделировании реальных биомедицинских процессов крайне важно точно
определять физико-механические свойства исследуемых материалов, например,
костной ткани [1—4]. Композиционное строение кости обеспечивает ей необходи-
мые механические характеристики, включая твёрдость, упругость и прочность.
Механические свойства материала отражают его способность сопротивляться
воздействию различных внешних воздействий. Одним из ключевых парамет-
ров механических свойств является эффективный модуль упругости, который
характеризует жесткость материала и его способность противостоять изменени-
ям формы и размеров. Эффективный модуль упругости костной ткани зависит
от ее структурных характеристик, таких как минеральная плотность (МПК) [1,
2, 5]. Исследования показывают, что увеличение МПК приводит к повышению
модуля упругости, что делает кость более прочной и менее хрупкой.

Многие научные группы проводят исследования упругих свойств губчатой
кости, используя одноосные эксперименты по сжатию [6—9]. Это позволяет по-
лучить важные данные о поведении губчатой кости под нагрузкой и способ-
ствует лучшему пониманию ее механических свойств. Следует отметить, что
расчет эффективного модуля упругости по стержневой теории (при одноосном
сжатии) может быть выполнен только для «длинных» образцов, отношение вы-
соты которых к размерам их поперечного сечения должно быть не менее 5 к 1
[6].

Так как натурные эксперименты с человеческими костями затруднены, мно-
гие авторы исследуют механические свойства губчатой кости крупного рогатого
скота, полагая, что костная ткань животных и человека имеет схожий состав и
структуру [10, 11].

Нужно отметить, что при вычислении модуля упругости губчатой костной
ткани разными экспертами результаты могут отличаться. Чтобы оценить влия-
ние человеческого фактора на точность вычислений, проводят анализ межэкс-
пертной и межлабораторной надежности. Межэкспертная надежность – это сте-
пень согласованности результатов, полученных разными экспертами при ана-
лизе одних и тех же данных. А межлабораторная надежность – это степень
согласованности результатов, полученных в разных лабораториях при исполь-
зовании одних и тех же методов. Различия в оборудовании, методах и условиях
проведения экспериментов могут привести к вариативности результатов.

Цель работы – оценить межэкспертную надежность при оценке модуля упру-
гости губчатой кости по результатам одноосных экспериментах по сжатию и
при получении зависимостей между структурными и механическими свойства-
ми губчатой кости.
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1. Материалы и методы.

1.1. Подготовка образцов. Одноосному сжатию подвергали образцы губчатой
кости коленного сустава крупного рогатого скота. Возраст животных на мо-
мент забоя составлял 18 месяцев. Срок от момента забоя до проведения экс-
периментальных исследований не превышал суток. Кости коленных суставов
приобретались на продовольственном рынке.

Образцы имели форму прямоугольных параллелепипедов и изготавливались
с использованием ручной ножовки по металлу. Каждый образец дорабатывали
наждачной бумагой для придания правильной формы. Длина и ширина (глу-
бина) образцов варьировались в диапазоне от 5 мм до 7 мм, тогда как высота
изменялась в пределах от 35 до 40 мм. Относительная высота, определяемая
как отношение высоты образца к среднему значению его ширины и глубины,
находилась в диапазоне от 5 до 7 единиц [6]. Измерение геометрических пара-
метров образцов осуществлялось с использованием цифрового штангенциркуля
Mitutoyo (точность до 0.01 мм). Перед сжатием каждый образец взвешивался
на весах Ohaus ax5202 (точность 0.01 г).

1.2. Оценка механических и структурных свойств кости. Объемная плот-
ность образцов вычислялась по формуле:

BVD =
mwet

Vwet

. (1)

где mwet – масса образца до сжигания (г), Vwet – объем образца до эксперимента
(cm3).

Каждый образец подвергался одноосному сжатию на универсальной испы-
тательной машине Instron 3342, оснащенной нагрузочной ячейкой 500 Н. Про-
цесс сжатия осуществлялся с постоянной скоростью 2 мм/мин при температу-
ре окружающей среды, равной 20°C. Перед началом сжатия каждый образец
предварительно нагружался силой величиной 10 Н [9]. Эффективный модуль
упругости определялся по линейному участку на диаграмме сжатия (рисунок
1) по формуле

E =
σ

ϵ
= tgα (2)

где E – эффективный модуль упругости (Па), σ – напряжение (МПа), ϵ – от-
носительная деформация (мм/мм), α – угол наклона касательной к графику
зависимости напряжения (σ) от деформации (ϵ) в области упругой деформа-
ции.

После сжатия каждый образец сжигался в муфельной печи при температуре
600 градусов Цельсия в течение 3 часов для удаления органических соедине-
ний [12]. Далее образцы снова взвешивались и определялась их минеральная
плотность по формуле:

BMD =
madh

Vwet

. (3)

где mash – масса образца после сжигания (г), Vwet – объем образца до экспери-
мента (cm3).
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Рис. 1. Типичная диаграмма сжатия: σ – напряжение при сжатии в МПа (по верти-
кали), ϵ – относительная деформация (по горизонтали)

Для оценки пористости определялся объем пор в образце после сжигания
посредством измерения объема вытесняемого им этилового спирта из мерного
цилиндра (объемом 5 мл первого класса точности с ценой деления 0.1 мл) [12].
Пористость кости вычислялась по формуле:

η =
Vp
Vwet

. (4)

где Vp – объем пор (cm3), Vwet – объем образца (cm3).

1.3. План экспериментов. 1 тип экспериментов. Межэкспертное сравнение
модулей упругости. Сжатию подвергали 25 образцов. Выполнены построение
и сравнительный анализ зависимостей между модулями упругости и пористо-
стью, объемной, а также минеральной плотностью, полученных двумя экспер-
тами.

2 тип экспериментов. Сравнение модулей упругости при первичном и по-
вторном сжатиях: при первичном сжатии нагружение осуществлялось в рамках
линейного участка. Сжатию подвергали 20 образцов. Оценивались различия в
модулях упругости при первичном и повторном сжатиях.

3 тип экспериментов. Сравнение модулей упругости свежих и подсушенных
образцов. Эксперименты проводились с образцами сразу же после их подготов-
ки и через 7 дней после их подсушивания при комнатной температуре. Сжатию
подвергали 16 образцов. Оценивались различия в модулях упругости свежих
образцов и после подсушивания.

1.4. Статистический анализ.
(1) Анализ нормальности распределения данных в выборках с использова-

нием теста Шапиро-Уилка. Вычисление описательных статистик.
(2) Визуализация выборок «диаграммами размаха» в пакете Microsoft Excel.
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(3) Сравнение выборок с использованием критерия Манна-Уитни или дис-
персионного анализа (ANOVA) в зависимости от распределения данных
в выборках.

(4) Построение регрессионных зависимостей между эффективными модуля-
ми упругости структурными свойствами кости и их сравнение с помо-
щью косинусного сходства.

2. Результаты.

2.1. Оценка межэкспертной надежности при вычислении модуля упругости
двумя экспертами. Для оценки межэкспертной надежности проводилось срав-
нение выборок эффективных модулей упругости, полученных разными экспер-
тами. В связи с тем, что результаты теста Шапиро-Уилка указали на ненор-
мальность распределения, описательные статистики представлены в виде ме-
дианы, а также верхнего и нижнего квартилей (таблица 1). Результаты срав-
нительного анализа межэкспертной надежности иллюстрируются диаграммой,
на которой представлены выборки эффективных модулей (рисунок 2).

Q1 Me Q3

Эксперт 1 397.66 538.63 704.73
Эксперт 2 387.48 517.63 712.88

Рис. 2. Диаграмма распределения значений эффективного модуля упругости в вы-
борках, полученных разными экспертами

2.2. Построение и сравнительный анализ зависимостей между модулями
упругости и структурными свойствами губчатой костной ткани.
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2.2.1. Зависимость модуля упругости от пористости. Для оценки влия-
ния человеческого фактора на построение зависимостей, провели анализ меж-
экспертной надежности, в ходе которого сравнивали зависимости, построенные
разными экспертами. На рисунке 3 представлены зависимости эффективного
модуля упругости (E) от пористости (η).

Рис. 3. Регрессионные зависимости эффективного модуля упругости (E в МПа, по
вертикали) от пористости (η, по горизонтали): ромбы – эксперт 1 (E = -1696.2η +
2020.9, R2 = 0.56); пустые квадраты – эксперт 2 (E = -1902.5η + 2185.7, R2 = 0.41)

2.2.2. Зависимости модуля упругости от объемной и минеральной
плотности. Обоими экспертами были построены зависимости эффективного
модуля упругости от объемной плотности (BVD) и от минеральной плотности
(BMD), показанные на рисунке 4.

Для строгого сравнения полученных зависимостей использовался метод коси-
нусного сходства. Этот метод позволяет определить, насколько векторы (точки)
сравниваемых графиков ориентированы в одном направлении. Результаты ко-
синусного сходства между зависимостями, изображенными на рисунках 3 и 4
представлены в таблице 2.

2.3. Результаты экспериментов 2 и 3 типа (дополнительные эксперименты)
Описательные статистики для выборок, полученных в ходе экспериментов по
повторному сжатию и по сжатию свежих и подсушенных образцов, представ-
лены в таблицах 3 и 4 в виде среднего значения и стандартного отклонения,
поскольку распределение в выборках являлось нормальным, что было доказа-
но с помощью теста Шапиро-Уилка. Для визуализации распределения значений
в выборках использовались диаграммы «ящики с усами» (рисунок 5).
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Рис. 4. Регрессионные зависимости эффективного модуля упругости (E в МПа, по
вертикали) от объёмной плотности (BVD в г/cm3, по горизонтали): пустые квадраты
– эксперт 1 (E = 1.2663BVD - 1123.6, R2 = 0.44), ромбы – эксперт 2 (E = 1.1903BVD
- 898.31, R2 = 0.43) (а); регрессионные зависимости эффективного модуля упругости
(E в МПа, по вертикали) от минеральной плотности (BMD в г/cm3, по горизонтали):
пустые квадраты – эксперт 1 (E = 0.9978BMD + 74.435, R2 = 0.60), ромбы – эксперт
2 (E = 1.0751 BMD – 68.456, R2 =0.55) (б)

Рис. 5. Диаграмма распределения значений эффективного модуля упругости при
повторном сжатии образцов (а) и при сжатии свежих и подсушенных образцов (б)
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Q1 Me Q3

Пористость 0,693194 0,892177 0,9780868
BVD 0,893786 0,965368 0,9945394
BMD 0,949987 0,984413 0,9968115

Таблица 1. Описательные статистики выборок с эффективными модулями упруго-
сти, полученные при сравнительном анализе разными экспертами. Здесь Q1 – первый
квартиль, Q3 – третий квартиль, Me – медиана

AVE SD
1 сжатие 529,04 172,2
2 сжатие 547,51 230,12

Таблица 2. Описательные статистики выборок с эффективными модулями упруго-
сти, полученные в ходе экспериментов по повторному сжатию. Здесь AV E – среднее
значение, SD – стандартное отклонение

AVE SD
Подсушенные 781,29 247,15
Свежие 584,22 215,3

Таблица 3. Описательные статистики, полученные в ходе сравнения выборок с эф-
фективными модулями упругости свежих и подсушенных образцов. Здесь AV E –
среднее значение, SD – стандартное отклонение

3. Обсуждение В клинической практике важно, чтобы результаты оце-
нок механических характеристик биологических материалов были согласованы
между разными специалистами. Это особенно актуально при принятии реше-
ний о лечении, хирургическом вмешательстве или реабилитации. В этой связи
целесообразно прибегать к оценке межэкспертной надежности полученных ре-
зультатов. Несогласованность может быть обусловлена уровнем квалификации,
наличием опыта, заинтересованностью эксперта, а также методом исследова-
ния.

В текущем исследовании в рамках экспериментов 1 типа была проведена
сравнительная оценка данных, полученных двумя экспертами. С целью ана-
лиза межэкспертной согласованности были применены статистические методы,
метод косинусного сходства, а также визуализация результатов с использова-
нием графиков. В результате анализа нам удалось получить достаточно высо-
кие показатели надежности расчета разными экспертами эффективного модуля
упругости костной ткани, а также при построении зависимостей эффективно-
го модуля упругости от структурных свойств кости (пористость, минеральная
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плотность, объемная плотность). Так как в рамках данного исследования мо-
дуль упругости вычислялся вручную по линейному участку на диаграмме сжа-
тия, то вероятность расхождения полученных результатов могла быть доста-
точно велика. Однако, диаграмма размаха (рисунок 2) наглядно демонстриру-
ет, что различия между вычислениями незначительны. Это подтверждает кри-
терий Манна-Уитни, с помощью которого было выявлено, что статистически
значимых различий между вычислениями отдельных экспертов нет (таблица
1). Исходя из этого можно предположить, что такая согласованность результа-
тов может быть обусловлена следующими факторами: использование одного и
того же метода вычисления эффективного модуля упругости, схожий уровень
подготовки и опыт специалистов, поскольку в качестве экспертов выступали
студенты.

В контексте построения зависимостей эффективного модуля упругости от
структурных свойств костной ткани необходимо отметить, что каждый эксперт
принимал самостоятельные решения относительно выбора и удаления выбросов
— показателей, которые существенно отклоняются от остальных наблюдений.
Обработка выбросов имеет критическое значение, поскольку они могут вносить
искажения в результаты анализа. Это подчеркивает возможность существова-
ния различий в зависимостях, построенных различными экспертами. Тем не
менее, результаты проведенного исследования (рисунки 4 и 5) продемонстриро-
вали визуальное сходство этих зависимостей, а применение метода косинусного
сходства для более детального анализа подтвердило высокую степень схожести
между полученными результатами. Такая согласованность может быть обуслов-
лена теми же факторами, что и при сравнении эффективных модулей упругости
костной ткани, так как все эксперты при построении зависимостей использова-
ли одинаковые показатели структурных характеристик костной ткани.

Далее перейдем к обсуждению результатов дополнительных экспериментов
по одноосному сжатию, проведенных в рамках данного исследования. Результа-
ты экспериментов 2 типа позволяют предположить, что костная ткань демон-
стрирует достаточно высокую сопротивляемость к механическим нагрузкам,
что выражается в относительной стабильности модуля упругости в процессе ис-
пытаний. Данное наблюдение иллюстрируется диаграммой размаха (рисунок 5
а), которая наглядно демонстрирует незначительный разброс показателей мо-
дуля упругости. Результаты дисперсионного анализа ANOVA также подтвер-
ждают, что различия между значениями модулей упругости при первом и по-
вторном сжатии не являются статистически значимыми (таблица 2).

Совершенно иную картину демонстрируют результаты экспериментов 3 типа.
Дисперсионный анализ позволил установить, что разница между значениями
модуля упругости свежих и несвежих образцов является статистически значи-
мой (таблица 3). Данная информация визуализирована на диаграмме размаха
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(рисунок 5 б). Основываясь на этом, можно предположить, что хранение об-
разцов кости при комнатной температуре в течение 7 суток оказывает суще-
ственное влияние на их жесткость и, соответственно, на эффективный модуль
упругости.

4. Выводы Показана межэкспертная надежность при оценке эффектив-
ного модуля упругости, рассчитываемого по стержневой теории в рамках од-
ноосных экспериментов по сжатию губчатой кости крупного рогатого скота, а
также межэкспертная надежность при построении зависимостей эффективно-
го модуля упругости от структурных свойств кости (пористость, минеральная
плотность, объемная плотность). Выявлено, что при повторном сжатии губча-
той кости модуль упругости практически не меняется. При этом выявлено, что
хранение образцов кости при комнатной температуре в течение 7 суток оказы-
вает существенное влияние на эффективный модуль упругости: в среднем он
увеличивается в 1.3 раза.
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Введение
Задача об упругопластическом состоянии тонкого вращающегося диска явля-

ется одной из простейших одномерных задач плоского напряженного состояния.
Тем не менее, учитывая практическую важность оценки состояния быстро вра-
щающихся дисков, которые являются элементами многих машин и конструк-
ций, интерес к этой задаче сохраняется до настоящего времени. В статье [1]
отмечается, что одной из первых работ в этом направлении является работа
Ф. Ласло 1925 г. [2], в которой рассматривались некоторые подходы к изуче-
нию деформирования вращающихся дисков. Работы, связанные с рассмотре-
нием упругопластического состояния вращающегося диска, можно классифи-
цировать, например, по выбору условия пластичности. Основная часть работ
связана с выбором условия пластичности Треска или условием пластичности
Мизеса. Выбор кусочно-линейных функций пластичности для идеально пла-
стического тела позволяет получить аналитическое решение задачи о диске, а
выбор гладких функций пластичности, в общем случае, приводит к необходи-
мости численного решения. При этом следует отметить, что для регулярных
режимов кусочно-линейных условий пластичности соотношения ассоциирован-
ного закона пластического течения интегрируются и переходят в соотношения
ассоциированного закона пластического деформирования, а для сингулярных
режимов эта процедура не имеет место.

При рассмотрении сплошных и кольцевых дисков под действием только сил
инерции в статье [3] выполнено сравнение напряженного состояния для усло-
вий пластичности Треска и Мизеса. Отмечается, что для условия Треска, когда
диск полностью переходит в пластическое состояние, значение параметра на-
грузки меньше, чем для условия Мизеса. Здесь следует отметить, что в [3] в
условии Треска и Мизеса выбирался предел пластичности на одноосное растя-
жение. Определение напряженного и деформированного состояния вращающе-
гося диска для условия Мизеса приведено в [4]; выполнено сравнение полей на-
пряжений и перемещений, полученных в рамках теории пластического течения
и деформационной теории. Рассматривая определения не только напряженного,
но и деформированного состояния при решении задачи об упругопластическом
состоянии сплошного вращающегося диска в работе [5] У. Гамером было вы-
сказано суждение о неприемлемости условия пластичности Треска, поскольку
это условие не позволяет получить одновременно неразрывные поля напряже-
ние и деформаций. В работе [6] было показано, что если в центре диска для
любой кусочно-линейной функции пластичности выполняется сингулярный ре-
жим, то в рамках теории пластического течения в малой окрестности центра
диска происходит сильный рост пластических деформаций, что приводит к на-
рушению сплошности. В работе [1] было предложено условие Треска дополнить
изотропным упрочением. Такой подход позволяет получить решения с непре-
рывными полями напряжений и перемещений. В этом случае математическая
модель пластической области дополнялась определяющим соотношением для
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эквивалентной пластической деформации, которое получается из представле-
ния элементарной работы напряжений на приращениях пластической дефор-
мации в виде произведения эквивалентного напряжения на приращение экви-
валентной пластической деформации. Учет трансляционного упрочнения при
определении напряженно-деформированного состояния диска рассматривался в
[7], задача решалась методом малого параметра. Влияние пластической сжимае-
мости на упругопластическое состояние вращающегося диска рассмотрено в [8].
Границы зарождения пластических областей для разных условий пластичности
рассматривались в [9]. В ряде работ изучалось упругопластическое состояние
дисков переменной толщины. В [10] рассматривался вопрос об определении про-
филя равнопрочного кольцевого диска для условия Мизеса. В предположении,
что все точки диска находятся в предельном состоянии пластические дефор-
мации равны нулю, деформации связаны с напряжениями согласно закону Гу-
ка. Данные условия позволяют получить уравнение для определения толщины
диска. В работе [11] выполнено определение профиля равнопрочного вращаю-
щегося диска переменной толщины для анизотропного материала, имеющего
разные пределы прочности при растяжении и сжатии. Интерес к определению
профиля равнопрочного кольцевого вращающегося диска также связан с ис-
пользованием функционально-градиентных материалов [12, 13]. В настоящей
работе предлагается алгоритм определения напряженного и деформированно-
го состояния вращающихся дисков при выборе гладких функций пластичности
и на их основе объяснения некоторых особенностей решения задачи при выборе
кусочно-линейных функций пластичности.

Постановка задачи
В рамках теории малых деформаций рассматривается упругопластическое

квазистатическое состояние быстровращающегося тонкого кругового диска по-
стоянной толщины. Принимается, что материал диска является идеально упру-
гопластическим, однородным и изотропным. Также принимается гипотеза о
естественном состоянии диска и приближение плоского напряженного состо-
яния, для которого все искомые величины являются осредненными по толщине
диска. Выбираются кусочно-линейные и гладкие функции пластичности. Рас-
сматривается цилиндрическая система координат ρθz, ось z которой проходит
через центр диска ρ = 0, а плоскость z = 0 является средней плоскостью. Внеш-
ний контур диска ρ = b свободен от усилий. На упругопластической границе и
границах между областями, в которых реализуются разные режимы пластич-
ности, выполняются условия непрерывности компонет тензора напряжений и
вектора перемещений. При выполнении численных расчетов выбирается усло-
вие пластичности максимального приведенного напряжения [14] и степенное
условие пластичности [15].

Плоское напряженное состояние
Задачи о плоском напряженном и плоском деформированном состояниях от-

носят к общей плоской задаче. Отмечается, что задача плоского напряженного
состояния не может рассматриваться как частный случай трехмерной задачи.
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В общей плоской задаче, когда функция текучести зависящая от ненулевых
главных компонент тензора напряжений F (σ1, σ2), используется в качестве пла-
стического потенциала, и ∂F/∂σ1 + ∂F/∂σ2 = 0. При этом осевая пластическая
деформация εp3 не определяется [16]. В монографии Д.Д.Ивлева [17] показано,
что система уравнений плоского напряженного состояния противоречивая.

В [18] показано, что процедура осреднения всех величин по толщине тонкого
диска приводит к обобщенному плоскому напряженному состоянию. Процедура
перехода к осредненным по толщине величин, в частности, снимает противоре-
чия, на которые указано в [17], а именно: осредненное осевое перемещение

1

h

∫ z=h/2

z=−h/2

wdz = 0,

осредненная осевая деформация

εz =
1

h

∫ z=h/2

z=−h/2

∂w

∂z
dz, εz = εz(ρ),

определяет изменение профиля диска.
Инкремент осредненной осевой пластической деформации определяется из

соотношений ассоциированного закона пластического течения

dεp3 =
∂F/∂σ3|σ3=0

∂F/∂σ1|σ3=0

dεp1 =
∂F/∂σ3|σ3=0

∂F/∂σ2|σ3=0

dεp2.

Отметим, что дифференцирование функции пластичности по компонентам тен-
зора напряжений выполняется до осреднения соотношений ассоциированного
закона пластического течения, что согласуется с подходом, приведенным в мо-
нографии А. Ю. Ишлинского и Д.Д. Ивлева [19].

Осредненные величины удовлетворяют известным предположениям о плос-
ком напряженном состоянии (выбрана декартова система координат)

σxz = σyz = σzz = εxz = εyz = εexz = εeyz = εpxz = εpyz = 0,

а все ненулевые величины не зависят от осевой координаты z.
Безразмерные величины
В настоящей работе все соотношения и величины приводятся к безразмер-

ному виду. За характерный масштаб величин, имеющих размерность напряже-
ний, выбирается значение предела пластичности k при одноосном растяжении,
за масштаб длины выбирается значение радиус диска.

Для всех величин, приведенных к безразмерному виду, сохраняются обозна-
чения, принятые для размерных величин, что не требует использования до-
полнительных обозначений и улучшает восприятие формул. Таким образом,
безразмерный предел пластичности обозначается символом k, значение которо-
го равно единице, σρ, σθ – безразмерные компоненты тензора напряжений, u –
безразмерная радиальная компонента вектора перемещений, E – безразмерный
модуль Юнга, m = (γω2b2)/(gk) – безразмерный комплекс, составленный из
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размерных величин: ω – угловая скорость вращения диска, g – ускорение сво-
бодного падения, γ – удельный вес. Компоненты тензора деформаций ερ, εθ, εz и
коэффициент Пуассона ν являются безразмерными величинами. Все параметры
материала, входящие в определяющие уравнения, рассматриваются как посто-
янные величины. Перемещения и деформации умножаются на безразмерный
модуль Юнга, что делает их величинами того же порядка, что и безразмерные
напряжения.

Математическая модель упругой области диска
Рассмотрим случай, когда в процессе нагружения в упругой области дис-

ка имеются остаточные необратимые деформации. Тогда, полные деформации
включают упругие и необратимые остаточные деформации (ε∗ρ, ε∗θ, ε∗z).

Математическая модель упругой области диска включает: уравнение равно-
весия в собственной системе отсчета [4, 20] (уравнение движения в инерциаль-
ной системе отсчета [21])

dσρ
dρ

+
σρ − σθ

ρ
= −mρ; (1)

соотношения закона Гука.

Eεeρ = E(ερ − ε∗ρ) = σρ − νσθ,

Eεeθ = E(εθ − ε∗θ) = σθ − νσρ, (2)

Eεez = E(εz − ε∗z) = −ν(σρ + σθ);

условие совместности полных деформаций

ρ
dεθ
dρ

+ εθ − ερ = 0; (3)

соотношения Коши, определяющие деформации через перемещения

ερ =
du

dρ
, εθ =

u

ρ
. (4)

Из уравнений (1) – (4) методом исключения переменных можно получить
систему дифференциальных уравнений для определения напряжений

ρ
dσρ
dρ

+ σρ − σθ +mρ2 = 0,

ρ
dσθ
dρ

+ σθ − σρ + νmρ2 + E
(
ρ
dε∗θ
dρ

+ ε∗θ − ε∗ρ

)
= 0.

Исключая из этой системы σθ получим уравнение

ρ2
d2σρ
dρ2

+ 3ρ
dσρ
dρ

+ (3 + ν)mρ2 + E
(
ρ
dε∗ρ
dρ

+ ε∗θ − ε∗ρ

)
= 0, (5)

или, учитывая формулы (2), (4) дифференциальное уравнение второго порядка
для определения перемещений

ρ
d2u

dρ2
+
du

dρ
− u

ρ
+

1− ν2

E
mρ2 − ρ

d

dρ

(
ε∗ρ + νε∗θ

)
+ (1− ν)

(
ε∗θ − ε∗ρ

)
= 0.
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Если в начальном состоянии (до момента нагружения) в диске необратимые
деформации равны нулю, то компоненты тензора напряжений и вектора пере-
мещений в упругой области диска определяются по формулам [20]

σρ = A− B

ρ2
− 3 + ν

8
mρ2,

σθ = A+
B

ρ2
− 1 + 3ν

8
mρ2, (6)

Eu = (1− ν)Aρ+
1 + ν

ρ
B − 1− ν2

8
mρ3.

Если весь диск находится в упругом состоянии, то для условий

σρ|ρ=0 = σθ|ρ=0,

σρ|ρ=b = 0,

на основании формул (6) получаем

σρ =
3 + ν

8
m(b2 − ρ2),

σθ =
3 + ν

8
m
(
b2 − 1 + 3ν

3 + ν
ρ2
)
, (7)

Eu = (1− ν)
(3 + ν

8
b2 − 1 + ν2

8
ρ2
)
mρ.

Обычно в центре диска указывают условие u|ρ=0 = 0. Условие σρ|ρ=0 = σθ|ρ=0

является следствием симметрии поля напряжений в центре диска.
Если для всех условий пластичности выбран предел пластичности на одно-

осное растяжение k, то при увеличении нагрузки пластическая область зарож-
дается в центре диска когда

σρ|ρ=0 = σθ|ρ=0 = k. (8)

Из (6), (8) находим условие зарождения пластической области в центре диска

m = m0 =
8

b2
k + pb
3 + ν

.

На основании формул (7) можно определить зависимость

σθ =
1 + 3ν

3 + ν
σρ +

1− ν

4
mb2. (9)

Из (9) следует, что годограф вектора напряжений σ̄ = {σρ(ρ), σθ(ρ)} на плоско-
сти σz = 0 в пространстве напряжений – отрезок прямой.

На рис.1 показано положение годографа вектора напряжений для m < m0 и
m = m0 относительно кривых пластичности Треска, Мизеса, Ишлинского , на
плоскости σz = 0 в пространстве главных напряжений, когда ν = 0.2, k = 1, b =
1, 0 ≤ ρ ≤ b.

Итак, при увеличении нагрузки (параметра m) пластическая область зарож-
дается в центре сплошного диска.
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а)m=0.5m0 б)m=m0

Рис. 1

Кусочно-линейные функции пластичности
При выборе кусочно-линейной функции пластичности рассмотрим регуляр-

ные и сингулярные режимы. Для любого регулярного режима имеем статически
определимую задачу (i - номер стороны многоугольника пластичности)

dσρ
dρ

+
σρ − σθ

ρ
= −mρ, (10)

Fi = αiσθ + βiσρ = k.

Решение системы (10) можно записать в виде

σρ =
k

αi + βi
− αi

3αi + βi
mρ2 + Cρ−1−βi/αi ,

σθ =
k

αi + βi
+

βi
3αi + βi

mρ2 − βi
αi

Cρ−1−βi/αi .

Для сингулярного режима

Fi = αiσθ + βiσρ = k, Fi+1 = αi+1σθ + βi+1σρ = k, (11)

задача определения напряжений является статически переопределенной, что
приводит к дополнительным соотношениям между параметрами модели. Из
системы (11) находим, что

σθ = σ
(i)
θ =

βi − βi+1

βiαi+1 − βi+1αi

k, (12)

σρ = σ(i)
ρ =

αi+1 − αi

βiαi+1 − βi+1αi

k.

Подставляя (12) в уравнение равновесия, получаем

σ
(i)
θ − σ(i)

ρ =
αi − αi+1 + βi − βi+1

βiαi+1 − βi+1αi

k = mρ2. (13)
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Из (13) следует формула, определяющая взаимно однозначное соответствие
между радиальной координатой точек диска и значением параметра m

ρ = ρi =

√
αi − αi+1 + βi − βi+1

βiαi+1 − βi+1αi

k

m
. (14)

Из формулы (14) следует, что радиус границы ρ = ρi уменьшается при увеличе-
нии значения параметра m. Будет происходить изменение положения границы
между областями с разными регулярными режимами. Таким образом, в рамках
теории пластического течения в области перемещения границы ρ = ρi необхо-
димо учитывать изменение пластических деформаций.

Для регулярных режимов из соотношения ассоциированного закона пласти-
ческого течения следуют пропорции

dεpρ
∂F/∂σρ

=
dεpθ

∂F/∂σθ
=

dεpz
∂F/∂σz

. (15)

В силу линейной зависимости пластического потенциала от компонент тензо-
ра напряжений, интегрируя (15) переходим к соотношениям ассоциированного
закона пластического деформирования [22]

∆εpρ
∂F/∂σρ

=
∆εpθ

∂F/∂σθ
=

∆εpz
∂F/∂σz

,

где ∆εpρ,∆ε
p
θ,∆ε

p
z - приращения пластических деформаций на каждом этапе на-

гружения. Для рассматриваемых регулярных режимов в процессе нагружения
направляющий тензор пластических деформаций не зависит от времени [23].

Условие пластичности Ишлинского
При рассматрении вопросов, связанных с описанием пластического состояния

тел в работе [14] дано обоснование введения условия пластичности максималь-
ного приведенного напряжения. В частности показано, что все поверхности пла-
стичности идеально пластического тела, когда выбирается предел пластично-
сти на одноосное растяжение-сжатие, буду располагаться между поверхностью
пластичности максимального касательного и максимального приведенного на-
пряжения.

В пластической области один режим условия Ишлинского
Рассмотрим случай, когда выбирается условие пластичности Ишлинского и

выполняется только один режим

σρ + σθ = 2k. (16)

Учитывая, что в центре диска выполняется условие (8), решая систему урав-
нений (1),(16) находим

σρ = k − mρ2

4
, σθ = k +

mρ2

4
. (17)
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Упругие деформации определяются согласно соотношениям закона Гука

Eεeρ = (1− ν)k − 1 + ν

4
mρ2, Eεeθ = (1− ν)k +

1 + ν

4
mρ2. (18)

Из соотношений ассоциированного закона пластического деформирования и
формул Коши, получаем дифференциальное уравнение для определения пере-
мещений в пластической области

dEu

dρ
− Eu

ρ
+

1 + ν

2
mρ2 = 0. (19)

Решая уравнение (19), находим

Eu =
(
C − 1 + ν

4
mρ2

)
ρ. (20)

Из условия равенства нулю пластических деформаций на упругопластической
границе следует, что

C =
1 + ν

4
mc2 + (1− ν)k. (21)

Учитывая (21), формула (20) примет вид

Eu =
(1 + ν

2
m(2c2 − ρ2) + (1− ν)k

)
ρ.

Пластические деформации

Eεpρ = Eεpθ =
1 + ν

2
m(c2 − ρ2), εpz = −2εpθ.

На упругопластической границе ρ = c из (19) следует, что

σρ|ρ=c = k − mc2

4
, σθ|ρ=c = k +

mc2

4
.

Учитывая условия непрерывности напряжений на упругопластической гра-
нице

[σρ]|ρ=c = 0, [σθ]|ρ=c = 0,

определяем величины A,B в формулах (7)

A = k +
1 + ν

4
mc2, B =

1 + ν

8
mc4.

Поэтому напряжения в упругой области

σρ = k +
1 + ν

4

(
1− c2

2ρ2

)
mc2 − 3 + ν

8
mρ2,

σθ = k +
1 + ν

4

(
1 +

c2

2ρ2

)
mc2 − 1 + 3ν

8
mρ2.

Если на границе ρ = b задано условие σρ|ρ=b = −pb, то из него следует, что

c = b

√
1−

√
2

1 + ν

(
4
k + pb
mb2

− 1
)
,
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m =
8(k + pb)b

2

(1 + ν)(b2 − c2)2 + 2b4
.

Когда в пластической области реализуется только режим (16) и на упругопла-
стической границе компоненты тензора напряжений

σρ|ρ=c =
2k

3
, σθ|ρ=c =

4k

3
, (22)

то из условия σρ|ρ=b = −pb определяем

m = m1 =
4

3b2
3pb + (4 + ν)k +

√
(13 + 4ν)k2 + 6(4 + ν)kpb + 9p2b

3 + ν
.

При выполнении (22), учитывая формулы (17) находим, что

mc2 =
4k

3
.

Поэтому значение радиуса упругопластической границы, когда m = m1 будет
определяться по формуле

c = c1 = b

√
(3 + ν)k

(4 + ν)k + 3pb +
√

(13 + 4ν)k2 + 6(4 + ν)kpb + 9p2b
.

Если pb = 0, то

m = m1 =
4k

3b2
4 + ν +

√
13 + 4ν

3 + ν
.

c = c1 = b

√
3 + ν

4 + ν +
√
13 + 4ν

.

На рис.2 показаны графики напряжений, перемещений, пластических де-
формаций и годографа вектора напряжений когда k = 1, b = 1, ν = 0.25,
m = m1 = 3.2786.

Рис. 2
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В пластической области реализуются три режима условия Ишлин-
ского

Рассмотрим случай, когда m > m1 и pb = 0. В пластической области 0 ≤ ρ ≤ c
реализуются три режима. Первый режим

1)

{
σθ + σρ = 2k,
2k
3
≤ σρ ≤ 4k

3

реализуется в области 0 ≤ ρ ≤ c1. Второй режим

2)

{
2σθ − σρ = 2k,
−2k

3
≤ σρ ≤ 2k

3

реализуется в области c1 ≤ ρ ≤ c. Третий режим

3)

{
σθ + σρ = 2k,
2σθ − σρ = 2k

выполняется только на границе ρ = c1.
Первый режим
Для этого режима справедливы соотношения (17) – (20). На границе ρ = c1

mc21 =
4k

3
.

Поэтому на границе ρ = c1, учитывая (20), получаем

Eu|ρ=c1 =
(
C − 1 + ν

3
k
)
c1. (23)

Неизвестная величина C определяется, например, из условия непрерывности
перемещений на границе ρ = c1.

Второй режим
Для второго режима учитывая, что на границе ρ = c1

σρ|ρ=c1 =
2k

3
,

напряжения в пластической области c1 ≤ ρ ≤ c

σρ = 2
(
k − mρ2

5
+

3mc21 − 10k

15

√
c1√
ρ

)
, (24)

σθ = 2k − mρ2

5
+

3mc21 − 10k

15

√
c1√
ρ
.

Упругие деформации определяются согласно соотношениям закона Гука

Eεeρ = 2(1− ν)k +
2− ν

5

(3mc21 − 10k

3

√
c1√
ρ
−mρ2

)
,

Eεeθ = 2(1− ν)k +
1− 2ν

5

(3mc21 − 10k

3

√
c1√
ρ
−mρ2

)
.
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Учитывая соотношения ассоциированного закона пластического деформирова-
ния и формулы Коши, получаем уравнение для перемещений в пластической
области

2
dEu

dρ
+
Eu

ρ
+

5− 4ν

ρ1/2

(ρ5/2 − c
5/2
1

5
m+

2c
1/2
1

3
k
)
− 6(1− ν)k = 0.

Решение этого уравнения представим в виде

Eu = 2(1− ν)kρ+ (5− 4ν)
( c1/21

ρ1/2

(mc21
10

− k

3

)
− mρ2

35

)
ρ+

C1

ρ1/2
. (25)

Полные деформации находим по формулам Коши

Eερ = 2(1− ν)k + (5− 4ν)
( c1/21

2ρ1/2

(mc21
10

− k

3

)
− 3mρ2

35

)
− C1

2ρ3/2
,

Eεθ = 2(1− ν)k + (5− 4ν)
( c1/21

ρ1/2

(mc21
10

− k

3

)
− mρ2

35

)
+

C1

2ρ3/2
.

Пластические деформации

Eεpρ =
c
1/2
1 k

2ρ1/2
−
(1− 5ν

7
ρ2 +

3c
5/2
1

4ρ1/2

)m
5
− C1

2ρ3/2
, (26)

Eεpθ = −c
1/2
1 k

2ρ1/2
+
(
2
1− 5ν

7
ρ2 +

3c
5/2
1

2ρ1/2

)m
5
+

C1

2ρ3/2
.

Из условия равенства нулю пластических деформаций на упругопластической
границе ρ = c находим

C1 = c
1/2
1 ck −

(
2
1− 5ν

35
c5/2 +

3c
5/2
1

10

)
mc. (27)

Подстановка (27) в (25) дает

Eu = (5−4ν)
( c1/21

ρ1/2

(mc21
10

−k
3

)
−mρ

2

35

)
ρ+2(1−ν)kρ−

(
2
1− 5ν

35
c5/2+

3c
5/2
1

10

) mc
ρ1/2

+
c
1/2
1

ρ1/2
ck.

На границе ρ = c1

Eu|ρ=c1 = (5−4ν)
(mc21

14
− k

3

)
c1+2(1−ν)kc1−

(
2
1− 5ν

35

c5/2

c
1/2
1

+
3c21
10

)
mc+ ck. (28)

Из условия непрерывности перемещений на границе ρ = c1 , учитывая (25),
(28), находим

C =

(
1− 2ν

3
+

c

c1

)
k +

(
17− ν

28
c21 −

3c1c

10
− 2

1− 5ν

35

c7/2

c
3/2
1

)
m.

Упругая область
На упругопластической границе ρ = c из (24) следует, что

σρ|ρ=c = 2
(
k − mc2

5
+

3mc21 − 10k

15

√
c1√
c

)
,
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σθ|ρ=c = 2k − mc2

5
+

3mc21 − 10k

15

√
c1√
c
.

Учитывая условия непрерывности напряжений на упругопластической гра-
нице

[σρ]|ρ=c = 0, [σθ]|ρ=c = 0

определяем величины A,B входящие в формулы (6) для определения напряже-
ний в упругой области

A = 2k +
3mc1 − 10k

10

c
1/2
1

c1/2
+

5ν − 1

20
mc2,

B =
((k

3
− mc21

10

)c1/21

c1/2
+

5ν − 1

40
mc2

)
c2.

На границе ρ = b

σρ|ρ=b = 2k+

(
5ν − 1

10

(
1− c2

2b2

)
c2+

(
3+

c2

b2

)
c
5/2
1

5c1/2
− 3 + ν

4
b2
)
m

2
−
(
1+

c2

3b2

)
c
1/2
1

c1/2
k.

Из условия σρ|ρ=b = 0 численно находим радиус упругопластической границы.
Третий режим
Третий режим реализуется только на границе ρ = c1, где

σρ =
2k

3
, σθ =

4k

3
.

На рис. 3 показаны графики напряжений, перемещений пластических дефор-
маций и годографа напряжений, когда k = 1, b = 1,m = 3.4036, c1 = 0.6259, c =
0.87020, ν = 0.25.

Рис. 3

Предельное состояние диска
Рассмотрим случай, когда диск находится в предельном состоянии. Весь диск

находится в пластическом состоянии, но пластического течения нет; пластиче-
ские деформации на внешнем контуре диска ρ = b равны нулю. В области
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0 ≤ ρ ≤ c1 реализуется режим 1, в области c1 ≤ ρ ≤ b выполняется режим 2.
Если pb = 0, то в области c1 ≤ ρ ≤ b напряжения

σρ =
2

5

(
b5/2

ρ1/2
− ρ2

)
m+ 2

(
1− b1/2

ρ1/2

)
k,

σθ =
1

5

(
b5/2

ρ1/2
− ρ2

)
m+

(
2− b1/2

ρ1/2

)
k.

упругие деформации

Eεeρ =
2− ν

5

(
b5/2

ρ1/2
− ρ2

)
m+ 2(1− ν)k − (2− ν)

b1/2

ρ1/2
k,

Eεeθ =
1− 2ν

5

(
b5/2

ρ1/2
− ρ2

)
m+ 2(1− ν)k − (1− 2ν)

b1/2

ρ1/2
k.

Из соотношений ассоциированного закона пластического деформирования, учи-
тывая связь полных упругих и пластических напряжений и соотношений закона
Гука получаем уравнение

2
dEu

dρ
+
Eu

ρ
+

5− 4ν

5

(
ρ2 − b5/2

ρ1/2

)
m+ (5− 4ν)

b1/2

ρ1/2
k − 6(1− ν)k = 0.

Решая это уравнение получим

Eu =
5− 4ν

10

(
b5/2ρ1/2 − 2

7
ρ3
)
m+

(
2(1− ν)ρ− 3

2
b1/2ρ1/2

)
k +

C1

ρ1/2
= 0.

Из равенства пластических деформаций на границе ρ = b находим

C1 =
5− 4ν

14
(7k − b2m)b3/2.

На рис. 4 показаны графики напряжений, перемещений, пластических де-
формаций и годографа напряжений, когда m = 3.4196, c = b, ν = 0.25.

Рис. 4



158 М. А. АРТЕМОВ, А. А. ВЕРЛИН

Изменение нагрузки
При рассмотрении комбинированной нагрузки можно говорить об изменении

нагрузки в целом, уточняя увеличение или уменьшении каждого параметра
нагрузки в отдельности. В пространстве параметров нагрузки можно рассам-
тривать траекторию изменения нагрузки. В данной статье определяется один
параметр нагрузки - m. При изменении упругопластического состояния диска,
обусловленного уменьшением значения параметра m, в общем случае, в разных
точках пластической области может происходить как разгрузка (уменьшение
значения эквивалентного напряжения) так и нагружение, которое может при-
вести к повторному пластическому деформированию, а следовательно к изме-
нению значения начальных необратимых (пластических) деформаций. После
снятия нагрузки (m = 0) в диске остаются и упругие и пластические деформа-
ции.

Рассмотрим процесс, когда значение параметра m уменьшается от m2 – зна-
чение, при котором диск находится в предельном состоянии, до нуля. При
этом контролируем изменение значения эквивалентного напряжения. В момент
уменьшения значения параметра m весь диск переходит в упругое состояние. В
области 0 ≤ ρ ≤ c1 остаются необратимые деформации εpρ, ε

p
θ, ε

p
z, вычисляемые

по формулам (26), в которых надо полагать

m = m2.

В области 0 ≤ ρ ≤ c1 полные деформации

ερ = εeρ + εpρ,

εθ = εeθ + εpθ, (29)

εz = εez + εpz,

должны удовлетворять условиям совместности. Из уравнения равновесия сле-
дует, что

σθ = ρ
dσρ
dρ

+ σρ +mρ2. (30)

Учитывая соотношения закона Гука, равенство(30), подставляя (29) в (3), при-
ходим к уравнению

ρ2
d2σρ
dρ2

+ 3ρ
dσρ
dρ

+ (3 + ν)mρ2 − ρ
dσ

(0)
θ

dρ
− σ

(0)
θ + σ(0)

ρ − νm2ρ
2 = 0. (31)

Решая уравнение (31) и учитывая (30), находим

σρ = C1 −
C2

ρ2
+

1 + ν

8
m1ρ

2 − 3 + ν

8
mρ2,

σθ = C1 +
C2

ρ2
+ 3

1 + ν

8
m1ρ

2 − 1− 3ν

8
mρ2.

Неизвестная величина C2 = 0.
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В области c ≤ ρ ≤ b напряжения и перемещения определяются по формулам
(6). Из условия σρ|ρ=b = 0 получаем, что

A =
3 + ν

8
mb2 +

B

b2
.

Величины A,C1 определяются из условия непрерывности напряжений на гра-
нице ρ = c.

На рис.5, рис.6 приведены графики годографа вектора напряжений, переме-
щений и полных остаточных деформаций, включающие пластические и оста-
точные упругие деформации, для ν = 0.25, n = 500, при уменьшении значения
параметра нагрузки.

Рис. 5. m=0.95.

Рис. 6. m=0.

Изменения эквивалентного напряжения показывает, что при уменьшении па-
раметра m до нуля в диске не происходит повторного пластического деформи-
рования.
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Гладкие функции пластичности
Рассмотрим случай, когда функция пластичности является гладкой. Выбор

конкретной функции пластичности не имеет принципиального значения. В ра-
боте [15] была предложена степенная функция пластичности

F =

(
(2σ1 − σ2 − σ3)

2n + (2σ2 − σ3 − σ1)
2n + (2σ3 − σ1 − σ2)

2n

2 + 22n

)1/2n

= k. (32)

При n = 1 условие (32) переходит в условие пластичности Мизеса [24], при
n→ ∞ условие (32) переходит в условие пластичности Ишлинского.

Для задачи о диске

F (σρ, σθ, σz)|σz=0 = f(σρ, σθ) =

(
(2σρ − σθ)

2n + (2σθ − σρ)
2n + (σρ + σθ)

2n

2 + 22n

)1/2n

= k.

Связь пластических деформаций и напряжений устанавливает ассоциирован-
ным законом пластического деформирования. Из этого закона следуют пропор-
ции

εpρ
∂F/∂σρ|σz=0

=
εpθ

∂F/∂σθ|σz=0

=
εpz

∂F/∂σz|σz=0

. (33)

Функция пластичности в (32) зависит только от второго и третьего инвариантов
девиатора напряжений. Поэтому осредненную по толщине диска осевую ком-
поненту тензора пластических деформаций можно непосредственно определять
из условия пластической несжимаемости

εpz = −(εpρ + εpθ).

Ассоциированный закон пластического деформирования, в общем случае, не
является следствием ассоциированного закона пластического течения. Также
(33) отличается от варианта деформационной теории при рассмотрении гладких
поверхностей нагружения в [23].

Напряжения в пластической области 0 ≤ ρ ≤ c определяем из системы
dσρ
dρ

+
σρ − σθ

ρ
= −mρ, F = k. (34)

Решение (34) находим численно с учетом условий (8).
Напряжения и перемещения в упругой области определяются согласно (5).

Неизвестные величины A,B в (5) и радиус упругопластической границы ρ =
c определяем из условий непрерывности напряжений на упругопластической
границе и граничного условия на внешнем контуре диска ρ = c

σρ|ρ=b = −pb.
Из ассоциированного закона пластического деформирования, учитывая соотно-
шения (21), соотношения закона Гука и формулы Коши, следует уравнение для
определения радиальной компоненты вектора перемещений

dEu

dρ
− σρ + νσθ −

∂F/∂σρ|σz=0

∂F/∂σθ|σz=0

(
Eu

ρ
− σθ + νσρ

)
= 0.
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Для изотропного тела функции пластичности является симметрической отно-
сительно главных компонент тензора напряжений [19, 25]. Поскольку в центре
диска

σρ|ρ=0 = σθ|ρ=0

то
lim
ρ→0

∂F/∂σρ|σz=0 = lim
ρ→0

∂F/∂σθ|σz=0.

Для гладких функций пластичности в центре диска радиальная деформация
ερ =

du
dρ

принимает конечное значение. Поскольку в центре диска u|ρ=0, то в ма-
лой окрестности точки ρ = 0 (ρ ≤ δ) приближенно можно полагать u = µρ [4]. В
зависимости от выбранного алгоритма решения задачи величину µ определяем,
например, из условия непрерывности перемещений на упругопластической гра-
нице или из других граничных условий. При выполнении численных расчетов
принималось, что δ = 10−10.

Из сравнения рис.7 и рис.8 видно, что вблизи границы ρ = c1, на которой
для условия максимального приведенного напряжений реализуется сингуляр-
ный режим, при увеличении значения параметра n происходит рост градиента
радиальной компоненты тензора пластических деформаций.

Рис. 7. n=30, m=3.4177.

Рис. 8. n=500, m=3.4177.
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Учет пластической сжимаемости
Влияние первого инварианта тензора напряжений на пластическое состоя-

ние диска рассматривалось, например, в [8]. Для изотропного идеально пласти-
ческого тела функция пластичности является функцией инвариантов тензора
напряжений [17, 21, 24]. Когда функция пластичности не зависит от первого
инварианта тензора напряжений, тогда из ассоциированного закона следует,
что след тензора пластических деформаций равен нулю [17, 24]. В этом случае
функцию пластичности можно представить в виде функции главных значений
девиатора напряжений или второго и третьего инвариантов девиатора напряже-
ний. Наиболее известными условиями пластичности, не зависящими от первого
инварианта тензора напряжений и определяющие выпуклые поверхности пла-
стичности, является условие Треска [24], Ишлинского [14], Мизеса [25], Поля
[26], Карафиллиса-Бойса [15] и их комбинации.

Рассмотрим вариант, когда в функцию пластичности Карафиллиса-Бойса [15]
аддитивно добавлен первый инвариант тензора напряжений

F =

(
(2σ1 − σ2 − σ3)

2n + (2σ2 − σ3 − σ1)
2n + (2σ3 − σ1 − σ2)

2n

2 + 22n

)1/2n

+α(σ1 + σ2 + σ3) = (1 + α)k.

В данном случае согласно ассоциированному закону пластического деформи-
рования имеем

εpρ
∂F/∂σρ|σz=0

=
εpθ

∂F/∂σθ|σz=0

=
εpz

∂F/∂σz|σz=0

. (36)

Поэтому осредненная осевая пластическая деформация определяется из про-
порций (36)

εpz =
∂F/∂σz|σz=0

∂F/∂σρ|σz=0

εpρ =
∂F/∂σz|σz=0

∂F/∂σθ|σz=0

εpθ.

На рис.9 показаны графики, годографа напряжений, напряжений, пластиче-
ских деформаций и средней пластической деформации ε = (εpρ + εpθ + εpz)/3.

Рис. 9. n = 6, α = 0.05,m = 3.1984, c = 0.79.
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Заключение
Переход от трехмерной модели к обобщенному плоскому напряженному со-

стоянию, когда рассматриваются осредненные по толщине диска параметры
математической модели, при учете пластической сжимаемости, позволяет опре-
делить компоненту осевой пластической деформации из осредненных соотноше-
ний ассоциированного закона пластического течения или пластического дефор-
мирования.

Алгоритм решения задачи о тонком быстровращающемся диске в рамках тео-
рии малых деформаций, рассмотренный в данной работе, позволяет выбирать
любые функции пластичности. В качестве примера рассматривались условия
пластичности максимального приведенного напряжения, условие пластичности
Карафиллиса-Бойса и его модификация для учета пластической сжимаемости.

Полученные результаты показывают, что в зависимости от значения пара-
метра нагрузки m, в пластической области выполняться один или три режи-
ма условия пластичности максимального приведенного напряжения. При этом
сингулярный режим не будет выполняться в некоторой 2D области, а реализу-
ется только на границе перехода от одного регулярного режима к другому. При
увеличении значения параметра нагрузки m, когда в пластической области ре-
ализуются сингулярный режим, образуется область повторного пластического
деформирования и в рамках теории пластического течения при интегрировании
соотношений ассоциированного закона, необходимо это учитывать.

В рамках деформационной теории пластического деформирования получаем
аналитическое решение задачи. При этом алгоритм решения задачи требует
рассмотрение каждого режима в отдельности с учетом сопряжения значения
искомых величин на границе перехода к другому режиму, что делает алгоритм
решения задачи несколько громоздким.

Если с диска, находящегося в предельном состоянии полностью снять нагруз-
ку, то он полностью переходит в упругое состояние, то есть не возникает зоны
повторного пластического деформирования.

При выборе гладкой функции пластичности задача в пластической области
решается численно. Увеличение значения параметра n в условии пластичности
Карафиллиса-Бойса позволяет получить кривую пластичности, которая с необ-
ходимой точностью позволяет аппроксимировать шестиугольник Ишлинского.
При этом будет выполняться непрерывность радиальных пластических дефор-
маций. Также, при увеличении, в условии пластичности Карафиллиса-Бойса
значения параметра n, в окрестности линии выполнения сингулярного режима
условия Ишлинского, появляется область сильного изменения радиальной ком-
поненты тензора пластических деформаций. При n→ ∞ кривая пластичности
Карафиллиса-Бойса совпадает с шестиугольником пластичности Ишлинского;
при выборе ассоциированного закона пластического деформирования в пласти-
ческой области появляется линия разрыва значений радиальной компоненты
тензора пластических деформаций.
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Введение. Физической трещиной в твёрдых телах будем называть поверх-
ность S, ограниченную кривой L – кромкой трещины. Поскольку на поверхно-
сти S возможно возникновение разрывов величин перемещений и напряжений,

введем обозначения сторон
∧
S и

∨
S поверхности S, принадлежащих к двум обла-

стям тела, разделённого данной поверхностью.
Изучение эволюции трещины будем проводить путем анализа роста поверх-

ности S вдоль ее кромки L. На расстоянии от кромки L, существенно превы-
шающем ее линейные размеры, материал будем рассматривать как идеально
упругий. В свою очередь, в непосредственной близости к вершине трещины (в
окрестности кромки L), наблюдается разрушение материала посредством от-
рыва или сдвига, что свидетельствует о неприменимости классической упругой
модели к описанию процесса в вершине трещины [1—3].

В [2] показано, что в вершине трещины в наномасштабе протекают процес-
сы физического и химического взаимодействия частиц материала плёночного
характера. Данные взаимодействия являются причиной необратимого формо-
изменения тела.

В окрестностях вершины трещины статические деформации могут адекват-
но аппроксимироваться моделью пластического течения [1—3]. При переходе к
рассмотрению динамической постановке в первом приближении данный про-
цесс может быть рассмотрен как вязкопластическое течение материала [4, 5] с
учетом влияния скорости деформирования.

Экспериментальные исследования указывают на сложность определения ско-
рости c распространения трещины ввиду сравнительно малых размеров иссле-
дуемых образцов и большим значением самой скорости, соизмеримой со ско-
ростями c1 или c2 распространения продольных Σ1 или сдвиговых Σ2 упругих
волн [3].

Теория конечных деформаций допускает существование поверхности разрыва
полей напряжений и скоростей для математической модели динамического де-
формирования упруговязкопластического материала. Данные поверхности дви-
жутся со скоростями c1 и c2 упругих волн. Указанное допущение может быть
использовано для описания движения передних кромок трещин продольного и
поперечного сдвигов и передних кромок отрыва [6]. Процессы распространения
поверхностей разрывов скоростей и напряжений рассмотрены в ряде работ [7,
8].

Интерес представляют закономерности распространения передних кромок
трещин и их отражения от разного вида границ – жёстко закреплённых или
с другими заданными граничными условиями.

Одной из возможных моделей динамического деформирования материала в
окрестности вершины трещины, учитывающей свойства упругости, пластично-
сти и вязкости, является модель Бингама.

1. Основные закономерности деформирования упруговязкопла-
стического материала на передних кромках трещин. Согласно модели
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упруговязкопластического материала [5—7, 9—11], используемой для описания
поведения материала около вершины растущей трещины, до тех пор, пока дей-
ствующие напряжения ниже предела пластичности Мизеса K, материал ведет
себя исключительно упруго. После превышения указанного предела начинают
возникать дополнительные пластические деформации, сопровождающиеся за-
тухающим эффектом вязкого сопротивления.

σij = λekkδij+2µeij−2µepij; eij = eeij+e
p
ij; epij = evij; ε

p
ij =

∂epij
∂t

=

(
I2 −K

√
2
)
σ

′
ij

I2η
.

(1)
Здесь: eij =

(ui,j+uj,i)

2
- полные деформации по Коши; ui,j = ∂ui

∂xj
;I2 =

(
σ

′
ijσ

′
ij

) 1
2 ,

где σ′
ij = σij − 1

3
σkkδij- девиаторные компоненты тензора напряжений σij; λ, µ-

упругие параметры Ламе; η – коэффициент вязкости.
Реологические соотношения, представленные системой уравнений (1), вклю-

чающую в себя линейные уравнения в частных производных и полулинейные
уравнения для скоростей пластических деформаций εpij =

∂epij
∂t

. Критерий начала
пластических процессов определяется условием пластичности Мизеса, которое
выражено следующим образом:

εpij = 0, если σp
ijσ

p
ij − 2K2 < 0; εpij ̸= 0, если σp

ijσ
p
ij − 2K2 ≥ 0. (2)

Модель динамических деформаций упруговязкопластичного материала в об-
ласти передней кромки трещины отрыва представлена полным набором урав-
нений, число которых строго соответствует количеству неизвестных функций,
необходимых для полного описания напряженно-деформированного состояния.
Основой данной модели служат реологические уравнения, устанавливающие
связь между механическими характеристиками материала и действующими
внешними силами, дополненные уравнениями движения, выраженными через
напряжения.

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂σij
∂xj

+ bi; где bi −− массовые силы (3)

и уравнением неразрывности ρ = ρ0 = const где ρ – плотность среды.
Рассмотрим систему уравнений (1)-(3), содержащую частные производные

по x и времени t, на переднем фронте пластического предвестника трещины
Σδ. Для этого преобразуем данную систему, записав её в подвижной системе
координат, где y – криволинейные координаты в локальной подвижной системе
координат,

∂f

∂xi
=
∂f

∂n
ni + gαβ

∂xi
∂yβ

· ∂f
∂yα

,
∂f

∂t
=
δf

δt
− c

∂f

∂n
, (i = 1, 2, 3; α, β = 1, 2) . (4)

Здесь δf
δt

– локальная производная по времени t от функции, заданной на
подвижной поверхности Σ; gαβ = ∂xi

∂yα
· ∂xi

∂yβ
– метрический тензор.
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Реологические уравнения (1) и уравнения движения (3), записанные в по-
движной системе координат, связанной с подвижной передней кромкой трещи-
ны, принимают вид

σij = λekkδij + 2µ
(
eij − epij

)
,

εpij =
∂epij
∂t

=
δepij
δt

− c
∂epij
∂n

= I2−K
√
2

I2η
σ′
ij,

eij =
1
2

(
∂ui

∂n
nj +

∂uj

∂n
ni + gαβ

∂xj

∂yβ

∂ui

∂yα
+ gαβ ∂xi

∂yβ

∂uj

∂yα

)
,

vi =
∂ui

∂t
= δui

δt
− c∂ui

∂n
,

ρ∂vi
∂t

= ρ δvi
δt

− c∂vi
∂n

=
∂σij

∂n
nj + gαβ ∂xi

∂yβ

∂σij

∂yα
+ bi.

(5)

Здесь использована связь полной и локальной производных на переднем
фронте трещины.

Представление решений для скоростей и напряжений в виде степенного ряда
с разрывом первого рода при n = 0

f (n, y1, y2, t) = Σ
1

l!
· ∂

lf (0, y1, y2, t)

∂nl
nl. (6)

относится к классу обобщённых функций, не имеющих нормальной производ-
ной в точке разрыва и подчиняющихся дифференциальным законам (5) в ин-
тегральной форме. Последовательно применяя интегрирование уравнений (5)
по n на отрезке от −ε до +ε и переходя к пределу при ε → 0 [12], получим
следующие уравнения:

−ρc [vi] = [σij]nj,
[
epij
]
= 0,

[
∂epij
∂n

]
̸= 0. (7)

Физический смысл второго уравнения в (7) заключается в следующем: пла-
стические деформации epij непрерывны на поверхности Σδ, являющейся пред-
вестником трещины. При этом возникает градиент пластических деформаций:[

epij
]
= 0;

[
∂epij
∂n

]
̸= 0. (8)

Система уравнений (7) в части реологических уравнений и выражений для
деформаций eij и скоростей vi, записанная в терминах разрывах основных ве-
личин на поверхности предвестника Σδ, принимает вид

[σij] = λ [ekk] δij + 2µ
(
[eij]−

[
epij
])

; [vi] =
δ[ui]
δt

− c
[
∂ui

∂n

]
;

[eij] =
1
2

(
[ui,j] + [uj,i] + gαβxj,β

[
∂ui

∂yα

]
+ gαβxi,β

[
∂uj

∂yα

])
.

(9)

Нетрудно видеть, что система уравнений (7)-(9) является однородной систе-
мой линейных алгебраических уравнений. Неизвестными величинами в ней яв-
ляются скачки скоростей [vi], градиентов перемещений

[
∂ui

∂n

]
, напряжений [σij],

перемещений [ui] и градиентов перемещений
[
∂ui

∂yα

]
вдоль yα.
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Система (5)-(9) может быть дополнена условиями сплошности материала и
непрерывности перемещений вдоль Σδ по yα, которые записываются в форме

δ [ui]

δt
= 0;

[
∂ui
∂yα

]
=
∂ [ui]

∂yα
= 0. (10)

Исключая [σij] , [eij] , [ui,j] из уравнений (7) получаем

ρc2 [vi] = (λ+ µ) [vj]ninj + µ [vi] . (11)

Существует только два отличных от нуля решения для [vi]:

[vi]ni = ωn, при условии ρc21 = λ+ 2µ. (12)

[vi] τi = ωτ , при условии ρc22 = µ. (13)
Решение разрывного типа, характеризуемое наличием резких изменений нор-

мальной составляющей скорости [vn] = ωn на границе движущегося со скоро-
стью c1 фронта Σ1 и тангенциальной составляющей скорости [vτ ] = ωτ на фрон-
те Σ2, перемещающемся со скоростью c2, реализуется исключительно вблизи
краев развивающихся трещин.

Описанный подход учитывает особенности кинематики перемещения частиц
материала в непосредственной близости от областей образования трещин про-
дольного сдвига, отрыва и антиплоской деформации. Благодаря этому удается
уточнить математическую модель, позволяющую описать движение частиц сре-
ды возле кромки трехмерной трещины, используя формализованные понятия
скорости перемещения отдельных элементов вещества.

2. Математическая модель передней кромки трещины. Для иссле-
дования процессов, происходящих вблизи передней кромки L трещины, выде-
лим ее δ – окрестность, имеющую цилиндрическую форму с криволинейной
осью L. Граница Σδ этой области представляет собой поверхность слабых раз-
рывов, возникающих вследствие начальных возмущений при зарождении про-
цесса трещинообразования. Кривую Lδ, расположенную на Σδ, примем за пред-
вестник появления передней трещины.

Пространственная траектория продвижения фронта волны-предвестника ха-
рактеризуется кривой Lδ, лежащей на поверхности Σδ. Символы ∧ и ∨ будут
использоваться для обозначения значений функций выше и ниже следа Lδ тре-
щины соответственно.

Анализ соответствия кинематики движения частиц материала вблизи верши-
ны трещины в перемещениях и кинематики поведения среды вблизи фронтов
продольных и сдвиговых волн в скоростях перемещений позволяет сделать вы-
воды:

(1) Передняя кромка предвестника пространственной трещины L развива-
ется вдоль направления, ортогонального волновой поверхности Σδ с при-
надлежащей ей линией Lδ, характеризующаяся разрывами скоростей и
напряжений.
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• Развитие трещины, вызванной продольным сдвигом, происходит со
скоростью c1, соответствующей скорости распространения продоль-
ных волн в упругом материале.

• Движение фронта трещины, обусловленное антиплоским сдвигом
или отрывом, протекает со скоростью c2, равной скорости сдвиго-
вых волн в среде.

(2) В целях удобства введём характеристику интенсивности передней кром-
ки трещины Lδ, определяемой изменением скорости при прохождении
через границу S.

• В случае трещины продольного сдвига на Σ1 интенсивность рассчи-
тывается следующим образом

ωnL =
(
∧
vn −

∨
vn

)∣∣∣
L
= [vn]L . (14)

• Для трещины антиплоского сдвига на Σ2 справедлива формула

ω2L =
(
∧
vτ2 −

∨
vτ2

)∣∣∣
L
= [vτ2 ]L . (15)

• Для трещины отрыва на Σ2 может быть использовано равенство

ω1L =
(
∧
vτ1 −

∨
vτ1

)∣∣∣
L
= [vτ1 ]L . (16)

Таким образом, классификация типа трещины основывается на типе пред-
вестника Σ1 или Σ2, сам факт существования передней кромки определяет-
ся интенсивностью фронта, обусловленной превышением динамического второ-
го инварианта девиатора тензора напряжений над пределом пластичности K:
σ′
ijσ

′
ij ≥ K2.

Покажем, что интенсивность трещины ωL (14)-(16) определяется интенсив-
ностью соответствующих волн сильного разрыва Σ1 и Σ2

В окрестности предвестника L трещины на Σ имеют место выражения
∧
v = v+ −

[
∧
v
]
;

∨
v = v+ −

[
∨
v
]
;

ωL =
∧
v − ∨

v = −
[
∧
v
]
+
[
∨
v
]
.

Предложим следующую концепцию оценки наличия и развития трещины в
твёрдом теле: трещина возникает и распространяется, если на одной или обеих
сторонах её передней кромки L наблюдается пластическое деформирование ма-
териала. Данный подход предполагает исследование механизма формирования
и эволюции трещин путём подробного изучения напряжённо-деформированного
состояния среды, находящегося за фронтом волн сильного разрыва.

3. Кинематика отражения предельной пластической волны пре-
дельного сдвига от жёсткой границы. Теоретические расчеты наряду с
результатами экспериментальных наблюдений [3] подтверждают, что передние
края трещин, находящиеся на границах волновых фронтов, формируются как
ортогональные траектории распространения самих фронтов. Установлено, что
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скорость продвижения этих краев абсолютно соответствует скоростям распро-
странения продольных или сдвиговых волн в изучаемой среде.

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
. (17)

Процесс распространения передней кромки трещины описывается δ-
окрестностью пластичной зоны, которая создает механизм направленного
распространения трещины перпендикулярно направлению движения фронта
пластического нагружения. Например, для продольно-направленной трещины
предполагается наличие разрывов скорости за фронтом продольной волны, пе-
ресекающей плоскость трещины.

Интенсивность передней кромки трещины оценивается через разницу про-
дольных скоростей, рассчитанных выше и ниже плоскости самой трещины (14).
Скорости за фронтом волны подчиняются фундаментальным законам вязко-
упругопластического деформирования материала (11) и тесно связаны с харак-
тером отражения волновых фронтов от граничных поверхностей объекта. Такая
постановка задачи позволяет выявить точные количественные связи, характер-
ные для каждой отдельной ситуации распространения трещины.

Обозначим области за падающими и отражёнными волнами Σ1, Σ2 как (1), (2)
и (3) [12]. Исходя из условия одновременного присутствия в конкретной точке
пространства трёх взаимодействующих волн Σ1, Σ′

1 и Σ′
2 (штрихом обозначен

фронт отраженной волны), можно заметить, что углы падения и отражения
волн подчиняются закону Снеллиуса:

c1
sinφ

=
c1

sinφ′ =
c2

sinψ′ . (18)

Из этого положения получаем соотношение углов

sinψ′ =
c2
c1

sinφ, φ′ = φ. (19)

Условия совместности для напряжений и скоростей на фронте сильной волны
перед Σ1 имеют вид:

−c1 [σij] = (λδij + 2µninj)ωn, (20)
где ωn – скачок нормальной компоненты скорости на фронте волны и ωn =
[vi]ni.

Условия (12) и (13) подчеркивают важный факт: источником фронта Σδ

предвестника пространственной трещины выступает волна продольной дефор-
мации для трещины продольного сдвига, распространяющаяся со скоростью
c1 (ρc21 = λ+ 2µ), и волна сдвиговой деформации для трещин отрыва или по-
перечного сдвига, распространяющаяся со скоростью c2 (ρc22 = µ).

Связь между скачками напряжений и скачком скорости выражается таким
образом:

[σij] = −1

c
λ [vn] δij −

1

c
µ ([vi]nj + [vj]ni) .
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Наконец, обратимся к рассмотрению траектории движения передней кромки
трещины на фронте Σδ волнового предвестника, которая представляется в виде
пространственной кривой Lδ, расположенной на поверхности Σδ.

Рассмотрим след передней кромки трещины на фронте Σδ волнового пред-
вестника, который представлен пространственной кривой Lδ, принадлежащей
поверхности Σδ.

Скачки скоростей и напряжений на отраженных волнах Σ′
1 и Σ′

2связаны со-
отношениями

−c1 [σij]1 =
(
λδij + 2µn

(1)
i n

(1)
j

)
ω1, [vi]1 = ω1 · n(1)

i . (21)

−c2 [σij]2 = µ
(
τ
(2)
i n

(2)
j + τ

(2)
j n

(2)
i

)
ωτ , [vi]2 = ωττ

(2)
i (22)

Систему уравнений (20)-(22) дополним граничными условиями

v
(3)
i · ni = 0, где v(3)i − скорость материала на границе в зоне (3). (23)

Приведём выражения для компонент векторов n̄, n̄(1), n̄(2), τ̄ (2), N̄ , T̄ :

n̄ = (sinφ, cosφ, 0) ; n̄(1) = (sinφ′,− cosφ′, 0)

n̄(2) = (sinψ′,− cosψ′, 0) ; τ̄ (2) = (cosψ′, sinψ′, 0) ; (24)

N̄ = (0, 1, 0) ; T̄ = (1, 0, 0) .

Введем следующие величины на падающих и отражённых волнах:

[σij]0 = −σ(1)
ij ; [σij]1 = σ

(1)
ij − σ

(2)
ij ; [σij]2 = σ

(2)
ij − σ

(3)
ij . (25)

Из (20)-(22) получим

− [σij]0 =
1

c1
(λδij + 2µninj)ω,

− [σij]1 =
1

c1

(
λδij + 2µn

(1)
i n

(1)
j

)
ω1,− [σij]2 =

1

c2
µ
(
τ
(2)
i n

(2)
j + τ

(2)
j n

(2)
i

)
ωτ . (26)

Для вычисления интенсивности напряжений I(2)2 и I(3)2 определим напряжения
в зонах (2) и (3), исключая скачки напряжений. Из формул (25)-(26) получим
выражение для напряжений в зоне (3)

σ
(1)
ij − σ

(1)
ij + σ

(2)
ij − σ

(2)
ij + σ

(3)
ij = 1

c1
(λδij + 2µninj)ω+

+ 1
c1

(
λδij + 2µn

(1)
i n

(1)
j

)
ω1 +

µ
c2

(
τ
(2)
i n

(2)
j + τ

(2)
j n

(2)
i

)
ωτ .

(27)

Учитывая соотношения (26)-(27), из формулы (25) получим

σ
(2)
ij = σ

(3)
ij + [σij]2 =

1
c1
(λδij + 2µninj)ω+

+ 1
c1

(
λδij + 2µn

(1)
i n

(1)
j

)
ω1 +

µ
c2

(
τ
(2)
i n

(2)
j + τ

(2)
j n

(2)
i

)
ωτ − µ

c2

(
τ
(2)
i n

(2)
j + τ

(2)
j n

(2)
i

)
ωτ =

= 1
c1
(λδij + 2µninj)ω + 1

c1

(
λδij + 2µn

(1)
i n

(1
j

)
ω1.
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Принимая во внимание, что на предельной продольной пластической волне
ω =

√
3K
2µ

и, вводя обозначение c̃ = c22
c21

, получим выражение для ω через c̃

ω2 =
K2

ρ2c̃c21
(
10
3
c̃− 1

) . (28)

Граничные условия отсутствия скорости v(3)i = 0 на отражающей границе поз-
воляют определить скачки скоростей на отражённых продольной и сдвиговой
волнах. На отражённых волнах при условии v(3)i = 0 имеем:

[vi]
′ = v

(1)
i − v

(2)
i = ω′

nn
′
i,

[vi]
′′ = v

(2)
i − v

(3)
i = ω′′

τ τ
′′
i .

(29)

Складывая последние два уравнения, получим одно векторное уравнение

ω′
nn

′
i + ω′′

τ τ
′′
i = v

(1)
i = −ωni. (30)

В проекции на нормаль отражённой продольной волны n′
i и на касательное

направление τ ′′i система уравнений (30) представляет собой систему двух линей-
ных алгебраических уравнений для скачков отражённых волн ω′

n и ω′′
τ , которая

получается путём умножения уравнения (30) на n′
i и τ ′′i .

1)ω′
n + ω′′

τ τ
′′
i n

′
i = −ωnin

′
i;

2)ω′
nn

′
iτ

′′
i + ω′′

τ = −ωniτ
′′
i .

(31)

Решение для скачка ω′
n скорости на отражённой продольной волне получим,

если первое уравнение системы (31) умножить на свёртку n′
kτ

′′
k и сложить его

со вторым уравнением. А решение для скачка ω′′
τ получим, умножив второе

уравнение системы (31) на свёртку n′
kτ

′′
k и сложив его с первым.

ω′
n = −ωnin

′
i − nkτ

′′
kn

′
iτ

′′
i

1− (niτ ′′i )
2 . (32)

ω′′
τ = −ωniτ

′′
i − (nin

′
i)nkτ

′′
k

1− (niτ ′′i )
2 . (33)

Выражения для скачков отражённых волн ω′
n и ω′′

τ удобнее представлять
в безразмерном виде как коэффициенты отражения продольной и сдвиговой
волн. Развёртывая скалярные произведения векторов n, n′, τ ′′ и используя
закон Снелла (19), выражение для безразмерных коэффициентов отражения
продольной и сдвиговой волн примут вид

k̃1 =
ω′
n

ω
=

cos 2φ+ sin2 (1− c̃2)

1− sin2
(
c̃ · cosφ+

√
1− c̃2 sin2 φ

)2 . (34)

k̃2 =
ω′′
τ

ω
=



178 М. И.БЫКОВА, А.В. КОВАЛЕВ, Н. В. МИНАЕВА, А. И.ШАШКИН

=
−
(
sinφ ·

√
1− c̃2 sin2 φ+ c̃ · 1

2
· sin 2φ

)
− cos 2φ ·

(
sinφ

√
1− c̃2 sin2 φ− c̃ · 1

2
· sin 2φ

)
1− sin2

(
c̃ · cosφ+

√
1− c̃2 sin2 φ

)2 .

(35)
На рисунках 1 и 2 представлены 3d-графики коэффициентов отражения как

функции угла падения φ и коэффициента c̃ = t = c2
c1

. Графики отражают факт
увеличения коэффициентов отражения с увеличением угла φ и ростом отноше-
ния c2

c1
скоростей продольной и сдвиговой волн.

Рис. 1. Графическое представление коэффициента k̃1 =
ω′
n
ω .

В случае отражённой волны Σ′
1 от жёсткой границы, интенсивность разрыва

скоростей сдвига определяется выражением

ω
отр
1L =

(
∧
v
−
1 − ∨

v
−
1

)∣∣∣
L
= k̃1

∧
v
+

1 − k̃1
∨
v
+

1 = k̃1

(
∧
v
+

1 − ∨
v
+

1

)
= k̃1ω

пад
1L . (36)

Отметим, что коэффициент отражения k̃1 скачка скорости волны продоль-
ного сдвига совпадает с коэффициентом отражения интенсивности передней
кромки трещины. Тем самым, о величине отражённой передней кромки трещи-
ны можно судить по коэффициенту отражения разрыва скоростей продольной
сдвиговой волны. Те же утверждения имеют место для скачка поперечной ско-
рости на переднем фронте отражённой трещины поперечного сдвига

ω
отр
2L =

(
∧
v
−
1 − ∨

v
−
1

)∣∣∣
L
= k̃2

∧
v
+

1 − k̃2
∨
v
+

1 = k̃2

(
∧
v
+

1 − ∨
v
+

1

)
= k̃2ω

пад
1L . (37)
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Рис. 2. Графическое представление коэффициента k̃2 =
ω′′
τ
ω .

Рис. 3. Графическое представление поведения скорости сдвига за фронтом продоль-
ной волны на передней кромке L волны продольного сдвига.

Таким образом, на рисунках 1, 2 представлены графики отражения скачков
скорости на передних кромках отражённых трещин продольного и поперечно-
го сдвигов. Отражённые передние кромки фронтов продольных и поперечных
волн не всегда являются трещинами, поскольку напряжённое состояние за ними
может быть как упругим, так и пластическим.

4. Условие зарождения отражённых передних кромок трещин
продольного и поперечного сдвигов. Существование отражённых трещин
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продольного и поперечного сдвигов определяется величиной пластического со-
стояния, которое оценивается интенсивностью напряжённого состояния I2 в зо-
нах (2) и (3). При I

(2)
2

2K2 > 1 и I
(3)
2

2K2 > 1 имеет место отражение трещин от жёсткой
границы.

Напряжения в зонах (2) и (3) могут быть представлены и через скачки ско-
ростей:

σ
(2)
ij = σ

(1)
ij − [σij]1 =

1

c1

((
λδij + 2µn′

in
′
j

)
ω′
n − (λδij + 2µninj)ω

)
; (38)

σ
(3)
ij =

1

c1
(λδij + 2µninj)ω +

1

c1

(
λδij + 2µn′

in
′
j

)
ω′
n +

µ

c2

(
τ ′′i n

′′
j + τ ′′j n

′′
i

)
ω′′
τ ; (39)

σ
(2)
kk =

1

c1
(3λ+ 2µ) (ω′

n − ω) ; (40)

σ
(3)
kk =

1

c1
(3λ+ 2µ) (ω + ω′

n) ; (41)

σ′(2)
kk = σ

(2)
ij − 1

3
· 1

c1
(3λ+ 2µ) (ω′

n − ω) δij; (42)

σ′(3)
kk = σ

(3)
ij − 1

3
· 1

c1
(3λ+ 2µ) (ω + ω′

n) δij. (43)

Выражение I(2)2 в зоне (2) представимо в виде функции от φ и от c̃ = c22
c21

:

I
(2)
2 = Kc̃

( 10
3
c̃−1)

{((
cos 2φ+sin2 φ·(1−c̃2)

1−sin2 φ·
(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)2

− 1

)
·

·
(
3c̃2 (1− 2c̃2)

2
+ 2c̃ (1− 2c̃2) + 4

)
−

− 1
3
·
(

cos 2φ+sin2 φ·(1−c̃2)
1−sin2 φ·

(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

) − 1

)2

· (3c̃ (1− 2c̃2) + 2)
2

} (44)

Выражение I(3)2 в зоне (3) представимо в виде функции от φ и от c̃ = c22
c21

I
(3)
2 =

K
(
4c̃4+3(1−2c̃2)

2
+2c̃2(1−2c̃2)

)
c̃( 10

3
c̃−1)

(
1 +

(
cos 2φ+sin2 φ·(1−c̃2)

1−sin2 φ·
(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)2
)
+

+ 2Kc̃5
10
3
c̃−1

(
− sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ+c̃·cosφ

)
−cos 2φ sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ−c̃·cosφ

)
1−sin2 φ·

(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)2

+

+
K
(
4c̃4 cos2 2φ+3(1−2c̃2)

2
+4c̃2(1−2c̃2)

)
c̃( 10

3
c̃−1)

(
cos 2φ+sin2 φ·(1−c̃2)

1−sin2 φ·
(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)2

+

+ 2Kc̃
10
3
c̃−1

(
− sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ+c̃·cosφ

)
−cos 2φ sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ−c̃·cosφ

)
1−sin2 φ·

(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)
×

×
(
c̃ · cosφ+

√
1− c̃2 sin2 φ

)(
c̃ sin3 φ− 1

2
sin 2φ

√
1− c̃2 sin2 φ

)
×
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+ 2Kc̃
10
3
c̃−1

(
− sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ+c̃·cosφ

)
−cos 2φ sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ−c̃·cosφ

)
1−sin2 φ·

(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)
×

×
(
c̃ · cosφ+

√
1− c̃2 sin2 φ

)(
c̃ sin3 φ− 1

2
sin 2φ

√
1− c̃2 sin2 φ

)
×

×
(

− sinφ
(√

1−c̃2 sin2 φ+c̃·cosφ
)
−cos 2φ sinφ

(√
1−c̃2 sin2 φ−c̃·cosφ

)
1−sin2 φ·

(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)
+

+

(
cos 2φ+sin2 φ·(1−c̃2)

1−sin2 φ·
(
c̃·cosφ+

√
1−c̃2 sin2 φ

)
)2

−
K
(
4c̃4+9(1−2c̃2)

2
+12c̃2(1−2c̃2)

)
3c̃( 10

3
c̃−1)

×

×

1 +

 cos 2φ+ sin2 φ · (1− c̃2)

1− sin2 φ ·
(
c̃ · cosφ+

√
1− c̃2 sin2 φ

)
2 .

На рисунках 4 представлены 3d –графики величины I
(2)
2

2K2 в зоне (2) для раз-
личных интервалов изменения φ и c̃ = t: а) 0, 4 < φ < 0.8 , 0.4 < c̃ = t < 0.7 и
б) 0.4 < φ < 0.5 , 0.4 < c̃ = t < 0.5

а) б)

Рис. 4. а) 0, 4 < φ < 0.8 , 0.4 < c̃ = t < 0.7; б) 0, 4 < φ < 0.5 , 0.4 < c̃ = t < 0.5

На рисунках 5 представлены 3d-графики величины I
(3)
2

2K2 в зоне (3) для раз-
личных интервалов изменения φ и c̃ = t: а) 0, 4 < φ < 0.8 , 0.4 < c̃ = t < 0.7 и
б) 0, 6 < φ < 0.7 , 0.6 < c̃ = t < 0.7

Графические представления величин I
(2)
2

2K2 > 1 и I
(3)
2

2K2 > 1 позволяют выде-
лить интервалы углов падения φ и коэффициента c̃ = c22

c21
, при которых возмож-

но существование отражённых трещин продольного и поперечного сдвигов от
жёсткой границы. В противном случае, когда I

(2)
2

2K2 < 1и I
(3)
2

2K2 < 1, отражённые
трещины продольного и поперечного сдвигов отсутствуют, то есть падающая
волна не всегда порождает отражённые трещины продольного и поперечного
сдвигов.
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а) б)

Рис. 5. а) 0, 4 < φ < 0.8 , 0.4 < c̃ = t < 0.7; б) 0, 6 < φ < 0.7 , 0.6 < c̃ = t < 0.7

Заключение. Кинематические закономерности отражения предельной
пластической волны продольного деформирования Σ1 показывают:

(1) Коэффициенты k̃1 и k̃2 скачков скоростей на передних кромках трещин
возрастают с увеличением угла падения φ трещины продольного сдвига
и с увеличением t = c̃ =

c22
c21

.

(2) Величины вторых инвариантов I(2)2 и I(3)2 девиатора тензора напряжений
в зонах (2) и (3) растут с увеличением угла падения φ.

(3) Зависимость от отношения скоростей продольных и сдвиговых волн t =
c̃ =

c22
c21

является более сложной, так что с увеличением t при некоторых
t = t∗ (t∗ ∈ [t1; t2]) не отражаются трещины продольного и поперечного
сдвигов, но при дальнейшем увеличении t > t2 возможно отражение
трещины продольного и поперечного сдвигов.

(4) Падающая передняя кромка трещины продольного сдвига, следующая
за фронтом падающей волны Σ1, может порождать передние фронты
трещины продольного сдвига, следующие за отражённой продольной
волной и передний фронт трещины отрыва за фронтом отражённой сдви-
говой волны. Это возможно только в случаях возникновения пластиче-
ского деформирования в окрестности передних кромок трещин за фрон-
тами отражённых волн, ограничивающих зоны (2) и (3).
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Введение. Проблема старения конструктивных элементов приобретает
особую значимость в условиях интенсивной эксплуатации различных инже-
нерных объектов, таких как авиационная техника, транспортные системы и
промышленные сооружения. Под воздействием переменных нагрузок, темпера-
турных изменений и других внешних факторов геометрические и физические
свойства элементов постепенно изменяются в квазистатическом режиме на про-
тяжении их службы. При проектировании предполагается, что напряженно-
деформированное состояние конструкций будет соответствовать установлен-
ным эксплуатационным требованиям и расчетным допускам. Однако несоответ-
ствие этим требованиям может привести элементы к критическому состоянию
[1].

Для обеспечения надежности и безопасности конструкции необходимо, что-
бы изменения характеристик элементов оказывали лишь минимальное влия-
ние на их напряженно-деформированное состояние [2]. Если это условие не со-
блюдается, возможны аварийные ситуации или даже техногенные катастрофы.
Таким образом, ключевым аспектом безопасной эксплуатации конструкций на
этапе математического моделирования является непрерывность решения от на-
чальных параметров [2—4]. Нарушение этой непрерывности способно вызывать
потерю устойчивости (первая группа предельных состояний) или чрезмерные
деформации, отклонения и сбои в работе системы (вторая группа предельных
состояний) [5—7].

В работах [8], [9] показано, что проводить исследование устойчивости равно-
весия упругих тел следует на основе задачи, в которой краевые условия учиты-
вают деформацию граничной поверхности.

В [10] приведено обоснование такого подхода. Согласно полученным результа-
там, при анализе непрерывной зависимости граничные условия в напряжениях
следует ставить на границе тела в деформированном состоянии. В противном
случае задача будет поставлена противоречиво (на границе уже предполагается
непрерывность).

В [11] предлагается ставить общую задачу устойчивости упругого тела в рам-
ках уравнений нелинейной теории упругости. Согласно предложенному подхо-
ду, надо учитывать компоненты вращения в уравнениях равновесия.

В [12], используя эти результаты, было проведено исследование устойчивости
полосы при сжатии. Полученные значения критического давления были ниже
известных ранее [11].

Несмотря на широкий спектр исследований в данной области, разработка
методов анализа предельных состояний, учитывающих особенности упругоне-
линейного деформирования, остается актуальной задачей.

1. Математическая модель НДС неоднородной полосы при
сжатии. Рассмотрим упругую полосу, выполненную из неоднородного несжи-
маемого материала и имеющую неровную поверхность с обеих боковых сторон
поперечного сечения. Его верхняя и нижняя кромки прямолинейные. Вдоль
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этих кромок действует сжимающее усилие py. Отличие боковых кромок от пря-
мых линий x ± ℓ характеризуется функциями qi(y) (i = 1, 2). Они сжимаются
усилиями px.

Напряжённое состояние полосы (плоская деформация) описывается решени-
ем следующей задачи [9], [13]

∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
= 0,

∂σy
∂y

+
∂τ

∂x
= 0,

σx − σy = 4G
∂u

∂x
, τ = G

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

σy|y=±h = −py,
σx|x=gi(y)

= −px (i = 1, 2)

(1)

Здесь G = G0 +G1(x, y), G0=const соответствует модулю сдвига однородного
материала, а G1(x, y) описывает изменение физических свойств полосы в про-
цессе эксплуатации. Функции g1(y) и g2(y) описывают правую и левую кромки
поперечного сечения полосы после деформирования.

Если пренебречь несовершенствами, т.е. qi(y) = 0 (i = 1, 2), то задача (1)
допускает решение, описывающее однородное состояние:

σx = σ0
x = −px, σy = σ0

y = −py, τ = τ 0 = 0,
u = u0 = ε0xx, v = v0 = ε0yy,

(2)

где константы ε0x, ε0y из (2), определяются следующим соотношением

ε0y =
px − py
4G

, ε0x = −ε0y.

В процессе эксплуатации происходят незначительные изменения геометриче-
ских размеров и физических свойств материала. Проанализируем, насколько
эти изменения могут повлиять на напряженно-деформированное состояние по-
лосы, описываемое (2). Т.е. проведем исследование непрерывной зависимости
решения задачи (1) от исходных данных при G = G0, qi(y) = 0 (i = 1, 2).

2. Исследования непрерывной зависимости решения от исходных
данных. Согласно [10], [14], следует рассмотреть вспомогательную линеари-
зованную однородную задачу относительно функций ζi, которая получена на
основе (1) при σx = σ0

x+ ζ1, σy = σ0
y + ζ2, τ = τ 0+ ζ3, u = u0+ ζ4, v = v0+ ζ5.

Для непрерывной зависимости необходимо, чтобы она была регулярной, все ее
первые производные по всем своим аргументам были непрерывны, а также она
имела только тривиальное решение.

Будем проводить исследование на основе подходов, предложенных в [9] и [11]
В первом случае, при построении математической модели для исследования
непрерывности ограничимся учетом деформации границы контура поперечного
сечения:
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∂ζ1
∂x

+
∂ζ3
∂y

= 0,
∂ζ2
∂y

+
∂ζ3
∂x

= 0,

ζ1 − ζ2 = 4G0
∂ζ4
∂x

, ζ3 = G0

(
∂ζ5
∂x

+
∂ζ4
∂y

)
∂ζ4
∂x

+
∂ζ5
∂y

= 0,

(3)

ζ2|y=±h = 0, ζ4|y=±h = 0,(
ζ3 + py

∂ζ4(0, y)

∂y

)
x=0

= 0, ζ1|x=0 = 0,(
ζ3 + py

∂ζ4(ℓ, y)

∂y

)
x=ℓ1

= 0, ζ1|x=ℓ1
= 0,

ℓ1 = 2ℓ

(
1 +

px − py
4G0

) (4)

В результате проведенных исследований получили, что эта задача имеет
ненулевое решение, если исходные данные удовлетворяют условию:

cosh2((αx − αy − 2)πmn)−m2n2(1 + αy)
2(αx − αy − 2)2 = 0 (5)

αx =
px
2G0

, αy =
py
2G0

, m =
ℓ

h
, n ∈ Z

Если положить αx = 0, то можно сравнить αy = 0 с эйлеровой критической
нагрузкой p∗ для продольного изгиба стержня с шарнирно закрепленными кон-
цами, как это сделано в работах [9] и [12]. В соответствии с результатами из [9]
при m = 0.1 значения параметров усилий практически равны:

αy

p∗
= 1.00143.

Проведем далее исследование, выполненное согласно подходу, предложенно-
му Новожиловым [11], [15]. Учитывая углы поворота в уравнениях равновесия
для вспомогательной задачи, получаем:

∂ζ1
∂x

+
∂ζ3
∂y

+
py
2

∂

∂y

(
∂ζ5
∂x

− ∂ζ4
∂y

)
= 0,

∂ζ2
∂y

+
∂ζ3
∂x

− px
2

∂

∂x

(
∂ζ5
∂x

− ∂ζ4
∂y

)
= 0,

∂ζ4
∂x

+
∂ζ5
∂y

= 0,

ζ1 − ζ2 = 4G0
∂ζ4
∂x

, ζ3 = G0

(
∂ζ5
∂x

+
∂ζ4
∂y

)
.

(6)

Граничные условия имеют вид (4). Группа условий, касающаяся регулярно-
сти и непрерывности производных в (6), (4) выполняется. В результате анализа
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существования только тривиального решения было получено соотношение, ко-
гда это требование не выполняется

2(cosh(ℓ1k) cosh
(
ℓ1k

√
1− γ

)
− 1)

sinh(ℓ1k) sinh
(
ℓ1k

√
1− γ

) =

=
(2− γ + 2αy)

√
1− γ

(2− γ − γαy)(1 + αy)
+

(2− γ − γαy)(1 + αy)

(2− γ + 2αy)
√
1− γ

(7)

γ =
αy − αx

1− αx

, k =
πn

ℓ

Условие (7) ограничивает область непрерывной зависимости решения задачи
(1) от функций, характеризующих физические и геометрические несовершен-
ства. Вид (7) при αx = 0 с точностью до обозначений совпадает с полученным
в [9].

На рис. 1 представлена область при αx = 0 для материала, изучаемого в [9].
Результаты, полученные в [9] обозначены (I), а (II) соответствует кривой, най-
денной в [12]. Как видно, для малых m значения критических параметров эти
линии совпадают. Значениям m ≥ 0.2 будут соответствовать напряжения, выхо-
дящие за пределы упругости известных материалов. Это полностью согласуется
с результатами, приведенными в работах [8], [9], [12].

Рис. 1. Область непрерывной зависимости для 3σy

2E = 0.01184 при αx = 0

Сопоставляя результаты, полученные без учета углов поворота в уравнениях
равновесия и с ними (рис. 2), получаем, что (7) дает более низкие значения для
границы области непрерывной зависимости решения задачи (1) от исходных
данных. Причем, при исследовании в рамках первого подхода, получаем, что
решение (2) будет приближенно описывать состояние полосы при любых зна-
чениях сжимающих усилий в упругой области, что соответствует завышенной
оценке.
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а) m=0.2 б) αx = 0

Рис. 2. Сравнение областей непрерывной зависимости, полученных на основе (5) и
(7)

Поэтому в дальнейшем при рассмотрении непрерывной зависимости реше-
ния задачи (1) от исходных данных при G = G0, qi(y) = 0 (i = 1, 2) будем
использовать условие (7).

3. Построение областей непрерывной зависимости для различных
несжимаемых изотропных материалов. Для несжимаемых изотропных

материалов, у которых
3σy
2E

> 1, область непрерывной зависимости на плоскости
параметров αx, αy для частных случаев отношения линейных размеров сечения
будет иметь вид (рис. 3)

а) m=0.5 б) m=2

Рис. 3. Область непрерывной зависимости для различных размеров поперечного се-
чения полосы
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Поскольку в процессе эксплуатации не только физические свойства меняют-
ся, но и размеры сечения тоже могут претерпевать незначительные изменения,
то линии (7) соответствуют случаям, когда решение (2) уже не будет описывать
напряженно-деформированное состояние реальной полосы и не будет соответ-
ствовать установленным эксплуатационным и расчетным требованиям. В этом
случае оно становиться предельным (потеря устойчивости равновесной формы).

Если рассмотреть вариант, когда в процессе эксплуатации одно из усилий
не изменяет своего значения, то можно указать область изменения размеров
сечения и параметра другого сжимающего усилия, при которых напряженно-
деформированное состояние полосы будет близко к однородному.

Далее рассмотрим случай, когда αy или αx не меняют своего значения. Об-
ласть, ограниченная (7) на плоскости параметров размеров поперечного сече-
ния и усилия будет иметь вид, представленный на (рис. 4).

а) αx = 0.2 б) αx = 0.8

в) αy = 0.2 г) αy = 0.5

Рис. 4. Область непрерывной зависимости для различных сжимающих усилий

Поскольку в процессе эксплуатации геометрические размеры не претерпева-
ют значительных изменений, то «опасные» значения параметров сжимающих
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воздействий будут наблюдаться в окрестностях точек, принадлежащих линиям
(7).

Для случая, когда у несжимаемого изотропного материала
3σy
2E

<< 1, линии
(7) имеют вид, аналогичный представленному на рис.4. Но для подобных мате-
риалов при достаточно малых нагрузках начинают проявляться пластические
свойства, и напряжения превосходят предел упругости (рис.5). Учитывая это,
получаем, что либо решение (2) будет приближенно описывать напряженно-
деформированное состояние полосы во всей области упругости, либо только в
той ее части, которая ограничена линией (7).

а) m=0.5 б) m=2

Рис. 5. Область непрерывной зависимости для различных размеров поперечного се-
чения полосы

4. Заключение Таким образом, использование в математической модели
для изучения непрерывной зависимости уравнений равновесия в форме, пред-
ложенной Новожиловым, предпочтительнее, поскольку получаем более низкую
границу области такой зависимости. Недостатком такого подхода являются бо-
лее сложные выкладки при проверке необходимых условий.

Когда исходные параметры достигают значений, соответствующих кривой
(7), зависимость теряет свою непрерывность. В итоге могут появиться значи-
тельные перемещения, прогибы или углы поворота, что приводит систему к
предельному состоянию. В частности происходит потеря устойчивости равно-
весной формы (2), и состояние полосы, соответствующее (2) станет предель-
ным. Полученные результаты следует учитывать при проектировании различ-
ных конструкций, при анализе соответствия установленным эксплуатационным
требованиям и расчетным допускам.
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Abstract. Varus deformity occurs in 32-45% of patients with gonarthrosis, causes pathological
overload of the medial meniscus and initiates severe degenerative changes in the knee joint. In
2018, a minimally invasive technique for correcting varus deformity, fibula proximal osteotomy,
was described for the first time. In the work, based on the constructed three-dimensional model
of the lower limb, considering the ligamentous apparatus and trabecular elements of the femur
and tibia apices, the effect of fibula proximal osteotomy on the stress-strain state of the knee joint
meniscus was analyzed using the finite element method, depending on the varus deformity degree.
The limits of this method applicability were established. Fibula proximal osteotomy significantly
reduces the high-stress region area in the case of varus of 2 and 4 degrees, less noticeably in the case
of normal geometry and does not change the size of the high-stress area at 6 degrees of varus. It has
been shown that considering the action of the long peroneus muscle in the model further reduces
stress on the medial meniscus and also leads to an increase in stress on the lateral meniscus..
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1. Введение. Патология коленного сустава является ведущей причиной
нарушения функции конечности. Обращает на себя внимание случаи, когда па-
циент не отмечает факт травмы. Зачастую, это напрямую коррелирует с нару-
шениями биомеханики нижней конечности [1]. Варусная деформация коленного
сустава встречается в 32-45% пациентов с гонартрозом [2], вызывает патологи-
ческую перегрузку медиального мениска и суставного хряща, инициируя деге-
неративные изменения [3]. При углах варусной деформации больше 5 градусов
пиковые напряжения в заднем роге медиального мениска превышают физиоло-
гические в 1.8-2.3 раза [4], что объясняет высокую частоту разрывов мениска в
этой зоне.

Хирургическая коррекция варусной деформации направлена на восстанов-
ление биомеханической оси нижней конечности и снижение перегрузки меди-
ального мениска. Проксимальная вальгизирующая остеотомия большеберцовой
кости (high tibia osteotomy - HTO) считается “золотым стандартом” [5], одна-
ко проксимальная остеотомия малоберцовой кости (ПОМК) предлагается как
менее инвазивная альтернатива для разгрузки медиального отдела коленного
сустава [6]. Хотя клинические исследования демонстрируют уменьшение боли
в медиальном отделе коленного сустава и коррекцию оси нижней конечности
после ПОМК [5, 7], единого мнения о механизме ее действия нет. Предложены
несколько конкурирующих или взаимодополняющих теорий. Гипотеза “нерав-
номерной усадки” (Non-uniform Sett lement): с возрастом остеопороз приводит
к “проседанию” менее плотной медиальной части проксимального метаэпифи-
за большеберцовой кости, в то время как латеральная часть, поддерживаемая
плотной малоберцовой костью, “оседает” меньше. Это усиливает варусную де-
формацию. ПОМК, устраняя латеральную опору в виде малоберцовой кости,
позволяет латеральному плато “осесть”, выравнивая нагрузку и уменьшая варус
[8, 9]. Гипотеза “большего количества кортикальных слоев” (Too-Many-Cortices
Theory): Медиальный мыщелок большеберцовой кости “опирается” на одну кор-
тикальную пластинку, а латеральный — на кортикальный слой большеберцовой
кости плюс две кортикальные пластинки малоберцовой кости. Эта избыточная
латеральная поддержка препятствует равномерному распределению нагрузки
при “проседании” медиального отдела. ПОМК устраняет этот дисбаланс [8, 10].
Гипотеза “динамической дистализации малоберцовой кости” (Dynamic Fibular
Distalization): После ПОМК тяга мышц (m. soleus, peroneuslongus), прикрепля-
ющихся к проксимальному фрагменту малоберцовой кости, вызывает его сме-
щение вниз. Это создает натяжение в латеральных структурах, сужая лате-
ральную суставную щель и смещая ось нагрузки медиально [8, 11].

Несмотря на множество гипотез, отсутствуют количественные биомеханиче-
ские данные, подтверждающие преобладающий механизм действия ПОМК, осо-
бенно, в зависимости от степени варусной деформации. Пределы применимости
данной методики, для разгрузки медиального мениска также экспериментально
не доказаны, хотя обширный клинический опыт показывает диапазон от 2 до 6
градусов варусной деформации.
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Трехмерное конечно-элементное (КЭ) моделирование стало золотым стандар-
том в ортопедической биомеханике для решения таких задач [12, 13]. Разработа-
ны методы позволяющие создавать анатомически точные 3D-модели сложных
структур (кость, хрящ, мениски, связки) на основе данных КТ и МРТ [14].
Методы биомеханики дают возможность количественно оценить напряжения в
глубоких слоях тканей in silico, что невозможно in vivo [15], проводить контро-
лируемые виртуальные эксперименты с вариацией параметров (угол и уровень
деформации, тип остеотомии, нагрузка) без этических ограничений, верифици-
ровать биомеханические гипотезы путем анализа НДС [16—18].

Ранее в работе [19] авторы настоящей статьи построили биомеханическую мо-
дель нижней конечности с у четом ПОМК, предложили метод моделирования
варусной деформации на основе здоровой конечности, провели верификацию
данной модели посредством сравнения расчетов по ней с результатами дру-
гих авторов. На геометрии в норме и малом угле варусности подтвердили, что
ПОМК может снижать значения напряжений на медиальном мениске коленно-
го сустава человека.

Цель настоящей работы: посредством биомеханического численного экспери-
мента методом конечных элементов выявить пределы применимости ПОМК, то
есть показать при коррекции каких углов варусной деформации данный метод
дает наилучшее снижение значений напряжений в области медиального менис-
ка коленного сустава человека. А также проверить гипотезу “динамической ди-
стализации малоберцовой кости”, то есть выяснить действительно ли усиление
действия длинной малоберцовой мышцы может способствовать перераспреде-
лению напряжений с медиального мениска на латеральный.

2. Постановка задачи. В качестве объекта исследования в работе вы-
ступала здоровая разогнутая правая нога. Были рассмотрены трабекулярные и
кортикальные элементы бедренной (femur), большеберцовой (tibia), малобер-
цовой (fibula) и таранной (talus) костей, а также суставные хрящи апексов
выше указанных объектов (articular cartilage) (рис. 1). Биомеханическая мо-
дель была построена на основе компьютерной томографии нижней конечно-
сти. Исходные данные компьютерной томографии пациента обрабатывались в
программе Mimics. Посредством системы автоматизированного проектирова-
ния “SolidWorks” внутренний и внешний мениск коленного сустава были добав-
лены в трехмерную твердотельную модель нижней конечности. Посредством
конечно-элементного пакета “ANSYS 19.2” в твердотельную модель в соответ-
ствии с их анатомическим расположением [19, 20] были добавлены связки го-
леностопного и коленного суставов и межкостная мембрана, связывающая ма-
лоберцовую и большеберцовую кости. Для моделирования данных элементов
были выбраны одномерные объекты типа “Spring”, при этом для большего со-
ответствия связочной ткани предполагалось, что они работают только на рас-
тяжение. Их жесткость рассчитывалась следующим образом:

C =
2Eh

1− ν2
,
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здесь E – модуль Юнга; υ – коэффициент Пуассона; h – толщина моделируемого
связочного элемента. Жесткости связочных элементов представлены в таблице
1 [21—28]. Более подробно процесс создания рассматриваемой твердотельной
модели описан в более ранней работе авторов [19].

Название Жесткость,
[H/м]

Дельтовидная связка (передняя порция) 7.00*104
Межкостная мембрана 4.00*105

Передняя крестообразная связка 1.60*106
Переднее-латеральная связка 2.00*104

Глубокий листок Медиальной коллатеральной связки 3.15*104
Поверхностный листок Медиальной коллатеральной связки 3.15*104

Малоберцово-бедренная связка 3.35*104
Боковая бедрено-большеберцовая связка 8.37*104

Сухожилие подколенной мышцы 2.86*104
Передняя большеберцово-малоберцовая связка

проксимального сочленения 1.40*105

Задняя большеберцово-малоберцовая связка проксимального
сочленения 1.09*105

Переднее-нижняя большеберцово-малоберцовая связка
дистального сочленения 7.80*104

Передняя таранно-малоберцовая связка 1.40*105
Задне-нижняя большеберцово-малоберцовая связка

дистального сочленения 1.01*105

Задняя таранно-малоберцовая связка 1.60*105
Пяточно-малоберцовая связка 1.20*105

Дельтовидная связка (большеберцово-пяточная и
большеберцово-ладьевидная) 1.62*105

Таблица 1. Жесткости связочных элементов, учтенные в твердотельной модели ниж-
ней конечности

В ходе биомеханического эксперимента все твердотельные элементы модели
считались однородными, линейно-упругими, изотропными. В таблице 2 приве-
дены механические свойства всех используемых в модели материалов [29—31].

Биомеханическое моделирование напряженно-деформированного состояние
рассматриваемого объекта основывалось на решении задачи статики упруго-
го тела.

Граничные условия:

• фиксация модели осуществлялась посредством жесткой заделки таран-
ной кости по нижней ее плоскости;
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• в областях соприкосновения апексов большеберцовой и бедренной кости
устанавливался контакт без трения;

• в области контакта корней и внешнего радиуса менисков с хрящом
большеберцовой кости запрещались относительные перемещения (Фор-
ма контактах областей заранее подготавливалась в модуле геометриче-
ского редактора “DesignModeler” пакета “Ansys”. Для этого мениски де-
лились на их анатомические области (рис. 3), выделялась область внеш-
него радиуса, после очертания полученных зон проецировались на хрящ
большеберцовой кости);

• коэффициентом трения 0.2 [29] учитывался при контакте верхней по-
верхности менисков и бедренного хряща, а также нижних поверхностей
с хрящом большеберцовой кости, не охваченных полным контактом (не
разрешающим относительных перемещений);

• ограничений на повороты бедренной, большеберцовой и малоберцовой
костей не накладывалось;

• перемещения бедренной и большеберцовой костей запрещались в направ-
лении корональной и сагиттальной осей, по аксиальной оси были разре-
шены (направления соответствующих осей приведены на рис.1).

Трехмерная твердотельная модель покрывалась десятиузловыми конечными
элементами типа “тетраэдр”. Зона интереса биомеханического моделирования
НДС рассматриваемого объекта была сконцентрирована на области тканей ме-
ниска. Анализ сеточной сходимости и обоснование достоверности получаемых
результатов приведены в более ранней статье авторов настоящей работы [19].
Основываясь на результатах работы [19] численные эксперименты проводились
с размером конечных элементов 1.5 мм – мениски и 3 мм – остальные элементы
модели.

Моделирование НДС элементов коленного сустава проводилось с учетом веса
пациента посредством силы направленной по механической оси. Механическая
ось нижней конечности соединяет центр головки бедренной кости и середину
суставной линии голеностопного сустава.

Ценность подхода в данной работе заключается в том, что исследование вли-
яния ПОМК на изменение НДС менисков коленного сустава в зависимости от
степени варусной деформации строится авторами на модели одного исходного
здорового коленного сустава (сустава с геометрией в норме) (рис. 2а). Модели-
рование варусной деформации проводится в программном пакете “SolidWorks”
посредством иссечения клина, соответствующего варусу в 2, 4 и 6 градусов в
проксимальном метаэпифизе здоровой большеберцовой кости (рис. 2б). После
иссечения “клин закрывался” (рис. 2в). Разделенные части кортикального и
губчатого компонента большеберцовой кости фиксировались посредством кон-
такта “bonded” (полный контакт, не позволяющий относительных перемещений)
при настройке расчетной модели в ANSYS.
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В основе данного варианта моделирования лежит протокол предоперационно-
го планирования коррекции варусной/вальгусной деформации конечности по-
средством высокой остеотомии большеберцовой кости [32, 33].

Для моделирования ПОМК в программном пакете “SolidWorks” на расстоя-
нии 8 см от проксимального апекса малоберцовой кости удалялся 2 см сегмент
(рис.1). Таким образом, были получены 4 модели с учетом ПОМК: 0, 2, 4, 6
градусов варусной деформации.

Материал Модуль
Юнга, [МПа]

Коэффициент
Пуассона Источник

Кортикальная
кость 17000 0.30 [29]

Трабекулярная
кость 840 0.20 [30]

Ткань мениска 80 0.30 [31]
Хрящевая

ткань 12 0.45 [31]

Таблица 2. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона материалов модели

Рис. 1. Трехмерная модель нижней конечности с учетом проксимальной остеотомии
малоберцовой кости
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а) б) в)

Рис. 2. Схема моделирования варусной деформации: (а) – клин соответствующий
нужному углу варусности; (б) – иссечение клина; (в) –“закрытие клина”

3. Численный эксперимент.

3.1. Влияние ПОМК на НДС менисков коленного сустава. Результаты моде-
лирования влияния степени варусной деформации на НДС медиальных менис-
ков приведены на рисунках 3-6. Во всех экспериментах бралась аксиальная на-
грузка 2400 Н. Предложенное значение отвечает нагрузке на сустав мужчины
среднего роста, весом 75 кг после прыжка с 35 см. Авторы работы [34] провели
серию экспериментов, позволивших определить пределы прочности тканей ме-
нисков коленного сустава человека в зависимости от пола и возраста. Согласно
исследованиям минимальный предел прочности – 23 МПа. Нагрузка, рассмат-
риваемая в экспериментах настоящей работы, не является экстремальной и не
приводит к напряжениям способным привести к разрыву тканей мениска.

Все биомеханические эксперименты показали, что наиболее подвержен на-
грузкам медиальный (внутренний) мениск коленного сустава, зоны высоких
напряжений располагаются в области его заднего рога и центральной части
(теле). Анатомия менисков коленного сустава человека с обозначением, выде-
ляемых анатомических зон, приведена на рисунке 3.

Увеличение угла варусной деформации от 0 до 6 градусов приводит к росту
значений максимальных напряжений от 4.01 МПа до 7.46 МПа, соответствен-
но, области высоких напряжений начинают покрывать большую площадь ме-
диального мениска. Ранее было показано [19], что угол варусной деформации в
2 градуса влечет рост максимумов напряжений (25% относительно нормы) Из
таблицы 3 видно, что данная тенденция сохраняется: угол варусной деформа-
ции в 4 градуса увеличил напряжения относительно нормальной геометрии на
65%, а угол в 6 градусов – на 86%.

Моделирование проксимальной остеотомии малоберцовой кости для всех че-
тырех кейсов приводило к снижению напряжений на внутреннем мениске (таб-
лица 4). Биомеханический эксперимент показал, что в случае варусной дефор-
мации в 2 и 4 градуса снижение максимумов напряжений соответственно 34%
и 31%. Эксперимент с ПОМК на геометрии с 6 градусами варусной деформа-
ции дал снижение напряжений всего на 10%, в случае нормальной геометрии
на 16.5%. Более того, рисунки 4-7 показывают значительное снижение площади
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Рис. 3. Анатомические зоны менисков коленного сустава

Угол,
[градусы]

Мах,
[МПа]

Увеличение на
процент от нормы

Увеличение на
процент от

предыдущей
строки

0 4,01 - -
2 5,01 25 25
4 6,60 65 32
6 7,47 86 13

Таблица 3. Влияние угла варусной деформации на напряжение в тканях медиального
мениска

высоких напряжений после ПОМК для углов варусной деформации 2 и 4 (рис.
5-6). В то время, как эксперимент с ПОМК на геометрии с 6 градусами варус-
ной деформации не привел к изменению картины распределения напряжений
(рис. 7). В случае нормальной геометрии (рис. 4) площади области высоких на-
пряжений уменьшились после моделирования ПОМК, но не так существенно,
как при 2 и 4 градусах варусной деформации.

Результаты данного численного эксперимента могут свидетельствовать о том,
ПОМК целесообразно применять для эффективного снижения нагрузки на об-
ласть медиального мениска коленного сустава в случае варусной деформации
в диапазоне от 2 до 4 градусов.

4. Влияние действия длинной малоберцовой мышцы на НДС ме-
нисков коленного сустава после ПОМК. Авторы [35] в своей клинической
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а) б)

Рис. 4. Карта значений напряжения по Мизесу (2400Н, варус – 0 градусов): а. до
ПОМК; б. после ПОМК

а) б)

Рис. 5. Карта значений напряжения по Мизесу (2400Н, варус – 2 градусов): а. до
ПОМК; б. после ПОМК

практике исследовали пациентов до и после выполнения ПОМК и сделали пред-
положения о том, что одним из механизмов улучшающих состояние пациентов
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а) б)

Рис. 6. Карта значений напряжения по Мизесу (2400Н, варус – 4 градуса): а. до
ПОМК; б. после ПОМК

а) б)

Рис. 7. Карта значений напряжения по Мизесу (2400Н, варус – 6 градусов): а. до
ПОМК; б. после ПОМК

после рассматриваемого хирургического вмешательства может быть так назы-
ваемая “конкуренция мышц” головки бицепса бедра и длинной малоберцовой
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Угол,
[градус]

Мах до
ПОМК,
[МПа]

Мах после
ПОМК, [МПа]

Процент
снижение МАХ

напряжений
0 4,01 3,35 16,5
2 5,01 3,31 34
4 6,60 4,56 31
6 7,46 6,47 10

Таблица 4. Влияние ПОМК на напряжения медиального мениска

мышцей. Именно эта конкуренция, по мнению авторов, способствует “перерас-
пределению” напряжений с медиального мениска на латеральный, тем самым
разгружая первый и снижая болевой синдром у пациентов. Их наблюдения по-
казали, что после операционного вмешательства мышечный ответ длинной ма-
лоберцовой мышцы и двуглавой мышцы бедра возрастал.

С учетом, сделанных в работе [35] предположений, дистализация малоберцо-
вой кости может быть достигнута, если равнодействующая “конкурирующих”
мышц направлена по линии действия длинной малоберцовой в дистальном на-
правлении. Поэтому в рамках данного численного эксперимента к трехмерным
моделям конечностей со значениями угла варусной деформации в 2 и 4 градуса
до и после ПОМК прикладывалась сила, по линии действия длинной малобер-
цовой мышцы (от проксимальной к дистальной головке малоберцовой кости по
оси кости).

Эксперимент проводился со значением нагрузки, имитирующей вес человека
в 70кг, стоящего на одной ноге (700Н). Сила длинной малоберцовой мышцы
варьируется от 400 до 600Н [36]. В численном эксперименте к проксимальной
головке малоберцовой кости прикладывалась сила в 200Н (50% от нижнего
значения силы длинной малоберцовой мышцы).

На рисунках 8-9 приведены карты значений напряжений на менисках колен-
ного сустава в случае 4 и 2 градусов варусной деформации после проксимальной
остеотомии малоберцовой кости с учетом возросшего мышечного ответ длинной
малоберцовый мышцы и без учета мышечного ответа.

Численные эксперименты показывают снижение значений максимумов на-
пряжений: на 16% в случае угла варусной деформации в 4 градуса и лишь на
4% в случае 2 градусов. Учет мышечного ответа длинной малоберцовой мыш-
цы также привел к небольшому уменьшению площади высоких напряжений в
центральной части (теле) внутреннего (медиального) мениска и росту значе-
ний напряжений (в рамках данного эксперимента более чем в два раза) во всех
областях (тело, передний и задний рог) внешнего (латерального) мениска.
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Данный результат говорит в пользу выводов авторов работы [35] и может
стать некоторым подтверждением, того, что гипотеза “конкуренции мышц” по-
сле выполнения пациентам проксимальной остеотомии малоберцовой кости мо-
жет способствовать снижению болевых ощущений во внутренней области ко-
ленного сустава.

а) б)

Рис. 8. Распределение напряжений по Мизесу на менисках 700Н, варус 4 градуса: (а)
без учета длинной малоберцовой мышцы; (б) с учетом длинной малоберцовой мышцы

а) б)

Рис. 9. Распределение напряжений по Мизесу на менисках 700Н, варус 2 градуса: (а)
без учета длинной малоберцовой мышцы; (б) с учетом длинной малоберцовой мышцы

Обсуждение. Проведенное в данной работе методом конечных элементов
исследование было направлено на решение двух фундаментальных вопросов,
связанных с биомеханическим обоснованием проксимальной остеотомии мало-
берцовой кости (ПОМК): определение границ ее эффективности в зависимости
от степени варусной деформации и проверки гипотезы о роли длинной мало-
берцовой мышцы в механизме действия данной операции.

Полученные результаты убедительно демонстрируют, что биомеханическая
эффективность ПОМК напрямую зависит от исходного угла варусной дефор-
мации коленного сустава. Численные расчеты показали, что при варусе в 2 и
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4 градуса наблюдается максимальное снижение как пиковых напряжений (на
34% и 31% соответственно), так и площади зон высоких напряжений в меди-
альном мениске. Это позволяет рассматривать ПОМК как высокоэффективную
малоинвазивную альтернативу для коррекции умеренной варусной деформа-
ции. Данный вывод находится в полном согласии с клиническими наблюдени-
ями, которые эмпирически определяют “идеального кандидата” на ПОМК как
пациента с углом варусной деформации до 4-5°[6, 7].

Крайне важным является установленный в настоящей работе предел приме-
нимости методики. При варусной деформации в 6 градусов ПОМК приводила
к незначительному снижению пиковых напряжений (всего на 10%) и, что наи-
более важно, не оказывала влияния на площадь зон высоких напряжений. Это
свидетельствует о том, что при выраженном варусе патологические изменения
в медиальном отделе коленного сустава носят уже столь грубый характер, что
одного лишь устранения выполнение остеотомии малоберцовой кости недоста-
точно для существенной разгрузки. В таких случаях, требуется более радикаль-
ная коррекция механической оси, обеспечиваемая методами высокой тибиаль-
ной остеотомии (HTO), что подтверждает ее статус “золотого стандарта” для
коррекции деформаций высокой степени [5]. Таким образом, проведенное в на-
стоящей работе исследование предоставляет количественное биомеханическое
обоснование для клинического отбора пациентов на ПОМК.

Второй частью исследования в работе была верификация гипотезы “динами-
ческой дистализации малоберцовой кости”. Моделирование усилия со стороны
длинной малоберцовой мышцы после ПОМК выявило два значимых эффекта:
дальнейшее, хотя и небольшое, снижение напряжений на медиальном мениске
и их закономерное увеличение на мениске латеральном. Этот феномен можно
охарактеризовать как эффект “перераспределения” или “перемещения” нагруз-
ки с медиального на латеральный отдел. Данные результаты служат прямым
численным доказательством в пользу теории, выдвинутой Huang Z. et al. [35],
и объясняют клинические наблюдения об увеличение мышечного ответа после
операции. Мы полагаем, что именно этот механизм – динамическое натяжение
латеральных структур коленного сустава за счет мышечной тяги – является
ключевым в реализации декомпрессионного эффекта ПОМК, дополняя стати-
ческие гипотезы “неравномерной усадки” и “большего количества кортикальных
слоев” [8—10].

Заключение. В работе рассматривается трехмерная модель нижней конеч-
ности человека в положении полного разгибания, включающая в себя бедрен-
ную, малоберцовую, большеберцовую, таранную кость (с учетом как корти-
кальных, так и трабекулярных компонент), элементы моделирующие хрящи,
покрывающие апексы бедренной и большеберцовой кости, медиальный и лате-
ральный мениски, межкостную мембрану, связочный аппарат коленного и части
голеностопного сустава [19]. На основе этой модели построена модель с учетом
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варусной деформации вследствие деформации большеберцовой кости. Постро-
ена модель ПОМК для нормальной геометрии и геометрии с учетом варусной
деформации вследствие деформации большеберцовой кости.

Исследование влияния угла варусности вследствие деформации большебер-
цовой кости показала существенную зависимость НДС менисков от данного
параметра. Во всех экспериментах зоны высоких напряжений располагаются в
области заднего рога и центральной части медиального мениска. Максимальные
значения напряжений по Мисису на медиальном мениски в рамках приведен-
ного эксперимента выросли на 25%, 65%, 86% при 2, 4 и 6 градусах варусности,
соответственно, относительно нормальной геометрии конечности.

Показано, что ПОМК снижает максимальные значения напряжений на меди-
альном мениске для всех рассмотренных случаев (норма, варус 2, 4, 6 градусов
). Для 2 и 4 градусов снижение составляло 34% и 31%, соответственно, для
случая нормы и 6 градусов варусности на 16.5% и 10%, соответственно. ПОМК
существенно уменьшает площадь области высоких напряжений в случае варус-
ной деформации в 2 и 4 градуса, менее заметно в случае нормальной геометрии
и совсем не изменяет размеров площади высоких напряжений при 6 градусах
варусности. Данный результат может говорить о пределе применимости ПОМК.

Показано, что учет в модели действия длинной малоберцовой мышцы еще
более снижает напряжения на медиальном мениске (для приведенного экспе-
римента на 16% для 4 градусов, на 4% для 2 градусов), а также приводит к
росту напряжений на латеральном мениске. Можно говорить об эффекте “пе-
ретекания” напряжений с медиального на латеральное направление коленного
сустава в следствии “конкуренции” головки бицепса бедра и длинной малобер-
цовой мышцы.

Ограничения исследования. Необходимо отметить ряд ограничений
приведенной в работе модели. Моделирование проводилось для положения пол-
ного разгибания коленного сустава, в то время как максимальная нагрузка на
мениски происходит при флексии. Кроме того, модель учитывала лишь основ-
ные связки и не включала полный мышечный корсет нижней конечности, что,
однако, частично компенсировалось учетом тяги длинной малоберцовой мыш-
цы. Механические свойства тканей принимались линейно-упругими и изотроп-
ными, что является общепринятым упрощением в биомеханическом моделиро-
вании, но может не в полной мере отражать вязкоупругие свойства биологиче-
ских тканей.

Перспективы. Несмотря на указанные ограничения, настоящее исследо-
вание вносит существенный вклад в понимание механизмов действия ПОМК.
Впервые количественно определен предел эффективности этой операции для
разгрузки медиального мениска, показав ее максимальную результативность
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при варусной деформации в 2–4 градуса. Кроме того, предоставлены полноцен-
ные данные в поддержку гипотезы о динамическом перераспределении нагру-
зок благодаря мышечному фактору. В перспективе представляется целесооб-
разным исследование влияния ПОМК при различных углах сгибания коленно-
го сустава, а также моделирование отдаленных последствий операции с учетом
процессов ремоделирования костной ткани.
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1. Введение. Метод имплантации интрастромальных колец и сегментов
(рис. 1), разработанный в 1980-х годах для коррекции близорукости низкой и
средней степени тяжести, сегодня получил широкое распространение при лече-
нии различных видов кератэктазий и патологий роговицы, таких как кератоко-
нус, пеллюцидная краевая дистрофия, ятрогенная эктазия роговицы и др.

Первые результаты применения внутрироговичных сегментов при лечении
кератоконуса появляются в начале 2000-х годов в работах J. Colin и его кол-
лег[1]. Предложенная в качестве дополнительной хирургической процедуры при
кератоконусе, технология имплантации интрастромальных сегментов (ИСС)
показывает эффективные результаты по снижению астигматизма, уменьшению
кривизны роговицы, регуляризации ее формы и позволяет отсрочить, если не
избежать, трансплантацию роговицы при эктатических заболеваниях. С тех пор
было опубликовано множество отчетов и клинических исследований об эффек-
тивном применении ИСС при лечении кератоконуса, современную подборку и
анализ которых можно найти в обзорных статьях [2].

Рис. 1. Имплантация интрастромальных сегментов: а) общий вид роговицы с сегмен-
том; б) оптическая когерентная томография роговицы с ИСС (режим Corneal Cub);
в) интрастромальные сегменты производства ООО НЭП «Микрохирургия глаза»

Несмотря на существование практических рекомендаций и номограмм про-
изводителей (Keraring, Intacs, Ferrara и др. [3]) для выбора ИСС в зависимости
от сочетания оптических, рефракционных, кератотопографических параметров
роговицы пациента, в ряде случаев имплантация ИСС не дает рефракционно-
го эффекта и даже может сопровождаться ухудшением зрения пациента после
операции [4], а также осложнениями в виде миграции, экструзии и протру-
зии сегментов, отека ткани, кератита и т.д. [5]. Во многом это связано с прин-
ципиальной невозможностью учета индивидуальных особенностей геометрии,
строения и свойств живого органа (роговицы) пациента в рамках некоторого
универсального подхода.

Вышеизложенное придает особую актуальность пациент-ориентированным
методикам лечения заболеваний, основывающимся на совместном использова-
нии клинических приборных данных пациента и персонализированных компью-
терных (конечно-элементных) моделей роговицы, построенных на их основе.
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Одной из первых публикаций в области численного моделирования внутри-
роговичных колец, вероятно, можно считать краткое сообщение P.M. Pinsky
(1995) [6]. Систематические исследования, в которых модели роговицы и сег-
ментов выстраиваются, как правило, с использованием метода конечных эле-
ментов (МКЭ), появляются в более позднее время (например, в статьях авторов
S. Kling (2013) [7], A. Daxer (2015) [8], M.A. Lago (2015) [9], S.N. Khan (2016)
[10], И.С. Никитин (2017) [11] и др.) и не теряют своей актуальности в современ-
ных работах (M.Á. Ariza-Gracia (2020) [12], С.М. Бауэр (2024) [13], N.M. Bagheri
(2022) [14], G.G. de Oteyza (2023) [15] и т.д.).

Указанные модели базируются на некоторой системе допущений относитель-
но геометрии расчетной области, свойств материала роговицы и параметров зон
их деградации, формы, механических характеристик имплантов и моделей их
контакта

Идеализированная форма роговицы авторами, как правило, задается в ви-
де сферической [7, 8, 10—13], или эллиптической [15] оболочки с переменной
толщиной стенки. Для описания материала роговицы используются различные
модели гиперупругости, как изотропной — Муни-Ривлина [7], Огдена [9, 10],
Йео [12, 15], так и анизотропной — Гассера-Хольцапфеля-Огдена [14], модели
линейной упругости с ортотропным [11] или трансверсально-изотропным [13]
распределением свойств и другие.

Для описания деградации свойств ткани при кератоконусе может вводится
локальная зона с пониженными коэффициентами упругости в виде централь-
ной круговой [7, 11, 12] или эллиптической [15] области, либо задается общее
снижение жесткости в объеме роговицы [9, 14]. При моделировании операций
по коррекции зрения имплантацией внутрироговичных колец (типа MyoRing)
и сегментов (Intacs, Ferrara) в [10, 13] роговица предполагается интактной —
патологические изменения характеристик не рассматриваются.

Используемый в качестве материала имплантов полиметилметакрилат (ПМ-
МА), как правило, считается линейно-упругим [10—15], реже — абсолютно жест-
ким [9]. При этом в зависимости от типа и производителя ИСС рассматриваются
различные формы сечения: треугольная (типа Keraring, Ferrara, MyoRing и т.д.)
[7, 9, 11—15], шестиугольная (Intacs) [7, 12], круглая [12, 14], эллиптическая [14].

Различные подходы применяются авторами при разработке моделей контакта
импланта с поверхностями внутрироговичного канала. В ряде случаев контакт-
ное взаимодействие задается условно, например, перемещением узлов конечно-
элементной сетки [9, 10] или распределенной нагрузкой на стенки канала [11].
В других же — для раскрытия канала задаётся предварительный зазор между
его стенками [13, 14], внутреннее давление [12], которые постепенно уменьша-
ются до тех пор, пока поверхности войдут в полный контакт, а сегмент (кольцо)
установится внутри роговицы.

Отметим, что в рамках универсальных подходов, использующих идеализиро-
ванную геометрию и усредненные свойства ткани, можно выявить общие зако-
номерности влияния параметров имплантации ИСС на качественные изменения
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роговицы. Однако в этих случаях существенно ограничиваются возможности
прогнозирования и количественной оценки результатов операции для конкрет-
ного пациента с учетом его индивидуальных особенностей.

При этом пациент-ориентированные МКЭ-модели лечения кератоконуса уста-
новкой ИСС, основанные на индивидуализированных параметрах геометрии и
материала роговицы, полученных при клиническом обследовании пациента, в
современных публикациях представлены весьма ограниченно [9, 14].

В данном исследовании разрабатывается персонализированная конечно-
элементная (КЭ) модель роговицы с кератоконусом при имплантации ин-
трастромальных сегментов. Модель позволяет варьировать размеры и положе-
ние ИСС с целью обеспечения эффективной коррекции кератотопографических
картин в соответствии с наилучшим расчетным прогнозом для пациента. На
всех этапах исследования соблюдались принципы, изложенные в Хельсинкской
декларации, от всех участников было получено информированное письменное
согласие. Протокол исследования получил одобрение комитета по медицинской
этике Волгоградского филиала ФГАУ «НМИЦ «МНТК «Микрохирургия гла-
за» им. акад. С.Н. Федорова» Минздрава России.

2. Постановка задачи. Этапы построения и базовые соотношения
пациент-ориентированной трехмерной КЭ модели биомеханических свойств и
поведения роговицы подробно рассмотрены в статьях [16, 17]. Поэтому в этом
разделе ограничимся изложением наиболее характерных особенностей данной
модели.

2.1. Основные уравнения. Считая материал роговицы изотропным гиперупру-
гим, основные уравнения задаются в рамках механики больших деформаций
следующим образом.

Уравнения квазистатического равновесия

∇ · (FS)T + fv = 0,

где ∇ — оператор набла; T — символ транспонирования; fv — вектор объемных
сил; S — второй тензор напряжений Пиолы–Кирхгофа; F — градиент деформа-
ции, определяемый как:

F = I+∇u,

где I — единичный тензор второго ранга, u — вектор перемещений.
Второй тензор напряжений Пиолы–Кирхгофа связан с функцией плотности

энергии деформации Ws соотношением:

S = Sext +
∂Ws

∂ε
. (1)

где Sext — тензор дополнительных напряжений; ε — тензор деформации Гри-
на–Лагранжа

ε =
1

2
(FTF− I)
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Функциональная форма соотношения для Ws в данной работе устанавливает-
ся на основе сравнительного расчетно-экспериментального анализа известных
гиперупругих моделей роговицы (Муни-Ривлина с 2 и 5 параметрами, Огдена,
Сторакерса, Йео) [17]. По результатам исследования в качестве базовой принята
модель Йео, в рамках которой функция плотности энергии деформации может
быть записана в виде

Ws = c1(Ī1 − 3) + c2(Ī1 − 3)2 + c3(Ī1 − 3)3 +
κ

2
(J − 1)2, (2)

где c1, c2, c3 — эмпирические параметры; J = detF — третий инвариант градиен-
та деформации F, характеризующий изменение объема; κ — модуль объемной
упругости; Ī1 — первый инвариант тензора C̄, Ī1 = tr(C̄), C̄ = J−2/3C; C —
правый тензор деформаций Коши-Грина.

Зона кератоконуса, соответствующая патологическим изменениям свойств
роговицы, вводится как область с пониженными (по модулю) параметрами
жесткости c1, c2, c3 в выражении (2), которое в этом случае записывается в виде
[16, 17]:

Ws = (1− ψkc) ·
[
c1(Ī1 − 3) + c2(Ī1 − 3)2 + c3(Ī1 − 3)3

]
+

1

2
κ(Jel − 1)2, (3)

где ψkc — функция снижения жесткости в объеме роговицы с кератоконусом.
Вид функции ψkc будет установлен далее.

Материал сегментов, изготовленных из полиметилметакрилата (ПММА),
принимался изотропным линейно-упругим. При этом Ws в (1) будет опреде-
ляться плотностью энергии упругой деформации.

2.2. Общие граничные условия. Приведенная система основных уравнений на
различных этапах решения дополняется граничными условиями, заданными на
соответствующих поверхностях Γ роговицы (рис. 2) и соответствующими кон-
кретным условиям закрепления, нагружения и контакта роговицы, имплантов
и хирургического инструмента на каждом из этапов.

При этом общими для всех этапов будут условия:
а) отсутствия перемещений на поверхностях Γs, примыкающей к склере (по-

верхность примыкания на рис. 2)

u = 0, Γ ∈ Γs

б) действие на задней поверхности Γb роговицы (рис. 2) поверхностно распре-
деленной нагрузки интенсивностью qb (вдоль составляющих вектора нормали
n)

S · n = qb, Γ ∈ Γb

В естественном состоянии задняя поверхность Γb (рис. 2) загружена внутриг-
лазным давлением (ВГД) piop. Поверхностные силы qb в таком случае задаются
в виде:

qb = −piop · n, Γ ∈ Γb
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Рис. 2. Общий вид геометрической модели роговицы (а) и схема граничных условий
(б).

в) на передней поверхности Γf роговицы могут задаваться внешние поверх-
ностно распределенные нагрузки интенсивностью qf , соответствующие различ-
ным этапам диагностики или хирургического лечения

S · n = qf , Γ ∈ Γf (4)

В частности, при диагностике биомеханических параметров роговицы при по-
мощи бесконтактной пневмотонометрии (Corvis ST) на поверхности Γf , соглас-
но условию (4), задается нагрузка qf , соответствующая давлению воздушного
импульса pair (рис. 2)

qf = −pair · n, Γ ∈ Γf

При этом величина pair, пространственный и временной профили давления
струи задаются путем интерполяции экспериментальных данных, фиксируемых
в ходе тонометрического теста на базе Corvis ST для 140 точек исследуемого
интервала времени [16, 17].

2.3. Область внутрироговичного канала. В исходной геометрической модели
роговицы предусмотрены области для внутрироговичного канала и зоны воз-
можного расслоения роговицы в окрестности канала при его раскрытии (рис.
3).
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Размеры кольцевого канала задавались согласно протоколу операции и уста-
навливались одинаковыми для всех исследованных пациентов: внутренний диа-
метр 5 мм, внешний — 6,2 мм, ширина канала 600 мкм, толщина реза — около
6,5 мкм (рис. 3). Зона расслоения задается в плоскости канала соосно ему, при
этом ее ширина составляет 1,2 мм. Индивидуальными для каждого пациента
являются параметры расположения канала в роговице — глубина установки,
координаты центра, длина дуги и угол установки.

Рис. 3. Модель имплантации ИСС с внутрироговичным каналом, зоной возможного
надрыва, имплантом (а) и их конечно-элементная дискретизация (б).

Внутренние поверхности противоположных стенок канала и зоны надрыва
составляют контактную пару, для которой на начальном этапе задаются усло-
вия адгезионного контакта, обеспечивающие их совместное деформирование на
предварительных этапах расчета.

Данные условия включают условия разрыва поля перемещений на проти-
воположных стенках тоннеля на величину эффективного зазора gn и вектора
тангенциальных смещений gt между ними, записанные в локальной системе
координат, связанной со стенкой канала, в виде:

u = {0, 0, (gn)}+T−T
b · gt (5)

где T−T
b — матрица преобразований из глобальной системы координат в локаль-

ную; угловые скобки ⟨·⟩ означают выделение положительной части переменной.

⟨gn⟩ =

{
gn, gn ≥ 0

0, gn < 0



230 И. Н. ЗАХАРОВ, Е. Г. СОЛОДКОВА, С. В. БАЛАЛИН, В. Х.ЛЭ, Е.В. ЛОБАНОВ

На контактирующих поверхностях задается вектор «адгезионных» напряже-
ний f , пропорциональных вектору скачка перемещений u между стенками тон-
неля [18]:

f = ku, (6)

где k — жесткость адгезионного соединения (слоя).
Для отрицательных значений эффективного зазора gn нормальная составля-

ющая вектора f обнуляется, а условия контакта приводятся к формулировкам
метода штрафных функций.

2.4. Аппланация роговицы. На втором этапе воспроизводится процедура ап-
планации роговицы, находящейся под действием ВГД, при помощи аппланаци-
онной линзы. Действие линзы задается как действие на роговицу абсолютно
жесткого штампа, перемещающегося на некоторую фиксированную величину,
ограниченную при операции системой аспирационных колец. В ходе решения
задачи в итерационном режиме уточняется расчетное положение внутрирого-
вичного тоннеля, которое в аппланированном состоянии роговицы должно соот-
ветствовать заданному по протоколу операции. В момент полной аппланации
моделируется процесс формирования тоннеля путем снижения в (6) коэффи-
циента адгезии k на противоположных стенках канала до нулевого значения.
После этого штамп отводится в исходное положение, а роговица, освобождаясь
от внешних перемещений, возвращается в ненагруженное естественное состоя-
ние с подготовленным каналом (рис. 4).

Рис. 4. Модель аппланации роговицы жестким штампом (аппланационной линзой):
а — начальное положение; б — конечное положение штампа

Штамп принимается абсолютно жестким, и для всех точек его объема Wap

задается перемещение в направлении вдоль оси роговицы (ось 0x). Рассматри-
вается три этапа процесса: 1) перемещение штампа в течение времени tst на ве-
личину аппланации uap, определяемую конечным положением аппланационной
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линзы при операции; 2) выдержка в аппланированном состоянии до момента
tap; 3) перемещение штампа в исходное состояние к моменту tin:

ux(t) =


uap · t

tst
, 0 ≤ t ≤ tst,

uap, tst < t ≤ tap,

uap · tin−t
tin−tap

, tap < t ≤ tin.

В зоне контакта Γc передней поверхности роговицы с поверхностью апплана-
ционной линзы действует поверхностно распределенная нагрузка интенсивно-
стью qf ,

S · n = qf , Γ ∈ Γc

величина которой соответствует возникающему здесь контактному давлению
Tc:

qf = −Tc · n, Γ ∈ Γc (7)
В качестве граничных условий контактного взаимодействия двух тел исполь-

зуются условия Герца–Синьорини (условия непроникновения контактирующих
поверхностей):

gc ≥ 0, Tc ≥ 0, Tc · gc ≥ 0 (8)
где gc — функция расстояния (зазор между главной и подчиненной поверхно-
стями).

Для отыскания контактного давления Tc и области контакта Γc используется
метод штрафных функций. В этом случае величина Tc задается соотношениями
вида:

Tc =

{
−pc · gc, gc < 0

0, gc ≥ 0
(9)

здесь pc — параметр штрафа, интерпретируемый как жесткость условных
нелинейно-упругих связей между контактирующими точками, создающих до-
полнительные контактные усилия в случаях нарушения условия непроникнове-
ния.

Условие нормального контакта на подчиненной поверхности записывается в
интегральной форме, соответствующей виртуальной работе контактных сил:∫

Γc

Tc · δgc dΓ = 0 (10)

На стадии выдержки роговицы в аппланированном состоянии при tst < t ≤ tap
для моделирования процесса формирования кольцевого канала (рис. 4) на его
стенках задаются условия декогезии, позволяющие разорвать ранее созданные
адгезионные связи (5), (6).

Согласно [18], условие декогезии изменяет вектор напряжений f , заданный
на границах с адгезионным контактом (6), при этом не добавляет явных новых
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слагаемых в виртуальную работу на сопряженных поверхностях. В таком слу-
чае на стенках кольцевого канала вектор напряжений fc при декогезии задается
так [18]:

fc = (1− dc)ku, (11)
где dc — параметр повреждения, значение которого возрастает от нуля до еди-
ницы по мере раскрытия стенок, снижения жесткости их сцепления и полного
отрыва при dc = 1.

Величина параметра dc в (11) задается линейной функцией накопления по-
вреждений, использующей в качестве критерия повреждения максимальные
значения взаимных перемещений umax сопряженных поверхностей в области
декогезии [18].

2.5. Взаимодействие импланта с роговицей. Далее моделируется процесс вве-
дения сегмента в канал с раскрытием его стенок и расслоением ткани роговицы.
Взаимодействие импланта со стенками канала задается двумя контактными па-
рами, в которых два штампа (основной и вспомогательный) в форме импланти-
руемых сегментов перемещаются навстречу друг другу и вступают в контакт с
противоположными стенками канала (рис. 5, 6).

Рис. 5. Схема граничных условий в области взаимодействия импланта в виде двух
штампов и внутрироговичного канала

На начальном интервале времени 0 ≤ t ≤ tim задаются перемещения ux им-
планта и вспомогательного штампа вдоль оси роговицы 0x, одинаковые для всех
точек объемов имплантаWim и штампаWst и направленные навстречу друг дру-
гу (рис. 6). Величина перемещений uim задается так, чтобы профиль импланта,
раздвигая стенки канала, целиком разместился в образовавшейся полости (рис.
6, c).
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После размещения сегментов внутри канала (в интервале tim < t ≤ tst) вспо-
могательный штамп выводится из контакта, а основной — вступает в контакт с
обеими стенками канала, оставаясь неподвижным (рис. 6, c, f):

ux =


uimx · t/t1, Ω ∈ Ωim, 0 ≤ t ≤ t1
−uimx · t/t1, Ω ∈ Ωst, 0 ≤ t ≤ t1

umx , Ω ∈ Ωm, t1 < t ≤ t2

После момента t > t2 система освобождается от кинематических граничных
условий и приходит в равновесное состояние. Этому состоянию соответствует
конечное взаимное расположение внутрироговичного тоннеля и импланта в нем
после операции, а также состояние ткани в области возможного расслоения
(рис. 6, d, g).

Рис. 6. Модель имплантации ИСС на различных этапах расчета: а, д — встречное
движение штампов; б — раскрытие канала; в — полный контакт импланта со стен-
ками канала; г, е — удаление вспомогательного штампа, выдержка; ж — равновесное
состояние

На поверхностях контакта импланта Γim и вспомогательного штампа Γst со
стенками канала действует поверхностно распределенная нагрузка qim (рис. 5)

S · n = qim, Γ ∈ Γim ∪ Γ ∈ Γst

соответствующая контактному давлению Tim (рис. 5)

qim = Tim.n

Величина Tim определяется, как и в (7)–(10), с использованием метода штра-
фов через функцию gim расстояния между контактирующими поверхностями и
штрафной параметр pim:

Tim =

{
−pim · gim, gim < 0

0, gim ≥ 0
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Условия непроникновения контактирующих поверхностей задаются анало-
гично (8):

gim ≥ 0, Tim ≥ 0, Tim · gim ≥ 0.

Для расчетной области расслоения роговицы при внедрении импланта (рис.
3, 5), противоположные стенки которой находятся в адгезионном контакте друг
с другом (5), (6), на данном этапе задаются условия декогезии, как на преды-
дущем этапе это было сделано для кольцевого канала (11):

fim = (1− dim)ku, (12)

При этом для данной зоны могут быть заданы собственные характеристики,
определяющие значения параметра повреждаемости dim и вектора напряже-
ний fim, например, прочность роговицы в поперечном направлении на разрыв
и сдвиг.

3. Метод и построение решения. С использованием клинических дан-
ных конкретного пациента выстраивается конечно-элементная 3D-модель его
роговицы, персонализированная по геометрии и биомеханическому поведению
в соответствии с методиками [16, 17].

Далее все расчетные примеры приводятся для случая пациента К. с керато-
конусом 2 стадии на левом глазу, который прошел лечение на основе биомеха-
нического моделирования в соответствии с представленной методикой.

Построение геометрической модели роговицы осуществляется по дан-
ным топо- и томографического обследования пациента на кератотопографе
Pentacam AXL. Исходными данными служат полученные на этом приборе коор-
динаты 9300 точек передней и 7300 точек задней поверхностей роговицы. Трех-
мерная модель создается в компьютерной системе КЭ моделирования COMSOL
Multiphysics путем линейной интерполяции полученных экспериментальных
массивов точек граничными поверхностями — передней и задней, «натянуты-
ми» на указанный массив высот (координат), как на каркас (рис. 2). Сплошное
тело формируется заполнением пространства между построенными поверхно-
стями в пределах эллиптической области с длинами осей, соответствующими
диаметрам роговицы в горизонтальной dh и вертикальной dv плоскостях (рис.
2, 3). При этом высота расчетной области соответствует глубине Hc передней
камеры глаза, а расстояние между передней и задней поверхностями в нача-
ле координат задается по толщине ha роговицы в апексе. Для пациента К.:
dh = 12.06 мм; dv = 11.3 мм; Hc = 3.04 мм; ha = 0.507 мм.

После формирования твердотельной модели строится ее КЭ аналог, состо-
ящий из 67000 тетраэдральных элементов. Для оценки точности модели вы-
полняется анализ ее локальной адаптации, с поэтапной детализацией в зонах с
максимальными погрешностями. Производится оценка сходимости результатов
и определяется минимальная плотность сетки, при которой решение практиче-
ски не зависит от ее изменения.
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3.1. Персонализация модели. Персонализация параметров (c1, c2, c3) модели
материала (2), (3) проводится на основе согласования расчетных данных о де-
формациях роговицы и клинических данных обследования пациента на пневмо-
тонометре типа Corvis ST. Решается задача минимизации методом наименьших
квадратов целевой функции, представляющей собой сумму квадратов отклоне-
ний расчетных значений от экспериментальных для амплитуды и скорости сме-
щения в апексе. Минимизация выполняется при помощи алгоритма Левенберга-
Марквардта для всех временных шагов одновременно путем поиска коэффици-
ентов, обеспечивающих наилучшее соответствие расчетных кривых эксперимен-
тальным данным [17].

Зона кератоконуса вводится как система локальных областей с общим внеш-
ним контуром сложной формы, соответствующим минимальному снижению
жесткости роговицы (рис. 7). Их центры располагаются в 5 опорных точках
(рис. 7, b): апексе (Apex), минимальной пахиметрии (pmin), наибольшей задней
элевации (emax), максимальной интенсивности деформаций (emax), максималь-
ной кривизны передней поверхности (Kmax), а также в 14 промежуточных —
равноудаленных от опорных (всего 19 точек).

Рис. 7. Зона пониженной жесткости в области кератоконуса в объеме геометрической
модели по передней (a), задней (б) поверхностям и в сечениях по толщине (в) роговицы

Каждой из областей соответствует собственный радиус Ri и локальный мак-
симум относительного снижения свойств ψi. При этом итоговое распределение
жесткости в патологически измененной роговице с кератоконусом задается в
выражении (3) функцией ψkc, которая имеет вид:

ψkc =
∑
i

ψi · exp
(
−θi · ρ2i /R2

i

)
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где ρi — расстояние от центра i-й зоны до исследуемой точки расчетной области;
θi — параметр, устанавливающий градиент изменения свойств вдоль радиуса
ρi (принимали θi = 0.693, что соответствует 50% снижению величины ψi на
расстоянии Ri от центра i-й зоны).

Значения ψi и Ri определяются путем минимизации методом Нелдера-Мида
целевой функции, характеризующей отклонение расчетного поля тангенциаль-
ной кривизны передней поверхности роговицы от клинических данных пациен-
та, полученных на кератотопографе Pentacam AXL. Коэффициенты жесткости
c1, c2, c3 для здоровых участков роговицы фиксируются на значениях, получен-
ных на предыдущем этапе персонализации.

Для пациента К. получены следующие значения параметров материала для
модели (3): c1 = 0.517 МПа; c2 = −9.81 МПа; c3 = 8396.7 МПа; κ = 2.0 МПа;
максимальное снижение жесткости в зоне кератоконуса ψmax

kc = 0.373. Пара-
метр k адгезионного соединения стенок канала в (6), (11) и (12) принимался
равным κ = 2 · 1012 Н/(м·м2), исходя из данных о пределе прочности роговицы
и минимальном перемещении в слое до отрыва.

Кроме этого, по результатам пневмотонометрии для пациента К. задается
внутриглазное давление piop = 16.3 мм.рт.ст. (2.173 кПа).

После геометрической и биомеханической персонализации модель верифи-
цируется на независимом наборе клинических данных того же пациента (па-
раметры и измерения Corvis ST и Pentacam AXL, не использовавшиеся для
калибровки) [16, 17].

3.2. Схема вычислительного эксперимента. Геометрически и биомеханически
персонализированная модель роговицы пациента используется для расчетного
анализа различных вариантов расположения и размеров ИСС, при импланта-
ции которых обеспечивается эффективная коррекция кератометрических пока-
зателей роговицы после операции. Варьируются следующие параметры ИСС
(рис. 8):

– толщина сегментов варьируется по ряду типовых размеров 150, 200, 250
мкм (для сегментов производства ООО НЭП «Микрохирургия глаза», см. рис.
1, в; рис. 8);

– длина дуги (определяемая соответствующим центральным углом) — по ря-
ду типовых углов 90°, 120°, 160°, 210°;

– положение центра внутрироговичного канала изменяется по 16-ти точкам, 6
из которых лежат на треке, соединяющей центр зрачка и точку максимальной
кератометрии Kmax (линия 0° на рис. 8), другие 10 — на двух аналогичных
треках (по 5 точек на каждом), отклоненных от первого на углы ±20◦ (см.
линии +20◦ и −20◦ на рис. 8).

Положения центра канала согласуются с основными кератотопографически-
ми картами пациента (кривизны, пахиметрии и элевации), расчетными кар-
тинами интенсивности деформаций роговицы под действием ВГД и снижения
жесткости ткани в зоне кератоконуса (рис. 9). Такое позиционирование ИСС
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Рис. 8. Схема вариации размеров и положения интрастромальных сегментов при
моделировании операции (а — сегмент 120°, б — 210°)

соответствует зонам выраженных патологических изменений роговицы и позво-
ляет проанализировать наиболее характерные сценарии имплантации сегмента
и возможные варианты и эффекты отклонения от протокола (рис. 9).

Рис. 9. Согласование расчетных положений центра внутрироговичного канала при
моделировании операции с картами распределения параметров роговицы пациента:
а — тангенциальная кривизна передней поверхности, по данным Pentacam; б — рас-
пределение интенсивности деформаций под действием ВГД; в — снижение жесткости
роговицы в зоне кератоконуса

4. Анализ результатов и примеры. Далее рассматриваются некоторые
результаты прогнозирования кератотопографических и биомеханических пара-
метров роговицы для различных вариантов имплантации ИСС, полученные при
моделировании операции на цифровом двойнике для пациента К.
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4.1. Прогноз результатов операции. На рис. 10 приводится пример зависимо-
сти средней кривизны Km передней поверхности роговицы (рассчитанной для
пятимиллиметровой центральной зоны) от координаты λ центра роговичного
тоннеля при его парацентральном смещении по схеме рис. 8. Для трех типо-
размеров сегментов приводятся расчетные картины изменения тангенциальной
и сагиттальной кривизны, а также интенсивности деформаций (рис. 10, a–c)
передней поверхности роговицы после имплантации ИСС.

Строятся графики Km (по типу рис. 10, d) и атласы карт кератотопогра-
фических и биомеханических параметров для всех исследованных вариантов,
выявляются варианты, наиболее эффективные по совокупности указанных ха-
рактеристик.

Рис. 10. Прогнозирование кератотопографических параметров для различных вари-
антов операции (ИСС высотой 150, 200, 250 мкм): а — карты тангенциальной кривиз-
ны; б — карты сагиттальной кривизны; в — карты интенсивности деформаций; г —
зависимость средней кривизны передней поверхности от положения сегмента

В частности, для пациента К. наибольшее уплощение роговицы в оптической
зоне прогнозируется для сегментов с длиной 160°, при толщинах 200–250 мкм.
Предпочтительные положения тоннеля соответствуют его смещению относи-
тельно центра зрачка на 0,85–1,25 мм вдоль оси сегмента, повернутой на угол
в диапазоне 250–270° (рис. 10). По минимальной величине Km в качестве ре-
комендуемого (для указанных диапазонов размеров и положений) может быть
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выбран вариант ИСС с длиной дуги 160° и толщиной 250 мкм при положении
тоннеля со смещением относительно центра зрачка на 1,25 мм, с центральной
осью на 259° и положением роговичного разреза 5° (рис. 11, a–c).

Для расширенного прогноза проведено планирование имплантации ин-
трастромальных сегментов с помощью номограммы Keraring. По данным ма-
нифестной рефракции с учетом положения «сильной» оси роговичного астиг-
матизма рекомендуется кольцевой сегмент с длиной дуги 160° и толщиной 150
мкм для имплантации в нижнем отделе.

По совокупности результатов окончательно был выбран следующий вариант
интрастромального сегмента: длина дуги 160°, толщина 200 мкм, смещение от-
носительно центра зрачка на 1,25 мм, положение центральной оси сегмента 263°,
положение разреза — 5° (рис. 11, d–f).

Рис. 11. Расчетные варианты результатов операции (пациент К.) при имплантации
ИСС толщиной 250 мкм (а–в) и 200 мкм (г–е) при первоначальном и уточненном
прогнозе соответственно: а, г — интенсивность деформаций передней поверхности; б,
д — тангенциальная кривизна передней поверхности; в, е — сагиттальная кривизна
передней поверхности
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4.2. Постоперационный анализ. С учетом полученных результатов пациенту
было проведено хирургическое лечение кератоконуса левого глаза — интрала-
меллярная кератопластика с фемтосекундным лазерным сопровождением с им-
плантацией ИСС.

На следующие сутки после операции проведено инструментальное обследова-
ние пациента К., включающее кератотопографическое исследование с помощью
Шаймпфлюг-анализатора переднего отрезка глазного яблока Pentacam AXL,
биомеханические свойства роговицы — с помощью пневмотонометра Corvis ST,
оптическую когерентную томографию роговицы с помощью ОКТ Solix (рис.
12).

Полученные клинические данные пациента сопоставляются с результатами
цифрового прогноза и планирования операции на базе персонализированной
компьютерной модели роговицы.

Рис. 12. ОКТ роговицы после имплантации интрастромального сегмента: а — режим
Corneal Cub; б–г — режим Corneal Map

На рис. 13 приводятся экспериментальные и расчетные карты тангенциаль-
ной и сагиттальной кривизны передней поверхности роговицы левого глаза па-
циента К. на первый день после операции имплантации ИСС.

Расчетные картины на рис. 13 построены для ИСС с длиной дуги 160° и
толщиной 200 мкм, установленного на глубине 370 мкм в модельном положе-
нии (смещение от центра зрачка на 1,25 мм, положение сегмента 259°). Как
видим, спрогнозированные кератотопографические картины дают достаточно
достоверные описания основных трансформаций роговицы после операции, ка-
чественно согласующиеся с реальными клиническими данными постоперацион-
ного обследования.

Наложение расчетных сечений цифровой модели роговицы на снимки ОКТ,
показанные на рис. 14, наглядно иллюстрирует степень количественного откло-
нения данных предоперационного прогноза от реальных профилей роговицы.
Максимальное их рассогласование составляет около 20 % от толщины (рис. 14).
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Рис. 13. Сопоставление карт тангенциальной (а, б) и сагиттальной (в, г) кривизны
по данным Pentacam AXL (а, в) и по результатам математического моделирования (б,
г)

При этом следует отметить, что фактические параметры операции (глуби-
на имплантации, размеры и положение внутрироговичного тоннеля, а также
положение сегмента в нем) могут заметно отличаться от соответствующих па-
раметров при цифровом прогнозе. Кроме того, в послеоперационный период в
роговице продолжаются динамические изменения, связанные с восстановлением
тканей после операции, регенерацией и перераспределением эпителия, зажив-
лением и ремоделированием стромы и т.д. Указанные различия могут являться
источником погрешности расчетных данных при прогнозе.

Анализ полученных результатов с учетом этих обстоятельств подтверждает
эффективность и перспективность практического применения цифрового ком-
пьютерного прогнозирования и планирования операций имплантации ИСС.

5. Заключение. Разработана и апробирована трехмерная модель рого-
вицы с кератоконусом в ходе имплантации ИСС. При этом в единый комплекс
объединены несколько частных подмоделей, позволяющих учесть важные осо-
бенности хирургического воздействия на роговицу: модель аппланации рого-
вицы при изготовлении внутрироговичного канала, модель контактного взаи-
модействия сегмента со стенками внутрироговичного канала, модель декогезии
(расслоения) ткани роговицы при внедрении импланта.

Разработана методика цифрового планирования операции интраламелляр-
ной кератопластики с имплантацией ИСС, состоящая в анализе различных ва-
риантов их расположения и размеров, полученных из серии вычислительных
экспериментов. Для выбора варианта рассчитываются кератометрические по-
казатели роговицы после операции.

Проведена апробация указанной методики на клиническом примере пациен-
та с кератоконусом III степени. Послеоперационное клиническое обследование
пациента подтвердило эффективность выбранного варианта операции. Макси-
мальный уровень отклонения результатов предоперационного прогноза основ-
ных топографических параметров роговицы от их экспериментальных значений
составляет около 15–20%.
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Рис. 14. Сопоставление профилей роговицы по данным постоперационного анализа
(цветные карты) с результатами ОКТ (черно-белые карты) через 3 минуты после
операции
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ПРИМЕНЕНИЕ ГИПЕРУПРУГИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ АНАЛИЗА
ДЕФОРМАЦИЙ ГЛАЗА
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Аннотация. Рассмотрены две задачи биомеханики глаза: операция по коррекции миопии за
счет имплантации кольца MyoRing и изменение внутриглазного давления при интравитре-
альных инъекциях. Выполнено конечно-элементное моделирование внешней оболочки глаза,
находящейся под действием внутриглазного давления, в программном пакете ANSYS. Ро-
говица глаза задается сферическим сегментом меньшего радиуса переменной толщины. Для
описания ее нелинейных свойств используются гиперупругие модели материалов (модель Йео,
неогуковская и 2-параметрическая модель Муни-Ривлина). Проводится сравнение с моделя-
ми в которых роговица описывается трансверсально-изотропной биологической тканью. В
первом случае решается нелинейная задача об изменении напряженно-деформированного со-
стояния глаза при наличии упругой вставки в роговице. Процесс имплантации кольца опи-
сывается контактными парами методом последовательного приложения нагрузки. Расчеты
показали, что при имплантации кольца MyoRing роговица испытывает большие деформа-
ции сдвига, и получить результаты, соответствующие клиническим данным удается только с
использованием моделей гиперупругих материалов. Причем достаточно точное решение за-
дачи получается при использовании неогуковского материала, потенциал которого зависит
только от одного параметра. Во второй задаче для двух различных моделей материала ро-
говицы (трансверсально-изотропной и гиперупругой) анализируется изменение внутриглаз-
ного давления глаза при интравитреальных инъекциях. Проводится сравнение трех моделей:
без разделительных перегородок, с одной и с двумя перегородками. На основе расчетов вы-
полнена оценка уровня давления в камерах глазного яблока в зависимости от объема вво-
димого препарата и конфигурации перегородок. Расчеты показали близкие результаты для
трансверсально-изотропной и гиперупругой моделей роговицы. Следовательно, усложнение в
моделировании, связанное с описанием свойств роговицы, представляется необоснованным.

Ключевые слова: гиперупругие модели материалов, контактные задачи, имплантация
MyoRing, интравитреальные инъекции
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Введение. Роговица (роговая оболочка) и склера представляют собой два
сопряженных сферических сегмента с различными радиусами кривизны и об-
разуют единую фиброзную оболочку капсулы глаза. Их механические свойства
играют решающую роль в поддержании внутренних структур глаза. Изучению
этих свойств в норме и при некоторых патологических состояниях посвящено
большое число работ [1]–[2]. Определение механических параметров роговицы
дает большой разброс показателей [3, 4]. Это связано и c различными условиями
эксперимента, и с тем обстоятельством, что исследования осложняются нели-
нейностью, анизотропией и пространственной неоднородностью упругих харак-
теристик [3, 5].

Большая часть работ, изучающих механические свойства роговицы, посвяще-
на исследованиям, выполненным in vitro (на мертвых тканях) [5, 6]. Но, надо
отметить, что результаты механических испытаний образцов изолированной ро-
говицы не могут полностью соответствовать реальным характеристикам этой
ткани в естественных условиях. Безусловно, наиболее информативные сведения
о биомеханическом статусе роговицы могут быть получены только в условиях
живого глаза [7]. Перенос на живой глаз полученных in vitro результатов за-
труднителен, так как механические свойства тканей глаза очень индивидуаль-
ны. Невозможно заранее оценить всё множество параметров, характеризующих
механические свойства глазных тканей. Как отмечается в [8], часто эффектив-
ным оказывается подход, при котором, отказавшись от избыточной детализа-
ции, строится математическая модель, параметры которой могут быть оценены
в тестах, выполнимых в клинике. Иногда для описания свойств роговицы и
склеры, используют трансверсально-изотропный материал, который характе-
ризуется более низким модулем упругости в направлении своей толщины (в
радиальном направлении), чем в продольном и поперечном [9]. Данное предпо-
ложение использовалось во многих работах по моделированию в биомеханике
глаза [10], и в ряде случаев (например, в задачах, связанных с тонометрией)
получены результаты, соответствующие клиническим данным. Однако в по-
следнее время для более точного описания нелинейных свойств биологических
тканей, в том числе роговицы глаза, стали применять гиперупругие модели [11,
12].

В настоящей работе представлены две задачи, в которых роговица задается
гиперупругими материалами: изменение напряженно-деформированного состо-
яния оболочки глаза после операций по коррекции зрения с использованием
колец-имплантатов MyoRing, и изменение внутриглазного давления при введе-
нии инъекций в стекловидное тело (интравитреальные инъекции). Проводится
сравнение полученных результатов с более ранними моделями, в которых рого-
вица полагалась трансверсально-изотропной, и с клиническими данными.

1. Имплантация кольцевой вставки. Миопия, или близорукость яв-
ляется наиболее распространённой аномалией рефракции. Лазерная коррекция
зрения обеспечивает эффективное лечение миопии путём удаления ткани для
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изменения формы роговицы. Однако, в сложных случаях миопии (очень тон-
кая роговица или высокая степень миопии, неровная поверхность роговицы и
т. д.) лазерная рефракционная хирургия не подходит из-за повышенного риска
послеоперационных осложнений или регресса миопии со временем [13]. В таких
случаях для лечения используют имплантацию колец (Intrastromal Corneal Ring
Segments, ICRS), которые позволяют изменить форму роговицы и улучшить ее
механические свойства. MyoRing — это замкнутое кольцо, которое размещает-
ся на некоторой глубине от исходной толщины роговицы под ее поверхностью.
Благодаря своим свойствам, MyoRing способствует приданию роговице нужной,
более плоской формы. Кольцо, не препятствует процессам обмена веществ, его
задача — усилить механические свойства роговичной ткани, создавая дополни-
тельный биомеханический каркас. Оно устанавливается для постоянного ноше-
ния.

Технология имплантации колец MyoRing состоит из двух основных этапов.
На первом этапе формируется роговичный карман. Изначально использовался
микрокератом PocketMaker, в настоящее время роговичный карман формиру-
ется фемтосекундным лазером. Фемтосекундный лазер создает в роговице иде-
альную круговую полость, состоящую из крошечных кавитационных пузырь-
ков. Таким образом, офтальмологи могут проводить срезы внутри роговицы с
высочайшей точностью по глубине воздействия и по диаметру. На втором этапе
мягкий кольцевой имплантат вводится в роговичный карман через тоннельный
микроразрез. Тоннельный разрез заживает самостоятельно и не требует нало-
жения швов.

В работе [14] была использована двухсегментная модель глазного яблока
для оценки влияния различных хирургических и биомеханических параметров
на механическое поведение роговицы после имплантации MyoRing. Для описа-
ния биологических тканей роговицы и склеры использовался трансверсально-
изотропный материал. Работа [14] была выполнена совместно с офтальмоло-
гами из Чебоксарского филиала МНТК «Микрохирургия глаза». Результаты
расчетов позволили получить качественную оценку влияния параметров коль-
ца и глубины его погружения на изменение радиуса кривизны роговицы, но
порядок деформаций был значительно меньше, чем в клинической практике.

Как отмечается в [14], имелись клинические данные, описывающие результа-
ты более 600 операций с использованием кольца MyoRing. Для изучения вза-
имосвязи между изменением радиуса кривизны вершины до и после операции
и хирургическими параметрами (толщиной кольца и глубиной имплантации)
использовался статистический анализ (пакет SPSS28.0). Регрессионный анализ
показал, что результаты операции можно с высокой точностью прогнозировать
на основе статистически значимой зависимости:
Rnew = R1+0.005×h+0.001×C, где h — высота имплантированного кольца (в

µm), C — глубина его размещения в роговице (в µm ), R1 — начальный радиус
кривизны роговицы.
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Имеющиеся клинические данные использовались для определения констант
в гиперупругих моделях.

В настоящем исследовании мы использовали двухпараметрическую модель
Муни-Ривлина, модель Йео и неогуковскую модель для оценки влияния нели-
нейных свойств роговицы на изменение профиля роговицы после операции. В
нашем исследовании склера остается трансверсально-изотропной тканью.

Поведение гиперупругих материалов описывается нелинейными законами
связи напряжение-деформация. В этом случае взаимосвязь между напряже-
ниями и деформациями задается с помощью потенциала энергии деформаций
[15]. Модель Муни-Ривлина с двумя параметрами описывается потенциалом
энергии деформации следующего вида:

W = C10(Ī1 − 3) + C01(Ī2 − 3) +
1

d
(J − 1)2,

где Ī1 ,Ī2 — первый и второй инвариант девиатора деформации, C10, C01 — мате-
риальные константы, характеризующие девиаторную деформацию материала,
d — параметр несжимаемости материала, J — определитель градиента упругой
деформации. Начальный модуль сдвига определяется как µ = 2(C10 + C01), а
начальный модуль объёмного сжатия задаётся выражением: K = 2/d .

При C01 = 0 , модель Муни-Ривлина сводится к неогуковскому гиперупруго-
му материалу. В этом случае C10 = µ/2 .

Потенциал энергии деформации для модели Йео задаётся выражением:

W =
N∑
i=1

Ci0(Ī1 − 3)i +
N∑
k=1

1

dk
(J − 1)2k,

где N — количество членов в ряду, обычно N = 3 . Начальные значения модуля
объемного сжатия K и модуля сдвига µ определяются как: K = 2/d и µ = 2C10.

В настоящее время константы для гиперупругих моделей определяются экс-
периментально и сильно варьируются при больших нагрузках (при давлениях
более 15 мм рт. ст.). В данной работе коэффициенты C10 , C01 и d были подобра-
ны таким образом, чтобы деформационные характеристики моделей, в которых
роговица задается трансверсально-изотропным материалом и гиперупругим ма-
териалом Муни-Ривлина с двумя параметрами совпадали при изменении внут-
риглазного давления от 1 мм рт. ст. до 15 мм рт. ст. Важно было подобрать такие
значения констант для гиперупругих материалов, при которых изменение ра-
диуса кривизны роговицы при коррекции кольцом MyoRing соответствовало бы
клиническим данным. Исходя из того, что среднее значение для модуля упру-
гости роговицы на поверхности изотропии составляет Ec = 0.3 МПа, а коэф-
фициент Пуассона ν = 0.49, мы получаем, что среднее значение модуля сдвига
будет µ ≈ 0.1 МПа. Проведена серия расчетов и наиболее близкие результаты
были получены для констант, удвоенная сумма которых равна модулю сдвига
2(C10 + C01) = µ , здесь µ определяется из трансверсально-изотропной модели
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роговицы. Для неогуковского материала и модели Йео основной коэффициент
C10 = µ/2 , остальные константы в модели Йео варьировались.

Как и ранее выполняется двумерное осесимметричное моделирование в про-
граммном комплексе ANSYS. Роговица и склера задаются двумя сферическими
слоями переменной толщины, нагруженными внутриглазным физиологическим
давлением p = 15 мм рт. ст. Формирование роговичного кармана проводится пу-
тем разделения роговицы на два отдельных слоя. Процесс имплантации коль-
ца моделируется тремя контактными парами типа «поверхность-поверхность».
Первая контактная пара задаёт связь между слоями роговицы в результате об-
разования роговичного кармана. Две другие пары имитируют контакт кольца
с нижней и верхней поверхностями роговичного кармана. Роговица является
контактной поверхностью (target), а жесткое кольцо – целевой (contact). В кон-
тактных парах с кольцом устанавливается начальный геометрический зазор
(gap). Таким образом, решается нелинейная задача при больших деформациях
методом последовательного приложения нагрузки. На каждом шаге постепен-
но увеличивается внутреннее давление и уменьшается зазор между кольцом и
роговицей до полной установки кольца в область кармана. После каждой серии
расчетов измеряется радиус кривизны роговицы Rc в ответ на установку кольца
MyoRing.

Для обеспечения сходимости результатов моделирования в области контакта
был проведён анализ независимости сетки. Путём её последовательного сгуще-
ния контролировались изменения деформаций и напряжений по Мизесу. Раз-
мер элементов уменьшался до момента, когда отклонение указанных величин
не стало превышать 2%.

а) б)

Рис. 1. Деформации (a) и напряжения по Мизесу (b) в роговице до установки кольца
MyoRing
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На рис. 1–3 представлены результаты расчетов для кольца радиуса r = 0.2 мм
и жесткостью E = 1800 МПа. Показано распределение напряжений и деформа-
ций до и после имплантации MyoRing для роговицы, материал которой зада-
ется двухпараметрической моделью Муни-Ривлина с параметрами C10 = 0.035,
C01 = 0.015 и d =1. Согласно расчетам наибольшие деформации происходят в
зоне установки кольца, а центральная часть роговицы уплощается, что соот-
ветствует клиническим данным. Установка кольца большей высоты (радиуса
поперечного сечения для круглого кольца) приводит к более выраженному из-
менению профиля роговицы, что подтверждает возможность коррекции боль-
ших рефракционных ошибок.

а) б)

Рис. 2. Деформации (a) и напряжения по Мизесу (b) в роговице после установки
кольца радиуса r = 0.2 мм

Рис. 3. Профиль внешней поверхности роговицы до (пунктирная линия) и после
установки кольца MyoRing радиуса r = 0.2 мм (сплошная линия)
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В таблице 1 представлены значения радиусов кривизны роговицы, рассчитан-
ные по смещению вершины роговицы во время деформации в ответ на прило-
жение давления 15 мм рт. ст. до и после операции. Для модели роговицы Муни-
Ривлина приводятся значения констант C10 и C01 , удовлетворяющие условиям:
их удвоенная сумма равна модулям сдвига µ = 0.1 МПа и µ = 0.2 МПа, а измене-
ния радиуса кривизны наибольшие. Для неогуковского материала и модели Йео
соответствующие константы C10 равны половине модуля сдвига µ = 0.1 МПа.

Модель материала Константы Радиус кривизны роговицы
роговицы материала Rc, мм

До коррекции После коррекции
Модель Муни-Ривлина C01 = 0.028 7.35 8.71
двухпараметрическая, C10 = 0.022
модуль сдвига µ = 0.1МПа C01 = 0.044 7.35 8.73

C10 = 0.006
Модель Муни-Ривлина C01 = 0.06 7.55 10.09
двухпараметрическая, C10 = 0.04
модуль сдвига µ = 0.2 МПа
Неогуковский материал, C01 = 0.05 7.35 8.74
модуль сдвига µ = 0.1 МПа
Модель Йео, модуль C10 = 0.05 6.31 10.14
сдвига µ = 0.1 МПа C20 = 1.0

C30 = 10.0
C10 = 0.05 7.38 9.64
C20 = 0.5
C30 = 5.0

Таблица 1. Изменение радиуса кривизны роговицы до и после коррекции кольцом
MyoRing с радиусом поперечного сечения r = 0.2 мм для различных гиперупругих
моделей роговицы

Результаты численного моделирования показали, что использование гипер-
упругих моделей позволяет получить изменения радиуса кривизны роговицы,
близкие к данным, наблюдаемым в клинической практике [26, 27]. Наибольшее
изменение радиуса кривизны (∆Rc = 3.83 мм) в ответ на установку кольцевой
вставки получено при использовании модели Йео, за счет большего количества
констант которые можно варьировать. Имплантация MyoRing приводит к зна-
чительному увеличению напряжений в самом кольце, что свидетельствует о
его роли как дополнительного биомеханического каркаса для роговицы. Наи-
большие напряжения наблюдаются в области контакта кольца с роговицей, что
подтверждает эффективность метода для укрепления тонкой роговицы. Таким
образом, в данной задаче, в которой роговица подвергается большим деформа-
циям, хорошее соответствие аналитических результатов и клинических данных
получается при использовании моделей гиперупругих материалов.
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2. Задача об итравитреальных инъекциях. В настоящее время ин-
травитреальные инъекции (ИВИ) являются широко используемым офтальмо-
логами методом для лечения заболеваний глаз. В данном случае лекарственное
средство (объем жидкости) вводится прямо в стекловидное тело глаза, что поз-
воляет достичь высокой концентрации препарата в нужном месте, минимизируя
побочные эффекты воздействия на организм. Введение жидкости в глаз может
привести к кратковременному повышению внутриглазного давления (ВГД) и
вызвать нежелательные побочные эффекты и осложнения, такие как внутриг-
лазное кровотечение и отслоение сетчатки. Повышение ВГД является основным
фактором риска развития глаукомы и истончения слоя нервных волокон сет-
чатки. Влияние вызванного ИВИ повышения ВГД на глаз до сих пор остается
актуальной темой для исследования.

Роговица составляет только 10% фиброзной оболочки, и стекловидное тело
не соприкасается с роговицей. В связи с этим в первых моделях, оценивающих
изменение внутриглазного давления после введения дополнительного объема
несжимаемой жидкости, исследовалась деформация склеры, что позволяло по-
лучить простые аналитические зависимости. Для трансверсально-изотропного
слоя, моделирующего склеру, аналитическое решение задачи представлено в
работе [10].

Однако, учитывая, что роговица является существенно более мягкой состав-
ляющей, чем склера и измерение внутриглазного давления происходит через
роговицу, представляется важным провести более детальное исследование это-
го вопроса.

Известно, что глаз представляет собой гидростатическую систему, состоящую
из нескольких камер: закрытых и полуоткрытых полостей, отделенных друг от
друга эластичными мембранами. Каждая полость имеет свой уровень давления,
который может несколько отличаться от давления в других частях глаза.

В работах офтальмологов [16] отмечается, что разница в давлении в разных
частях глаза (за исключением кровеносных сосудов) невелика, и на практике
ею можно пренебречь. Как отмечалось, при введении дополнительного объема
жидкости в стекловидное тело в результате инъекции в первый момент време-
ни происходит резкое увеличение давления. Важно понять, как наличие внут-
ренних перегородок между камерами глаза и нелинейные свойства роговицы
влияют на изменение давления внутри камер сразу после инъекций и можно
ли пренебрегать внутренними элементами глаза при математическом моделиро-
вании. Данные результаты важны также для задач измерения внутриглазного
давления разными тонометрами.

Численное решение задачи о напраженно-деформированном состоянии глаза,
разделенного на два внутренних объема, при введении дополнительного объема
жидкости представлено в работе [17]. Было получено, что для трансверсально-
изотропной модели материала разница давлений в камерах составляет
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1–2 мм рт. ст. Сравнение с аналитическим решением [10] показало, что упро-
щенные модели глаза, основанные на теории оболочек, могут давать удовле-
творительные оценки, даже несмотря на то, что они не учитывают сложную
внутреннюю структуру глазного яблока.

В настоящей работе выполняется конечно-элементное моделирование глазно-
го яблока без, c одной и двумя разделительными перегородками (см. рис. 4).
Анализируется влияние разных моделей роговицы на изменение объема в ка-
мерах глаза при итравитреальных инъекциях. Как в предыдущей задаче внеш-
няя оболочка глаза представляется сопряженными сферическими сегментами.
В первой, базовой, модели игнорируются все дополнительные компоненты внут-
ри глаза и рассматривается композитная оболочка как полость, заполненная
несжимаемой жидкостью с некоторым давлением p. Затем давление менялось
таким образом, чтобы внутренний объем моделируемого глазного яблока уве-
личился на объем вводимого лекарственного средства.

а) б)

Рис. 4. Модель глаза с одной (a) и двумя (b) разделительными перегородками

Во второй модели добавляется разделительная перегородка, разбивающая
глаз на два объема: подроговичный Vcornea и склеральный Vsclera . Полагаем,
что каждая камера находится под действием внутреннего физиологического
давления p. Согласно протоколу ИВИ введение лекарственного средства проис-
ходит в стекловидное тело. Давления в камерах увеличивается последовательно
таким образом, чтобы объем в склеральной камере увеличился на объем инъек-
ции Vsclera+∆Vinj , а в роговичной камере остался без изменений Vcornea = const.
Аналогично решается задача и для глаза с тремя камерами: склеральный объем
увеличивается на объем инъекции, а в других двух камерах: передней Vanterior и
задней Vposterior объемы остаются постоянными. Проводится оценка изменения
давления в камерах в ответ на инъекции объемом 0.05 мл и 0.1 мл в стекловид-
ное тело.
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Был проведен ряд расчётов для определения давлений, устанавливающихся
сразу после введения инъекции. Изначально оценивалось давление для моде-
лей с однородным внутренним объемом и с двумя камерами. Модуль упругости
роговицы полагался Ecornea=0.3 МПа, для склеры модуль упругости варьиро-
вался от Es=7 МПа (более мягкая) до Es=15 МПа (наиболее жесткая). Модули
упругости склеры в направлении нормали E ′

s полагались в 10÷40 раз меньше
чем на поверхности изотропии. Коэффициенты Пуассона на поверхности изо-
тропии ν = 0.49, в перпендикулярном направлении ν ′ = 0.01 . Модуль сдвига на
поверхности изотропии G = E/(2(1+ν)) и в нормальном направлении G′ = G/2.

а) б)

Рис. 5. Деформации в роговице после инъекции 0.05 мл (a) и 0.1 мл (b). Модуль
упругости склеры Es = 7 МПа

Результаты, полученные для мягкой склеры, лучше соответствуют анали-
тическим результатам, полученным ранее в работе [10]. Все расчёты произво-
дились дважды: для трансверсально-изотропной и неогуковской моделей ро-
говицы. В случае неогуковского материала константа C01 вычислялась как
C01 = G/2 , где G — модуль сдвига для трансверсально-изотропного материала
с которым проводится сравнение. Аналогичные расчеты были проведены и для
модели с тремя внутренними камерами. На рис. 5 показано деформированное
состояние роговицы после инъекции объемом 0.05 мл и 0.01 мл для неогуковско-
го материала роговицы. В табл. 2–4 представлены результаты для различных
моделей материала роговицы.

Модель материала роговицы

Давление в камерах,
Объем инъек- мм рт. ст.
ции ∆Vinj, мл Передняя Стекловидное

камера тело
Трансверсально-изотропный 0.05 37.29 39.17

0.1 57.3 63.97
Неогуковский 0.05 38.55 40.3

0.1 58.85 65.0

Таблица 2. Модель с двумя камерами, Es = 15 МПа
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Модель материала роговицы

Давление в камерах,
Объем инъек- мм рт. ст.
ции ∆Vinj, мл Передняя Стекловидное

камера тело
Трансверсально-изотропный 0.05 28.8 29.8

0.1 41.72 44.74
Неогуковский 0.05 29.28 30.2

0.1 42.26 45.08

Таблица 3. Модель с двумя камерами, Es = 7 МПа

Давление в камерах,
Модель материала Объем инъек- мм рт. ст.
роговицы ции ∆Vinj,мл Передняя Стекловидное Задняя

камера тело камера
Трансверсально- 0.05 28.68 29.9 29.72
изотропная 0.1 41.36 45.14 44.58
Неогуковская 0.05 29.18 30.3 30.125

0.1 41.86 45.435 44.885

Таблица 4. Модель с тремя камерами, Es = 7 МПа

Из полученных данных видно, что давление в камерах слабо меняется при пе-
реходе от трансверсально-изотропной роговицы к неогуковской. В этом случае
изменения давлений не превышают 0.5 мм рт. ст. Проведенные расчеты показа-
ли близкие результаты для трансверсально-изотропного и гиперупругой модели
роговицы. В моделях с одной или двумя камерами разница в объемах состав-
ляет 1-2 мм рт. ст. для инъекций 0.05 мл и порядка 3-4 мм рт. ст. для инъекций
0.1 мл. Если рассматривать единый внутренний объем, то внутреннее давление
возрастает до среднего значения, получаемого для моделей с несколькими ка-
мерами. Показано, что деформации глазного яблока, вызванные увеличением
давления (при глаукоме или после внутриглазных инъекций), зависят в основ-
ном от растяжимости склеры.

3. Выводы Рассмотрены две задачи биомеханики глаза. В первой при им-
плантации кольца MyoRing роговица испытывает большие деформации сдвига,
и получить результаты, соответствующие клиническим данным удается толь-
ко с использованием моделей гиперупругих материалов. Причем достаточно
точное решение задачи получается при использовании неогуковского материа-
ла, потенциал которого зависит только от одного параметра. Во второй задаче
усложнения в моделировании, связанное с описанием свойств роговицы, пред-
ставляется необоснованным.
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1. Введение. В процессе эксплуатации детали самолетов, вертолетов, экс-
каваторов, ветрогенераторов, наземного транспорта испытывают нерегулярное
циклическое нагружение. Важными параметрами цикла нагружения являют-
ся кратковременные пиковые нагрузки, выдержки в нагруженном состоянии и
их доли в цикле. Если первые можно учесть в рамках обычного при описании
усталости склерономного описания, то выдержки в нагруженном состоянии мо-
гут вызывать в металлических сплавах при высоких (а иногда и комнатных)
температурах деформации ползучести и повреждаемость, и потому вовлекают
в описание процесса время. Подобные реономные эффекты лежат и в основе
зависимости усталостных свойств от частоты регулярного нагружения там, где
эта зависимость наблюдается.

Эффект зависимости усталостной долговечности от частоты нагрузки встре-
чается и исследован для большого числа различных сплавов при комнатной
и повышенной температуре [1, 2]. Экспериментальные кривые усталости, по-
лученные при испытаниях на различных частотах, отличаются друг от друга;
также отличаются и пределы выносливости. Зачастую эта зависимость немо-
нотонна: при повышении частоты усталостная долговечность (в циклах) сна-
чала увеличивается, а потом падает [1, 3]. Величина эффекта варьируется для
разных сплавов и температур и может достигать двух порядков, наиболее он
выражен для области низких амплитуд нагрузки [4]. Эффект зависит и от ко-
эффициента асимметрии цикла R = σmin/σmax. Так, в [5] для α − β титанового
сплава Ti-6Al-4V изучалось повышение предела выносливости с увеличением
частоты испытаний при различных R, и определено что эффект снижается с
повышением R. В последние годы интерес к эффекту возрос в контексте сверхм-
ногоцикловой усталости [6, 7]. Испытания на базе порядка 109 и более циклов
проводятся при высоких частотах (около 20 кГц), и возникает вопрос о сопо-
ставимости результатов ускоренных испытаний и стандартных испытаний на
усталость (с частотой 10-100 Гц), а также применимости результатов для оцен-
ки времени жизни в случаях, когда база 109 − 1011 циклов достигается за годы
эксплуатации. В частности, прояснение данных вопросов позволило бы опре-
делить, в каких случаях и с какими поправками можно использовать данные
ускоренных высокочастотных (значительно более быстрых и дешёвых) испы-
таний для оценки усталостной долговечности. В [8] проведены испытания на
многоцикловую усталость α − β титанового сплава Ti-6Al-7Nb и ряда коммер-
чески чистых металлов при 100 Гц и 20 кГц. Для некоторых материалов эффект
частоты почти отсутствовал, тогда как для других он был значителен. Таким
образом, эффект влияния частоты нагружения на усталостную долговечность
зависит от материала, температуры, коэффициента асимметрии и базы испы-
таний.

Чтобы объяснить влияние частоты испытаний на усталостную долговечность,
некоторые авторы обращаются к чувствительности металлов к скорости де-
формации [2], что выражается в зависимости циклической σ − ε диаграммы
от скорости нагружения. Физический механизм эффекта зависит от стадии
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разрушения. В [9] на примере низкоуглеродистой стали определено, что зона
пластической деформации в вершине распространяющейся трещины намного
меньше при высокой частоте испытаний (20 кГц), чем при низкой (10 кГц). Это
снижает зону повреждённого материала и затормаживает рост трещины. В [4]
изучалось развитие дислокационных структур в ходе усталостного разруше-
ния низкоуглеродистой стали. При низких частотах 0,2-140 Гц, формировались
более крупные и упорядоченные структуры чем при высокой частоте 20 кГц.
Крупные дислокационные структуры, в свою очередь, упрощают формирова-
ние трещин. Это можно объяснить тем, что, при высокой частоте, дислокации
смещаются на меньшие расстояния за цикл нагрузки по сравнению с низкой. К
такому же выводу пришли авторы [10] изучая влияние частоты на усталостную
долговечность подшипниковой стали.

Наличие выдержек в нагруженном состоянии (особенно при максимальной
нагрузке) в цикле приводит к снижению усталостной долговечности, достигаю-
щему трёх порядков [11—13]. Этот феномен, называемый в англоязычной лите-
ратуре dwell fatigue, далее будем называть “усталостью с выдержками”. Отличие
данного феномена от накопления повреждений в ходе циклической ползучести,
состоит, во-первых, в том, что он наблюдается при комнатной, или близкой
к ней, температуре, а во-вторых, отсутствует значительная макроскопическая
необратимая деформация. На сегодняшний момент, когда в литературе говорят
об усталости с выдержками, речь идёт исключительно о титановых сплавах. На
феномен усталости с выдержками впервые обратили внимание ещё во второй
половине 1970-х годов, так как он приводил к непредвиденному разрушению
элементов газотурбинных двигателей [14, 15]. Однако и на сегодняшний день
он до сих пор приводит к авариям, так, в 2017 году произошло крушение са-
молёта в результате разрушения детали авиадвигателя из титанового сплава
Ti-6Al-4V [16].

Эффект усталости с выдержками особенно выражен для титановых спла-
вов α фазы или наличии небольшой доли β фазы, например, Ti-6242, IMI685,
IMI829, IMI834, но он заметен и для сплавов смешанной α − β фазы, таких
как Ti-6Al-4V или Ti-17 [16](доля фаз в сплавах может меняться в зависимо-
сти от термической и механической обработки). Эффект наблюдается в режиме
малоцикловой усталости, т.е. при высоких уровнях напряжений и практически
исчезает при понижении амплитуды нагрузки [12, 17]. С увеличением времени
выдержки, количество циклов до разрушения сначала падает, а затем стано-
вится постоянным на рубеже десятков секунд [17—19].

Интересна связь эффекта усталости с выдержками с температурой. Сниже-
ние усталостной долговечности максимально при температуре 80-120°С [20, 21]
и исчезает при температуре около 200°С [16, 20, 22]. Это связывают со сни-
жением пластической анизотропии α-фазы титана вблизи этой температуры
[23]. Дополнительная выдержка при повышенной температуре и пониженном,
по сравнению с пиком, напряжении может благоприятно влиять на усталостные
свойства [12, 24], этот эффект называют thermal alleviation.
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Физический механизм эффекта усталости с выдержками связан с высокой
анизотропией кристаллической решётки α-фазы титана: модуль Юнга варьиру-
ется в пределах 100-145 ГПа [25], а усилия начала деформации вдоль различных
систем скольжения различаются до трёх раз [23]. Многие авторы принимают
следующий механизм dwell fatigue [11, 12, 21]. Рассматривается граница между
зонами с большой разницей ориентации кристаллической решётки. Причём в
одной из этих зон системы скольжения благоприятно расположены по отноше-
нию к напряжённому состоянию (“мягкая” зона), а в другой – неблагоприятно
(“твёрдая” зона). В ходе выдержки дислокации зарождаются в “мягкой” зоне и
выходят на границу “твёрдой” зоны, релаксируя напряжения в “мягкой” зоне и
перенося их на “твёрдую”, кроме того, создавая в “твёрдой” зоне концентрато-
ры напряжений. На практике наблюдается что наличие вытянутых областей α
фазы титана увеличивает эффект. Так, в [17] были проведены эксперименты с
двумя типами образцов из Timetal 834, подвергнутыми различной термической
обработке. В случае первого типа, крупные зоны одинаковой ориентации имеют
примерно одинаковый размер вдоль различных направлений и эффект неболь-
шой. А в случае второго — крупные зоны одинаковой ориентации вытянуты
вдоль направления приложения нагрузки, а снижение усталостной долговеч-
ности составляет 1-2 порядка вплоть до времени жизни ≈ 4 · 104 циклов, где
исчезает. Таким образом, экспериментально выяснено, что наличие вытянутых
кластеров α-фазы негативно сказывается на времени жизни, а укрупнение зе-
рён и создание “переплетённой” структуры длинных зёрен α фазы в β-фазе
(basket weave structure) — положительно.

Накопление повреждений в ходе циклической ползучести тоже может приво-
дить к зависимости усталостной долговечности от частоты нагружения и нали-
чия выдержек [26, 27]. Циклическая ползучесть сопровождается макроскопиче-
скими деформациями и обычно наблюдается при повышенных температурах.
Физические механизмы ползучести меняются в зависимости от материала и
температуры [28]. Низкие напряжения, высокая температура и долгие выдерж-
ки (или низкая скорость деформации) благоприятствуют механизму диффузи-
онной ползучести Набарро – Херринга [29, 30], при которой диффузия вакансий
и атомов происходит внутри зёрен, а также механизму диффузионной ползу-
чести Кобла [31], при которой вакансии и атомы движутся вдоль границ зёрен.
Высокие напряжения и высокая скорость деформации способствуют дислока-
ционному механизму ползучести, при которой дислокации движутся консерва-
тивно в плоскости скольжения и в ортогональном к ней направлении диссипа-
тивным переползанием за счёт диффузии атомов [32].
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В расчётах на усталостную долговечность влияние частоты и выдержек при-
сутствует почти исключительно в контексте ползучести при повышенных тем-
пературах. Так, авторы работ [33, 34] линейно складывают склерономную по-
вреждённость и повреждённость за счет ползучести. Однако в расчётах на уста-
лость при комнатной температуре практически не встречается явный учёт ча-
стоты и выдержек. В отдельных исследованиях влияния частоты на усталост-
ную долговечность предлагается способы его учета в расчетах. В [2] авторы
связывают эффект частоты с чувствительностью деформационной диаграммы
к скорости деформации. Они рассматривают соотношение Джонсона – Кука для
предела текучести и предлагают считать, что количество циклов до разруше-
ния зависит только от размаха пластической деформации. Тогда множитель,
содержащий скорость деформации, увеличивает напряжение при постоянном
размахе пластической деформации, что приводит к вертикальному смещению
модельной кривой усталости вверх при увеличении частоты испытаний. По-
хожего подхода придерживаются и авторы [9] при учете эффекта частоты для
низкоуглеродистой стали. Кривые усталости для частот 0.2-140 Гц почти совпа-
дают если нормировать ординату к пределу текучести, зависящему от скорости
деформации. Однако, кривая усталости для 20 кГц не приводится к остальным
такой нормировкой, что может свидетельствовать о смене механизма накопле-
ния повреждений. Модели усталости, учитывающие выдержки, нам не извест-
ны.

В работе [35] нами была предложена эволюционная модель усталостного раз-
рушения, в которой рост повреждённости не зависит от скорости приложения
нагрузки и наличия выдержек, а в [36] эта модель применена для расчёта уста-
лостной долговечности диска компрессора высокого давления. В настоящей ра-
боте данная модель модифицируется для учета эффекта частоты и выдержек.
Модель определяет накопление повреждённости по истории изменения тензора
напряжений σ(t), t ≥ 0 в опасной точке, при этом не учитываются неупру-
гие деформации. Также не предполагается зависимости механических свойств
от накопленной повреждённости. Данная относительно простая несвязанная
модель используется расчетах в режиме постпроцессинга, когда после расчё-
та напряжений от рабочих нагрузок определяется опасная точка детали, для
которой по истории изменения тензора напряжений определяется накопленная
повреждённость и усталостная долговечность. Вследствие несвязанности и ис-
пользования только истории напряжений в расчётах, модель применима при
отсутствии значительных неупругих деформаций в течение цикла; малоцикло-
вая усталость и накопление повреждений в ходе циклической ползучести лежат
за рамками данной работы.
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2. Эволюционная модель усталостного разрушения Предлагается
модификация модели [35] для учёта скоростных эффектов

β = 1
σ−1

(√
3
2
∥s−α∥+ g(I1)− r(||α||) + w(∆σmax) + rdw

)
,

α̇ = ∥ṡ∥ q(β)H(β)f(ϑ) s−α
∥s−α∥ ,

Ḋ = Ḋsc + Ḋdw,

Ḋsc =
∥ṡ∥
σ−1

p(β)H(β)f(ϑ) 1
(1−F (σ))ω

,

Ḋdw = kdwp(β)H(β) 1

(1−F (σ))ω̂

(
1− Ddw

kmax
dw Dsc

)
,

ṙdw =
(

r0−rdw
tr

)
− kr ⟨− (σ−1β + r0 − rdw)⟩ ,

(1)

где β — внутренняя переменная, измеряющая опасность текущего уровня на-
пряжений, σ — симметричный тензор напряжений, s = σ − 1

3
I1I — его де-

виатор, I1 = spσ — его первый инвариант, α — симметричный тензор внут-
ренних напряжений, определяющий центр поверхности выносливости, ∥A∥ =√
A : A — евклидова норма симметричного тензора второго ранга A, ϑ =

arccos (ṡ : (s−α)/(∥ṡ∥ ∥s−α∥)) — угол между тензорами ṡ и s − α как век-
торами, D,Dsc, Ddw — параметр повреждённости, склерономная и реоном-
ная его части, rdw — внутренний параметр, ∆σmax(t) = max

t1<t2≤t
(∥σ(t1)− σ(t2)∥)

— максимальный размах напряжений за предысторию, F (σ) — функция
статической прочности: F (σ) = 1, g, r, w, q, p — материальные функции,
ω, ω̂, kdw, k

max
dw , r0, kr, tr — материальные константы, σ−1 — предел выносливо-

сти при регулярном симметричном нагружении, H(x) = {0, x < 0; 1, x ≥ 0}
— функция Хевисайда, ⟨x⟩ = {0, x < 0; x, x ≥ 0} — скобки Маколея, точ-
ка обозначает производную по времени. Структура и математический смысл
выражений (1) и входящих в него величин подробнее изложены ниже.

В основе данной модели лежит понятие поверхности выносливости в про-
странстве напряжений, задаваемой уравнением β = 0 и имеющей центр сим-
метрии. Пока напряжённое состояние лежит внутри поверхности (β ≤ 0, рис.
1, а), параметр поврежденности D имеет постоянное значение, а когда напря-
жённое состояние выходит за её пределы (β > 0, рис. 1, б), D начинает рас-
ти. Поверхность выносливости может менять свой радиус и перемещаться как
жесткое целое, приспосабливаясь к нагружению.

а) б)

Рис. 1. Поверхность выносливости в пространстве напряжений
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Скалярный параметр β является мерой опасности текущего уровня напря-
жений, от которой зависит текущая скорость накопления повреждённости и
движение поверхности выносливости. Выражение для β в системе (1) имеет
следующую структуру. Первое слагаемое определяет расстояние между цен-
тром поверхности выносливости α и девиатором напряжений s и описывает
зависимость от девиаторной части напряжённого состояния. Второе слагаемое
учитывает вклад шаровой части напряжённого состояния. Третье слагаемое
задаёт радиус поверхности выносливости, который зависит от положения её
центра α в пространстве напряжений. Четвёртое слагаемое описывает сокра-
щение радиуса поверхности выносливости при наличии циклов максимальной
амплитуды. Последнее слагаемое rdw моделирует эффект зависимости предела
выносливости от частоты нагружения и наличия выдержек.

Движение поверхности выносливости как жесткого целого описывается эво-
люционным уравнением для α в системе (1). В этом уравнении q(β) ≥ 0 есть ма-
териальная функция, задающая скорость движения поверхности выносливости
в зависимости от β. Функция Хевисайда H(β) выполняет роль переключателя:
пока напряжённое состояние находится внутри поверхности выносливости, она
неподвижна. Материальная функция 0 ≤ f(ϑ) ≤ 1 определяет зависимость от
угла ϑ между векторами направления движения точки напряжённого состоя-
ния в пространстве и ее положения относительно центра поверхности. Если эти
направления совпадают, то f(0) = 1, а если они противоположно направлены,
то f(π) = −1. Поверхность выносливости движется в направлении от ее центра
к точке напряжённого состояния, поскольку α̇ пропорционально s−α. Наличие
выдержек и частота не влияют на движение центра поверхности выносливости.

Повреждённость D состоит из склерономной Dsc и реономной Ddw частей.
Склерономность обеспечивается дифференциальной линейностью эволюцион-
ного уравнения для Dsc в (1). По структуре оно отличается от уравнения для α̇
только скалярностью и присутствием множителя с функцией F (σ), с помощью
которой записывается критерий статической прочности F (σ) = 1. Скорость
роста склерономной части повреждённости зависит от расстояния от напря-
женного состояния до поверхности выносливости (регулируется материальной
функцией p(β) ≥ 0) и направления изменения напряжённого состояния (регу-
лируется материальной функцией f(ϑ)). При приближении напряженного со-
стояния к поверхности прочности, скорость роста повреждённости становится
неограниченной.

Эволюционное уравнение реономной части повреждённости Ddw вдохновле-
на моделью КельвинаФойгта. В случае выдержки при постоянном напряжении
Ddw будет (с постепенно понижающейся скоростью) увеличиваться до значения
kmax
dw Dsc (знаменатель внутри скобок в 5-й строке (1)). Это максимальное зна-

чение пропорционально Dsc, таким образом, накопленная на текущий момент
склерономная повреждённость определяет возможность накопления реономной
повреждённости. Константа kdw задаёт скорость ростаDdw при выдержках, kmax

dw
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определяет максимальный прирост Ddw за один цикл, ω̂ регулирует увеличение
эффекта выдержек при повышении уровня нагрузки.

Для моделирования эффекта зависимости предела выносливости от часто-
ты нагрузки в выражении для β введён параметр rdw. Предел выносливости
постепенно снижается, пока напряжённое состояние находится вне поверхности
выносливости. Константы r0 и tdw отвечают за максимальное снижение предела
выносливости и скорость его снижения соответственно, а параметр kr — за ско-
рость восстановления предела выносливости до его исходного значения, пока
напряжённое состояние лежит внутри поверхности выносливости.

3. Определение констант склерономной части модели Материаль-
ные функции g(I1) и r(||α||) в выражении для β (1) можно идентифицировать
по двум диаграммам Хейга зависимостей пределов выносливости при одноос-
ном и сдвиговом нагружениях от среднего напряжения в цикле. На первом
этапе рассматривается регулярное сдвиговое нагружение со средним значением
τm и амплитудой τa. Ненулевыми компонентами тензора напряжений являются
σ12 = σ21; вследствие (1) те же ненулевые компоненты α12 = α21 имеет и тензор
α. Такое нагружение лежит на сдвиговой диаграмме Хейга, если максималь-
ное τmax = τm + τa и минимальное τmin = τm − τa напряжения цикла лежат на
поверхности выносливости β = 0. Подставив эти значения в уравнение β = 0,
получим

√
3 (τm + τa − α0)− r(

√
2α0) = 0,

√
3 (−τm + τa + α0)− r(

√
2α0) = 0, (2)

где α0 есть компонента α12, постоянная при таком нагружении, поскольку цикл
целиком лежит внутри поверхности выносливости. Исключая α0 из (2), получим
выражение

τa(τm) =
1√
3
r(
√
2τm) или r(x) =

√
3τa(x

/√
2),

позволяющее определить функцию r(x) по сдвиговой диаграмме Хейга.
На втором этапе рассматривается регулярное одноосное нагружение со сред-

ним значением σm и амплитудой σa. Тензор напряжений имеет единственную
ненулевую компоненту σ11, откуда в силу (1) тензор α имеет ненулевые диаго-
нальные элементы α11 и α22 = α33 = −1

2
α11. Нагружение лежит на диаграмме

Хейга, если максимальное σmax = σm+σa и минимальное σmin = σm−σa напря-
жения цикла лежат на поверхности выносливости β = 0, подставляя которые в
выражение для β и обозначая α11 как α0, получим

σm + σa − 3
2
α0 − r(

√
3
2
α0) + g(σm + σa) = 0,

−σm + σa +
3
2
α0 − r(

√
3
2
α0) + g(σm − σa) = 0.

Исключая отсюда α0, будем иметь

σa +
1

2

(
g(σm + σa) + g(σm − σa)− r

(
g(σm + σa)− g(σm − σa)√

6
+ 2σm

))
= 0.

(3)
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Если известна функция σa(σm), задающая диаграмму Хейга для одноосного на-
гружения, то выражение (3) можно рассматривать как функциональное урав-
нение относительно g(x). Если заданной считать функцию g(x), то выражение
(3) будет определять неявную зависимость между σa и σm. Если эксперимен-
тальная диаграмма Хейга задана в виде набора из n пар {σi

m, σ
i
a}, i = 1, ..., n,

то функция g(x) параметризуется набором констант, задающих её форму. Она
должна быть монотонно возрастающей, так как повышение I1 снижает уста-
лостную прочность. При некотором конкретном наборе констант выражение
(3) сопоставляет значениям σi

m значения σ̂i
a, отличающиеся от эксперименталь-

ных σi
a. Константы подбираются так, чтобы невязка между прогнозируемыми

σ̂i
a и экспериментальными σi

a значениями становилась минимальной.
Функции в (3) ищутся в виде

g1(x) = sign(x)
|x|∫
0

exp(−|ξ|κ)dξ,

g(I1) = kgI1 − kgcg

(
g1

(
I1−I0
cg

)
− g1

(
−I0
cg

))
,

r1(x) =

{
τu − x− kr(τu − x)γ x ≥ τu − cr
τ−1 x < τu − cr

,

r(||α||) =
√
3r1(||α||

/√
2),

kr =
1

γcγ−1
r

, γ = cr
cr−τ−1

,

(4)

где κ, kg, cg, I0 — константы функции g(I1), cr — константа функции r(||α||),
τu — предел прочности на сдвиг, τ−1 — предел выносливости при симметрич-
ном сдвиговом циклическом нагружении. Функции вида (4) хорошо описывают
диаграммы Хейга для разнообразных материалов [37].

Модель идентифицирована для α−β титанового сплава Ti-6Al-4V в условиях
комнатной температуры по экспериментальным данным [38]. Ввиду отсутствия
сдвиговой диаграммы Хейга для данного материала была использована кривая
типичной для металлов формы: с постоянным τa при небольших τm и спадом к
статическому пределу прочности, для данного материла равному τu = 680 МПа.
Предел выносливости на сдвиг при симметричном циклическом нагружении
был принят τ−1 = 0.5σ−1 [37]. Модельная диаграмма Хейга в сравнении с экспе-
риментальными данными приведена на рис. 2. Графики материальных функций
g(I1), r(||α||) изображены на рис. 3, а входящие в них их константы приведены
в табл. 1.

κ kg cg, МПа I0, МПа cr, МПа
0.867 0.527 516 752 401

Таблица 1. Материальные константы функций g и r

Используется критерий прочности Шлейхера

F (σ) =
3
2
s : s− a1I1 − a2I

2
1

a0
= 1.
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Рис. 2. Диаграмма Хейга для сплава Ti-6Al-4V

а) б)

Рис. 3. Материальные функции r(||α||) (a) и g(I1) (б) для сплава Ti-6Al-4V

Входящие в него константы ai выражаются через пределы прочности на рас-
тяжение σtu, сжатие σcu > 0 и сдвиг τu:

a0 = 3τu, a1 = −3τu
σcu − σtu
σcuσtu

, a2 =
3τu
σcuσtu

− 1.

Для сплава Ti-6Al-4V σtu = 1180МПа, σcu = 1240МПа, τu = 680МПа.
Оставшиеся в (1) материальные функции взяты в виде:

w(x) = k1

(
1
2
x+ 1

10
b1 ln

(
cosh(5(1−x/b1))

cosh(5)

))
,

q(β) = k2β
l1 + b2,

p(β) = k3 (exp(l2β)− (1− b3)) ,

(5)

где k1, k2, k3, b1, b2, b3, l1, l2 — материальные константы.
Функция w(x) представляет собой сглаженную кусочно-линейную функцию,

принимающую значение 0 при x ≤ b1 и имеющую наклон k1 при x > b1.
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Материальная функция f(ϑ) отвечает за накопление Dsc в зависимости от
сложности траектории движения точки напряжённого состояния в простран-
стве напряжений. Она имеет вид

f0(x) = 1− erf
(
3(x− π

2
l4)
)
, f(ϑ) =

f0(π)− f0(ϑ)

f0(π)− f0(0)

и содержит одну материальную константу l4, определяемую из экспериментов
на несинфазное многоосное нагружение. В рамках данной статьи рассматрива-
ется только пропорциональные нагружения одноосным растяжением и сдвигом,
поэтому значение l4 не влияет на результат.

4. Определение констант реономной части модели. Далее определя-
ются константы k1, k2, k3, b1, b2, b3, l1, l2, входящие в функции (5), а также
констант kdwell, tdwell, ω̂, r0, tr, kr (1) и ω, отвечающие за эффект частоты и
выдержек. Для этого использованы экспериментальные данные а) испытаний
плоских образцов из сплава Ti-6Al-4V на одноосное растяжение по синусои-
дальной программе с частотой 30 Гц с R = −1; 0; 0.54 (рис. 4, а, [38]), б)
испытаний цилиндрических образцов из сплава ВТ6 на одноосное растяжение
с R = 0 по программе с треугольными циклами и частотой 1 Гц и в) анало-
гичных испытаний по программе с трапецеидальными циклами с выдержкой
120 с при максимальном напряжении (рис. 4, б, выполнено в ПНИПУ). Невязка
записывалась как

X =
n∑

i=1

(
1− ln(Ni)

ln(N exp
i )

)2

, (6)

где N exp
i есть экспериментальное значение числа циклов до разрушения в i-

й точке диаграммы Вёлера, Ni — прогноз по эволюционной модели при том
же нагружении, n — общее число экспериментальных точек, использованных
в невязке. Набор констант, минимизирующих невязку (6) приведён в табл. 2.
Экспериментальные данные и их аппроксимации кривыми Вёлера приведены
на рис. 4.

k1 k2 k3 b1, МПа b2 b3 l1 l2 ω
0.176 0.077 10−5.04 3033 0.0376 0.331 6.99 1.28 1.74

kdw, c
−1 kmax

dw ω̂ r0, МПа tr, kr
1.01 274 3.48 33 0.24 1

Таблица 2. Материальные константы, входящие в уравнения (1), (5)

5. Расчёт усталостной долговечности на полётном цикле Модель
(1) использована для расчёта усталостной прочности детали газотурбинного
двигателя на полётном цикле. Истории изменения напряжений в течение по-
лётного цикла в опасной точке форсунки приведено на рис. 5, а. На рис. 5,
б приведена схематизация этой истории методом дождя по ГОСТ 25.101-83,
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а) б)

Рис. 4. Кривые усталости сплава Ti-6Al-4V и их аппроксимации для испытаний: а)
при различных R и частоте 30 Гц, б) при различных частотах и с выдержками при
R = 0

согласно которому в расчётах на усталость принимается во внимание лишь вы-
борка минимумов и максимумов нагрузки без учета из последовательности, а
выдержки не учитываются.

Материальные константы модели для α − β титанового сплава Ti-6Al-4V
(ВТ6) в условиях комнатной температуры приведены в табл. 1, 2. Оценка числа
полётных циклов до разрушения для истории рис. 4, а составила N = 22, тогда
как при отсутствии учета накопления реономной составляющей повреждённо-
сти N = 4445, что соответствует расчету по схематизированной диаграмме ме-
тодом суммирования поврежденности с использованием кривой усталости для
частоты 30 Гц. Накопление склерономной и реономной частей повреждённо-
сти во время полётного цикла приведено на рис. 6. Подавляющую часть общей
повреждённости составляет реономная часть, которая накапливается во время
выдержек при максимальном напряжении в цикле.

6. Заключение. В эволюционной модели накопления усталостной по-
врежденности, последняя является функционалом изменения напряжения от
времени в локальном объеме, не связанным с пластическими деформациями.
Представлено обобщение этой модели для учета реономных эффектов зависи-
мости циклической долговечности от частоты нагружения и выдержек при по-
стоянном напряжении в цикле. Определены материальные константы модели
для двухфазного титанового сплава ВТ6 (аналога Ti-6Al-4V), проявляющего
холодную ползучесть — чувствительность усталостных свойств к временным
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а) б)

Рис. 5. История изменения напряжений в течение полётного цикла (а) и схематизация
этой истории по методу дождя (б)

а) б)

Рис. 6. Накопление повреждённости в течение полётного цикла: склерономная (а) и
реономная (б) части повреждённости

характеристикам циклического нагружения в условиях комнатной температу-
ры. Использованы новые данные усталостных испытаний с различными часто-
тами и с выдержками в циклах. Показано, что модель может корректно опи-
сывать эти данные, а также прогнозировать усталостную долговечность для
более широкого диапазона условий нагружения. Выполнен расчет усталостной
долговечности детали газотурбинного двигателя на полетных циклах, содержа-
щих выдержки при максимальном и промежуточных значениях напряжения в
цикле, показавший существенную неконсервативность расчета усталостной дол-
говечности методом схематизации программы нагружения в рамках гипотезы
линейного суммирования поврежденности.
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Введение.

Вводные замечания. При построении определяющих уравнений в меха-
нике континуума исключительное значение имеет теория рациональных алгеб-
раических инвариантов [1—6]. Инварианты и псевдоинварианты позволяют без
труда сформулировать аппроксимации заданной степени для энергетических
потенциалов силовых и моментных напряжений в микрополярной механике
упругих тел [7—18]. В особенности это справедливо при построении матема-
тических моделей гемитропных микрополярных упругих сред. В этом случае,
наиболее подходящим является A-представление [17, 18] энергетических форм,
являющееся линейной комбинацией индивидуальных и совместных целых ра-
циональных алгебраических инвариантов асимметричного тензора деформаций
и градиента поля микроповоротов относительно гемитропной группы преобра-
зований.

Основным понятием теории алгебраических инвариантов является индиви-
дуальный инвариант (псевдоинвариант) тензора (псевдотензора) [1, с. C. 136].
При этом, если алгебраический вес g инварианта равен нулю, то инвариант но-
сит название абсолютного инварианта, а при g ̸= 0 — относительного или псев-
доинварианта. Инварианты тензора можно задавать несколькими способами [1,
с. C. 327]. Например, для аффинора A·s

k·, следы его степеней будут образовывать
бесконечную систему целых рациональных инвариантов:

S
1
= A·s

s· , S
2
= A·k

s·A
·s
k· , S

3
= A·k

s·A
·l
k·A

·s
l· , . . . . (1)

С другой стороны, важную роль играют также следующие инварианты:

I
1
= A·s

s· , I
2
= A·k

[s·A
·s
k]· , I

3
= A·k

[s·A
·l
k·A

·s
l]· , . . . . (2)

Квадратные скобки в (2) обозначают операцию альтернирования по заклю-
ченным в них индексам. Например,

I
3
= A·h

[l·A
·k
h·A

·l
k]· =

1

6
δpqrhklA

·h
p·A

·k
q·A

·l
r· . (3)

Выполняя операцию альтернирования в (2), можно получить формулы Варинга
связывающие между собой инварианты системы (2) и системы (1).

Совместные инварианты некоторого набора, состоящего из нескольких тен-
зоров/псевдотензоров, определяются следами степеней внутренних совместных
произведений тензоров, составляющих набор.

Системы инвариантов (1) и (2) являются бесконечными множествами. Кроме
того, целая рациональная функция (с числовыми коэффициентами) от несколь-
ких инвариантов системы также будет (при известных условиях) инвариантом
того же набора.

В связи с этим, возникает понятие неприводимого инварианта системы, т.е.
такого инварианта, который не является целой рациональной функцией от неко-
торых других инвариантов той же системы. Множество всех неприводимых ин-
вариантов системы называется её полной системой инвариантов, т.е. множество
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инвариантов, представляющих собой целые рациональные функции инвариан-
тов и если, кроме того, никакой из инвариантов не является целой рациональной
функцией остальных (или некоторых из них).

Следует отметить, что с монография [2] посвящена построению систем ин-
вариантов для различных наборов тензоров. Однако, в ней и ее английском
оригинале присутствуют досадные опечатки [2, C. 65, Табл. 2]. Среди индиви-
дуальных инвариантов матрицы a присутствует инвариант b3. В строке для
набора совместных инвариантов двух симметричных и двух антисимметрич-
ных матриц второго ранга a, b, u и v отсутствуют инварианты u2avb2∗†, вме-
сто инвариантов uva2b∗† присутствуют инварианты uva2b∗ и uvba2∗. Однако,
руководствуясь статьями [5, 6] можно составить верный полный набор индиви-
дуальных и совместных гемитропных инвариантов двух симметричных и двух
антисимметричных тензоров второго ранга (см. [6, P. 80, Table 1]). Вместе с тем,
первую часть статьи [5] следует читать с осторожностью, т.к. по утверждению
самого автора в ней также присутствуют неточности.

Настоящая работа продолжает цикл работ [19—21], посвященных формули-
ровкам энергетических форм нелинейных микрополярных континуумов. Здесь.
предлагается алгоритм получения аппроксимации пятого порядка потенциа-
ла силовых и моментных напряжений гемитропного микрополярного упругого
тела, учитывающего (кроме базовой квадлатичной аппроксимации) поправки
вплоть до пятого алгебраического порядка, при систематическом использова-
нии теории алгебраических инвариантов. С этой целью обсуждается полный
перечень неприводимых инвариантов для системы двух асимметричных тен-
зоров второго ранга в форме инвариантных следов. В результате предложен
исходный набор из 86 инвариантных следов, состоящий из 8 индивидуальных
инвариантов, 17 парных, 44 инвариантных троек и 17 инвариантных четверок.
Здесь классификация проведена по количеству тензорных литер (максималь-
ное число литер равно 4). Максимальная степень исходных инваринатов равна
6.

Из 86 элементов затем отфильтрованы 63 следа по правилу возрастания ал-
гебраических степеней инвариантов: 2 линейных инварианта, 6 квадратичных,
12 кубических, 19 четвертой степени, 24 инварианта пятой степени. Предложена
схема построения инвариантов пятой степени, разбитых для удобства по семи
группам, на основе правил: произведения линейных инвариантов между собой,
попарные произведения квадратичных и кубических инвариантов между собой,
попарные произведения инвариантов первой и четвертой степени, произведения
линейных и кубических инвариантов, произведения линейных, возведенных в
куб, и квадратичных инвариантов, произведения линейных и квадратов квад-
ратичных инвариантов, исходные инварианты пятой степени.
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Таким образом, гемитропный микрополярный потенциал определяется с по-
мощью 366 механических модулей. Получены определяющие уравнения для си-
ловых и моментных напряжений, включающие поправки второй, третьей и чет-
вертой алгебраической степени, справедливые в произвольной криволинейной
системе координат.

Изложение в значительной степени использует терминологию, обозначения,
методы и результаты, развитые в предыдущих статьях [17—32].

1. Инвариантные следы не выше пятой степени и образующие це-
лый рациональный базис относительно гемитропной группы. Рассмот-
рим систему, состоящую из двух асимметричных тензоров второго ранга. Каж-
дый из этих тензоров можно представить в виде алгебраической суммы сим-
метричной и антисимметричной частей, т.е.

A+V; B+W. (4)

При этом, справедливы следующие равенства:

A = AT; V = −VT;

B = BT; W = −WT.
(5)

Используя результаты, полученные в работах [2, 5, 6], для системы, состоящей
из двух симметричных A, B и двух антисимметричных V, W тензоров второго
ранга, можно построить систему исходных инвариантов. Следует отметить, что
рассуждения о совместных и индивидуальных инвариантах такой системы су-
щественно зависят от размерности пространства. Положим далее, что она равна
3. Полный набор исходных индивидуальных и совместных гемитропных инва-
риантов указанной системы тензоров состоит из 86 неприводимых элементов [2,
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5, 6], упорядоченных согласно [2, C. 65, Табл. 2], с исправлениями:

1 .) tr [A] 2 .) tr [A2] 3 .) tr [A3] 4 .) tr [B]

5 .) tr [B2] 6 .) tr [B3] 7 .) tr [V2] 8 .) tr [W2]

9 .) tr [AB] 10 .) tr [AB2] 11 .) tr [BA2] 12 .) tr [A2B2]

13 .) tr [V2A] 14 .) tr [V2A2] 15 .) tr [V2AVA2] 16 .) tr [V2B]

17 .) tr [V2B2] 18 .) tr [V2BVB2] 19 .) tr [W2A] 20 .) tr [W2A2]

21 .) tr [W2AWA2] 22 .) tr [W2B] 23 .) tr [W2B2] 24 .) tr [W2BWB2]

25 .) tr [VW] 26 .) tr [VAB] 27 .) tr [VA2B] 28 .) tr [VB2A]

29 .) tr [VA2B2] 30 .) tr [VA2BA] 31 .) tr [VB2AB] 32 .) tr [VA2B2A]

33 .) tr [VB2A2B] 34 .) tr [V2AB] 35 .) tr [V2A2B] 36 .) tr [V2B2A]

37 .) tr [V2AVB] 38 .) tr [V2AVB2] 39 .) tr [V2BVA2] 40 .) tr [WAB]

41 .) tr [WA2B] 42 .) tr [WB2A] 43 .) tr [WA2B2] 44 .) tr [WA2BA]

45 .) tr [WB2AB] 46 .) tr [WA2B2A] 47 .) tr [WB2A2B] 48 .) tr [W2AB]

49 .) tr [W2A2B] 50 .) tr [W2B2A] 51 .) tr [W2AWB] 52 .) tr [W2AWB2]

53 .) tr [W2BWA2] 54 .) tr [VWA] 55 .) tr [VWA2] 56 .) tr [V2WA]

57 .) tr [W2VA] 58 .) tr [V2WA2] 59 .) tr [W2VA2] 60 .) tr [V2AWA2]

61 .) tr [W2AVA2] 62 .) tr [VWB] 63 .) tr [VWB2] 64 .) tr [V2WB]

65 .) tr [W2VB] 66 .) tr [V2WB2] 67 .) tr [W2VB2] 68 .) tr [V2BWB2]

69 .) tr [W2BVB2] 70 .) tr [VWAB] 71 .) tr [VWBA] 72 .) tr [VWA2B]

73 .) tr [VWB2A] 74 .) tr [WVA2B] 75 .) tr [WVB2A] 76 .) tr [VWA2B2]

77 .) tr [VWA2BA] 78 .) tr [VWB2AB] 79 .) tr [V2WAB] 80 .) tr [W2VAB]

81 .) tr [V2AWB] 82 .) tr [W2AVB] 83 .) tr [V2BWA2] 84 .) tr [V2AWB2]

85 .) tr [W2BVA2] 86 .) tr [W2AVB2].

(6)

Здесь и далее будем опускать операцию внутреннего произведения тензоров,
т.е. запись A ·B сокращается до AB. В дальнейших рассуждениях ограничим-
ся гемитропными инвариантами не выше пятой степени из набора (6). Таких
инвариантов оказывается всего 63. Для удобства перенумеруем их согласно сле-
дующим правилам: 1.) инварианты нумеруются в порядке возрастания их ал-
гебраической степени; 2.) — в порядке увеличения количества различных со-
множителей во внутреннем произведении; 3.) — в алфавитном порядке литер.
При этом главным является правило 1.), а привила 2.) и 3.) — подчиненными.
Кроме того, правило 3.) подчинено также правилу 2.). В таком случае получим
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следующий упорядоченный набор инвариантов не выше пятой степени:

1.) tr [A] 2.) tr [B] 3.) tr [A2] 4.) tr [B2]

5.) tr [V2] 6.) tr [W2] 7.) tr [AB] 8.) tr [VW]

9.) tr [A3] 10.) tr [B3] 11.) tr [AB2] 12.) tr [BA2]

13.) tr [V2A] 14.) tr [V2B] 15.) tr [W2A] 16.) tr [W2B]

17.) tr [VAB] 18.) tr [WAB] 19.) tr [VWA] 20.) tr [VWB]

21.) tr [A2B2] 22.) tr [V2A2] 23.) tr [V2B2] 24.) tr [W2A2]

25.) tr [W2B2] 26.) tr [VA2B] 27.) tr [WA2B] 28.) tr [VB2A]

29.) tr [WB2A] 30.) tr [VWA2] 31.) tr [VWB2] 32.) tr [V2AB]

33.) tr [W2AB] 34.) tr [V2WA] 35.) tr [V2WB] 36.) tr [W2VA]

37.) tr [W2VB] 38.) tr [VWAB] 39.) tr [VWBA] 40.) tr [VA2B2]

41.) tr [VA2BA] 42.) tr [VB2AB] 43.) tr [V2A2B] 44.) tr [V2B2A]

45.) tr [V2AVB] 46.) tr [WA2B2] 47.) tr [WA2BA] 48.) tr [WB2AB]

49.) tr [W2A2B] 50.) tr [W2B2A] 51.) tr [W2AWB] 52.) tr [V2WA2]

53.) tr [W2VA2] 54.) tr [V2WB2] 55.) tr [W2VB2] 56.) tr [VWA2B]

57.) tr [VWB2A] 58.) tr [WVA2B] 59.) tr [WVB2A] 60.) tr [V2WAB]

61.) tr [W2VAB] 62.) tr [V2AWB] 63.) tr [W2AVB]

(7)

Каждый из инвариантных следов снабжается индивидуальным идентифика-
ционным номером. Отметим, что в наборе (7) присутствует: два инварианта
первой степени — 1.), 2.); шесть инвариантов второй степени — 3.)–8.); две-
надцать инвариантов третьей степени — 9.)–20.); девятнадцать инвариантов
четвертой степени — 21.)–39.); двадцать четыре инварианта пятой степени —
40.)–63.).

Сначала выберем линейные инварианты из списка (7). Их всегда два:

1, 2. (8)

Сформируем затем набор квадратичных инвариантов из приведенного спис-
ка. Ясно, что указанные инварианты суть (номера указывают на сами инвари-
анты):

12, 1 · 2;
22;

3, 4, 5, 6, 7, 8.

(9)

Набор (9) состоит из 9 квадратичных гемитропных инвариантов, которые
были использованы ранее для построения квадратичной энергетической формы
гемитропного микрополярного упругого тела [17, 18, 28—30].



290 Е. В. МУРАШКИН, Ю. Н. РАДАЕВ

Для определения аппроксимаций более высокой степени (третьей, четвертой,
пятой, шестой ...) энергетических форм в конечном итоге необходимо расши-
рить систему рациональных инвариантов до инвариантов более высоких целых
степеней (3, 4, 5, ...).

Выпишем далее неприводимую систему кубических инвариантов, представ-
ляющих собой совместные произведения инвариантов из списка (7) общей степе-
ни 3. Полный перечень из 28 кубических гемитропных инвариантов принимает
вид:

13, 12 · 2, 1 · 22;
23;

1 · 3, 1 · 4, 1 · 5, 1 · 6, 1 · 7, 1 · 8;
2 · 3, 2 · 4, 2 · 5, 2 · 6, 2 · 7, 2 · 8;
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

(10)

Найдем полный набор инвариантов четвертой степени, представляющих со-
бой произведения инвариантов из списка (7) общей итоговой алгебраической
степени 4 по следующей схеме. Сначала найдем произведения линейных инва-
риантов друг с другом:

14, 13 · 2, 12 · 2, 1 · 23;
24.

(11)

Затем отберем произведения квадратичных инвариантов друг с другом:

32, 3 · 4, 3 · 5, 3 · 6, 3 · 7, 3 · 8;
42, 4 · 5, 4 · 6, 4 · 7, 4 · 8;
52, 5 · 6, 5 · 7, 5 · 8;
62, 6 · 7, 6 · 8;
72, 7 · 8;
82.

(12)

Произведения общей четвертой алгебраической степени, включающие линей-
ные и квадратичные инварианты, вычисляются согласно:

12 · 3, 12 · 4, 12 · 5, 12 · 6, 12 · 7, 12 · 8;
22 · 3, 22 · 4, 22 · 5, 22 · 6, 22 · 7, 22 · 8;
1 · 2 · 3, 1 · 2 · 4, 1 · 2 · 5, 1 · 2 · 6, 1 · 2 · 7, 1 · 2 · 8.

(13)

Произведения четвертой степени, состоящие из линейных и кубических ин-
вариантов, перечисляются ниже:

1 · 9, 1 · 10, 1 · 11, 1 · 12, 1 · 13, 1 · 14, 1 · 15, 1 · 16, 1 · 17, 1 · 18, 1 · 19, 1 · 20;
2 · 9, 2 · 10, 2 · 11, 2 · 12, 2 · 13, 2 · 14, 2 · 15, 2 · 16, 2 · 17, 2 · 18, 2 · 19, 2 · 20.

(14)
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Наконец отделим исходные инварианты четвертой степени:

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39. (15)

Объединив полученные группы произведений (11), (12), (13), (14), (15) полу-
чим искомый полный набор из 5+21+18+24+19 = 87 инвариантов четвертой
степени.

Найдем теперь полный набор инвариантов пятой алгебраической степени,
представляющих собой совместные произведения инвариантов из списка (7) об-
щей алгебраической степени 5 по схеме, которая была использована для полу-
чения полного набора гемитропных инвариантов общей алгебраической степени
4.

Сначала найдем произведения линейных инвариантов друг с другом:

15, 14 · 2, 13 · 22, 12 · 23, 1 · 24;
25.

(16)

Произведения квадратичных и кубических инвариантов друг с другом при-
мут вид:

3 · 9, 3 · 10, 3 · 11, 3 · 12, 3 · 13, 3 · 14, 3 · 15, 3 · 16, 3 · 17, 3 · 18, 3 · 19, 3 · 20;
4 · 9, 4 · 10, 4 · 11, 4 · 12, 4 · 13, 4 · 14, 4 · 15, 4 · 16, 4 · 17, 4 · 18, 4 · 19, 4 · 20;
5 · 9, 5 · 10, 5 · 11, 5 · 12, 5 · 13, 5 · 14, 5 · 15, 5 · 16, 5 · 17, 5 · 18, 5 · 19, 5 · 20;
6 · 9, 6 · 10, 6 · 11, 6 · 12, 6 · 13, 6 · 14, 6 · 15, 6 · 16, 6 · 17, 6 · 18, 6 · 19, 6 · 20;
7 · 9, 7 · 10, 7 · 11, 7 · 12, 7 · 13, 7 · 14, 7 · 15, 7 · 16, 7 · 17, 7 · 18, 7 · 19, 7 · 20;
8 · 9, 8 · 10, 8 · 11, 8 · 12, 8 · 13, 8 · 14, 8 · 15, 8 · 16, 8 · 17, 8 · 18, 8 · 19, 8 · 20.

(17)
Произведения инвариантов первой и четвертой степеней примут вид:

1 · 21, 1 · 22, 1 · 23, 1 · 24, 1 · 25, 1 · 26, 1 · 27, 1 · 28, 1 · 29, 1 · 30,
1 · 31, 1 · 32, 1 · 33, 1 · 34, 1 · 35, 1 · 36, 1 · 37, 1 · 38, 1 · 39;
2 · 21, 2 · 22, 2 · 23, 2 · 24, 2 · 25, 2 · 26, 2 · 27, 2 · 28, 2 · 29, 2 · 30,
2 · 31, 2 · 32, 2 · 33, 2 · 34, 2 · 35, 2 · 36, 2 · 37, 2 · 38, 2 · 39.

(18)

Произведения инвариантов первой и третьей степеней примут вид:

12 · 9, 12 · 10, 12 · 11, 12 · 12, 12 · 13, 12 · 14,
12 · 15, 12 · 16, 12 · 17, 12 · 18, 12 · 19, 12 · 20;
22 · 9, 22 · 10, 22 · 11, 22 · 12, 22 · 13, 22 · 14,
22 · 15, 22 · 16, 22 · 17, 22 · 18, 22 · 19, 22 · 20;
1 · 2 · 9, 1 · 2 · 10, 1 · 2 · 11, 1 · 2 · 12, 1 · 2 · 13, 1 · 2 · 14,
1 · 2 · 15, 1 · 2 · 16, 1 · 2 · 17, 1 · 2 · 18, 1 · 2 · 19, 1 · 2 · 20.

(19)
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Произведения кубов инвариантов первой и второй степеней друг с другом
примут вид:

13 · 3, 13 · 4, 13 · 5, 13 · 6, 13 · 7, 13 · 8;
23 · 3, 23 · 4, 23 · 5, 23 · 6, 23 · 7, 23 · 8;
12 · 2 · 3, 12 · 2 · 4, 12 · 2 · 5, 12 · 2 · 6, 12 · 2 · 7, 12 · 2 · 8;
1 · 22 · 3, 1 · 22 · 4, 1 · 22 · 5, 1 · 22 · 6, 1 · 22 · 7, 1 · 22 · 8.

(20)

Произведения инвариантов первой степени и квадратов квадратичных инва-
риантов примут вид:

1 · 32, 1 · 3 · 4, 1 · 3 · 5, 1 · 3 · 6, 1 · 3 · 7, 1 · 3 · 8;
1 · 42, 1 · 4 · 5, 1 · 4 · 6, 1 · 4 · 7, 1 · 4 · 8;
1 · 52, 1 · 5 · 6, 1 · 5 · 7, 1 · 5 · 8;
1 · 62, 1 · 6 · 7, 1 · 6 · 8;
1 · 72, 1 · 7 · 8;
1 · 82;
2 · 32, 2 · 3 · 4, 2 · 3 · 5, 2 · 3 · 6, 2 · 3 · 7, 2 · 3 · 8;
2 · 42, 2 · 4 · 5, 2 · 4 · 6, 2 · 4 · 7, 2 · 4 · 8;
2 · 52, 2 · 5 · 6, 2 · 5 · 7, 2 · 5 · 8;
2 · 62, 2 · 6 · 7, 2 · 6 · 8;
2 · 72, 2 · 7 · 8;
2 · 82.

(21)

Наконец отберем исходные инварианты пятой алгебраически степени:

40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51,

52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63.
(22)

Объединив группы произведений исходных вариантов друг с другом (16)–
(22) получим искомый полный набор из 6 + 72 + 38 + 36 + 24 + 42 + 24 = 242
гемитропных инварианта пятой степени.

2. Аппроксимация пятого порядка энергетической формы гемит-
ропного микрополярного упругого тела. Опираясь на результаты преды-
дущего раздела, построим систему индивидуальных и совместных целых ра-
циональных алгебраических инвариантов симметричных и антисимметричных
частей асимметричных тензоров деформаций и тензора изгиба–кручения. Для
этого следует положить:

A = sym ϵ, B = symκ,

V = asym ϵ, W = asymκ.
(23)
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В смешанных компонентах соотношения (23) примут вид

A·k
s· =

1

2

[
ϵ·ks· + ϵk··s

]
, B·k

s· =
1

2

[
κ·ks· + κk··s

]
,

V ·k
s· =

1

2

[
ϵ·ks· − ϵk··s

]
, W ·k

s· =
1

2

[
κ·ks· − κk··s

]
.

(24)

Воспользовавшись заменой (23) и принимая схему нумерации из работ [17,
18], систему квадратичных гемитропных инвариантов (9) можно выписать со-
гласно [33], а систему гемитропных кубических инвариантов (10) согласно [20].
Аналогичным способом можно получить систему гемитропных инвариантов
четвертой степени.

А-представление аппроксимации четвертого порядка энергетической формы
гемитропного микрополярного упругого тела, соответствующее системе инва-
риантов второй, третьей, четвертой и пятой степеней запишем в сокращенной
форме:

U =
9∑

a=1

2C
a

2I
a
+

28∑
c=1

3C
c

3J
c
+

87∑
m=1

4C
m

4K
m
+

242∑
s=1

5C
s

5L
s
, (25)

где введены новые обозначения для определяющих модулей: 2C
a

(a = 1, ..., 9) —
определяющие модули квадратичного приближения; 3C

c
(c = 1, ..., 28) — опре-

деляющие модули, связанные с кубическими поправками; 4C
m

(m = 1, ..., 87) —
определяющие модули, связанные с поправками четвертой степени; 5C

s
(s =

1, ..., 242) — определяющие модули, связанные с поправками четвертой степени;
2I
a
(a = 1, ..., 9) — квадратичные инварианты; 3J

c
(c = 1, ..., 28) — кубические инва-

рианты; 4K
m

(m = 1, ..., 87) — инварианты четвертой степени; 5L
s

(s = 1, ..., 242) —
инварианты пятой степени. Стоит отметить чувствительность некоторых опре-
деляющих модулей к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного про-
странства, что связано с возможностью присвоения нечетного алгебраического
веса тензору изгиба–кручения.

Определяющие модули (9 + 28 + 87 + 242 = 366): 2C
a

(a = 1, ..., 9); 3C
c

(c = 1, ..., 28); 4C
m

(m = 1, ..., 87) и 5C
s

(s = 1, ..., 242), присутствующие в по-
тенциале силовых и моментных напряжений (25), являются неопределенны-
ми коэффициентами в линейной комбинации неприводимой системы инвариан-
тов второй, третьей, четвертой и пятой алгебраических степеней системы двух
асимметричных тензоров второго ранга.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений, соответ-
ствующие энергетической форме (25), получены как в виде

ts··k =
∂U

∂ (ϵ·ks·)
, µs·

·k =
∂U

∂ (κ·ks·)
. (26)
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Для симметричных и антисимметричных частей силовых и моментных на-
пряжений справедливы следующие соотношения

1

2

[
t·ks· + tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ϵ·ks·)
+

∂U

∂ (ϵk··s)

]
,

1

2

[
µ·k
s· + µk·

·s
]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
+

∂U

∂ (κk··s)

]
,

1

2

[
t·ks· − tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ϵ·ks·)
− ∂U

∂ (ϵk··s)

]
,

1

2

[
µ·k
s· − µk·

·s
]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
− ∂U

∂ (κk··s)

]
.

(27)

Подставив выражение для потенциала (25) в уравнения (26), получим:

ts··k =
9∑

c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (ϵ·ks·)
+

28∑
a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (ϵ·ks·)
+

87∑
m=1

4C
m

∂ 4K
m

∂ (ϵ·ks·)
+

242∑
s=1

5C
s

∂ 5L
s

∂ (ϵ·ks·)
,

µs·
·k =

9∑
c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (κ·ks·)
+

28∑
a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (κ·ks·)
+

87∑
m=1

4C
m

∂ 4K
m

∂ (κ·ks·)
+

242∑
s=1

5C
s

∂ 5L
s

∂ (κ·ks·)
.

(28)

Остается вычислить частные производные в выражениях (28) для получе-
ния точной формулировки определяющих уравнений нелинейного гемитропно-
го микрополярного тела, учитывающие поправка второй, третьей, четвертой и
пятой алгебраической степени.

3. Заключение. В настоящей работе теория алгебраических инвариантов
используется с целью получения аппроксимации пятого порядка энергетической
формы нелинейного гемитропного микрополярного упругого тела. Алгоритм
развивается на базе исходной системы инвариантных следов. Алгебраические
инварианты представляют собой инвариантные следы, вообще говоря, непере-
становочных степеней внутренних произведений целых степеней тензоров вто-
рого ранга, составляющих исследуемую систему. Подводя итог настоящего ис-
следования, заключаем:

(1) С помощью теории целых рациональных алгебраических инвариантов
(псевдоинвариантов) исследовано полное множество неприводимых ин-
вариантов для системы двух асимметричных тензоров второго ран-
га в форме инвариантных следов. В результате выделен набор из 86
инвариантных следов, состоящий из 8 индивидуальных инвариантов,
17 парных, 44 инвариантных троек и 17 инвариантных четверок, т.е.
8 + 17 + 44 + 17 = 86.

(2) Из 86 элементов затем отфильтрованы по правилу возрастания алгебра-
ических степеней инвариантов: 2 линейных инварианта, 6 квадратичных,
12 кубических и 19 инвариантов четвертой степени, (2+6+12+19 = 39).
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Предложена схема построения 39 инвариантов пятой степени, разбитых
по семи группам.

(3) Найдены целые рациональные произведения пятой алгебраической сте-
пени, сформированных из исходных 63 элементов, по следующей схе-
ме: произведения линейных инвариантов между собой (5), произведения
квадратичных инвариантов между собой (21), произведения линейных
и квадратичных инвариантов (18), попарные произведения линейных и
кубических инвариантов (24), собственно инварианты четвертой степени
(19). Всего: (5 + 21 + 18 + 24 + 19 = 87).

(4) Построен потенциал силовых и моментных напряжений гемитропного
микрополярного упругого тела, содержащий аппроксимации второго,
третьего, четвертого и пятого порядков. Таким образом микрополяр-
ный потенциал содержит всего 9 + 28 + 87 + 242 = 366 гемитропных
механических модулей.

(5) Получены определяющие уравнения для силовых и моментных напряже-
ний, включающие поправки второй, третьей и четвертой алгебраической
степени.
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10. Neuber H. Über Probleme der Spannungskonzentration im Cosserat-Körper // Acta
Mechanica. – 1966. – Т. 2. – С. 48–69. – DOI: 10.1007/BF01176729.

11. Neuber H. On the general solution of linear-elastic problems in isotropic and
anisotropic Cosserat continua // Applied Mechanics: Proceedings of the Eleventh
International Congress of Applied Mechanics Munich (Germany) 1964. – Springer.
1966. – С. 153–158. – DOI: 10.1007/978-3-662-29364-5\_16.

12. Neuber H. On the Effect of Stress Concentration in Cosserat Continua // Mechanics
of Generalized Continua / под ред. E. Kröner. – Berlin, Heidelberg : Springer Berlin
Heidelberg, 1968. – С. 109–113.

13. Nowacki W. Theory of micropolar elasticity. Berlin: Springer. – Berlin : Springer
Science & Business Media, 1972.

14. Besdo D. A contribution to the nonlinear theory of the Cosserat-continuum // Acta
Mechanica. – 1974. – Т. 20. – С. 105–131.

15. Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. – Oxford, New York, Toronto, Sydney,
Paris, Frankfurt : Pergamon Press, 1986. – viii+383.

16. Dyszlewicz J. Micropolar Theory of Elasticity. – Berlin : Springer Science & Business
Media, 1986. – xv+345. – (Lecture Notes in Applied and Computational Mechanics).

17. Радаев Ю. Н. Правило множителей в ковариантных формулировках микропо-
лярных теорий механики континуума // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-
мат. науки. – 2018. – Т. 22, вып. 3. – С. 504–517. – DOI: 10.14498/vsgtu1635.

18. Радаев Ю., Мурашкин Е. Псевдотензорная формулировка механики гемитроп-
ных микрополярных сред // Проблемы прочности и пластичности. – 2020. –
Т. 82, № 4. – С. 399–412. – DOI: 10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412.

19. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Theory of Poisson’s ratio for a thermoelastic
micropolar acentric isotropic solid // Lobachevskii Journal of Mathematics. –
Russian Federation, 2024. – Т. 45, № 5. – С. 2378–2390. – DOI: 10 . 1134 /
s1995080224602480.

20. Murashkin E. V., Radayev Y. N. О квадратичных поправках определяющих урав-
нений для гемитропного микрополярного упругого тела // Vestn. Samar. Gos.
Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math.
Sci.] – 2025. – Т. 29, № 2. – С. 207–219. – DOI: 10.14498/vsgtu2144.

21. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. О квадратичных поправках определяющих урав-
нений для гемитропного микрополярного упругого тела // Вестник Самарско-
го государственного технического университета. Серия Физико-математические
науки. – Самара, 2025. – Т. 29, № 2. – С. 274–293. – DOI: 10.14498/vsgtu2144.

22. Murashkin E. V., Radaev Y. N. Heat Conduction of Micropolar Solids Sensitive
to Mirror Reflections of Three–Dimensional Space // Uchenye Zapiski Kazanskogo



ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ АППРОКСИМАЦИИ 297

Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki. – 2023. – Т. 165, № 4. –
С. 389–403. – DOI: 10.26907/2541-7746.2023.4.389-403.

23. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Heat transfer in anisotropic micropolar solids //
Mechanics of Solids. – United States, 2023. – Т. 58, № 9. – С. 3111–3119. – DOI:
10.3103/S0025654423700255.

24. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On algebraic triple weights formulation of
micropolar thermoelasticity // Mechanics of Solids. – United States, 2024. – Т. 59,
№ 1. – С. 555–580. – DOI: 10.1134/s0025654424700274.

25. Murashkin E. V., Radaev Y. N. Coupled Thermoelasticity of Hemitropic Media.
Pseudotensor Formulation // Mechanics of Solids. – 2023. – Т. 58, № 3. –
С. 802–813. – DOI: 10.3103/s0025654423700127.

26. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. К поливариантности основных уравнений свя-
занной термоупругости микрополярного тела // Вестник Чувашского государ-
ственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия механика
предельного состояния. – 2023. – 3(57). – С. 112–128. – DOI: 10.37972/chgpu.
2023.57.3.010.

27. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Мультивесовая термомеханика гемитропных
микрополярных тел // Вестник Чувашского государственного педагогического
университета им. И. Я. Яковлева. Серия механика предельного состояния. –
2023. – 4(58). – С. 86–120. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.58.4.010.

28. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Приведение естественных форм гемитропных
энергетических потенциалов к конвенциональным // Вестник Чувашского го-
сударственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия меха-
ника предельного состояния. – 2022. – 4(54). – С. 108–115. – DOI: 10.37972/
chgpu.2022.54.4.009.

29. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. О двух основных естественных формах потен-
циала асимметричных тензоров силовых и моментных напряжений в механи-
ке гемитропных тел // Вестник Чувашского государственного педагогического
университета им. И. Я. Яковлева. Серия механика предельного состояния. –
2022. – 3(53). – С. 86–100. – DOI: 10.37972/chgpu.2022.53.3.010.

30. Мурашкин Е. В. О связи микрополярных определяющих параметров термоди-
намических потенциалов состояния // Вестник Чувашского государственного
педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия механика предельного
состояния. – 2023. – 1(55). – С. 110–121. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.55.1.012.

31. Murashkin E. V., Radayev Y. N. A negative weight pseudotensor formulation of
coupled hemitropic thermoelasticity // Lobachevskii Journal of Mathematics. –
Russian Federation, 2023. – Т. 44, № 6. – С. 2440–2449. – DOI: 10 . 1134 /
s1995080223060392.

32. Krylova E. Y., Murashkin E. V., Radaev Y. N. The Nye cells and figures for athermic
hemitropic, isotropic, and ultraisotropic micropolar elastic solids // Mechanics of
Solids. – United States, 2024. – Т. 59, № 3. – С. 1311–1320. – DOI: 10.1134/
s0025654424603719.

33. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Cubic Approximation of Stress Potential for a
Hemitropic Micropolar Elastic Solid // Lobachevskii Journal of Mathematics. –
Russian Federation, 2025. – Т. 46, № 5. – С. 2391–2400. – DOI: 10 . 1134 /
S1995080225606514.



298 Е. В. МУРАШКИН, Ю. Н. РАДАЕВ

REFERENCES
1. Gurevich G. B. Foundations of the Theory of Algebraic Invariants. – Moscow,

Leningrad : GITTL, 1948. – 408 p.
2. Spencer E. Theory of Invariants. – Mir, 1974.
3. Zhilin P. A. Rational Mechanics of Continuous Media. – Saint Petersburg: Poly-

technic University Press, 2012.
4. Sushkevich A. K. Foundations of Higher Algebra. – ONTI. Main Editorial Office

for Technical, Theoretical Literature, 1937.
5. Spencer A. J. M., Rivlin R. S. Isotropic integrity bases for vectors and second-order

tensors: part I // Archive for Rational Mechanics and Analysis. – 1962. – Vol. 9. –
P. 45–63.

6. Spencer A. J. M. Isotropic integrity bases for vectors and second-order tensors: part
II // Archive for Rational Mechanics and Analysis. – 1965. – Vol. 18, no. 1. –
P. 51–82.

7. Cosserat E. M. P., Cosserat F. Théorie des corps déformables. – Paris : A. Hermann
et fils, 1909. – VI+226.

8. G unther W. Zur Statik und Kinematik des Cosseratschen Kontinuums // Abh.
Braunschweig. Wiss. Ges. – 1958. – Vol. 10. – P. 195–213.

9. Kessel S. Lineare Elastizitätstheorie des anisotropen Cosserat-kontinuums // Ab-
handlungen der Braunschweig. Wiss. Ges. – 1964. – Vol. 16. – P. 1–22.

10. Neuber H. Über Probleme der Spannungskonzentration im Cosserat-Körper // Acta
Mechanica. – 1966. – Vol. 2. – P. 48–69. – DOI: 10.1007/BF01176729.

11. Neuber H. On the general solution of linear-elastic problems in isotropic and
anisotropic Cosserat continua // Applied Mechanics: Proceedings of the Eleventh
International Congress of Applied Mechanics Munich (Germany) 1964. – Springer.
1966. – P. 153–158. – DOI: 10.1007/978-3-662-29364-5\_16.

12. Neuber H. On the Effect of Stress Concentration in Cosserat Continua // Mechanics
of Generalized Continua / ed. by E. Kröner. – Berlin, Heidelberg : Springer Berlin
Heidelberg, 1968. – P. 109–113.

13. Nowacki W. Theory of Micropolar Elasticity. – Berlin : Springer Science & Business
Media, 1972.

14. Besdo D. A contribution to the nonlinear theory of the Cosserat-continuum // Acta
Mechanica. – 1974. – Vol. 20. – P. 105–131.

15. Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. – Oxford, New York, Toronto, Syd-
ney, Paris, Frankfurt : Pergamon Press, 1986. – viii+383.

16. Dyszlewicz J. Micropolar Theory of Elasticity. – Berlin : Springer Science & Busi-
ness Media, 1986. – xv+345. – (Lecture Notes in Applied and Computational
Mechanics).

17. Radayev Y. N. Multiplier Rule in Covariant Formulations of Micropolar Contin-
uum Mechanics Theories // Vestnik Samarskogo gosudarstvennogo tekhnicheskogo
universiteta. Seriya: Fiziko-matematicheskie nauki. – 2018. – Vol. 22, iss. 3. –
P. 504–517. – DOI: 10.14498/vsgtu1635.

18. Radayev Y. N., Murashkin E. V. Pseudotensor Formulation of the Mechanics of
Hemitropic Micropolar Media // Problemy prochnosti i plastichnosti. – 2020. –
Vol. 82, no. 4. – P. 399–412. – DOI: 10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412.



ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ АППРОКСИМАЦИИ 299

19. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Theory of Poisson’s ratio for a thermoelastic mi-
cropolar acentric isotropic solid // Lobachevskii Journal of Mathematics. – Rus-
sian Federation, 2024. – Vol. 45, no. 5. – P. 2378–2390. – DOI: 10 .1134/
s1995080224602480.

20. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On Quadratic Corrections to the Constitutive
Equations for a Hemitropic Micropolar Elastic Solid // Vestn. Samar. Gos. Tekhn.
Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.] –
2025. – Vol. 29, no. 2. – P. 207–219. – DOI: 10.14498/vsgtu2144.

21. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On Quadratic Corrections to the Constitutive
Equations for a Hemitropic Micropolar Elastic Solid // Vestnik Samarskogo gosu-
darstvennogo tekhnicheskogo universiteta. Seriya Fiziko-matematicheskie nauki. –
Samara, 2025. – Vol. 29, no. 2. – P. 274–293. – DOI: 10.14498/vsgtu2144.

22. Murashkin E. V., Radaev Y. N. Heat Conduction of Micropolar Solids Sensitive
to Mirror Reflections of Three–Dimensional Space // Uchenye Zapiski Kazanskogo
Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki. – 2023. – Vol. 165, no. 4. –
P. 389–403. – DOI: 10.26907/2541-7746.2023.4.389-403.

23. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Heat transfer in anisotropic micropolar solids //
Mechanics of Solids. – United States, 2023. – Vol. 58, no. 9. – P. 3111–3119. –
DOI: 10.3103/S0025654423700255.

24. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On algebraic triple weights formulation of mi-
cropolar thermoelasticity // Mechanics of Solids. – United States, 2024. – Vol. 59,
no. 1. – P. 555–580. – DOI: 10.1134/s0025654424700274.

25. Murashkin E. V., Radaev Y. N. Coupled Thermoelasticity of Hemitropic Media.
Pseudotensor Formulation // Mechanics of Solids. – 2023. – Vol. 58, no. 3. –
P. 802–813. – DOI: 10.3103/s0025654423700127.

26. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On the Polyvariance of the Basic Equations of
Coupled Micropolar Thermoelasticity // Vestnik Chuvashskogo gosudarstvennogo
pedagogicheskogo universiteta im. I. Ya. Yakovleva. Seriya: Mekhanika predelnogo
sostoyaniya. – 2023. – 3(57). – P. 112–128. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.57.3.
010.

27. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Multiweights Thermomechanics of Hemitropic Mi-
cropolar Solids // Vestnik Chuvashskogo gosudarstvennogo pedagogicheskogo uni-
versiteta im. I. Ya. Yakovleva. Seriya: Mekhanika predelnogo sostoyaniya. –
2023. – 4(58). – P. 86–120. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.58.4.010.

28. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Reduction of Natural Forms of Hemitropic Energy
Potentials to Conventional Ones // Vestnik Chuvashskogo gosudarstvennogo peda-
gogicheskogo universiteta im. I. Ya. Yakovleva. Seriya: Mekhanika predelnogo sos-
toyaniya. – 2022. – 4(54). – P. 108–115. – DOI: 10.37972/chgpu.2022.54.4.009.

29. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On Two Basic Natural Forms of the Potential of
Asymmetric Force-Stress and Couple-Stress Tensors in the Mechanics of Hemitropic
Bodies // Vestnik Chuvashskogo gosudarstvennogo pedagogicheskogo universiteta
im. I. Ya. Yakovleva. Seriya: Mekhanika predelnogo sostoyaniya. – 2022. –
3(53). – P. 86–100. – DOI: 10.37972/chgpu.2022.53.3.010.

30. Murashkin E. V. On the Relation Between Micropolar Constitutive Parameters of
Thermodynamic State Potentials // Vestnik Chuvashskogo gosudarstvennogo peda-
gogicheskogo universiteta im. I. Ya. Yakovleva. Seriya: Mekhanika predelnogo sos-
toyaniya. – 2023. – 1(55). – P. 110–121. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.55.1.012.



300 Е. В. МУРАШКИН, Ю. Н. РАДАЕВ

31. Murashkin E. V., Radayev Y. N. A negative weight pseudotensor formulation of
coupled hemitropic thermoelasticity // Lobachevskii Journal of Mathematics. –
Russian Federation, 2023. – Vol. 44, no. 6. – P. 2440–2449. – DOI: 10.1134/
s1995080223060392.

32. Krylova E. Y., Murashkin E. V., Radaev Y. N. The Nye cells and figures for athermic
hemitropic, isotropic, and ultraisotropic micropolar elastic solids // Mechanics of
Solids. – United States, 2024. – Vol. 59, no. 3. – P. 1311–1320. – DOI: 10.1134/
s0025654424603719.

33. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Cubic Approximation of Stress Potential for a
Hemitropic Micropolar Elastic Solid // Lobachevskii Journal of Mathematics. –
Russian Federation, 2025. – Vol. 46, no. 5. – P. 2391–2400. – DOI: 10.1134/
S1995080225606514.



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

УЧАСТНИКИ ИЗДАНИЯ ЖУРНАЛА

Алексеев Андрей Алексеевич (alexeew@bk.ru) – кандидат технических
наук, доцент, доцент кафедры сопротивления материалов, теории упругости и
пластичности Тверского государственного технического университета, г. Тверь,
Россия.

Богданов Андрей Николаевич (bogdanov@imec.msu.ru) – кандидат
физико-математических наук, ведущий научный сотрудник лаборатории газо-
динамики взрыва и реагирующих систем Научно-исследовательского института
механики МГУ имени М. В. Ломоносова, г. Москва, Россия.

Буренин Анатолий Александрович (aab@imim.ru) – член-
корреспондент РАН, Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН,
г. Владивосток, Россия.

Власов Александр Николаевич (bah1955@yandex.ru) – доктор техни-
ческих наук, директор Института прикладной механики РАН (ИПРИМ РАН) ,
г. Москва.

Георгиевский Дмитрий Владимирович (georgiev@mech.math.msu.su)
– доктор физико-математических наук, профессор, Московский государствен-
ный университет им. М.В. Ломоносова, г. Москва, Россия.

Глаголев Вадим Вадимович (vadim@tsu.tula.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Тульский государственный университет,
г. Тула, Россия.

Иванов Дмитрий Валерьевич (ivanovdv.84@ya.ru) – профессор кафед-
ры математической теории упругости и биомеханики Саратовского националь-
ного исследовательского государственного университета имени Н. Г . Черны-
шевского, г. Саратов, Россия.

Игумнов Леонид Александрович (igumnov@mech.unn.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, НИИ механики Нижегородского уни-
верситета им. Н. И.Лобачевского, г. Нижний Новгород, Россия.

Каюмов Рашит Абдулхакович (kayumov@rambler.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Казанский государственный
инженерно-строительный университет, г. Казань, Россия.

Келлер Илья Эрнстович (kie@icmm.ru) – доктор физико-
математических наук, доцент, Институт механики сплошных сред УрО
РАН, г. Пермь, Россия.

301



302

Климов Дмитрий Михайлович (klimov@ipmnet.ru) – академик РАН,
Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва, Россия.

Ковалев Владимир Александрович (vlad_koval@mail.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Московский городской университет
управления Правительства Москвы, г. Москва, Россия.

Коссович Леонид Юрьевич (president@sgu.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Саратовский государственный университет
им. Н. Г.Чернышевского, г. Саратов, Россия.

Лисовенко Дмитрий Сергеевич (dslisov@yandex.ru) – доктор физико-
математических наук, Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,
г. Москва, Россия.

Ломакин Евгений Викторович (lomakin@mech.math.msu.su) – член-
корреспондент РАН, Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, г. Москва, Россия.

Максимова Людмила Анатольевна (maximova_ng@mail.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Чувашский государственный универ-
ситет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары, Россия.

Маркин Алексей Александрович (markin@tsu.tula.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Тульский государственный универ-
ситет, г. Тула, Россия.

Матвеев Сергей Владимирович (sergio2100@mail.ru) – кандидат
физико-математических наук, доцент, Чувашский государственный универси-
тет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары, Россия.

Матченко Николай Михайлович (ekc_05@mail.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Тульский государственный университет,
г. Тула, Россия.

Минаева Надежда Витальевна (nminaeva@yandex.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Воронежский государственный уни-
верситет, г. Воронеж, Россия.

Миронов Борис Гурьевич (mbg.chspu@yandex.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Российский университет транспорта (МИ-
ИТ), г. Москва, Россия.

Мурашкин Евгений Валерьевич (evmurashkin@gmail.com) – канди-
дат физико-математических наук, старший научный сотрудник, Институт про-
блем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва, Россия.

Немировский Юрий Владимирович (nemiryury@mail.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Институт теоретической и приклад-
ной механики СО РАН, г. Новосибирск, Россия.



УЧАСТНИКИ ИЗДАНИЯ ЖУРНАЛА 303

Непершин Ростислав Иванович (nepershin_ri@rambler.ru) – доктор
технических наук, профессор, Московский государственный технологический
университет "Станкин" , г. Москва, Россия.

Орлов Виктор Николаевич (orlowvn@rambler.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Московский государственный строительный
университет (НИУ МГСУ), г. Москва, Россия.

Радаев Юрий Николаевич (radayev@ipmnet.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Институт проблем механики им. А. Ю.
Ишлинского РАН, г. Москва, Россия.

Ревуженко Александр Филиппович (revuzhenko@yandex.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Институт горного дела им. Н. А. Чи-
накала СО РАН, г. Новосибирск, Россия.

Радченко Владимир Павлович (radch@samgtu.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Самарский государственный технический
университет, г. Самара, Россия.

Сенашов Сергей Иванович (sen@sibsau.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Сибирский государственный аэрокосмиче-
ский университет, г. Красноярск, Россия.

Спорыхин Анатолий Николаевич (shashkin@amm.vsu.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Воронежский государственный уни-
верситет, г. Воронеж, Россия.

Тихонов Сергей Владимирович (strangcheb@mail.ru) – кандидат
физико-математических наук, доцент, Чувашский государственный универси-
тет им. И. Н. Ульянова, г. Чебоксары, Россия.

Трещев Александр Анатольевич (taa58@yandex.ru) – член-
корреспондент Российской академии архитектуры и строительных наук,
доктор технических наук, профессор, Тульский государственный университет,
г. Тула, Россия.

Чернышов Александр Данилович (post@vgta.vrn.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Воронежский государственный уни-
верситет инженерных технологий, г. Воронеж, Россия.

Чигарев Анатолий Власович (chigarev@rambler.ru) – доктор физико-
математических наук, профессор, Белорусский национальный технический уни-
верситет, г. Минск, Белоруссия.

Шашкин Александр Иванович (shashkin@amm.vsu.ru) – доктор
физико-математических наук, профессор, Воронежский государственный уни-
верситет, г. Воронеж, Россия.



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ

Журнал "Вестник Чувашского государственного педагогического универси-
тета им. И.Я.Яковлева. Серия: Механика предельного состояния" издается с
2007 г. и является регулярным научным изданием, выпускаемым Чувашским
государственным педагогическим университетом им. И. Я.Яковлева с целью
развития научно-исследовательской деятельности, поддержки ведущих науч-
ных школ и подготовки кадров высшей квалификации. Журнал выходит как в
печатном, так и в электронном виде.

Электронная версия журнала размещается на сайте Чувашского государ-
ственного педагогического университета по адресу http://limit21.ru

В журнале печатаются оригинальные научные результаты по механике пре-
дельного состояния и смежным вопросам, ранее не публиковавшиеся и не пред-
ставленные к публикации в других изданиях. Ежегодно выходят в свет четыре
регулярных выпуска журнала и по мере необходимости – специальные выпус-
ки. Представляемая в журнал работа должна быть законченным научным ис-
следованием и содержать новые научные результаты. Все присланные работы
проходят обязательное рецензирование. Статьи должны подписываться всеми
авторами, что означает их согласие на передачу всех прав на распространение
работ с помощью печатных и электронных носителей информации Чувашскому
государственному педагогическому университету им. И. Я. Яковлева.

Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается.
Статьи могут быть написаны на русском или английском языках, при этом

авторы обязаны предъявлять повышенные требования к стилю изложения и
языку. Статьи обзорного характера, рецензии на научные монографии пишут-
ся, как правило, по просьбе редколлегии журнала. Все представленные работы
редакция журнала направляет на рецензирование. Решение об опубликовании
принимается редколлегией журнала на основании рецензии. Авторам рекомен-
дуется ознакомиться с правилами подготовки статей перед представлением их
в редакцию.

Работы, оформленные не по правилам, редколлегией рассматриваться не бу-
дут. Редакция просит авторов при оформлении работ придерживаться следую-
щих правил и рекомендаций:

1. Статья должны быть отправлена вместе со всеми документами указанными
в правилах для авторов на сайте журнала в двух вариантах: в электронном на
адрес журнала predel21@mail.ru и бумажном на адрес редакции. Электронный
вариант должен точно соответствовать печатному.

2. Статья должна содержать: название работы, список авторов, представ-
ленный в алфавитном порядке; краткую аннотацию (объем – до 500 знаков),
которая дается перед основным текстом; список ключевых слов; основной текст,

304



ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ 305

который рекомендуется разделять на подразделы с целью облегчения чтения
работы; заключение с краткой характеристикой основных полученных резуль-
татов; название работы на английском языке с указанием всех авторов;
список ключевых слов на английском языке; аннотацию на англий-
ском языке; библиографические списки на русском и английском язы-
ках; сведения о всех авторах на русском и английском языках: долж-
ность, степень, звание, вуз, его полный почтовый адрес, email. Название работы
должно адекватно отражать ее содержание и быть, по возможности, кратким.
Не допускается включение формул в название работы и текст аннотации.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной десятичной клас-
сификации (УДК).

4. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы
Latex 2e с использованием стиля predel.sty. Стиль predel.sty и пример оформ-
ления статьи размещены на сайте издания. К статье должны быть приложены
два файла с библиографическими списками на русском и английском языках
подготовленными в системе разметки BibTeX. Рисунки представляются отдель-
но в формате pdf, jpg с разрешением не менее 600 dpi. Изменение стандартных
стилевых файлов недопустимо.

5. Библиографические ссылки оформляются в соответствии с действующим
ГОСТ.

В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. В случае
существенной переработки статьи указывается также дата получения редакци-
ей окончательного текста. Просьба редакции о переработке статьи не означает,
что статья принята к печати; после переработки она вновь рассматривается
редколлегией журнала.



306

Содержание

МурашкинЕ.В., РадаевЮ.Н. К избранию профессора Дмитрия Владими-
ровича Георгиевского членом–корреспондентом Российской академии наук ........ 7

ТихоновС.В. К избранию Дмитрия Сергеевича Лисовенко членом–
корреспондентом Российской академии наук ................................................... 55

Дудин Д.С., Келлер И.Э. Описание сульфидно-оксидной и хлоридной кор-
розии жаропрочных сплавов с учётом напряжений. II. Расчет и сравнение с
экспериментом ............................................................................................. 77

Канашин И.В., Григорьева А.Л., Григорьев Я.Ю. Моделирование
процесса определения деформаций и формы деформируемой границы при
вдавливании клина в заготовку выпуклой формы ............................................ 87

Дудко О.В., Лаптева А.А. Циклическое одноосное растяжение-сжатие
разномодульного упругого полупространства .................................................. 105

КарыевЛ. Г., ФедоровВ.А., ЛановаяА.В. К вопросу о сходимости три-
гонометрических рядов ................................................................................. 118

Акимова В.В., Бударина М.А., Нефедова Т.Ю., Иванов Д.В., Об
оценке межэкспертной надежности при обработке результатов экспериментов
по одноосному сжатию образцов губчатой кости .............................................. 128

АртемовМ.А., ВерлинА.А. Упругопластическое состояние вращающего-
ся диска. Кусочно-линейные и гладкие функции пластичности ......................... 143

Быкова М.И., Ковалев А.В., Минаева Н.В., Шаш-
кин А.И. Порождение передних кромок трещин продольного и поперечного
сдвигов при отражении предельной кромки трещины продольного сдвига от
жёсткой границы .......................................................................................... 168

КовалевА.В., КоротковМ.М., МинаеваН.В., ШашкинА.И. Анализ
математических моделей, используемых при исследовании предельного состоя-
ния упругой неоднородной полосы при сжатии ................................................ 185

РимскийА.А., КрыловаЕ.Ю., ОстровскийН.В., Гарка-
виА.В. Влияние проксимальной остиотомии малоберцовой кости на
напряженно-деформировнное состояние менисков коленного сустава ................. 198

Захаров И.Н., Солодкова Е. Г., Балалин С.В., Лэ В.Х., Лоба-
нов Е.В. Разработка персонализированной конечно-элементной модели
роговицы для прогнозирования результатов имплантации интрастромальных
сегментов при кератоконусе ........................................................................... 221

Бауэр С.М., Венатовская Л.А., Матченко Д.В. Применение гипер-
упругих моделей для анализа деформаций глаза ............................................. 246



307

Петухов Д.С., Келлер И.Э. Описание зависимости усталостной долговеч-
ности от частоты нагружения и выдержек в рамках эволюционной модели по-
вреждаемости .............................................................................................. 262

МурашкинЕ.В., РадаевЮ.Н. Об одном алгоритме аппроксимации энерге-
тической формы гемитропного микрополярного тела ....................................... 282

УЧАСТНИКИ ИЗДАНИЯ ЖУРНАЛА. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ............................ 301

ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .................................... 304



ВЕСТНИК
ЧУВАШСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО ПЕДАГОГИЧЕСКОГО

УНИВЕРСИТЕТА им. И.Я.ЯКОВЛЕВА

СЕРИЯ: МЕХАНИКА ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ
2025. № 2 (64)

Отв. за выпуск: C.В. Тихонов

Технические редакторы: C. В.Тихонов, Е. В. Мурашкин,С. В. Матвеев

Компьютерная верстка: C. В. Тихонов, Е.В. Мурашкин, C. В. Матвеев

Макет: C. В.Тихонов

Подписано в печать 12.12.2024. Выход в свет 19.12.2025.
Формат 70х100/8. Бумага писчая.

Печать оперативная. Typeset by LATEX2ε. Усл. печ. л. 38,3.
Тираж 500 экз. Цена свободная. Заказ № 562

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева
428000, Чебоксары, ул. К. Маркса, 38

Отпечатано в редакционно-издательском центре Чувашского государственного
педагогического университета им. И. Я. Яковлева

428000, Чебоксары, ул. К. Маркса, 38


