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БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ И РАЗЛОЖЕНИЯ ЛАГРАНЖА
ПО ФУНКЦИЯМ ФАДЛЯ–ПАПКОВИЧА В ПЕРВОЙ ОСНОВНОЙ

ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Институт теории прогноза землетрясений и математической геофизики РАН, г.Москва,
Россия

Аннотация. Рассматриваются разложения Лагранжа по функциям Фадля–Папковича, воз-
никающим при решении первой основной краевой задачи теории упругости в полуполосе
{Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ h}. Независимо от вида однородных граничных условий на длинных сто-
ронах полуполосы всегда имеются 2 представления для функций Фадля–Папковича. Оба
представления рассмотрены в работе. Показана их эквивалентность на определенных физи-
чески естественных классах раскладываемых функций. Построены функции, биортогональ-
ные к функциям Фадля–Папковича, а с их помощью – разложения Лагранжа. Разложениями
Лагранжа, в отличие от разложений, возникающих при решении краевой задачи, называются
разложения только одной функции по какой-либо одной системе функций Фадля–Папковича.
Разложения Лагранжа являются аналогами разложений по тригонометрическим системам
функций и играют такую же роль при решении краевых задач, какую тригонометрические
ряды играют в разложениях Файлона–Рибьера [1]. Разложения Лагранжа рассматривались
и раньше, например, в работах [2]–[15], но лишь в той степени, в какой это требовалось для
решения конкретной краевой задачи. Предлагаемая статья имеет целью детальное изучение
этих разложений.

Функции Фадля–Папковича точно удовлетворяют нулевым граничным условиям на про-
дольных сторонах полуполосы, но устроены они сложнее: комплекснозначны, не ортогональ-
ны и не образуют классического базиса на отрезке (торце полуполосы), на котором задаются
раскладываемые функции. Но к ним все же можно построить определенные на римановой
поверхности логарифма биортогональные системы функций, а затем получить явные выраже-
ния (в виде простых интегралов Фурье от граничных функций) для искомых коэффициентов
разложений по той же схеме, что и в классических решениях Файлона–Рибьера [16]. Сутью
подхода является новое представление о базисе функций на отрезке, являющееся обобщением
классического понимания базиса на отрезке. Опираясь на работы [17], [18], классический базис
можно трактовать как базис в комплексной плоскости. Тогда как функции Фадля–Папковича
образуют базис на римановой поверхности логарифма. Причем в частном случае, когда функ-
ции Фадля–Папковича вырождаются в обычные тригонометрические системы
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функций, базис на римановой поверхности становится классическим базисом на от-
резке. В основе соответствующей теории лежит преобразование Бореля в классе ква-
зицелых функций экспоненциального типа (классический базис основан на теории
целых функций экспоненциального типа и теореме Пэли–Винера [19]). Класс квази-
целых функций экспоненциального типа и преобразование Бореля в этом классе были
впервые введены в 1935 году в работе [20]. В статье [21] изучались свойства этого пре-
образования в той степени, насколько это необходимо при решении краевых задач
теории упругости в полуполосе.
Ключевые слова: теория упругости, полуполоса, функции Фадля–Папковича, биортого-
нальные функции, разложения Лагранжа, точные решения.

УДК: 539.3

Введение. Разложения по функциям Фадля–Папковича (однородным решениям)
составляют суть бигармонической проблемы, ее ядро. Ей почти 200 лет, и все эти годы
она была предметом пристального внимания как математиков, так и механиков.

В наше время ее решением интересовались М.В. Келдыш, О.А. Олейник, В.А.
Кондратьев, П.Ф. Папкович, А.Ю. Ишлинский, И.И. Ворович, Н.Х. Арутюнян, А.И.
Лурье, Г.А. Гринберг и многие другие. В.К. Прокоповым в 60–70 годы было опуб-
ликовано 2 обзора по однородным решениям [22],[ 23]. Особый интерес к проблеме
проявился в 1940–1980 гг., после публикации П.Ф. Папковичем [24] его известного со-
отношения “обобщенной ортогональности”, которому удовлетворяют однородные ре-
шения. В эти годы в СССР вышло не менее 2000 работ по бигармонической пробле-
ме. На Западе публикаций было заметно меньше, они были разрозненны и слабее
отечественных. После восьмидесятых годов количество публикаций резко снизилось.
Это связано с известными изменениями в российской науке и крушением Москов-
ской (М. И. Гусейн-Заде), Ленинградской (А. И. Лурье), Ростовской-на-Дону (И. И.
Ворович) и Украинской (В.Т. Гринченко) школ, занимавшихся проблемой разложе-
ний по функциям Фадля–Папковича. Ведущие представители этих школ (указаны в
скобках) хорошо осознавали фундаментальное значение точного решения бигармони-
ческой проблемы и для механики, и для математики. А также то, что точное решение
краевой задачи для бигармонического уравнения может быть представлено только в
виде разложений по собственным функциям краевой задачи, т. е. по функциям Фадля–
Папковича. Поэтому их изучению уделялось самое пристальное внимание. Западные
ученые, как правило, шли по пути приближенного решения проблемы. Лишь немногие
западные работы достигали уровня тех, что публиковались в СССР [25]–[27]. Однако
точного решения проблемы получено не было. Главная причина этого заключается,
по-видимому, в том, что ее решение искалось в рамках классических представлений
теории базиса функции, тогда как функции Фадля–Папковича не образуют класси-
ческого базиса. Они представляют собой обобщение систем экспонент с комплексны-
ми показателями [17], [18] и с вырожденной в отрезок (торец полуполосы) областью
аналитичности. Трудно указать работу (учитывая западные публикации), которая
оказала бы существенное влияние на изменение положения дел по бигармонической
проблеме. Фундаментальный обзор (более 700 ссылок на наиболее существенные ис-
следования за почти 200 лет) одного из ярчайших специалистов по бигармонической
проблеме В.В. Мелешко, написанный в 2003 г., еще раз свидетельствует об этом [28].
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Опираясь на статью А. Пфлюгера [20] и дополнительные исследования по теории
квазицелых функций [21], в 1997 г. удалось впервые построить точное решение би-
гармонической проблемы в классической постановке: полуполоса со свободными про-
дольными сторонами, нагруженная на торце сосредоточенной силой. Решение зада-
чи получено в виде рядов по функциям Фадля–Папковича, коэффициенты которых
найдены в явном виде с помощью функций, биортогональных к функциям Фадля–
Папковича [29].
1. Постановка краевой задачи (основные положения). При решении первой

основной краевой задачи теории упругости в полуполосе {Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ h}, когда
ее длинные стороны y = ±h свободны, т. е.

σy(x,±h) = τxy(x,±h) = 0, (1.1)

а на торце x = 0 заданы нормальное и касательное напряжения

σx(0, y) = σ(y), τxy(0, y) = τ(y), (1.2)

решение краевой задачи может быть представлено в виде разложений по собственным
функциям краевой задачи, которые в теории упругости принято называть функциями
Фадля–Папковича. Эти разложения имеют вид:

U (x, y) = C0 + C1x+

∞∑
k=1

akξ (λk, y) eλkx+akξ
(
λk, y

)
eλkx,

V (x, y) = −νyC1 +
∞∑
k=1

akχ (λk, y) eλkx+akχ
(
λk, y

)
eλkx,

σx (x, y) = 2(1 + ν)C1 +

∞∑
k=1

aksx (λk, y) eλkx+aksx
(
λk, y

)
eλkx, (1.3)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

aksy (λk, y) eλkx+aksy
(
λk, y

)
eλkx,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

aktxy (λk, y) eλkx+aktxy
(
λk, y

)
eλkx.

Стоящие под знаком суммирования функции ξ (λk, y), ξ
(
λk, y

)
и т. д. и есть функ-

ции Фадля–Папковича. В формулах (1.3) введены такие обозначения: U(x, y) =
Gu(x, y); V (x, y) = Gv(x, y), u(x, y)и v(x, y) – соответственно перемещения по x (про-
дольное) и по y (поперечное), G – модуль упругости при сдвиге, ν – коэффициент
Пуассона. Числа λk – множество

{
±λk;±λ̄k

}∞
k=1

= Λ всех комплексных нулей целой
функции экспоненциального типа

L(λ) = λ2

(
1 +

sin 2λh

2λh

)
. (1.4)

C0, C1, ak – неизвестные коэффициенты разложений, причем C0 и C1 отвечают ну-
левым корням характеристического уравнения L(λ) = 0 и соответствуют элементар-
ному решению сопротивления материалов, а ak, ak – его комплексным корням λk и
λk соответственно.
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Следуя методу начальных функций [30], удовлетворим граничным условиям (1.1){
LY U (α, h)U0 (x) + LY Y (α, h)Y0 (x) = 0;
LXU (α, h)U0 (x) + LXY (α, h)Y0 (x) = 0.

(1.5)

Здесь LY U (α, h) и т. д. – операторы метода начальных функций. U0(x) =
Gu(x, 0), Y0(x) = σy(x, 0) – начальные функции, определенные при y = 0, α = d/dx
– оператор дифференцирования. Выражения для операторов приведены в книге [30].
Вводя разрешающую функцию F (x) по формулам

U0 (x) = LXY (α, h)F (x), Y0 (x) = −LXU (α, h)F (x), (1.6)

тождественно удовлетворим первому уравнению системы (1.5), а второе примет вид

[LY U (α, h)LXY (α, h)− LY Y (α, h)LXU (α, h)]F (x) = 0. (1.7)

Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим обыкновенное
дифференциальное уравнение бесконечного порядка

α2

(
1 +

sin 2αh

2αh

)
F (x) = 0. (1.8)

Его решение, не возрастающее на бесконечности, имеет вид

F (x) = C0 + C1x+
∞∑
k=1

(
ake

λkx + ake
λkx
)

(λk ∈ Λ, Reλk < 0). (1.9)

Подставляя (1.9) в формулы (1.6), найдем начальные функции, а затем, в соответ-
ствии с зависимостями метода начальных функций, формулы (1.3) для перемещений
и напряжений в полуполосе. Функции Фадля–Папковича принимают вид:

ξs (λk, y) = −
[(

1 + ν

2
λkh cosλkh−

1− ν
2

sinλkh

)
cosλky +

1 + ν

2
λky sinλkh sinλky

]
,

χs (λk, y) =

(
1 + ν

2
λkh cosλkh+ sinλkh

)
sinλky −

1 + ν

2
λky sinλkh cosλky,

ssx (λk, y) = (1 + ν)λk [(sinλkh− λkh cosλkh) cosλky − λky sinλkh sinλky] , (1.10)

ssy (λk, y) = (1 + ν)λk [(sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky + λky sinλkh sinλky] ,

tsxy (λk, y) = (1 + ν)λ2
k (h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky) .

Назовем их s-представлением функций Фадля–Папковича.
Если же функцию F (x) вводить по формулам:

U0 (x) = LY Y (α, h)F (x), Y0 (x) = −LY U (α, h)F (x), (1.11)

то получим другие выражения для функций Фадля–Папковича:

ξc (λk, y) =

(
cosλkh+

1 + ν

2
λkh sinλkh

)
cosλky −

1 + ν

2
λky cosλkh sinλky,

χc (λk, y) =

(
1− ν

2
cosλkh−

1 + ν

2
λkh sinλkh

)
sinλky −

1 + ν

2
λky cosλkh cosλky,

scx (λk, y) = (1 + ν)λk [(2 cosλkh+ λkh sinλkh) cosλky − λky cosλkh sinλky] , (1.12)

scy (λk, y) = − (1 + ν)λ2
k (h sinλkh cosλky − y cosλkh sinλky) ,
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tcxy (λk, y) = − (1 + ν)λk [(cosλkh+ λkh sinλkh) sinλky + λky cosλkh cosλky] ,

которые назовем с-представлением. Между этими представлениями имеется связь,
являющаяся следствием равенства λkh+ sinλkh cosλkh = 0, k=1,2,...

Таким образом, функции Фадля–Папковича, стоящие в формулах (1.3), могут быть
представлены в двух видах: (1.10) или (1.12).

Поскольку txy (λk,±h) = sy (λk,±h) = 0, то граничные условия при y = ±h удовле-
творяются точно. Удовлетворяя с помощью формул (1.3) граничным условиям (1.2),
приходим к задаче определения коэффициентов ak из разложений

σ(y) = 2(1 + ν)C1 +
∞∑
k=1

aksx (λk, y) + aksx
(
λk, y

)
;

τ(y) =
∞∑
k=1

aktxy (λk, y) + aktxy
(
λk, y

)
.

(1.13)

Они находятся отсюда с помощью функций, биортогональных к функциям Фадля–
Папковича.
2. Биортогональные функции (s-представление). Построим функции U sk(y),

V s
k (y), Xs

k(y), Y s
k (y) и T sk (y), биортогональные к функциям Фадля–Папковича (1.10).

Через ξs(λ, y), χs(λ, y) и т. д. обозначим функции (1.10), заменив в них λk веществен-
ным параметром λ. Следуя [31], назовем их порождающими функциями. Как и в
статьях [6], [32], биортогональные функции будем искать как решения уравнений:

+∞∫
−∞

ξs(λ, y)U sk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

χs(λ, y)V s
k (y)dy =

L(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

ssx(λ, y)Xs
k(y)dy =

L(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

ssy(λ, y)Y s
k (y)dy =

λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

, (2.1)

+∞∫
−∞

tsxy(λ, y)T sk (y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

.

Для комплексных значений λ, в частности при λ = λk ∈ Λ, прямую интегрирования
в формулах (2.1) надо заменить T -образным контуром T , лежащим в плоскости ком-
плексного переменного z = x + iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−h, h]
и луча x ∈ (−∞, 0] [6], [21].

При λ→ λk, в соответствии с асимптотическим равенством [33]

f(λ)− f(λk) = f ′(λk) (λ− λk) ,
из формул (2.1) получаются следующие соотношения биортогональности:∫

T

ξs(λm, y)U sk(y)dy =

{
λkM

s
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,∫
T

χs(λm, y)V s
k (y)dy =

{
M s
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,
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∫
T

ssx(λm, y)Xs
k(y)dy =

{
M s
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,
(2.2)

∫
T

ssy(λm, y)Y s
k (y)dy =

{
λ2
kM

s
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,∫
T

tsxy(λm, y)T sk (y)dy =

{
λkM

s
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,

где M s
k = L′(λk)

2λk
= cos2 λkh, а L′(λk) – производная функции L(λ) при λ = λk.

Понятие биортогональности включает в себя также равенства вида (k, m – любые)∫
T

ξs(λm, y)U sk(y)dy =

{
λkM

s
k при λk = λm;

0 при λk 6= λm
(2.3)

и ∫
T

ξs(λm, y)U sk(y)dy =

∫
T

ξs(λm, y)U sk(y)dy = 0, ... (2.4)

Они сразу следуют из формул (2.1) и (2.2).
Ниже будут полезными разложения порождающих функций и функции L(λ) в ряды

по степеням параметра λ:

ξs(λ, y) = −νhλ+ ...; χs(λ, y) = hyλ2 − ...; ssx(λ, y) = (1 + ν)h
h2 − 3y2

3
λ4 − ...;

ssy(λ, y) = 2(1 + ν)hλ2 − ...; tsxy(λ, y) = −(1 + ν)hy
h2 − y2

3
λ5 + ...; (2.5)

L(λ) = 2λ2 − ...
Биортогональные функции U sk(y), V s

k (y), Xs
k(y), Y s

k (y) и T sk (y) можно представить в
виде суммы финитных, равных нулю вне отрезка |y| ≤ h, и не финитных частей [6],
[32]. Финитные части имеют вид (|y| ≤ h, k = 1, 2, ...):

usk(y) =
1

(1 + ν)h

[
λk cosλky

sinλkh
− (δ(y − h) + δ(y + h))

]
,

vsk(y) = − sinλky

(1 + ν)h sinλkh
, xsk(y) =

cosλky

2 (1 + ν)λkh sinλkh
, (2.6)

ysk(y) = − 1

2 (1 + ν)h

(
λk cosλky

sinλkh
− (δ(y − h) + δ(y + h))

)
, tsk(y) = − sinλky

2 (1 + ν)h sinλkh

(через δ обозначены δ-функции). Простой способ их построения указан в статье [32].
Получим, например, функцию usk(y). Примем в первой формуле (2.1) λ = mπ/h =

qm (m = 1, 2, ...). Воспользовавшись равенствами
h∫
−h

cos(qmy) cos(λky)dy =
2λk(−1)m+1 sin(λkh)

q2
m − λ2

k

,
q2
m

q2
m − λ2

k

= 1 +
λ2
k

q2
m − λ2

k

,

получим usk(y) (2.6).
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Если в формулах (2.1) перейти к пределу при λ → 0 и учесть (2.5), то можно
получить (k ≥ 1):

+∞∫
−∞

−νhU sk(y)dy = 0,

+∞∫
−∞

2(1 + ν)hY s
k (y)dy = 0. (2.7)

В силу ортогональности (2.7) разложения Лагранжа по функциям Фадля–Папковича
ξs(λk, y), ssy(λk, y) могут отличаться от раскладываемых функций на некоторые по-
стоянные. Чтобы этого не произошло, необходимо дополнительно построить функции
с нулевым индексом U s0 (y) и Y s

0 (y), ортогональные к соответствующим функциям
Фадля–Папковича ξs(λk, y), ssy(λk, y) и не ортогональные к 1. Эти функции будем ис-
кать как решения уравнений:

+∞∫
−∞

ξs(λ, y)U s0 (y)dy = −νhL(λ)

2λ
,

+∞∫
−∞

ssy(λ, y)Y s
0 (y)dy = (1 + ν)hL(λ). (2.8)

Правые части равенств (2.8) выбираются так, чтобы искомые биортогональные функ-
ции были ортогональны к функциям Фадля–Папковича, т. е.∫

T

ξs(λk, y)U s0 (y)dy = 0,

∫
T

ssy(λk, y)Y s
0 (y)dy = 0, (2.9)

и так, что если в (2.8) перейти к пределу при λ→ 0, то получим:
+∞∫
−∞

U s0 (y)dy = 1,

+∞∫
−∞

Y s
0 (y)dy = 1. (2.10)

Финитные части функций U s0 (y) и Y s
0 (y)имеют вид:

us0(y) =
ν

2 (1 + ν)
[δ (y − h) + δ (y + h)] , ys0(y) =

1

2
[δ (y − h) + δ (y + h)] . (2.11)

3. Разложения Лагранжа по функциям Фадля–Папковича (s-
представление). Построим разложения Лагранжа по функциям Фадля–Папковича
(1.10), представив их в виде:

U(y) = U s0 +
∞∑
k=1

U sk
ξs (λk, y)

λkM
s
k

+ U sk
ξs
(
λk, y

)
λkM

s
k

, V (y) =
∞∑
k=1

V s
k

χs (λk, y)

M s
k

+ V s
k

χs
(
λk, y

)
M s
k

,

σx(y) =

∞∑
k=1

Xs
k

ssx (λk, y)

M s
k

+Xs
k

ssx
(
λk, y

)
M s
k

, σy(y) = Y s
0 +

∞∑
k=1

Y s
k

ssy (λk, y)

λ2
kM

s
k

+ Y s
k

ssy
(
λk, y

)
λ2
kM

s
k

,

(3.1)

τxy(y) =
∞∑
k=1

T sk
tsxy (λk, y)

λkM
s
k

+ T sk
tsxy
(
λk, y

)
λkM

s
k

.

Числа U s0 , U sk , V s
k и т. д. – коэффициенты Лагранжа раскладываемых функций. В

знаменателях выражений (3.1) стоят нормирующие множители M s
k , λkM

s
k , λ

2
kM

s
k –

значения правых частей соответствующих выражений (2.1), определенных при λ = λk.
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Найдем коэффициенты U s0 , U
s
k первого разложения (3.1) некоторой четной функции

U(y). Умножим обе части этого равенства на функцию с нулевым индексом U s0 (y) и
проинтегрируем от −∞ до +∞. На основании (2.9) и (2.10)

+∞∫
−∞

U(y)U s0 (y)dy = U s0 . (3.2)

Далее умножим первое равенство (3.1) на функцию U sm(y) (m =1,2,. . . ) и проинте-
грируем:

+∞∫
−∞

U(y)U sm(y)dy =

∞∑
k=1

U sk
λkM

s
k

∫
T

ξs(λk, y)U sm(y)dy +
U sk

λkM
s
k

∫
T

ξs(λk, y)U sm(y)dy. (3.3)

На основании (2.2)–(2.4)

U sk =

+∞∫
−∞

U(y)U sk(y) dy. (3.4)

Аналогично находятся числа:

V s
k =

+∞∫
−∞

V (y)V s
k (y)dy, Xs

k =
+∞∫
−∞

σx(y)Xs
k(y)dy,

Y s
0 =

+∞∫
−∞

σy(y)Y s
0 (y)dy, Y s

k =
+∞∫
−∞

σy(y)Y s
k (y)dy, T sk =

+∞∫
−∞

τxy(y)T sk (y)dy.

(3.5)

3.1. Разложения порождающих функций. Пусть раскладываемой функцией U(y) яв-
ляется порождающая функция ξs(λ, y), где λ – вещественный параметр. Тогда, в со-
ответствии с формулами (2.1), (2.8), (3.2) и (3.4),

U sk =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

, U s0 = −νhL(λ)

2λ
. (3.6)

Подставляя числа (3.6) в соответствующую формулу (3.1), получим

ξs(λ, y) = −νhL(λ)

2λ
+

∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2
k

ξs(λk, y)

λkM
s
k

}
. (3.7)

Ряд (3.7) равномерно сходится к своей функции на всем отрезке |y| ≤ h. Аналогично
получаются разложения других порождающих функций:

χs(λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2
k

χs(λk, y)

M s
k

}
,

ssx(λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2
k

ssx(λk, y)

M s
k

}
, (3.8)

ssy(λ, y) = (1 + ν)hL(λ) +
∞∑
k=1

2Re

{
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

ssy(λk, y)

λ2
kM

s
k

}
,

tsxy(λ, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2
k

tsxy(λk, y)

λkM
s
k

}
.
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Сходимость трех последних разложений (3.8) можно улучшить, воспользовавшись
представлениями нуля рядами (проверяется с помощью теоремы о вычетах [34]):

∞∑
k=1

2Re

{
1

λ2
k

ssx(λk, y)

M s
k

}
,

∞∑
k=1

2Re

{
λ2

λ2
k

ssy(λk, y)

λ2
kM

s
k

}
,

∞∑
k=1

2Re

{
λ

λ2
k

tsxy(λk, y)

λkM
s
k

}
. (3.9)

Тогда получим (|y| ≤ h):

ssx(λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λ2L(λ)

λ2
k

(
λ2 − λ2

k

) ssx(λk, y)

M s
k

}
,

ssy(λ, y) = (1 + ν)hL(λ) +

∞∑
k=1

2Re

{
λ4L(λ)

λ2
k

(
λ2 − λ2

k

) ssy(λk, y)

λ2
kM

s
k

}
, (3.10)

tsxy(λ, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
λ3L(λ)

λ2
k

(
λ2 − λ2

k

) tsxy(λk, y)

λkM
s
k

}
.

Простые разложения полиномиальных функций можно строить, раскладывая равен-
ства (3.10) в ряды по степеням λ. Например,

(1 + ν)h
h2 − 3y2

3
=
∞∑
k=1

2Re

{
− 2

λ4
k

ssx(λk, y)

M s
k

}
,

−(1 + ν)h
h4 − 5y4

30
=

∞∑
k=1

2Re

{
2
(
h2λ2

k − 3
)

3λ6
k

ssx(λk, y)

M s
k

}
.

3.2. Разложения на основе финитных биортогональных функций. Если в формулах
(3.2), (3.4), (3.5) воспользоваться финитными частями биортогональных функций, то
получим:

us0 =
h∫
−h

U(y)us0(y)dy, usk =
h∫
−h

U(y)usk(y)dy, vsk =
h∫
−h

V (y)vsk(y)dy,

xsk =
h∫
−h

σx(y)xsk(y)dy,

ys0 =
h∫
−h

σy(y)ys0(y)dy, ysk =
h∫
−h

σy(y)ysk(y)dy, tsk =
h∫
−h

τxy(y)tsk(y)dy.

(3.11)

Приведем примеры разложений (3.1) с коэффициентами Лагранжа (3.11). Назовем
некоторую четную функцию самоуравновешенной на отрезке [−h, h], если интеграл
от нее на этом отрезке равен нулю.

Пример 1. Пусть U(y) = y2. Вначале заметим, что четные финитные биортого-
нальные функции, включая биортогональные функции с нулевым индексом, опреде-
ляются с точностью до произвольных постоянных. Поэтому нужно раскладывать в
ряд Лагранжа только самоуравновешенные функции, ортогональные к постоянной.
Однако, т. к. функции usk(y), в свою очередь, ортогональны к постоянной, к функции
y2 можно добавить любую постоянную. В частности, удобно взять функцию, равную
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нулю на концах отрезка [−h, h], т. е. y2 − h2. В этом случае

usk =
h∫
−h

(y2 − h2) 1
(1+ν)h

[
λk cosλky

sinλkh
− (δ(y − h) + δ(y + h))

]
dy =

=
h∫
−h

(y2 − h2) 1
(1+ν)h

λk cosλky
sinλkh

dy = −4(sinλkh−λkh cosλkh)
h(1+ν)λ2k sinλkh

.

(3.12)

Чтобы определить коэффициент Лагранжа us0 (3.11), вместо функции y2 нужно взять
самоуравновешенную функцию y2 − h2/3. Тогда найдем

us0 =

h∫
−h

(
y2 − h2

3

)
ν

2 (1 + ν)
[δ (y − h) + δ (y + h)] dy =

2νh2

3(1 + ν)
. (3.13)

Окончательно получим такое разложение:

y2 =
h2

3
+ us0 +

∞∑
k=1

2Re

{
usk
ξs (λk, y)

λkM
s
k

}
. (3.14)

Пример 2. U(y) = cos (πy/h) . Тогда

us0 = − ν

1 + ν
, usk = − 2π2

(1 + ν)h(λ2
kh

2 − π2)
. (3.15)

Соответствующее разложение Лагранжа имеет вид:

cos (πy/h) = us0 +

∞∑
k=1

2Re

{
usk
ξs(λk, y)

λkM
s
k

}
. (3.16)

Примеры 3–5.

y
(
y2 − h2

)
=

∞∑
k=1

2Re

{
vsk
χs (λk, y)

M s
k

}
, (3.17)

y2 = ys0 +
∞∑
k=1

2Re

{
ysk
ssy (λk, y)

λ2
kM

s
k

}
, y =

∞∑
k=1

2Re

{
tsk
tsxy (λk, y)

λkM
s
k

}
.

Числа vsk, y
s
0, ysk, t

s
k находятся по формулам (3.11):

vsk = −4

(
h2λ2

k − 3
)

sinλkh+ 3λkh cosλkh

(1 + ν)λ4
kh sinλkh

,

y0 = h2, ysk = 2
sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ2
kh sinλkh

, tsk = −sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ2
kh sinλkh

.

4. Биортогональные функции (с-представление). Аналогичные (2.1) уравнения
для определения биортогональных функций U ck(y), V c

k (y), Xc
k(y), Y c

k (y), T ck(y) имеют
вид:

+∞∫
−∞

ξc(λ, y)U ck(y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
k

;

+∞∫
−∞

χc(λ, y)V c
k (y)dy =

L(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) ;
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+∞∫
−∞

scx(λ, y)Xc
k(y)dy =

L(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) ;

+∞∫
−∞

scy(λ, y)Y c
k (y)dy =

λL(λ)

λ2 − λ2
k

; (4.1)

+∞∫
−∞

tcxy(λ, y)T ck(y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
k

.

Отсюда получаются соотношения биортогональности вида∫
T

ξc(λm, y)U ck(y)dy =

{
λkM

c
k при λm = λk;

0 при λm 6= λk,
M c
k =

M s
k

λk
=

cos2 λkh

λk
, (4.2)

и ∫
T

ξc(λm, y)U ck(y)dy =

∫
T

ξc(λm, y)U ck(y)dy = 0. (4.3)

Финитные части биортогональных функций равны:

uck(y) =
cosλky

(1 + ν)h cosλkh
, uc0(y) =

1

2 (1 + ν)h
,

vck(y) = − sinλky

(1 + ν)λkh cosλkh
, xck(y) =

1

2 (1 + ν)λ2
kh

[
cosλky

cosλkh
− 1

]
, (4.4)

yck(y) = − cosλky

2 (1 + ν)h cosλkh
, tck(y) = − sinλky

2 (1 + ν)λkh cosλkh
.

Сравнивая первые члены разложений в ряды Тейлора по степеням λ-порождающих
функций:

ξc(λ, y) = 1− (2 + ν) y2 − h2ν

2
λ2 + ...; χc(λ, y) = −νyλ+ ...; scx(λ, y) = 2(1 + ν)λ− ...;

(4.5)

scy(λ, y) = −(1 + ν)(h2 − y2)λ3 + ...; tcxy(λ, y) = −2(1 + ν)yλ2 + ...

и первые члены разложений правых частей равенств (4.1), заметим, что биортого-
нальные функции U ck(y) (k = 1, 2, ...) ортогональны константе, т. е.

+∞∫
−∞

U ck (y) dy = 0. (4.6)

Биортогональную функцию с нулевым индексом, не ортогональную к постоянной и
ортогональную ко всем функциям Фадля–Папковича ξc(λk, y), определим из уравне-
ния

+∞∫
−∞

ξc(λ, y)U c0(y)dy =
L(λ)

2λ2
. (4.7)

Тогда ∫
T

ξc(λk, y)U c0(y)dy = 0. (4.8)
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Финитная часть биортогональной функции U c0(y) равна

uc0(y) =
1

2h (1 + ν)
. (4.9)

5. Разложения Лагранжа по функциям Фадля–Папковича (c-
представление). Дадим примеры разложений Лагранжа по функциям (1.12):

U(y) = U c0 +
∞∑
k=1

U ck
ξc (λk, y)

λkM
c
k

+ U ck
ξc
(
λk, y

)
λkM

c
k

,

V (y) =

∞∑
k=1

V c
k

χc (λk, y)

M c
k

+ V c
k

χc
(
λk, y

)
M c
k

,

σx(y) =

∞∑
k=1

Xc
k

scx (λk, y)

M c
k

+Xc
k

scx
(
λk, y

)
M c
k

, (5.1)

σy(y) =
∞∑
k=1

Y c
k

scy (λk, y)

λ2
kM

c
k

+ Y c
k

scy
(
λk, y

)
λ2
kM

c
k

,

τxy(y) =
∞∑
k=1

T ck
tcxy (λk, y)

λkM
c
k

+ T ck
tcxy
(
λk, y

)
λkM

c
k

.

Коэффициенты Лагранжа U c0 , U
c
k , V

c
k и т. д. находятся по формулам, аналогичным

(3.5):

U c0 =
+∞∫
−∞

U(y)U c0(y)dy, U ck =
+∞∫
−∞

U(y)U ck(y)dy, V c
k =

+∞∫
−∞

V (y)V c
k (y)dy,

Xc
k =

+∞∫
−∞

σx(y)Xc
k(y)dy, Y c

k =
+∞∫
−∞

σy(y)Y c
k (y)dy, T ck =

+∞∫
−∞

τxy(y)T ck(y)dy.

(5.2)

5.1. Разложения порождающих функций. Разложения в ряды Лагранжа порождаю-
щих функций получаются сразу на основании (4.1) и (4.7):

ξc(λ, y) =
L(λ)

2λ2
+

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2
k

ξc(λk, y)

λkM
c
k

}
,

χc(λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) χc(λk, y)

M c
k

}
,

scx(λ, y) = (1 + ν)
L(λ)

λ
+
∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2
k

(
λ2 − λ2

k

) scx(λk, y)

M c
k

}
, (5.3)

scy(λ, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2
k

scy(λk, y)

λ2
kM

c
k

}
, tcxy(λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ2 − λ2
k

tcxy(λk, y)

λkM
c
k

}
.

Рассмотрим подробнее разложение Лагранжа порождающей функции scx(λ, y). В силу
того что

h∫
−h

scx(λ, y)dy = (1 + ν)
2hL(λ)

λ
6= 0, (5.4)



БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ... 71

порождающая функция scx(λ, y) не является самоуравновешенной, а функции Фадля–
Папковича scx(λk, y), как это следует опять же из (5.4) при λ = λk, самоуравновешен-
ны, то раскладывать будем самоуравновешенную функцию

scx (λ, y)− (1 + ν)
L(λ)

λ
=

∞∑
k=1

2Re

{
Xc
k

scx (λk, y)

M c
k

}
. (5.5)

Умножая обе части равенства (5.5) на Xc
k(y), интегрируя от −∞ до +∞ и учитывая,

что
+∞∫
−∞

Xc
k(y)dy = − 1

(1 + ν)λ2
k

, (5.6)

(равенство (5.6) получается предельным переходом при λ → 0 из соответствующего
равенства (4.1), если учесть третье разложение (4.5)), имеем

L(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) +
L(λ)

λλ2
k

=
λL(λ)

λ2
k

(
λ2 − λ2

k

) = Xc
k. (5.7)

Подставляя (5.7) в (5.5), получим нужное разложение (5.3).
Замечание. Как правило, сходимость разложений Лагранжа можно улучшить, вос-

пользовавшись разложениями полиномов, в частности, функций: 0, 1 и y. Эти раз-
ложения получаются так, как было описано выше. Например, последний ряд (5.3)
сходится к функции, терпящей разрыв на концах отрезка [−h, h], поскольку функции
tcxy (λk,±h) = 0, а раскладываемая функция – нет. Сходимость ряда можно улучшить,
выделив из него разложение функции Cy, где C – некоторая константа.

5.2. Разложения на основе финитных биортогональных функций. В формулах
(5.2) воспользуемся финитными частями биортогональных функций. Тогда получим:

uc0 =
h∫
−h

U(y)uc0(y)dy, uck =
h∫
−h

U(y)uck(y)dy, vck =
h∫
−h

V (y)vck(y)dy,

xck =
h∫
−h

σx(y)xck(y)dy, yck =
h∫
−h

σy(y)yck(y)dy, tck =
h∫
−h

τxy(y)tck(y)dy.

(5.8)

Приведем примеры разложений с числами (5.8):

y2 − h2 = uc0 +

∞∑
k=1

2Re

{
uck

λkM
c
k

ξc (λk, y)

}
, uc0 = −2

3

h2

(1 + ν)
,

uck = −4(sinλkh− λkh cosλkh)

h (1 + ν)λ3
k cosλkh

;

y
(
y2 − h2

)
=
∞∑
k=1

2Re

{
vck
χc (λk, y)

M c
k

}
, vck = −4

(
h2λ2

k − 3
)

sinλkh+ 3λkh cosλkh

(1 + ν)λ5
kh cosλkh

;

(y
h

)2
− 1

3
=
∞∑
k=1

2Re

{
xck
scx (λk, y)

M c
k

}
, xck =

2

3

(
λ2
kh

2 − 3
)

sinλkh+ 3λkh cosλkh

(1 + ν)λ5
kh

3 cosλkh
; (5.9)

y2 − h2 =
∞∑
k=1

2Re

{
yck
scy (λk, y)

λ2
kM

c
k

}
, yck = 2

sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ3
kh cosλkh

;
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y =
∞∑
k=1

2Re

{
tck
tcxy (λk, y)

λkM
c
k

}
, tck = −sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ3
kh cosλkh

.

6. Разложения Лагранжа по функциям Φs(λk, y), Ψs(λk, y) и F s(λk, y) (s-
представление). При решении краевых задач с заданными разрывами перемещений
или напряжений используются функции1, являющиеся линейными комбинациями со-
ответствующих функций Фадля–Папковича. Поэтому для них также можно дать два
представления. Рассмотрим s-представление этих функций:

Φs(λk, y) = ΦRs(λk, y) + iΦIs(λk, y), Ψs(λk, y) = ΨRs(λk, y) + iΨIs(λk, y),
F s(λk, y) = 2Φs(λk, y)−Ψs(λk, y) = FRs(λk, y) + iFIs(λk, y).

(6.1)

Здесь

ΦRs(λk, y) = −tsxy(λk, y), ΦIs(λk, y) =
1

2
[ssy(λk, y)− ssx(λk, y)],

ΨRs(λk, y) = (1 + ν)
dξs(λk, y)

dy
− 3 + ν

2
tsxy(λk, y),ΨIs(λk, y) = ssy(λk, y), (6.2)

FRs(λk, y) = −
[
(1 + ν)

dξs(λk, y)

dy
+

1− ν
2

tsxy(λk, y)

]
, F Is(λk, y) = −ssx(λk, y)

или в развернутом виде

ΦRs(λk, y) = − (1 + ν)λ2
k (h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky) ,

ΦIs(λk, y) = (1 + ν)λ2
k [h cosλkh cosλky + y sinλkh sinλky] ,

ΨRs(λk, y) = −(1 + ν)λk [(sinλkh+ λkh cosλkh) sinλky − λky sinλkh cosλky] , (6.3)

ΨIs(λk, y) = (1 + ν)λk [(sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky + λky sinλkh sinλky] ,

FRs(λk, y) = (1 + ν)λk [(sinλkh− λkh cosλkh) sinλky + λky sinλkh cosλky] ,

F Is(λk, y) = (1 + ν)λk [(λkh cosλkh− sinλkh) cosλky + λky sinλkh sinλky] .

Еще одно представление выглядит так:

Φs(λk, y) = (1 + ν)λ2
k (i cosλkh+ y sinλkh) eiλky,

Ψs(λk, y) = (1 + ν)λk [i (sinλkh+ λkh cosλkh) + λky sinλkh] eiλky,
F s(λk, y) = (1 + ν)λk [i (λkh cosλkh− sinλkh) + λky sinλkh] eiλky.

Справедливы такие равенства [6]:

dΨs(λk, y)

dy
= iλkΦ

s(λk, y),
dΦs(λk, y)

dy
= iλkF

s(λk, y). (6.4)

1Функции (6.1) были введены в статье [29] при решении симметричной краевой задачи о стыке
правой и левой полуполос с различными граничными условиями на продольных сторонах справа и
слева.
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Биортогональные функции будем искать как решения уравнений:
+∞∫
−∞

Φs(λ, y)Φs
k(y)dy = L(λ)

λ−λk ,
+∞∫
−∞

Ψs(λ, y)Ψs
k(y)dy = λL(λ)

λ−λk ,

+∞∫
−∞

F s(λ, y)F sk (y)dy = L(λ)
λ(λ−λk) , λk ∈ Λ.

(6.5)

Примем

Φs
k(y) = ΦRsk(y)− iΦIsk(y), Ψs

k(y) = ΨRsk(y)− iΨIsk(y),
F sk (y) = FRsk(y)− iFIsk(y).

(6.6)

Тогда вместо уравнений (6.5) получим следующие:
+∞∫
−∞

ΦRs(λ, y)ΦRsk(y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

ΦIs(λ, y)ΦIsk(y)dy =
λkL(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

ΨRs(λ, y)ΨRsk(y)dy =
λλkL(λ)

λ2 − λ2
k

,

+∞∫
−∞

ΨIs(λ, y)ΨIsk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

, (6.7)

+∞∫
−∞

FRs(λ, y)FRsk(y)dy =
λkL(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) , +∞∫
−∞

FIs(λ, y)FIsk(y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
k

.

Приведем формулы для финитных частей, входящих в (6.7) биортогональных функ-
ций:

ϕRsk(y) = −tsk(y) =
sinλky

2 (1 + ν)h sinλkh
, ϕIsk(y) = − cosλky

2(1 + ν)h sinλkh
,

ψRsk(y) =
λk sinλky

2(1 + ν)h sinλkh
,

ψIsk(y) = ysk(y) = − 1

2 (1 + ν)h

(
λk cosλky

sinλkh
− (δ(y − h) + δ(y + h))

)
, (6.8)

fRsk(y) =
1

2 (1 + ν)λkh

sinλky

sinλkh
, fIsk(y) = −xsk(y) = − cosλky

2 (1 + ν)λkh sinλkh
.

Функции ΦRs(λk, y) = −tsxy(λk, y), ΨIs(λk, y) = ssy(λk, y), F Is(λk, y) = −ssx(λk, y).
Дадим примеры разложений Лагранжа трех других функций:

ΦI(y) =

∞∑
k=1

ΦIsk
ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

+ ΦIsk
ΦIs

(
λk, y

)
λkM

s
k

,

ΨR(y) =
∞∑
k=1

ΨRsk
ΨRs (λk, y)

λ2
kM

s
k

+ ΨRsk
ΨRs

(
λk, y

)
λ2
kM

s
k

, (6.9)

FR(y) =
∞∑
k=1

FRsk
FRs (λk, y)

M s
k

+ FRsk
FRs

(
λk, y

)
M s
k

,
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где

ΦIsk =

+∞∫
−∞

ΦI(y)ΦIsk(y)dy, ΨRsk =

+∞∫
−∞

ΨR(y)ΨRsk(y)dy, FRsk =

+∞∫
−∞

FR(y)FRsk(y)dy.

(6.10)
Разложения порождающих функций в ряды по степеням параметра λ имеют вид:

ΦIs (λ, y) = (1 + ν)hλ2 − ...,ΨRs (λ, y) = −(1 + ν)hyλ3 + ...,
FRs (λk, y) = (1 + ν)hyλ3 − ... (6.11)

6.1. Разложения порождающих функций:
а) рассмотрим разложение в ряд Лагранжа порождающей функции ΦIs (λ, y). Учи-

тывая (6.7), сразу получим

ΦIs (λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λkL(λ)

λ2 − λ2
k

ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

}
. (6.12)

Ряд (6.12) равномерно сходится к своей функции на всем отрезке [−h, h] (проверя-
ется по теореме о вычетах). Из второй формулы (6.7) при λ→ 0 вытекает равенство

+∞∫
−∞

ΦIsk(y)dy = − 2

(1 + ν)hλk
. (6.13)

Тогда

1 =
∞∑
k=1

2Re

{
− 2

(1 + ν)hλk

ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

}
.

Отсюда

−(1 + ν)h

2
L(λ) =

∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λk

ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

}
.

Добавляя этот ряд к ряду (6.12) и вычитая его свернутое выражение, получим

ΦIs (λ, y) =
(1 + ν)h

2
L(λ) +

∞∑
k=1

2Re

{
λ2L(λ)(

λ2 − λ2
k

)
λk

ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

}
;

б) разложение порождающей функции

ΨRs (λ, y) =

∞∑
k=1

ΨRsk
ΨRs (λk, y)

λ2
kM

s
k

+ ΨRsk
ΨRs

(
λk, y

)
λ2
kM

s
k

. (6.14)

Очевидно

ΨRsk =
λλkL(λ)

λ2 − λ2
k

. (6.15)

Ряд (6.14) с коэффициентами (6.15) равномерно сходится на всем отрезке [−h, h].
Учитывая (6.7) и соответствующее разложение (6.11), найдем

+∞∫
−∞

yΨRsk(y)dy =
2

(1 + ν)hλ2
k

. (6.16)



БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ... 75

Следовательно,

y =
∞∑
k=1

2Re

{
2

(1 + ν)hλk

ΨRs (λk, y)

λ2
kM

s
k

}
(|y| ≤ h);

в) рассмотрим разложение порождающей функции

FRs (λ, y) =
∞∑
k=1

FRsk
FRs (λk, y)

M s
k

+ FRsk
FRs

(
λk, y

)
M s
k

. (6.17)

Если в соответствующем равенстве (6.7) обе части разделить на λ и перейти к пределу
при λ → 0, то слева получим нуль, а справа – конечную величину −2/λk. Поэтому
ряд

∞∑
k=1

2Re

{
− 2

λk

FRs (λk, y)

M s
k

}
можно рассматривать как представление нуля. Пользуясь этим наблюдением, можно
улучшить сходимость ряда (6.17), в котором

FRsk =
λkL(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) . (6.18)

Добавим к коэффициенту (6.18) величину C/λk, где константа C такова, что в ре-
зультате скорость убывания по λk при λk →∞ выражения

λkL(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) +
C

λk

возрастает. Очевидно, что

C =
L(λ)

λ
.

Тогда
λkL(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) +
L(λ)

λλk
=

λL(λ)

λk
(
λ2 − λ2

k

) . (6.19)

Ряд (6.17) с коэффициентами Лагранжа (6.19) равномерно сходится к FRs (λ, y) на
всем отрезке [−h, h] при всех вещественных значениях параметра λ.

Ряды Лагранжа

ΨRs (λ, y) =
∞∑
k=1

2Re
{
λL(λ)
λ2−λ2k

ΨRs(λk,y)
λ2kM

s
k

}
,

FRs (λ, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λk(λ2−λ2k)
FRs(λk,y)

Ms
k

} (6.20)

равномерно сходятся на всем отрезке [−h, h] при всех вещественных значениях λ.
6.2. Разложения на основе финитных биортогональных функций. В этом случае

ϕIsk =

h∫
−h

ΦI(y)ϕIsk(y)dy, ψRsk =

h∫
−h

ΨR(y)ψRsk(y)dy, fRsk =

h∫
−h

FR(y)fRsk(y)dy.

(6.21)
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Приведем примеры разложений с коэффициентами Лагранжа (6.21):

y2 − h2

3
=

∞∑
k=1

2Re

{
−2

3

(
λ2
kh

2 − 3
)

sinλkh+ 3λkh cosλkh

(1 + ν)λ3
kh sinλkh

ΦIs (λk, y)

λkM
s
k

}
,

y =
∞∑
k=1

2Re

{
sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λkh sinλkh

ΨRs (λk, y)

λ2
kM

s
k

}
, (6.22)

sinπy =
∞∑
k=1

2Re

{
π cosπh

(1 + ν)λkh
(
λ2
k − π2

) FRs (λk, y)

M s
k

}
.

Ряды (6.22) равномерно сходятся к раскладываемым функциям на всем отрезке
[−h, h].
7. Разложения Лагранжа по функциям Φc(λk, y), Ψc(λk, y) и F c(λk, y) (c-

представление). Рассмотрим функции

Φc(λk, y) = ΦRc(λk, y) + iΦIc(λk, y), Ψc(λk, y) = ΨRc(λk, y) + iΨIc(λk, y),
F c(λk, y) = 2Φc(λk, y)−Ψc(λk, y) = FRc(λk, y) + iFIc(λk, y),

(7.1)

где

ΦRc(λk, y) = −tcxy(λk, y), ΦIc(λk, y) =
1

2
[scy(λk, y)− scx(λk, y)],

ΨRc(λk, y) = (1 + ν)
dξc(λk, y)

dy
− 3 + ν

2
tcxy(λk, y),ΨIc(λk, y) = scy(λk, y), (7.2)

FRc(λk, y) = −
[
(1 + ν)

dξc(λk, y)

dy
+

1− ν
2

tcxy(λk, y)

]
, F Ic(λk, y) = −scx(λk, y)

или

ΦIc(λk, y) = −(1 + ν)λk [(λkh sinλkh+ cosλkh) cosλky − λky cosλkh sinλky] ,

ΨRc(λk, y) = (1 + ν)λ2
k [h sinλkh sinλky + y cosλkh cosλky] , (7.3)

FRc(λk, y) = (1 + ν)λk [(λkh sinλkh+ 2 cosλkh) sinλky + λky cosλkh cosλky] .

Между функциями (7.1) имеется связь, аналогичная (6.4).
Уравнения для определения биортогональных систем функций:

+∞∫
−∞

Φc(λ, y)Φc
k(y)dy =

L(λ)

λ (λ− λk)
,

+∞∫
−∞

Ψc(λ, y)Ψc
k(y)dy =

L(λ)

λ− λk
,

+∞∫
−∞

F c(λ, y)F ck(y)dy =
L(λ)

λ2 (λ− λk)
,

+∞∫
−∞

ΦIc(λ, y)ΦIck(y)dy =
λkL(λ)

λ
(
λ2 − λ2

k

) , +∞∫
−∞

ΨRc(λ, y)ΨRck(y)dy =
λkL(λ)

λ2 − λ2
k

, (7.4)

+∞∫
−∞

FRc(λ, y)FRck(y)dy =
λkL(λ)

λ2
(
λ2 − λ2

k

) , λk ∈ Λ.
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Финитные части биортогональных функций, входящих в равенства (7.4), равны:

ϕIck(y) =
1

2(1 + ν)λkh

(
1− cosλky

cosλkh

)
, ψRck(y) =

sinλky

2(1 + ν)h cosλkh
, (7.5)

fRck(y) =
1

2 (1 + ν)λ2
kh

sinλky

cosλkh
.

Разложения порождающих функций в ряды по степеням параметра λ таковы:

ΦIc (λ, y) = −(1 + ν)λ+ ...; ΨRc (λ, y) = (1 + ν)yλ2 − ...;
FRc (λk, y) = 3(1 + ν)yλ2 − ... (7.6)

Приведем примеры разложений Лагранжа:

ΦI(y) =
∞∑
k=1

ΦIck
ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

+ ΦIck
ΦIc

(
λk, y

)
λkM

c
k

,

ΨR(y) =

∞∑
k=1

ΨRck
ΨRc (λk, y)

λ2
kM

c
k

+ ΨRck
ΨRc

(
λk, y

)
λ2
kM

c
k

, (7.7)

FR(y) =
∞∑
k=1

FRck
FRc (λk, y)

M c
k

+ FRck
FRc

(
λk, y

)
M c
k

,

в которых коэффициенты находятся по формулам:

ΦIck =

+∞∫
−∞

ΦI(y)ΦIck(y)dy, ΨRck =

+∞∫
−∞

ΨR(y)ΨRck(y)dy, FRck =

+∞∫
−∞

FR(y)FRck(y)dy.

(7.8)
7.1. Разложения порождающих функций:

а) разложение порождающей функции

ΦIc (λ, y) =
∞∑
k=1

ΦIck
ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

+ ΦIck
ΦIc

(
λk, y

)
λkM

c
k

. (7.9)

При λ→ 0 из (7.4) следует равенство
+∞∫
−∞

ΦIck(y)dy =
2

(1 + ν)λk
. (7.10)

На основании равенств (7.4) и (7.10) получим такие два разложения:

ΦIc (λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2
k

ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

}
, 1 =

∞∑
k=1

2Re

{
2

(1 + ν)λk

ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

}
.

(7.11)
Умножая второй ряд (7.11) на (1 + ν)L(λ)/2λ и комбинируя его с первым, получим
ряд, равномерно сходящийся на всем отрезке [−h, h]:

ΦIc (λ, y) = −(1 + ν)L(λ)

2λ
+
∞∑
k=1

2Re

{
λL(λ)

λ2 − λ2
k

ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

}
;
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б) разложение порождающей функции

ΨRc (λ, y) =
∞∑
k=1

ΨRck
ΨRc (λk, y)

λ2
kM

c
k

+ ΨRck
ΨRc

(
λk, y

)
λ2
kM

c
k

. (7.12)

Из (7.4) и (7.6) можно получить
+∞∫
−∞

yΨRck(y)dy = − 2

(1 + ν)λk
. (7.13)

Следовательно,

ΨRc (λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λkL(λ)

λ2 − λ2
k

ΨRc (λk, y)

λ2
kM

c
k

}
, y =

∞∑
k=1

2Re

{
− 2

(1 + ν)λk

ΨRc (λk, y)

λ2
kM

c
k

}
.

(7.14)
Сходимость первого ряда (7.14) можно улучшить, воспользовавшись вторым рядом
так, как это было проделано выше;

в) разложение Лагранжа порождающей функции

FRc (λ, y) =
∞∑
k=1

FRck
FRc (λk, y)

M c
k

+ FRck
FRc

(
λk, y

)
M c
k

. (7.15)

С помощью теоремы о вычетах можно проверить, что ряд
∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λ2λk

FRc (λk, y)

M c
k

}
сходится к нулю. Пользуясь им, улучшим сходимость ряда

FRc (λ, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λkL(λ)

λ2
(
λ2 − λ2

k

) FRc (λk, y)

M s
k

}
.

В результате получим ряд, равномерно сходящийся внутри отрезка [−h, h]:

FRc (λ, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
L(λ)

λk
(
λ2 − λ2

k

) FRc (λk, y)

M s
k

}
.

7.2. Разложения на основе финитных биортогональных функций. Приведем приме-
ры разложений в ряды Лагранжа по функциям ΦIc(λk, y), ΨRc(λk, y) и FRc(λk, y),
когда раскладываемые функции продолжаются периодически вне отрезка [−h, h], а
коэффициенты разложений при этом определяются по формулам:

ϕIck =

h∫
−h

ΦI(y)ϕIck(y)dy, ψRck =

h∫
−h

ΨR(y)ψRck(y)dy, fRck =

h∫
−h

FR(y)fRck(y)dy.

(7.16)
Имеем:

y2 − h2

3
=
∞∑
k=1

2Re

{
−2

3

3λkh cosλkh+
(
λ2
kh

2 − 3
)

sinλkh

(1 + ν)λ4
kh cosλkh

ΦIc (λk, y)

λkM
c
k

}
,
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y =
∞∑
k=1

2Re

{
sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ2
kh cosλkh

ΨRc (λk, y)

λ2
kM

c
k

}
, (7.17)

y =
∞∑
k=1

2Re

{
sinλkh− λkh cosλkh

(1 + ν)λ4
kh cosλkh

FRc (λk, y)

M c
k

}
.

8. Связь s- и c-представлений. Рассмотрим элементы рядов Лагранжа по s- и c-
представлениям, сравнивая
uck

ξc(λk,y)
λkM

c
k

с usk
ξs(λk,y)
λkM

s
k
, vck

χc(λk,y)
Mc
k

с vsk
χs(λk,y)
Ms
k

и т. д. Порождающие функции s- и c-
представлений связаны следующим образом:

ξs(λ, y)ctgλh− ξc(λ, y) = −(1 + ν)hL(λ) cosλy

2λ sinλh
,

χs(λ, y)ctgλh− χc(λ, y) =
(1 + ν)hL(λ) sinλy

2λ sinλh
(7.18)

и т. д. Полагая здесь λ = λk, получим:

ξs(λk, y)ctgλkh = ξc(λk, y), χs(λk, y)ctgλkh = χc(λk, y), σsx(λk, y)ctgλkh = σsx(λk, y)
(7.19)

и т. д.
Финитные биортогональные функции также связаны, в частности,

vck(y) = vsk(y) 1
λkctgλkh

, tck(y) = tsk(y) 1
λkctgλkh

,

ψRck(y) = ψRsk(y) 1
λkctgλkh

, fRck(y) = fRsk(y) 1
λkctgλkh

.
(7.20)

Следовательно,

vck
χc(λk, y)

M c
k

=

h∫
−h

V (y)vck(y)dy
χc(λk, y)

M c
k

=

h∫
−h

V (y)vck(y)dy
χs(λk, y)ctgλkh

M s
kctgλkh

= vsk
χs(λk, y)

M s
k

.

(7.21)
А также

tck
tcxy(λk,y)

λkM
c
k

= tsk
tsxy(λk,y)

λkM
s
k
,

ψRck
ΨRc(λk,y)
λ2kM

c
k

= ψRsk
ΨRs(λk,y)
λ2kM

s
k

, fRck
FRc(λk,y)

Mc
k

= fRsk
FRs(λk,y)

Ms
k

.
(7.22)

Для функций

xsk(y) =
cosλky

2 (1 + ν)λkh sinλkh
иxck(y) =

1

2 (1 + ν)λ2
kh

[
cosλky

cosλkh
− 1

]
(7.23)

связь типа (7.20) неочевидна, поскольку этому “мешает” единица в формуле для
xck(y). Но класс допустимых раскладываемых функций в ряды по функциям Фадля–
Папковича scx (λk, y) ограничен самоуравновешенными функциями, ортогональными
к единице. Поэтому для таких раскладываемых функций можно считать, что

xck(y) =
cosλky

2 (1 + ν)λ2
kh cosλkh

. (7.24)

Тогда и в этом случае

xck(y) = xsk(y)
1

λkctgλkh
иxck

scx(λk, y)

M c
k

= xsk
ssx(λk, y)

M s
k

. (7.25)
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Сравним финитные части биортогональных функций s− и c-представлений:

usk(y) =
1

(1 + ν)h

[
λk cosλky

sinλkh
− (δ(y − h) + δ(y + h))

]

uck(y) =
cosλky

(1 + ν)h cosλkh
. (7.26)

Для их связи типа (7.20) “мешают” дельта-функции в формуле (7.26) для usk(y).
Поэтому будем рассматривать только такие раскладываемые функции U(y), которые
равны нулю при y = ±h.

Пусть раскладываемая функция U(y) в общем не является самоуравновешенной.
Перейдем к самоуравновешенной функции

u(y) = U(y)−D, (7.27)

где

D =
1

2h

h∫
−h

U(y)dy. (7.28)

Тогда, учитывая, что U(±h) = 0, получим

us0 =

h∫
−h

(U(y)−D)
ν

2 (1 + ν)
[δ (y − h) + δ (y + h)] dy = − νD

1 + ν
. (7.29)

Так как финитные функции usk(y) ортогональны к любой постоянной, то

usk =

h∫
−h

U(y)usk(y) dy.

Обозначив

ωsk =

h∫
−h

U(y)
1

(1 + ν)h

λk cosλky

sinλkh
dy, (7.30)

разложение Лагранжа функции U(y), обращающейся в ноль на концах отрезка [−h, h],
можно представить так:

U(y) =
D

1 + ν
+

∞∑
k=1

2Re

{
ωsk
ξs(λk, y)

λkM
s
k

}
. (7.31)

Построим разложение U(y) по функциям ξc(λk, y). Имеем:

uck =

h∫
−h

U(y)uck(y)dy =

h∫
−h

U(y)
1

(1 + ν)h

cosλky

cosλkh
dy, (7.32)

uc0 =

h∫
−h

U(y)uc0(y)dy =

h∫
−h

U(y)
1

2h(1 + ν)
dy =

D

1 + ν
. (7.33)



БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ... 81

Следовательно,

U(y) =
D

1 + ν
+
∞∑
k=1

2Re

{
uck
ξc(λk, y)

λkM
c
k

}
. (7.34)

Сравнивая разложение (7.31) с разложением (7.34), нетрудно понять, что одно раз-
ложение может быть получено из другого заменой индексов: c на s или наоборот.
Напомним, что это касается только тех раскладываемых функций U(y), которые удо-
влетворяют условию U(±h) = 0.

Сравнивая финитные биортогональные функции ysk(y) и yck(y), можно сделать вы-
вод: в классе раскладываемых функций, обращающихся в нуль на концах отрезка
[−h, h], разложения Лагранжа по функциям ssy (λk, y) и scy (λk, y) получаются одно из
другого простой заменой верхних индексов.

Такая же связь имеется между разложениями по функциям ΦIsk(λk, y) и ΦIck(λk, y)
в том случае, когда раскладываемые функции самоуравновешены.
Заключение. В работе подробно исследованы свойства разложений Лагранжа

по системам функций Фадля–Папковича, возникающим при решении четносиммет-
ричной краевой задачи теории упругости в полуполосе (прямоугольнике) со сво-
бодными горизонтальными сторонами. Показано, что имеются два вида функций
Фадля–Папковича, названных в работе s- и c- представлениями. Между разложени-
ями Лагранжа по этим представлениям имеется связь. Указаны классы раскладыва-
емых функций, для которых эти представления полностью совпадают. Рассмотрены
различные примеры, в частности, примеры разложений порождающих функций и
разложений с использованием финитных биортогональных функций.
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BIORTHOGONAL FUNCTIONS AND EXPANSIONS OF THE LAGRANGE
FUNCTION OF THE FADLE-PAPKOVICH IN THE FIRST MAIN TASK OF

THE THEORY OF ELASTICITY
Institute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, Russian Academy of

Sciences, Moscow, Russia

Abstract. We consider the Lagrange expansions on the Fadle-Papkovich functions. The functions
arise from solution of the first fundamental boundary value problem of elasticity theory in a half-
strip {Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ h}. Independently of a homogeneous boundary conditions type on the
long sides of a half-strip, there are always two representations for Fadle- Papkovich functions.
Both of representations are considered in this article. Their equivalence for given, physically
natural classes of expended functions are shown. Functions that are The biorthogonal system
functions are constructed, and then the Lagrange expansions on the Fadle-Papkovich functions
are given. The Lagrange expansions are called the expansions of only one function for any one
system of Fadle-Papkovich functions, unlike expansions that arise in solving of the boundary value
problem. The Lagrange expansions are the analogues of expansions into series on trigonometric
systems of functions, and their role in solving of boundary value problems is the same as the role
of trigonometric series in Filon-Ribiere [1] expansions. The Lagrange expansions was considered
earlier, e.g., in [2-15], as much as it is required to solve a boundary value problem. The aim of this
article is detailed study of the Lagrange expansions.

The Fadle-Papkovich functions exactly satisfy to zero boundary conditions on the longitudinal
sides of the half-strip, but they are more complicated: a complex-valued, not orthogonal and do not
form classical basis in the segment (end face of the half-strip), where expanding functions are given.
But it is possible to construct (defined on the Riemannian surface of logarithm) the biorthogonal
systems of functions, and then get explicit expressions (in the form of a simple Fourier integrals
of the boundary functions) for the required expansion coefficients in the same scheme as in the
classical solutions of Filon-Ribiere [16]. The essence of the approach is a new concept of functions
basis on an interval, which is a generalization of the classical understanding of the basis on the
segment. In terms of work [17, 18], a classical basis can be interpreted as a basis in the complex
plane. While the Fadle-Papkovich functions form the basis on the Riemannian surface of logarithm.
Moreover, in the particular case when the Fadle-Papkovich functions degenerate into trigonometric
systems of functions, the basis on the Riemannian surface becomes to classical basis on a segment.
The basis of the corresponding theory is the Borel transform in the class of quasi-entire functions
of exponential type (classical basis is based on the theory of entire functions of exponential type
and Paley-Wiener theorem [19]). The class of quasi-entire functions of exponential type and the
Borel transform in this class were first introduce in 1935 [20]. In article [21] the properties of
this transform were studied, as much as this is necessary for solving boundary value problems of
elasticity theory in a half-strip.
Keywords: theory of elasticity, half-strip, Fadle-Papkovich functions, biorthogonal systems of
functions, Lagrange expansions, analytical solutions.
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