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Аннотация. На примере ударного нагружения несжимаемого цилиндрического упругого
слоя, содержащего в себе предварительные деформации, указаны особенности построения
лучевых разложений для приближенного вычисления добавочного всестороннего давления и
последующих численных расчетов.
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Введение. Свойства ударных волн (поверхностей разрывов деформаций) в несжи-
маемой упругой среде изучались неоднократно [1], [2], [3], [4], [5] дано решение авто-
модельной задачи, в [3] предложен вариант метода возмущений, связанный со сращи-
ванием внешнего квазистатического разложения решения с прифронтовой асимптоти-
кой за ударной волной. Здесь будет рассмотрен иной метод построения приближенного
решения, который предложившими его авторами [6]. [7] назван лучевым. Он состоит
в представлении решения за поверхностями разрывов ускорений в форме степенных
рядов по времени или по лучевой координате. Для коэффициентов таких рядов, на-
зываемых лучевыми, из дифференциальных уравнений движения и условий совмест-
ности разрывов рекуррентно следуют обыкновенные дифференциальные уравнения
(уравнения затухания). Такое положение нарушается только в случае ударных волн.
Являясь принципиально нелинейным явлением, ударная волна имеет скорость своего
движения, несовпадающую со скоростью распространения возмущений по среде и от
того рекуррентность в получении уравнений затухания не следует. Это вызвало иное
предложение для обобщения метода построения лучевых рядов [8], [9], связанное с
разложением интенсивности ударной волны в ряд, коэффициенты которые включают
в себя δ-производные от функции, определенной а движущейся поверхности сильных
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разрывов. Рекуррентная форма геометрических и кинематических условий совмест-
ности разрывов [10], [11] позволила последовательно вычислять коэффициенты тако-
го степенного ряда. Таким способом были приближенно решены одномерные задачи
об ударном нагружении предварительно продеформированного полупространства [9],
об антиплоском и скручивающем ударе по свободному несжимаемому полупростран-
ству [12], о таком же ударе по продеформированному несжимаемому упругому цилин-
дрическому слою [13]. В рассмотренных задачах [9], [12], [13] вычислению добавочного
давления, как обычно, внимания не уделяется. Считается, что по полученным пере-
мещениям вычислить его не составляет труда. Однако это не всегда просто. Здесь
укажем особенности.
Модельные соотношения. Рассматривается математическая модель несжимае-

мого упругого материала в адиабатическом приближении, которая в декартовой си-
стеме координат имеет вид

σij,j = ρ(v̇i + vi,jvj), σij =
∂W

∂αik
(δkj − 2αkj)− pδij ,

2αij = ui,j + uj,i − uk,iuk,j , vi = u̇i + ui,jvj ,

u̇i =
∂ui
∂t

, ui,j =
∂ui
∂xj

,

(1)

где ui и vi – компоненты векторов перемещений и скоростей, αij и σij – тензоры дефор-
маций Альманзи и напряжений Коши – Эйлера, p – функция добавочного всесторон-
него давления, ρ = const – плотность среды, δij – символ Кронекера. Индексом после
запятой обозначена производная по соответствующей пространственной координате,
точкой сверху – по времени. Упругий потенциал изотропной несжимаемой упругой
среды W (A1, A2) – плотность распределения внутренней энергии, представлен своим
разложением в ряд Тейлора относительно свободного состояния:

W (A1, A2) = −2µA1 − µA2 + bA2
1 − (µ− b)A1A2 − aA3

1 + . . . ,

A1 = αii, A2 = αijαji,
(2)

где µ – модуль сдвига, a и b – модули упругости третьего порядка. Сокращение чис-
ла постоянных материала вызвано характером дальнейшего винтового деформирова-
ния [14], что заставляет их быть связанными между собой. В цилиндрической системе
координат r, ϕ, z, компоненты вектора перемещений зададим в следующей форме:

ur = r(1− cosψ(r, t)), uϕ = r sinψ(r, t), uz = u(r, t), (3)
где ψ(r, t) – угловое смещение, u(r, t) – осевое смещение точек среды.

Так, компоненты тензора напряжений согласно формуле Мурнагана (1) с учетом (2)
и (3) имеют вид

σrr = −p− 2µ− θ1m− θ2m
2 + . . . , σϕϕ = σrr + µr2ψ2

,r − θ3u
2
,rm+ . . . ,

σzz = σrr + µu2
,r − θ3r

2ψ2
,rm+ . . . , σϕz = u,rrψ,r (µ+ θ3m+ . . . ) ,

σrϕ = µrψ,r
(
1 + χ1m

2 + . . .
)
, σrz = µu,r

(
1 + χ1m

2 + . . .
)
,

θ1 =
µ+ b

2
, θ2 =

3 (a− b+ µ)

4
, θ3 = −µ− b

2
, χ1 =

θ2

µ
,

(4)

поэтому уравнение движения (1) в одномерном случае записываются в форме
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σrr,r + r−1 (σrr − σϕϕ) = −r−1ρv2

ϕ,

σrϕ,r + 2r−1σrϕ = ρvϕ,t,

σrz,r + r−1σrz = ρvz,t.

(5)

Первая компонента системы (1.5) отвечает за эволюцию функции p. Выделим имен-
но ее, поскольку две другие компоненты определяют поведение функций ψ и u.

p, r + r−1
(
µr2ψ2

,r − θ3u
2
,r

)
+ 2 (θ1 + 2θ2m)

(
u,rru,r + r2ψ,rrψ,r + rψ2

,r

)
= rρψ2

,t. (6)

Ударные волны. В телах, испытывающих существенные нестационарные нагруз-
ки, могут распространяться поверхности разрывов деформаций. Такие процессы не
учитываются в дифференциальных формулировках и модельных соотношениях (1).
Интегральные формулировки законов сохранения позволяют определить соотноше-
ния на разрывы искомых величин и использовать их наряду с дифференциальными.
Одним из таких соотношений является динамическое условие совместности

[σij ]nj = ρ+(v+
j nj −G)[vi],

где [f ] = f+ − f− – разрыв функции, индексами "плюс"(далее опускается при отсут-
ствии индекса у разрывной функции) и "минус"обозначены ее значения перед и за
поверхностью разрывов, nj – компоненты вектора внешней к поверхности разрывов
нормали. Если записать данное условие покомпонентно

[σrr] = 0,

[σrϕ] = −ρG[vϕ],

[σrz] = −ρG[vz],

(7)

то из него следует условие существования и распространения поверхностей разры-
вов деформаций (ударных волн) в цилиндрическом слое. Для этого в формулах (7)
употребляются выражения (4). Первое уравнение системы (7) позволяет выделить
разрыв функции добавочного давления, выразив его относительно интенсивности и
предварительного сдвига:

[p] = −[m]
(
θ1 + θ2 (2 + 3m)m− θ2 (1 + 3m) [m] + θ2[m]2

)
. (8)

На волне нагрузки Σ1 выполняется соотношение на интенсивности rψ,r/u,r =
r[ψ,r]/[u,r] [13], поэтому направленность предварительного сдвига сохраняется, а его
величина возрастает (это следует из термодинамического условия совместности [5]).
Поэтому при отсутствии предварительных скручивающих деформации (8) может
быть переписано в виде

[p] = −
(
θ1 + θ2

(
2 + 3u2

,r

)
u2
,r − θ2

(
1 + 3u2

,r

)
[u,r] (2u,r − [u,r]) +

+θ2[u,r]
2 (2u,r − [u,r])

2
)

[u,r] (2u,r − [u,r]) .

На волне круговой поляризации Σ2 величина предварительного сдвига сохраня-
ется ([m] = 0 [13]) в отличие от его направленности. Поэтому функция на данной
поверхности разрывов согласно (5) является непрерывной, [p] = 0. Более того, волна
круговой поляризации является изоэнтропийной и в несжимаемой среде распростра-
няется за волной нагрузки [5]. Поскольку за волной нагрузки функция добавочного
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всестороннего давления непрерывна, то в этой области действует уравнение движе-
ния, в частности его компонента (6), описывающая поведение непосредственно.
Лучевой метод. Краевые условия для функций задачи при t > 0 такие, что на

внутренней стенке (r = r0) происходит скручивающее воздействие, а на внешней стен-
ке (r = R) выполняется условие жесткого закрепления

p(r0, t) = p0 + p1t,

ψ(r0, t) = ψ1t+ ψ2t
2, ψ(R, t) = 0,

u(r0, t) = u0, u(R, t) = 0.

(9)

Следующие далее обозначения соответствуют принятым в работе [13]. Поскольку
на волне круговой поляризации разрыв функция не терпит, понадобятся лишь опре-
деленные величины на волне нагрузки, а решение за ней запишется в форме ряда

u−(r, t) = u(r)−
∞∑
j=1

κj
(t− t1)j

j!
, t1 =

r∫
0

G−1
1 (ξ)dξ,

κj = [
∂ju

∂tj
]|t=t1 =

∞∑
k=0

κjk
tk1
k!
, κjk = [

δkκj
δtk

]|t1=0;

(10)

для разрыва самой функции p и ее градиента

p−(r, t) = p(r)−
∞∑
j=0

λj
(t− t1)j

j!
,

λj = [
∂jp

∂tj
]|t=t1 =

∞∑
k=0

λjk
tk1
k!
, λjk = [

δkλj
δtk

]|t1=0.

(11)

Основным уравнением, которое описывает динамику изменения разрыва функции,
будет являться выражение для δ-производной [10] на волне нагрузки

δλ0

δt
= λ1 + 2κ1

((
θ1 + 6θ2u

2
,r

) (
u,rr − C−2κ2

)
− r−1u,r

(
θ1 + 2 (θ2 + θ3)u2

,r

))
−

−2κ2C
−1u,r

(
θ1 + 2θ2u

2
,r

)
+ . . . , C =

√
µ/ρ.

(12)

Поскольку решение для компонент осевого и скручивающего воздействия было по-
лучено в [13], возможно записать приближенное решение и для функции p. Таким
образом, исходя из совокупности уравнений (9), (10), (11) и (12), считаем возможным
явное представление искомых коэффициентов, а именно

λ00 = 0, λ01 = −p1 − 2r2ψ1ψ2C
−2
θ1 + 2θ2u

2
,r(r0)

1 + 5χ1u4
,r(r0)

, λ10 = −p1. (13)

Запись решения для функции добавочного давления предполагает знание закона
движения волны нагрузки t1(r) (или r1(t)). Данные выражения, также как и выра-
жения для t2(r) (или r2(t)), были представлены ранее в [13].
Численное моделирование и результаты расчетов. Считаем, что прибли-

женное решение является удовлетворительным в некоторый промежуток времени
t ∈ (0; t0] с начала воздействия на слой. При этом функция p определена своими
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коэффициентами (13) и разложением (11). После чего область t > t0 и r ∈ [r0; r2)
разбивается сеткой с шагом ∆t по времени и ∆r по координате, чтобы записать в ее
узлах уравнение движения (5), а конкретно для функции добавочного всесторонне-
го давления его компоненту (6). Непосредственно за поверхностью разрывов считаем
справедливыми лучевые разложения (10) и (11), но с неизвестными коэффициентами.
Эти коэффициенты определяются путем минимизации квадрата невязки системы. В
качестве вычислительного шаблона использовалась схема с центральными разностями
и дискретизированная система разрешается методом простых итераций. Осуществля-
ется планомерный переход от одного временного слоя к другому, с обязательным от-
слеживанием области, где возможна запись конечно-разностного представления урав-
нения движения.

Следует заметить, что инициализация расчетной схемы является не менее важным
мероприятием. Если использовать приближенное решение (13), то необходимо иметь
в виду, что при точном решении интенсивность стремиться к нулю асимптотически.
Этот эффект можно предварительно оценить. Так, при наличии предварительных
деформаций антиплоского типа, время смены знака для лучевого приближения ин-
тенсивности определится неравенством t0 < 2r0/3C.

Анатолий Исакович Лурье, выдающийся отечественный ученый-механик, отме-
чал [14], что несжимаемая теория упругости во многом предназначена для изучения
деформационных свойств эластомеров. Выберем материал с параметрами, близкими
к параметрам резины 6Ж ТУ 38-005-1166-98: ρ = 1050 кг/м3, C = 50 м/с, χ1 = 100.
Геометрические размеры слоя: r0 = 10−2 м, R = 2 · 10−2 м. Условия на внутренней
границе следующие: u0 = 10−3 м, ψ1 = 20π, ψ2 = 300π, p0 = µ Па, p1 = 104µ Па. Такие
большие значения ψ1 и ψ2 приведут в момент достижения волной нагрузки внешней
границы слоя к повороту внутренних точек всего лишь на 0.3 градуса (при этом сле-
дует учитывать малость времени достижения волной нагрузки внешней границы слоя
T ). На рисунке ниже представлены эпюры (всего 10, с указанием моментов времени,
для которых они показаны) радиальной компоненты тензора напряжений и функции
добавочного всестороннего давления, нормированных по отношению к величине µ.
Для σrr влияние волны круговой поляризации мало заметно, поскольку величина [p]
является более существенной и проявляет себя на волне нагрузки.

Рис. 1. Эпюры радиальных напряжений и компоненты
добавочного всестороннего давления

Приближенное решение и результаты численных расчетов подтверждают, что чем
больше скорость и ускорение граничного воздействия, тем больших значений достиг-
нет функция добавочного всестороннего давления. Помимо этого заметно снижение
роста p по мере приближения к внешней границе слоя. Частота сетки, начиная с
определенного значения, влияет лишь на время расчета, качественно не улучшая по-
лученных результатов.
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Заключение. Отметим еще раз, что в большинстве работ вопрос определения
функции добавочного всестороннего давления опускался и зачастую оставался за
кадром, а здесь именно ему было посвящено основное внимание. Рассмотрим опре-
деленный случаи, хотя и не самый простой: с наличием кривизны у поверхностей
разрывов, предварительных деформаций, которые обусловливают распространение
двух ударных волн. На волне круговой поляризации функция является непрерывной.
Такой факт позволяет сделать утвердительное заключение о том, что функция не
может выступать в качестве маркера или индикатора волны круговой поляризации.
Однако в качестве индикатора волны нагрузки она может выступать в полной мере.
Исходя из сравнения результатов приближенного и численного решения, необходимо
заметить следующее: примененная численная схема позволила улучшить и уточнить
приближенное решение для достаточно больших времен, нежели это было возможно
при использовании только аналитических выражений. Также положительную роль
сыграли первоначальные оценки решений, которые и были использованы в качестве
начальных приближений при построении уже численного решения. Данные методи-
ки дополнили друг друга синергетически, устранив слабые места приближенного и
численного счета.
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ABOUT THE CALCULATIONS OF ADDITIONAL PRESSURE IN THE

PROBLEM OF DYNAMIC IMPACT LOADING OF AN INCOMPRESSIBLE
CYLINDRICAL ELASTIC LAYER

Institute of Automation and Control Processes FEB RAS, Vladivostok

Abstract. The paper is based on the problem of shock loading of an incompressible
cylindrical elastic layer with preliminary deformations and devoted to constructions of ray
series to approximate computation the additional hydrostatic pressure and subsequent numerical
calculations.
Keywords: solid dynamics, nonlinear elasticity, shock waves, incompressibility, numerical
methods, ray series, additional pressure function
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