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Аннотация. В работе рассмотрено напряженно-деформированное состояние упруговязко-
пластического материала в окрестности вершины клиновидного выреза за дифрагированной
волной, возникающей в результате прямого падения предельной упругой волны на вырез.
Поведение перемещений и деформаций за дифрагированной поверхностью обладает особен-
ностью, приводящей к сингулярности их значений в вершине клиновидного выреза и за ди-
фрагированной поверхностью. Для устранения такой особенности вершина выреза аппрокси-
мирована окружностью малого радиуса δ. Поведение напряжений и деформаций за фронтом
дифрагированной волны, которые на фронте принимают значения, равные нулю, а произ-
водные по направлению нормали неограниченные, аппроксимировано линейным образом по
значениям градиентов напряжений и деформаций на малом расстоянии ε от дифрагированно-
го фронта. Градиенты напряжений и деформаций на расстоянии ε от дифрагированной волны
приняты за интенсивность волны. В работе получено значение интенсивности дифрагирован-
ной волны в процессе ее распространения, а также распределение остаточных деформаций и
значение динамических коэффициентов интенсивности напряжений в окрестности вершины
клиновидного выреза.
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Введение. Исследование статического предельного упругого состояния материала
в окрестности вершины трещины опирается на определение J-интегралов и коэффи-
циентов интенсивности напряжений K1 и K2 [8], [9], [10]. Динамическое напряженное
состояние требует решения нестационарных волновых задач в окрестности верши-
ны трещины, которые связаны с распространением, отражением и дифрагированием
упругих волн.

В работах [2], [4], [5], [7], [8] проведен анализ напряженно – деформированного со-
стояния за упругими дифрагированными волнами на клине в случае отражения гар-
монических волн [5], [7], [8] и волн слабого разрыва. В них показано, что по направ-
лению оси симметрии клина интенсивность дифрагированных волн является макси-
мальной и может достигать таких больших значений, что второй инвариант девиатора
тензора напряжений за дифрагированной волной может превышать величину преде-
ла пластичности. Это заставляет для анализа такой ситуации использовать модель
упруговязкопластического материала (EVP) в области за дифрагированной волной и
исследовать остаточные пластические деформации в окрестности выреза, аппрокси-
мируемого клином.

Приближенное представление деформирования материала за дифраги-
рованной волной. Поведение перемещений и деформаций вблизи дифрагированной
поверхности обладает особенностью на острие клина, а на фронте дифрагированной
волныих градиент неограничен. Поэтому в качестве интенсивности дифрагированной
волны выбирается ее значение w на некотором малом расстоянии ε за фронтом волны.
На рис. 1 представлено схематическое изображение поведения скоростей перемещений
вблизи дифрагированного фронта, из которого видно, что в качестве интенсивности
можно выбирать скорости перемещения и градиенты скоростей перемещений в точке
А (w = u(ε), w1 = ∂u

∂n

∣∣
n=ε

= tgα).

Рис. 1 Схематическое изображение поведения скоростей перемещений
u(n) за фронтом дифрагированной волны Σд

Построение решения уравнения “переноса” интенсивности упругих волн, дифра-
гированных от вершины клиновидного выреза. При использовании лучевого метода
интенсивность волны на фронте в процессе его перемещения описывается дифферен-
циальным уравнением “переноса”:

δW/с̃δt− ΩW = F, (1)

где W – интенсивность (скачок скорости) на переднем фронте волны,
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Ω = χ1+χ2

2 – средняя кривизна переднего фронта, χ1, χ2 – главные кривизны пе-
реднего фронта, c̃ – скорость переднего фронта волны, t – время, δ/δt – производная
по времени, примененная к функции, заданной на переднем фронте бегущей волны.
Для решения уравнения “переноса” (1) необходимо задание начальной интенсивности
в момент зарождения фронта. Будем полагать, что дифрагированный фронт порож-
дается отраженными волнами от цилиндра малого радиуса δ, заменяющего особую
точку клина.

Для построения уравнения фронта отраженной волны в параметрическом виде
возьмем точку M отраженной от цилиндра волны, радиус-вектор которой опреде-
ляется суммой вектора

−−→
OM0 точки зарождения этой волны и вектора

−−−→
MM0 как рас-

стояния c̃t, пройденного фронтом волны по нормали к фронту волны в момент ее
зарождения (рис. 2).

Рис. 2. Геометрия отражения продольной волны Σпад от цилиндра

Имея это в виду, уравнение продольной отраженной волны запишем в параметри-
ческом виде: {

x = δ cosϕ+ c̃t cos 2ϕ,
y = δ sinϕ+ c̃t sin 2ϕ.

(2)

Проведем вычисление главных кривизн дифрагированного фронта:

χ1 =

√
(~r′×~r′′)2√(
~r′

2
)3 иχ2 = 1

ρ . Так как ρ→∞,тоχ2 = 0.

Дифференциальное уравнение “переноса” с учетом полученной кривизны примет
вид

δW

c̃δt
=

W (δ2 + 6c̃tδ cosψ + 8c̃2t2)

2 (δ2 + 4c̃tδ cosψ + 4c̃2t2)
3/2
. (3)
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Уравнение “переноса” является дифференциальным уравнением с разделяющимися
переменными, имеющим точное решение с учетом начальных условий:

ln
W

W0
=

1

2

t∫
t0

δ2 + 6c̃tδ cosψ + 8c̃2t2

(δ2 + 4c̃tδ cosψ + 4c̃2t2)
3/2
c̃δτ . (4)

Кривизна как величина, обратная расстоянию от поверхности до центра кривизны,
есть скаляр, но поскольку мы рассматриваем развертывающиеся отраженные волны,
то расстояние δn = c̃δt откладывается в сторону, противоположную нормали, и по-
этому в уравнении “переноса” c̃δt берется со знаком “−”, или при положительном c̃δt
главная кривизнаχ1 будет отрицательной.

Для случая малых δ уравнение “переноса” легко интегрируется:

ln
W

W0
= −1

2

t∫
t0

8c̃2t2

(4c̃2t2)
3/2
c̃δτ =

1

2
ln
t0
t
, (5)

отсюда
W

W0
=

√
c̃t0
c̃t

=

√
n0

n
, (6)

где n – расстояние, пройденное волной за время t.
Расчет второго инварианта девиатора тензора напряжений в окрест-

ности вершины клина в момент отражения падающей волны. Начальная
интенсивность отраженных продольной и сдвиговой волн для регулярного случая
определяется из условий совместности на фронтах падающей и двух отраженных
волн в момент их зарождения и граничных условий отсутствия нормальных и ка-
сательных напряжений на внутренней поверхности окружности радиуса δ для случая
свободной поверхности клиновидного выреза в упругом пространстве. Заметим, что
коэффициенты отражения продольной и сдвиговой волн зависят только от упругих
параметров материала и угла ϕ, являющегося угловым параметром, не зависящим
от времени распространения отраженных волн, поэтому коэффициенты отражения
не входят под знак интеграла в выражении для интенсивности волны в процессе ее
распространения.

Далее рассмотрим закономерности отражения падающей на окружность продоль-
ной волны, воспользовавшись материалом работы [4].

Рассмотрим случай отражения плоской продольной волны Σ от границы свободно-
го от напряжения полупространства в системе координат, движущейся вдоль границы
вправо со скоростью с1

sinϕ , где ϕ – угол между поверхностью падающей волны и гра-

ницей полупространства. Как следует из закона Снелла, sinϕ = c2 sinϕ′

c1
, где ϕ′ – угол

между сдвиговой волной и границей отраженной поверхности.
Предположим, что материал перед волной Σ находится в покое и не напряжен.

Тогда упругое напряженное состояние за падающей волной Σ определяется условиями
совместности для напряжений и скоростей на фронте сильной волны [3], [6]:

−c1 [σij ] = (λδij + 2µNiNj)ωn, [vi]Ni = ωn, [vi] = ωnNi, i = 1, 2, 3, (7)

где µ = ρc2
2, λ+ 2µ = ρc2

1, λ = ρc2
1 − 2ρc2

2 ≥ 0, откуда c22
c21
≤ 1

2 .
В случае покоя материала перед фронтом дифрагированной волны [σij ] = −σ0

ij .
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Скачки скоростей и напряжений на отраженных волнах Σ1 и Σ2 в окрестности
точки M связаны соотношениями

−c1 [σij ]I = (λδij + 2µnIin
I
j )ω

I , [vi]I = ωInIi , n
I
in

I
i = 1, (8)

−c2 [σij ]II = µ
(
τ IIi nIIj + τ IIj nIIi

)
wII , [vi]II = wIIτ IIi , τ IIi τ IIi = 1, τ IIi nIIi = 0. (9)

При этом [
σIij
]

= σ0
ij − σIij ,

[
σIIij
]

= σIij − σIIij . (10)
Дополним систему полученных уравнений (7)–(9) граничными условиями:

σSijnj = 0, то естьσIIij nj = 0. (11)

Заметим, что ~N = (0,−1, 0), ~n = (cosϕ, sinϕ, 0), ~nI = (sin 2ϕ,− cos 2ϕ, 0), ~nII =
(sin(ϕ+ ϕ′),− cos(ϕ+ ϕ′), 0),~τ II = (cos(ϕ+ ϕ′), sin(ϕ+ ϕ′), 0).

Система линейных уравнений для интенсивностей ωI , ωII сводится к двум линей-
ным алгебраическим уравнениям:{

λ cosϕ+ (λ cosϕ+ 2µ sin 2ϕ sinϕ)k1 + c1
c2
µ sin(ϕ+ 2ϕ′)k2 = 0,

λ sinϕ+ 2µ sinϕ+ (λ sinϕ− 2µ cos 2ϕ sinϕ)k1 + c1
c2
µ(− cos(ϕ+ 2ϕ′))k2 = 0.

(12)

Здесь k1 = ωI

ω0
n
, k2 = ωII

ω0
n
.

Решение системы примет вид

k1 =

(
2
с22
с21

cos2 ϕ− 1
)2
− 2

c32
c31

sin 2ϕ cosϕ

√
1− c22

c21
cos2 ϕ(

2
с22
с21

cos2 ϕ− 1
)2

+ 2
c32
c31

sin 2ϕ cosϕ

√
1− c22

c21
cos2 ϕ

, (13)

k2 =
−2 c2c1 sin 2ϕ

(
2
c22
c21

cos2 ϕ− 1
)

(
2
с22
с21

cos2 ϕ− 1
)2

+ 2
c32
c31

sin 2ϕ cosϕ

√
1− c22

c21
cos2 ϕ

. (14)

На рис. 3 представлены графики относительной интенсивности ωI

ω0
n
продольной дифра-

гированной волны на острие клина в зависимости от направления ϕ, ϕ ∈ (0, π). Значе-
ние ωI

ω0
n
рассчитано на поверхности цилиндра малого радиуса δ при δ → 0, и это значе-

ние ωI

ω0
n
является ее начальным значением. При распространении продольной дифраги-

рованной волны с увеличением c2
c1

от значений c2
c1

= 0, 4 до c2
c1

= 0, 5 дифрагированное
излучение ωI

ω0
n
становится более направленным по фронту в направлении ϕ = π/2.

Как и следовало ожидать, максимальное значение, равное 1, коэффициент k1 при-
нимает при ϕ = π

2 , минимальное k1 6= 0 – при ϕ 6= 0, что не противоречит результатам
[1], [5], [7], полученным для случая падения и отражения гармонических волн.

На рис. 4 представлен график значений коэффициента относительной интенсивно-
сти k2 = ωII

ω0
n
отраженной сдвиговой волны, который отражает симметрию интенсивно-

сти отраженной волны Σ2 при ϕ ∈ [π/2, π], из которого также следует, что максималь-
ное значение интенсивности сдвиговой волны k2 достигается при ϕ ≈ π

6 и мало зависит
от c2

c1
, но само максимальное значение k2 увеличивается от 0,3 до 0,8 с увеличением

c2
c1

от 0,4 до 0,5.
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Рис. 3. График значений коэффициента k1 = ωI
/
ω0
n
в полярных координатах

Рис. 4. График значений коэффициента относительной интенсивности k2 = ωII
/
ω0
n

отраженной сдвиговой волны в полярных координатах

Второй инвариант девиатора тензора напряжений определяется выражением для
зоны I:

II2 = σ′ijσ
′
ij =

(
σ0
ij ′ −

[
σ′ij
]) (

σ0
ij ′ −

[
σ′ij
])

= σ0
ij ′σ0

ij ′ − 2σ0
ij ′
[
σ′ij
]

+
[
σ′ij
] [
σ′ij
]
. (15)

Подставив значения скалярных произведений в (13), получим:

II2 =
8

3

µ2

c2
1

((
ω0
n

)2
+ 3

(
−1

3
+ cos2 2ϕ

)
ω0
nω

I +
(
ωI
)2)

, (16)

K1 =
II2
I0

2 ′
= 1 + 3

(
−1

3
+ cos2 2ϕ

)
k1 + k2

1. (17)

На рис. 5, 6 представлены графики интенсивности напряженного состояния за отра-
женными продольной и сдвиговой волнами вблизи вершины. Наибольшее значение
интенсивности напряженного состояния достигается в вершине клина при ϕ = π/2
за отраженной продольной и отраженной сдвиговой волнами, что в случае падения
предельной пластической волны ведет к увеличению максимального касательного на-
пряжения и к необходимости учета пластической деформации вблизи вершины клина.
Заметим, что K1 (π/2) = 4 и K2 (π/2) = 4.

Интенсивность падающей предельной продольной волны определим из условия пла-
стичности Мизеса: III2 = σ0

ij ′σ0
ij ′ = 2k2

0, подставив в него значения σIij ′, получим:

ω0
n =

√
3k0
2µ .
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Рис. 5. График относительной интенсивности K1 = II2
/
I0

2 ′
напряженного состояния за отраженной продольной волной

в полярной системе координат

Рис. 6. График относительной интенсивности K2 = III2
/
I0

2
напряженного состояния за отраженной сдвиговой волной

в полярной системе координат

Распределение остаточных пластических деформаций за дифрагирован-
ной волной при падении на клиновидный вырез. Рассмотрим далее распреде-
ление остаточных пластических деформаций за дифрагированной волной на клине,
используя полученные в работе [2] значения кривизны дифрагированной волны в за-
висимости от выбранного направления ϕ (рис.7) в предположении падения на клин
продольной упругой волны заданной интенсивности.

В работе [2] значения I0
2 (ϕ) вычислены за продольной сдвиговой волной так, что

имеет место возможность рассчитать остаточные деформации в областях I, II (рис.
2).

Для определения остаточных продольных деформаций еnn за продольной дифра-
гированной волной на клине для случая коротких волн воспользуемся приближенным
выражением, приведенным в [4]:

enn = −I0
2 (ϕ)

α

µ

√
1

n
· e
−αn
c1 , (18)

где λ, µ – упругие параметры Ламе, η – коэффициент вязкости, α =
4µ2/

3ηρc2
1
, ρc2

1 = λ + 2µ, n = c1t – расстояние, пройденное волной от вершины
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Рис. 7. Схематическое изображение падающей на клиновидный вырез волны
и дифрагированной волны

клина, I0
2 – предельное граничное значение второго инварианта девиатора тензора

напряжений за дифрагированной волной вблизи ее отражения от свободной поверх-
ности в виде окружности малого радиуса, заменяющей особую точку клина.

Представление остаточных деформаций за продольной волной ΣI′ с учетом знания
второго инварианта девиатора тензора напряжений в начальный момент отражения
в зависимости от направления ϕ позволяет записать выражение для enn в виде

enn = −8

3
µ2

(
ω0
n

)2
c2

1

(
1 + 3

(
−1

3
+ cos2 2ϕ

)
k1 + k2

1

)
α

µ

√
1

n
· e
−αn
c1 ,

где ω0
n – начальная интенсивность падающей продольной предельной волны, а k1 –

коэффициент отражения продольной волны от вершины клина в форме цилиндра
малого радиуса (11).

На рис. 8 представлены графики распределения остаточных деформаций enn за
дифрагированной продольной волной в зависимости от направления ϕ и расстояния,
отсчитываемого от вершины клина.

Визуально наблюдается одно направление ϕ = 0 наибольшей пластической дефор-
мации, а при c2/c1

> 0, 6 возможно и второе направление локального минимума по ϕ
пластической деформации.

Анализ значений второго динамического коэффициента интенсивности напряжений
за дифрагированной волной показывает, что его значение значительно меньше первого
коэффициента, то есть можно сделать вывод, что при падении плоской волны на клин
за дифрагированной волной реализуется трещина пластического сдвига (K1 > K2).
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Рис. 8. Графики распределения остаточных деформаций за дифрагированной
продольной волной в зависимости от направления ϕ и расстояния,

отсчитываемого от вершины клина
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RESIDUAL PLASTIC DEFORMATION BEHIND A DIFFRACTED WAVE
GENERATED BY THE FALL OF THE LIMIT ELASTIC WAVE TO THE TOP

OF THE WEDGE-SHAPED CUT

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The work is devoted to the investigation of the deformed state of an elastoviscoplastic
material in a neighborhood of the top of the wedge-shaped cut behind diffracted wave arising
as a result of directed fall of the limit elastic wave on the wedge-shaped cut. The behavior of
displacements and strains has features for a diffracted surface. It leads to a singularity of their
values at the top of the wedge-shaped cut and behind the diffracted surface. To resolve this features
the top of the wedge-shaped cut is approximated by a circle of small radius. The behavior of the
stresses and strains is approximated by a linear way on the values of the gradients of stresses and
strains at a small distance from the diffracted front behind the front of the diffracted wave.

Stresses and strains take values equal to zero at the front, but derivatives are unlimited along
the normal. The gradients of stresses and strains are taken as the intensity of the wave on a small
distance from the diffracted wave.

In this paper we obtained a value of intensity of a diffracted wave in the process of its
distribution and the distribution of residual strains and value of dynamic stress intensity factors
in the neighborhood of the top of the wedge-shaped cut.

Keywords: elastic waves, diffraction, wedge, intensity of stress, residual deformation.
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