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В работе получено общее решение задачи о динамическом изгибе идеальной жест-
копластической двусвязной пластины переменной толщины шарнирно опертой или за-
щемленной по обоим контурам, на которую действует равномерно распределенная по 
поверхности кратковременная динамическая нагрузка высокой интенсивности взрывного 
типа. Показано, что существует несколько механизмов деформирования пластины. Для 
каждого из них получены уравнения динамического деформирования и проанализирова-
ны условия реализации. Приведены примеры численных решений. 
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Введение. Оценка повреждения элементов конструкций в результате воздействия 

взрывных нагрузок является частью инженерных приложений теории динамической пла-
стичности. Для таких задач широкое применение получила модель идеального жестко-
пластического тела. Упрощающие предположения этой модели полезны и разумны при 
анализе усложненных элементов конструкций [2]. 
 При создании преград, защищающих от воздействия нагрузок взрывного типа, 
важнейшей является проблема подбора и перераспределения материала по конструкции, 
обеспечивающей минимальную степень повреждаемости. Эта задача непосредственно 
связана с проблемой оптимального проектирования, которая достаточно хорошо изучена 
применительно к статическим и динамическим гармоническим воздействиям на конст-
рукции [7; 8]. В литературе неоднократно обсуждался вопрос о необходимости решения 
задачи оптимизации конструкций при воздействии динамических нагрузок [9]. Однако 
авторам настоящей работы не известны исследования по этой теме, за исключением ра-
бот [5] для балок и [3] для оболочек вращения. Предлагаемая статья продолжает исследо-
вания в данном направлении применительно к криволинейным двусвязным пластинам. 

В работе предложена методика, основанная на модели идеального жесткопластиче-
ского тела, которая позволяет рассчитывать криволинейные двусвязные пластины пере-
менной толщины определенного вида под действием кратковременных интенсивных ди-
намических нагрузок. Методика может быть использована специалистами, работающими 
в областях, связанных со взрывными нагрузками. 
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1. Рассмотрим тонкую идеальную жесткопластическую двусвязную пластину пере-
менной толщины. Пластина нагружена равномерно распределенной по поверхности 
взрывной нагрузкой интенсивностью ( )P t , которая характеризуется мгновенным дости-
жением максимального значения max (0)P P=  в начальный момент времени 0t =  с после-
дующим быстрым его уменьшением. Внешний и внутренний контуры пластины шарнир-
но оперты или защемлены. Пластина имеет произвольный гладкий выпуклый внешний 
контур 1L , заданный в параметрической форме: 1( )x x= ϕ , 1( )y y= ϕ , 0 2≤ ϕ ≤ π . Радиус 

кривизны контура 1L  равен 3
1 1 1 1( ) ( ) /( )R L x y x y′ ′′ ′′ ′ϕ = ϕ − , где 2 2

1 1( ) ( ) ( )L x y′ ′ϕ = ϕ + ϕ , 
( ) ( ) /′ = ∂ ∂ϕ  . Для определенности рассматриваем пластины, симметричные относитель-
но оси x , имеющие геометрические размеры по оси y  не больше, чем по оси x (рис. 1). 
Рассмотрим такие двусвязные пластины, у которых внутренний контур 2L  находится на 
одинаковом расстоянии λ  от внешнего контура 1L , причем величину λ  выбираем так, 
чтобы нормали, опущенные из 1L  во внутрь пластины, не пересекались между собой 
внутри пластины (рис. 1). Это условие выполняется, если [ ]0 min ( )R

ϕ
< λ ≤ ϕ . 

 
Рис. 1 

 
Введем криволинейную ортогональную систему координат ( 1 2,ν ν ) (рис. 1), связан-

ную с декартовой системой координат ( ,x y ) соотношениями 

1 2 1 1 2 2( ) ( ) / ( )x x y L′= ν − ν ν ν , 1 2 1 1 2 2( ) ( ) / ( )y y x L′= ν + ν ν ν . 
Кривые 1 constν =  находятся на расстоянии 1ν  от контура l  и имеют радиус кри-

визны 1 2 1( )Rρ = ν − ν . Прямые линии 2 constν =  перпендикулярны к контуру l  (радиус 
кривизны 2ρ = ∞ ). В этом случае уравнения контуров пластины iL  ( 1,2i = ) имеют вид 

1 ( 1)iν = − λ  ( 20 2≤ ν ≤ π ). 
Считаем, что толщина пластины h  является функцией параметра 1ν  и изменяется 

симметрично относительно срединной поверхности пластины. В  работе предлагается 
модель деформирования пластины с постоянной толщиной в центральной части пласти-
ны и изменяющейся вблизи контуров, т. е. 

1( ) consth ν =  при 11 1 12
ñ ñν ≤ ν ≤ ν ,    (1) 
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где 1
ñ
iν  ( 1,2i = ) – некоторые заданные значения. Другие ограничения на функцию 1( )h ν  и 

величину maxP , связанные с предлагаемой моделью, приведены ниже. 
В динамике рассматриваемой пластины из жесткопластического материала в зави-

симости от значения maxP  возможно деформирование по двум схемам. При нагрузках, не 
превышающих предельные нагрузки (“низких” нагрузках), пластина остается в покое. 
Как и в случае постоянной толщины [7], при нагрузках, незначительно превышающих 
предельные нагрузки (“средних” нагрузках), во внутренней области пластины образуется 
криволинейный пластический шарнир l , а вся пластина деформируется в две конические 
поверхности 1Z  и 2Z  (схема 1, представленная на рис. 1). При достаточно высоких зна-
чениях maxP  динамика пластины может сопровождаться возникновением области pZ , 
движущейся поступательно (схема 2, представленная на рис. 2; “высокие” нагрузки). Об-
ласть постоянной толщины ( 11 1 12

ñ ñν ≤ ν ≤ ν , 20 2≤ ν ≤ π ) должна включать в себя область 

pZ . Обозначим толщину пластины в области pZ  через ch . Контуры области pZ  – линии 

il  ( 1,2i = ) являются пластическими шарнирами с нормальным изгибающим моментом 
2

0 / 4ñhσ . 

 
 

Рис. 2 
Нормаль к iL  ( 1,2i = ), опущенная во внутрь пластины, попадает на il  – контур об-

ласти pZ . В работе [7] показано, что расстояние iD  по нормали к iL  между iL  и il  
( 1,2i = ) не зависит от параметра 2ν , а уравнения il  имеют вид 

1
1 ( 1) ( 1)i

ii D−ν = − λ + − , 20 2≤ ν ≤ π   ( 1,2i = ).   (2) 
Обозначим скорость прогиба в области pZ  через ( )cw t& . В силу непрерывности ско-

ростей на границах областей pZ  и iZ  ( 1,2i = ) и независимости iD  от параметра 2ν , ско-
рость угла поворота областей iZ  вокруг опорного контура iL  не зависит от параметра 

2ν . Обозначим ее через ( )i tα& . В случае схемы деформирования 1, когда выполняется 
соотношение 

1 2D D+ = λ ,     (3) 
область pZ  вырождается в кривую l , имеющую вид (1) при условии (2). Следовательно, 
при схеме 1 скорость угла поворота областей iZ  вокруг опорного контура iL  также не 
зависит от параметра 2ν . Обозначим ее тоже через ( )i tα& . Нормальный изгибающий мо-
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мент на кривой l  равен 2
0 1( ) / 4h Dσ , где 0σ  – предел текучести материала пластины. По-

ле скоростей прогибов 1 2( , , )u tν ν&  пластины имеет вид 

1 2 1 2

1
1 2 1 2 1

( , ) : ( , , ) ( ),

( , ) : ( , , ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1,2).

p c

i
i i

Z u t w t

Z u t t i i−

ν ν ∈ ν ν =

 ν ν ∈ ν ν = α − λ + − ν = 

& &

&&
   (4) 

Главные кривизны поверхности скоростей прогибов пластины в областях Zi  
( 1,2i = ) имеют вид: 

2

1 2
1

( ) 0i
u∂

κ = =
∂ν

&
, 

1

2
1 1 2 1

( 1) ( )1( )
( )

i
i

i
tu

R

−− α∂
κ = =

ρ ∂ν ν − ν
&&

. 

Уравнение движения пластины получим из принципа виртуальной мощности в со-
четании с принципом Даламбера [9]: 

K A N= − .     (5) 
Здесь 

*
V

V
K uu dV= ρ∫∫∫ &&& ,  *( )

S
A P t u dS= ∫∫ & ; 

K , A , N  – мощности инерционных, внешних и внутренних сил соответственно; V , S  – 
объем и площадь пластины; Vρ  – плотность материала пластины, u  – прогиб; dV , dS  – 
элементы объема и площади. Точки над символами обозначают производные по времени. 
Величины с верхним индексом “∗” – допустимые скорости. Выражение для N  запишем 
ниже. 

В областях Zi  ( 1,2i = ) изгибающий момент равен 2
22 0 1( ) / 4M h= σ ν . На контуре iL  

пластины 2
11 0 (( 1) )(1 ) / 4iM h i= −σ − λ − η , где 0iη =  при защемлении контура iL  и 1iη =  

при его шарнирном опирании. 
Учитывая распределение скорости прогибов (4), и то, что 1( )dV h ds= ν  и 

1 1 2(1 / )ds L R d d= − ν ν ν , а в области pZ  выполняется равенство 1( ) ch hν = , получим 

[ ]* 2 * * *
1 1 1

1,2 1,2
( ) ( )

i p p

V i i c c V i i c c c
i iZ Z Z

K h ds w w h ds w w h ds
= =

= ρ α α ν ν + = ρ αα Ω +∑ ∑∫∫ ∫∫ ∫∫&& & && &&& & && & , 

[ ]* * * *
1 2

1,2 1,2
( ) ( )( )

i p p

i c i i c
i iZ Z Z

A P t ds w d s P t w ds
= =

= α ν + = α Ω +∑ ∑∫∫ ∫∫ ∫∫& && & ,  (6) 

[ ]
1 ( )2

2 1
11 1 1 1 1 2

0 0
( ) ( ) (1 )

D t

D L h d d
R

π ν
Ω = ν ν − ν ν∫ ∫ ,    [ ]

1( )2
1

21 1 1 1 2
0 0

( ) (1 )
D t

D L d d
R

π ν
Ω = ν − ν ν∫ ∫ , 

[ ]
2

2
2 1

12 2 1 1 1 2
0 ( )

( ) ( )( ) (1 )
D t

D L h d d
R

π λ

λ−

ν
Ω = ν λ − ν − ν ν∫ ∫ , 

[ ]
2

2
1

22 2 1 1 2
0 ( )

( ) ( )(1 )
D t

D L d d
R

π λ

λ−

ν
Ω = λ − ν − ν ν∫ ∫ . 

Выражение для мощности внутренних сил N  в (5) представим в виде 
6

1
j

j
N N

=
= ∑ , 

где 1N , 2N , 3N , 4N , 5N , 6N  – мощности внутренних сил на контурах 1L  и 2L , внутри 
областей 1Z  и 2Z , на контурах 1l  и 2l  соответственно: 
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1
1

2

1 1 0 1
(0)(1 )
4 L

L

hN dL = − η σ θ ∫ &     ( 1 2dL Ld= ν ), 

2
2

2

2 2 0 2
( )(1 )
4 L

L

hN dLλ  = − η σ θ ∫ &     ( 2 2(1 )dL L d
R
λ

= − ν ), 

1

20
3 1 2 1( )( )

4 Z
N h dsσ

= ν κ∫∫ ,  
2

20
4 1 2 2( )( )

4 Z
N h dsσ

= ν κ∫∫ , 

1
1

2
20

5 1 1( )
4 l

l
N h D dlσ  = θ ∫ &  ( 1

1 2(1 )Ddl L d
R

= − ν ), 

2
2

20
6 2 2( )

4 l
l

N h D dlσ  = λ − θ ∫ &  ( 2
2 2(1 )Ddl L d

R
λ −

= − ν ). 

Здесь 
ml

 θ 
&  – разрыв угловой скорости на линии ml ; idL , idl  – элементы длины линий 

iL , il  ( 1,2i = ). Из (4) с учетом того что нормаль к линии il  является нормалью к контуру 

iL , следует, что 
i i

iL l
   θ = θ = α   
& & & . Тогда 

2 2
*

1 1 0 1 2
0

(0)(1 )
4

hN Ld
π

= − η σ α ν∫& , 
2 2

*
2 2 0 2 2

0

( )(1 ) (1 )
4

hN L d
R

πλ λ
= − η σ α − ν∫& , 

1

1

( )22* * 20 0
3 1 1 1 2 1

0 02 1

1( ) ( )
4 ( ) 4

D t

Z

LN h ds d h d
R R

πσ σ
= α ν = α ν ν

ν − ν∫∫ ∫ ∫& & , 

2 2

22* * 20 0
4 2 1 2 2 1

0 ( )2 1

1( ) ( )
4 ( ) 4Z D t

LN h ds d h d
R R

π λ

λ−

−σ −σ
= α ν = α ν ν

ν − ν∫∫ ∫ ∫& & , 

2
2 *0 1

5 1 1 2
0

( ) (1 )
4

DN h D L d
R

πσ
= α − ν∫& , 

2
2 *0 2

6 2 2 2
0

( ) (1 )
4

DN h D L d
R

πσ λ −
= λ − α − ν∫& . 

Полная мощность внутренних сил пластины N  определяется выражением 
*

0 3
1,2

( )i i
i

N
=

= σ α Ω∑ & ,    (7) 

*
31 1 1 3 5 1 0( ) ( ) /( )D N N NΩ = + + α σ& , *

32 2 2 4 6 2 0( ) ( ) /( )D N N NΩ = + + α σ& . 
Заметим, что если 1( ) consth ν = , то 

[ ]
2 2 2

* *
0 1 1 2 2 2 2

0 0
(2 ) (2 ) (1 )

4
hN Ld L d

R

π π λ
= σ − η α ν + − η α − ν∫ ∫& & . 

Подставляя выражения для K , A , N  в (5) и учитывая, что i
∗α&  ( 1,2i = ), ñw∗&  незави-

симы, получим уравнения движения при деформировании по схеме 2: 
1 2 0 3( )V i i i iP tρ α Ω = Ω − σ Ω&&  ( 1,2i = ),   (8) 

( )V c ch w P tρ =&& .     (9) 
Из условия непрерывности скоростей на границах областей iZ  и pZ  получим 

i i cD wα =& &  ( 1,2i = ).   (10) 
Начальные условия имеют вид 

(0) (0) (0) (0) 0i i c cw wα = α = = =& & .   (11) 
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Начальные значения 0 (0)i iD D=  для функций ( )iD t , ( 1,2i = ) определяются в зави-
симости от значения maxP  (см. ниже). 

Система уравнений (8) – (10) описывает движение в случае деформирования по 
схеме 2. В случае схемы 1 область  pZ  отсутствует, а движение определяется уравнения-
ми (8), (3) и 

1 1 2 1( )D Dα = α λ −& & .     (12) 
2. Проведем анализ деформирования пластины. Если max 00 P P< ≤  («низкие» на-

грузки), где 0P  – предельная нагрузка, то пластина остается в состоянии покоя. Величину 

0P  определим из уравнений (8), (3) в момент начала движения 0t = , считая (0) 0iα =&&  
( 1,2i = ). Тогда 

* *
0 0 31 1 21 1( ) / ( )P D D= σ Ω Ω ,    (13) 

где 1D∗  – значение 1D  при max 0P P= ; 1D∗  удовлетворяет уравнению 
* * * *

31 1 21 1 32 1 22 1( ) / ( ) ( ) / ( )D D D DΩ Ω = Ω λ − Ω λ − . 
Если 0 max 1P P P< ≤  («средние» нагрузки), где 1P  – нагрузка, соответствующая появ-

лению области pZ , то движение происходит без области pZ  по схеме 1. Дифференцируя 
(10) по времени и исключая величины iα&&  ( 1,2i = ), cw&&  из полученных равенств с помо-
щью (8), (9), получим соотношения 

1
1 2 0 3( )( )V i i i
i i i

i i c

D P t
D D h

−ρ α Ω
Ω = Ω − − σ Ω

&&
       ( 1,2i = ).  (14) 

Нагрузку 1P  определим из (14), учитывая, что при возникновении области pZ  в мо-

мент времени 0t =  условие (3) имеет вид 1 2D D∗∗ ∗∗+ = λ , где iD∗∗  – значение iD  ( 1,2i = ) 
при max 1P P= . Тогда 

**
0 31 1

1 ** ** **
21 1 11 1 1

( )
( ) ( ) /( )c

DP
D D D h

σ Ω
=

Ω − Ω
, 

где **
1D  удовлетворяет уравнению 

** **
31 1 32 1

** ** ** ** ** **
21 1 11 1 1 22 1 12 1 1

( ) ( )
( ) ( ) /( ) ( ) ( ) / ( )c c

D D
D D D h D D D h

Ω Ω λ −
=

 Ω − Ω Ω λ − − Ω λ − λ − 
. 

При схеме 1 движение описывается уравнениями (3), (8), (12). Определим началь-
ные значения 0iD  ( 1,2i = ) для схемы 1. Из (8), учитывая (11), имеем 

2 0 3

0 1

( )t
i i

V i
i

P dτ Ω − σ Ω
ρ α = τ

Ω∫&  ( 1,2i = ). 

Из последних равенств и (12) получим 

{ [ ] } [ ]1 2 22 0 32 12 21 0 31 11
0 0

/ ( ( ) ) / / ( ( ) ) /
t t

D D P d P d= τ Ω − σ Ω Ω τ τ Ω − σ Ω Ω τ∫ ∫ . 

Переходя в последнем выражении к пределу 0t →  и учитывая (3), получим уравнение 
для определения 10D : 

max 21 10 0 31 10 max 22 10 0 32 10
10 10

11 10 12 10

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

P D D P D DD D
D D

Ω − σ Ω Ω λ − − σ Ω λ −
= λ −

Ω Ω λ −
; (15) 
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20D  определяется из равенства (3): 

20 10D D= λ − .     (16) 
Система уравнений (3), (8), (12) с начальными условиями (11), (15), (16) решается 

численно методом Рунге – Кутта. Момент остановки движения ft  определяется из усло-
вия  

( ) 0i ftα =&  ( 1,2i = ).   (17) 
Прогибы в пластине определяются из соотношений (4). 

Если max 1P P>  («высокие» нагрузки), то движение начнется с развитой областью 

pZ . В первой фазе деформирования ( 10 t t< ≤ ) движение происходит по схеме 2 и описы-
вается уравнениями (8) – (10) с начальными условиями (11). Начальные условия 0iD  
( 1,2i = ) для схемы 2 определяются из (12) при 0t = : 

[ ]max 0 1 0 0 0 3 02 ( ) ( ) /( ) ( )i i i i c i iiP D D D h DΩ − Ω = σ Ω  .  (18) 

В этой фазе происходит уменьшение области pZ  ( 0iD >& , 1,2i = ) по закону (14). 
Система определяющих уравнений решается численно методом Рунге – Кутта. Время 1t , 
соответствующее исчезновению области pZ , определяется из условия 1 1 2 1( ) ( )D t D t+ = λ . 
В момент времени 1t  определяются значения 1( )cw t& , 1( )cw t , 1( )i tα& , 1( )i tα  ( 1,2i = ). В этой 
фазе возможна остановка движения при 1 1 2 1( ) ( )f fD t D t+ < λ  в момент 1 ft , определяемый 
из уравнения 1( ) 0i ftα =& . Если  1 1 ft t< , то движение продолжится во второй фазе. 

Вторая фаза ( 1 ft t t< ≤ ) движения пластины происходит по схеме 1 до остановки в 
момент времени ft . Деформирование описывается уравнениями (3), (8), (12) с начальны-
ми условиями, определенными в конце первой фазы движения. Время остановки опреде-
ляется условием (17). Все прогибы в пластине вычисляются из соотношений (4) с учетом 
всех фаз движения. 

3. Рассматриваемая схема деформирования применима  для пластин с толщиной 
1( )h ν  специального вида (1). Рассмотрим другие ограничения, налагаемые на функцию 

1( )h ν  и величину maxP  при  использовании предлагаемой схемы деформирования. Эти 
условия можно получить, сравнивая предельную нагрузку 0P  с предельной нагрузкой для 
других возможных схем движения. 

 
 

Рис. 3 
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Пластины переменной толщины могут деформироваться с образованием краевых 

пластических шарниров iL  ( 1,2i = ) не по периметру контура опирания, а на некотором 
расстоянии 1

a
iν  от контура iL  внутри пластины. При этом область у опорного контура 

пластины остается недеформированной. Уравнение контура iL  имеет вид 1 1
a
iν = ν  

( 20 2≤ ν ≤ π ) (рис. 3). На линии  iL  нормальный изгибающий момент равен 2
0 1( ) / 4a

ihσ ν . 
Если образуется шарнир 1L , а 2L  – нет, то в выражениях (6, 7) для A и N значения 

21Ω  и 31Ω  следует заменить на 1
21
aΩ  и 1

31
aΩ  соответственно, где 

[ ]
1

1

11

( )2
1

21 1 1 11 1 2
0

( ) ( )(1 )
a

D t
a aD L d d

R

π

ν

ν
Ω = ν − ν − ν ν∫ ∫ , 

1 1 1 *
31 1 1 3 5 1 0( ) ( ) /( )a a aD N N NΩ = + + α σ& , 

1

2 2
*11 11

1 0 1 2
0

( ) (1 )
4

a a
a hN L d

R

πν ν
= σ α − ν∫& ,   

1
1

11

( )2
* 20

3 1 1 2 1
0

( ) ( )
4 a

D t
a LN D d h d

R

π

ν

σ
= α ν ν∫ ∫& . 

Тогда предельная нагрузка 1
0
aP  равна 

1 1 1 1 1
0 0 31 1 21 1( ) / ( )a a a a aP D D= σ Ω Ω ,   (19) 

где величина 1
1
aD определяется из уравнения 

1 1 1 1 1 1
31 1 21 1 32 1 22 1( ) / ( ) ( ) / ( )a a a a a aD D D DΩ Ω = Ω λ − Ω λ − . 

Если образуется шарнир 2L , а 1L  – нет, то в выражениях (6, 7) для A и N значения 

22Ω  и 32Ω  следует заменить на 2
22
aΩ  и 2

32
aΩ  соответственно, где 

[ ]
12

2

12 2

2
1

22 2 12 1 1 2
0

( ) ( )(1 )
a

a

a a

D
D L d d

R

νπ

ν −

ν
Ω = ν − ν − ν ν∫ ∫ , 

2 2 2 *
32 2 2 4 6 2 0( ) ( ) /( )a a aD N N NΩ = + + α σ& , 2

2 2
*12 12

2 0 2 2
0

( ) (1 )
4

a a
a hN L d

R

πν ν
= σ α − ν∫& , 

12
2

12 2

2
* 20

4 2 2 2 1
0

( ) ( )
4

a

a

a

D

LN D d h d
R

νπ

ν −

−σ
= α ν ν∫ ∫& . 

В этом случае предельная нагрузка 2
0
aP  равна 

2 2 2
0 0 31 1 21 1( ) / ( )a a aP D D= σ Ω Ω , 

где величина 2
1
aD  удовлетворяет уравнению 

2 2 2 2 2 2
31 1 21 1 32 12 1 22 12 1( ) / ( ) ( ) / ( )a a a a a aa aD D D DΩ Ω = Ω ν − Ω ν − . 

Если образуются оба шарнира 1L  и 2L , то предельная нагрузка 3
0
aP  равна 

3 3 31 1
0 0 31 1 21 1( ) / ( )a a aa aP D D= σ Ω Ω , 

где величина 3
1
aD  определяется из уравнения 

3 3 3 31 1 2 2
31 1 21 1 32 12 1 22 12 1( ) / ( ) ( ) / ( )a a a aa a a aa aD D D DΩ Ω = Ω ν − Ω ν − . 

В данной работе мы не будем рассматривать случай, когда значение ch  достаточно 
большое. При очень большом значении ch  в некоторой центральной области cZ  
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( 11 1 12
c cν ≤ ν ≤ ν , 20 2≤ ν ≤ π ) изгибающий момент 2

22 0 / 4cM h= σ  будет намного больше, 
чем в остальной части пластины. Следовательно, область cZ  деформироваться не будет. 
Тогда движение пластины будет происходить при наличии центральной жесткой области 

cZ , которая может двигаться поступательно или жестко вращаться в зависимости от зна-
чений 1

a
iν  ( 1,2i = ). Это будет отдельное самостоятельное исследование поведения криво-

линейной двусвязной пластины с жесткой вставкой. 
Если функция 1( )h ν  имеет такой вид, что выполняется неравенство 

31 2
0 0 0 0min( , , )aa aP P P P< , то пластина будет деформироваться по схемам 1 и 2, рассмотрен-
ным в пп. 1, 2. Поскольку предложенная модель движения получена в предположении, 
что 1( ) const ch hν = =  в области pZ , то из (18) следует, что должно выполняться ограни-
чение на величину maxP : 

0 3 1
max 1,2

2 1 1 1 1

( )min
( ) ( ) /( )

c
i i

c c ci
i i i i i c

P
h=

σ Ω ν
≤

Ω ν − Ω ν ν
. 

Для пластин с постоянной толщиной модель применима при любых значениях ве-
личины maxP . При нагрузках с max 1P P≤  модель верна для любой функции 1( )h ν , а де-
формирование происходит по схеме 1. 

Если выполняется условие 
31 2

0 0 0 0min( , , )aa aP P P P< ,    (20) 
то пластина деформируется только в области с контурами 1L  ( 1 11

aν = ν ; 20 2≤ ν ≤ π ) и 2L . 
При этом величина 11

aν  соответствует минимальному значению 1
0
aP , для которого выпол-

няется неравенство (20). Анализ поведения в рассматриваемом случае подобен исследо-
ванию, проведенному в п. 2, но с заменой контура 1L  на защемленный контур 1L . 

Если выполняется неравенство 
32 1

0 0 0 0min( , , )aa aP P P P< ,    (21) 
то пластина деформируется только в области с контурами 1L  и 2L  ( 1 12

aν = ν ; 20 2≤ ν ≤ π ). 
При этом величина 12

aν  соответствует минимальному значению 2
0
aP , для которого выпол-

няется неравенство (21). Анализ поведения в рассматриваемом случае подобен анализу, 
выполненному в п. 2, но с заменой контура 2L  на защемленный контур 2L . 

Если выполняется условие 
3 1 2

0 0 0 0min( , , )a a aP P P P< ,    (22) 
то пластина деформируется только в области с контурами 1L  и 2L . При этом величины 

11
aν  и 12

aν  соответствуют минимальному значению 3
0
aP , для которого выполняется нера-

венство (22). Анализ поведения в этом случае будет подобен анализу, проведенному в п. 
2 при замене контуров 1L  и 2L  на защемленные контуры 1L  и 2L  соответственно. 

4. В качестве примера рассмотрим двусвязную пластину переменной толщины в 
форме эллипса с полуосями a  и b  ( / 1b a = γ ≤ ). Для такой пластины величина λ  выби-

рается в интервале 20 /b a< λ ≤  и выполняются равенства: 2 2 2 2( ) sin cosL a bϕ = ϕ + ϕ , 
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2

0
2Ld

R

π

ϕ = π∫ , 
2

0
Ld Qa

π

ϕ ≈ π∫ , где 1,5(1 )Q = + γ − γ  (см. [8]). Рассмотрим случай функции 

толщины пластины, линейно увеличивающейся вблизи внешнего контура пластины и по-
стоянной в остальной части: 

1 1 1
11

1 1

1(0)( 1) (0 ),
( )

(0) ( ),

h
h

h

− ξ − ν + ≤ ν ≤ λ λν = 
 ξ λ ≤ ν ≤ λ

   (23) 

где 1( ) / (0) 1h hξ = λ ≤ , 1 0λ >  (рис. 4). При 1ξ =  толщина постоянная. 
Для рассматриваемой пластины имеем 

[ ]
4

3 31 1
11 1 1 1( ) (0) (1 ) 5 6 (1 ) 10 ( ) (2 3 )

60
D DaD h Q Q
a a

π  Ω = γ − ξ − γ − ξ + ξ − 
 

, 

4
32 2

12 2 1( ) (0) ( ) 2( 2 ) 3
6

D DaD h Q
a a

π ξ  Ω = − γ +  
, 

 
3

21 1
21 1( ) ( ) (3 4 )

6
D DaD Q
a a

π
Ω = − ,  

3
22 2

22 2 1( ) ( ) 3( 2 ) 4
6

D DaD Q
a a

π  Ω = − γ +  
, 

2
2

31 1 1 2
(0) 2( ) (1 ) (1 )(1 2 )
4 3

hD a Q Ω = π − η + ξ + − ξ + ξ γ  
, 

2
2

32 2 2 1
(0)( ) (2 )( 2 )
4

hD a QΩ = π ξ − η − γ , 

где 2
1 / aγ = λ ≤ γ , 2 1 / 0aγ = λ > . Тогда предельная нагрузка по формуле (13) равна: 

[ ]22
1 20

0 2 2
1 1

(1 ) 2(1 )(1 2 ) /3(0)6
4 ( / ) (3 4 / )

QhP
a D a Q D a∗ ∗

− η + ξ + − ξ + ξ γσ
=

−
,  (24) 

где величина 1D∗ определяется из уравнения 

[ ] [ ]2 2
1 2 1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 1

(1 ) 2(1 )(1 2 ) / 3 ( / ) 3( 2 ) 4( / )

(2 )( 2 )( / ) (3 4 / ).

Q D a Q D a

Q D a Q D a

∗ ∗

∗ ∗

− η + ξ + − ξ + ξ γ γ − − γ + γ − =

= ξ − η − γ −
   

(25) 

 
Рис. 4 

Объем рассматриваемой пластины равен 
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[ ] [ ]
2

2 2 21
1 1 2 1 2 1 2

0 0

1 1( )(1 ) (0) ( ) .
2 3

V L h d d h a Q
R

π λ ν − ξ − ξ
= ν − ν ν = π ξγ + γ − ξγ − γ∫ ∫  (26) 

Двусвязную эллиптическую пластину с постоянной толщиной cH  ( 1ξ = ; рис. 4), 
имеющую равный объем с рассматриваемой пластиной переменной толщины, назовем 
эталонной. Объем эталонной пластины вычисляется по формуле 

[ ]
2

21
1 2 1 1

0 0
(1 ) ( )c cV H L d d H a Q

R

π λ ν
= − ν ν = π γ − γ∫ ∫ .  (27) 

Приравнивая выражения (26) и (27), получим равенство 
1(0) ch H Q= ,     (28) 

[ ]
1 1

1 2 2
1 2 1 2

( )
(1 ) / 2 (1 ) / 3

QQ
Q

γ − γ
=

ξγ + − ξ γ − ξγ − − ξ γ
. 

Подставляя значение (0)h  из (28) в формулу (24), получим предельную нагрузку 
для двусвязных эллиптических пластин переменной толщины (23), имеющих одинаковый 
объем (27): 

[ ]2 2
1 1 20

0 2 2
1 1

(1 ) 2(1 )(1 2 ) /36
( / ) (3 4 / )

Q QMP
a D a Q D a∗ ∗

− η + ξ + − ξ + ξ γ
=

−
,  (29) 

где 2
0 0 / 4cM H= σ . Величина 1D∗ удовлетворяет уравнению (25). 
На рис. 5 приведена зависимость (29) предельной нагрузки 0p  ( 2

0 0 0/p P a M= ) от 
величины ξ  для двусвязных эллиптических пластин переменной толщины (23), имеющих 
одинаковый объем при 0,8γ =  и 1 0,62γ = . Кривые 1 соответствуют случаю 1 2 0η = η = ; 
кривые 2 изображают случай 1 0η = , 2 1η = ; кривые 3 – 1 1η = , 2 0η = ; кривые 4 – 1 1η = , 

2 1η = . Тонкой линией нарисованы предельные нагрузки при 2 0,1γ = , толстые линии со-
ответствуют случаю 2 0,2γ = . 

 
Рис. 5 

 
Из рис. 5 видно, что при выборе функции толщины в виде (23) в случае защемления 

внешнего контура при уменьшении значения ξ  предельная нагрузка увеличивается по 
сравнению с предельной нагрузкой эталонной пластины и уменьшается при шарнирном 
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опирании внешнего контура. Этот вывод справедлив для случаев как защемленного, так и 
шарнирно опертого внутреннего контура пластины при разных значениях величин γ , 1γ . 

Для рассматриваемой пластины в случае защемления внешнего контура возможно 
образование нового внешнего контура – пластического шарнира  1L  ( 1 11

aν = ν , 

20 2≤ ν ≤ π ) при любом креплении внутреннего контура. В этом случае предельная на-
грузка пластины будет равна 

1

11 1
0 0

0
min

a

aP P
≤ν ≤λ

= , 

где 1
0
aP  в соответствии с (19) вычисляется по формуле 

[ ]
1

1 1

2
0 1

0 2 2
1 1

6
( / ) 3 2(2 / )

a
a a

a a

M QP
a D a Q D a

= ×
− ν − + ν

 

[{ [ ]}
2

2 2 2

2 2 2

2(1 )21 4(1 )(1 ) 4 (1 )(1 2 ) 3
3 3

a
a a aQ − ξ νγ− ξ − ξ× − ν + ξ − ν + − ξ + ξ + − νγ γ γ

, 

где 11 /a
a aν = ν , а величина 1

1
aD определяется из уравнения 

[ [ ]

[ ]1 1

2
2 2 2

2 2 2
2

1 1

2(1 )21 4(1 )(1 ) 4 (1 )(1 2 ) 3
3 3

( / ) 3 2(2 / )

a
a a a

a a
a a

Q

D a Q D a

− ξ νγ− ξ − ξ− ν + ξ − ν + − ξ + ξ + − νγ γ γ
=

− ν − + ν
 

[ ]
2

2 1
2

1 1 1 1 1

(2 )( 2 )
( / ) 3( 2 ) 4( / )

Q
D a Q D a∗ ∗

ξ − η − γ
=

γ − − γ + γ −
. 

Расчеты показали, что в случае 0,8γ =  и 1 0,62γ =  новый опорный контур 1L  не об-
разуется при 2 0,2γ =  и 0,6 1≤ ξ ≤ . В случае 2 0,1γ =  контур 1L   образуется при  0,72ξ ≤  
как в случае защемления, так и в случае шарнирного опирания внутреннего контура пла-
стины. Для 2 0,1γ =  предельная нагрузка при 0,6 0,72≤ ξ ≤  изображена на рис. 5 пунк-
тирной линией. Зависимость величины aν  от значения ξ  приведена на рис. 6, где линия 1 
соответствует 2 0η = , а линия 2 относится к случаю 2 1η = . 

 

 
Рис. 6 

 
Рис. 7 
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Для рассматриваемой пластины с параметрами 1 2 0η = η = ; 0,8γ = ; 1 0,62γ = ; 

2 0,1γ =  (рис. 7) приведены безразмерные прогибы 2 2
0/( )V cw ua H M T= ρ  в сечении 0y = . 

На пластину действует нагрузка, представленная прямоугольным импульсом: 
2

0( ) 200 /P t M a=  при 0 t T≤ ≤ , ( ) 0P t =  при t T> . Для случая 1ξ =  (эталонная пластина) 
такая нагрузка является «высокой», а для 0,8ξ =  – «средней» нагрузкой. Кривые 1 – 3 
изображают прогибы эталонной пластины в моменты времени t T= , 1 2,55t t T= = , 

7,46ft t T= =  соответственно. Кривые 4, 5 изображают прогибы в случае 0,8ξ =  в мо-
менты времени t T= , 6,61ft t T= =  соответственно. 

Из рис. 5, 7 видно, что переменная толщина значительно влияет как на несущую 
способность, так и на остаточные прогибы пластин. Изменяя только толщину пластины 
при одинаковом расходе материала (одинаковом объеме) можно получать более прочные 
и менее повреждаемые двусвязные криволинейные элементы конструкций. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 06-08-08035-офи). 
 
г. Новосибирск 
Поступила: 25 апреля 2007 г. 
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