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Известно [2], что исследование задач горной механики с позиций устойчивости со-

стояния равновесия горного массива возле подкрепленных выработок связано [7] с  опре-
делением напряженно-деформированных состояний  в приконтурной зоне массива гор-
ных пород и крепи. В монографии [7] получены решения для полей напряжений и пере-
мещений в упруговязкопластическом массиве горных пород около неподкрепленных вы-
работок некруговой формы поперечного сечения (эллиптической и правильной много-
угольной). В настоящей работе в рамках метода малого параметра определяется напря-
женно-деформированное состояние горного массива возле вертикальной выработки, под-
крепленной многослойной крепью в случаях, когда поперечное сечение слоя крепи имеет 
форму эллиптического кольца или  правильного многоугольного кольца. При этом в зо-
нах пластического деформирования горного массива и крепи принята модель упруговяз-
копластической среды [5].  
          При определении напряженно-деформированного состояния (далее НДС) все 
функции представляются в виде рядов по степеням малого параметра δ , 
характеризующего отклонение от исходного невозмущенного состояния, то есть 
отклонение окружности радиуса iR  от эллипса   [3]    
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или правильного многоугольника радиуса                                                
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Здесь δ d – параметр, определяющийся полуосями эллипса: a= iR (1+δd), b=R(1–δd)) для 
(1.1), или параметрами гипоциклоиды в случае (1.2),  i=0,1,2,…,N, πθ 20 ≤≤ . В качестве 
нулевого приближения будем выбирать решение осесимметричной задачи о распределе-
нии полей напряжений и перемещений в массиве около подкрепленной круговой верти-
кальной выработки и в  многослойной круговой крепи. 

1. Рассмотрим горный массив с круговой вертикальной выработкой радиуса NR , 
подкрепленной круговой N– слойной крепью.  К внутреннему контуру первого слоя кре-
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пи радиуса 0R  приложена равномерно распределенная нагрузка 0q . На линиях сопряже-

ния слоев крепи  и массива возникают сжимающие усилия  1q , 2q ,…, Nq . На бесконечно-
сти  напряжения в массиве стремятся к величине gh (g – объемный вес породы, h – 
глубина заложения выработки), т. е. начальное напряженное состояние в массиве (до 
проведения выработки) принимается гидростатическим. Величины iq (i=0,1,2,…, N) и gh 
таковы, что образовавшиеся пластические области полностью охватывают внутренние 
контуры слоев крепи и контур выработки. Решение проведем в рамках плоской задачи 
теории течения, используя цилиндрическую систему координат zr ,,θ . Материал массива 
и слоев крепи предполагается различным и моделируется упруго-вязко-пластической 
средой [5] с трансляционным упрочнением [1, 4]. 
   В этом случае функция нагружения имеет вид 
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 а  соотношения ассоциированного закона течения  – 
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Здесь ic  – коэффициент упрочнения; ik  – предел текучести, iη  – коэффициент вязкости; 
j
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sε  – 

компоненты тензора деформаций; j
se  – компоненты тензора скоростей деформаций; λd  – 

скалярный положительный множитель. Индексы js,  принимают значения от 1 до 3. 

Индекс i принимает значения 1, 2,…, N. Его отсутствие у величин c, k, η  в (1.3), (1.4)  и 
далее подчеркивает принадлежность этих величин к массиву. По повторяющимся 
индексам проводится суммирование. Здесь и далее верхние индексы «р» или «e» 
обозначают величины, относящиеся к пластической или упругой областям 
соответственно. 
          Определение НДС составной  горной конструкции в осесимметричном случае 
сводится к решению двух взаимосвязанных задач о концентрации напряжений. Первая 
задача сводится к определению НДС в i-ом  слое крепи, вторая – к определению НДС в 
массиве. Граничные условия  и условия сопряжения для i-го слоя крепи ( 1−iR –
внутренний радиус i-ого слоя, iR  – внешний радиус, iγ – граница раздела зон упругого и 
пластического деформирования в i-ом слое) и массива горных пород имеют соответст-
венно вид 
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где квадратные скобки обозначают разрыв значений выражения, в данном случае – на 
границе раздела сред упругого и пластического деформирования. 
        НДС, соответствующее i-ому  слою круговой крепи, определено в виде:  
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– в пластической области  ( ii rR γ<<−1 ,) распределение напряжений имеет вид 
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сдвига для i-ого слоя крепи. 
 – в упругой области  ( ii Rr <<γ ) поле напряжений имеет вид  
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Перемещения ( u  – вдоль радиального направления) и полные деформации в упругой и 
пластической областях определяются по одним и тем же формулам  
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Пластические деформации определяются соотношением 
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Уравнение для определения радиуса упругопластической границы iγ  имеет вид 
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        НДС  горного массива возле круговой выработки определено в виде  

– в пластической области  ( γ<< r1 ) распределение напряжений имеет вид 
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– в упругой области  ( ∞<< rγ ) поле напряжений согласно [6] имеет вид  
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Перемещения и полные деформации в упругой и пластической областях определя-
ются по формулам [6] 
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Пластические деформации определяются соотношением  
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На упругопластической границе γ  выполняется следующее соотношение для усилий Nq  
и gh: 
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В (1.5) – (1.16) все величины, имеющие размерность напряжений, отнесены к пределу 
текучести для материала горного массива – k, а имеющие размерность длины – к радиусу 
выработки NR . 
          Полученные решения для массива и крепи принимаем в качестве нулевого прибли-
жения для исследуемых далее задач. Ниже всем величинам, относящимся к этому при-
ближению, будем приписывать индекс )0( вверху. 
          2. Рассмотрим  задачу об определении напряженно-деформированных состояний 
горного массива в окрестности  подкрепленной выработки эллиптического поперечного 
сечения и многослойной крепи, состоящей из N слоев, поперечные сечения которых 
имеют форму эллиптических колец. Решение будем искать для i-ого слоя крепи 
(i=1,2,…N) и приконтурной области массива. Ограничимся случаем первого приближе-
ния первой итерации. 
          Граничные условия  на нормальные inσ и касательные iνσ напряжения для i-го 
слоя крепи ( )1( −iэr -внутренний радиус i-ого слоя, iэr – внешний радиус), следуя работе [3] 
имеют соответственно вид 
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Из (2.1), (2.2) с учетом (1.1), (1.7) находим граничные условия для величин первого 
порядка            
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Тогда напряжения в пластической зоне с учетом (2.3) будут иметь вид 
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В (2.1) – (2.4) индекс i=1,2,…,N, стоящий внизу у величин напряжений, обозначает 
как и ранее принадлежность их  к i-му слою крепи. Эти соотношения будут справедливы 
и для пластической области массива, если в них опустить индекс i и сделать замену 

Ni qq =−1 , 11 ==− Ni RR .   
Используя условие сопряжения напряжений на упругопластической границе iγ , 

следуя [7], получим граничные условия для напряжений в упругой зоне i-ого слоя крепи 
на ее внутренней границе: 
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          На внешней границе области упругого деформирования i-ого слоя будут иметь ме-
сто следующие граничные условия: 
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Используя (2.5) и (2.6), согласно [3] определим первые итерации первых  прибли-
жений напряжений и перемещений в упругой области, разделив их на 2 части – найден-
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ные по условиям на внутренней границе (верхний индекс (s)) и на внешней грани-
це(верхний индекс (a)) 
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здесь 
– внутренние составляющие напряжений 
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– внутренние составляющие перемещений 
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– внешние составляющие перемещений 
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В (2.10), (2.11) константы определяются по формулам 
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Найденные перемещения (2.10), (2.11)  в упругой зоне  при ir γ= представим в виде 
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γ
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       Следуя алгоритму, изложенному в [7], получим соотношения для перемещений в 
пластической области i-ого слоя крепи 
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          Учитывая условия сопряжения перемещений на границе iγ  раздела сред упругого и 
пластического деформирования, получим 
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Из условия сопряжения компонент тензора напряжений следует, что на невозму-

щенной упругопластической границе согласно [3] выполняется условие 
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Из линейности функции разрыва следует, что 
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Так как 0][ )0( =θσ , то формула для определения первой итерации первого приближения 
радиуса упругопластической границы имеет вид 
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        Таким образом, соотношения (2.4), (2.7 – 2.12), (2.14), (2.17) в первом приближении 
определяют НДС и положение границы раздела зон упругого и пластического деформи-
рования в i-ом слое крепи эллиптического поперечного сечения. 
         Теперь перейдем к определению НДС массива в окрестности вертикальной выра-
ботки эллиптического поперечного сечения. 

Граничные условия для напряжений в упругой зоне массива на ее внутренней гра-
нице будут иметь вид (2.5), если в них опустить индекс i и сделать замену ghqi =−1 , 

11 ==− Ni RR . На внешней границе области упругого деформирования массива при 
∞→r  будут иметь место следующие граничные условия:  

                                             0)1( =
∞→rrσ , 01 =

∞→r
)(

rθτ .                                           (2.18) 

Тогда согласно [3] первые итерации первых  приближений напряжений и переме-
щений в упругой области массива представимы в виде  (2.7) (индекс i надо опустить) и 
определяются соотношениями 
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      Перемещения в пластической зоне массива для первой итерации  будут определяться 
соотношениями (2.14), если в них опустить индекс i и сделать замену Ni qq =−1 , 

11 ==− Ni RR . 
      Радиус упруго-пластической границы определяется в виде 
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Таким образом, соотношения (2.5), (2.7) (в них следует опустить индекс i и заменить 
ghqi =−1 , 11 ==− Ni RR ), (2.19) – (2.23) определяют НДС и положение границы раздела 

зон упругого и пластического деформирования в массиве горных пород около вертикаль-
ной выработки эллиптического поперечного сечения. 
          3. Далее рассмотрим  задачу об определении полей напряжений и перемещений для  
области: а) массива около вертикальной  подкрепленной выработки с поперечным сече-
нием, близким к правильному многоугольнику,  и б) многослойной крепи, состоящей из 
N слоев, поперечные сечения которых имеют форму колец (внешний и внутренний кон-
тур близки по форме к правильному m-угольнику). Так же, как и в рассмотренной выше 
задаче, решение будем искать для i-ого слоя крепи (i=1,2,…N) и приконтурной области 
массива. Ограничимся случаем первого приближения первой итерации. 
           НДС, соответствующее i–ому  слою крепи будем определять  в рамках схемы, что 
и в предыдущей задаче.  
           Граничные условия  на нормальные inσ и касательные iνσ напряжения для i-го 

слоя крепи ( )1( −imr  – внутренний радиус i-ого слоя, mir – внешний радиус), с учетом (1.2) и 
(1.7) имеют соответственно вид 

                     θσ mAiRrir
i

cos2
1

)1( −=
−=

, θτ θ mmAiRrir
i

sin2
1

)1( −=
−=

,                 (3.1)  



 149 

где                                                   )(2 2
1

2
1

−

+
+=

i

ii
iii R

TD
TA µ . 

Тогда напряжения в пластической зоне с учетом (3.1) будут иметь вид 

),ln2)11((
2

cos)cossin1(2

1
2

1
2

22
1

)1(

−−
− +−−−−=

ii
i

i
iiiir R

r
Rr

B
mmdAR

ri γθββσ  

,2ln2)11(
2

cos)cossin1(21

1
2

1
2

2

2
12

2
)1()1(

)
R

r
Rr

(
B

mmdAR
r

)
r

(B

ii
i

i

iiii
i

i
p
r ii

+++−−

−+−=−+=

−−

−

γ

θββ
γ

σσθ

           (3.2) 

θβτ θ m
r

dAmR
i

ii
r i sincos

2 1)1( −−= . 

Здесь                                     )(2 11 iiiii TTcB &η+= ,
1

2 ln1
−

−=
i

i R
rmβ . 

Эти соотношения будут справедливы и для пластической области массива, если в 
них опустить индекс i и сделать замену Ni qq =−1 , 11 ==− Ni RR .   

По условию сопряжения напряжений на упругопластической границе iγ ,следуя [7] 
получим граничные условия для напряжений в упругой зоне i-ого слоя крепи на ее внут-
ренней границе: 
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            На внешней границе области упругого деформирования i-ого слоя будут иметь 
место следующие граничные условия: 

                                   θσ mdA i
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iRri
e
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, θτ θ mdmA i
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p
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=
.     (3.4) 

Используя (3.3), (3.4) первые итерации первых  приближений напряжений и пере-
мещений в упругой области, аналогично предыдущей задаче получим в виде  
– внутренние составляющие напряжений 
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– внешние составляющие напряжений  
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В соотношениях (3.7),  (3.8) константы определяются по формулам 
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Перемещения в пластической зоне определяются соотношениями 
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Из условия сопряжения перемещений на границе iγ  раздела сред упругого и пластиче-
ского деформирования получим 
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Граница раздела упругой и пластической областей определяется в виде 
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Таким образом, соотношения (3.2), (3.5) – (3.9), (3.11), (3.12) определяют НДС и положе-
ние границы раздела упругой и пластической областей в i-ом слое крепи, правильной 
многоугольной формы поперечного сечения. 
           НДС массива в окрестности вертикальной выработки многоугольного  поперечно-
го сечения будем определять так же в рамках [3]. 

Первые итерации первых  приближений напряжений и перемещений в упругой об-
ласти массива представимы в виде  (2.7) (индекс i надо опустить) и согласно [3] опреде-
ляются соотношениями 
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Перемещения в пластической зоне массива для первой итерации  будут определяться со-
отношениями (3.11), если в них опустить индекс i и сделать замену Ni qq =−1 , 

11 ==− Ni RR . 
Радиус упругопластической границы находится по формуле 
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Таким образом, соотношения (2.7), (3.2), (3.11) (в них надо опустить индекс i и заменить  
Ni qq =−1 , 11 ==− Ni RR ), (3.13) – (3.17) определяют НДС и положение границы раздела 

упругой и пластической зон в массиве горных пород около вертикальной выработки с 
поперечным сечением, близким по форме к правильному m – угольнику. 
           На основе полученных аналитических решений проведены численные расчеты, 
результаты которых представлены на рис.1– 7.  
           На рис.1 представлена зависимость радиуса упругопластической границы iγ  в i-ом 
слое круговой крепи (нулевое приближение) от времени t . При этом значения безразмер-
ных характеристик принимались следующими: давление на внешнем  ( 8.0=iR ) и внут-
реннем ( 5.01 =−iR ) контурах 9.1=iq , 11 =−iq  соответственно; модуль сдвига и предел 
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текучести 1=iµ , 1=ik . Кривая 1 соответствует  2.0=ic , 001.0=iη ; кривая 2 – 0=ic , 
001.0=iη ; кривая 3 – 2.0=ic ; 0=iη , кривая 4 – 0=ic ; 0=iη . 

          На рис.2 – 7 показана зависимость гриницы iγ  раздела зон упругого и пластическо-
го деформирования в i-ом слое крепи от угла θ  для случаев: 1)эллиптической (рис.2– 4)  
и 2) близкой к правильной восьмиугольной (рис.5– 7) формы поперечного сечения. При 
этом на рис.2– 7  внутренняя и внешняя замкнутые кривые соответствуют внутреннему и 
внешнему контуру i-ого слоя крепи, модуль сдвига и предел текучести 1=iµ , 1=ik .    
          На рис.2 – 4  для случая 1) показано изменение пластической области в зависимости 
от временного параметра t, параметра упрочнения с, коэффициента вязкости η  соответ-
ственно. Здесь величина малого параметра 005.0=dδ , параметры нагружения 11 =−iq , 

9.1=iq . На рис.2 кривая 1 соответствует моменту времени t=0.0005, кривая 2 – t=0.001, 
кривая 3 – t=10, при этом 2.0=ic , 001.0=iη . На рис 3. кривая 1 соответствует сi=0.2, 
кривая 2 – сi=0.1, кривая 3 – сi=0, при этом t=1, η i=0.001. На рис 4. кривая 1 соответству-
ет η i=0.005, кривая 2 – η i=0.001, кривая 3 – η i=0, при этом t=1, c=0.2. Аналогичные за-
висимости представлены на рис.5 – 7. для  случая 2), при этом 013.0=dδ . 

Из анализа численного эксперимента следует, что:  
– пластическая область начинает зарождаться с внутреннего контура i-ого слоя крепи, т.е. 
при t=0 граница раздела зон упругого и пластического деформирования совпадает с внут-
ренним контуром (рис. 1); 
– с ростом времени t пластическая область расширяется до определенного значения, со-
ответствующего моменту времени t* ≈ 1, при этом дальнейший рост времени приводит к 
тому, что полученные кривые практически совпадают с кривой соответствующей случаю 
упругопластической среды (рис.1, рис.2, рис.5),  то есть имеет место ограниченная ползу-
честь; 
– при увеличении коэффициента упрочнения сi пластическая область сужается (рис.3–6), 
при этом *tt > . Тот же эффект наблюдается и с ростом вязкости iη (рис.4–7), при этом  

*tt < . 
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Рис.1 

 

 
                                                                            Рис.2 
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                     Рис. 3 

 

 
                                                                                   Рис. 4 
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Рис.5 

 
Рис.6 
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Рис. 7 
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