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Определение фундаментального решения для линейных гиперболических уравне-
ний с переменными коэффициентами в окрестности характеристического коноида или по 
терминологии механиков, одномерного по нормали к волне линейного лучевого решения 
дано в [1-4]. Ничего другого в этой теории математиками не исследовалось. Для сплош-
ных сред механиками даются более простые соотношения для лучевого решения [5-9]. 
Двумерное решение в окрестности точки касания распространяющейся волны с точечной 
волной, характерное в задачах дифракции акустических и оптических волн на клине и ко-
нусе в однородной среде [10-13], дано для произвольной гиперболической линейной сис-
темы уравнений с переменными коэффициентами в [14]. Однако, все эти линейные реше-
ния в окрестности точечной волны имеют особенность и непригодны. Для ее устранения 
Лайтхиллом и Уиземом [15,16] в одномерных задачах о цилиндрических и сферических 
нелинейных волнах был развит метод построения равномерно точного решения в окрест-
ности волны с устранением особенности линейного решения, который в [17] был назван 
методом Пуанкаре-Лайтхилла-Го. 

В [18] были выведены для указанных выше двумерных волновых задач уравнения 
коротких волн и даны их частные решения, выбором постоянных в которых с какой-то 
точностью удается удолетворить условиям на слабых ударных волнах. Все эти решения 
относились к однородной сжимаемой жидкости. В [19,14] была дана для указанной зада-
чи газовой динамики связь метода ПЛГ [17] и метода коротких волн [18], а затем и для 
общего случая квазилинейной гиперболической системы с переменными коэффициента-
ми и построено нелинейное решение дифракционных задач в окестности точек касания 
волн, сращиваемое с линейным решением, т.е. равномерно точное двумерное нелинейное 
решение. При этом оказалось, что это решение удовлетворяет с большой точностью усло-
виям на ударных волнах [19,20]. Эти решения имеют приложения к газовой динамике, 
магнитной газодинамике, магнитоупругости. Уравнения коротких волн в газовой дина-
мике [8], в физике именовались эволюционными уравнениями [21], разумеется, без вза-
имных ссылок. В [6,22] выведены для общего случая нелинейной вязкотермомагнитоуп-
ругой среды уравнения коротких волн. В [23] получены для осессиметричных квазимо-
нохроматичных гауссовских пучков решения уравнений модуляций, выведенные из ука-
занных уравнений коротких волн или, иначе, эволюционных уравнений, причем эти ре-
шения обобщают известное решение нелинейной оптики, полученное в [24] для случая 
действительности коэффициента кубической нелинейности на случай его комплексности. 
В [25,26] выведены эволюционные уравнения в случае двух нелинейных квазимонохро-
матических волн и, обобщая идеи работ [27,28], показано, что можно складывать реше-
ния для отдельных волн и получать для них раздельные эволюционные уравнения. Эти 



 33 

уравнения в случае магнитной газодинамики применены в [30] для излучения волн в маг-
нитных звездах. Следует отметить, что, в отличие от земных условий, в пульсарах [30] 
имеют место большие магнитные поля, при этом скорость Альфвена соизмерима со ско-
ростью света и вряд ли стандартные уравнения Максвелла применимы. В связи с этим, в 
[31] дан пример обобщения уравнений магнитной газодинамики на случай учета видоиз-
мененного тока смещения, таким образом, что окончательные уравнения, также как и 
применяемые обычно уравнения магнитной газодинамики и магнитоупругости [6,30], 
были бы инвариантны относительно преобразования Галилея, что является естественным 
свойством нелинейных уравнений, по крайней мере, механики. В настоящей статье выво-
дятся эти уравнения для аналогичной нелинейной задачи магнитоупругости. Далее они 
применяются к задачам об двух гауссовых пучках, распространяющихся в пульсарах, 
причем, в отличие от [30], для очень больших частот учтен также указанным образом ток 
смещения, Следует отметить, что для упругой нелинейной среды одномерные цилиндри-
ческие и сферические задачи с ударной волной изучены в [29,32]. 

1. Основным аргументом создания специальной теории относительности было по-
ложение о том, что линейные уравнения Максвелла инвариантны относительно более 
общих преобразований Лоренца в противоположность нелинейным уравнениям механи-
ки, которые инвариантны относительно более частных преобразований Галилея, и поэто-
му нужно приспособить уравнения механики к этим более общим преобразованиям, Сле-
дуя этой логике, нужно предпочитать общим нелинейным уравнениям гидромеханики, 
инвариантным относительно преобразований Галилея, полученное из них после линеари-
зации для малых возмущений волновое уравнение, инвариантное относительно более 
общего преобразования Лоренца. Конечно же, никто не станет настаивать на это.м. Тогда 
возникает вопрос, не лучше ли вывести такие обобщения уравнений Максвелла, выве-
денных им для земных условий для относительно небольших электромагнитных полей по 
сравнению с огромной скоростью света, и написать нелинейные уравнения Максвелла, 
которые по аналогии с указанным примерам, удовлетворяют более частным, но более ес-
тественным преобразованиям Галилея. Между прочим, уравнениями такого типа являют-
ся уравнения магнитной гидродинамики или магнитоупругости [6], состоящие из уравне-
ний Максвелла для движущейся среды [35,36]  
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совместно с уравнениями движения плазмы 
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или магнитоупругой среды 
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записанных в эйлеровых координатах, Σ  есть эйлеров тензор напряжений. Для не очень 
быстро меняющихся во времени процессов или (что то же самое) не очень больших час-
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тот, σω << , слагаемыми с током смещения в (1.1) можно пренебрегать и в результате 
исключения E  получится из (1.1), (1.2) уравнение индукции 

 ( ) HcvdivBvB
dt
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2

, (1.5) 

а вместо (1.4) 
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и соответственное уравнение из (1.3) при этом уравнения (1.8), (1.6) инвариантны отно-
сительно преобразования Галилея, где с той же степенью точности H  можно считать 
инвариантом. Эти уравнения, как магнитной гидродинамики, так и магнитоупругости ус-
пешно примеялись во многих исследованиях волновых движений для случая плазмы в 
[30], а для магнитоупругой среды в [6], в первом случае, в применении к нелинейным 
волнам в пульсарах, где имеются большие частоты ω , большие электропроводности σ  и 
большие магнитные поля, причем в [30] считалось σω <<  и пренебрегалось током сме-
щения. В указанных условиях скорость Альфвена имеет порядок скорости света. 

В случае σω − , например для магнитных звезд [30], где 
сек
110~ 14ω , мы имеем 

необходимость также учесть токи смещения в уравнениях магнитной гидродинамики и 
магнитоупругости, учесть нелинейность для рассматрываемых больших магнитных по-
лей, т.е. написать нелинейные уравнения Максвелла. В качестве примера учета тока сме-
щения в нелинейных уравнениях (1.1)-(1.4), которые должны быть видоизменены так, 
чтобы удовлетворять условию инвариантности относительно преобразований Галилея, 

подобно (1.5), (1.6), мы можем заменить ток смещения в (1.1) на ED
dt
Dd

c
′= ε,1 , где про-

изводная по времени берется для движущейся частицы. Тогда системы (1.1)-(1.4) снова 
будут инвариантны относительно преобразований Галилея, где E ′  является параметром, 
который может быть исключен, подобно (1.5). С учетом исправленного тока смещения 
мы имеем уравнения движущейся электропроводящей среды в форме, исправленной ука-

занным образом, системы (1.1)-(1.4), где ( )∇+
∂
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=′= v
tdt

dED ,ε . Чтобы упростить систе-

му уравнений, можно сделать итерацию в первом уравнени 
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Подставляя (1.7) в (1.2), получим уравнение индукции с учетом тока смещения 
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где учтено, что .,0 HHrotrotHdiv ∆−==  

Учитывая, что в распространяющихся волнах 
ncdt

d ω
ω ~,~ ∇ , где nc  есть скорость 

волны, из (1.8) можно получить порядки 
 caHEcccv nn ~,~,~,~,~ 1σω , (1.9) 
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где 
πρ41

Ha =  есть скорость Альфвена. Очевидно, что те же порядки (1.9) будут иметь 

место и для неупрощенной системы уравнений 

 
c
BxvEE

dt
Ed

c
E

c
Hrot +=′

′
+′= ,4 ε

σ
π , (1.10) 

 HBEj
dt
Bd

c
Erot =′=−= ,,1

σ , (1.11) 

 Bxj
c

div
dt
vd

ρρ
11

+Σ= . (1.12) 

Система (1.10)-(1.12) описывает движение магнитоупругой среды в больших маг-
нитных полях и с большими скоростями и упругими напряжениями, и инвариантна отно-
сительно преобразований Галилея. Такая же система для плазмы была выведена в [31]. 
Разумеется, ее следует рассматривать как пример возможного изменения уравнений Мак-
свелла для движущихся сред при больших полях с учетом нелинейности, и эти уравнения 
инвариантны относительно прееобразований Галилея. 

1. Применим теперь полученные обобщенные уравнения магнитоупругой среды 
(1,10)-(1,12) к нелинейным волнам в магнитных звездах [5,6]. Для этого следует вывести 
нелинейные эволюционные уравнения магнитоупругой среды. Это можно сделать при 
произвольных ориентациях невозмущенного магнитного поля 0H  [30]. Выберем ось x  
по напрявлению распространения квазилинейной волны в слое lx <<0 , оси zy,  перпен-
дикулярны ей, причем для простоты считается для невозмущеного поля 

0000 ,0,0 HHHH yzx === . Компоненты частиц по осям zyx ,,  будут обозначаться 

zyx uuu ,, . Записывая нелинейные уравнения движения термомагнитоупругой среды, счи-
тая возмущения параметров малыми, можно для нормальной скорости линейной волны 
получить уравнение подобно [6]. 
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(2.2) представляют коэффициенты поперечного оператора [2] эволюционного уравнения 
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Для квазимонохроматических волн в слое [25] можно и для нелинейного случая для 
высокочастотной асимптотики провести осреднение по фазам прямой и обратной волны 
[26], при этом получаются раздельные для них эволюционные уравнения [30]. Можно 
ввести быстрые переменные для волн 
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где 2,1τ  есть эйконалы волн, lx =  есть граница слоя, на которой задано падающее воз-
мущение в форме, нормальной к волне скорости частицы, в виде осесимметричного гаус-
сового пучка с осью x . При 0=x  на правой границе звезды, свободной от напряжений, в 
основном порядке имеет место 
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Эволюционые уравнения будут для 2,1u  раздельными [5,6,7] 
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Для случая магнитоупругой среды в указанном начальном поле ( )0,,0 0H  из урав-
нений движения и индукции в нелинейном случае можно получить [6] коэффициенты 
нелинейности, диссипации и дисперсии в (2.6) 
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где скорости волн acn ,
0

 даны выше, ( ) ( )01 , λλ – коэффициенты вязкости, 03,1 , ξν ′ – терми-
ческие коэффициенты, −1k теплопроводность, −0τ термическая релаксация, −0c тепло-
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емкость, −0ρ плотность, 
πσ

ξ
4

2

0
c

=  есть магнитная вязкость, −c скорость света, 

−σ электропроводность, причем в (1.8) в главных порядках  
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и тогда вклад от mν , соответствующий учету тока смещения, отличается лишь множите-

лем 
2,1τ∂

∂  от вклада mν  в D , что учтено в (2.10). 

1. Из соотношений на волне в основных порядках для возмущенных параметров 
имеет место [30] из (2.6) 
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Согласно (3.1), все возмущенные величины выражаются через uvx = , а последняя 
определяется из эволюционного уравнения (2.6), при этом коэффициенты ED,,Γ  зада-
ются формулами (2.7), (2.8). Согласно формулам (2.2), уравнения (2.6) не допускают про-
стых осессимметричных решений в плоскости YZ, однако, если ввести новые переменные 
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то по координатам zy ′′,  уравнения (2.6) допускают осесимметричные решения по “ради-
альной” координате, эллиптические по форме поперечного сечения в координатах zy, , 

причем 222 zyr ′+′= . В этом случае уравнения (2.6) запишутся в следующем виде: 
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Всюду Φ  означает линейное одномерное по координатам 2,1τ  лучевое решение, 
которое для задачи магнитоупругости можно получить из закона сохранения энергии 
возмущений в волне [2]. 

Ищем решение уравнений (3.2) в виде квазимонохроматических и квазиплоских 
волн: 
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где 2,1U  и 2,1V  - амплитуды первой и второй гармоники соответственно, tωωτϑ ′−= 2,12,1 , 
ω  - основная частота волн, ω′  - модулированная частота, ν  - затухание. Подставляя (3.2) 
в (3.2), можно получить: 
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Уравнение для амплитуд второй гармоники, при предположении 1>>
′

kc
lω , дает вы-

ражение, связывающее 2,1V  с 2,1U . Исключив 2,1V  из уравнения для первой гармоники, 
получим нелинейное уравенеие Шредингера для определения амплитуд 2,1U  первой гар-
моники: 
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где 
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Для уравнений (3.6) стационарные решения, удовлетворяющие условию 02,1 =
∂

∂
t

U
, 

устанавливаются тогда, когда энергия возмущений, подаваемая на левой границе lx = , 
слоя, затрачивается на диссипацию и излучение электромагнитных волн с правого конца 
этого слоя. При поиске стационарных решений для простоты также предположим, что 

0ln
=

∂
Φ∂

t
. Как граничное условие для искомого решения на левой границе lx =  выбира-

ем функцию 11
Uvx =  для идущей направо волны в виде гауссовского пучка: 
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осесимметричного по r  и эллиптичного по zy, . Здесь ( ) ncR ω01 - есть радиус кривизны 
поверхности левого торца слоя. Тогда решения можно написать в виде: 
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Подставляя (3.8) в (3.5), приравняв члены с 20 ,rr  и действительные и мнимые час-
ти, можно получить уравнения для безразмерных радиусов пучков 2,1f , радиуса кривиз-
ны волн, и фаз 2,1s : 
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Граничные условия (3.7) при lx =  и 01 =′τ  дают начальные условия для уравнения 
(3.9) написанное для функции 1f : 
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где можно считать 01 Kb = . Считая далее диссипацию малой, можно в уравнении (3.9) 
отбросить второе слагаемое в правой части и считать 1k  и 2k  постоянными. Тогда урав-
нение (3.9) интегрируется и получаем: 
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где 2
1 FK += ξ . Для нахождения окончательных решений необходимо задать граничное 

условие на правом торце слоя. Естественным условием будет требование свободной гра-
ницы на поверхности звезды, т.е. при 0,0,0 =≈=′= xpx σ . Это условие в силу уравне-
ний в основном порядке [2] при 0=x  дает 
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Согласно (3.8)–(3.11), условие (3.14) выполняется при требовании: 
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Здесь l – продольная длина рассматриваемого слоя. Можно решить уравнение для 
2f  (3.9) при условиях (3.15). Решение (3.13) для 2,1f  имеет место и для импулсьных пуч-
ков, для которых 
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т.е. стационарное решение в системе движущейся с волной. При этом 0K  есть функция 
времени t . 

Полученные нами решения позволяют определить интересующие нас физические 

параметры на правой границе слоя, т.е. при 0=x  или 
nc
l

=′τ . Легко видеть, что в основ-

ных порядках ,0==
∂
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= y
x

xx h
x
v

σ  откуда следует: 
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Отметим, что для 1~
σ
ω  в (3.6) члены 22ωЕ  и 2D  одного порядка и учет тока сме-

щения существеннее в (3.3), (3.4) и далее. Как видно из (3.17), (3.18), полученные выра-
жения для xV  и xJ  зависят от значения амплитуды возбуждения магнитного поля на 
внутренней границе нейтронной звезды yh , выражаемой через 1b  по (3.1), где 01 Kb = . 

Приведенные здесь эволюционные уравнения, а также и соответствующие уравне-
ния для нелинейных волн [6], можно распространить и на волновые задачи в экономике 
многомерных случайных марковских диффузионных процессов [34], где в линейных 
уравнениях для переходной плотности вероятности P  можно в коэффициенте сноса α  
добавить слагаемое P , что проделано в §5. Дадим вывод уравнения диффузии для функ-
ции распределения частиц разного сорта в сплошной среде при слабых взаимодействиях 
[37] с добавлением в линейное уравнение по аналогии с нелинейными уравнениями 
сплошной среды §2 диссперсионного члена и нелинейности. 

1. Уравнения диффузии для функции распределения играют важную роль при изу-
чении движения плазмы [37], магнитоупругой среды, смесей газа в облаке или двухфаз-
ных пористых сред в грунтах. 

В системах с большим числом частиц разного сорта в физической кинетике рас-
сматривается случай непрерывного взаимодействия, т.е. взаимодействие данного сорта 
частиц не между собой, а с дальними частицами другого сорта, или, в плазме, взаимодей-
ствие между заряженными частицами [37,38] посредством дальнодействующих кулоно-
вых сил. Направление движения частиц меняeтся в основном непрерывно, тесные сбли-
жения играют лищь второстепенную роль. Поведение функции распределения в прибли-
жении непрерывного взаимодействия выводится вначале в линейном приближении Фок-
кера-Планка с добавлением членов с третьей производной, где аргументы f  есть компо-
ненты координат и скорости частиц { }αx . Пусть функция распределения f  зависит от 
набора величин αx , совокупность которых будем обозначать символом x , и от времени 
t , и пусть ( )txxv ∆′ ,,  есть вероятность перехода системы из состояния x′  в состояния x  
за время t∆ . Тогда f  удовлетворяет интегральному уравнению [37]: 
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 ( ) ( ) ( ) xdtxxvtxfttxf ′∆′′=∆+ ∫ ,,,, . (4.1) 

Это уравнение можно преобразовать в дифференциальное уравнение, считая  
 xxx −′=∆  (4.2) 

малым, причем v  достаточно быстро спадает с возрастанием x∆ . Рассматривается про-
стейший случай, когда v  зависит от xx ,′  посредством x∆ . При этом после разложения 
(4.1) в ряд получится: 
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где 
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В этих интегралах под xd∆  подразумевается интервал измения всего набора x∆ , 

т.е. произведение их дифференциалов (4.4), (4.5), (4.6) есть обычные определения сред-
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Отношения  
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являются коэффициентами сноса, диффузии и дисперсии. В выбранном приближении 
относительно v  они независимы от x . Удобно (4.7) записать в форме: 
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Можно такое же уравнение получить [37] и для общего случая зависимости 
( )txxv ∆∆ ,, . Коэффициенты αβζαβα CBA ,, являются детерминированными и постоянны-
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ми. Коэффициенты αA  соответствуют скорости волнового движения [37]. Рассмотрим 
случай, когда f  зависит только от цилиндрических координат rx,  и времени, т.е. урав-
нение диффузии в пространстве при наличии осевой симметрии. При этом можно рас-
сматривать в основном одномерное движение по x  со слабой зависимостью от r , или 
пучок [23]. Тогда можно в (4.7а) считать 0,0, 3201 ≈=−= AAаА , где 0а  есть скорость 
волны для функции f , равная средней скорости частицы [37,38], и, вводя, как в §2, эй-

конал 
0a

xt −=τ , причем τ  мало, 
ττ x∂

∂
>>

∂
∂ , можно получить упрощенное уравнение 

вблизи волн: 
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где учтено, что C
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.  В линейном уравнении 

(4.10) можно ввести малые возмущения 0fff −=′ , где в качестве ( )xtf ,0  берется реше-
ние упрощенного уравнения линейной диффузии без члена C  
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которое удовлетворяется гауссовским распределением в виде 
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причем из (4.4), (4.9) записанных в одномерном виде [34] 
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получить [34] 01 аА −= , т.е 0а  есть скорость волны или коэффициент сноса для f . 
Для малых возмущений f ′  приближенно снова выполнено (4.10). Можно в процес-

сах взаимодействия частиц считать, что в основном непрерывные рассматриваемые взаи-
модействия могут возмущаться и малыми близкими взаимодействиями, влияние которых, 
по аналогии с эволюционными уравнениями газовой динамики и теории упругости [6] в 
волновой области можно учесть зависимостью коэффициента сноса αA  от f ′  и записать 
после дифференцирования (4.10) по τ , 

  01

0

0 4

4

2

2

3

3

2
0

2

=
∂

′∂′
∂
∂−

∂
′∂+








∂

′∂+
∂

′∂
∂
∂+

∂
′∂−

∂∂
′∂

ττ
γ

ττττ
τ

ff
a

fC
r
f

rr
fBf

a
B

x
fa , (4.14) 

где, аналогично нелинейным уравнениям §2, добавлено последнее слагаемое, постоянная 
γ  должна определиться экспериментами. Уравнение (4.14) есть в точности эволюцион-
ное уравнение работ [6,23] и §2 с заменой, нормальной к волне скорости частиц в [6], на 
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fа ′γ+0  и с другими обозначениями коэффициентов. Оно может решаться для одной или 
двух нелинейных квазимонохроматических волн с определением узких пучков, как в §2. 
Подобные же рассмотрения можно провести для взаимодействующих частиц твердых 
двух фаз в том числе и для упругопластических смесей [40]. 

1. Рассматриваются с помощью аналогии из соответствующих волновых задач не-
линейной механики сплошной среды [6,39,29] различные нестационарные задачи о дви-
жении объектов, моделируемых сплошными средами. Вначале проводится исследование 
этих задач применением метода [39], где изучается движение транспорта, рассматривае-
мое как детерминистический поток частиц, с образованием ударной волны или затора. 
Методами [29] дается расчет ударных волн. Затем эти результаты распространяются на 
задачи о случайных процессах методами дифференциальных уравнений для плотности 
вероятности перехода, как функции времени и искомого параметра процесса, для марков-
ских диффузионных процессов, причем указанные линейные уравнения, введенные Реле-
ем, Фоккером-Эйнштейном-Планком и А. Н. Колмогоровым обобщены с учетом нели-
нейного слагаемого, как и в соответствующих волновых задачах [39,6] с коэффициентом, 
характеризующем среднюю скорость эволюции искомой случайной величины. Введен-
ные нелинейные нестационарные уравнения решаются методами [29,19] с расчетом удар-
ных волн или скачков функции распределения вероятности перехода процесса. 

В настоящем параграфе рассматриваются модельные задачи: 
1) Имеется некоторый ряд дискретных объектов, на которых имеется сосредоточе-

ние продуктов. Как и в [39], где рассматривается движение машин на шоссе, заменим 
дискретное распределение непрерывным, причем в дальнейшем будет рассматриваться 
одномерная по x задача, зависящая от времени, где в качестве оси x бралось шоссе, пред-
полагается, что имеется некоторая, в общем случае кривая линия, отождествляемая с 
осью x, на которой непрерывно распределен указанный продукт с плотностью ( )tx,ρ , 
представляющей количество продукта на единицу длины. Причем имеет место его пере-
движение по x зависящее от времени t . Можно ввести помимо плотности, также поток 

( )txj ,  продукта, выражаемый количеством продукта, проходящим через точку x в едини-
цу времени, при этом vj ρ= , где −v есть скорость движения продуктов. Принимается, 
что ( )ρjj = , которая должна определятся экспериментально, причем измерение ρ  дос-
таточно для двух, а j  для одного магазина в течении выбранного временного интервала. 
Считается, что каждая частица, или в непрерывном подходе, их плотность, влияет на ско-
рость движения потока транспорта, причем чем больше плотность ρ , тем, вообще гово-
ря, должна быть меньше скорость, но плотность потока продуктов vρ  может при этом 
быть больше. Таким образом, считается ( ) 0>′ ρj , а знак ( )ρj ′′  должен быть выяснен из 
опыта. Этот опыт можно проводить для одного или двух базовых помещений, т.е. при 
x=0, наблюдая, как от количества продукта в нем, т.е. от плотности ρ  зависит их поток. 

2) Помимо первого примера, можно рассмотреть подобную же задачу о движении 
продуктов в рамках еврорынка, где изучается движение некоторого продукта из базовой в 
отношении его количества страны, причем берется непрерывное распределение продукта 
вдоль линии, а между остальными странами также имеется движение продукта.  

3) Те же детерминированные процессы движения ценных бумаг от некоторой базо-
вой организации с их наибольшим количеством в другие центры, и движение этих частиц 
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между ними самими. Далее рассмотрена эта задача также и в рамках теории случайных 
процессов. 

В качестве характерного примера можно привести задачи теории массового обслу-
живания, в том числе компьютерные сети и системы передачи информации. Можно рас-
сматривать [41] открытые сети и однопотоковые случаи, обозначая через j  поток или в 
задачах о массовом обслуживания интенсивность обслуживания заявок в данном месте. 
При этом в детерминированном подходе можно в качестве оси x брать линию вдоль рас-
пределенных систем обслуживания или линию для передачи информации. Во всех случа-
ях функция ( )ρjj = , как и в [1], считается известной. Кроме того более важными для 
информатики [41] считаются стохастические задачи о движении информации в сети и 
соответствующие задачи массового обслуживании. Вводятся случайная функция x от 
времени в данной системе, представляющая количество заявок или информации, а также 
вероятность перехода от начальных значений параметра времени s и x к конечным t и y, 
обозначаемая ( )ytxsp ,,, , для которй в случае марковских диффузионных процессов вы-
водятся уравнения §3. 

В задаче о движении продуктов на линии, можно сделать те же предположения, что 
и в [39] и считать функцию ( )ρj  для данной области известной из опыта. 

Тогда можно записать уравнение сохранения 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
j

t
ρ , (5.1) 

отсюда для ρ  получится нелинейное уравнение  

 ( ) .0=
∂
∂′+

∂
∂

x
j

t
ρ

ρ
ρ

 (5.2) 

Решение уравнения (5.2) известно, и имеет вид уравнений хатактеристик, вдоль ко-
торых ρ  постоянно 

 ( ) ., constj
dt
dx

=′= ρρ  (5.3) 

Интегрируя (5.3), можно получить 
 ( ) ,0 tjxx ρ′+=  (5.4) 

причем эти прямые характеристики, несущие постоянные значения ρ , могут пересекать-
ся, приводя к многозначности и образованию ударной волны. 

В общем случае произвольных по величине изменений ρ  можно изучить решение 
(5.3), (5.4) и показать, при каких условиях характеристики пересекаются, т.е. образуется 
неоднозначность решения (в точке их пересечения имеется несколько значений ρ  несо-
мых каждой прямой), что как известно из газовой динамики приводит к образованию 
разрыва, отсекающего область неоднозначности. В [39] это явление называется пробкой. 

Аналогичные исследования можно перенести на задачи экономики, в частности на 
задачу образования затора движения продуктов.  

Ограничиваясь для конкретности случаем ( ) constx == 1100 , ρρρ , и малых возмуще-
ний, можно для них полагать 1ρρρ −=′ . Тогда уравнение (51.2), с учетом малых порядка 

2ρ′ , запишется в виде 
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где 0а  есть постоянная линейная скорость возмущений, −γ  постоянный нелинейный 
коэффициент. 

Вводя переменную, связанную с волной 

 
0a

xt −=τ , (5.6) 

можно (5.5) записать в стандартном виде 
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где производная по x  берется уже при постоянном τ , и в последнем нелинейной члене 
оставлено основное по порядку слагаемое с учетом того, что τ  в окрестности волны ма-

ло, x  не мало, тогда 
xa ∂

∂
>>

∂
∂
τ0

1 . Решение (5.7) аналогично (5.4) имеет вид [29] 

 constdx
a

d =′′=− ρρ
γ

τ ,2
0

 (5.8) 

или, после интегрирования 

 ( )ρρ
γ

τ ′=′+ fx
а2

0

, (5.9) 

где f  есть произвольная функция. 
Решение (5.9) можно, обозначая ( ) ( )11, yFyf =′=′ ρρ , записать  

 ( ) 112
00

yyF
a
x

a
xt =+−

γ , (5.10) 

где 1y  есть уравнение нелинейных характеристик. После пересечения характеристик в 
точке А образуется ударная волна АВ. Условие на ударной волне, впереди которой 

0=′ρ , а позади имеется некоторое значение ρ′ , получается из (5.9), если искать стацио-

нарное решение (5.5) в виде ( ) Vtx −=′=′ ξξρρ , , где 
dt
dxV =  есть скорость ударной вол-

ны. Проводя выкладки работы [29], можно получить 

 ρ
γ ′+=
20aV . (5.11) 

Подставляя (5.10) в (5.11), можно на ударной волне [29] получить 

 ( ) ( )∫ ′′=
1

0
11

2
0

1
2 2 y

ydyF
x
ayF
γ

. (5.12) 
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При 1). ( ) ( ) 011 <′′ ρjyF  решение (5.12) будет лишь при ( ) 01 =yF , т.е. имеется отсут-
ствие ударной волны с самого начала, а при 2) ( ) ( ) 011 >′′ ρjyF  ударная волна. 

Случай 1) будет при ( ) 01 <′′ ρj , ( ) 01 >yF , т.е. когда плотность товаров растет вдоль 
линии, точнее при 0>x , больше, чем в первом пункте 0=x , характеристики, начинают-
ся на оси t , расходятся, и ударной волны нет. 

При 2). ( ) 01 <yF , ( ) 01 <′′ ρj  будет уменьшение плотности по сравнению с ее значе-
нием 1ρ  при 0=x  и образуется ударная волна, т.е. затор товаров, начиная с первого объ-
екта. Полагая, что начальная плотность 1ρρ =  при 0=t  постоянна, а на первом объекте 
плотность меняется по формуле ( ) ,,0 12 tAtFx +−== ρρ  0,12 <> Aρρ  можно из (5.12) 
на ударной волне получить, интегрируя, 

 ( ) ( )












+−=+− 2
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1112

2
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112 3
22 Ayy

x
ayA ρρ
γ

ρρ  (5.13) 

откуда, задавая числа 02,1 ,,, аА γρ , можно решением кубического уравнения для 2
1

1y , 
численно найти 1y  в функции x , затем определить ( )1yF=′ρ , а по (5.10) найти ударную 
волну. 

В частном случае 12 ρρ = , из (5.13) получится 
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а уравнение ударной волны по (5.10) будет 

 0,0
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γ
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a
xt . 

Численный расчет корня 1y  по (5.13) для значений ,15,110,100 21 −=== Aρρ  

1,100 == γa , а также 1yA=ρ  и t  согласно (5.10) дает таблицу 1. Ударная волна, как и 
в случае 21 ρρ = , образуется в начальной точке 0,0 == tx  и расположена впереди харак-
теристики tax 0= . 

Таблица 1  

x  0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 

1y  0.0487377 0.0662364 0.0788699 0.0890548 0.0977097 

v′  0.191877 0.188961 0.186855 0.185158 0.183715 

t  0.022619 0.0450496 0.0674035 0.0897119 0.11199 
 
Приведем исследование той же нелинейной задачи для случайных марковских 

диффузионных процессов. 
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Рассматривается случайная функция ( )tξξ = , представляющая марковский про-
цесс, т.е. переход системы в ( )tξ  из состояния ( ) sts >,ξ  при фиксированном ( ) xs =ξ , 
процесс не зависит от ( ) suu ≤,ξ . 

Плотность вероятности перехода от состояния ( )xs,  к текущему ( )yt,  называется 
переходной вероятностью по y  ( )ytxsp ,,, . 

Для нее имеет место нелинейное уравнение Колмогорова-Чемпена [34] или Смолу-
ховского [36] 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= dzytzupzuxspytxsp ,,,,,,,,, . (5.14) 

Вначале рассмотрим простейший диффузионный процесс. Пусть частица в момент 
времени ( ),...2,1=∆ NtN  скачет на шаг ax =∆  вправо или влево с вероятностями p  и 

p−1 . В момент tNt ∆=  или max = , считая, что при 0=t , 0=x , введем вероятность 
перехода за N  шагов ( ) mNpmatNp ,0,0|, ≡∆ . Частица может попасть при N  шаге в точку 

max = , при условии, что на 1−N  шаге она оказалось в ( )am 1−  или в ( )am 1+ , из перво-
го положения  с вероятностью p , из второго с вероятностью pq −=1 . По формуле пол-
ной вероятности 1,11,1, +−−− += mNmNmN qpppp . Получим уравнение марковского перехода 
для данной задачи, причем можно обозначить ( ) mNpaxtv ,, = , тогда 

( ) ( ) ( )axttqvaxttpvaxtv +∆−+−∆−= ,,, . Разложим теперь v  по t∆ и xa ∆=  и учтем 
1=+ qp  
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Разделим на t∆ , устремим 0,0,0 →→−→∆ aqpt  и обозначим 
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( ) ( )2
1

2
1

~,~ tqpta ∆−∆ , тогда из (А1) в основном порядке следует уравнение для 
плотности вероятности перехода ( )xtv ,  в ( )xt,  [36] 
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полученное Релеем. Начальное условие, что при 0=t  должно быть достоверно 0=x , 
дает  

 ( ) ( )xxv δ=,0 , (D1) 
где ( )xδ  есть дельта-функция. Этим условием определено решение уравнения (С1) в виде 
гауссовской функции 

 ( )( ) ( )
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Соотношения (В1) дают для А в (С1) среднюю скорость блуждания частицы влево и 
вправо, которую можно, как и в задаче для волн в сплошной среде [29], обобщать на учет 
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нелинейности, т.е. добавления в А малого слагаемого v′χ , причем заменяется А на A′ , 
( ) ( ) ( ),0,0|,0,0|,0,0|, 0 xtvxtvxtv −=′  0v  удовлетворяет (С1), а v′  удовлетворяет обобщен-

ному на учет, по аналогии с [29] нелинейности, уравнению 
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Здесь χ  – постоянная, определяемая из опыта, 
x
v

∂
∂ 0  дается (Е1) и при определенных 

предположениях его можно отбросить, тогда обобщение уравнения (С1) Релея на нели-
нейный случай будет 
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Кстати, это уравнение можно постулировать и без (F1), как обобщение (С1) на не-
линейной случай.  

Рассмотрим общий случай диффузионного процесса. 
В [34,36] получены из (5.14) линеаризированные уравнения для p  в предположе-

нии малости возмущения во времени, т.е. su − , кроме того предположено, что и xz −  
мало. Вводится для ( )tξ  малое приращение 

  ( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ηξσξαξξ ∆+∆+=∆+ sstsssts ,, , (5.15)  
где η∆  есть белый шум. Величина ( )xsa ,  характеризует среднюю тенденцию к эволю-
ции случайного процесса ( )sξ  за малый промежуток времени от s  до ts ∆+  при условии, 
что ( ) xs =ξ  и называется коэффициентом сноса [34]. 

В уравнении (3.1) можно считать произвольный момент времени u  близким к t  
или s , и кроме того предполагать соответственно xz ≈  или yz ≈ . Вводя во втором слу-
чае некоторые коэффициенты сноса α  и диффузии в [34] 
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и проводя линеаризацию в (3.1) относительно начального состояния xs, , можно полу-
чить обратное уравнение Коломогорова для ( )ytxsp ,,,  

 2

2

2
1

x
pb

x
pa

s
p

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

− , (5.17) 

и, проводя, ту же процедуру вблизи yt, , − прямое уравнение Колмогорова или уравнение 
Фоккера-Эйнштейна 
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Следует отметить, что, хотя и коэффициент ( )txa , , согласно определению (5.16) 
является осреднением от плотности p , и в этом смысле детерминистический, но, можно 
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в ряде процессов вводить в него слагаемое, связанное с вероятностью процесса, однако с 
нулевым средним.  

Уравнение (5.18), после умножения на y и интегрирования по y от ∞−  по ∞  дает 
для условной средней величины [36] уравнения 

 ( ) ( )yta
dt
yddyytxsypy ,,,,, == ∫

∞

∞−

. 

Считая ( ) constayta == 0, , можно получить 

 taya
dt
yd

00 , == , 

т.е. 0a  есть скорость распространения условной средней функции. Можно, конечно, по-
добно (F1), добавить нелинейный член в 0a . 

В случае гауссовского процесса для разности xy − , можно считать 
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и из (5.16) следует  
 ,, 0

2 aab == σ  (5.20) 
при этом коэффициенты (5.17), (5.18) постоянные, причем 0a , как и в механике есть ско-
рость волнового движения по x,t. Вообще говоря, можно считать, что уравнения (5.17), 
(5.18) нелинейны, в том смысле, как было сказано высше, ( )sa ξ ′=  в (3.2) могут считаться 
зависящими от вероятности процесса p , пусть даже в виде соотношения, взятого из (3.3) 
в узком интервале (s,x), (u,z). Кроме того эти коэффициенты, как и в соответствующих 
уравнениях для волн в газовой динамике и теории упругости, можно определять из опыта 
и аналогично указанным работам в слабонелинейном случае полагать, что в (5.17)  

 ( ) paxsa ′+→ χ0, , (5.21) 
где выбрано 0ppp −=′ , постоянная χ  может быть определена из непосредственно опы-
та над ( )tξ , даваемой (5.15) или путем сравнения окончательных формул решения §2 с 
опытными данными. Первое слагаемое в (5.21) непосредственно следует из (5.16), (5.19) а 
второе соответствует замене интеграла по малой области неким средним значением, хотя 
как было сказано, более естественно его просто вводить согласно (5.21). Тогда из (5.17), 
(5.21) для избыточной по сравнению с гауссовским распределением плотности вероятно-
сти p′  получится  
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где χ,0a  можно, в частности, считать постоянными. Заменяя обозначение s  на t  и от-
брасывая последний диффузионный член, можно видеть, что (5.22) совпадает с точно-
стью до обозначений с уравнением (5.5) для волнового движения и полученные там ре-
шения можно использовать для задачи настоящего параграфа по определению вероятно-
сти ( )ytxsp ,,,  от исходного состояния ( )xs,  в конечное ( )yt, , по аналогии с волновыми 
уравнениями сплошной среды §2 дополняются нелинейным слагаемым в скорости дви-
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жения волны вероятности, пропорциональным возмущенной величине плотности пере-
ходной вероятности p′ , коэффициент χ  при которой должен определятся эксперимен-
тально. Тогда решения §5, включая более общие решения диффузионной задачи, могут 
быть использованы для решения практически важных экономических задач. В частности, 
задачи динамики ценных бумаг, в которых ранее решалась для частного, по сравнению с 
линейными уравнениями §5, линейного уравнения задачи блэк-шок при задачнных на-
чальных и граничных условиях, для которой нелинейный аналог, развитый в данной ста-
тье, позволяет решить задачу определения времени разрыва плотности вероятности p  
распределения количества бумаг, как функции их характерного параметра x или опреде-
ления ударной волны вероятности. Возможно, более практичными будут задачи о коле-
бательных движениях экономики, которые могут рассматриваться методами нелинейных 
квазимонохроматических волн §3. 

Можно также учесть и диффузионное слагаемое с коэффициентом b , и помимо 
решения (5.9) найти также методами газовой динамики и нелинейной теории упругости 
[25] решения уравнения (5.22). 

Для этого вводится переменная ,,
0

ts
a
xt =−=τ  и как и в (5.7) получается 
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Как было сказано, при b=0 (5.23) аналогично (5.7) с решением ударных волн. В 
общем случае в (5.23) можно заменить 
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, (5.24) 

и (5.23) примет известный вид 
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Задавая начальные условия для ( )txp ,′  в виде ( ) 00, =′ xp , а граничное условие: 
( )tvpt ,0,0 =′> , можно из (5.24) получить 
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и решение уравнения для U при указанных условиях будет [19,29] 
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Тогда можно, формулируя указанную задачу для данного состояния найти ( )ytp ,′  
при фиксированных s,x. При 01 →δ  из (5.24), (5.25) методом стационарной фазы полу-
чится 
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τξξ 2
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которое совпадает с решением (5.9) для ударных волн. 
 
г. Ереван 
Поступила: 17 октября 2007 г. 
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