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Рассматривается плоская задача с неизвестной границей о развитии периодической 
системы полостей в вязких телах при конечных деформациях. Получено решение перио-
дической задачи о развитии системы одинаковых полостей в условиях стационарного 
медленного течения ньютоновской вязкой жидкости. 

 
 
1. Постановка задача. Известно, что если к вязкоупругому телу с некоторыми 

начальными полостями мгновенно приложены нагрузки, которые затем не изменяются, 
то хрупкое разрушение возможно лишь в стадии приложения нагрузок, при пренебреже-
нии старением материала. Если хрупкого разрушения не произошло, начинается течение 
материала, которое со временем существенно изменяет форму начальных полостей. Воз-
никающие при этом эффекты лучше исследовать на предельном случае вязкой жидкости. 

Рассмотрим вязкое тело, подчиняющееся закону Ньютона и занимающее неогра-
ниченную область во внешности бесконечного ряда полостей. Внутренность каждого 
контура mL  (m = 0, ±1, ±2,…) представляет собой некоторую полость, форма которой 
известна лишь в начальный момент приложения нагрузок. Задача считается плоской. 
Итак, пусть имеется неограниченная область (плоскость) с одинаковыми полостями, 
имеющими центры в точках Pm = mω  (m  = 0, ±1, ±2, …), ω = 2.   

Предполагается, что: а) стенки каждой полости подвержены одинаковому посто-
янному давлению p(t); б) на бесконечности имеет место однородное напряженное состоя-
ние  )(txx

∞= σσ ; )(tyy
∞= σσ ; 0=xyτ  (t – время); в) контур mL  (m = 0, ±1, ±2,…) каждой 

полости в любой момент времени имеет две оси симметрии, совпадающие с осями непод-
вижной декартовой системы координат;    г) течение вязкой жидкости медленное и квази-
стационарное, так что в уравнениях Навье-Стокса можно пренебречь инерционными чле-
нами.  

Для простоты изложения в дальнейшем ограничимся рассмотрением случая не-
сжимаемого тела.  

В рассматриваемом случае [2] составляющие компонент тензора напряжений xσ , 

yσ , xyτ  и компоненты вектора скорости u& , υ&  в системе координат 0ху могут быть пред-
ставлены при помощи формул, аналогичных соотношениям Колосова-Мусхелишвили в 
плоской задаче теории упругости 

 ( )tzyx ,Re4 Φ=+σσ , ( )iyxz +=   (1.1) 
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( ) ( )[ ]tztzzi xyxy ,,'22 Ψ+Φ=+− τσσ ,  ( ) ( ) ( ) ( )tztzztziu ,,,2 ψϕϕυµ −′−=+ && . 
Здесь ( ) ( )tztz ,, ϕ′=Φ , ( ) ( )tztz ,, ψ ′=Ψ , µ2  – коэффициент сдвиговой вязкости; 

( )tz,ϕ  и ( )tz,ψ  однозначные аналитические функции z  в области, занятой вязким телом; 
штрихом в дальнейшем будем обозначать производную по соответствующей комплекс-
ной переменной. 

На контуре полости mL  (m = 0, ±1, ±2,…) граничные условия имеют вид 
 )(tpn −=σ ,  0=ntτ .         (1.2) 
Обозначим уравнение неизвестной границы полости mL  (m = 0, ±1, ±2,…) через 

( )tyxF ,, . Функция ( )0,, yxF  – считается заданной.  
На неизвестной границе полости mL  должно выполняться условие кинематической 

совместности 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

y
F

x
Fu

t
F

υ&& .  (1.3) 

Используя соотношения (1.1), граничные условия на контуре mL  (m = 0, ±1, ±2,…) 
запишем в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] )(,,,, 2 tpetztzztztz i −=Ψ+Φ′−Φ+Φ α    ( )mLz ∈           (1.4) 
где α – угол, составляемый нормалью к контуру полости с осью х.  

В бесконечно удаленной точке аналитические функции ( )tz,Φ  и ( )tz,Ψ  ведут се-
бя следующим образом 

При ∞→z        ( ) [ ] ( )2)()(
4
1, −∞∞ Ο++=Φ ztttz yx σσ ;  (1.5) 

( ) [ ] ( )2)()(
2
1, −∞∞ Ο+−=Ψ ztttz xy σσ . 

Следовательно, поставленная задача свелась к решению краевой задаче (1.3) – 
(1.5) с неизвестной границей от одной комплексной и одной действительной переменных. 

2. Решение краевой задачи. Перейдем на параметрическую плоскость ζ  с по-
мощью преобразования ( ),z tω ζ= . Аналитическая функция ( ),z tω ζ=  осуществляет 

конформное отображение физической области zD  на область ζD  в параметрической 
плоскости ζ , являющуюся внешностью окружностей mΓ  радиуса λ, с центрами в точках 
Pm со взаимно однозначным соответствием бесконечно удаленных точек, а также соот-
ветствующих участков действительных и мнимых осей. 

Краевые условия (1.4) – (1.5) на параметрической плоскости ζ  примут следую-
щий вид 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } )(,,,,
,

,, **2

2

** tptttt
t

tt −=Ψ′+Φ′
′

−Φ+Φ ζζωζζω
ζωλ

ζ
ζζ     (2.1) 

при t = 0 ( ) ( )ζωζω 00, =  – заданная функция 

при ∞→ζ  ( ) [ ] ( )2
* )()(

4
1, −∞∞ Ο++=Φ ζσσζ ttt yx ;  (2.2) 
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( ) [ ] ( )2
* )()(

2
1, −∞∞ Ο+−=Ψ ζσσζ ttt xy . 

Здесь были приняты обозначения ( ) ( )[ ]ttt ,,,* ζωζ Φ=Φ ; ( ) ( )* , , ,t t tζ ω ζΨ = Ψ    . 
Таким образом, задача сводится к определению трех неизвестных функций 

( )t,* ζΦ ,  ( )t,* ζΨ  и ( )t,ζω . 
Условие кинематической совместности удобно записать в следующем виде [3]: 

 =
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),(),(),(Re tt
t
ttt ζψζϕ

ζω
ζω

ζϕζωζ  на mΓ  (m = 0, ±1, ±2,…)   (2.3) 

Здесь принято ( ) ( )* , , ,t t tϕ ζ ϕ ω ζ=    , [ ]ttt ),,(),( ζωψζψ =∗ . 
Рассмотрим класс решений краевой задачи (2.1) – (2.3), для которого выполняется 

условие 

 ),(),(
),(
),(),(2 tt
t
tt

t
ζψζϕ

ζω
ζω

ζϕ
ω

µ ∗∗∗ −′
′

−=
∂
∂   на mΓ ,  (2.4) 

выражающее векторное равенство кинематической скорости и скорости материальной 
частицы на границе полости mL  (m = 0, ±1, ±2,…). При выполнении условия (2.4) условие 
(2.3) выполняется тождественно. 

Складывая выражение (2.4) со следующим условием на mΓ  (m = 0, ±1, ±2,…)  

 ),()(),(),(
),(
),(),( ttptt
t
tt ζωζψζϕ

ζω
ζω

ζϕ −=+′
′

+ ∗∗∗    

получим 

),(2),()(2 tttp
t

ζϕζω
ω

µ ∗=−
∂
∂  на mΓ  (m = 0, ±1, ±2,…)  (2.5) 

Для определения трех аналитических функций ( )t,* ζΦ ,  ( )t,* ζΨ  и ( )t,ζω  полу-
чаем нелинейная краевую задачу (2.1), (2.5) на mΓ  (m  = 0, ±1, ±2, …).  

Искомые функции ( )* ,tζΦ , ( )* ,tζΨ  и ( ),tω ζ  ищем [1] в виде рядов 
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Знак штрих у суммы означает, что при суммировании исключается индекс m=0. 
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Приведем зависимости, которым должны удовлетворять коэффициенты соотно-
шений (2.6), (2.7).  

Из условий симметрии относительно координатных осей находим, что 
 0)(Im 22 =+ tkα ,   0)(Im 22 =+ tkβ ,   0)(Im 22 =+ tA k     k=0, 1, 2, …   
Нетрудно убедиться, что соотношения (2.6) – (2.7) определяют класс симметрич-

ных задач с периодическим распределением напряжений. 
Из условия равенства нулю главного вектора сил, действующих на дугу, соеди-

няющие две конгруэнтные точки в ζD , следует, что 

 2
2

2

0 )(
24

)( λβ
π

α tt = .   

В силу выполнения условий периодичности система граничных условий (2.1) и 
(2.5) на mΓ  (m = 0, ±1, ±2, …) заменяется функциональными уравнениями, например, на 
контуре 0Γ . 

Для составления уравнений относительно остальных коэффициентов соотноше-
ний (2.6), (2.7) функций ( )t,* ζΦ ,  ( )t,* ζΨ , ( )t,ζω , разложим эти функции в ряды Лорана 
в окрестности нулевой точки 0=ζ : 
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Здесь      
( )

( ) ( ) 122
1

, 2!12!2
!122

++
++

+

++
= kj

kj
kj kj

gkj
r ;      ∑ ++++ =

m
kjkj m

g 2221
1'2 . 

Подставляя в граничное условие (2.1) на контуре  0Γ  ( )θλζ ie=  вместо ( )t,* ζΦ , 
( )t,* ζΨ  и ( )t,ζω  их разложения (2.8) – (2.10) и сравнивая коэффициенты при exp(2ikθ), 

(k = 0, ±1, ±2,…), получим бесконечную систему нелинейных алгебраических уравнений 
относительно коэффициентов )(2 tkα , )(22 tk +β , )(2 tA k . Ниже приводятся уравнения вто-
рого приближения:  

 )()( 004
4

23
2

124121 tpfmFbFbFtAFAFa −=−−++++ λλ ;  (2.11) 
 0)( 01223

4
2

2
111 =−−+++ fmFtAFbFbFa λλ ; 

 022
4

21
2

121 =−−++ fmFbFbFa λλ ;   
 0)()( 334

2
114231 =−−+++ fmFbFtAFtAFa λ ; 
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 0)()( 4432441 =−−++ fmFtAFtAFa . 
Здесь приняты следующие обозначения 

1,0
4

40,0
2

21 )()(1 rtArtAa λλ ++= ;   
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1,1
6

40,1
4

223 )()()( rtrttF λαλαα ++= ;   1,2
8

40,2
6
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2 )()(
5
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242121 )()(
5
2)()(4)(2 rtrtbttAatm λαλαλαα +++−= ; 

2
22142 )(

3
2)(4 λαα btatm −−= ; 

[ ]+++= 1,1
6

40,1
4

21423 )()(2)()(
3
2 rtrtatAtm λαλαα  

[ ]1,2
8

40,2
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1 )()(
5
4 rtrtb λαλαλ ++ ; 

[ ] [ ]1,2
8

40,2
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211,1
6

40,1
4

224 )()(4)()()(2 rtrtartrttAm λαλαλαλα ++++−= ; 
4

26
2

121402210 )()()()()( λβλβγγβ btbttAtAtaf ++++= ; 
6

160422411 )()()()()( λβγββ bttAttAtaf +++= ; 
)()()()()( 6442612 ttAttAtaf βββ ++= ; 

4
24

2
1212013 )()()( λβλβγγ btbttAaf +++= ; 

4
22

2
01114 )( λβλγγ btbaf ++= ; 

[ ] −+++−= ∞∞
2,0

6
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4
40,0

2
20 )()()()()(

2
1 rtrtrttt xy λβλβλβσσγ  

1,0
4

40,0
2

2 )(16)(4 rtrt λαλα −−  

1,1
6

40,1
4

22,1
8

61,1
6

40,1
2

21 )(24)(8)()()( rtrtrtrtrt λαλαλβλβλβγ −−++= . 
Система уравнений не является замкнутой. Для замкнутости этой системы урав-

нений необходимо использовать граничное условие (2.5). Подставляя в граничное усло-
вие (2.5) на контуре 0Γ  вместо ( )t,* ζϕ ,  ( )t,* ζψ  и ( )t,ζω  их разложения в ряды Лорана в 
окрестности нулевой точки ζ =0 и сравнивая коэффициенты при exp(2ikθ), (k = 0, ±1, 
±2,…), получим недостающую бесконечную систему дифференциальных уравнений пер-
вого порядка по времени t относительно коэффициентов A2k(t). 
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Соотношение (2.12), связывает параметр λ с приложенной нагрузкой. 
Если в системе (2.13) взять k = 0, 1, то получим совместно с (2.11) замкнутую сис-

тему уравнений во втором приближении относительно восьми неизвестных )(2 tα ,  )(4 tα , 
)(2 tβ , )(4 tβ , )(6 tβ , )(2 tA , )(4 tA  и λ .   

Решаем систему уравнений (2.11) относительно  )(2 tα ,  )(4 tα , )(2 tβ , )(4 tβ , )(6 tβ  
методом последовательного исключения неизвестных. В результате находим 
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Здесь приняты следующие обозначения 
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


−−








−=∆

11

31
12321

11

21
122222 A

AAAM
A
AAAM ; 

11

21*
1

11

21*
2

*
1

11

31*
31 A

Ab
c
cbb

c
cbM 








−−−= ;   

11

31*
1

11

21*
2

*
1

11

41*
42 A

Ab
c
cbb

c
cbM 








−−−= ; 

11

21
122211 a

aaaс −= ; 
11

21
132312 a

aaaс −= ;  
11

21
142413 a

aaaс −= ;  
11

21
152514 a

aaaс −= ; 

 31
21 32 12

11

aс a a
a

= − ;  
11

31
133322 a

aaaс −= ;   
11

31
143423 a

aaaс −= ;  
11

31
153524 a

aaaс −= ; 

11

41
124231 a

aaaс −= ;  
11

41
134332 a

aaaс −= ;  
11

41
144433 a

aaaс −= ;   
11

41
154534 a

aaaс −= ; 

11

51
125241 a

aaaс −= ; 
11

51
135342 a

aaaс −= ;   
11

51
145443 a

aaaс −= ;   
11

51
155544 a

aaaс −= ; 
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11

21
122211 c

cccA −= ;  
11

21
132312 c

cccA −= ;   
11

21
142413 c

cccA −= ; 

11

31
123221 c

cccA −= ;   
11

31
133322 c

cccA −= ;   
11

31
143423 c

cccA −= ;  

11

41
124231 c

cccA −= ;   
11

41
134332 c

cccA −= ;   
11

41
144433 c

cccA −= ;  

1
11

21
2

*
1 B

a
aBb −= ;   1

11

31
3

*
2 B

a
aBb −= ;   1

11

41
4

*
3 B

a
aBb −= ;   1

11

51
5

*
4 B

a
aBb −= ; 

( ) ( ) +





 +++++−+= 0,1

42
10,1

4
0,2

6
40,0

2
0,0

2
20,0

2
111 3

118412 rbrrArrAraa λλλλλλλ  

;
5
1

0,2
10

2 rb λ+   ( ) +





 ++−+++= 1,1

6
1,2

8
41,0

4
1,1

6
21,0

4
112 24

3
1162 rrArrAraa λλλλλ  







 +++ 2,1

84
21,1

8
1 5

11
3
1 rbrb λλλ ;  2

1

2

0,1
2

40,0
2

21
2

113 12
λπλλλ arArAaba +−−−= ; 

6
1,14

4
1,0214 λλ rArAa −−= ; 4

2
8

2,14
6

2,0215 λλλ brArAa −−−= ; 

( ) 0,0
2

40,2
6

20,1
44

20,0
4

10,1
2

121 4
5
3123 rArArbrbraa λλλλλλ ++






 ++++= ; 

( ) 1,0
4

41,2
8

21,1
10

21,0
6

11,1
6

122 163
5
32 rArArbrbraa λλλλλ +−+++= ; 

0,0
2

421
4

2

23 12
rAAba λλ

π
−−= ;  4

24 4 0,1 1a A r aλ= − − ;  6
2,04

6
225 λλ rAba +−= ; 

( ) ( )∞∞∞∞ −++−−= xyyx
AatpB σσσσ
22

)( 21
1 ; ( ) ( )∞∞∞∞ +−−= yxxy

bAB σσ
λ

σσ
22

2
14

2 ; 

( ) 2
10,0

6
20,1

22
10,2

6
131 3

221 λλλλλ brbrbraa ++++= ; 

( ) 1,0
8

21,1
8

11,2
8

132 25 rbrbraa λλλ +++= ;   2
6

2

33 12
ba λ

π
= ;   

234 Aa −= ; 4135 Aaa −−= ;     ( )∞∞ +−= yx
bB σσ

λ
2

4
2

3 ; 

( ) ( ) 0,2
8

10,1
2

40,1
4

0,0
2

20,0
2

0,1
4

141 3
1

3
18241 rbrArrArraa λλλλλλ −






 +++++−= ; 

( ) ( ) 1,1
6

41,1
6

1,0
4

21,0
4

1,1
6

11,2
82

142 24216
3
11 rArrArrarba λλλλλλλ +++−−






 −= ;   

2
10,1

2
20,0

2
1

2
2

2

43 12
λλλλπ brAraAa −−−= ;     ( )4

2
6

1,12
4

1,0144 λλλ brAraa ++−= ; 

( )8
2,12

6
2,0145 λλ rAraa +−= ;                ( ) ( )∞∞∞∞ +−−= yxxy

AaB σσσσ
22

21
4 ; 
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( ) 0,0
4

10,0
2

40,1
4

10,2
6

10,1
4

251 428331 rbrArararAa λλλλλ +++−+= ; 

( ) 1,0
6

11,1
6

21,0
4

21,1
6

1,2
8

152 16322431 rbrArArraa λλλλλ ++++−= ;   

4
20,0

4
10,1

2
1

2
4

2

53 12
λλλλ

π brbraAa −−−= ;     6
1,01

6
1,1154 λλ rbraa −−= ; 

8
2,01

8
2,1155 λλ rbraa −−= ;             ( ) ( )∞∞∞∞ +−−= yxxy

AbB σσσσ
λ

22
4

2
1

5 . 

Подставляя найденные величины )(2 tα  и  )(4 tα  во втором приближении в диффе-
ренциальные уравнения (2.13), находим систему двух нелинейных дифференциальных 
уравнений: 

 ( ))(),(),(,, 422
2 tttpAAf

dt
dA

yx
∞∞= σσ ; (2.15) 

 ( ))(),(),(,, 424
4 tttpAAf

dt
dA

yx
∞∞= σσ ;  

Для нахождения неизвестных функций )(2 tA  и  )(4 tA  имеем задачу Коши при 
следующих начальных условиях: 

при t = 0 0
22 )0( AA = ; 0

44 )0( AA = , где 0
2A , 0

4A  заданные величины, определяющие 
форму полости в начальный момент нагружения. 

Задачу Коши для системы дифференциальных уравнений (2.15) решаем методом 
Рунге-Кутта.  

Положив в (2.10) θλς ie= , получим уравнение контура полости 

 ( ) ( )tfer i ,θλω θ ==   (2.16) 
Во втором приближении имеем 
 ( )θθλ 4cos2cos 21

22 dddr ++=   (2.17) 

 ( ) ( )24
2

22
1

2
4

2
2

2
1 25

1
9
1

9
1

λλ bbAAad ++++= ; 

 





 ++−= 6

214221
2

111 15
1

3
1

3
12 λλ bbAAAabad ;      

 





 −−= 2

1241
4

212 3
1

3
1

5
12 λλ bAAabad . 

Соотношение (2.16) при 1max ≤r  позволяет найти наибольшую нагрузку, при ко-
торой полости касаются одна другой. 

Анализ модели о развитии полостей в вязком теле сводится к параметрическому 
исследованию задачи Коши для системы нелинейных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка при различных законах нагружения и начальной формы полостей. 

Рассмотрим в качестве примера частный случай. 

Пусть в любой момент времени выполняется равенство ∞∞ = yx σσ
2
1 . В начальный 

момент полость принята в виде круга.  
Ниже приводятся результаты расчетов для двух моментов времени 
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λ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 
 t = 100 c 
А2 -0,00232 -0,00257 -0,03421 -0,06921 -0,08932 -0,12944 -0,14726 
А4 0 0 0,00002 0,00012 0,00024 0,00068 0,00307 
 t = 1000 c 
А2 -0,00822 -0,01069 -0,03217 0,099623 -0,11726 -0,13529 -0,16332 
А4 0,00005 0,00009 0,00014 0,00047 0,00072 0,00913 0,01281 

 

В расчетах функции ( ) ( )tt yx
∞∞ = σσ

2
1  и ( )tp  считались линейными функциями от 

времени. 
На рисунке представлена форма полости при ct 1000= ; 5,0=λ . Контур полости 

сужается в направлении оси абсцисс и расширяется в направлении наибольшего растяги-
вающего напряжения. 

В заключение отметим, что аналогично можно рассмотреть и случай развития 
двоякопериодической системы полостей в вязком теле. 
Полученные соотношения позволяют решать обратную задачу, т.е. определить началь-
ную форму полости и напряженное состояние, при которых достигается равнопрочная 
форма полости в условиях нестационарного медленного течения ньютоновской вязкой 
жидкости. 

 
 Рис. 1. Форма полости при ct 1000= ; 5,0=λ  для указанных нагрузок. 

 
г. Баку 
Поступила: 22 октября 2007 г. 
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