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ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ ÏÐÈ ÆÅÑÒÊÎÌ

ÇÀÊÐÅÏËÅÍÈÈ

Âîåííûé àâèàöèîííûé èíæåíåðíûé óíèâåðñèòåò

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ïëà-
ñòèíû óãëîâîé ôîðìû ïðè æåñòêîì çàêðåïëåíèè åå ãðàíèö. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãàÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ ïëàñòèíà, óãëîâàÿ ôîðìà, ïðîãèáû, æåñòêîå
çàêðåïëåíèå, êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé, ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà.

ÓÄÊ: 539

Ðåøåíèþ çàäà÷ î ïðîãèáàõ óïðóãîé ïëàñòèíû, ôîðìà êîòîðîé îãðàíè÷åíà è èìååò óãëû,
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1-5] è äðóãèå.
Ïóñòü óïðóãàÿ ïëàñòèíà èìååò ïîëóîãðàíè÷åííóþ óãëîâóþ ôîðìó ñ óãëîì ðàñòâîðà α

(ðèñ. 1). Óðàâíåíèå äëÿ ïðîãèáîâ çàïèøåì â âèäå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

∆2W = q , (x, y) ∈ Ω, (1)

ãäå ∆−îïåðàòîð Ëàïëàñà, q−ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà íà ïëàñòèíó, W (x, y)−åå ïðîãèáû,
Ω−ïîëóîãðàíè÷åííàÿ óãëîâàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1 è θ2 �
óãëû ìåæäó îñüþ x è ãðàíÿìè ïëàñòèíû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ çàïèøåì â âèäå

Ðèñ. 1.

x sin θ1 − y cos θ1 = 0 , x sin θ2 − y cos θ2 = 0 , θ2 − θ1 = α. (2)

Ââåäåì íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (ξ1, ξ2) ïî ôîðìóëàì
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ξ1 = −x sin θ1 + y cos θ1 , ξ2 = x sin θ2 − y cos θ2. (3)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå ýòè ïåðåìåííûå çàïèñûâàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

ξi = rni , ni =
[
(−1)i sin θi,− (−1)i cos θi

]
, i = 1, 2 , θ2 − θ1 = α. (4)

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå òî÷íîå ðåøåíèå èç êëàññà öåëûõ ïîëèíîìîâ ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì (ξ1, ξ2)

W = A1ξ1 +B1ξ2 +A2ξ
2
1 +B2ξ1ξ2 + C2ξ

2
2 +A3ξ

3
1 +B3ξ

2
1ξ2+

+C3ξ1ξ
2
2 +D3ξ

3
2 +A4ξ

4
1 +B4ξ

3
1ξ2 + C4ξ

2
1ξ

2
2 +D4ξ1ξ

3
2 + E4ξ

4
2 .

(5)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâ ïëàñòèíû

W |Γ = 0 ,
∂W

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0. (6)

Çäåñü n - âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γ. Îòìåòèì, ÷òî âíóòðè îáëàñòè ïëàñòèíû
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ξ1 > 0 , ξ2 > 0, (7)

à íà ãðàíèöå Γ ðàâåíñòâà

ξ1 = 0 , ξ2 = 0. (8)

Çàâèñèìîñòü (5) âíà÷àëå áóäåì óïðîùàòü çà ñ÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èç ïåðâîãî ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ (6) ïðè ξ1 = 0, à çàòåì ïðè ξ2 = 0 ïîëó÷èì

ïðè ξ1 = 0 ⇒ B1ξ2 + C2ξ
2
2 +D3ξ

3
2 + E4ξ

4
2 = 0 , ∀ξ2 > 0,

ïðè ξ2 = 0 ⇒ A1ξ1 +A2ξ
2
1 +A3ξ

3
1 +A4ξ

4
1 = 0 , ∀ξ1 > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò

A1 = A2 = A3 = A4 = B1 = C2 = D3 = E4 = 0.

Òîãäà çàâèñèìîñòü (5) óïðîùàåòñÿ

W = B2ξ1ξ2 +B3ξ
2
1ξ2 + C3ξ1ξ

2
2 +B4ξ

3
1ξ2 + C4ξ

2
1ξ

2
2 +D4ξ1ξ

3
2 . (9)

Äëÿ ïîäñòàíîâêè W èç (9) âî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6) ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

gradW (ξ1, ξ2) = ∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2,
∂W (ξ1,ξ2)

∂nΓ
= nΓgradW = ∂W

∂ξ1
(n1nΓ) + ∂W

∂ξ2
(n2nΓ) .

(10)

Åäèíè÷íàÿ íîðìàëü nΓ íà ãðàíèöå Γ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ: ëèáî nΓ = n1 íà êðàå
ξ1 = 0, ëèáî nΓ = n2 íà êðàå ξ2 = 0. Ïîýòîìó ôîðìóëû (10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèÿìè

∂W
∂n1

∣∣∣
ξ1=0

= ∂W
∂ξ1

∣∣∣
ξ1=0

+ (n1n2) ∂W
∂ξ2

∣∣∣
ξ1=0

,

∂W
∂n2

∣∣∣
ξ2=0

= (n1n2) ∂W
∂ξ1

∣∣∣
ξ2=0

+ ∂W
∂ξ2

∣∣∣
ξ2=0

, (n1n2) = − cosα.
(11)

Òåïåðü âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (6) ïðè ïîìîùè (11) è (9) íà ãðàíÿõ êëèíà ξ1 = 0 è
ξ2 = 0 ïðèâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì
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B2 [ξ2 + ξ1 (n1n2)]ξ1=0 +B3

[
2ξ1ξ2 + ξ21 (n1n2)

]
ξ1=0

+ C3

[
ξ22 + 2ξ1ξ2 (n1n2)

]
ξ1=0

+
+B4

[
3ξ21ξ2 + ξ31 (n1n2)

]
ξ1=0

+ 2C4

[
ξ1ξ

2
2 + ξ21ξ2 (n1n2)

]
ξ1=0

+
+D4

[
ξ32 + 3ξ1ξ22 (n1n2)

]
ξ1=0

= B2ξ2 + C3ξ
2
2 +D4ξ

3
2 = 0 , ∀ξ2 ∈ [0, ∞) ,

B2 [ξ1 + ξ2 (n1n2)]ξ2=0 +B3

[
ξ21 + 2ξ1ξ2 (n1n2)

]
ξ2=0

+ C3

[
2ξ1ξ2 + ξ22 (n1n2)

]
ξ2=0

+
+B4

[
ξ31 + 3ξ21ξ2 (n1n2)

]
ξ2=0

+ 2C4

[
ξ21ξ2 + ξ1ξ

2
2 (n1n2)

]
ξ2=0

+
+D4

[
3ξ1ξ22 + ξ32 (n1n2)

]
ξ2=0

= B2ξ1 +B3ξ
2
1 +B4ξ

3
1 = 0 , ∀ξ1 ∈ [0, ∞) .

(12)

Ðàâåíñòâà (12) áóäóò âûïîëíåíû ïðè óñëîâèÿõ

B2 = B3 = B4 = C3 = D4 = 0. (13)

Ñ ó÷åòîì (13) çàâèñèìîñòü (9) äëÿ ïðîãèáîâ W ïðèíèìàåò âèä

W = C4ξ
2
1ξ

2
2 . (14)

Èòàê, åñëè ïðîãèáû ïëàñòèíû W ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòüþ (14), òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâ (6) áóäóò âûïîëíåíû. Ïîñòîÿííóþ C4 íàéäåì, ïîäñòàâëÿÿ (14)
â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (1). Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå îïåðàòîð Ëàïëàñà âûðàçèì ÷åðåç îïåðàòîð
grad:

∆W = grad (gradW ) . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ gradW èç (10) â (15), íàéäåì

∆W = ∂
∂ξ1

(
∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2

)
n1 + ∂

∂ξ2

(
∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2

)
n2 =

= ∂2W
∂ξ2

1
+ 2 ∂2W

∂ξ1ξ2
(n1n2) + ∂2W

∂ξ2
2
.

(16)

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî âûðàæåíèÿ áóäåì èìåòü

∆W = C4

[
2ξ21 + 2ξ22 + 8ξ1ξ2 (n1n2)

]
. (17)

Åñëè â (16) ôîðìàëüíî çàìåíèòü W íà ∆W , äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (17), òî
óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

8C4

[
1 + 2 (n1n2)

2
]

= q0 , C4 =
q0

8 (1 + 2 cos2 α)
.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (6)

W =
q0ξ

2
1ξ

2
2

8 (1 + 2 cos2 α)
. (18)

Äëÿ àíàëèçà ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (r, ϕ). Ïîëîæèì θ1 = −α/2 , θ2 = α/2 ò. å. îñü ñèììåòðèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
çíà÷åíèþ ϕ = 0, ãäå ϕ ∈ [−α/2 , α/2]. Ïðîåêöèè íîðìàëåé n1, n2 áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç
óãîë ðàñòâîðà ïëàñòèíû α ïî ôîðìóëàì

n1 =
(
sin

α

2
, cos

α

2

)
, n2 =

(
sin

α

2
, − cos

α

2

)
.

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå ïåðåìåííûå (ξ1, ξ2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè

ξ1 = x sin α
2 + y cos α

2 = r sin
(
ϕ+ α

2

)
,

ξ2 = x sin α
2 − y cos α

2 = r sin
(

α
2 − ϕ

)
.

(19)

Òàê êàê â îáëàñòè êëèíà ξ1 ≥ 0 , ξ2 ≥ 0, ò. å. ïðè −α
2 ≤ ϕ ≤ α

2 , äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà
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sin
(
ϕ+

α

2

)
≥ 0 , sin

(α
2
− ϕ

)
≥ 0 , 0 ≤ ϕ+

α

2
≤ π , 0 ≤ α

2
− ϕ ≤ π,

òî îòñþäà èìååì 0 ≤ α ≤ π. Îäíàêî ïðè α = 0 è α = π ïðåîáðàçîâàíèå (x, y) → (ξ1, ξ2) ñòàíî-
âèòñÿ âûðîæäåííûì, ïîýòîìó äëÿ óãëà ðàñòâîðà ïëàñòèíû â äàííîì ðàññìîòðåíèè ïðèõîäèì
ê îãðàíè÷åíèþ 0 < α < π. Ïîäñòàâëÿÿ (ξ1, ξ2) èç (19) â (18), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1), (6)
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

W =
q0r

4 sin2
(
ϕ+ α

2

)
sin2

(
α
2 − ϕ

)
8 (1 + 2 cos2 α)

, 0 < α < π. (20)

Ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíû íàõîäèòñÿ íà åå áèññåêòðèñå ïðè ϕ = 0

maxW = W |ϕ=0 =
q0 sin4 α

2

8 (1 + 2 cos2 α)
r4 0 < α < π. (21)

Ðèñ. 2.

Ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû óãëà ïëàñòèíû åå ïðîãèá áûñòðî âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî
÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàäèóñà r4. Íà äóãå ðàäèóñà r = r0 ïðîôèëü ïðîãèáà ïîêàçàí íà ðèñ.2.
Ïî ïðîãèáàì ïëàñòèíû W (x, y) èç (18) ìîæíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìà-

öèé [6]

ex x = −zWx x = q0(cos α−1)
8(1+2 cos2 α)z

(
ξ21 + ξ22 + 4ξ1ξ2

)
,

ey y = −zWy y = q0(1+cos α)
8(1+2 cos2 α)z

(
4ξ1ξ2 − ξ21 − ξ22

)
,

ex y = −zWx y = q0 sin α
8(1+2 cos2 α)z

(
ξ21 − ξ22

)
,

(22)

ãäå êîîðäèíàòà z îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè, ïðîòè-
âîïîëîæíîì ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè q0. Êîìïîíåíòû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè (22) ïî çàêîíó Ãóêà.
Íà îñè ñèììåòðèè óãëîâîé ïëàñòèíû ïðè ξ1 = ξ2 = x sin α

2 äëÿ äåôîðìàöèé èç (22) áóäåì
èìåòü çíà÷åíèÿ

ex x = −3q0 (1− cosα)2

8 (1 + 2 cos2 α)
x2z , ey y =

q0 sin2 α

8 (1 + 2 cos2 α)
x2z , ex y = 0. (23)

Íà ãðàíè ïëàñòèíû
(
ξ1 = 0 , ξ2 = 2x sin α

2

)
äëÿ äåôîðìàöèé èç (22) íàéäåì çàâèñèìîñòè

ex x = − q0(1−cos α)2

4(1+2 cos2 α)x
2z , ey y = − q0 sin2 α

4(1+2 cos2 α)x
2z,

ex y = q0 sin α(1−cos α)
4(1+2 cos2 α) x2z.

(24)

Íà äðóãîé ãðàíè ïëàñòèíû
(
ξ2 = 0 , ξ1 = 2x sin α

2

)
äåôîðìàöèè ex x , ey y îñòàíóòñÿ êàê è

â (24), à ex y èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.



138 Í.À.×ÅÐÍÛØÎÂ

Çàêëþ÷åíèå.
Èç ïîëó÷åííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ (18) ìîæíî âû÷èñëèòü âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîð-

ìàöèé è íàïðÿæåíèé â ëþáîé òî÷êå óïðóãîé ïëàñòèíû. Â ÷àñòíîñòè, èç ôîðìóë (22) � (24)
âèäíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè îò óãëà ïëàñòèíû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âîçðàñòàþò ïðîïîðöè-
îíàëüíî êâàäðàòó ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.
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