
Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2017. №4 (34). С. 125–132

Н. В. Минаева, А. А. Сизиков

О ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ
УПРУГОПОДКРЕПЛЕННОЙ ПЛАСТИНЫ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж

Аннотация. Рассмотрена прямоугольная пластина на упругом основании, сжатая в своей
плоскости и нагруженная поперечной нагрузкой. Найдено условие, определяющее границу
области непрерывной зависимости решения, описывающего прогиб пластины, от параметров
поперечной нагрузки и жесткости постели. Она также будет границей адекватности выбран-
ной матемтатической модели.
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Прямоугольные пластины с переменными параметрами используются в различных
отраслях промышленности. Поперечно нагруженная прямоугольная пластина, опира-
ющаяся на упругое основание, применяется, например, при моделировании покрытий
автомобильных дорог, мостов или взлетно-посадочных полос аэродромов. Для иссле-
дования прочности и несущей способности таких конструкций требуется знание их
напряженно-деформированного состояния. В аналитической форме решение удается
получить для ограниченного числа краевых задач [1, 2]. В связи с этим широко при-
меняются различного рода приближенные методы [3-6]. В [7] представлен комплекс
аналитических решений, отражающих действие на пластины переменной толщины
сложных нагрузок. Проводится расчет фундаментных плит переменной толщины с
учетом податливости упругого основания. В работах [8, 9] было изучено влияние на-
пряжений на скорость коррозии, которая считалась линейной функцией интенсивно-
сти напряжений.

Как известно, одним из основных условий корректности постановки задачи являет-
ся требование непрерывной зависимости решения от исходных данных [10]. Посколь-
ку в результате реальной эксплуатации параметры конструкции могут отличаться от
расчетных значений, то необходимо изучение подобной проблемы. К исследованиям
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по этому направлению можно отнести работы по изучению устойчивости формы для
различного рода пластин и оболочек. В них рассмотрены тонкостенные конструк-
ции на упругом основании при сжатии [2,12-14], комбинированном нагружении [11].
Получены формы потери устойчивости, а также проведено сравнение полученных
в численном расчете критических нагрузок с экспериментальными данными [12]. В
работе [13] изучаются формы потери устойчивости однородно сжатой пластины на
мягком упругом основании на основе анализа энергии начальной послекритической
деформации. Исследование упругой устойчивости бесконечной неоднородной тонкой
пластинки, лежащей на упругом основании, в плоскости сжатия проведено в [14].
Здесь константы жесткости зависят от координат в направлении толщины пластины.

В настоящей работе рассматривается проблема непрерывной зависимости решения,
определяющего прогиб пластины, от параметров, характеризующих поперечную на-
грузку и жесткость основания. Реакция основания описывается однопараметрической
моделью, основанной на гипотезе Винклера. Пластина находится в условиях всесто-
роннего сжатия (рис. 1). Одна пара кромок жестко защемлена, а другая шарнирно
оперта.

Рис. 1.

Согласно линейной теории жестких пластин, функция u, описывающая форму изо-
гнутой пластины, является решением краевой задачи (в безразмерных переменных)
[1, 2]:
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Пусть при r(x, y) = r0(x, y) и k = k0 задача (1) имеет решение

u(x, y) = u0(x, y) (2)

Оно будет характеризовать прогиб рассматриваемой пластины, если функция u
непрерывно зависит от r(x, y) и k при r(x, y) = r0(x, y), k = k0 . Для исследования
этой зависимости, согласно [15, 16], необходимо построить вспомогательную задачу
относительно ζ(x, y), определяемую следующим образом:

u(x, y) = u0(x, y) + ζ(x, y) (3)
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Подставляя (3) в (1) и учитывая, что (2) – решение, получаем задачу для ζ(x, y):
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Основным условием непрерывной зависимости u(x, y) от r(x, y) и k является тре-
бование существования только тривиального решения у линеаризованной задачи, со-
ответствующей (3). Будем искать ее решение в виде [1]

ζ = Y (y) sinmπx (4)

В этом случае часть граничных условий удовлетворяется. Для Y (y) имеем следу-
ющую задачу:

Y (4) − 2a1Y
′′ + a2Y = 0

Y (0) = Y (1) = Y ′(0) = Y ′(1) = 0,
(5)

где a1 = γ2 − p/2, a2 = γ2
(
γ2 − q

)
+ k0, γ =

(πm
l

)
.

Корни соответствующего характеристического уравнения будут такими:

λi = ±
√
a1 ±

√
a2

1 − a2, i = 1, .., 4

Поскольку вид общего решения дифференциального уравнения из (5) зависит от
значений λi, то, анализируя различные случаи, получаем (p > 0, q > 0, т.к. пластина
находится при сжатии):

1. при 0 < p < 2γ2 и − p2
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γ2
:

Y (y) = C1 cosh(λ1y) + C2 sinh(λ1y) + C3 cosh(λ2y) + C4 sinh(λ2y) (6)

2. при p < 2γ2(1 +
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3. при p > 2γ2 и − p2
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Y (y) = C1 cos(β1y) + C2 sin(β1y) + C3 cos(β2y) + C4 sin(β2y), (8)
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4. при q > γ2 + k0
γ2
:

Y (y) = C1 cosh(λ1y) + C2 sinh(λ1y) + C3 cos(β1y) + C4 sin(β1y). (9)

Для каждого из (6)-(9) были построены системы, определяющие Ci:
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1.
C1 + C3 = 0,
λ1C2 + λ2C4 = 0,
C1 coshλ1 + C2 sinhλ1 + C3 coshλ2 + C4 sinhλ2 = 0,
C1λ1 sinhλ1 + C2λ1 coshλ1 + C3λ2 sinhλ2 + C4λ2 coshλ2 = 0.

(10)

2.
C1 = 0,
αC2 + βC3 = 0,
C1 coshα cosβ + C2 sinhα cosβ + C3 coshα sinβ + C4 sinhα sinβ = 0,
C1(α sinhα cosβ − β coshα sinβ) + C2(α coshα cosβ − β sinhα sinβ)+
+C3(α sinhα sinβ + β coshα cosβ) + C4(α coshα sinβ + β sinhα cosβ) = 0.

(11)

3.
C1 + C3 = 0,
β1C2 + β2C4 = 0,
C1 cosβ1 + C2 sinβ1 + C3 cosβ2 + C4 sinβ2 = 0,
−β1C1 sinβ1 + β1C2 cosβ1 − β2C3 sinβ2 + β2C4 cosβ2 = 0.

(12)

4.
C1 + C3 = 0,
λ1C2 + β1C4 = 0,
C1 coshλ1 + C2 sinhλ1 + C3 cosβ1 + C4 sinβ1 = 0
C1λ1 sinhλ1 + C2λ1 coshλ1 − β1C3 sinβ1 + β1C4 cosβ1 = 0.

(13)

Рис. 2. D = 0.1465 MH·м, l = a/b = 1, δ = h/b = 0.02, µ = 0.3, k0 = 685.2

в поле caption указывается заголовок рисунка

Согласно (10)-(13), условие нетривиальности решения вспомогательной задачи (3)
имеет вид:
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Рис. 3.

при 0 < p < 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2

2λ1λ2(1− coshλ1 coshλ2) + (λ2
1 + λ2

2) sinhλ1 sinhλ2 = 0 (14)

при 0 < p < 2γ2(1 +
√

1 + k0/γ4) и 0 < q < − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2

α2 sin2 β − β2 cosh2 α = 0 (15)

при p > 2γ2 и − p2

4γ2
+ p+ k0

γ2
< q < γ2 + k0

γ2

2β1β2(1− cosβ1 cosβ2)− (β2
1 + β2

2) sinβ1 sinβ2 = 0 (16)

при 0 < p и q > γ2 + k0
γ2

2λ1β1(1− coshλ1 cosβ1) + (λ2
1 − β2

1) sinhλ1 sinβ1 = 0 (17)

С точностью до обозначений (17) совпадает с результатом, полученным в [2], если
положить p = 0 и k0 = 0.

Таким образом, если параметры пластины и сжимающих усилий таковы, что со-
ответствующая им точка лежит внутри области, ограниченной линией (14)-(17), то
решение (2) непрерывно зависит от r(x, y) и k при r(x, y) = r0(x, y), k = k0.

Например, для стальной (E = 0.2 · 106 MПа) квадратной пластины с коэффициен-
том жесткости основания k = 100 MПа/м линия (14)-(17) в пространстве параметров
внешних воздействий имеет вид (рис. 2):

Значения p∗ = 112.88 (q = 0) и q∗ = 93.197 (p = 0) совпадают с результатами из [3].
Если рассмотреть такую же пластину, но без упругого подкрепления (k = 0), то

область непрерывной зависимости будет следующей (рис.3):
При равных сжимающих усилиях непрерывная зависимость нарушается при p =

q = 37, 74, что совпадает со значениями из [4]. Если силы приложены только вдоль
шарнирно закрепленных краев (p = 0), то при q < 75.87 решение (2) приближенно
описывает прогиб пластины. Этот результат согласуется с [2]. Для случая сжатия
вдоль шарнирно закрепленных краев (q = 0), получаем аналогичный вывод при p <
66.57. В работе [4] для этого случая найдено значение p∗ = 66.55.
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Если пластина удлинена вдоль оси x (a >> b) и сжата вдоль длинной стороны
(p = 0), то получаем, например, что при

a

mb
= 0.662 непрерывная зависимость будет

нарушаться при q ≥ 68.81. Это соответствует результатам из [2], где q∗ = 68.72.
Таким образом, если параметры нагрузок и пластины таковы, что соответствующая

им точка лежит вне области, ограниченной (14)-(17), то непрерывная зависимость
решения u(x, y) от r(x, y) и k нарушается, и (2) уже не будет приближенно описывать
поведение рассматриваемой пластины. В подобных случаях необходимо проводить
исследования на основе другой математической модели, а не (1).
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THE INVESTIGATION OF STATE OF AN ELASTIC RECTANGULAR PLATE
ON AN ELASTIC SUBSTRUCTURE

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. We investigated the bending of a homogeneous plate compressed in its plane and is
loaded with transverse load. We found the condition of continuous dependence of the function of
the deflection parameters of stiffness Winkler’s base and transverse forces. It is also a border of
the adequacy of the selected model.

Keywords: linear elasticity, plate, Winkler’s base, continuous dependence.
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