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Аннотация. Изучена изменчивость модуля Юнга, коэффициента Пуассона и модуля сдвига
гексагональных кристаллов. Получены аналитические выражения для экстремальных значе-
ний этих упругих характеристик. На основе экспериментальных данных об упругих посто-
янных из справочника Ландолта-Бернстайна дан численный анализ экстремумов для гек-
сагональных кристаллов. Предложены классификационные схемы для экстремумов модуля
Юнга, коэффициента Пуассона и модуля сдвига.
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1. Введение
В современном материаловедении активно используются наноматериалы, которые

изготовлены из кристаллов. Для анизотропных материалов модуль Юнга, коэффи-
циент Пуассона и модуль сдвига зависят от ориентации кристаллических образцов.
Термодинамическое требование положительной определенности энергии деформации
накладывает на упругие характеристики материалов некоторые ограничения. Для
изотропных материалов они сводятся к тому, что модуль Юнга и модуль сдвига долж-
ны быть положительными, а коэффициент Пуассона может меняться только в пре-
делах −1 ≤ ν ≤ 0.5 [1]. В случае анизотропных материалов коэффициенты Пуассона
могут иметь произвольные величины [2].
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Модули Юнга, модули сдвига и коэффициенты Пуассона монокристаллов различ-
ных кристаллических систем анализировались во многих работах [3–15]. Экстремаль-
ные значения модуля Юнга исследованы с помощью метода множителей Лагранжа
для кубических и гексагональных кристаллов в [16]. В результате анализа были полу-
чены три экстремальных значения модуля Юнга. В случае тетрагональных кристал-
лов найдено пять экстремальных значений модуляЮнга [17]. В [18] были исследованы
стационарные значения модуля Юнга для орторомбических, тетрагональных, триго-
нальных, гексагональных и кубических кристаллов.

Экстремальные значения коэффициента Пуассона для кубических кристаллов бы-
ли проанализированы в [19, 20]. В этих работах показано, что кроме стандарт-
ных экстремальных значений коэффициентов Пуассона ν[100],[001], ν[001],[110], ν[11̄0],[110],
ν[111],[111] (первые три числа в квадратных скобках указывают направление попереч-
ной деформации, а последние три числа – направление растяжения) экстремальные
значения коэффициента Пуассона могут также наблюдаться при специальных ориен-
тациях. В [20, 21] также показано, что экстремальные значения коэффициента Пуас-
сона свойственны метастабильным кристаллам, например, кристаллам с эффектом
памяти формы. Изменчивость коэффициента Пуассона гексагональных кристаллов
также анализировались в [22–28]. В [22] были исследованы модуль Юнга, коэффици-
ент Пуассона и модуль сдвига для гексагональных кристаллов Tl и Cd при некоторых
частных ориентациях. Для этих кристаллов были построены ориентационные зави-
симости упругих характеристик, а для кристалла кадмия выявлен отрицательный
коэффициент Пуассона. Ошибка в этом утверждении связана с неверным пересче-
том коэффициентов податливости в [22]. Отрицательный коэффициент Пуассона при
некоторых ориентациях может иметь кристалл цинка [23]. Анализ изменчивости ко-
эффициента Пуассона гексагональных кристаллов [24–26] выявляет еще шесть кри-
сталлов (MoS2, Zn, Be, сплав BeCu (2.4%at.Cu), TiB2, C7H12, MnAs) с отрицательным
коэффициентом Пуассона (гексагональных ауксетиков). Наименьшее значение коэф-
фициента Пуассона −0.28 достигается у кристалла MoS2. Среди кристаллов других
кристаллических систем найдено гораздо большее количество ауксетиков. На данный
момент известно свыше 450 кристаллических ауксетиков [24, 25, 30–42]. Более 300
ауксетиков обнаруживается среди кубических кристаллов [43]. В [44-46] предложена
классификация кристаллов на основе знака коэффициента Пуассона. Все кристал-
лические материалы можно разделить на неауксетики (материалы с положительным
коэффициентом Пуассона при любой ориентации), полные ауксетики (материалы с
отрицательным коэффициентом Пуассона при любой ориентации) и частичные аук-
сетики (материалы, у которых коэффициент Пуассона может менять знак в зависи-
мости от ориентации). В [44] были указаны необходимые и достаточные условия для
нахождения неауксетиков и полных ауксетиков. В [27] был проведен анализ среднего
по поперечным направлениям коэффициента Пуассона. В этой статье обсуждались
необходимые и достаточные условия для гексагональных неауксетиков, частичных
ауксетиков и полных ауксетиков. Установлено, в частности, что все гексагональные
кристаллы имеют положительный средний по поперечным направлениям коэффици-
ент Пуассона.

Ниже анализируются экстремальные значения модуля Юнга, коэффициента Пуас-
сона и модуля сдвига для гексагональных кристаллов с помощью необходимого и
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достаточного условий экстремума и обсуждаются классификационные схемы экстре-
мальных значений модуля Юнга и модуля сдвига, трех стационарных значений коэф-
фициента Пуассона.
2. Упругие характеристики
Модуль Юнга E (n) и коэффициент Пуассона ν (n,m) для анизотропных материа-

лов зависят от единичных векторов n и m [47]

1

E (n)
= sijklninjnknl,

ν (n,m)

E (n)
= −sijklninjmkml. (1)

Здесь sijkl – тензорные коэффициенты податливости. В случае одноосного растяжения
единичный вектор n направлен вдоль оси растяжения, а вектор m перпендикулярен
ему.

Модуль сдвига G (n,m) в линейной упругости определяется двумя единичными
векторами n и m [47]

G−1 (n,m) = 4sijklnimjnkml. (2)

Вектор n – единичный вектор нормали к плоскости скольжения, а вектор m – еди-
ничный вектор направления скольжения.

Упругость гексагональных кристаллов характеризуется пятью матричными коэф-
фициентами податливости s11, s12, s13, s33, s44 и дополнительным условием s66 =
2(s11 − s12) (далее используем матричные коэффициенты податливости вместо тен-
зорных коэффициентов sijkl) [48].

Модуль Юнга, коэффициент Пуассона и модуль сдвига для гексагональных кри-
сталлов можно записать в виде

E−1(n) = s11(1− n2
3)2 + s33n

4
3 + (2s13 + s44)(1− n2

3)n2
3,

−ν (n,m)

E(n)
= s12(m1n2 −m2n1)2 + (s11 + s33 − 2s13 − s44)m2

3n
2
3 + s13(m2

3 + n2
3),

G−1(n,m) = s66(m1n2 −m2n1)2 + 4(s11 + s33 − 2s13 − s44)m2
3n

2
3 + s44(m2

3 + n2
3).

Если ориентацию кристаллического стержня в кристаллографической системе ко-
ординат описывать с помощью трех углов Эйлера ϕ, θ, ψ, то можно использовать
следующие выражения единичных векторов n, m через углы Эйлера ϕ, θ, ψ

n =

 sinϕ sin θ
− cosϕ sin θ

cos θ

 , m =

 − sinϕ cos θ cosψ − cosϕ sinψ
cosϕ cos θ cosψ − sinϕ sinψ

sin θ cosψ

 .

Тогда модуль Юнга E, коэффициент Пуассона ν и модуль сдвига G можно перепи-
сать через угловые зависимости следующим образом
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1

s11E
= 1 +

(
Π1 −Π01 sin2 θ

)
cos2 θ, (3)

− ν

s13E
= 1 +

(
Π2 sin2 ψ + Π02 cos2 θ cos2 ψ

)
sin2 θ, (4)

1

s44G
= 1 +

(
Π3 sin2 ψ + 4Π03 cos2 θ cos2 ψ

)
sin2 θ, (5)

Π01 ≡
δ

s11
, Π02 ≡

δ

s13
, Π03 ≡

δ

s44
,

Π1 ≡
s33 − s11

s11
, Π2 ≡

s12 − s13

s13
, Π3 ≡

2s11 − 2s12 − s44

s44
,

δ ≡ s11 + s33 − 2s13 − s44.

Модуль Юнга гексагональных кристаллов зависит лишь от одного угла Эйлера θ. Ко-
эффициент Пуассона и модуль сдвига оказываются зависящим от двух углов Эйлера
θ, ψ и не зависят от угла ϕ. Безразмерные параметры Π01, Π02, Π03, Π1, Π2, Π3 явля-
ются характеристиками степени анизотропии гексагональных кристаллов. В пределе
изотропной среды эти факторы анизотропии обращаются в нуль. Количество фак-
торов анизотропии для гексагональных кристаллов оказывается в два раза больше,
чем у кубических кристаллов. Кубические кристаллы характеризуются тремя без-
размерными факторами анизотропии Π ≡ −2s12/∆, δ ≡ ∆/s11, P = 2(s11 − s12)/s44

[15, 43, 46]. Здесь ∆ ≡ s11 − s12 − 0.5s44. Основываясь на термодинамических нера-
венствах s11 > 0, s33 > 0, накладываемых на коэффициенты податливости, находим
следующие ограничения для безразмерных параметров гексагональных кристаллов:
Π1 > −1, Π3 > −1. Зависимости модуля Юнга, коэффициента Пуассона и модуля
сдвига являются периодическими функциями θ и ψ с периодами Tθ = Tψ = π.
3. Экстремальные значения модуля Юнга
Проанализируем экстремальные значения модуля Юнга. Необходимое условие экс-

тремальности модуля Юнга требуют выполнения условия стационарности

dE(θ)

dθ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для модуля Юнга (3) по углу θ это
условие дает следующее уравнение для стационарных значений

sin 2θ
(
2Π01 cos2 θ + Π1 −Π01

)
= 0.

Решениями уравнения будут три стационарные точки θ1 = 0, θ2 = π/2 и θ3, cos2 θ3 =
(Π01 − Π1)/(2Π01). Этим стационарным точкам соответствуют три значения модуля
Юнга. Два из них имеют простой вид

E1 =
1

s33
=

1

s11(1 + Π1)
, (6)

E2 =
1

s11
, (7)

и достигаются при θ1 = 0 и θ2 = π/2 соответственно. Третье стационарное значение
E3 > 0
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E3 =
4Π01

4Π01 − (Π1 −Π01)2

1

s11
(8)

может достигаться при

cos2 θ3 =
Π01 −Π1

2Π01
.

Исследуем далее значения E1, E2, E3 с точки зрения выполнения достаточного усло-
вия экстремума функции одной переменной. Если в указанных стационарных точках
вторая производная модуля Юнга больше нуля, то стационарная точка является точ-
кой минимума (и наоборот).

В случае стационарной точки θ1 = 0 мы имеем E = E1 и

d2E(θ)

dθ2
=

2(Π1 + Π01)

s11(1 + Π1)2
. (9)

Тогда согласно достаточному условию экстремума функции с учетом положитель-
ности коэффициента податливости s11 и (1 + Π1)2 значение модуля Юнга E1 будет
минимумом при Π1 + Π01 > 0 и максимумом при Π1 + Π01 < 0. Значение E1 соответ-
ствует растяжению в направлении [0001] (E1 = E[0001]).

В случае стационарной точки θ2 = π/2 имеем E = E2 и

d2E(θ)

dθ2
=

2(Π01 −Π1)

s11
. (10)

Модуль Юнга E2 будет минимумом при Π01−Π1 > 0 и максимумом при Π01−Π1 < 0.
Значение E2 соответствует растяжению в направлении [21̄1̄0] (E2 = E[21̄1̄0]).

Вторая производная модуля Юнга для стационарной точки θ3, cos2 θ3 = (Π01 −
Π1)/(2Π01) имеет вид

d2E(θ)

dθ2
=

32Π01(Π2
1 −Π2

01)

s11 [(Π1 + Π01)2 − 4Π01]2
. (11)

Следовательно, модуль Юнга E3 является минимумом при Π01(Π2
1 − Π2

01) > 0 и
максимумом при Π01(Π2

1 − Π2
01) < 0. Анализ, проведенный для 143 гексагональных

кристаллов из справочника [49], показал, что у 27 кристаллов отсутствует экстре-
мальное значение E3. Только два экстремальных значения E1 и E2 имеют, например,
бериллий Be, титан Ti, таллий Tl, кадмий Cd, сплав CdMg, сплав CdZn, In2Bi, MnAs,
Mn5Si3, NdCo5.

На Рис.1 представлена классификационная схема для экстремумов модуля Юнга
в зависимости от двух безразмерных параметров Π01 и Π1, полученная на основе
анализа формул (6)-(11). На этом рисунке точками нанесены значения безразмер-
ных параметров Π01 и Π1 для 143 гексагональных кристаллов, представленных в [49].
Большинство гексагональных кристаллов находятся в интервале −1 < Π1 < 0 и зоне с
E1m > E2m > E3m. Здесь и ниже под Eim (i = 1, 2, 3) будем обозначать экстремальные
значения модуля Юнга Ei. На классификационной схеме выделено шесть зон с раз-
личными неравенствами между экстремальными значениями модуля Юнга E1m, E2m,
E3m. Для каждой из этих шести зон на Рис.2 приведены примеры угловых зависимо-
стей модуля Юнга некоторых гексагональных кристаллов. В Табл.1 для кристаллов,
представленных на Рис.2, даются экстремальные значения модуля Юнга.
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Таблица 1. Экстремальные значения модулей Юнга для некоторых гексагональных кристал-
лов. Глобальные максимальные и минимальные значения выделены полужирным.

Кристаллы E1 E2 E3

ГПа ГПа ГПа
Cd 28.9 min 80.6 max - -
Ba(NO2)2·H2O 22.2 min 37.0 max - -
Cd0.751Zn0.249 31.4 min 87.0 max - -
Zn 36.1 min 122 min 126 max
BN3 136 min 138 min 165 max
β-LiAlSiO4 67.1 min 112 min 138 max
Tc 345 min 313 min 402 max
WC 826 min 595 min 827 max
LiKSO4 54.0 min 40.2 min 54.1 max
CeNi5 210 max 152 min - -
MnAs 108 max 38.5 min - -
In2Bi 35.2 max 16.4 min - -
Mg 50.8 max 45.5 max 42.9 min
CdSe 59.5 max 43.3 max 38.9 min
CsNiCl3 58.5 max 30.1 max 18.8 min
MoS2 45.2 max 209 max 44.9 min
GaN 150 max 196 max 82.6 min
InN 82.6 max 104 max 35.5 min

Как видно из Рис.1 существуют две зоны, в которых отсутствует экстремальное зна-
чение E3m. Угловые зависимости модуля Юнга для этих зон представлены на Рис.2а
и Рис.2г. Материалами, у которых имеется два экстремальных значения E1m и E2m,
являются, например, бериллий Be и его сплавы с Cu, кадмий Cd и его сплавы с
Mg или Zn, In2Bi, MnAs, Tl и Ag2Al. В двух зонах E3m > E2m > E1m (Рис.2б) и
E3m > E1m > E2m (Рис.2в) имеем максимальное значение E3m. Два других значения
E1m и E2m являются минимальными значениями. Для кристаллов Zn и BN3 (Рис.2б)
значение модуля Юнга E1m является глобальным минимальным значением, а E2m -
локальным минимумом. В случае кристаллов Tc и WC (Рис.2в) имеет место обрат-
ная ситуация: E2m - глобальный минимум, а E1m - локальный минимум. Для зон
E1m > E2m > E3m (Рис.2д) и E2m > E1m > E3m (Рис.2е) значение модуля Юнга
E3m является глобальным минимумом, а значения E1m и E2m - максимумы. Значение
E1m будет глобальным максимумом для кристаллов Mg и CdSe (Рис.2д) и локальным
максимумом для кристаллов MoS2 и GaN (Рис.2е). В случае экстремального значе-
ния модуля Юнга E2m имеет место обратная ситуация: с локальным максимумом для
кристаллов Mg и CdSe и глобальным максимумом для кристаллов MoS2 и GaN.

Наибольшая разница между максимальным и минимальным значениями моду-
ля Юнга обнаруживается у графита (Emax/Emin = 71.8). Большая разни-
ца (Emax/Emin > 5) также выявляется у RbNiCl3 (Emax/Emin = 5.52) и CsNiF3
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Рис. 1. Классификационная схема экстремальных значений модуля Юнга гексагональных
кристаллов на плоскости безразмерных параметров Π01 и Π1. Кружками отмечены значения
безразмерных параметров Π01 и Π1 для 143 гексагональных кристаллов из [49].

(Emax/Emin = 5.72 для одного экспериментального набора коэффициентов податли-
вости и 10.6 для второго набора коэффициентов податливости). Максимальный мо-
дуль Юнга с Emax > 500 ГПа обнаруживается у графита (Emax = 1020 ГПа), WC
(Emax = 827 ГПа), SiC (Emax = 556 ГПа), Re (Emax = 588 ГПа) и Ru (Emax = 550
ГПа).
4. Экстремальные значения коэффициента Пуассона
Проанализируем экстремальные значения коэффициента Пуассона. Выражение (4)

для коэффициента Пуассона зависит от двух углов Эйлера. Необходимые условия
экстремальности (достижения максимумов или минимумов) коэффициента Пуассона
состоят в выполнении условий стационарности

∂ν(θ, ψ)

∂ψ
= 0,

∂ν(θ, ψ)

∂θ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для коэффициента Пуассона (4) по уг-
лам θ и ψ эти условия дают следующую систему уравнений для стационарных значе-
ний углов  sin2 θ sin 2ψ

(
Π2 −Π02 cos2 θ

)
= 0

sin 2θ[Π1 + Π01 cos 2θ + Π2 sin2 ψ
(
1 + Π1 −Π01 sin4 θ

)
+

+Π02 cos2 ψ
(
cos 2θ + Π1 cos4 θ

)
] = 0.

(12)

Решениями первого уравнения будут θ = 0; ψ = 0 или ψ = π/2 и cos2 θ = Π2/Π02. Под-
становка их во второе уравнение системы (12) позволяет найти восемь стационарных
точек.

Значение коэффициента Пуассона
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Рис. 2. Угловые зависимости модулей Юнга для некоторых гексагональных кристаллов, по-
падающих в зоны: E2m > E1m (а), E3m > E2m > E1m (б), E3m > E1m > E2m (в), E1m > E2m

(г), E1m > E2m > E3m (д), E2m > E1m > E3m (е).

ν1 = ν(0001),[0001] = −s13

s33
= − s13

s11(1 + Π1)
(13)
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достигается при θ = 0 и произвольном угле ψ. Данное стационарное значение соот-
ветствует растяжению в направлении [0001] и поперечной деформации в плоскости
(0001).

Значения коэффициентов Пуассона

ν2 = ν[21̄1̄0],[011̄0] = −s13

s11
(14)

и

ν3 = ν[0001̄],[011̄0] = −s12

s11
= −s13(1 + Π2)

s11
(15)

соответствуют точкам θ = π/2, ψ = 0 и θ = ψ = π/2, соответственно.
Гексагональные кристаллы имеют следующие термодинамические ограничения, на-

кладываемые на коэффициенты податливости

s11 > 0, s33 > 0, s44 > 0, −s11 < s12 < s11, s33(s11 + s12) > 2s2
13.

Используя эти неравенства и формулы (13)–(15), можно записать ограничения, на-
кладываемые на коэффициенты Пуассона ν1, ν2, ν3,

−
√

s11

2s33
(1− ν3) < ν1 <

√
s11

2s33
(1− ν3),

−
√

s33

2s11
(1− ν3) < ν2 <

√
s33

2s11
(1− ν3), (16)

−1 < ν3 < 1− 2s2
13

s11s33
.

Численный анализ верхней границы c = 1 − 2s2
13/(s11s33) для 173 гексагональных

кристаллов показывает, что эти значения для большинства кристаллов находятся в
интервале от 0.65 до 0.9. Наименьшее значение c обнаруживается для цинка (0.57). В
то время как коэффициент Пуассона ν3 для цинка равен −0.07. Наименьшая разни-
ца между коэффициентом ν3 и c выявляется у C7H12 (0.76 и 0.86), Tl (0.77 и 0.91),
In2Bi (0.72 и 0.90), BN3 (0.55 и 0.69) и CuCl (0.68 и 0.88). Cтационарные значения
коэффициента Пуассона ν1, ν4, ν5, ν6, ν7, ν8 не имеют простых ограничений. В [2]
было показано, что коэффициент Пуассона для гексагональных кристаллов может
иметь сколь угодно большое положительное или отрицательное значение при условии
положительной определенности плотности энергии деформации.

Существование других стационарных значений возможно при выполнении опреде-
ленных ограничений на безразмерные комплексы коэффициентов податливости. До-
полнительные стационарные значения коэффициента Пуассона имеют следующую об-
щую структуру

ν = −s13

s11
f(Π1,Π2,Π01,Π02, ψ, cos2 θ).

При этом подходящие значения углов θ, ψ могут быть найдены среди решений си-
стемы уравнений (12). Два решения уравнения (12) при sin 2ψ = 0, т.е. при ψ = 0 и
ψ = π/2, позволяют привести второе уравнение в (12) к двум квадратным уравнени-
ям относительно cos2 θ и sin2 θ, решение которых позволяет получить явные формулы
стационарных значений.
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При ψ = 0 стационарные значения коэффициента Пуассона имеют вид

ν4,5 = −s13

s11

1 + 0.25Π02 sin2 2θ

1 + Π1 cos2 θ − 0.25Π01 sin2 2θ
(17)

при ограничениях

0 ≤ cos2 θ4,5 =
−(Π01 + Π02)±

√
D1

Π1Π02
≤ 1, (18)

D1 = (Π01 + Π02)2 −Π1Π02(Π1 −Π01 −Π02) ≥ 0. (19)

Значение ν4 получается если в формуле (18) брать знак плюс, а ν5 - минус.
При ψ = π/2 получаются следующие ограничения

0 ≤ sin2 θ6,7 =
−Π01 ±

√
D2

Π01Π2
≤ 1, (20)

D2 = Π2
01 + Π01Π2(Π1 + Π01 + Π2 + Π1Π2) ≥ 0 (21)

при которых имеют место стационарные значения коэффициента Пуассона

ν6,7 = −s13

s11

1 + Π2 sin2 θ

1 + Π1 cos2 θ − 0.25Π01 sin2 2θ
. (22)

Еще одно решение получается из второго уравнения в (12) при

cos2 ψ =
a

b
, (23)

a = (Π1 −Π01)Π2
02 + Π2[Π02(1 + Π1 + 2Π01)−Π1(Π2

02 + Π2
2 − 2Π2Π02)],

b = Π02(Π02 −Π2)(Π02 + Π1Π2) + Π01Π2(Π2
02 + 2Π2Π02 −Π2

2),

используя подстановку в него решения первого уравнения (12) вида cos2 θ = Π2/Π02.
Решение этих двух уравнений позволяет определить из (4) экстремальное значение
коэффициента Пуассона ν8.

Исследуем далее значения коэффициентов Пуассона ν1 - ν8 с точки зрения выполне-
ния достаточного условия экстремума функции двух переменных. Если в указанных
стационарных точках из вторых производных коэффициента Пуассона

A =
∂2ν

∂θ2
, B =

∂2ν

∂θ∂ψ
, C =

∂2ν

∂ψ2

образовать комбинацию

D = AC −B2,

то при D > 0 достигаются экстремумы коэффициента Пуассона в соответствующей
стационарной точке (максимум при A < 0 и C < 0 или минимум при A > 0 и C > 0).
В случае D < 0 в стационарной точке экстремумы отсутствуют, а при D = 0 требуется
дополнительный анализ [50].

В случае стационарной точки с θ = 0 и любым ψ имеем ν = ν1, и комбинация ко-
эффициентов D обращается в нуль (D = 0). В силу D = 0 требуется дополнительный
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Таблица 2. Значения коэффициентов Пуассона ν1 - ν7 для некоторых гексагональных кристал-
лов. Глобальные максимальные и минимальные значения выделены полужирным. Приняты
обозначения: M – максимум, m – минимум.

Крис- ν1 ν2 ν3 ν4 ν5 ν6 ν7

таллы
BN3 0.39 - 0.39 - 0.55 - - - 0.27 m 0.58 M - -
Cd 0.26 - 0.73 M 0.10 m - - 0.25 m 0.27 M - -
CdS 0.33 - 0.26 m 0.48 M 0.45 M - - - - 0.31 m
CdTe 0.29 - 0.22 m 0.47 M 0.44 M - - - - 0.28 m
Co 0.25 - 0.18 m 0.46 M 0.35 M - - - - - -
CuCl 0.36 - 0.17 m 0.68 M 0.44 M - - - - 0.36 -
Gd 0.24 - 0.21 m 0.31 M 0.29 M - - - - 0.24 m
GaN 0.37 - 0.49 - 0.18 - 0.72 M - - - - 0.13 m
GaSe 0.09 m 0.26 - 0.26 - 0.50 M - - - - - -
GaS 0.08 - 0.24 m 0.26 M 0.54 M - - - - 0.07 m
Hf 0.26 - 0.22 m 0.35 M 0.28 M - - - - - -
Ho 0.21 - 0.19 m 0.28 M 0.24 M - - - - - -
InN 0.41 - 0.52 - 0.22 - 0.79 M - - - - 0.12 m
Mg 0.25 - 0.23 m 0.35 M 0.32 M - - - - 0.25 m
MoS2 0.12 - 0.58 M −0.28 m - - - - - - - -
Sc 0.21 - 0.18 m 0.34 M 0.32 M - - - - 0.21 m
SiC 0.09 - 0.08 m 0.18 M 0.25 M - - - - - -
Tl 0.38 - 0.12 - 0.779 - - - 0.10 m 0.783 M - -
Ti 0.27 - 0.19 m 0.49 M 0.27 - - - - - - -
WC 0.27 - 0.20 - 0.28 - - - 0.15 m 0.30 M - -
Zn 0.25 - 0.85 M −0.07 m - - 0.07 m 0.28 M - -
ZnO 0.32 - 0.27 m 0.44 M 0.37 M - - - - 0.32 m
ZnS 0.26 - 0.20 m 0.398 M 0.395 M - - - - 0.25 m

анализ для каждого конкретного кристалла. Коэффициент Пуассона ν1 будет экстре-
мумом, например, для BaScxFe12−xO19 (ν1 = νmin), GaSe (ν1 = νmin), Zr-O (ν1 = νmax).

В случае стационарной точки θ = π/2, ψ = 0 имеем ν = ν2 и

D =
4s2

13(Π02 −Π1 + Π01)Π2

s2
11

,

A = −2s13(Π02 −Π1 + Π01)

s11
, C = −2s13Π2

s11
.

Тогда согласно достаточному условию экстремума функции значение коэффициента
Пуассона ν2 будет экстремальным, если (Π02 − Π1 + Π01)Π2 > 0. Значение ν2 будет
максимумом при s13(Π02 − Π1 + Π01) > 0 или s13Π2 > 0 и минимумом при s13(Π02 −
Π1 + Π01) < 0 или s13Π2 < 0 с учетом положительности коэффициента податливости
s11.

В случае стационарной точки θ = ψ = π/2 имеем ν = ν3 и
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D = −4s2
13 [(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2] Π2

s2
11

,

A = −2s13 [(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2]

s11
, C =

2s13Π2

s11
.

Значение коэффициента Пуассона ν3 будет экстремальным, если [(Π01−Π1)(1+Π2)−
Π2]Π2 > 0. Значение ν3 является максимумом при s13[(Π01−Π1)(1 + Π2)−Π2] > 0 или
s13Π2 < 0 и минимумом при s13[(Π01 −Π1)(1 + Π2)−Π2] < 0 или s13Π2 > 0.

Для стационарных значений коэффициента Пуассона ν4 − ν8 вторые производные
A, C и D имеют громоздкий аналитический вид. Поэтому в работе был проведен
только их численный анализ для 143 гексагональных кристаллов. Результаты это-
го анализа представлены в Табл.2. В этой таблице приведены значения только семи
стационарных значений коэффициента Пуассона ν1− ν7. Значение ν8 пропущено, так
как проведенный анализ изменчивости коэффициента Пуассона для 143 гексагональ-
ных кристаллов показал, что коэффициент ν8 является точкой перегиба. Глобальные
максимальные и минимальные значения в Табл.2 выделены полужирным.

С помощью численного анализа изменчивости коэффициента Пуассона гексаго-
нальных кристаллов удается выявить семь кристаллов с отрицательным минималь-
ным коэффициентом Пуассона. Этими кристаллами являются Be (νmin = −0.005),
Be-Cu at 2.4% (νmin = −0.04), MnAs (νmin = −0.04), MoS2 (νmin = −0.28), C7H12

(νmin = −0.15), TiB2 (νmin = −0.03) и Zn (νmin = −0.07). На Рис.3 приведены по-
верхности коэффициента Пуассона для этих гексагональных ауксетиков. Поверхность
коэффициента Пуассона для сплава BeCu не приведена, так как слабо отличается от
поверхности Be. Также отрицательный коэффициент Пуассона обнаруживается у кри-
сталлов Ca10(PO4)6(OH)2, CdS и InSe. Однако эти три кристалла имеют два (и более)
экспериментальных набора коэффициентов податливости. При других наборах коэф-
фициент Пуассона оказывается положительным. Наибольшие значения коэффициен-
та Пуассона c νmax ≥ 0.8 выявляются у графита (νmax = 0.86), RbNiCl3 (νmax = 0.84),
RbMnCl3 (νmax = 0.81) и KMg3AlSi3O10(OH,F)2 (νmax = 0.80). Обнаруживается 29
кристаллов, у которых максимальное значение коэффициента Пуассона больше 0.5
(больше верхней границы для изотропных материалов).

Анализ стационарных значений коэффициента Пуассона, описываемых формулами
(13) - (22), показывает, что коэффициенты ν1 и ν2 будут отрицательными при s13 > 0.
Однако большинство гексагональных кристаллов имеют отрицательное значение ко-
эффициента податливости s13. Положительный коэффициент s13 выявляется только
у одного из пяти наборов упругих констант CdS [49]. Стационарное значение коэф-
фициента Пуассона ν3 оказывается отрицательным при s12 > 0. Это имеет место для
кристаллов MoS2, Zn и одного из наборов упругих констант для Ca10(PO4)6(OH)2,
InSe из [49]. В связи с тем, что большинство гексагональных кристаллов имеют отри-
цательное значение коэффициента податливости s13, отрицательные коэффициенты
Пуассона ν4,5 и ν6,7 будут наблюдаться при Π02 < −4 и Π2 < −1 соответственно. Усло-
вие Π02 < −4 выполняется для гексагональных ауксетиков Be (Π02 = −5.20), Be-Cu at
2.4% (Π02 = −18.33), MnAs (Π02 = −5.15), C7H12 (Π02 = −5.58) и TiB2 (Π02 = −4.19).
Ауксетиков, у которых коэффициенты Пуассона ν6,7 отрицательны (Π2 < −1), не
обнаружено, т.к. условия (20) и (21) для этих материалов не выполняются.
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Рис. 3. Поверхности коэффициентов Пуассона гексагональных ауксетиков MoS2 (а), Zn (б),
Be (в), TiB2 (г), C7H12 (д) и MnAs (е).

На Рис.4, основываясь на формулах (13) - (15), представлена классификационная
схема для трех коэффициентов Пуассона ν1, ν2 и ν3 в зависимости от двух безразмер-
ных параметров Π1 и Π2. На этом рисунке точками нанесены значения безразмерных
параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из [49]. Другие пять коэф-
фициентов Пуассона ν4 − ν8 зависят от четырех безразмерных параметров Π1, Π2,
Π01, Π02 (см. формулы (13)-(22). На Рис.4 точками нанесены значения безразмерных
параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из [Ландолт]. Как видно из
рисунка большинство кристаллов находится в интервале −1 < Π1 < 0 и ν3 > ν1 > ν2.



104 В. А. ГОРОДЦОВ, Д. С. ЛИСОВЕНКО

Рис. 4. Классификационная схема трех экстремальных значений коэффициента Пуассона гек-
сагональных кристаллов на плоскости безразмерных параметров Π1 и Π2. Кружками отме-
чены значения безразмерных параметров Π1 и Π2 для 143 гексагональных кристаллов из
[49].

На классификационной схеме выделено шесть зон с различными неравенствами меж-
ду экстремальными значениями коэффициента Пуассона ν1, ν2 и ν3. Для каждой из
этих зон на Рис.5 представлены поверхности коэффициента Пуассона ν(θ, ψ) в случае
некоторых гексагональных кристаллов.

Анализ стационарных значений коэффициентов Пуассона показывает, что если су-
ществует коэффициенты ν4 и ν7, то ν5 и ν6 отсутствуют (и наоборот). При этом коэф-
фициенты Пуассона ν4 и ν7 являются максимумами, ν5 и ν6 - минимумами. Как видно
из Рис.5 коэффициенты Пуассона ν4 и ν7 выявляются у кристаллов CdSe, GaS, графи-
та, GaN, RbNiCl3. Для кристалла CdSe коэффициенты ν4 и ν7 являются локальным
максимумом и локальным минимумом соответственно. В случае кристаллов GaS, гра-
фита, GaN, RbNiCl3 коэффициенты Пуассона ν4 и ν7 будут глобальным максимумом
и глобальным минимумом. Для кристалла MnAs коэффициент Пуассона ν5 прини-
мает отрицательное значение и является глобальным минимумом, а ν6 - глобальным
максимумом.
5. Экстремальные значения модуля сдвига
Проанализируем экстремальные значения модуля сдвига. Выражение (5) для мо-

дуля сдвига гексагональных кристаллов зависит от двух углов Эйлера. Необходимые
условия экстремальности (достижения максимумов или минимумов) модуля сдвига
состоят в выполнении условий стационарности

∂G(θ, ψ)

∂ψ
= 0,

∂G(θ, ψ)

∂θ
= 0.

В результате дифференцирования выражения для модуля сдвига (5) по углам θ и ψ
эти условия дают следующую систему уравнений для стационарных значений углов
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Рис. 5. Поверхности коэффициента Пуассона для некоторых гексагональных кристаллов, по-
падающих в зоны: ν3 > ν1 > ν2 (CdSe) (а), ν3 > ν2 > ν1 (GaS) (б), ν2 > ν3 > ν1 (C, графит)
(в), ν2 > ν1 > ν3 (GaN) (г), ν1 > ν2 > ν3 (RbNiCl3) (д), ν1 > ν3 > ν2 (MnAs) (е).
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{
sin2 θ sin 2ψ

(
Π3 − 4Π03 cos2 θ

)
= 0

sin 2θ
(

Π3 sin2 ψ + 4Π03 cos 2θ cos2 ψ
)

= 0
(24)

Решениями первого уравнения будут θ = 0; ψ = 0 или ψ = π/2 и cos2 θ = Π3/(4Π03).
Подстановка их во второе уравнение системы (24) позволяет найти несколько стаци-
онарных точек: θ = 0 и ψ произвольное; ψ = 0 и θ = π/4; ψ = 0 и θ = π/2; ψ = 0
и θ = 3π/4; ψ = π/2 и θ = π/2; ψ = ψ0 и θ = θ0, 0 ≤ cos2 ψ0 = Π3/(4Π03 − Π3) ≤ 1,
0 ≤ cos2 θ0 = Π3/(4Π03) ≤ 1. Этим стационарным точкам соответствуют четыре зна-
чения модуля сдвига.

Значение модуля сдвига

G1 =
1

s44
(25)

достигается при θ = 0 и любых углах ψ, а также при θ = π/2, ψ = 0. Это возможно
для плоскости скольжения (0001) и направлений скольжения m = (cos(ϕ+ψ), sin(ϕ+
ψ), 0)T и n = (sinϕ,− cosϕ, 0)T , m = (cosϕ, sinϕ, 0)T . Угол ϕ является углом пово-
рота кристаллографической системы координат в плоскости (0001), т.е. в плоскости
изотропии.

Другое значение модуля сдвига

G2 =
1

s44(1 + Π3)
=

1

s66
(26)

достигается при θ = ψ = π/2, что соответствует единичным векторам n =
(sinϕ,− cosϕ, 0)T , m = (0, 0, 1)T . Третье значение

G3 =
1

s44(1 + Π03)
=

1

s11 + s33 − 2s13
(27)

достигается при θ = π/4, ψ = 0 и θ = 3π/4, ψ = 0, что соответствует векторам n =
(
√

2/2 sinϕ,−
√

2/2 cosϕ,
√

2/2)T , m = (cosϕ, sinϕ, 0)T . Наконец, обратное значение
модуля сдвига

G−1
4 = s44

(
1 + Π3 −

Π2
3

4Π03

)
(28)

возможно в стационарных точках θ0, ψ0 при 0 ≤ cos2 θ0 = 0.25Π3/Π03≤ 1, 0 ≤ cos2 ψ0 =
Π3/ (4Π03 −Π3) ≤ 1.

Исследуем далее значения G1, G2, G3, G4 с точки зрения выполнения достаточного
условия экстремума функции двух переменных (см. стр.100).

В случае стационарной точки θ = π/2, ψ = 0 мы имеем G = G1 и

D =
16Π03Π3

s44
, A = −8Π03

s44
. (29)

Определение коэффициентов A, B, C, D представлено на стр.100. Тогда согласно
достаточному условию экстремума функции с учетом положительности коэффициен-
та податливости s44 значение модуля сдвига G1 будет экстремальным, если Π3 > 0,
Π03 > 0 или Π3 < 0, Π03 < 0. При Π03 > 0 (A < 0) значение G1 соответствует
максимуму, а при Π03 < 0 (A > 0) минимуму.
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Рис. 6. Зависимость модуля сдвига G (θ, ψ) от двух углов ориентации гексагональных кри-
сталлов Ti (G3 > Ḡ1 > G2) (а), Be (G1 > Ḡ3 > G2) (б), BN3 (G1 > G3 > G2) (в), TiB2

(G1 > G2 > G3) (г), Zn (G2 > Ḡ1 > G3) (д), MoS2 (G2 > Ḡ3 > G1) (е), GaN (G2 > G3 > G1)
(ж) и SiC (G3 > G2 > G1) (з). Ḡn - значения модуля сдвига в стационарных точках, не
являющихся экстремальными значениями.
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В случае стационарной точки с θ = 0 и любым ψ имеем G = G1, комбинация
коэффициентов D обращается в нуль и

A = −2(4Π03cos2ψ + Π3sin2ψ)

s44
. (30)

Таблица 3. Экстремальные значения модуля сдвига для некоторых гексагональных кристал-
лов и значения углов θ0, ψ0 (в градусах), при которых достигается значение G4, а также
значения безразмерных параметров Π3, Π03 и α3 = Π03(2Π03 −Π3).

Кристаллы Π03 Π3 α3 G1, G2, G3, G4, θ0 ψ0

ГПа ГПа ГПа ГПа град град
Be 0.04 0.21 −0.005 162 134 156 – – –
Cd 0.23 −0.49 0.21 18.8 36.8 15.3 – – –
CdSe −0.32 −0.08 0.17 13.4 14.53 19.6 14.46 75.5 75.0
Co −0.24 0.06 0.13 70.9 66.8 93.6 – – –
GaN −0.60 −0.71 0.29 24.1 83.1 59.7 48.1 56.9 49.4
GaSe −0.54 −0.73 0.18 10.2 37.9 21.9 19.6 54.2 43.9
C −0.88 −0.99 0.69 4 439 34.3 13.9 58.0 51.4
(графит)
MnAs 0.36 1.14 −0.15 34.5 16.1 25.4 – – –
MoS2 −0.40 −0.87 −0.03 18.6 146 30.8 – – –
C7H12 1.22 3.33 −1.09 0.91 0.21 0.41 – – –
SiC −0.29 −0.17 0.12 169 204 237 198 67.2 65.2
Ti −0.06 0.34 0.03 46.5 34.7 49.5 – – –
TiB2 1.21 0.79 1.96 250 140 113 151 66.2 63.8
Zn 0.97 −0.40 2.28 39.5 65.6 20.0 – – –

В силу D = 0 здесь требуется дополнительный анализ для каждого конкретного
кристалла. Для кристаллов Be и TiB2 на Рис.6б и Рис.6г представлены поверхности
изменчивости модуля сдвига в зависимости от двух углов Эйлера θ, ψ, из которых
видно, что значения G1 при θ = 0 и любом ψ являются максимальными. Для этих
материалов безразмерные параметры Π3, Π03 положительны (см. Табл.3) и соответ-
ственно A отрицательно. Для кристаллов GaN и SiC значение модуля сдвига G1 при
θ = 0 будет минимальным (Рис.6ж и Рис.6з). Кристаллы GaN и SiC характеризуются
отрицательными безразмерными параметрами Π3, Π03 (см. Табл.3) и соответственно
положительными значениями A. У кристаллов Zn и Ti безразмерные параметры име-
ют противоположные знаки (Zn - Π3 = −0.40, Π03 = 0.97; Ti - Π3 = 0.34, Π03 = −0.06).
Поэтому A может менять знак в зависимости от величины угла ψ при θ = 0. Тогда,
как видно из Рис.6а и Рис.6д для кристаллов Ti и Zn, значение модуля сдвига G1 не
является экстремальным.

В случае стационарной точки θ = ψ = π/2 имеем G = G2 и

D =
4Π2

3

s2
44 (1 + Π3)4 > 0, A =

2Π3

s44 (1 + Π3)2 . (31)
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Значение G2 будет всегда являться экстремальным в силу положительности D. При
Π3 > 0 A также положительно и значение G2 является минимальным для модуля
сдвига. При Π3 < 0 справедливо A < 0 и обсуждаемое значение оказывается макси-
мумом.

В случае стационарных точек θ = π/4, ψ = 0 и θ = 3π/4, ψ = 0 имеем G = G3 и

D =
8Π03(2Π03 −Π3)

s2
44 (1 + Π03)4 , A =

8Π03

s44 (1 + Π03)2 . (32)

Значение G3 будет экстремумом при Π03(2Π03 − Π3) > 0 в силу положительности D.
При Π03 > 0 оказывается A > 0 и значение G3 является минимумом, а при Π03 < 0
(A < 0) максимумом.

Наконец, для G = G4 при выполнении условий 0 ≤ cos2 θ0 = 0.25Π3/Π03 ≤ 1,
0 ≤ cos2 ψ0 = Π3/ (4Π03 −Π3) ≤ 1 имеем

D = −512(2Π03 −Π3)(4Π03 −Π3)Π2
3Π2

03

s2
44(4Π03 + 4Π3Π03 −Π2

3)4
, (33)

A =
32Π2

3Π03

s44(4Π03 + 4Π3Π03 −Π2
3)2

. (34)

Анализ, проведенный для 143 гексагональных кристаллов из справочника [49], по-
казал, что для 43 кристаллов не возможна реализация G = G4 (см. Табл.3). Для
других ста гексагональных кристаллов комбинация коэффициентов D всегда отрица-
тельна, т.е. G4 не может быть экстремумом. В этих случаях G4 соответствует точкам
перегиба. Это хорошо видно на Рис.6в, г, ж и з. В Табл.3 даны значения углов θ0, ψ0,
при которых существует G4.

В Табл.3 приведены экстремальные значения модуля сдвига ряда хорошо извест-
ных материалов. Полужирным в таблице отмечены глобальные максимальные и ми-
нимальные значения модуля сдвига. Как видно из таблицы значение G1 не являет-
ся экстремумом при ψ = 0, θ = π/2 для четырех кристаллов Cd, Co, Ti, Zn. Для
этих кристаллов безразмерные параметры Π3 и Π03 имеют противоположные знаки
и соответственно D < 0. Для большинства гексагональных кристаллов значение G2

оказывается глобальным максимумом или глобальным минимумом (см. Табл.3). Для
кристаллов CdSe, SiC, TiB2, указанных в Табл.3, значение G2 является локальным
экстремумом. Это иллюстрирует Рис.6з для кристалла SiC. В Табл.3 присутствуют
кристаллы, у которых Π03(2Π03 − Π3) > 0, но значения G3 не является глобальным
экстремумом. Такими будут кристаллы GaN, GaSe, C (графит). Для них значение G3

является локальным экстремумом. Для кристалла GaN это видно из Рис.6ж. Наи-
большая разница между максимальным и минимальным значениями выявляется у
слоистого материала - графита (Gmax/Gmin = 109.75). Большое различие между мак-
симумом и минимумом характерно также для MoS2.

На Рис.7 изображена классификационная схема для экстремумов модуля сдвига
в зависимости от двух безразмерных параметров Π03 и Π3, полученная на основе
анализа формул (25) – (34). На этом рисунке точками нанесены значения безразмер-
ных параметров Π03 и Π3 для всех гексагональных кристаллов из [49]. Большинство
кристаллов имеют Π03 < 0. На классификационной схеме выделено восемь зон с раз-
личными неравенствами между G1, G2, G3. Для каждой из этих зон на Рис.6 дается
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Рис. 7. Классификационная схема экстремальных значений модуля сдвига гексагональных
кристаллов в зависимости от безразмерных параметров Π03 и Π3. Кружками отмечены зна-
чения безразмерных параметров Π03 и Π3 для 143 гексагональных кристаллов из [49]. Ḡn -
значения модуля сдвига в стационарных точках, не являющихся экстремальными значения-
ми.

по одному примеру поверхности модуля сдвига. Значения модулей в стационарных
точках, не являющихся экстремальными, обозначены через Ḡn.

Как видно из Рис.6 в четырех поверхностях отсутствует значение G4 (Pиc.6а,б,д,е),
а на других четырех поверхностяхG4 присутствует (Pиc.6в,г,ж и з). Это характерно не
только для представленных на рисунке материалов, но и для других гексагональных
материалов, попадающих в соответствующие классификационные зоны. Сравнение
Рис.6а и Рис.6б показывает, что значение G2 будет глобальным минимумом в обоих
случаях, а G3 и G1 при ψ = 0, θ = π/2 являются максимумом и точкой перегиба
для Ti и точкой перегиба и максимумом для Be. В случае поверхностей модуля сдви-
га для BN3 (Pиc.6в) и TiB2 (Pиc.6г) значение G1 при ψ = 0, θ = π/2 соответствует
глобальному максимуму. Значения G2 и G3 являются минимумами (глобальный G2

и локальный G3 для BN3 и локальный G2 и глобальный G3 для TiB2). Сравнение
поверхностей модулей сдвига для Zn (Pиc.6д) и MoS2 (Pиc.6е) показывает, что G2

будет глобальным максимумом, а G3 и G1 при ψ = 0, θ = π/2 являются минимумом
и точкой перегиба для Zn и точкой перегиба и минимумом для MoS2. В случае по-
верхностей модуля сдвига для GaN (Pиc.6ж) и SiC (Pиc.6з) значение G1 при ψ = 0,
θ = π/2 соответствует глобальному минимуму. Значения G2 и G3 являются максиму-
мами (глобальный G2 и локальный G3 для GaN и локальный G2 и глобальный G3 для
SiC).
Заключение
В работе проведен аналитический анализ изменчивости модуля Юнга, коэффици-

ентов Пуассона и модуля сдвига. Получены выражения трех стационарных значений
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для модуля Юнга. Два стационарных значения существует для всех гексагональных
кристаллов и соответствуют значениям модуля Юнга при растяжении в направле-
ниях [0001] и [21̄1̄0]. Третье стационарное значение имеет место, когда выполняется
условие, накладываемое на некоторую комбинацию из коэффициентов податливости.
Двадцать семь гексагональных кристаллов из ста сорока трех не имеют третьего экс-
тремального значения. В результате численно-аналитического анализа предложена
классификационная схема для экстремальных значений модуля Юнга в зависимости
от двух безразмерных параметров анизотропии.

Анализ изменчивости коэффициента Пуассона выявляет восемь стационарных зна-
чений. Три значения существуют для всех гексагональных кристаллов. Этими ко-
эффициентами Пуассона оказываются ν(0001),[0001], ν[21̄1̄0],[011̄0], ν[0001̄],[011̄0]. Пять дру-
гих стационарных значений имеют место при выполнении различных ограничений.
С помощью численного анализа удалось выявить семь гексагональных ауксетиков
Be (−0.005), Be-Cu at 1.1% Cu (−0.005), Be-Cu at 2.4% (−0.04), MnAs (−0.04), MoS2

(−0.28), C7H12 (−0.15) и Zn (−0.07). Предложена классификационная схема для трех
стационарных значений коэффициентов Пуассона в зависимости от двух безразмер-
ных параметров анизотропии.

Получены аналитические выражения экстремальных значений модуля сдвига для
гексагональных кристаллов. На основе экспериментальных данных из справочни-
ка Ландолта-Бернстайна дан численный анализ экстремумов. Наибольшее различие
между максимальным и минимальным значениями модуля сдвига обнаружено у сло-
истого кристалла - графита. Большие изменения между максимумом и минимумом
характерно для дисульфида молибдена. Предложена классификационная схема для
экстремальных значений модуля сдвига в зависимости от двух безразмерных пара-
метров анизотропии.
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YOUNG’S MODULUS, POISSON’S RATIO AND SHEAR MODULUS FOR
HEXAGONAL CRYSTALS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The variability of Young’s modulus, Poisson’s ratio and shear modulus of hexagonal
crystals has been studied. Analytical expressions for extreme values of these elastic characteristics
are obtained. Based on experimental data of elastic constants from the Landolt-Börnstein reference
book, the numerical analysis of extrema for hexagonal crystals is given. Classification schemes for
the extrema of Young’s modulus, Poisson’s ratio and shear modulus are proposed.
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