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ОСОБЕННОСТИ ПРОДОЛЬНОГО ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО
МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ ЕГО МИКРОСТРУКТУРЫ В КОЛЬЦЕВОМ

ЗАЗОРЕ

Воронежский государственный университет

Аннотация. В работе произведен расчет поля скоростей продольного стационарного тече-
ния вязкопластического микроструктурного материала в кольцевом зазоре под действием
перепада давления. Показано, что учет характерного размера h микроструктуры приводит
к возникновению жесткой области течения, обусловленной наличием микроструктуры, что
влияет на объемный расход через поперечное сечение кольцевого зазора.

Ключевые слова: микроструктура, застойная зона течения, вязкопластичность, зазор.

УДК: 539.374

Введение.
Продольное течение различного рода технических материалов в кольцевых зазорах под

действием перепада давлений достаточно широко распространено в нефтехимической про-
мышленности, технологических процессах строительных материалов, в работе машин и ме-
ханизмов. Свойства сложных материалов определяются свойствами жидкости, внесенного в
жидкость наполнителя, и все это проявляется в синергетическом эффекте и появлении новых
эмерджентных свойств материала, которые можно объяснить влиянием характерного разме-
ра h представительного объема ∆V = h3, вязкостью и появлением предела пластичности
таких материалов. Основополагающие идеи математического моделирования реологически
сложных материалов заложены Д. Д. Ивлевым [1].

Постановка задачи.
Ниже рассматривается осесимметричное течение изучаемого материала в кольцевом зазоре

(рис. 1) под действием перепада давления ∂p/∂z = Const. Поле скоростей w(r) определяется
обыкновенным дифференциальным уравнением 4-го порядка, учитывающим вязкость мате-
риала и характерный размер δ = h/Ro микроструктуры [2]:

∂2w

∂ξ2
+

1

ξ

∂w

ξ
+
δ2

12

[
∂

∂ξ

(
1

ξ

∂

∂ξ

(
ξ
∂2w

∂ξ2

))
+

1

ξ2

∂

∂ξ

(
ξ
∂2w

∂ξ2

)]
= −q2, (1)

здесь: ξ = r/Ro; w = ν/Vo; δ = h/Roj ;

q2 = 1
µ
∂P
∂z ·

R2
o

Vo
; r – радиальная координата; Ro – радиус внешнего контура цилиндрической

цели; Vo – характерная скорость течения; µ – коэффициент вязкости.
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Рис. 1. Схематическое изображение цилиндрического зазора с выделением
границы r =

v
r застойной зоны, гипотетически примыкающей к внутренней

ν = R− или внешней Ro границам зазора

Поставим граничные условия для скорости w течения материала на жестких границах и
на границе ядра течения (на границе застойной зоны):

w(1) = 0;
(
dw(ξ)
dξ − γ

d2w(ξ)
dξ2

)∣∣∣
ξ=1

= 0;

w(
v

ξ) = 0; dw(ξ)
dξ

∣∣∣
ξ=

v

ξ
= 0.

(2)

Условия (2) поставлены в предположении, что область ξ ∈
[
ξ−;

v

ξ

]
является застойной, а

течение материала происходит в области, примыкающей к внешнему контуру r = R0 щели.
Вторая гипотетическая возможность течения состоит в примыкании застойной зоны к

внешней границе цилиндрического зазора, так что граничные условия (2) должны транс-
формироваться к виду (3)

w(ξ−) = 0;
(
dw(ξ)
dξ − γ

d2w(ξ)
dξ2

)∣∣∣
ξ=ξ−

= 0;

w(
v

ξ) = 0, dw(ξ)
dξ

∣∣∣
ξ=

v

ξ
= 0.

(3)

Приближенное решение задачи течения вязкопластического материала в ци-
линдрическом зазоре при условии полного прилипания материала к стенкам.

Точное решение сингулярно возмущенного за счет малого параметра δ линейного обык-
новенного дифференциального уравнения с переменными коэффициентами (1) построить не
удается, поэтому воспользуемся методом малого параметра [3], [4]. Представим решение для
скорости w(ξ, δ) в виде ряда по параметру δ и ограничимся членами порядка δ2 не выше

w(ξ, δ) = wo(ξ) + δ2w1(ξ) + ... (4)

Уравнение (1) для члена wo(ξ) ряда (4) упрощается:

d2wo

dξo
+

1

ξ

dwo

dξ
= −q2. (5)

Решение уравнения (5) имеет вид

wo(ξ) = −q
2

4
· ξ2 + C1 ln ξ + C2. (6)
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Четырех граничных условий (2) или (3) избыточно для определения постоянных интегри-

рования С1 и С2 в (6) и неизвестной границы ξ =
v

ξ застойной зоны, поэтому необходимо
выбрать три из четырех условий и предположить наличие пограничного слоя у стенки, вдоль
которой материал движется.

Выбор граничных условий прилипания материала к границам ξ = 1 или в возможном

2-м случае течения к границе ξ = ξ− и условий на границе застойной зоны ξ =
v

ξ приводит
к невозможности течения, невозможности существования границы ядра течения в области
течения.

В самом деле, в случае возможности 1-го варианта течения при граничных условиях (3)

для определения постоянных С1, С2 и границ застойной зоны
v

ξ получим следующую систему
уравнений:

− q
2

4 + C2 = 0; −(q2/4)
v

ξ
2

+ C1ln
v

ξ+C2 = 0; − q
2

2

v

ξ+C1

ξ = 0. (7)

Из (7) следует, что C2 = q2/4; C1 = q2

2

v

ξ
2

, а граница застойной зоны ξ =
v

ξ определяется

из уравнения Φ(
v

ξ) =
v

ξ
2

(2 ln
v

ξ − 1) + 1 = 0. Графическое исследование (рис. 2) решения этого

уравнения показывает, что оно имеет единственное точное решение
v

ξ = 1, что соответствует
застойной зоне, занимающей всю область течения ξ ∈ [ξ−, ξ+], где ξ+ = 1, т. е. течение в щели
при таком выборе граничных условий отсутствует. Аналогичные исследования гипотезы при-
липания застойной зоны к внешней границе цилиндрической щели (граничные условия (3))
показывают невозможность такой ситуации, т. е. невозможность гипотетического течения (3).

Рис. 2. Графическое представление решения уравнения Φ

(
v

ξ

)
= 0

для нахождения радиуса ξ =
v

ξ застойной зоны

Таким образом, в условиях прилипания материала к стенкам цилиндрической щели воз-
можно течение только без образования застойных зон (в нулевом приближении разложения
w(ξ, δ) в степенной ряд), и распределение скорости wp(ξ) имеет вид

w0 (ξ) =
q2

4

(
1− ξ2 − (1− ξ̄2)

ln ξ

ln ξ̄

)
; wo(1) = 0; wo(ξ̄) = 0. (8)

График распределения скорости wo(ξ)/ q
2

h приведен на рис. 3.
w0(ξ)

q2/4
= 1− ξ2 −

(
1− ξ̄2

)
lg ξ
lg ξ̄

, для ξ̄ ∈ [0, 1; 0, 5; 0, 9].



6 АДЕЛЬА. АЛЬИМАМ, Н. Д.ВЕРВЕЙКО

Рис. 3. Графическое изображение распределения относительной скорости течения
вязкопластического материала в цилиндрическом щелевом зазоре ξ ∈

[
ξ̄; 1
]

в условиях полного прилипания материала к стенкам

Уравнение для первого приближения w1(ξ) получим из (1) путем подстановки решения в
виде (4) и приравнивания к нулю слагаемых при коэффициенте δ2:

d2w1

dξ2
+

1

ξ

dw1

dξ
= P 1(wo(ξ)), (9)

где P 1(w0) = − 1
12 ·

d
dξ

(
1
ξ

(
ξ d

2wo

dξ2

))
− 1

12
1
ξ2 ·

d
dξ

(
ξ d

2wo

dξ2

)
.

После подстановки выражения (8) для wo(ξ) в (9) приведем его к виду

d

dξ

(
ξ
dw1

dξ

)
=
q2

48
· 1

ξ

(
1− 5

4
· 1− ξ̄2

ln ξ̄
· 1

ξ2

)
(10)

при нулевых условиях для w1(ξ) на границе: w1 = w1(ξ̄) = 0.
Решение уравнения (10) для w1(ξ) имеет вид (11)

w1 (ξ) =
q2

48 · 2

[
ln2 ξ +

5

48

1

ξ6

1− ξ̄2

ln ξ̄

]
+ C3 ln ξ + C4; (11)

здесь постоянные С3 и С4 определяются из нулевых граничных условий

C3 = −q2

24
(
1

2
(ln ξ)2 +

5

96

1− ξ̄2

ln ξ̄
(

1

ξ̄6
− 1));C4 =

5

96 · 12
q2 · ξ̄

2 − 1

ln ξ̄
. (12)

Таким образом, скорость течения w(ξ;δ) в приближении с учетом слагаемых порядка δ2

имеет вид

w(ξ, δ) =
q2

4
(1− ξ2 − (1− ξ̄2)

ln ξ

ln ξ̄
) + δ2 ·W 1(ξ). (13)

Гипотеза полного пролипания материала к стенкам зазора и отсутствие «качения» предста-
вительного объема вдоль границ приводят к слабому влиянию микроструктуры на скорость
течения (13), где добавки с параметром δ2 имеют порядок 0, 01δ2, что приводит к выводу, что
основное влияние микроструктуры сосредоточено в пограничном слое и в условиях, связан-
ных с «качением» представительного элемента вдоль границы.
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Течение вязкопластического микроструктурного материала в цилиндрической
щели при условии прискальзывания на границах щели и наличия пограничного
слоя.

Учет влияния микроструктуры на течение вблизи границы щели приводит к появлению
кинематического пограничного слоя (рис. 4) толщиной ∆, на внутренней границе которого
материал прилипает к границе щели, т. е. V (1) = 0 или V (ξ) = 0, а на внешней границе должно
быть проведено сращивание внешнего решения с решением в пограничном слое. Такой подход
при малых ∆ требует выполнения условия проскальзывания на границе пограничного слоя
щели.

dW (1)

dξ
− γ d

2W (1)

dξ2
= 0 и

dW (ξ)

dξ
− γ d

2W (ξ)

dξ2
= 0. (14)

Исследуем возможность течения материалов в цилиндрической щели при условии про-
скальзывания на внешней границе щели ξ=1 и образования застойной зоны на внутренней

границе щели ξ=
∨
ξ :

dW (1)

dξ
− γ d

2W (1)

dξ2
= 0 ;W (

∨
ξ) = 0;

dW (
∨
ξ)

dξ
= 0. (15)

Для решения задач течения материала в области ξ ∈ [
∨
ξ, 1] найдем постоянные интегриро-

вания С1, С2 представления скорости W(ξ) в виде (6) из условий (15)

W (ξ) = −q
2

4
· ξ2 + C1lnξ + C2;

−q2/2 + C1 + γ(q2/2 + С1) = 0;−q
2

2

∨2

ξ +С1ln
∨
ξ +C2 = 0;−q2/2

∨
ξ +C1/

∨
ξ = 0. (16)

Из граничных условий (16) следует

С1 = q2
∨2

ξ ;С2 =
q2

2
(
∨2

ξ −2
1− γ
1 + γ

ln
∨
ξ);
∨
ξ =

√
1− γ
1 + γ

. (17)

На рис. 4 представлен график зависимости безразмерной границы
∨
ξ =

V
r
R0

=
√

1−γ
1+γ от

параметра γ < 0 граничного условия проскальзывания. Из рис. 4 следует, что течение с

присутствием застойной зоны возможно при
∨
ξ < 1 и при γ ∈ (0, 1).

Рис. 4. Схематическое изображение зависимости размера
∨
ξ застойной зоны

от параметра γ

Знание постоянных С1, С2 и
∨
ξ позволяет представить выражение для скорости течения:
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W (ξ) =
q2

4
(
∨
ξ

2

− ξ2) + q2/2
∨
ξ

2

ln(
ξ
∨
ξ

). (18)

На рис. 5 представлен график распределения скорости течения w(r) (18) в цилиндрической
щели в условиях проскальзывания материала на внешней границе щели.

Рис. 5. Графики относительной скорости w(ξ)/q2 течения вязкопластического
микроструктурного материала в цилиндрической щели [ν̄, R0] с наличием

застойной зоны [ξ,
v

ξ]для случаев ξ̆ = 0, 1; 0, 5; 0, 9

Скорость проскальзывания материала вдоль стенки, ξ = 1 можно получить из (18):

W (1) =
q2/2

γ + 1
· (ln(

1 + γ

1− γ
)1−γ − γ). (19)

Из (19) следует, что при отсутствии микроструктуры γ = 0 скорость проскальзывания
отсутствует на внешней границе щели ξ = 1, т. е. w(1)|γ=0 = 0.

На рис. 6 представлен график величины скорости проскальзывания материала на границе
щели ξ = 1 как функции γ.

Рис. 6. График зависимости скорости проскальзывания w(ξ)/q2

от величины микроструктуры γ
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Сравнительная оценка влияния микроструктуры на расход через цилиндриче-
ский щелевой канал.

Вычислим расход материала при его продольном течении через цилиндрический щелевой
канал в предложении прилипания материала к границам щели ξ = ς̄ и ξ = 1.

Такое предположение соответствует течению вязкой жидкости со скоростью w0(ξ) (8):

Qo =

∫ 1

ξ̄

2πξw0(ξ)dξ =
πq2

2
Go; Go =

1

4
(1− ξ̄2)(−1− ξ̄2

ln ξ̄
+ 1 + ln ξ̄). (20)

Для случая учета проскальзывания материала вдоль внешней стенки щели распределение

скорости в щели определяется выражением (18), так что расход
V

Q находится из выражения

V

Q =

∫ 1

V

ξ

2πξw(ξ)dξ =
πq2

2

V

G;
V

G =
1

4
(1−

V 2

ξ (7
V 2

ξ −6 + 4 ln
V

ξ)). (21)

На рис. 7 приведены графики расхода материала при его продольном течении в случаях:
а) прилипания к границам; б) проскальзывания вдоль границы; при условии, что поперечное

сечение области щели, занятой течением, одно и то же:
V

ξ = ξ̄.

Рис. 7. Графики расхода материала при его продольном течении
в зависимости от относительного внутреннего ξ = R−/R0 радиуса щели
(или от относительного радиуса застойной зоны ξ̆ = R̆/R0) в случаях:
а) прилипания к границам – G0; б) проскальзывания вдоль границы – Ğ

На основе проведенного анализа поведения вязкопластического материала в продольном
движении вдоль цилиндрической щели можно сделать вывод, что уменьшение просвета ци-
линдрической щели за счет застойной зоны ведет к уменьшению расхода (рис. 7), а сам расход

Ğ через площадь поперечного течения ξ ∈ [ξ̄, 1] и ξ ∈ [
V

ξ , 1] при условии совпадения этих
площадей значительно увеличивается по сравнению с расходом G0 за счёт проскальзывания
материала вдоль пограничного слоя на внешней границе цилиндрической щели.



10 АДЕЛЬА. АЛЬИМАМ, Н. Д.ВЕРВЕЙКО

ЛИТЕРАТУРА
[1] Ивлев,Д.Д. Механика пластических сред / Д. Д. Ивлев. – М. : ФИЗМАТЛИТ, 2001. –

Т. 2. – 448 с.
[2] Лодж, А. С. Эластичные жидкости / А. С. Лодж. – М. : Наука, 1969. – 464 c.
[3] Быкова, М. И. Течение и деформирование материалов однородной микроструктуры /

М. И. Быкова, Н. Д. Вервейко, П. П. Сумец, С. А. Шашкина. – Воронеж : Изд-во ВГУ, 2010.
– 192 с.

[4] Ван-Дайк, М. Методы возмущений в механике жидкости / М. Ван-Дайк. – М. : Мир,
1967. – 310 с.

[5] Коул, Дж. Метод возмущений в прикладной математике / Дж. Коул. – М. : Мир, 1972.
– 274 с.

Аль Имам Адель А.,
аспирант кафедры теоретической и прикладной механики, Воронежский государственный
университет, г. Воронеж

e-mail: adelpro76@yahoo.com

Вервейко Николай Дмитриевич,
доктор технических наук, профессор кафедры теоретической и прикладной механики, Воро-
нежский государственный университет, г. Воронеж

e-mail: verv38@mail.ru



КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕНСИВНОСТИ СТАТИЧЕСКОЙ НЕОПРЕДЕЛИМОСТИ 11

Al-Imam Adel A., N. D. Verveyko
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Abstract. In this paper a calculation of the velocity field of longitudinal steady-state flow of
a viscoplastic material microstructure in the annulus under pressure difference. It is shown that
taking into account the characteristic size of the microstructure h leads to a hard area of flow
caused by the presence of the microstructure, which affects the flow rate through the cross section
of the annular gap.
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Р.Ю.Амензаде

ВОЛНЫ В УПРУГОЙ ТРУБКЕ С ПРОТЕКАЮЩЕЙ ЖИДКОСТЬЮ
В СЛУЧАЕ УЧЕТА ЖЕСТКОСТИ ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ

Бакинский государственный университет

Аннотация. В работе рассматривается одномерная задача о пульсирующем течении иде-
альной несжимаемой жидкости в упругой тонкостенной трубке, когда на границе раздела
трубки и окружающей среды задано упругое трение, зависящее от продольной координаты.
В частном случае выявлено влияние безразмерного параметра жесткости на волновые харак-
теристики.

Ключевые слова: внешняя жесткость, регулярная задача Штурма-Лиувилля, признак Вей-
ерштрасса, скорость волны, затухание.

УДК: 532.529

Введение.
Проблема распространения волн в деформируемых трубках с протекающей в полости жид-

костью представляет интерес в нескольких аспектах. В теоретическом аспекте это задача
математической физики, а в прикладном – необходимый этап расчета системы, подвержен-
ной динамическому воздействию. К настоящему времени совокупность таких задач, специ-
фика исследования которых заложена в фундаментальных работах Л. Эйлера, И. Громеки,
Н. Жуковского, составляет широко разработанную область гидроупругости [1], [2], [3], [4]. Од-
нако ряд особенностей, связанных с учетом влияния жесткости окружающей среды, изучен
недостаточно. В этой связи представленная работа посвящена постановке и математическо-
му обоснованию одномерной задачи о распространении волн малой амплитуды в идеальной
жидкости, протекающей в упругой трубке постоянного кругового сечения, когда жесткость
внешней среды является функцией продольной координаты. Поставленная задача приводит к
решению регулярной краевой задачи Штурма-Лиувилля. В частном случае постоянной жест-
кости получены формулы для определения скорости волны и затухания.

1. Как и в большинстве разделов прикладной математики, перед тем, как учесть харак-
терные свойства системы, такие как вязкость жидкости и трубки, необходимо проанализиро-
вать простую модель. Поэтому установим здесь уравнения, описывающие течение идеальной
несжимаемой жидкости в тонкостенной упругой трубке радиуса R, длиной l и толщиной h.
Выпишем гидродинамические уравнения движения и неразрывность в виде [1]

∂u
∂t + 1

ρ
∂p
∂x = 0,

∂u
∂x + 2

R
∂w
∂t = 0 ,

(1)

где p(x , t) – гидродинамическое давление, u(x , t) – продольная скорость течения жидкости,
ρ – ее плотность, w(x , t) – радиальное смещение стенки, а x ∈ [0 , l] – продольная координата.

Поступила 14.01.2013
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Такой подход предполагает выполнение неравенства R << l. Пренебрегая инерцией стенки
[4], запишем

σ =
Eh

(1− ν2)R2
w.

Здесь E – модуль упругости, а ν – коэффициент Пуассона. Далее положим, что величина
σ состоит из двух типов напряжений: гидродинамического – p и напряжения, возникающего
в предположении, что внешняя среда вносит дополнительную жесткость, – G∂w

∂t . Отсюда

σ = p−G∂w
∂t
.

Принимая G = G(x) = G0g(x), окончательно имеем

p =
Eh

(1− ν2)R2
w +G0g(x)

∂w

∂t
. (2)

Таким образом, замкнутая система уравнений гидроупругости описывается соотношения-
ми (1) и (2). В последующих рассуждениях будем считать, что фигурируемые в них функции
обладают условиями гладкости, необходимыми для законности проведения соответствующих
операций. Теперь, комбинируя уравнения (1), (2) и введя обозначения

c20 =
E

2ρ
, η =

h

R
(1− ν2)−1,

приходим к уравнению относительно w:

c20η
∂2w

∂x2
+
RG0

2ρ
g′′(x)

∂w

∂t
+
RG0

ρ
g′(x)

∂2w

∂x∂t
+
RG0

2ρ
g(x)

∂3w

∂x2∂t
− ∂2w

∂t2
= 0. (3)

Отсюда при g(x) = 1 реализуется случай однородной внешней жесткости.
2. Применяя метод разделения переменных, сведем решение уравнения (3) к решению

обыкновенного дифференциального уравнения. Предполагая, что функция w пропорциональ-
на временному множителю exp(iωt), можно записать:

w = w1(x) exp(iωt), (4)
где ω – действительное значение угловой частоты, а w1 – искомая функция.

Подстановка представления (4) в (3) приводит к уравнению

w′′1 + µ1(x)w′1 + µ2(x)w1 = 0. (5)
Здесь приняты обозначения

µ1(x) =
2ig0g

′(x)

η + ig0g(x)
,

µ2(x) =
ω2/c20 + ig0g

′′(x)

η + ig0g(x)
,

в которых g0 = ωRG0

E – безразмерный параметр жесткости. Штрихи здесь и далее означают
дифференцирование по x. Используя замену Лиувилля [5]

y = w1 exp
1

2

∫
µ1(x)dx = λ(x)w1, (6)

получим приведенную форму волнового уравнения

y′′ + I(x)y = 0 (7)
при инварианте, равном
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I(x) = µ2(x)− 1

4
µ2

1(x)− 1

2
µ′1(x). (8)

Преобразовав уравнение (7) с помощью подстановки

q(x) = 1− I(x)

δ2
,

в качестве уравнения задачи получим

y′′ + δ2y = δ2q(x)y. (9)
На потенциал q(x) наложим условие интегрируемости

l∫
0

|q(x)| dx < +∞. (10)

В (9) через δ2 обозначено значение I(x) при g(x) = 1. Следовательно, согласно (8)

δ2 =
ω2

c20
(η + ig0)−1.

Отсюда по правилу извлечения квадратного корня из комплексного числа можно получить
δ = δ0 − iδ1, где для δ0 и δ1 имеем:

δ0 =
ω/c0

√
η√

η2+g20

√√
1+g20/η

2+1

2 ,

δ1 =
ω/c0

√
η√

η2+g20

√√
1+g20/η

2−1

2 .

(11)

Уравнение (9) необходимо дополнить краевыми условиями при x = 0 и x = l, формулировка
которых будет дана ниже. Таким образом, решение поставленной задачи удалось свести к
решению регулярной краевой задачи типа Штурма-Лиувилля.

3. Рассматривая (9) как неоднородное уравнение с известной правой частью и применяя
метод вариации произвольных постоянных, уравнение (9) сводим к решению интегрального
уравнения

y = α1e
iδx + α2e

−iδx + δ

l∫
x

sin δ(ξ − x)q(ξ)y(ξ)dξ, (12)

где α1 и α2 – постоянные интегрирования, которые подлежат определению, исходя из соответ-
ствующих граничных условий. Уравнение (12) является интегральным уравнением Вольтерра
и решается методом последовательных приближений. Положим

y0 = α1e
iδx + α2e

−iδx

и пусть для n ≥ 1

yn = y0 + δ

l∫
x

sin δ(ξ − x)q(ξ)yn−1(ξ)dξ.

В силу неравенства (10) по признаку Вейерштрасса [6], [7] из равномерной сходимости
последовательных приближений следует, что единственное решение интегрального уравнения
(12), которое обозначим через y(x, δ), определяется посредством ряда
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y(x, δ) = y0(x , δ) +

∞∑
n=1

{yn(x , δ)− yn−1(x , δ)}.

Приведем его другое представление. Приняв обозначение

yn(x , δ)− yn−1(x , δ) = δnfn(x, δ),

получим

y(x , δ) = α1e
iδx + α2e

−iδx +

∞∑
n=1

δnfn(x , δ). (13)

В (13) имеем совокупность следующих рекуррентных соотношений:

f1(x , δ) =
l∫
x

sin δ(ξ − x)q(ξ)y0(ξ)dξ , ...,

fn(x , δ) =
l∫
x

sin δ(ξ − x)q(ξ)fn−1(ξ)dξ .

(14)

Итак, основываясь на вышеизложенном, можно утверждать, что все решения уравнения
(9) при любых α1 и α2 удовлетворяют уравнению (12). Непосредственной проверкой можно
показать обратное, а именно то, что любое решение (12), имеющее производную второго по-
рядка, при произвольных α1 и α2 удовлетворяет уравнению (9). Необходимо отметить, что
из структуры ряда в (13) следует, что ряды, получаемые его почленным дифференцировани-
ем, также сходятся равномерно. Подстановка выражения (13) в (6) с учетом (4) приводит к
следующей формуле для w:

w(x , t) =
1

λ(x)

{
α1e

iδx + α2e
−iδx +

∞∑
n=1

δnfn(x)

}
exp(iωt). (15)

Учитывая это выражение в равенстве (2), находим

p(x , t) =
E

R
{η + ig0g(x)} 1

λ(x)

{
α1e

iδx + α2e
−iδx +

∞∑
n=1

δnfn(x)

}
exp(iωt). (16)

Для последующего описания давления, скорости жидкости и перемещения, что связано с
определением α1 и α2, можно принять различные граничные условия при x = 0 и x = l.
Типичным случаем является ситуация, при которой на торцах трубки задано пульсирующее
давление. Пусть

p(0 , t) = p0 exp(iωt) и p(l , t) = pl exp(iωt), (17)

где p0 и pl – эмпирические постоянные. Теперь перейдем к определению α1 и α2. Непосред-
ственным сравнением формул (16) и (17) относительно них получаем следующую систему
алгебраических уравнений:

α1 + α2 = a,

α1e
iδl + α2e

−iδl = b.

В ней использованы обозначения
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a = Rλ(0)
E{η+ig0g(0)}p0 −

∞∑
n=1

δnfn(0) ,

b = Rλ(l)
E{η+ig0g(l)}pl −

∞∑
n=1

δnfn(l) .

(18)

Теперь, определяя α1 и α2 и используя формулу Эйлера, после довольно громоздких вы-
кладок из (15) и (16) получаем:

p(x , t) =
E

R
{η + ig0g(x)} 1

λ(x)

{
a sin δ(l − x) + b sin δx

sin δl
+

∞∑
n=1

δnfn(x)

}
exp(iωt), (19)

w(x , t) =
1

λ(x)

{
a sin δ(l − x) + b sin δx

sin δl
+

∞∑
n=1

δnfn(x)

}
exp(iωt). (20)

Для определения скорости потока проведем следующие рассуждения. Как и выше, разде-
ляя переменные, запишем

u(x , t) = U(x) exp(iωt),

а через Φ(x) обозначим функцию

Φ(x) = {η + ig0g(x)} 1

λ(x)

{
a sin δ(l − x) + b sin δx

sin δl
+

∞∑
n=1

δnfn(x)

}
.

Тогда из первого уравнения системы (1) можно сразу получить выражение для распреде-
ления скорости. Оно имеет вид

u(x , t) = 2i
c20
ωR

Φ′(x) exp(iωt). (21)

Полученными формулами (19)–(21) поставленная задача может считаться решенной. Та-
ким образом, ряд (13) в сочетании с соотношениями (14) дают конструктивное представление
искомого решения.

Отметим, что физическую величину представляют действительные части выражений (19-
21). Подчеркнем, что их практическая реализация связана с конкретным заданием функции
g(x) и использованием ЭВМ.

4. Решение задачи, когда жесткость окружающей среды постоянна, т. е. g(x) = 1, а давле-
ние на правом торце трубки равно нулю (pl = 0), в силу очевидных равенств λ(x) = 1 , q(x) =
0, при которых

b = 0 , a =
p0

E

R

η + ig0
, Φ(x) =

p0

E
R

sin δ(l − x)

sin δl
,

существенно упрощается, и его можно записать следующим образом:

p(x , t) = p0
sin δ(l−x)

sin δl exp(iωt) , w(x , t) = p0
E

R
η−ig0

sin δ(l−x)
sin δl exp(iωt) ,

u(x , t) = −2ip0E δ
c20
ω

cos δ(l−x)
sin δl exp(iωt) .

(22)

Прежде чем рассмотреть влияние учета эффекта жесткости окружающей среды на ско-
рость волны c = ω/δ0 и затухание δ1, зависимости (11) перепишем следующим образом:
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c
c0

=

√
η
(

1 +
g20
η2

){√√
1+g20/η

2+1

2

}−1

,

δ1
c0
ω =

√
1

η(1+g20/η
2)

√√
1+g20/η

2−1

2 .

(23)

Отсюда при g0/η << 1 имеем

c

c0
≈ √η, δ1

c0
ω
≈ 0.

Принимая g0/η >> 1, получаем

c

c0
≈
√

2g0, а δ1
c0
ω
∼ 1√

2g0
.

Отметим, что результаты последующих численных расчетов согласуются с приведенными
выше утверждениями.

Теперь, приняв h/R = 5 · 10−2 и ν = 0, 5, что соответствует значению η ≈ 0, 067, в соот-
ветствии с формулами (23) приведем численные зависимости c

c0
и δ1 c0ω от g0 для g0 ∈ [0 , 1],

которые даны на рисунках 1 и 2.

Рис. 1. Зависимость скорости распространения волны от параметра жесткости

Отсюда следует, что с увеличением параметра жесткости скорость распространения волны
в системе возрастает и для выбранного диапазона g0, приближается к значению 1, 37. По дан-
ным второго рисунка можно заключить, что для принятого η существует значение g0 ≈ 0, 25,
при переходе через которое происходит уменьшение затухания.

Таким образом, в работе получено строгое аналитическое решение задачи о волновом тече-
нии идеальной несжимаемой жидкости в упругой трубке с учетом неоднородности внешней
среды. В частном случае однородности проведен анализ влияния параметра жесткости на
волновые характеристики системы. Показано, что в зависимости от g0 возможно падение
затухания.



18 Р. Ю.АМЕНЗАДЕ

Рис. 2. Зависимость затухания от параметра жесткости
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К ВИСКОЗИМЕТРИЧЕСКИМ ИСПЫТАНИЯМ МАТЕРИАЛОВ
С УПРУГИМИ, ВЯЗКИМИ И ПЛАСТИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН,

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН

Аннотация. Получено точное решение задачи о деформировании упруговязкопластической
среды, заключенной между двумя жесткими коаксиальными цилиндрами, при повороте одно-
го из них. На жестких поверхностях выполняются условия прилипания. Решение строится в
рамках модели больших упруговязкопластических деформаций. Рассмотрены обратимое де-
формирование и вязкопластическое течение при возрастающем и постоянном моменте закру-
чивания. Получены законы движения границ развивающихся областей вязкопластического
течения. Рассчитаны поля перемещений, деформаций, напряжений и скоростей.

Ключевые слова: упругость, вязкопластичность, большие деформации, остаточные напря-
жения.

УДК: 539.374

Одним из видов экспериментов при определении постоянных вязкой и вязкопластической
сред являются опыты в соосно-цилиндрическом вискозиметре. Различают два типа приборов
с контролируемым напряжением сдвига и с контролируемой скоростью. Для обработки таких
экспериментов необходимо иметь точные решения соответствующих краевых задач. В теории
вязких и неньютоновских жидкостей такие решения давно получены и являются уже клас-
сическими [1], [7], [8]. Но существуют процессы интенсивного формоизменения твердых де-
формируемых тел на стадии пластического течения материалов, когда необходимо учитывать
упругие свойства среды. При математическом моделировании подобных процессов необходи-
мо пользоваться математической моделью больших упругопластических деформаций. В [3],
[4] в рамках такой модели получено решение задачи о вискозиметрическом течении между
двумя жесткими цилиндрами, когда на подвижном цилиндре задается скорость вращения.
Здесь приводится решение задачи, когда на вращающемся цилиндре задан момент закручи-
вания. В последнем случае оказалось возможным получить точное аналитическое решение
краевой задачи.

1. Основные модельные соотношения. Задача решается в рамках модели больших
упругопластических деформаций, предложенной в [2] и обобщенной на случай учета вязких
свойств материала на стадии пластического течения [6]. В прямоугольной декартовой системе
координат кинематика среды определяется зависимостями
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dij = eij + pij − 1
2eikekj − eikpkj − pikekj + eikpksesj ,

Deij
Dt = εij − εpij − 1

2 ((εik − εpik + zik)ekj + eik(εkj − εpkj − zkj)),

Dpij
dt = εpij − pikε

p
kj − ε

p
ikpkj ,

Dnij
Dt =

dnij
dt − riknkj + nikrkj ,

εij = 1
2 (υi,j + υj,i), υi = dui

dt = ∂ui
∂t + ui,jυj , ui,j =

∂ui
∂xj

,

rij = 1
2 (υi,j − υj,i) + zij(εsk, esk).

(1.1)

В соотношениях (1.1) dij — компоненты тензора деформаций Альманси; eij , pij —
их обратимые и необратимые составляющие; ui, υi — компоненты векторов перемещений и

скоростей точек среды;
D

Dt
— объективная производная тензоров по времени; εpij (источник в

уравнении переноса для тензора необратимых деформаций) — компоненты тензора скоростей
пластических деформаций. Наличие нелинейной составляющей zij тензора вращений rij , ко-
торая выписана полностью в [2], [6], связано с выполнением требования неизменности тензора
пластических деформаций pij в процессах разгрузки.

Материал считаем несжимаемым и тогда, следуя [2], [8], получаем

σij = −pδij +
∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) при pij ≡ 0,

σij = −p1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) при pij 6= 0,

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + ...,

Jk =

{
Lk, при pij ≡ 0

Ik, при pij 6= 0
, L1 = dkk, L2 = dikdki,

I1 = ekk − 1
2eskeks, I2 = estets − eskektets + 1

4eskektetnens.

(1.2)

В зависимостях (1.2) σij — компоненты тензора напряжений, p, p1 — добавочные гид-
ростатические давления, W — упругий потенциал, µ — модуль сдвига, b, χ — постоянные
материала.

В качестве пластического потенциала используется функция нагружения Треска [5]:

max|σi − σj | = 2k + 2ηmax|εpk|, (1.3)

где k — предел текучести; η — коэффициент вязкости; σi, ε
p
k — главные значения тензоров

напряжений и скоростей пластических деформаций.
Связь скоростей необратимых деформаций с напряжениями устанавливается ассоцииро-

ванным законом пластического течения

εpij = λ
∂f

∂σij
, f(σij , ε

p
ij) = k, λ > 0. (1.4)

2. Упругое деформирование. Рассмотрим деформирование несжимаемого упруговязко-
пластического материала, свойства которого описываются модельными зависимостями, при-
веденными в первом разделе, расположенного между двумя цилиндрическими жесткими
стенками r = r0 и r = R. Внешний цилиндр r = R жестко закреплен, а к внутреннему
r = r0 приложен закручивающий момент. Полагаем, что на жестких поверхностях выполня-
ются условия прилипания, тогда граничные условия в цилиндрической системе координат r,
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ϕ, z для векторов перемещений и скорости u(ur, uϕ, 0),v(0, vϕ, 0) и компоненты напряжения
σrϕ имеют вид

u|r=R = υ|r=R = 0, σrϕ|r=r0 = −αt. (2.1)

Считаем, что в рассматриваемом случае все точки среды движутся по окружностям. Тогда
составляющие вектора перемещений и компоненты тензора полных деформаций Альманси,
отличные от нуля, имеют вид

ur = r(1− cos θ), uϕ = r sin θ, drr = −1

2
r2

(
∂θ

∂r

)2

, drϕ =
1

2
r
∂θ

∂r
, (2.2)

где θ = θ(r, t) – центральный угол закручивания.
Полагаем, что деформирование первоначально является обратимым (pij = 0).
Согласно зависимостям (1.2) компоненты напряжений находятся зависимостями

σrr = σzz = −(p+ 2µ)− 1
2 (b+ µ)r2

(
∂θ

∂r

)2

= −s,

σϕϕ = −s+ µr2

(
∂θ

∂r

)2

, σrϕ = µr
∂θ

∂r
.

(2.3)

Здесь и далее оставлены слагаемые до второго порядка деформаций, т. е. обратимые де-
формации полагаем малыми. Такое ограничение, не являясь принципиальным, позволяет
получить точное решение рассмативаемой краевой задачи.

Интегрируя уравнения равновесия

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ
∂r

+ 2
σrϕ
r

= 0 (2.4)

и используя граничные условия (2.1), найдем

θ = c(t)
2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, ω = ċ(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, ċ(t) =

dc(t)

dt
, σrϕ = c(t)

r2 ,

σrr = σzz = c(t)2

4µ

(
1

r4
0

− 1

r4

)
+ σ0, σϕϕ = c(t)2

4µ

(
1

r4
0

− 3

r4

)
+ σ0, c(t) = −αtr2

0,

(2.5)

где w =
vϕ

r
– угловая скорость, σ0 – значение компоненты напряжений σrr на поверхности

r = r0.
Из первого соотношения (1.1) получим необходимые для дальнейших вычислений зависи-

мости:

erϕ = drϕ =
1

2

c(t)

µr2
, err = −3

2
e2
rϕ, eϕϕ =

1

2
e2
rϕ. (2.6)

Полученное решение справедливо в промежутке времени от t = 0 до последующего момента
времени t = t0, когда от стенки r = r0 начинает развиваться область пластического течения.
Используя условие пластичности (1.3), которое при принятых ограничениях записывается в

виде: σrϕ(r0, t0) = −k, найдем момент начала пластического течения t0 =
k

α
.

3. Вязкопластическое течение при возрастающем и постоянном моменте закру-
чивания. С момента времени t = t0 в окрестности внутреннего жесткого цилиндра разви-
вается область вязкопластического течения r0 6 r 6 r1(t), где r1(t) – движущаяся граница
пластической области, отделяющая ее от зоны упругого деформирования r1(t) 6 r 6 R(t).
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Согласно зависимостям (1.1) кинематика среды определяется соотношениями

υϕ = r
∂θ

∂t
= rω, εrϕ = 1

2

(
∂υϕ
∂r
− υϕ

r

)
=
∂drϕ
∂t

= 1
2r

∂2θ

∂r∂t
= 1

2r
∂ω

∂r
,

εrϕ = εerϕ + εprϕ =
∂erϕ
∂t

+
∂prϕ
∂t

,

εprr =
∂prr
∂t

+ 2prϕ
(
rϕr + εprϕ

)
, εpϕϕ =

∂pϕϕ
∂t

+ 2prϕ
(
rrϕ + εprϕ

)
,

εprr = −εpϕϕ = −2εprϕerϕ.

(3.1)

Интегрированием уравнений равновесия в области обратимого деформирования так же,
как и ранее, используя условие (2.1), найдем

σrϕ =
c(t)

r2
, θ =

c(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, ω =

ċ(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
. (3.2)

Для компонент напряжений в области вязкопластического течения r0 6 r 6 r1(t),
следуя второй зависимости (1.2), получим

σrr = σzz = −(p1 + 2µ)− 2(b+ µ)e2
rϕ = −s1(t),

σϕϕ = −s1(t) + 4µe2
rϕ, σrϕ = 2µerϕ.

(3.3)

При записи выражений (3.3) использовались кинематические зависимости (2.6). С другой
стороны, интегрированием уравнений равновесия можно получить

σrϕ =
m(t)

r2
, erϕ =

m(t)

2µr2
. (3.4)

Из условий непрерывности компонент напряжений на упругопластической границе
r = r1(t) получим, что

m(t) = c(t), s(t) = s1(t).

Условие пластического течения (??) в нашем

σ2
rϕ − (k + η|εprϕ|)2 = 0. (3.5)

Следуя ассоциированному закону пластического течения (1.4) и условию (3.5), найдем

σrϕ = −k + ηεprϕ, λ = −
εprϕ

k − ηεprϕ
. (3.6)

Сравнение (3.4) и (3.6) позволяет вычислить скорость пластической деформации:

εprϕ =
1

η

(
c(t)

r2
+ k

)
. (3.7)

Неизвестную функцию интегрирования c(t) найдем из условия равенства нулю скоростей
пластических деформаций на упругопластической границе r = r1(t):

c(t) = −kr2
1. (3.8)

С другой стороны, согласно второму граничному условию (2.1)

c(t) = −αtr2
0, (3.9)

что позволяет получить выражение для границы r1(t):

r1 = r0

√
αt

k
. (3.10)
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Используя кинематические зависимости (3.1) и формулу (3.9), найдем компоненту пласти-
ческих деформаций prϕ:

prϕ =
1

η

(
kt− αt2r2

0

2r2

)
+ g(r). (3.11)

Для неизвестной функции g(r) из условия равенства нулю пластических деформаций на
поверхности r = r1 и соотношения (3.10) получим

g(r) = − 1

2η

k2r2

αr2
0

. (3.12)

Согласно соотношениям (1.1) drϕ = prϕ+ erϕ тогда для определения угла поворота θ(r, t) в
области вязкопластического течения из (3.4) и (3.9)–(3.12) следует дифференциальное урав-
нение

1

2
r
∂θ

∂r
=

1

η

(
kt− αt2r2

0

2r2

)
− 1

2η

k2r2

αr2
0

− αtr2
0

2µr2
,

интегрируя которое и используя условие непрерывности функции θ(r, t) на упругопластиче-
ской границе r = r1(t), найдем распределение θ(r, t) в области течения:

θ =
2

η

(
kt ln

r

r1
+
αt2r2

0

4

(
1

r2
− 1

r2
1

)
+

k2

4αr2
0

(r2
1 − r2)

)
+
αtr2

0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
. (3.13)

Угловую скорость в области течения определим согласно зависимостям (3.1)

ω =
2

η

(
k ln

r

r1
+
αtr2

0

2

(
1

r2
− 1

r2
1

))
+
αr2

0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
. (3.14)

Следуя первой формуле (1.1) разделения полных деформаций на обратимые и необрати-
мые, компоненты пластических деформаций определяются зависимостями

prϕ =
1

η

(
kt− αt2r2

0

2r2
− k2r2

2αr2
0

)
, pϕϕ = 2erϕprϕ, prr = 2drϕ(erϕ − drϕ). (3.15)

Пусть с момента времени t = t1 напряжение σrϕ на внутренней поверхности перестает
изменяться:

σrϕ

∣∣∣
r=r0

= −αt1. (3.16)

Тогда в упругой области, интегрируя уравнения равновесия и используя условие прилипа-
ния на жестких стенках, получим

σrϕ =
c(t)

r2
, θ =

c(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, ω = 0, c(t) = −αt1r2

0. (3.17)

Скорость пластической деформации εprϕ в этом случае находится по формуле (3.7), где
вместо c(t) необходимо подставить текущее значение из (3.17). Сравнивая выражения для c(t)
из (3.8) и (3.17), получим, что при постоянном напряжении σrϕ на внутренней поверхности

граница области вязкопластического течения не изменяется и равна r1 = r0

√
αt1
k

.

Компоненту пластических деформаций prϕ найдем интегрированием εprϕ по времени, ис-
пользуя условия равенства пластических деформаций в момент времени t = t1:

prϕ =
1

η

(
kt− αtt1r

2
0

r2
+
αt21r

2
0

2r2
− k2r2

2αr2
0

)
. (3.18)
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Для угла поворота и угловой скорости в области r0 ≤ r ≤ r1, используя условие непрерыв-
ности этих параметров на границе r1, получим

θ =
2

η

(
kt ln

r

r1
+
αt1tr

2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
1

)
− αt21r

2
0

4

(
1

r2
− 1

r2
1

)
+

k2

4αr2
0

(r2
1 − r2)

)
+

+
αtr2

0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
, ω =

2

η

(
k ln

r

r1
+
αt1r

2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
1

))
.

4. Течение при уменьшающемся моменте закручивания. Разгрузка.
Далее рассмотрим случай, когда с момента времени t = t2 напряжение σrϕ при r = r0

уменьшается по абсолютной величине по закону

σrϕ

∣∣∣
r=r0

= −αt1 + β(t− t2). (4.1)

Напряжения при этом уменьшаются во всей области деформирования, которая разбива-
ется на части: область обратимого деформирования r1 6 r 6 R, область, где пластические
деформации перестают изменяться, – r2(t) 6 r 6 r1 и область продолжающегося пластиче-
ского течения r0 6 r 6 r2(t). Граница r2(t), разделяющая последние две области, с течени-
ем времени движется в сторону внутреннего жесткого цилиндра r = r0. Используя условие

непрерывности напряжений, найдем уравнение ее движения: r2 = r0

√
αt1 − β(t− t2)

k
.

В упругой области будут справедливы соотношения (3.2), где вместо c(t) необходимо под-
ставить выражение c(t) = r2

0(−αt1 + β(t − t2)). В области продолжающегося пластического
течения, используя условие равенства пластических деформаций в момент времени t = t2,
получим

εprϕ=
1

η

(
k− r

2
0(αt1−β(t− t2))

r2

)
, prϕ=

1

η

(
kt− r

2
0

r2

(
αt1t−

β(t− t2)2

2
−αt

2
1

2

)
− k

2r2

2αr2
0

)
.

Из условия непрерывности пластических деформаций на границе r = r2(t) в области с
неизменяющимися пластическими деформациями найдем

εprϕ = 0, prϕ =
1

η

(
kt2 + k

α

β
t1 −

r2
0

r2

(
α2t21
2β

+ αt1t2 −
α2t21

2

)
− k2r2

2αr2
0

− k2r2

2βr2
0

)
.

Согласно зависимостям drϕ = erϕ+prϕ и εrϕ = εerϕ+εprϕ, воспользовавшись непрерывностью
перемешений и скоростей при r = r1 и r = r2, найдем распределение угла поворота θ(r, t) и
угловой скорости ω(r, t)

в области r2(t) 6 r 6 r1:

ω =
r20β
2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, θ = 2

η

[
k ln

r

r1

(
αt1
β

+ t2

)
+

(
k2

4αr2
0

+
k2

4βr2
0

)
(r2

1 − r2)+

+
r2
0

2

(
1
r2 −

1
r21

)(
αt1t2 +

α2t21
2β −

αt21
2

)]
+

(αt1 − β(t− t2))r2
0

2µ

(
1
r2 −

1
R2

)
.

(4.2)
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в области r0 6 r 6 r2(t):

ω =
2

η

[
k ln

r

r2
+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
2

)
(αt1 + β(t− t2))

]
+
r2
0β

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
, θ =

2

η

[
kt ln

r

r2
+

+k ln
r2

r1

(
αt1
β

+ t2

)
+
k2(r2

1 − r2)

4αr2
0

+
k2(r2

1 − r2
2)

4βr2
0

+
αr2

0

2

(
1

r2
2

− 1

r2
1

)(
t1t2 +

αt21
2β
− t21

2

)
+

+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
2

)(
αt1t+

β(t− t2)2

2
− αt21

2

)]
+

(αt1 − β(t− t2))r2
0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
.

В момент времени t3 =
αt1 + βt2 − k

β
граница r2(t) достигает внутренней жесткой стенки

r = r0, при этом σrϕ(r0, t3) = −k. С момента t3 пластические деформации всюду остаются
неизменными, а напряжения продолжают уменьшаться по абсолютному значению. В конеч-

ный момент разгрузки t4 =
αt1 + βt2

β
напряжения σrϕ становятся равными нулю во всем слое

r0 6 r 6 R, угловая скорость равна нулю во всей области деформирования, для угла поворота
получим

в области обратимого деформирования r1 6 r 6 R: θ = 0,
в пластической области r2(t) 6 r 6 r1:

θ=
2

η

[
k ln

r

r1

(
αt1
β

+t2

)
+

(
k2

4αr2
0

+
k2

4βr2
0

)
(r2

1−r2)+
αr2

0

2

(
1

r2
− 1

r2
1

)(
t1t2 +

αt21
2β
− t21

2

)]
.

5. Течение при изменении направления движения.
Если далее уменьшать напряжение σrϕ на поверхности r = r0 по модулю, то в момент

времени t = t5 при r = r0 вновь выполнится условие пластичности, но с обратным знаком
σ(r0, t5) = k, и начнет развиваться новая область вязкопластического течения r0 6 r 6 r3(t). В
области r3(t) 6 r 6 r1, где пластические деформации не изменяются, и в области обратимого
деформирования r1 6 r 6 R будут справедливы зависимости (4.2) и (3.2). В области течения,
как и ранее, найдем

εprϕ = 1
η

(
r20(−αt1+β(t−t2))

r2 − k
)
,

prϕ = 1
η

(
−kt+ 2αβ kt1 + 2kt2 − r20

r2

(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− αt21

2

)
− k2r2

2αr2
0

)
,

ω = 2
η

[
− k ln

r

r3
+
r2
0

2

(
1
r2 −

1
r23

)
(αt1 + β(t− t2))

]
+

r20β
2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
,

(5.1)

θ =
2

η

[(
2
α

β
kt1 + 2kt2 − kt

)
ln

r

r3
+ k ln

r3

r1

(
αt1
β

+ t2

)
+
k2(r2

1 − r2)

4αr2
0

+
k2(r2

1 − r2
3)

4βr2
0

+

+
αr2

0

2

(
1

r2
3

− 1

r2
1

)(
t1t2 +

αt21
2β
− t21

2

)
+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
3

)(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− αt21

2

)]
+

+
(αt1 − β(t− t2))r2

0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
.

В момент времени t6 =
αt1 + βt2 + kr2

1

r2
0β

граница r3(t) достигает поверхности r = r1, пер-

воначально ограничивающей пластическую область. Далее для решения задачи уравнения
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равновесия необходимо проинтегрировать в упругой области r3 6 r 6 R и в двух областях
вязкопластического течения r1 6 r 6 r3(t), r0 6 r 6 r1, в которых пластические деформации
находятся по-разному. В области обратимого деформирования выполняются те же соотно-
шения, что и ранее. В области течения r0 6 r 6 r1 компонента пластических деформаций
prϕ и ее скорость εprϕ вычисляются по формулам (5.1). Для области r1 6 r 6 r3(t), исполь-
зуя условие непрерывности перемещений, деформаций и скоростей на поверхности r = r3(t),
получим

εprϕ =
1

η

(
r2
0(−αt1 + β(t− t2))

r2
− k
)
,

prϕ =
1

η

(
−kt+

α

β
kt1 + kt2 −

r2
0

r2

(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− α2t21

2β
− αt1t2

)
+
k2r2

2βr2
0

)
,

ω =
2

η

[
− k ln

r

r3
+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
3

)
(αt1 + β(t− t2))

]
+
r2
0β

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
,

θ =
2

η

[(
α

β
kt1 + kt2 − kt

)
ln

r

r3
+
k2(r2 − r2

3)

4βr2
0

+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
3

)
×

×
(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− α2t21

2β
− αt1t2

)]
+

(αt1 − β(t− t2))r2
0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
.

Рис. 1. Распределение угла поворота в зависимости от радиуса

В области r0 6 r 6 r1 для угла поворота и угловой скорости найдем

ω =
2

η

[
− k ln

r

r3
+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
3

)
(αt1 + β(t− t2))

]
+
r2
0β

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
,

θ =
2

η

[(
α

β
kt1 + kt2

)
ln

r

r3r1
− kt ln

r

r3
+
k2(r2

1 − r2
3)

4βr2
0

− k2(r2 − r2
1)

4αr2
0

+

+
r2
0

2

(
1

r2
1

− 1

r2
3

)(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− α2t21

2β
− αt1t2

)
+
r2
0

2

(
1

r2
− 1

r2
1

)
×

×
(
αt1t−

β(t− t2)2

2
− αt21

2

)]
+

(αt1 − β(t− t2))r2
0

2µ

(
1

r2
− 1

R2

)
.

На рис. 1 показано распределение угла поворота в зависимости от радиуса в различные
моменты времени при значении постоянных
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αη

µ
= 0.004,

r0

R
= 0.5,

k

µ
= 0.00621. (5.2)

6. Деформирование при повороте внешнего жесткого цилиндра. Пусть теперь к
внешнему жесткому цилиндру приложен закручивающий момент, а внутренний цилиндр при
этом остается неподвижным:

u|r=r0 = υ|r=r0 = 0, σrϕ|r=R = αt. (6.1)

Так же, как и при повороте внутренней поверхности, интегрируя уравнения равновесия
(2.4) и используя граничные условия (6.1), получим решение упругой задачи:

θ =
c

2µ

(
1

r2
0

− 1

r2

)
, ω =

ċ

2µ

(
1

r2
0

− 1

r2

)
, ċ =

dc

dt
, σrϕ =

c

r2
,

σrr = σzz =
c2

4µ

(
1

r4
0

− 1

r4

)
+ σ0, σϕϕ =

c2

4µ

(
1

r4
0

− 3

r4

)
+ σ0, c(t) = αtR2.

(6.2)

В момент времени t0 =
kr2

0

αR2
на поверхности r = r0 выполнится условие пластичности (1.3).

Далее в материале будут две области: область вязкопластического течения r0 6 r 6 r1(t) и
область обратимого деформирования r1(t) 6 r 6 R. Текущее значение границы r1(t) опреде-

ляется по формуле r1 = R

√
αt

k
. В области течения, используя кинематические зависимости

(3.1), условие пластичности и условие прилипания на внутренней поверхности r = r0, получим

εprϕ = 1
η

(
αtR2

r2 − k
)
, prϕ = 1

η

(
−kt+ αt2R2

2r2 +
k2r2

2αR2

)
,

θ = 2
η

(
kt ln

r0

r
− αtR2

4

(
1
r2 −

1
r20

)
+

k2

4αR2
(r2 − r2

0)

)
+
αtR2

2µ

(
1
r20
− 1

r2

)
,

ω = 2
η

(
k ln

r0

r
− αtR2

2

(
1
r2 −

1
r20

))
+
αR2

2µ

(
1
r20
− 1

r2

)
.

(6.3)

Угол поворота и угловая скорость в упругой области находятся интегрированием уравне-
ний равновесия и условий непрерывности этих параметров на поверхности r = r1:

θ =
2

η

(
kt ln

r0

r1
− αt2R2

4

(
1

r2
1

− 1

r2
0

)
+

k2

4αR2
(r2

1 − r2
0)

)
+
αtR2

2µ

(
1

r2
0

− 1

r2

)
,

ω =
2

η

(
k ln

r0

r1
− αtR2

2

(
1

r2
1

− 1

r2
0

))
+
αR2

2µ

(
1

r2
0

− 1

r2

)
.

Если напряжение на поверхности r = R становится постоянным с момента времени t = t1,
то, как и в случае поворота внутреннего цилиндра, область вязкопластического течения пе-
рестает увеличиваться. Тогда решение задачи записывается в виде:

– в области вязкопластического течения:

εprϕ = 1
η

(
αt1R

2

r2 − k
)
, prϕ = 1

η

(
αt1tR

2

r2 − kt− αt21R
2

2r2 +
k2r2

2αR2

)
,
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η
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1
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1
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+
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1
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)
+

k2

4αR2
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)
+
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αt1R

2

2µ

(
1
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)
, ω = 2

η

(
k ln
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− αt1R

2

2

(
1
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1
r20

))
(6.4)
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Рис. 2. Распределение угла поворота в зависимости от радиуса

– в упругой области:

θ =
2

η

(
kt ln

r0

r1
− αtt1R

2

2

(
1

r2
1

− 1

r2
0

)
+
αt21R

2

4

(
1
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1
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4αR2
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)
+

+
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r2
0
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)
, ω =

2

η

(
k ln

r0

r1
− αt1R

2

2

(
1

r2
1

− 1

r2
0

))
При уменьшении момента закручивания на внешнем жестком цилиндре наблюдаются те же

эффекты, что и при повороте внутреннего. На рис. 2 показано распределение угла поворота
в зависимости от радиуса при повороте внешнего жесткого цилиндра при постоянных (5.2) в
процессе всего деформирования.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Бахшиян, Ф. А. Вращение жесткого цилиндра в вязкопластичной среде / Ф. А. Бах-
шиян // ПММ. – 1948. – Т. 12. – Вып. 6. – С. 650–661.

[2] Буренин, А. А. Об одной простой модели для упругопластической среды при конечных
деформациях / А. А. Буренин, Г. И. Быковцев, Л. В. Ковтанюк // Докл. АН СССР. – 1996.
– Т. 347. – №2. – С. 199–201.

[3] Буренин, А. А. Вискозиметрическое течение упруговязкопластического материала меж-
ду жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхностями / А. А. Буренин, Л. В. Ковта-
нюк, А. С. Устинова // Вестник Чувашского государственного педагогического университета
им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2007. – № 1. – С. 18–25.

[4] Буренин, А. А. Об учете упругих свойств неньютоновского материала при его вискози-
метрическом течении / А. А. Буренин, Л. В. Ковтанюк, А. С. Устинова // ПМТФ. – 2008.
– Т. 49. – № 2. – С. 143–151.

[5] Знаменский, В. А. Об уравнениях вязкопластического тела при кусочно-линейных по-
тенциалах / В. А. Знаменский, Д. Д. Ивлев // Изв. АН СССР. ОТН. Механика и машино-
строение. – 1963. – № 6. – С. 114–118.

[6] Ковтанюк, Л. В. О теории больших упругопластических деформаций при учете тем-
пературных и реологических эффектов / Л. В. Ковтанюк, А. В. Шитиков // Вестник ДВО
РАН. – 2006. – №4. – С. 87–93.

[7] Огибалов, П. М. Нестационарные движения вязкопластических сред / П. М. Огибалов,
А. Х. Мирзаджанзаде. – М. : Изд-во Московского университета, 1970. – 415 с.

[8] Сафрончик, А. И. Вращение цилиндра с переменной скоростью в вязкопластичной среде
/ А. И. Сафрончик // ПММ. – 1959. – Т. 23. – Вып. 6. – С. 998–1014.



30 А.А. БУРЕНИН, Л.В. КОВТАНЮК, А.С. УСТИНОВА

Буренин Анатолий Александрович,
член-корреспондент РАН, доктор физико-математических наук, профессор, директор, Инсти-
тут машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре

e-mail: burenin@iacp.dvo.ru

Ковтанюк Лариса Валентиновна,
доктор физико-математических наук, заведующий лабораторией необратимого деформиро-
вания, Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, г. Владивосток

e-mail: lk@iacp.dvo.ru

Устинова Александра Сергеевна,
кандидат физико-математических наук, младший научный сотрудник лаборатории необра-
тимого деформирования, Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, г. Влади-
восток

e-mail: asustinova@mail.ru



ВОЛНЫ В УПРУГОЙ ТРУБКЕ С ПРОТЕКАЮЩЕЙ ЖИДКОСТЬЮ 31

A.A.Burenin, L.V.Kovtaniuk, A. S.Ustinova

TO VISKOZIMETRICHESKIM TESTING OF THE MATERIALS WITH THE
ELASTIC VISCOUS AND PLASTIC PROPERTIES.

Institute of Machinery and Metallurgy FEB RAS

Institution of Russian Academy of Sciences Institute of Automation and Control Processes of
Far-Eastern Branch of RAS

Abstract. The exact solution of the problem of deformation elastoviscoplastic environment
enclosed between two rigid coaxial cylinders while turning one of them is obtained. On hard
surfaces, the conditions of adhesion are performed. The solution is constructed in the media of
large elastoviscoplastic strains. Reversible deformation and viscoplastic flow, unloading and its
deformation at turn in the opposite direction are considered. Fields are calculated displacements,
strains, stresses and velocities are calculated.

Keywords: elasticity, viscoplasticity, large deformations, residual stresses.
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К ВОПРОСУ О СЖАТИИ ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ
ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОГО СЛОЯ ПРИ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ

АНИЗОТРОПИИ В СЛУЧАЕ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. Рассмотрим плоский идеальнопластический слой, параллельный оси Ox, тол-
щиной 2h. Слой сжимается параллельными шероховатыми плитами вдоль оси Oy.

Ключевые слова: сжатие, слой, идеальная пластичность, трансляционная анизотропия.

УДК: 539.374

Рассмотрим плоский анизотропный слой, предельное состояние которого характеризуется
условием пластичности, который впервые ввел Ивлев Д. Д.,(

σx − σy
2

− k1 − k2

2

)2

+ (τxy − k3)
2

= κ2
0. (1)

Уравнению (1) удовлетворим, полагая

σx = σ + κ cos 2φ1,
σy = σ − κ cos 2φ1,
τxy = κ sin 2φ1.

(2)

Используя (2), найдем зависимость κ от φ1:

κ = ρ cos 2 (φ1 − α) +

√
κ2

0 − ρ2 sin2 2 (φ1 − α), (3)
где

ρ2 =

(
k1 − k2

2

)2

+ k2
3, tgα =

2k3

k1 − k2
.

Предположим, что

φ1 = φ1 (y) . (4)
Из (3) следует

κ = κ (y) .

Уравнения равновесия согласно (2) примут вид

∂σ
∂x + d(κ sin 2φ1)

dy = 0,
∂σ
∂y −

d(κ cos 2φ1)
dy = 0.

(5)

Согласно (2), (4) имеем
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∂σ
∂x = С0, С0 − const,

d(κ sin 2φ1)
dy = −С0.

(6)

Из (6) найдем

σ = С0x+ F (y) ,
κ sin 2φ1 = −С0y + d1.

(7)

Согласно (7) получим

dF
dy = d(κ cos 2φ1)

dy ,

F = κ cos 2φ1 + d2.
(8)

Из (8) согласно (2) будем иметь

σx = С0x+ 2F (y)− d2,
σy = С0x+ d2,
τxy = −С0y + d1.

(9)

Из последнего соотношения (7) согласно (3) получим[(
ã cos 2φ1 + b̃ sin 2φ1

)
+

√
κ2

0 −
(
ã sin 2φ1 − b̃ cos 2φ1

)2
]

2 sin 2φ1 = 2 (−С0y + d1) , (10)

где ã = ρ cos 2α, b̃ = ρ sin 2α.
Из уравнения (10) найдем

tg2φ1 =
l ±
√
l2 +m2 − n2

m+ n
, (11)

где

l = 4С0ãy − 4ãd1, m = −4С0b̃y + 4b̃d1 − 2b̃2 + 2κ2
0 − 2ã2,

n = 2κ2
0 − 2ã2 − b̃2 −

(
2С0y − 2d1 + b̃

)2

.

С учетом решения (11) соотношения (10) запишутся в виде

σx = С0x+ 2 (−С0y + d1) m+n
l±
√
l2+m2−n2

+ d2,

σy = С0x+ d2,
τxy = −С0y + d1.

(12)

Из условия экстремума функционала

А̄2 = εxσx + εyσy + 2εxyτxy − λ

((
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+ (τxy − k3)
2 − κ2

0

)
определим соотношения ассоциированного закона пластического течения:

εx = λ ·
(
σx−σy

2 − k1−k2
2

)
,

εy = −λ ·
(
σx−σy

2 − k1−k2
2

)
,

2 · εxy = 2λ · (τxy − k3) .

(13)

Согласно (13) найдем

εx + εy = 0. (14)
Предположим, что
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v = by, b− const. (15)
Из (14), (15) имеем

u = −bx+ Φ (y) . (16)
С учетом (15), (16) получим

∂u

∂x
= −b, ∂v

∂y
= b, εxy =

1

2

(
∂Φ

∂y

)
. (17)

Из (17) найдем

u = −bx+ Φ (y) . (18)
Из первых соотношений (15), (16) будем иметь

λ =
−b

F (y)− d2 − k1−k2
2

, (19)

где

F (y) = (−С0y + d1)
m+ n

l ±
√
l2 +m2 − n2

. (20)

Используя соотношения (13), (17), с учетом (19) получим

Φ (y) =

∫
−2b (−С0y + d1 − k3)

F (y)− d2 − k1−k2
2

dy. (21)

Таким образом, деформированное состояние слоя определено в виде

u = −bx+
∫ −2b(−С0y+d1−k3)

F (y)−d2− k1−k22

dy,

v = by,
(22)

где F (y) определяется согласно (19).
В частности, при k1 = k2 = k3 = 0 рассмотрим предельное состояние плоского анизотроп-

ного слоя, которое характеризуется условием пластичности, который впервые ввел Хилл:

A

(
σx − σy

2

)2

+Bτ2
xy = κ2

0 (23)

Уравнению (23) удовлетворим согласно (2).
Используя (2), найдем зависимость κ от φ1:

κ =
κ0√

A cos2 2φ1 +B sin2 2φ1

=
κ0√

A+B
2 + A−B

2 cos 4φ1

=
κ0√

a2 + b2 cos 4φ1
, (24)

где a2 = A+B
2 , b2 = A−B

2 .
Предположим, что

φ1 = φ1 (y) . (25)
С учетом (24) следует

κ = κ (y) .

Уравнения равновесия согласно (24) примут вид
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∂σ
∂x + d(κ sin 2φ1)

dy = 0,
∂σ
∂y −

d(κ cos 2φ1)
dy = 0.

(26)

Из (2), (25) найдем

∂σ
∂x = С̃0, С̃0 − const,
d(κ sin 2φ1)

dy = −С̃0.
(27)

Из (26) будем иметь

σ = С̃0x+ F1 (y) ,

κ sin 2φ1 = −С̃0y + d1.
(28)

Согласно (27) получим

dF1

dy = d(κ cos 2φ1)
dy ,

F1 = κ cos 2φ1 + d2.
(29)

Из (28) соотношения (2) примут вид

σx = С̃0x+ 2F1 (y)− d2,

σy = С̃0x+ d2,

τxy = −С̃0y + d1.

(30)

Из соотношения (27) согласно выражению (24) получим

κ0 sin 2φ1√
A cos2 2φ1 +B sin2 2φ1

= −С̃0y + d1. (31)

Из уравнения (30) найдем

tg2φ1 = ±

√√√√√√ A
(
С̃0y − d1

)2

κ2
0 −B

(
С̃0y − d1

)2 . (32)

С учетом решения (31) соотношения (29) запишутся в виде

σx = С̃0x± 2

√
κ2
0

A −
B
A

(
С̃0y − d1

)2

+ d2,

σy = С̃0x+ d2,

τxy = −С̃0y + d1.

(33)

Таким образом, определено напряженное состояние слоя.
Из условия экстремума функционала

А̄3 = εxσx + εyσy + 2εxyτxy − λ

(
A

(
σx − σy

2

)2

+B (τxy)
2 − κ2

0

)
определим соотношения ассоциированного закона пластического течения:

εx = λ ·A
(
σx−σy

2

)
,

εy = −λ ·A
(
σx−σy

2

)
,

2 · εxy = 2λ ·Bτxy.

(34)

Предположим, что



К ВОПРОСУ О СЖАТИИ ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ... 37

v = b̄1y, b̄1 − const. (35)
Из (34) найдем

u = −b̄1x+ Φ1 (y) . (36)
Согласно (34), (35) получим

∂u

∂x
= −b̄1,

∂v

∂y
= b̄1, εxy =

1

2

(
∂Φ1

∂y

)
. (37)

Из соотношений (33), (35) имеем

λ =
−b̄1

A (F1 (y)− d2)
, (38)

где

F1 (y) = ±
√
κ2

0

A
− B

A

(
С̃0y − d1

)2

. (39)

Используя соотношения (33), (35), с учетом (37) получим

Φ1 (y) = − b1

2C̃0

√
κ2

0

A
− B

A

(
C̃0y − d1

)2

+ C̄ ′. (40)

Таким образом, деформированное состояние слоя определено в виде

u = −b1x− b1
2C̃0

√
κ2
0

A −
B
A

(
C̃0y − d1

)2

+ C̄ ′,

v = b1y,
(41)

где F1 (y) определяется согласно (38).
Важность полученных результатов заключается в том, что при предположении того, что

касательное напряжение τxy зависит от y, при выборе любого уравнения пластичности эта
зависимость может быть только линейной. Других вариантов нет.
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TO A QUESTION OF COMPRESSION BY ROUGH PLATES OF THE
IDEALNOPLASTICHESKY LAYER AT TRANSMITTING ANISOTROPY IN

CASE OF FLAT DEFORMATION

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. Let’s consider the flat idealnoplastichesky layer parallel to an axis of Ox, 2h thick.
The layer contracts parallel rough plates along an axis Oy.

Keywords: compression, layer, ideal plasticity, transmitting anisotropy.
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ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНОГО ПЛОСКОГО СЛОЯ,
СЖАТОГО ШЕРОХОВАТЫМИ ПЛИТАМИ ПРИ УСЛОВИИ

ЗАВИСИМОСТИ ПРЕДЕЛА ТЕКУЧЕСТИ ОТ СРЕДНЕГО ДАВЛЕНИЯ

Чувашский государственный педагогический университет им.И.Я.Яковлева

Аннотация. В работе исследуется предельное состояние идеальнопластического анизотроп-
ного плоского слоя, сжатого параллельными жесткими шероховатыми плитами. Рассматри-
вается плоский анизотропный слой толщины 2h.

Ключевые слова: сжатие, слой, идеальная пластичность, трансляционная анизотропия.

УДК: 539.374

Предположим, что условие пластичности зависит от среднего давления и имеет вид

A

(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+B (τxy − k3)
2

= (κ0 + aσ)
2
. (1)

Следуя идеям Гартмана, решение будем искать в виде

ξ = κ0 + aσ = κ̃eλx+ψ(y), κ̃ = const, λ = const.

σx = σ̃xe
λx+ψ(y) + k1 − b,

σy = σ̃ye
λx+ψ(y) + k2 − b,

τxy = τ̃xye
λx+ψ(y) + k3.

(2)

Согласно соотношениям (2) условие пластичности (1) запишется в виде

A

(
σ̃x − σ̃y

2

)2

+Bτ̃2
xy = κ̃2. (3)

Удовлетворим условию (3), полагая

σ̃x = σ̃ + κ (θ) cos 2θ,
σ̃y = σ̃ − κ (θ) cos 2θ,
τ̃xy = κ (θ) sin 2θ,

(4)

где

κ (θ) = κ̃√
A+B

2 +A−B
2 cos 4θ

= κ̃√
a1+b1 cos 4θ

= c2κ̃√
1+c1 cos 4θ

, a1 = A+B
2 ,

b1 = A−B
2 , c1 = b1

a1
, c2 = 1√

a1
.

(5)

Из (2) следует

σ̃ =
σ̃x + σ̃y

2
=
κ̃

a
, b =

k1 + k2

2
+
κ0

a
. (6)

Поступила 04.02.2013
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Согласно (2), (4) из уравнений равновесия получим

λ
(
κ̃
a + κ cos 2θ

)
+ (κ′ sin 2θ + 2κ cos 2θ) dθdy + κ sin 2θ dψdy = 0,

λκ sin 2θ + (−κ′ cos 2θ + 2κ sin 2θ) dθdy +
(
κ̃
a − κ cos 2θ

)
dψ
dy = 0.

(7)

Согласно замене

κ′ =
dκ

dθ
, ρ =

√
κ′2 + 4κ2,

κ′

ρ
= cos 2α,

2κ

ρ
= sin 2α (8)

получим

λ
(
κ̃
a + κ cos 2θ

)
+ (ρ sin 2 (θ + α)) dθdy + κ sin 2θ dψdy = 0,

λκ sin 2θ + (−ρ cos 2 (θ + α)) dθdy +
(
κ̃
a − κ cos 2θ

)
dψ
dy = 0.

(9)

Из (5), (7) найдем

κ′ =
2κ̃c1c2 sin 4θ√
(1 + c1 cos 4θ)

3
, ρ =

2c2κ̃

(1 + c1 cos 4θ)

√
c3 + c4 cos 8θ + 2c1 cos 4θ + 1

1 + c1 cos 4θ
, (10)

где c3 = c1+c2
2 , c4 = c1−c2

2 .
Согласно (8) получим

λ
(
κ̃2

a2 − κ
2
)

+
(
κ̃ρ
a − ρκ sin 2α

)
dθ
dy = 0,

λρ
(
κ̃
a cos 2 (θ + α) + κ cos 2α

)
+ ρ

(
κ̃
a sin 2 (θ + α)− κ sin 2α

)
dψ
dy = 0.

(11)

Из (10) найдем

dθ
dy = − λ(1+c1 cos 4θ−a2)

√
1+c1 cos 4θ

2c2(
√
c3+c4 cos 8θ+1+2c1 cos 4θ−a

√
1+c1 cos 4θ)

,

dψ
dy = −λ c1 sin 4θ cos 2θ(1+c1 cos 4θ)2+sin 2θ

√
(1+c1 cos 4θ)3+ac1c2 sin 4θ

c1 sin 4θ sin 2θ
√

1+c1 cos 4θ+cos 2θ
√

(1+c1 cos 4θ)3−ac2(1+c1 cos 4θ)
,

(12)

Согласно (12) имеем

y + C = − λ
2c2

∫ √
c3+c4 cos 8θ+1+2c1 cos 4θ−a

√
1+c1 cos 4θ

(1+c1 cos 4θ−a2)
√

1+c1 cos 4θ
dθ,

ψ = −λ
∫ c1 sin 4θ sin 2θ

√
1+c1 cos 4θ+cos 2θ

√
(1+c1 cos 4θ)3−ac2(1+c1 cos 4θ)

c1 sin 4θ cos 2θ(1+c1 cos 4θ)2+sin 2θ
√

(1+c1 cos 4θ)3+ac1c2 sin 4θ
dy.

(13)

Следовательно,

σx =
(
κ̃
a + c2κ̃√

1+c1 cos 4θ
cos 2θ

)
eλx+ψ(y) + k1 − b,

σy =
(
κ̃
a −

c2κ̃√
1+c1 cos 4θ

cos 2θ
)
eλx+ψ(y) + k2 − b,

τxy =
(

c2κ̃√
1+c1 cos 4θ

sin 2θ
)
eλx+ψ(y) + k3,

(14)

где θ, ψ (y) определяются из соотношения (11).
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LIMIT CONDITION OF THE ANISOTROPIC FLAT LAYER SQUEEZED BY
ROUGH PLATES ON CONDITION OF DEPENDENCE OF A LIMIT OF

FLUIDITY FROM AVERAGE PRESSURE

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. In work the limit condition of the idealnoplastichesky anisotropic flat layer squeezed
by parallel rigid rough plates is investigated. The flat anisotropic layer of thickness is considered
2h.
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Ю.О.Васильева

К ЗАДАЧЕ УСИЛЕНИЯ МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ ЖЕСТКОЙ
НАКЛАДКОЙ ВДОЛЬ ОДНОГО ИЗ БЕРЕГОВ

Чувашский государственный университет имени И. Н. Ульянова

Аннотация. В работе [1] решена краевая задача для кусочно-однородного упругого тела с
полубесконечной трещиной на линии раздела сред, усиленной частично жесткой накладкой
вдоль одного из берегов. Задача сведена к матричной краевой задаче Римана с кусочно-
постоянным коэффициентом на луче. При построении решения последней считалось, что
матрица-коэффициент задачи имеет различные собственные значения, так как случай их сов-
падения требовал довольно объемных дополнительных исследований и был опущен. Данная
работа направлена на восполнение этого пробела.

Ключевые слова: трещина, жесткая накладка, кусочно-однородная упругая плоскость, на-
пряжения, гипергеометрическая функция, кратные собственные значения.

УДК: 539.375

Пусть в кусочно-однородной упругой изотропной плоскости z = x + iy, составленной из
разных по упругим свойствам верхней Imz > 0 и нижней Imz < 0 полуплоскостей, на линии
раздела сред y = 0 расположена полубесконечная открытая трещина [0,+∞). Верхний берег
трещины на участке [0, l] подкреплен абсолютно жесткой накладкой заданной формы, при-
соединенной к телу идеально жестко с заданным натягом, а остальная часть этого берега и
весь нижний берег трещины нагружены заданными напряжениями:

u+(x) + iv+(x) = s1(x) + is2(x) + iεx+ (u0 + iv0), x ∈ (0, l],

τ+
xy(x) + iσ+

y (x) = p+
1 (x) + ip+

2 (x), x ∈ (l,+∞),

τ−xy(x) + iσ−y (x) = p−1 (x) + ip−2 (x), x ∈ (0,+∞),

(1)

где u + iv – вектор смещений, τxy + iσy – вектор напряжений, s1(x), s2(x), p±1 (x), p±2 (x) –
заданные функции, ε – угол поворота накладки, u0 + iv0 – комплексная константа, выража-
ющая жесткое смещение всего тела, а верхние индексы «+» и «–» у функций означают их
значения на верхнем и нижнем берегах трещины соответственно. Функция s1(x) определяет
величину натяга в точке x, а s2(x) – форму поверхности накладки. Будем считать, что про-
изводные s′1(x), s′2(x) и функции p±1 (x), p±2 (x) непрерывны по Гельдеру на соответствующих
промежутках и p±j (x) = O(x−ρ), ρ > 1, x → +∞, j = 1, 2. Угол поворота ε накладки заранее
неизвестен и находится после решения задачи.

Вдоль луча (−∞, 0] полуплоскости жестко соединены друг с другом.
На ∞ в верхней и нижней полуплоскостях действуют заданные нормальные продольные

напряжения σ∞x1 = σ и σ∞x2 = σµ2(1 + κ1)/[µ1(1 + κ2)] соответственно, где µ1, κ1 и µ2, κ2 –

Поступила 25.02.2013
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-

следований (проект 12-01-31387).
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упругие параметры верхней и нижней полуплоскостей соответственно. Заданы еще главный
вектор X0 + iY0 внешних сил, действующих на накладку, и моментM0 этих сил относительно
вершины трещины.

Требуется найти комплексные потенциалы, описывающие напряженное состояние со-
ставной плоскости, при котором напряжения и вращение в вершине трещины z = 0 и на
правом конце накладки z = l+ i0 могут иметь интегрируемые особенности, и исследовать
поведение напряжений вблизи этих точек.

С помощью видоизмененных формул Колосова–Мусхелишвили применительно к кусочно-
однородной плоскости [2] поставленная задача сводится к матричной краевой задаче Римана
для комплексных потенциалов Φ(z), Ω(z) с кусочно-постоянным коэффициентом, имеющим
разрыв в точке t = 1:

H+(t) = G1 ·H−(t) + g1(t), t ∈ (0, 1),

H+(t) = G2 ·H−(t) + g2(t), t ∈ (1,+∞),
(2)

H(ζ) =

(
H1(ζ)
H2(ζ)

)
, G1 =

(
0 κ−1

1

−m −α

)
, G2 =

(
0 −1
−m 1−m

)
,

g1(t) =

(
2µ1κ

−1
1 [s′(lt) + iε]

α−1
3 p−(lt)− 2µ1κ

−1
1 α4α

−1
3 [s′(lt) + iε]

)
, g2(t) =

(
p+(lt)

α−1
3 p−(lt)− α4α

−1
3 p+(lt)

)
,

H1(ζ) = Φ(lζ), H2(ζ) = Ω(lζ), ζ = z/l, t = x/l,

m = α1α
−1
3 , α = (α2κ1 + α4)(α3κ1)−1,

α1 =
1 + µ∗κ1

1 + κ2
, α2 =

1− µ∗
1 + κ2

, µ∗ =
µ2

µ1
, α3 = 1− α2, α4 = 1− α1,

s′(x) = s′1(x) + is′2(x), p+(x) = p+
2 (x)− ip+

1 (x), p−(x) = p−2 (x)− ip−1 (x).

Компоненты вектор-функции H(ζ), следовательно, и функции Φ(z), Ω(z) на ∞ ограничены.
В точках ζ = 0 и ζ = 1± i0 они могут иметь интегрируемые особенности.

Рис. 1

В работе [1] краевая задача (2) решена явно с помощью гипергеометрической функции
Гаусса. Однако решение найдено в предположении, что собственные значения матрицы G1 –
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различные комплексно-сопряженные числа. Случай совпадения собственных значений мат-
рицы G1 приводит к расхождению с условиями, наложенными на параметры гипергеометри-
ческой функции, и тем самым исключает возможность использования найденного решения.
На рис. 1 изображена поверхность значений параметров µ∗, κ1, κ2, для которых матрица G1

имеет кратное собственное значение. На рисунке видно, что этот случай встречается крайне
редко при физически приемлемых сочетаниях упругих параметров, тем не менее он имеет
место и поэтому требует дополнительных исследований.

Данная работа посвящена построению решения поставленной задачи для случая, когда
матрица G1 имеет кратное собственное значение. В этом случае частное решение однородной
задачи (2) снова ищется в виде

χ1(ζ) = ζλ(ζ − 1)µC

(
w1(ζ)
w2(ζ)

)
, ζ 6∈ [0,+∞), (3)

где λ, µ – комплексные постоянные, C – невырожденная комплексная матрица второго по-
рядка, а w1(ζ), w2(ζ) – фундаментальная система решений гипергеометрического уравнения
[3], определяемая в плоскости с разрезом [0,+∞) формулами

w1(ζ) = F (a, b; 1; ζ), w2(ζ) = (2πi)−1

(
−F (a, b; 1; ζ) ln ζ +

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(n!)2

hnz
n

)
,

hn = 2ψ(n+ 1)− ψ(a+ n)− ψ(b+ n), |ζ| < 1, ζ 6∈ [0, 1],(
w1(ζ)
w2(ζ)

)
= P±

(
F (a, b; a+ b; 1− ζ)

(ζ − 1)1−a−bF (1− a, 1− b; 2− a− b; 1− ζ)

)
,

|ζ − 1| < 1, Im(±ζ) > 0,(
w1(ζ)
w2(ζ)

)
= Q

(
ζ−aF (a, a; a+ 1− b; ζ−1)
ζ−bF (b, b; b+ 1− a; ζ−1)

)
, |ζ| > 1, Im(±ζ) > 0,

P+ =

(
p11 p12

p21 0

)
, P− =

(
1 0
−1 1

)
P+ =

(
p11 p12

p21 − p11 −p12

)
, Q =

(
q11 q12

q21 q22

)
,

p11 =
Г(1− a− b)

Г(1− a)Г(1− b)
, p12 =

Г(a+ b− 1)

Г(a)Г(b)
eiπ(a+b−1),

p21 =
Г(a)Г(b)

2πiГ(a+ b)
, q11 =

Г(b− a)

Г(1− a)Г(b)
eiπa, q12 =

Г(a− b)
Г(a)Г(1− b)

eiπb,

q21 = − (πi+ π ctg π(1− a))Г(b− a)

2πiГ(1− a)Г(b)
eiπa, q22 = − (πi+ π ctg π(1− b))Г(a− b)

2πiГ(a)Г(1− b)
eiπb.

В этих формулах F (a, b; c; ζ) – гипергеометрическая функция Гаусса с неизвестными ком-
плексными параметрами a, b, которые, так же, как и постоянные λ, µ и элементы матрицы
C, подбираются в соответствии с условиями задачи, Г(ζ) – гамма-функция Эйлера, ψ(ζ) –
дигамма-функция, а у многозначных функций ζp и (ζ−1)q берутся ветви, однозначные в плос-
кости с разрезами [0,+∞) и [1,+∞) соответственно, определяемые условиями 0 < arg ζ < 2π
и 0 < arg(ζ − 1) < 2π.

Сравнивая граничные значения искомого частного решения (3) на берегах разреза с одно-
родными краевыми условиями (2) и учитывая, что для принадлежности решения требуемому
классу необходимо

Reλ > −1, Reµ > −1, Re(µ+ 1− a− b) > −1,

Re(a− λ− µ) ≥ 0, Re(b− λ− µ) ≥ 0,

получим

λ = − ln ξ

2πi
, µ = 0, a = 1− ln ξ

2πi
, b =

3

2
+

lnm− ln ξ

2πi
,
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C =

(
ξ(c1 − c2) ξc2
mc1 mc2

)
, c1 =

2ξ2 + ξ(m− 1)

ξ +m
, c2 = ξ − 1,

ξ = −α/2, α > 0,

где ξ – собственное значение матрицы G1 кратности 2.
Каноническая матрица однородной задачи (2) имеет вид

X(ζ) = ζλC

(
F (a, b; 1; ζ)

(2πi)−1
(
−F (a, b; 1; ζ) ln ζ +

∑∞
n=0

(a)n(b)n
(n!)2 hnζ

n
)

a(1− ζ)F (a+ 1, b; 1; ζ)

a(1− ζ)(2πi)−1
(
−F (a+ 1, b; 1; ζ) ln ζ − a−1F (a, b; 1; ζ) +

∑∞
n=0

(a+1)n(b)n
(n!)2 hnζ

n
)) (4)

hn = 2ψ(n+ 1)− ψ(a+ n)− ψ(b+ n), |ζ| < 1, ζ 6∈ [0, 1]

X(ζ) = ζλCP±
(

F (a, b; a+ b; 1− ζ)
(ζ − 1)1−a−bF (1− a, 1− b; 2− a− b; 1− ζ)

a2

a+b (1− ζ)F (a+ 1, b; a+ b+ 1; 1− ζ)

(a+ b− 1)(ζ − 1)1−a−bF (−a, 1− b; 1− a− b; 1− ζ)

)
|ζ − 1| < 1, Im(±ζ) > 0

X(ζ) = ζλCQ

(
ζ−aF (a, a; a+ 1− b; ζ−1)
ζ−bF (b, b; b+ 1− a; ζ−1)

a2

b−1−aζ
−a−1(1− ζ)F (a+ 1, a+ 1; a+ 2− b; ζ−1)

(a− b)ζ−b(1− ζ)F (b, b; b− a; ζ−1)

)
|ζ| > 1, Im(±ζ) > 0

Таким образом, общее решение задачи вычисляется по формулам:

Φ(z) = H1(z/l), Ω(z) = H2(z/l), (5)

H1(ζ) = [A0 +A1ζ + εµ1I1(ζ) + I∗1 (ζ)]χ11(ζ) + [A2 + εµ1I2(ζ) + I∗2 (ζ)]χ12(ζ),

H2(ζ) = [A0 +A1ζ + εµ1I1(ζ) + I∗1 (ζ)]χ21(ζ) + [A2 + εµ1I2(ζ) + I∗2 (ζ)]χ22(ζ),

A0 = − X + iY

2πlc3(α1 + α3)
+
a2(A1 +A2)

b− a− 1
, A1 =

σ

4c3
, A2 =

A1

a− b
,

Ij(ζ) =
1

κ1π

1∫
0

hj(t)dt

t− ζ
, j = 1, 2,

I∗j (ζ) =
µ1

κ1πi

1∫
0

hj(t)s
′(lt)dt

t− ζ
+

1

2πi

+∞∫
1

hj(t)p
+(lt)dt

t− ζ
+

1

2πi

+∞∫
0

ηj(t)p
−(lt)dt

t− ζ
,

X + iY = X0 + iY0 − i
+∞∫
l

p+(x)dx+ i

+∞∫
0

p−(x)dx,

c3 = ξ(c1q11 + c2(q21 − q11)), c4 = ξ(c1q12 + c2(q22 − q12)),

h1(t) =
[
χ+

22(t) + α4α
−1
3 χ+

12(t)
]
/ detX+(t), h2(t) = −

[
χ+

21(t) + α4α
−1
3 χ+

11(t)
]
/ detX+(t),

η1(t) = −α−1
3 χ+

12(t)/detX+(t), η2(t) = α−1
3 χ+

11(t)/detX+(t),

где χij(ζ) — элементы канонической матрицы X(ζ).
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Вычислив момент, найдем угол поворота накладки:

εµ1 = −

 M0

(1 + κ1)l2
+
µ1

κ1

1∫
0

ts′1(lt)dt+

1∫
0

tRe[(A0 +A1t+ I∗1 (t))χ+
11(t)+

+(A2 + I∗2 (t))χ+
12(t)]dt

)
·

 1∫
0

tRe[χ+
11(t)I1(t) + χ+

12(t)I2(t)]dt

−1

.

Аналогично случаю различных собственных значений матрицы-коэффициента в данном
случае вблизи точки z = l− i0 на нижнем берегу трещины напряжения ограничены, а вблизи
точки z = l+i0 ведут себя так же, как вблизи вершины штампа, сцепленного жестко со средой.
Их поведение описывается степенно-осциллирующей функцией (z − l)−1/2+iβ1 с показателем
осцилляции β1 = (2π)−1 lnκ1 и двумя действительными коэффициентами интенсивности.

Особый интерес представляет поведение напряжений вблизи левого конца накладки z = 0,
являющегося одновременно вершиной трещины. Согласно (4), (5)

Φ(z) = ξ(D2 − c2D1)z−1/2+iδ − ξc2(2πi)−1D1z
−1/2+iδ ln z +O(1),

Ω(z) = mD2z
−1/2+iδ −mc2(2πi)−1D1z

−1/2+iδ ln z +O(1), z → 0,
(6)

D1 = [A0 + εµ1I1(0) + I∗1 (0) + a(A2 + εµ1I2(0) + I∗2 (0))]l1/2−iδ,

D2 =
[(
c1 + (2πi)−1c2(h0 + ln l)

)
D1 − (2πi)−1c2 (A2 + εµ1I2(0) + I∗2 (0))

]
l1/2−iδ,

δ = ln |ξ|/(2π),

где несобственные интегралы Ij(0), I∗j (0) сходятся.
Из представлений (6) следует, что напряжения в окрестности точки z = 0 наряду со

степенно-осциллирующей особенностью, определяемой функцией z−1/2+iδ, имеют особенность
типа z−1/2+iδ ln z, где δ > 0. Описанная в данной работе и в работе [1] асимптотика напря-
жений в окрестности вершины трещины, когда в зависимости от упругих параметров полу-
плоскостей напряжения могут иметь там как степенно-осциллирующую особенность z−γ+iδ

(1/2 ≤ γ < 1), так и особенность типа z−1/2+iδ ln z, была получена ранее в работе [4], в которой
решена задача о напряженном состоянии составной упругой плоскости, ослабленной трещи-
ной, на одном берегу которой заданы компоненты напряжения, а на другом – компоненты
перемещения.

На рис. 2 приведены графики зависимости показателя δ осцилляции напряжений от отно-
шения модулей сдвигов µ∗ = µ2/µ1 и от параметра κ2 в случаях κ1 = 1.1 (сплошная линия),
κ1 = 1.5 (штриховая линия с длинными штрихами), κ1 = 2.0 (штриховая линия со средними
штрихами), κ1 = 2.5 (штриховая линия с короткими штрихами).

0 0.05
µ∗−0.16

−0.06

1 3
κ2

−0.16

0

Рис. 2
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На основании представлений (6) вблизи точки z = 0 на действительной отрицательной
полуоси x < 0 для вектора напряжений σy − iτxy справедлива асимптотика

σy(x)− iτxy(x) =
(KI − iKII)|x|iδ + (KIII − iKIV)|x|iδ ln |x|√

2π|x|
+O(1), x→ 0− 0,

KI − iKII = −
√

2π ((ξ +m)D2 − ξc2D1) e−πδ,

KIII − iKIV = (
√

2πi)−1(ξ +m)c2D1e
−πδ,

где KI, KII, KIII, KIV – коэффициенты интенсивности напряжений вблизи точки z = 0.
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Yu.O.Vasilyeva

TO THE PROBLEM OF REINFORCING AN INTERFACE CRACK BY A RIGID
PATCH PLATE ALONG ONE OF ITS EDGES

The Chuvash State University named after I. N. Ulyanov

Abstract. In the paper [1] the boundary–value problem for a piecewise–homogeneous elastic body
with a semi–infinite interface crack partially reinforced by a rigid patch plate along one of its edges
was solved. The problem was reduced to a Riemann–Hilbert boundary–value matrix problem with
a piecewise-constant coefficient on a ray. The solution of the last one was found on the assumption
that the coefficient matrix had different eigenvalues since the multiple eigenvalues case required
extra investigation and was left out. This paper is aimed to fill the gap.
Keywords: crack, rigid patch plate, piecewise homogeneous elastic body, stresses, hypergeometric
function, multiple eigenvalues
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СТАЦИОНАРНОЕ СДВИГОВОЕ ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО
МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ ЕГО МИКРОСТРУКТУРЫ В ПЛОСКОМ

ЗАЗОРЕ МЕЖДУ ДВУМЯ ЦИЛИНДРАМИ

Воронежский государственный университет

Аннотация. Приведен расчёт поля скоростей сдвигового течения вязкопластического мате-
риала с учетом его характерного линейного размера h микроструктуры в плоском цилиндри-
ческом зазоре методом малого параметра. Показано влияние микроструктуры материала на
размер застойной области.

Ключевые слова: вязкопластичность, микроструктура, сдвиг, кольцевой канал.

УДК: 539.374

Наиболее часто сдвиговое течение различных технических материалов между двумя ци-
линдрами встречается в широко распространенных подшипниках скольжения. В случае смаз-
ки с микродобавками из микрочастиц этот материал можно моделировать вязкопластической
жидкостью с учетом конечности представленных элементов ∆V = h3. Общий подход к по-
строению реологических уравнений сложных сред развит Д. Д. Ивлевым в [1]. На рис. 1
изображена схема течения, где R−, R+ – внутренний и внешний радиусы границ области
течения, w(r) – величина окружной скорости течения, wo = w(R−) – скорость внутренней
границы, w(R+) = 0 – условие на внешней границе.

Уравнение стационарного движения микроструктурного вязкопластического материала
имеет вид [2]

∂σ rϕ
∂r

+ 2
σrϕ
r

= 0, (1)

где σrϕ = 2µεrϕ; εrϕ = εcrϕ + h2

6 ∆εcrϕ ; εcrϕ = 1
2 (∂w∂r −

w
r ),

σrϕ – касательная компонента тензора напряжений, εrϕ – компонента тензора скорости
деформаций, h – характерный линейный размер микроструктуры.

Дифференциальное уравнение (1) для напряжения σrϕ интегрируется [3]

σrϕ = σorϕ r
2
o/r

2, (2)
и для скорости деформаций εrϕ получаем выражение

εrϕ/ε
o
rϕ = (ro/r)

2. (3)
Подстановка в (3) выражения скорости деформаций εrϕ через скорость w (r) приводит к

обыкновенному дифференциальному уравнению третьего порядка для w (r):

h2/
6(w′ − w

r
)
′′

+
h2

6

1

r
(w′ − w

r
)
′ − (w′ − w

r
) = εorϕ.

r2
o

r2
. (4)

Поступила 23.02.2013
51



52 Н.Д. ВЕРВЕЙКО, С.А. НОАМАН

Граничные условия при наличии застойной зоны при r ≥ R∗ имеют вид

w (R−) = wo; w
′(R−) + γ w′′(R−) = o ;w(R∗) = 0 ; w′(R∗) = 0 ; K◦ = µ∆εcrϕ(R∗), (5)

здесь Ko – предел пластичности, µ – коэффициент вязкости.
Количество граничных условий позволяет определить 4 постоянных интегрированния и

границу R∗ застойной зоны.

Рис. 1. Схематическое изображение течения в кольцевом канале с застойной зоной r ∈ [R∗, R+]

Точное решение сингулярно возмущенного дифференциального уравнения 4-го порядка (4)
представляется громоздким, и для исследования воспользуемся методом малого параметра
[4].

Внешнее
∧
w по малому h решение удовлетворяет уравнению (4) при h→ 0:

ŵ′ =
ŵ2

r
= ε0

rϕ

r2
0

r2
(6)

Уравнение (6) имеет точное решение:

∧
w(r) = C1.r + C2

1

r
, (7)

здесь C1 = wo/ro , C2 = − ε
o
rϕro
2 – постоянные интегрирования.

Использование граничных условий только на одном конце границы r = R− или r = R∗ при-
водит к значениям постоянных C1 и С2 : C1 = 0 и C2 = 0, т. е. к невозможности движения
без учета влияния параметра h микроструктуры.

Построим внешнее решение задачи при выполнении первых граничных условий:

∧
w(R−) = W− ;

∧
w(r∗) = 0 , т. е.,

C1.R
− + C2/R

− = W− ; C1.R
∗ + C2/R

∗ = 0.
(8)

Получим из условий (8)

С1 = W− ·
(

R∗
4
·R−

R∗2−R−2

)
;C2 = W−

(
R∗

2
·R−

R∗2−R−2

)
;

ŵ (r) =
(

R∗
2
·R−

R∗2−R−2

)
W−

(
− r
R∗2

+ R∗

r

)
.

(9)

На рис. 2 представлен график (9) зависимости скорости
∧
w
w− течения от границы R∗ за-

стойной зоны и радиуса r.
На рис. 3 представлен график зависимости скорости

∧
w (r) в нулевом внешнем разложении

скорости в ряд по малому параметру h.
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Рис. 2. Пространственный график распределения скорости течения
∧
w(r)

для различных значений R∗ застойной зоны

Рис. 3. Поведение безразмерной скорости течения ŵ (r)/W−

в нулевом приближении разложения решения w (r) в степенной ряд по h

Найдем радиус R∗ застойной зоны, исходя из внешнего решения
∧
w (r) = AW−

(
− r
R∗ + R∗

r

)
, где (A = R∗R−

R∗2−R−2 ), и условия выполнения предельного на-
пряжения на границе застойной зоны

τrϕ (R∗) = K◦ = 2µεrϕ (R∗) , (10)
здесь

εrϕ = εcrϕ +
h2

6
∆ εcrϕ = εcrϕ +

h2

6

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r
εcrϕ

)
. (11)

После подстановки значения εcrϕ = (1/2) (∂w/∂r − w/r) в уравнение (10) получим

(K◦/2µ) = −
(
B/r2

) (
1 + 2h2/3r2

)
/r = R∗, (12)

здесь B = W−R∗
2

R−/(R∗
2 −R−2

).
Уравнение (12) является уравнением для R∗:

3K0/2µ R
∗4 −

(
3K0R

−2

/2µ+ 3W−R−
)
R∗

2

− 2W−R−h2 = 0. (13)

Для малых h2 уравнение (13) имеет решение для радиуса R∗ застойной зоны:

R∗
2

0 = R−
2

+ 2µ
R−W−

K0
. (14)
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Рис. 4. Схематическое изображение поведения квадрата радиуса
застойной зоны (R∗/R−)

2 в зависимости от (h/R−)
2 и (K0R

−/µW−)

Уравнение для радиуса R∗ застойной зоны с учетом характерного размера h2 микрострук-
туры можно получить из (11):

R∗
2

≈ R∗
2

0 +
4rW−R−

3R∗0 K0
h2. (15)

После подстановки значения R∗
2

0 из (12) в (15) получим

R∗
2

0 ≈ R−
2

+ 2µ
R−W−

K0

(
1 +

2

3

h2

R∗
2

0

)
. (16)

Из выражения (16) для радиуса R∗ застойной зоны следует, что сам радиус R∗ увеличива-
ется с ростом относительного характерного линейного размера (h/R−) микроструктуры, при
этом толщина R+ − R∗ застойной зоны уменьшается. Скорость роста R∗/R− в зависимости
от (h/R−) определяется безразмерным параметром λ = (µW−/K0R

−), из чего можно сделать
вывод о том, что увеличение вязкости µ и скорости движения W− границы, а также умень-
шение предела пластичности K0 и радиуса R− ведут к усилению влияния микроструктуры
(h/R) на радиусе застойной зоны (рис. 4).

ЛИТЕРАТУРА
[1] Ивлев, Д. Д. Теория идеальной пластичности / Д. Д. Ивлев. – М. : Наука, 1966. – 231 с.
[2] Рейнер, М. Реология / М. Рейнер. – М. : Наука, 1965. – 223 с.
[3] Быкова, М. И. Течение и деформирование материалов однородной микроструктуры /

М. И. Быкова. – Воронеж : Изд-во ВГУ, 2010. – 192 с.
[4] Коул, Дж. Методы возмущений в прикладной математике / Дж. Коул. – М. : Мир,

1972. – 274 с.

Вервейко Николай Дмитриевич,
доктор технических наук, профессор кафедры теоретической и прикладной механики, Воро-
нежский государственный университет, г. Воронеж

e-mail: ver38@mail.ru

Ноаман Салам Абдулкхалек,
аспирант кафедры теоретической и прикладной механики, Воронежский государственный
университет, г. Воронеж

e-mail: salam_000@yahoo.com



СТАЦИОНАРНОЕ СДВИГОВОЕ ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 55

N. D. Verveyko, S. A. Noaman

STATIONARY SHEAR FLOW MICROSTRUCTURE VISCOPLASTIC
MATERIAL IN THE PLANE AREA BETWEEN TWO CYLINDERS

Voronezh State University

Abstract. The calculation of the velocity field of the shear flow of a viscoplastic material, in view
of its characteristic linear dimension h of the microstructural, in a flat cylindrical gap by method
of small parameter. Shows the effect of the microstructure material on the size of the stagnation
region.

Keywords: viscoplasticity, microstructure, shear, ring channel.

REFERENCES
[1] Ivlev, D. D. The theory of ideal plasticity / D. D. Ivlev. – M. : Science, 1966. – 231 p.
[2] Reyner, M. Reology / M. Reyner. – M. : Science, 1965. – 223 p.
[3] Bekova, M. I. Flow and deformation microstructure materials / M. I. Bekova, N. D. Verveykо,

P. P. Sumes, S. A. Shashkina. – Voronezh : Voronezh State University, 2010. – 192 p.
[4] Coul, Dg. Perturbation method in applied mathematical / Dg. Coul. – M. : Peace, 1972. –

274 p.

Verveyko, Nikolay Dmitrievich
Dr. Tech. Sci., Professor, Department of theoretical and applaid mathematical, Voronezh State
University, Voronezh

Salam, Abdulkhalek Noaman
Postgraduate student, Department of theoretical and applaid mathematical, Voronezh State
University, Voronezh



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2013. №1 (15). С. 56–63

В. Г. Зубчанинов, В. И. Гультяев, А. А. Алексеев, В. Н. Ведерников

ОБ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ ИССЛЕДОВАНИИ ЭФФЕКТА
БАУШИНГЕРА И ПОВЕРХНОСТИ ТЕКУЧЕСТИ СТАЛИ У8

Тверской государственный технический университет

Аннотация. В работе исследуется влияние допуска на остаточную деформацию при опре-
делении новых и вторичных пределов текучести, на эффект Баушингера, радиус-функцию
и положение центра гипотетической сферической поверхности текучести в теории пластиче-
ского течения при знакопеременном деформировании для упрочняющегося материала стали
У8 без площадки текучести.

Ключевые слова: пластичность, упругость, сложное нагружение, эффект Баушингера, по-
верхность текучести.

УДК: 539.3

В теории пластичности тензорам напряжений σij и деформаций εij в линейном координат-
ном шестимерном евклидовом пространстве E6 ставятся в соответствие векторы напряжений
и деформаций [1], [2]

S̄ = S̄0 + σ̄, ε̄ = ε̄0 + Э̄, (1)
где

S̄0 = S0î0, ε̄0 = Э0î0− (2)
векторы напряжений и деформаций в одномерном подпространстве объемного растяжения и
сжатия;

σ̄ = Sk îk, Э̄ = Эk îk (k = 1, 2, ...5)− (3)

векторы напряжений и деформаций в пятимерном девиаторном подпространстве; E5 ;
∧
{ik} –

ортонормированный фиксированный базис А. А. Ильюшина в E5, S0 =
√

3σ0, S1 =
√

3
2S11, S2 = 1√

2
(S22 − S33) , S3 =

√
2S12, S4 =

√
2S23, S5 =

√
2S13 ,

Э0 =
√

3ε0, Э1 =
√

3
2Э11, Э2 = 1√

2
(Э22 − Э33) , Э3 =

√
2Э12, Э4 =

√
2Э23, Э5 =

√
2Э13−

(4)
компоненты векторов напряжений и деформаций,

σ0 = σijδij/3, ε0 = εijδij/3, Sij = σij − δijσ0, Эij = εij − δijε0− (5)
компоненты шаровых тензоров (средние напряжение и деформация) и тензоров-девиаторов
соответственно. Модули векторов σ̄ и Э̄ в пятимерном подпространстве формоизменения E5

равны модулям тензоров-девиаторов:
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σ =
√
SkSk =

√
SijSij , Э =

√
ЭkЭk =

√
ЭijЭij , (k = 1, 2, ...5), (i, j = 1, 2, 3). (6)

В теории пластического течения вводятся две основополагающие гипотезы [2]. Первая ги-
потеза состоит в разложении тензора-девиатора деформаций на упругие εeij и пластические
εpij части, что позволяет ввести понятие о мгновенной гипотетической поверхности текуче-
сти f(σ̄, Э̄p) = 0 как границе, разделяющей в пятимерном подпространстве формоизменения
E5 область активного пластического деформирования и область упругого деформирования
и разгрузки [2], [3]. Принцип градиентальности Драккера позволяет определить приращения
векторов упругих и пластических деформаций [2]{

dЭ̄e = dσ̄
2G , dЭ̄p = dλ grad f, ( dσ̄ · grad f > 0) ,

dЭ̄e = dσ̄
2G , dЭ̄p = 0, ( dσ̄ · grad f < 0)

(7)

для активного и пассивного процессов деформирования соответственно.
Вторая гипотеза, введенная В. Прагером, относится к возможности разложения полного

вектора напряжений (рис. 1)

σ̄ = σ̄0 + ā, (8)
где σ̄0− вектор активных напряжений, ā− вектор добавочных остаточных микронапряжений
в E5.

Рис. 1

Определяющие соотношения и все математические модели теории течения, опирающиеся
на понятие поверхности текучести, отличаются ее формой. В наиболее распространенном на
практике варианте теории с трансляционно-изотропным (комбинированным) упрочнением
материала предполагается, что она имеет форму сферы:

2f = (σ̄ − ā) · (σ̄ − ā)− C2
p(sp) = 0, (9)

которая может изменять свои размеры и местоположение при неизменной форме. Здесь
σ0 = Cp(s

p) − скалярная функция изотропного упрочнения, равная радиусу поверхности
текучести, sp− длина дуги траектории пластического деформирования. В начальном состоя-
нии при sp = 0 радиус гипотетической начальной поверхности текучести σ0 = σТ =

√
2/3σТ

(рис. 1), где σT − начальный предел текучести при простом нагружении, определяемый по
техническому допуску на остаточную деформацию Эp∗ ≈

√
3/2 εp11 = 0, 245 % (εp∗ = 0, 2 %).

Принимается универсальный закон упрочнения Одквиста-Ильюшина

σ = Ф(s), (10)
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мало отличающийся от закона единой кривой при простом нагружении σ = Ф(Э). За новый
предел текучести принимается точка K начала разгрузки на диаграмме (10).

Эффект Баушингера при знакопеременном нагружении в E5 оценивается безразмерным
параметром

γ =
∣∣σТ
M

∣∣/σТ
К (11)

при соответствующей величине дуги траектории пластического деформирования sp, где σТ
К

– новый предел текучести на диаграмме растяжения в некоторой точке K начала разгрузки,
σТ
M – вторичный предел текучести при разгрузке из той же точки K и последующем зна-

копеременном нагружении с изломом траектории на 180◦ в E5, определяемый по допуску
на остаточную деформацию Эp∗ при “протыкании” поверхности текучести по диаметральному
направлению [3].

Радиус σ0 = Cp гипотетической текущей сферической поверхности текучести [3] при усло-
вии сохранения ее формы определяется по формуле

σ0 = Cp =
σТ

К − σТ
M

2
=

1− γsignσТ
M

2
σТ

К, (12)

а смещение ее центра в результате пластического деформирования – по формуле

a = σТ
К − Cp =

σТ
К + σТ

M

2
. (13)

Экспериментальное исследование функций σ0 = Cp(s
p) и a(sp) проводилось в опыте при

знакопеременном нагружении-разгужении на автоматизированном испытательном комплексе
СН-ЭВМ имени А. А. Ильюшина в лаборатории механических испытаний кафедры “Сопро-
тивление материалов, теория упругости и пластичности” Тверского государственного техни-
ческого университета. В опыте использовался тонкостенный трубчатый образец из стали У8
без площадки текучести с толщиной стенки h = 1 мм, радиусом срединной поверхности попе-
речного сечения R = 15, 5 мм и длиной рабочей части l = 110 мм, который подвергался мно-
гократному знакопеременному нагружению через равные приращения ∆Э1 = 0, 5 % при рас-
тяжении (рис. 2, 3) с последующим знакопеременным нагружением на |∆Э| ≈ 0, 75 %− 0, 9%
при сжатии. Опыт в режиме непрерывного деформирования продолжался в течение 8 ча-
сов. На рис. 4 представлены полученные опытные зависимости параметра γ от длины ду-
ги траектории пластического деформирования sp, характеризующие эффект Баушингера,
а на рис. 5 – изменение радиуса σ0 гипотетической сферической поверхности текучести.
Представленные зависимости построены при различных допусках на остаточную деформа-
цию εp∗ = (0, 25; 0, 2 ; 0, 1; 0, 05; 0, 025) %, что в линейном девиаторном пространстве
А. А. Ильюшина составляет Эp∗ = (0, 30625; 0, 2 45; 0, 1225; 0, 06125; 0, 030625) % соответ-
ственно, то есть рассмотрены значения как больше, так и меньше общепринятого допуска. На
рис. 6 приведен график смещения центра гипотетической сферической поверхности текуче-
сти в зависимости от параметра sp для тех же допусков на остаточную деформацию Эp∗ при
определении пределов текучести.

С ростом допуска на остаточную деформацию радиус поверхности текучести σ0 увеличи-
вается, а смещение ее центра a уменьшается. Максимальное отклонение для рассмотренных
крайних допусков на остаточную деформацию εp∗ = 0, 25 % и εp∗ = 0, 025 % для радиуса σ0

гипотетической поверхности текучести составляет примерно 50 % (рис. 5), а для смещения
ее центра – примерно 70 % (рис. 6). При максимально достигнутом уровне пластической де-
формации sp значения параметра a при различных допусках на остаточную деформацию не
превысили значения начальных пределов текучести σТ, а значит, центр текущей поверхности
находится внутри начальной поверхности текучести.
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Рис. 2. Локальная диаграмма знакопеременного нагружения S1 − Э1

Рис. 3. Диаграмма деформирования σ − Э

Рис. 4. Эффект относительного изменения предела текучести
в процессе деформирования по Баушингеру
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Рис. 5. Изменение радиуса гипотетической поверхности текучести
при различных допусках на остаточную деформацию

Рис. 6. Смещение центра гипотетической поверхности текучести

За технический предел текучести σТ в теории пластичности принимается такое напря-
жение при растяжении, при котором остаточные деформации становятся одного порядка с
упругими (ε ≈ 10−3). Для многих материалов переход из упругого состояния к области про-
явления пластических деформаций имеет плавный характер, поэтому условно в механике за
такую остаточную деформацию как правило принимают εp∗ = 0, 2 % = 2 · 10−3(Эp∗ = 0, 245 %).
Начальная поверхность текучести в девиаторном пространстве А. А. Ильюшина при данном
допуске на остаточную деформацию описывается сферой Мизеса для начально изотропных
тел. При меньших допусках очертание сферы Мизеса искажается и теряет свою форму [4].
На девиаторной плоскости окружность Мизеса и вписанный в нее шестиугольник Сен-Венана
приобретают тройную симметрию [5]. При этом начальные условия текучести Мизеса и Сен-
Венана определяются формулами [2]

σ = 1√
3

√
(σ1 − σ2)

2
+ (σ2 − σ3)

2
+ (σ3 − σ1)

2
= σT ,

τmax = σm−σn
2 = k (m < n; m, n = 1, 2, 3),

(14)

где σi (i = 1, 2, 3) − главные нормальные напряжения, k − предел текучести при плоском
чистом сдвиге. Уже при εp∗ = 0, 1 % классическая теория пластичности лежит за пределами ее
инженерного контроля [2], [3], [4]. К сожалению, в некоторых математических моделях теории
течения величине допуска на остаточную деформацию не придают значения и не связывают
их с определением предела текучести. В процессе нагружения при трансляции предельной
поверхности она вытягивается в направлении развития процесса вследствие развития дефор-
мационной анизотропии [3], при этом все известные экспериментальные результаты имеют
даже качественные различия в положении и эволюции формы последующих поверхностей



ОБ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ ИССЛЕДОВАНИИ ЭФФЕКТА БАУШИНГЕРА... 61

текучести. Трудность учета экспериментально обнаруживаемых специфических изменений
формы и положения поверхности текучести осложняет развитие математических моделей
теории пластичности, базирующихся на понятии поверхности текучести с учетом искажения
(эволюции) ее формы.

По результатам проведенного экспериментального исследования можно сделать выводы:
1. Эффект Баушингера для стали У8 без площадки текучести выражается уменьшением

по модулю вторичного предела текучести σTМ и параметра γ с ростом длины дуги пластиче-
ского деформирования sp. Параметр γ при различных допусках на остаточную деформацию
стремится к некоторому стационарному значению при sp > 3 %.

2. С ростом допуска на остаточную деформацию Эp∗ параметр γ увеличивается и при мак-
симально достигнутом значении sp для общепринятого допуска εp∗ = 0, 2 %(Эp∗ = 0, 245 %)
составляет 0,3.

3. Радиус гипотетической сферической поверхности σ0 = Cp(s
p) совершает временное по-

нижение типа “нырка”, а затем увеличивается. При повышении допуска Эp∗ примерно до тех-
нического и более очертание поверхности стремится к сферической. При этом отклонение
радиуса при крайних значениях допуска на остаточную деформацию достигает 50 %.

4. Отклонения зависимости параметра смещения a центра предельной поверхности от sp
для рассмотренных различных допусков на остаточную деформацию при определении пре-
делов текучести достигают 70 %.

5. В некоторых математических моделях теории течения временное убывание функции
σ0 = Cp(s

p) в начале процесса пластического деформирования не связывают с определением
пределов текучести по допуску на остаточные деформации и искажением гипотетической
сферической поверхности текучести, что абсолютно нереально и не вызывает доверия к ним.

6. Необходимы экспериментальные исследования эффекта Баушингера, обобщающие его
на случай сложных нагружений-разгружений.
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ABOUT THE EXPERIMENTAL STUDY OF BAUSHINGER’S EFFECT
AND THE YIELD SURFACE ON CARBON STEEL

Tver State Technical University

Abstract. In article research influence of the admission on residual deformation at definition of a
new and secondary offset yield strength, Baushinger’s effect, initial and subsequent radius function
and position of the center of a hypothetical spherical yield surfaces in the plastic-flow theory at
sign-variable loading on carbon steel.

Keywords: plasticity, elasticity, complex loading, Baushinger’s effect, the yield surface.
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Аннотация. В рамках теории течения с помощью метода возмущений [4] выработан подход,
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Учет сжимаемости при упругопластическом деформировании тел приводит к существенно-
му усложнению математических расчетов при определении напряженно-деформированного
состояния. Этому вопросу посвящен ряд статей, среди которых на настоящий момент сле-
дует выделить работы [1], [2], [3], [4]. В работах [1], [4] представлен подход, позволяющий
получить решение задачи определения напряженно-деформированного состояния для случая
плоской деформации материала, сжимаемого по упругим деформациям (рассмотрен случай
малой упругой сжимаемости). В работах [2], [3] предложен алгоритм решения задач определе-
ния напряженно-деформированного состояния для случаев плоской деформации и плоского
напряженного состояния, позволяющих снять предположение о малой упругой сжимаемости
материала. При этом условие пластичности выбрано кусочно-линейным в отличие от [1], [4].
В работе [5] рассмотрено влияние изотропного упрочнения и сжимаемости на решение плос-
ких упругопластических задач. Показано сильное влияние упругой сжимаемости материала
и малое влияние упрочнения на напряженно-деформированное состояние.

Рассмотрим длинное упругопластическое цилиндрическое тело, подвергающееся действию
сил, не меняющихся в направлении длины тела и нормальных к этому направлению (при-
мером такого тела может являться толстостенная цилиндрическая труба, подверженная дей-
ствию внутреннего давления), для которого определено условие пластичности в форме [6]

ασ1 +
√
SijSij − 2k = 0, (1)

где σ1 – первый инвариант тензора напряжений, Sij – девиатор тензора напряжений,
α – скорость дилатансии, k – предел текучести.

Полные деформации тела в пластической зоне eij состоят из упругой eeij и пластической
epij составляющих, где индекс e означает принадлежность к упругой зоне, индекс p – к пла-
стической. То есть

eij = eeij + epij . (2)
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Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука, а приращение пластических
деформаций — ассоциированным законом пластического течения, тогда из (1) и (2) имеем

deij =
1 + µ

E
dσij −

3µ

E
δijdσ + dλ

df

dσij
, (3)

где E – модуль Юнга, δij – символ Кронекера, σ = σ1

3 , dλ – скалярный положительный
множитель, µ – коэффициент Пуассона, f = ασ1 +

√
SijSij − 2k.

Уравнения равновесия, соотношения Коши и соотношения (1), (3) составляют систему
уравнений, описывающих поведение сжимаемого упругопластического тела.

В случае плоской деформации в цилиндрической системе координат соотношения (1), (3)
возможно записать в форме

(σr − σθ)2 + (σθ − σz)2 + (σr − σz)2 + 6τ2
rθ = 3(2k − ασ1)2, (4)

der =
1

E
(dσr − µ(dσθ + dσz)) +

dλ

3
(3σr − (1 + 3α2)(σr + σθ + σz) + 6kα),

deθ =
1

E
(dσθ − µ(dσr + dσz)) +

dλ

3
(3σθ − (1 + 3α2)(σr + σθ + σz) + 6kα),

0 =
1

E
(dσz − µ(dσθ + dσr)) +

dλ

3
(3σz − (1 + 3α2)(σr + σθ + σz) + 6kα),

derθ =
1− µ
E

dτrθ + dλτrθ. (5)

Найти точное аналитическое решение системы, состоящей из уравнения равновесия, соот-
ношений Коши и соотношений (4), (5), затруднительно. Однако приближенное аналитическое
решение можно найти при помощи метода возмущений.

Предположим, что µ = µ0 + δµ1, где µ0 = 0.5, δ – малый параметр, µ1 – известная по-
стоянная. Аналогично σij = σ

(0)
ij + δσ

(1)
ij , eij = e

(0)
ij + δe

(1)
ij , λ = λ(0) + δλ(1), а α = δα(1),

k = k(0).
Следуя [4], подставив эти разложения в уравнения равновесия, соотношения Коши и соот-

ношения (4), (5), приравняв выражения при одинаковых степенях δ, в каждом приближении
получаем систему дифференциальных уравнений.

В нулевом приближении имеет место плоская деформация упругопластического несжима-
емого материала, а значит, будет справедливо условие несжимаемости

er + eθ = 0. (6)

При этом решением третьего уравнения системы (5) будет

σ(0)
z =

σ
(0)
θ + σ

(0)
r

2
, (7)

а системы (4), (5) с учетом (6), (7) перепишутся в виде

(σ
(0)
θ − σ

(0)
r )2 + 4τ

(0)
rθ

2
= 4k2, (8)

e(0)
r − e

(0)
θ =

3

2E
(σ(0)
re − σ

(0)
θe ), (9)

dλ(0) =
de

(0)
r − de(0)

θ −
1+µ(0)

E d(σ
(0)
r − σ(0)

θ ))

σ
(0)
r − σ(0)

θ

. (10)

В первом приближении в упругой зоне для e(1)
r и e(1)

θ имеем
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e(1)
r + e

(1)
θ = −6µ(0)

E
σ(0)
z , (11)

e(1)
r − e

(1)
θ =

1

2E
(3(σ(1)

re − σ
(1)
θe ) + 2µ(1)(σ(0)

re − σ
(0)
θe )). (12)

В пластической зоне, линеаризуя условие пластичности (4), получим

σ
(1)
θp − σ

(1)
rp =

−12kα(1)σ
(0)
z

σ
(0)
θ − σ

(0)
r

. (13)

Из (13), вводя функцию напряжений

σ(1)
rp =

1

r

dΦ

dr
+

1

r2

d2Φ

dθ2
, σ

(1)
θp =

d2Φ

dr2
,

определим напряженное состояние в пластической области для σ
(1)
rp и σ

(1)
θp . Линеаризовав

третье выражение из системы (5) и решив его относительно

χ(1) = 2σ(1)
zp − σ(1)

rp − σ
(1)
θp ,

получим

σ(1)
zp =

1

2
(σ(1)
rp + σ

(1)
θp + χ(1))

при

χ(1) = e−
2
3Eλ0

∫
(
µ(1)dσ

(0)
zp

dλ0
− Ekα(1))e

2
3Eλ0dλ0 + χ(1)

e ,

χ(1)
e = 4µ(1)σ(0)

ze .

Для определения rs1 предположим, что по аналогии со случаем идеальной пластичности
[4] выполняется условие

[σ
(1)
θ +

dσ
(0)
θ

dr
rs1]|r=rs0 = 0,

где rs0 – радиус упругопластической границы в нулевом приближении, квадратные скобки
обозначают разность значений выражений, заключенных в скобки, соответствующих упругой
и пластической областям.

Таким образом, с помощью метода малого параметра в двух приближениях можно полу-
чить напряженное состояние и радиус границы раздела зон в упругопластической задаче.
Полагая в полученных выражениях α(1) = 0, очевидно, приходим к результатам работ [1], [4].
Заметим, что предложенный алгоритм решения задачи определения напряженного состояния
допускает распространение на любое необходимое количество приближений.
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Abstract. In the framework of the theory of flow through the perturbation method [4] developed
an approach that allows to determine the stress state in a compressible elastic-plastic bodies in the
case of plane strain.
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Аннотация. Приводится точное решение классической задачи Пуазейля о прямолинейном
движении среды по цилиндрической трубе. Считается, что среда обладает упругими, вязкими
и пластическими свойствами, поэтому решение строится в рамках модели больших упруго-
пластических деформаций с учетом вязких свойств среды при ее пластическом течении. В
условиях прилипания на граничной поверхности устанавливаются момент и место зарожде-
ния течения, особенности его развития с ростом перепада давления, рассчитываются пара-
метры пластического течения и напряженных состояний при последующем постоянном пере-
паде давления и при торможении течения при уменьшении воздействия перепадом давления,
включая полную остановку. Указываются закономерности продвижения упругопластических
границ и упругопродеформированного ядра в зависимости от характера изменения перепада
давления.

Ключевые слова: упругость, пластичность, вязкость, большие деформации, вязкопласти-
ческое течение.

УДК: 539.374

Введение. Развитие технологической практики настоятельно требует на современном эта-
пе учета упругих свойств материалов при их интенсивном формоизменении. Связано это с
неконтролируемыми изменениями в геометрии изделия, получаемыми приемами, включаю-
щими в себя интенсивное необратимое деформирование (штамповка, формовка, волочение
и др.), в процессах разгрузки при снятии технологической оснастки. Часто в таких про-
цессах в готовом изделии формируется недопустимый с точки зрения эксплуатационных
свойств уровень остаточных напряжений. Отмеченные эффекты задаются упругими свой-
ствами интенсивно деформируемых материалов, поэтому их учет уже на стадии конструи-
рования математической модели деформирования оказывается обязательным. За свою почти
полувековую историю теория больших упругопластических деформаций накопила достаточ-
но большое количество геометрически и термодинамически непротиворечивых моделей [1],
[2], [3], [4], [5], [6]. Несмотря на это, использование подобных замкнутых моделей в практике
создания программных комплексов, ориентированных на расчет технологических приемов,
связанных с интенсивным формоизменением, до настоящего времени совершенно незначи-
тельно. Также незначительным следует признать количество полученных аналитических и
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численно-аналитических решений в рамках построенных моделей больших упругопластиче-
ских деформаций. Продвижение в последнем связано с математической моделью, предло-
женной в [5], где выполнены основные качественные особенности, свойственные теории малых
упругопластических деформаций типа Прандтля-Рейса: тензор необратимых деформаций (не
его компоненты) неизменен в процессах обратимого деформирования и разгрузки, напряже-
ния определяются только уровнем и распределением обратимых деформаций, итоговое раз-
грузочное состояние не зависит от пути разгрузки в пространстве напряжений. Выполнить
данные жесткие требования, не обязательные при построении модели, а иногда и опытно не
состоятельные, удалось в [5], сохранив при этом геометрическую и термодинамическую кор-
ректность построенной модели. Именно данное обстоятельство позволило получить решения
ряда задач [7], [8], [9], [10], [11] теории больших упругопластических деформаций, включая
учет вязких свойств материалов в процессах их пластического течения.

Здесь представим решение еще одной из них. Именно решение задачи Пуазейля о движе-
нии среды, обладающей упругими, пластическими и вязкими свойствами, по цилиндрической
трубе, вызываемом изменяющимся во времени перепадом давления, в условиях прилипания
материала на его граничной поверхности.

1. Исходные соотношения используемой модели деформирования. Движение сре-
ды зададим способом Эйлера, используя прямоугольную систему пространственных декар-
товых координат xi, с помощью закона ai = ai(x1, x2, x3, t). Исторически первое [1] геомет-
рически непротиворечивое разделение полных деформаций на обратимую и необратимую
составляющие связано в наших обозначениях с разложением

gij = ak,iak,j = (δik − 2eik)(δkj − 2pkj), ak,i =
∂ak
∂xi

. (1.1)

В (1.1) eij , pij – компоненты обратимых и необратимых деформаций. Позднее использо-
валось другое разделение деформаций [2], в котором сомножители менялись местами. В [5]
метрический тензор gij представляется в форме

gij = (δik − eik)(δks − 2pks)(δsj − esj), eij = eji, pij = pji. (1.2)

Исходя из (1.2) и следуя уравнению изменения тензора дисторсии и уравнению баланса энтро-
пии [12], для компонент обратимой и необратимой составляющих тензора полных деформаций
можно получить дифференциальные уравнения их изменения (переноса) в форме

Deij
Dt

= εij − εpij −
1

2

(
(εik − εpik + zik)ekj + eik(εkj − εpkj − zkj)

)
,

Dpij
Dt

= εpij − pikε
p
kj − ε

p
ikpkj ,

εij =
1

2
(υi,j + υj,i) , υi =

dui
dt

=
∂ui
∂t

+ ui,jυj ,

(1.3)

где ui и υi – компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды. В (1.3) не опреде-
лены компоненты zij и оператор объективной производной D/Dt. Для того, чтобы получить
геометрически и термодинамически непротиворечивую модель, необходимо положить:

Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj , rij = −rji =

1

2
(υi,j − υj,i) + zij(εsk, esk),

zij=A
−1
[
(εikekj − eikεkj)B2+B(εikeksesj−eikeksεsj) +eikεksestetj−eikeksεstetj

]
,

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3,

B = 2− E1, E1 = ekk, E2 = eijeji, E3 = eijejkeki.

(1.4)
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Объективная производная в (1.4) записана для произвольного тензора с компонентами nij .
Заметим, что при равенстве нулю нелинейной составляющей zij тензора вращений rij произ-
водная (1.4) переходит в производную Яуманна. Когда источник εpij (тензор скоростей пла-
стических деформаций) в уравнении переноса тензора pij равен нулю, компоненты тензора
pij изменяются так же, как при повороте системы координат, или, что то же, как при движе-
нии среды без деформирования. Соотношения (1.3) и (1.4) диктуют следующее разделение
полных деформаций Альманси dij на обратимую и необратимую составляющие:

dij = (ui,j + uj,i − uk,iuk,j) /2 = sij + pij − eikpkj − pikekj + eikpksesj ,

sij = eij − eikekj/2.
(1.5)

Тензор с компонентами eij задает тензор обратимых деформаций с компонентами sij , но
не тождественен последнему. Введение в рассмотрение тензора с компонентами eij связано
не только с удобством в записи уравнения его переноса (1.3), но и с возможностью записать
для упругопластической среды аналог формулы Мурнагана как следствие закона сохранения
энергии. Если предположить, что в случае упругопластической среды термодинамический
потенциал (плотность распределения свободной энергии) – функция только обратимых де-
формаций, то, следуя закону сохранения энергии, можно получить [12]

σij =


−Pδij +

∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) при pij ≡ 0 ,

−P1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) при pij 6= 0.

(1.6)

Соотношения (1.6) записаны для рассматриваемого далее случая несжимаемой среды, P
и P1 – добавочные гидростатические давления, W = W (eij) – упругий потенциал, который,
полагая среду изотропной, зададим в форме [13]

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + . . . ,

Jk =

{
Lk при pij ≡ 0 ,

Ik при pij 6= 0,
L1 = dkk, L2 = dikdkj , I1 = skk, I2 = sststs.

(1.7)

Параметр µ отождествляется обычно с модулем сдвига, b и χ – упругие постоянные более
высокого порядка. Из соотношений (1.6) и (1.7) следует, что во всей области деформирова-
ния напряжения в среде определяются уровнем и распределением обратимых деформаций.
Полагаем, что необратимые деформации накапливаются в среде в условиях соответствия на-
пряжений поверхности нагружения, а скорость их роста задается ассоциированным законом
пластического течения, т. е.

εpij = λ∂f/∂σij , f(σij , ε
p
ij) = κ, λ > 0. (1.8)

Соотношениями (1.8) вводится новая постоянная материала κ – предел текучести. В каче-
стве функции нагружения далее будем использовать условие пластичности Треска, обобщен-
ное на случай учета вязких свойств среды при ее пластическом течении [14]:

max |σi − σj | − 2κ+ 2ηmax |εpk|. (1.9)

Здесь σi – компоненты главных напряжений, εpk – компоненты главных скоростей пласти-
ческих деформаций, η – коэффициент вязкости.

2. Упругое деформирование. Пусть несжимаемый упруговязкопластический матери-
ал, деформационные свойства которого заданы выше, заполняет круглую трубу радиуса R
с недеформируемыми стенками. Рассмотрим деформирование материала и его продвижение
по трубе в условиях растущего со временем перепада давления. Следует заметить, что в
рамках жесткопластической модели Шведова – Бингама получен ряд точных решений задач
антиплоского течения [15], [16], [17], [18], [19], включая обсуждаемую постановку. При отказе
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от предположения о недеформируемости среды, составляющей жесткие ядра, или в застой-
ных зонах математическое моделирование течений значительно усложняется. Деформации в
таких областях преимущественно обратимы, и постановка краевых задач обязана осуществ-
ляться в перемещениях, в то время как в областях течения задача решается в скоростях
перемещений. На границах областей следует требовать выполнения условий непрерывности
перемещений, поскольку равенство скоростей и компонент напряжений оказывается недоста-
точным и может приводить к ошибочным решениям [20]. Вычисление компонент перемещений
в областях течения, как известно [21], – непростая задача. В таких областях необратимые де-
формации необходимо большие, что как раз и требует рассмотрения в рамках модели больших
упругопластических деформаций.

Решение поставленной краевой задачи теории больших упруговязкопластических дефор-
маций в цилиндрической системе координат r, θ, z будем искать в классе функций

u = uz(r, t), υ = υz(r, t), P = P (r, z, t).

Согласно соотношениям (1.5) только две компоненты тензора деформаций в рассматриваемом
случае отличны от нуля:

drr = −u,2r /2, drz = u,r /2. (2.1)

Полагаем, что деформирование начинается из свободного состояния материала и первона-
чально является обратимым (dij , pij). Следуя формуле Мурнагана (1.6), при упругом потен-
циале (1.7) получим

σrr = σθθ = −s(z, r, t)− (b+ µ)u,2r /2 = −p(z, t),
σzz = −p(z, t) + µu,2r , σrz = µu,r .

(2.2)

Здесь s(z, r, t) – новая неизвестная функция добавочного гидростатического давления.
Независимость σrr и σθθ от r будет установлена в дальнейшем. В соотношениях (2.2) не
выписаны слагаемые с третьей и более высокими степенями u,r. Таким образом, обратимые
деформации считаются малыми, и учитываются только старшие нелинейные слагаемые в
зависимостях напряжений от обратимых деформаций. Это ограничение не принципиально,
но позволяет получить точные решения последовательности краевых задач развития и тор-
можения течения в обозримой форме. Для материалов, наиболее характерно проявляющих
упругопластические свойства (металлы), такое ограничение естественно. Далее силами инер-
ции будем пренебрегать, считая процессы деформирования и течения достаточно медленны-
ми. Тогда из уравнений равновесия будет следовать, что из диагональных компонент тензора
напряжений только σzz зависит от r, а σrr = σθθ = −p(z, t) от r не зависят. Интегрирование
уравнений равновесия приводит к зависимостям

σrz = c(t)r/2 + c1(t)/r, p = c(t)z + p0(t). (2.3)

Неизвестные функции интегрирования c(t), c1(t), p0(t) необходимо определить из краевых
условий. Заметим, что c1(t) = 0, так как напряжение σrz обязано быть конечным при r = 0,
p0(t) следует считать известной (задаваемой) функцией контрольного давления в сечении
трубы z = 0. Деформирование и продвижение материала по трубе свяжем с воздействием
градиента давления

∂p/∂z = −ψ(t), ψ(0) = 0. (2.4)

Считаем, что во всем процессе деформирования на стенках трубы выполнены условия
жесткого сцепления

u(R, t) = 0, υ(R, t) = 0. (2.5)

Для указанных условий нагружения решение получаем в виде
σrz = −ψ(t)r/2, p = −ψ(t)z + p0(t),

u = −ψ(t)

4µ
r2 + x(t), υ = − ψ̇(t)

4µ
r2 + ẋ(t), ẋ(t) =

dx

dt
.

(2.6)
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Для определенности полагаем далее ψ(t) линейной функцией времени ψ(t) = αt (α =
const). С учетом краевых условий (2.5) окончательно получаем

u = h(r, t), υ =
∂h(r, t)

∂t
, h(r, t) =

αt

4µ

(
R2 − r2

)
. (2.7)

Это решение при возрастающей функции ψ(t) справедливо в промежутке времени от 0
до последующего момента времени t = t0, начиная с которого от стенки r = R развивается
область пластического течения. Условие его возникновения (1.9) в принятых допущениях
принимает форму

σrz(R, t0) = −κ, t0 = 2κ/(αR). (2.8)

Согласно формуле (1.3) через найденное поле перемещений (2.7) упругие деформации вы-
ражаются зависимостями

erz = −αtr
4µ

, err = −3

2
e2
rz, ezz =

1

2
e2
rz. (2.9)

3. Развивающееся пластическое течение и течение при постоянном перепаде
давления. В последующий за t0 любой текущий момент времени t в среде присутствует об-
ласть течения m(t) 6 r 6 R. Движущаяся поверхность r = m(t) отделяет область течения
от упругого ядра r 6 m(t), где в среде присутствуют только обратимые (упругие) деформа-
ции. В области обратимого деформирования так же, как и ранее, выполняются зависимости
(2.6) для напряжений, перемещений и скоростей. В области течения m(t) 6 r 6 R согласно
соотношениям (1.6) при pij 6= 0, (1.7) и (2.9) имеем

σrr = σθθ = −s1(z, r, t)− 2(µ+ b)e2
rz = −p1(z, t),

σzz = −p1(z, t) + 4µe2
rz, σrz = 2µerz.

(3.1)

Следствием интегрирования уравнений равновесия, как и ранее, является независимость
функции p1 от r, а также имеем выражения

p1(z, t) = q(t)z + n(t), σrz = q(t)r/2, erz = q(t)r/4µ. (3.2)

Условия непрерывности напряжений на упругопластической границе r = m(t) заставляют
считать, что

q(t) = −ψ(t) = −αt, n(t) = p0(t), p1(t) = p(t).

Условие пластического течения (1.9) в рассматриваемом случае перепишется в форме

f (σrz, ε
p
rz) = σ2

rz − (κ− ηεprz)
2

= 0. (3.3)

Следуя ассоциированному закону пластического течения (1.8), из условия (3.3) найдем

σrz = −κ+ εprz, λ =
εprz

ηεprz − κ
. (3.4)

Сравнение зависимостей (3.2) и (3.4) при учете условия (2.4) позволяет вычислить скорость
пластических деформаций:

εprz = (κ− ψ(t)r/2) /η. (3.5)

Положение упругопластической границы r = m(t) задается условием равенства на ней
нулю скорости пластических деформаций (3.5):

m(t) = 2κ/ψ(t) = 2κ/(αt). (3.6)

Распределение скоростей в области течения следует из равенства (3.5) при учете краевого
условия (2.5)

υ(r, t) =
∂h(r, t)

∂t
+ g(r, t), g(r, t) =

2

η

(
ψ

4

(
R2 − r2

)
− κ(R− r)

)
. (3.7)
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Используя условие непрерывности скоростей (2.6) и (3.7) на упругопластической границе,
в области упругого ядра r 6 m(t) найдем

υ(r, t)=
∂h(r, t)

∂t
+g(m, t), u=h(r, t)−2

η

(
κ2

α
ln
t0
t

+κR(t− t0)−αR
2

8

(
t2 − t20

))
. (3.8)

Как уже отмечалось, в задачах упругопластичности необходимо построение непрерывного
на упругопластической границе поля перемещений. Для нахождения перемещений в обла-
сти течения необходимо определить компоненту пластической деформации prz. Интегрируя
уравнение (3.5) при условии равенства нулю пластических деформаций на границе r = m(t),
получаем

prz =
1

η

(
κt− αt2t

4

)
− κ2

ηαr
. (3.9)

По известным упругим (3.2) и пластическим (3.9) деформациям, используя соотношения
(1.3) и (2.1), определяем полные деформации и, следовательно, перемещения в области тече-
ния:

u = h(r, t) +
2

η

(
κ2

α
ln
R

r
+ κt(R− r) +

αt2

8

(
R2 − r2

))
. (3.10)

Здесь использованы условие непрерывности перемещения при r = m(t) и уравнение (3.6).
Таким образом, решение задачи о развитии вязкопластического течения при растущем

перепаде давления можно считать завершенным. Подчеркнем, что выбор простейшей зави-
симости ψ(t) = αt связан только с конкретизацией задачи и получением наиболее простых
окончательных зависимостей, решающих задачу. При любой другой монотонно возрастающей
функции ψ(t) приведенные вычисления можно повторить.

Пусть, начиная с момента времени t = t1, функция ψ(t) остается постоянной: ψ(t) = αt1.
Тогда согласно соотношениям (3.6) область течения не увеличивается, а пластические де-
формации растут в пределах слоя m(t1) = m1 6 r 6 R. Процесс накопления пластических
деформаций и деформированное состояние в движущемся упругом ядре r 6 m1 подчинены
зависимостям, непосредственно следующим из полученного выше решения:

– в упругом ядре:

u = h(r, t1) + h1(m1) + g(m1, t1), υ = g(m1, t1),

h1(m1) =
2κ2

ηα
ln

R

m1
− αt21

4η

(
R2 −m2

1

)
.

(3.11)

– в области течения:
u = h(r, t1) + g(r, t1) + h1(r), υ = g(r, t1),

prz =
t

η

(
κ− αt1r

2

)
+
αrt21
4η
− κ2

αηr
, pzz = 2erzprz, prr = −pzz − 2p2

rz.
(3.12)

В (3.12) следует использовать зависимость для обратимых деформаций из соотношений
(3.2).

4. Течение при уменьшении перепада давления. Разгрузка. Пусть, начиная с неко-
торого момента времени t = t2 > t1, функция ψ(t) убывает, например, по закону

ψ(t) = αt1 (1− β(t− t2)) , β = const. (4.1)

В любой последующий за t2 момент времени t в среде будут присутствовать три по-разному
деформирующиеся области: область упругого ядра r 6 m1, область m1 6 r 6 l(t), где необра-
тимые деформации присутствуют, но не накапливаются, и область продолжающегося течения
l(t) 6 r 6 R. Цилиндрическая поверхность r = l(t) будет новой упругопластической грани-
цей, движущейся от поверхности r = m1 к внешней границе среды r = R. Иначе говоря,
радиус упругого ядра, которое движется как продеформированное целое, возрастает за счет
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присоединения к нему области m1 6 r 6 l(t) , где наряду с обратимыми имеются и неизменя-
ющиеся необратимые деформации. Заметим, что неизменным остается тензор необратимых
деформаций, в то время как его компоненты могут меняться. В рассматриваемом случае не
меняется величина prz, а prr и pzz изменяются в данной области. В упругой области анало-
гично предыдущим зависимостям для любого момента времени t > t2 для перемещений и
скоростей получаем

u = −αt1 (1− β(t− t2))

4µ
r2 + w(t), υ = −αt1β

4µ
r2 + ẇ(t). (4.2)

Здесь w(t) – неизвестная функция, определяемая из краевого условия. В каждой точке обла-
сти m1 6 r 6 R течение продолжается до момента времени, пока ее не достигнет движущаяся
поверхность l(t). После этого во всей области m1 6 r 6 l(t) скорость пластической деформа-
ции εprz = 0 и, следовательно, величина prz остается постоянной. Это приводит к тому, что и
в указанной области оказываются справедливыми зависимости (4.2). В области l(t) 6 r 6 R,
где течение продолжается, аналогично выводу зависимости (3.5) найдем

εprz = (κ− αt1 (1− β(t− t2)) r/2) /η. (4.3)

Требование εprz(l(t)) = 0 позволяет записать закон продвижения границы r = l(t):

l(t) =
2κ

αt1 (1− β(t− t2))
. (4.4)

Используя, как и ранее, кинематические зависимости (1.1) и (4.3) и условие (2.7), опреде-
лим скорость в области продолжающегося течения:

υ = F (r, t) =
2

η

(
αt1 (1− β(t− t2))

4

(
R2 − r2

)
+ κ(r −R)

)
+
αt1β

4µ

(
R2 − r2

)
. (4.5)

Условие равенства скоростей на границе области течения r = l(t) позволяет найти неиз-
вестную функцию w(t) в соотношениях (4.2) и получить, что функция υ = F (l, t) задает
зависимость скорости движения ядра от времени. Для определения перемещений в области
течения необходимо вычислить компоненту prz необратимых деформаций. Интегрируя ра-
венство (4.3) с использованием начального условия в момент изменения режима течения при
t = t2, получим

prz =
t

η

(
κ− αt1r

2

)
+
αrt21
4η
− κ2

αηr
+
αt1βr

4η
(t− t2)2. (4.6)

Отсюда при известном законе продвижения упругопластической границы (4.4) определим
необратимые деформации в области ядра m1 6 r 6 l(t):

prz =
1

2η

(
2κ

β
− 2κ2

αr

(
1 +

1

t1β

)
+
αt1r

2

(
t1 −

1

β

)
− αt1t2r + 2κt2

)
. (4.7)

По известным скоростям точек среды, упругим и пластическим деформациям найдем пе-
ремещения, учитывая их равенство на границах m1 и l(t):

– в области пластического течения l(t) 6 r 6 R:

u− g(r̃, t1)t+ h1(ř)− κ1h2(r̂, t) + h3(r, t) +
αt1β

4η
(t− t2)2

(
r̃2 −R2

)
,

h2(r̂, l) =
1

η

(
αt1

(
1

4β
+
t2
2

)(
r̂2 − l2

)
− 2κ

(
1

β
+ t2

)
(r̂ − l) +

2κ2

αt1β
ln
r̂

l

)
,

h3(r, t) =
αt1
4µ

(1− β(t− t2))
(
R2 − r2

)
,

(4.8)

причем
κ1 = 0, r̃ = ř = r, (4.9)
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– в области m1 6 r 6 l(t), примыкающей к ядру:

κ1 = 1, r̃ = l, ř = r̂ = r, (4.10)

– в упругой области:
κ1 = 1, r̃ = l, r̂ = ř = m1. (4.11)

Упругопластическая граница r = l(t) в своем продвижении по среде в момент времени

t3 = β−1 − 2κ/(αRt1β) + t2

выходит на границу r = R. Следовательно, с момента времени t = t3 вязкопластическое
течение прекращается. Перемещения в момент времени t = t3 определяются зависимостями
(4.8), (4.10) при m1 6 r 6 R и (4.8), (4.11) при r 6 m1 соответственно, если в них положить
l = R. Скорость в момент времени t3 и при дальнейшем (t > t3) убывании функции ψ(t) по
закону (4.1) до конечного момента разгрузки tk = β−1 + t2 во всей области деформирования
определяется по формуле

υ = αt1β
(
r2 −R2

)
/(4µ). (4.12)

В этом же промежутке времени перемещения определяются зависимостью

u = h1(r̃)− h2(r̃, R) + h3(r, t) (4.13)

при r̃ = r в области m1 6 r 6 R и при r̃ = m1 в области упругого деформирования.
В конечный момент разгрузки t = tk функция h3(r, t) станет равной нулю. Следовательно,

с этого момента времени движение среды останавливается, и перемещения далее остаются
постоянными. Заметим, что в этот момент времени скорость продвижения точек среды в яд-
ре изменяется скачкообразно. До момента времени t = tk распределение скорости задается
зависимостью (4.12) (t < tk), а с этого момента (t > tk) скорость обращается в нуль. То же
происходило при смене режимов нагружения с растущего перепада давления на постоянный
и с постоянного на уменьшающийся. Следовательно, к скачкообразному изменению в распре-
делении скорости приводит разрыв в производной по времени функции ψ(t) = ∂p/∂z. Суще-
ственная нестационарность подобного изменения требует, по-видимому, учета сил инерции и
связанного с этим волнового перераспределения скоростей, что выходит за рамки использу-
емого здесь квазистатического подхода.

В качестве иллюстрации особенностей течения и деформирования в ядре при учете упругих
свойств среды на рисунке приведены следующие из полученных решений последовательности
задач развития и торможения течения зависимости распределения безразмерной скорости
γ = υη/(µR) от безразмерной пространственной координаты ρ = r/R в разные моменты
безразмерного времени τ = αRt/µ. Приняты следующие значения постоянных:

κ

µ
= 0.00621,

µ2

αRη
= 100,

αR

βµ
= 0.04.

Отметим, что с ростом перепада давления скорость среды увеличивается. При постоян-
ном перепаде давления упругое ядро движется как продеформированное целое быстрее, чем
точки среды в области течения. Когда перепад давления уменьшается, движение упругого
ядра вследствие упругого эффекта замедляется быстрее в сравнении с движением в области
вязкопластического течения. Еще более отчетливо упругое последействие проявляется при
остановке течения, когда все точки среды уже будут двигаться в обратную сторону и упругие
деформации уменьшаются до нуля при полной разгрузке (ψ = 0).

Полученное аналитическое решение может оказаться полезным в теории смазок, в расчетах
технологических режимов волочения металлов (приведенные выше числовые значения посто-
янных соответствуют стали), процессов транспортировки тяжелых углеводородов и др. Также
полученное точное решение классической задачи Пуазейля для сред со сложными упруговяз-
копластическими свойствами может послужить основанием для тестирования алгоритмов и
программ численных расчетов в моделировании процессов с большими необратимыми дефор-
мациями при учете упругих эффектов.
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Рис. 1. Изменение скорости в процессе деформирования
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THE FLOW OF ELASTO-VISCOUS-PLASTIC MEDIUM THROUGH A TUBE IN
THE CONDITIONS OF CHANGING DIFFERENTIAL PRESSURE

Institute of automation and control processes of Far Eastern Branch of Russian Academy of
Sciences
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Abstract. The exact solution of the classical problem of Poiseuille of rectilinear movement of
the environment on cylindrical tube is provides. It is believed that the environment has elastic,
viscous and plastic properties, so the solution is constructed in the framework of the model of
large elasto-plastic deformations taking into account the viscous properties of the medium with
its plastic flow. In the conditions of adhesion on the boundary surface, set the time and place
the origin of the flow, the peculiarities of its development with the growth of the pressure drop is
calculated parameters of plastic flow and stress States with subsequent constant pressure drop and
braking flow at reducing the effects of pressure drop, including a full stop. Specify the patterns
promotion of elasto-plastic boundaries and elastic deformed kernel depending on the nature of the
change of the differential pressure.

Keywords: elasticity, plasticity, viscosity, large deformations, visco-plastic flow
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РАЗЛОЖЕНИЯ ЛАГРАНЖА ПО ФУНКЦИЯМ ФАДЛЯ-ПАПКОВИЧА В
ОБРАТНО-СИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ

ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОЛУПОЛОСЫ

Московский государственный открытый университет имени В. С. Черномырдина

Аннотация. Рассматриваются разложения Лагранжа по функциям Фадля-Папковича, воз-
никающим при решении обратно-симметричной краевой задачи теории упругости для пря-
моугольной полуполосы.

Ключевые слова: обратно-симметричная задача, функции Фадля-Папковича, разложения
Лагранжа.

УДК: 539.3 + 517.95

Актуальность исследуемой проблемы. Функции Фадля-Папковича возникают есте-
ственным путем при решении краевой задачи двумерной теории упругости в полуполосе с про-
извольными граничными условиями на продольных сторонах полуполосы (не совпадающими
с условиями периодичности, так как в этом случае получаются известные решения Файлона-
Рибьера в тригонометрических рядах) и с любыми граничными условиями на ее торце. Раз-
ложениями Лагранжа по функциям Фадля-Папковича называют разложения только одной
функции по какой-либо одной системе функций Фадля-Папковича. Разложения Лагранжа
являются аналогами рядов Фурье и играют такую же роль в решении краевых задач для по-
луполосы, какую ряды Фурье играют в периодических решениях Файлона-Рибьера. Впервые
они изучались в статье [1], а в статье [2] использовались для решения краевых задач в полупо-
лосе для случая симметричной деформации полуполосы. Однако для обратно-симметричной
деформации они практически не изучались.

Материал и методика исследований. Рассмотрим несимметричную относительно оси
x деформацию полуполосы {Π+ : x ≥ 0, |y| ≤ 1}, у которой продольные стороны y = ±1 сво-
бодны, а на торцах заданы какие-либо граничные условия. Решение соответствующей краевой
задачи будем искать в виде разложений по функциям Фадля-Папковича [1]:

σx (x, y) =

∞∑
k=1

akσx (λk, y) eλkx + akσx(λk, y) eλkx,

σy (x, y) =

∞∑
k=1

akσy (λk, y) eλkx + akσy(λk, y) eλkx,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

akτxy (λk, y) eλkx + akτxy(λk, y) eλkx, (1)

Поступила 04.02.2013
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следований (код-проекта 13-08-00118).
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U(x, y) = C2y +

∞∑
k=1

akU (λk, y) eλkx + akU(λk, y) eλkx,

V (x, y) = −(C1 + C2x) +

∞∑
k=1

akV (λk, y) eλkx + akV (λk, y) eλkx (Reλk < 0) .

U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y), где u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и
поперечное перемещения, G – модуль сдвига. Элементарные решения не учтены в формулах
(1), за исключением постоянных C1, C2, соответствующих жестким смещениям.

Функции Фадля-Папковича в случае обратно-симметричной деформации полуполосы име-
ют вид (µ – коэффициент Пуассона):

σx (λk, y) = (1 + µ)λk{(2 sinλk − λk cosλk) sinλky + λky sinλk cosλky},

σy (λk, y) = (1 + µ)λ2
k{cosλk sinλky − y sinλk cosλky},

τxy (λk, y) = (1 + µ)λk{(sinλk − λk cosλk) cosλky − λky sinλk sinλky}, (2)

U (λk, y) =

(
sinλk −

1 + µ

2
λk cosλk

)
sinλky +

1 + µ

2
λky sinλk cosλky,

V (λk, y) = −
(

1− µ
2

sinλk +
1 + µ

2
λk cosλk

)
cosλky −

1 + µ

2
λky sinλk sinλky,

причем τxy (λk,±1) = σy (λk,±1) = 0, λk - все комплексные нули целой функции

L (λ) = λ− sinλ cosλ. (3)
Для них можно установить следующую асимптотическую формулу:

λk ≈ (k + 2)π − 3π

4
) +

i

2
ln[4(k + 2)π − 3π]. (4)

Удовлетворяя с помощью выражений (1) граничным условиям, заданным на торце по-
луполосы, приходим к задаче определения коэффициентов ak из разложений по функциям
Фадля-Папковича, например (элементарное решение можно считать известным):

σ(y) =
∞∑
k=1

akσx (λk, y) + akσx
(
λk, y

)
,

τ(y) =
∞∑
k=1

akτxy (λk, y) + akτxy
(
λk, y

)
.

(5)

Коэффициенты ak определяются отсюда в явном виде с помощью биортогональных систем
функций, которые находятся из решения уравнений:

a)
∞∫
−∞

σx(λ, y)Xk(y)dy = L(λ)
(λ2−λ2

k)
, b)

∞∫
−∞

σy(λ, y)Yk(y)dy = λ2L(λ)
(λ2−λ2

k)
,

c)
∞∫
−∞

τxy(λ, y)Tk(y)dy = λL(λ)
(λ2−λ2

k)
, d)

∞∫
−∞

U(λ, y)Uk(y)dy = λL(λ)
(λ2−λ2

k)
,

e)
∞∫
−∞

V (λ, y)Vk(y)dy = L(λ)
(λ2−λ2

k)
, λk ∈ Λ (k ≥ 1).

(6)

Здесь σx(λ, y), σy(λ, y) и т. д. – порождающие функции. Соответствующие финитные части
функций биортогональных систем определяются так, как описано в статье [2]. Окончательные
формулы для них таковы (|y| ≤ 1):
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a) xk(y) =
1

2(1 + µ)λ2
k

(
sinλky

sinλk
− y
)

; b) yk(y) =
−1

2(1 + µ)

sinλky

sinλk
;

c) tk(y) =
1

2(1 + µ)λk

cosλky

sinλk
; d) uk(y) =

1

(1 + µ)

sinλky

sinλk
; (7)

e) vk(y) =
1

(1 + µ)λk

(
cosλky

sinλk
− 1

λk

)
.

Финитные части функций биортогональных систем, отвечающих нулевым корням харак-
теристического уравнения λ− sinλ cosλ = 0, выглядят так (|y| ≤ 1):

x0(y) =
3

2
y, u0(y) =

3

2(1 + µ)
y, v0(y) =

3

4(1 + µ)

(
y2 − 1/3

)
. (8)

Они находятся из следующих соотношений, аналогичных (6):

∞∫
−∞

σx(λ, y)X0(y)dy = 3(1 + µ)L(λ);

∞∫
−∞

U(λ, y)U0(y)dy = 3L(λ)
2λ ;

∞∫
−∞

V (λ, y)V0(y)dy = −3L(λ)
2λ2 .

(9)

Правые части этих равенств выбраны таким образом, что при λ→ 0 из (9) следует

∞∫
−∞

yX0(y)dy = 1,

∞∫
−∞

yU0(y)dy = 1,

∞∫
−∞

V0(y)dy = 1. (10)

Функции (8) получаются отсюда так же, как и функции (7). Найдем, например, функ-
цию x0(y). Полагая в первом равенстве (9) λ = kπ (k = 1, 2, ...), получим выражение для
определения x0(y):

1∫
−1

x0(y) sin kπydy =
−3(−1)k

kπ
.

Для решения краевых задач с заданными разрывами перемещений или напряжений по-
требуются функции [2]

Φ(λk, y) = ΦS(λk, y) + iΦC(λk, y),Ψ(λk, y) = ΨS(λk, y) + iΨC(λk, y), (11)

F (λk, y) = 2Φ(λk, y)−Ψ(λk, y) = FS(λk, y) + iFC(λk, y),

где

ΦS(λk, y) = −τxy(λk, y), ΦC(λk, y) =
1

2
[σy(λk, y)− σx(λk, y)],

ΨS(λk, y) = (1 + µ)
dU(λk, y)

dy
− 3 + µ

2
τxy(λk, y), ΨC(λk, y) = σy(λk, y),

FS(λk, y) = −
[
(1 + µ)

dU(λk, y)

dy
+

1− µ
2

τxy(λk, y)

]
, FC(λk, y) = −σx(λk, y)

или на основании (2)

ΦS(λk, y) = −(1 + µ)λk{(sinλk − λk cosλk) cosλky − λky sinλk sinλky},
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ΦC(λk, y) = (1 + µ)λk{(λk cosλk − sinλk) sinλky − λky sinλk cosλky},

ΨS(λk, y) = (1 + µ)λ2
k{cosλk cosλky + y sinλk sinλky}, (12)

ΨC(λk, y) = (1 + µ)λ2
k{cosλk sinλky − y sinλk cosλky},

FS(λk, y) = −(1 + µ)λk{(2 sinλk − λk cosλk) cosλky − λky sinλk sinλky},

FC(λk, y) = (1 + µ)λk{(λk cosλk − 2 sinλk) sinλky − λky sinλk cosλky}.
Для функций Φ(λk, y) и Ψ(λk, y) выполняется равенство

dΨ(λk, y)

dy
= iλkΦ(λk, y). (13)

Функции, биортогональные к функциям Фадля-Папковича Φ(λk, y), Ψ(λk, y) и F (λk, y),
определяются как решения уравнений

∞∫
−∞

Φ(λ, y)φν(y)dy = L(λ)
λ−λν ,

∞∫
−∞

Ψ(λ, y)ψν(y)dy = λL(λ)
λ−λν ,

∞∫
−∞

F (λ, y)fν(y)dy = λνL(λ)
λ(λ−λν) , λν ∈ Λ (ν ≥ 1).

(14)

Обозначив здесь

φν(y) = φSν (y)− iφCν (y), ψν(y) = ψSν (y)− iψCν (y),
fν(y) = fSν (y)− ifCν (y),

(15)

получим следующие уравнения для определения φν(y), ψν(y), fν(y):

∞∫
−∞

ΦS(λ, y)φSν (y)dy =
λL(λ)

λ2 − λ2
ν

,

∞∫
−∞

ΦC(λ, y)φCν (y)dy =
λνL(λ)

λ2 − λ2
ν

,

∞∫
−∞

ΨS(λ, y)ψSν (y)dy =
λλνL(λ)

λ2 − λ2
ν

,

∞∫
−∞

ΨC(λ, y)ψCν (y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
ν

, (16)

∞∫
−∞

FS(λ, y)fSν (y)dy =
λνL(λ)

λ (λ2 − λ2
ν)
,

∞∫
−∞

FC(λ, y)fCν (y)dy =
L(λ)

λ2 − λ2
ν

.

Ниже приведены аналогичные (7) формулы для финитных частей этих функций (|y| ≤ 1)
(для них оставлены прежние обозначения).

φSk (y) =
sinλky

2(1 + µ) sinλk
, φCk (y) =

− cosλky

2(1 + µ) sinλk
, ψSk (y) =

λk sinλky

2(1 + µ) sinλk
,

ψCk (y) =
1

2(1 + µ)

{
−λk cosλky

sinλk
+ [δ(y + 1) + δ(y − 1)]

}
, (17)

fSk (y) =
−1

2(1 + µ)λk

{
cosλky

λk sinλk
+

1

2

(
y2 − 1

3

)}
, fCk (y) =

−1

2(1 + µ)λ2
k

{
sinλky

sinλk
− y
}
.

Нулевым корням характеристического уравнения отвечают следующие финитные функции
(в том случае, когда они есть):
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φC0 (y) =
3

4
y, ψS0 (y) =

3

8

(
y2 − 1

3

)
, fC0 (y) =

−3

2
y, fS0 (y) =

−3

8

(
y2 − 1

3

)
. (18)

Они определяются из следующих соотношений, подобных (6):

∞∫
−∞

ΦC(λ, y)φC0 (y)dy = − 3(1+µ)L(λ)
2 ,

∞∫
−∞

ΨS(λ, y)ψS0 (y)dy = 3(1+µ)L(λ)
2λ ,

∞∫
−∞

FC(λ, y)fC0 (y)dy = −3(1 + µ)L(λ),
∞∫
−∞

FS(λ, y)fS0 (y)dy = − 3(1+µ)L(λ)
2λ .

(19)

Дадим формальные примеры разложений Лагранжа по всем рассмотренным выше функ-
циям Фадля-Папковича. В общем случае эти разложения выглядят так:

U(y) = u0y +

∞∑
k=1

uk
λkMk

U (λk, y) +
uk

λkMk

U(λk, y),

V (y) = v0 +

∞∑
k=1

vk
Mk

V (λk, y) +
vk

Mk

V (λk, y),

σx(y) = x0y +

∞∑
k=1

xk
Mk

σx (λk, y) +
xk

Mk

σx(λk, y),

σy(y) =

∞∑
k=1

yk
λ2
kMk

σy (λk, y) +
yk

λ2
kMk

σy(λk, y),

τ(y) =

∞∑
k=1

τk
λkMk

τxy (λk, y) +
τk

λkMk

τxy(λk, y), (20)

ΦS(y) =

∞∑
k=1

φSk
λkMk

ΦS (λk, y) +
φSk

λkMk

ΦS(λk, y),

ΦC(y) = φC0 +

∞∑
k=1

φCk
λkMk

ΦC (λk, y) +
φCk
λkMk

ΦC(λk, y),

ΨS(y) = ψS0 +

∞∑
k=1

ψSk
λ2
kMk

ΨS (λk, y) +
ψSk

λ2
kMk

ΨS(λk, y),

ΨC(y) = ψC0 +

∞∑
k=1

ψCk
λ2
kMk

ΦC (λk, y) +
ψCk

λ2
kMk

ΨC(λk, y),

FS(y) = fS0 +

∞∑
k=1

fSk
Mk

FS (λk, y) +
fSk
Mk

FS(λk, y),

FC(y) = fC0 +

∞∑
k=1

fCk
Mk

FC (λk, y) +
fCk
Mk

FC(λk, y).

Знаменатели в этих формулах получаются как значения правых частей соответствующих
выражений (6), (16) при λ = λk, а Mk = sin2 λk/λk.

Условимся некоторую функцию f(y) называть самоуравновешенной (СУ) и самоуравнове-
шенной по моменту (СУМ), если для нее соответственно

∫ 1

−1
f(y)dy = 0 и

∫ 1

−1
f(y)ydy = 0.

1. Разложения по U(λk, y). Раскладываемая функция U(y) = y. Она не СУМ. В этом
случае
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uk =

1∫
−1

yuk(y)dy =

1∫
−1

y
1

(1 + µ)

sinλky

sinλk
dy =

2(sinλk − λk cosλk)

(1 + µ)λ2
k sinλk

,

u0 =

1∫
−1

yu0(y)dy =

1∫
−1

y
3

2(1 + µ)
ydy =

1

1 + µ
.

Пусть СУМ раскладываемая функция U(y) = y(y2 − 3/5). Коэффициенты ее разложения
в ряд Лагранжа равны

uk =

1∫
−1

y(y2 − 3/5)uk(y)dy =
4[λk cosλk(15− λ2

k)− sinλk(15− 6λ2
k)]

5(1 + µ)λ4
k sinλk

,

u0 =

1∫
−1

y(y2 − 3/5)u0(y)dy = 0.

Не СУМ раскладываемая функция U(y) = y. Тогда

uk =

1∫
−1

yuk(y)dy =

1∫
−1

y
1

(1 + µ)

sinλky

sinλk
dy =

2(sinλk − λk cosλk)

(1 + µ)λ2
k sinλk

, (21)

u0 =

1∫
−1

yu0(y)dy =

1∫
−1

y
3

2(1 + µ)
ydy =

1

1 + µ
.

Соответствующий ряд Лагранжа с коэффициентами (21) будет таким:

y =
y

1 + µ
+

∞∑
k=1

uk
λkMk

U (λk, y) +
uk

λkMk

U(λk, y) (|y| < 1).

Еще одно разложение. Не СУМ функция U(y) = sin(πy). Здесь

uk =

1∫
−1

sin(πy)
1

(1 + µ)

sinλky

sinλk
dy =

2π

(1 + µ)(λ2
k − π2)

,

u0 =

1∫
−1

sin(πy)
3

2(1 + µ)
ydy =

3

π(1 + µ)
.

2. Разложения по V (λk, y). Числа vk и v0 находятся по формулам:

vk =
1∫
−1

V (y)vk(y)dy =
1∫
−1

V (y) 1
(1+µ)λk

(
cosλky
sinλk

− 1
λk

)
dy,

v0 =
1∫
−1

V (y)v0(y)dy =
1∫
−1

V (y) 3
4(1+µ)

(
y2 − 1

3

)
dy.

(22)

Так как функции v0(y), vk(y) СУ, то можно считать, что раскладываемая функция V (y)
тоже СУ. В противном случае к разложению Лагранжа нужно будет добавить легко опреде-
ляемую постоянную.

Пусть раскладываемая функция V (y) = sgn(y) sin(2πy). Учитывая, что она СУ, получим:
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vk = 2

1∫
0

sin(2πy)
1

(1 + µ)

cosλky

λk sinλk
dy =

4π(cosλk − 1)

(1 + µ)λk sinλk(λ2
k − 4π2)

,

v0 = 2

1∫
0

sin(2πy)
3

4(1 + µ)

(
y2 − 1

3

)
dy =

−3

4(1 + µ)
.

Другой пример. СУ функция V (y) = 5y4 − 30
7 y

2 + 3
7 ортогональна к параболе y2 − 1/3.

Поэтому в ее разложении Лагранжа (20) v0 = 0.
Рассмотрим не СУ раскладываемую функцию y2. Сделаем ее СУ, положив V (y) = y2−1/3.

По формулам (22) найдем

vk = 2

1∫
0

(
y2 − 1

3

)
1

(1 + µ)

cosλky

λk sinλk
dy =

4[3λk cosλk + (λ2
k − 3) sinλk]

3(1 + µ)λ4
k sinλk

, (23)

v0 = 2

1∫
0

(
y2 − 1

3

)
3

4(1 + µ)

(
y2 − 1

3

)
dy =

2

15(1 + µ)
.

Искомое разложение с коэффициентами (23) будет иметь вид

y2 =
1

3
+

2

15(1 + µ)
+

∞∑
k=1

vk
Mk

V (λk, y) +
vk

Mk

V (λk, y) (|y| < 1).

3. Разложения по σx (λk, y) (илиFC (λk, y)). Эти функции СУМ. Поэтому будем рассмат-
ривать только СУМ раскладываемые функции. Например, σx(y) = y(y2 − 3/5). Тогда имеем

x0 = 0, xk = 2

1∫
0

y

(
y2 − 3

5

)
1

2(1 + µ)

sinλky

λ2
k sinλk

dy.

Подставляя найденные значения в соответствующие ряды (20), получим нужные разложе-
ния.

4. Разложения по σy (λk, y) (илиΨC (λk, y)). Пусть, например, раскладываемая функция
σy(y) = (y3 − y)/3. Коэффициенты ее разложения в ряд Лагранжа равны

yk =

1∫
−1

y3 − y
3

−1

2(1 + µ)

sinλky

sinλk
dy =

−2[3λk cosλk + (λ2
k − 3) sinλk]

3(1 + µ)λ4
k sinλk

.

Соответствующий ряд (20) равномерно сходится к σy(y) на всем отрезке [−1, 1].
5. Разложения по τxy (λk, y) (илиΦS (λk, y)). Эти функции СУ. Поэтому будем рассматри-

вать разложения в ряд Лагранжа только СУ функций. Например, τ(y) = y2 − 1/3. Можно
проверить, что в этом случае τk = −yk.

6. Разложения по ΦC (λk, y) . Если раскладываемая функция ΦC (y) СУМ, то

φC0 = 0, φCk =

1∫
−1

ΦC(y)
−1

2(1 + µ)

sinλky

λk sinλk
dy.

Если нет, то ее нужно сделать СУМ, добавив к ней Ay (A - некоторая постоянная) и (−Ay)
к сумме ряда. Это позволяет улучшить сходимость ряда Лагранжа.

7. Разложения по ΨS (λk, y) . Пусть, например, раскладываемая функция ΨS(y) = y2−1/3.
Тогда
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ψSk =

1∫
−1

(
y2 − 1

3

)
−1

2(1 + µ)

cosλky

sinλk
dy =

−2[3λk cosλk + (λ2
k − 3) sinλk]

3(1 + µ)λ3
k sinλk

,

ψS0 =

1∫
−1

3

8

(
y2 − 1

3

)(
y2 − 1

3

)
dy =

1

15
.

8. Разложения по FS (λk, y) . Пусть раскладываемая функция FS(u) = 5y4. Сделаем ее СУ
и ортогональной к функции y2 − 1/3, добавив к ней функцию 3(1− 10y2)/7. Тогда получим

fS0 = 0, fSk =

1∫
−1

(
5y4 − 30

7
y2 +

3

7

)
−1

2(1 + µ)

cosλky

λ2
k sinλk

dy. (24)

Соответствующее разложение с коэффициентами (24) имеет такой вид:

5y4 =

(
30

7
y2 − 3

7

)
+

∞∑
k=1

fSk
Mk

FS (λk, y) +
fSk
Mk

FS(λk, y) (|y| < 1).

Результаты исследований и их обсуждение. Выписаны интегральные соотношения
для определения систем функций, биортогональных к функциям Фадля-Папковича, возни-
кающим при решении обратно-симметричной краевой задачи теории упругости в полуполо-
се. Получены явные формулы для биортогональных функций. Даны примеры разложений
по различным системам функций Фадля-Папковича. Коэффициенты разложений при этом
определяются в простом явном виде. Рассмотрены особенности разложений в ряды Лагран-
жа. В частности, особое внимание уделено полиномиальным слагаемым, входящим в состав
разложений по системам функций Фадля-Папковича.

Резюме. Разложения Лагранжа по функциям Фадля-Папковича служат основой при ре-
шении краевых задач теории упругости в полуполосе или в прямоугольнике. Опираясь на по-
лученные результаты, можно построить точные аналитические решения различных обратно-
симметричных задач подобно тому, как это было сделано в статье [2] для случая симметрич-
ной деформации.
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Е. Е. Кузнецов, И. Н. Матченко, Н. М. Матченко

ШЕСТЬ ВАРИАНТОВ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВЕКТОРА ИНТЕНСИВНОСТИ
ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ ГЛАВНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

Тульский государственный университет

Аннотация. Показано, что векторное пространство главных напряжений состоит из шести
независимых сегментов. Отсюда следует шесть вариантов представления вектора напряжения
в трехмерном векторном пространстве главных напряжений.

Ключевые слова: векторное пространство главных напряжений, ранжированные главные
напряжения, инварианты, параметр Лоде.

УДК: 539.1

1. Деформируемое твердое тело отнесем к лабораторной системе декартовых координат
xi (i = 1, 2, 3). Напряженное состояние элемента сплошной среды характеризуется симмет-
ричным тензором напряжений σij . Если известны компоненты тензора напряжения σij , то
значения главных напряжений λ находятся посредством решения характеристического урав-
нения [1], [2], [3]

λ3 − I1λ2 − I2λ− I3 = 0, (1.1)

где

I1 = σii, I2 = (σijσij − σiiσjj)/2, I3 = |σij | (1.2)

– первый, второй и третий инварианты тензора напряжения.
Решая кубическое уравнение (1.1) найдем значения ранжированных напряжений

σmax, σint, σmin,

где σmax, σint, σmin - максимальное (maximal), промежуточное (intermediate) и мини-
мальное (minimal) главное напряжение. Условие ранжирования задается неравенством
σmax ≥ σint ≥ σmin.

Пример 1. Пусть известны компоненты тензора напряжений σ11 = 96.1, σ22 = 73.18,
σ33 = 1.64, σ12 = 27.78, σ13 = −21.66, σ23 = 36.44. Напряжения отнесены к величине
o = 1МПа.

По формулам (1.2) вычислим I1 = 170.92, I2 = −4741.46, I3 = −195526.6. Решая уравнение
(1.1), получим

σmax = 114.75, σint = 78, σmin = −21.84. (1.3)

Поскольку значениям ранжированных напряжений соответствуют шесть различных соче-
таний главных напряжений

Поступила 16.03.2013
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σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, σ2 ≥ σ1 ≥ σ3, σ2 ≥ σ3 ≥ σ1, σ3 ≥ σ2 ≥ σ1, σ3 ≥ σ1 ≥ σ2, σ1 ≥ σ3 ≥ σ2,
(1.4)

то по результатам решения уравнения (1.1) имеется шесть вариантов представления вектора
напряжений в векторном пространстве главных напряжений.

2. Проекции главных напряжений на девиаторную плоскость обозначим σ′i =
√

2/3σi. По-
ложительно направленные проекции главных осей oσ′i расположены на девиаторной плоско-
сти под углом 2π/3.

Рис. 1

Если через ось гидростатического давления и направления главных осей провести плоско-
сти, то пространство главных напряжений разделится на шесть сегментов с раствором угла
π/3, а девиаторная плоскость, соответственно, разделится на шесть равных секторов. Бис-
сектриса каждого из секторов является линией сдвига. Арабскими цифрами (n = 1, ..., 6)
введем нумерацию секторов (сегментов). Отсчет секторов будем проводить против хода ча-
совой стрелки от оси oσ′1.

В каждом из сегментов под номером n связь между неупорядоченными главными напряже-
ниями σ1, σ2, σ3 и главными ранжированными напряжениями σmax, σint, σmin представлена
в виде таблицы 1.
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Таблица 1
Зависимости между ранжированными и неупорядоченными главными

напряжениями

n Неравенства σmax σint σmin

1 σ
(1)
1 ≥ σ(1)

2 ≥ σ(1)
3 σ

(1)
1 σ

(1)
2 σ

(1)
3

2 σ
(2)
2 ≥ σ(2)

1 ≥ σ(2)
3 σ

(2)
2 σ

(2)
1 σ

(2)
3

3 σ
(3)
2 ≥ σ(3)

3 ≥ σ(3)
1 σ

(3)
2 σ

(3)
3 σ

(3)
1

4 σ
(4)
3 ≥ σ(4)

2 ≥ σ(4)
1 σ

(4)
3 σ

(4)
2 σ

(4)
1

5 σ
(5)
3 ≥ σ(5)

1 ≥ σ(5)
2 σ

(5)
3 σ

(5)
1 σ

(5)
2

6 σ
(6)
1 ≥ σ(6)

3 ≥ σ(6)
2 σ

(6)
1 σ

(6)
3 σ

(6)
2

Так как пространство главных напряжений состоит из шести независимых сегментов, то в
векторном пространстве главных напряжений имеется шесть вариантов представления век-
тора напряжений ~Σ

~Σ(n) = ~σ
(n)
1 + ~σ

(n)
2 + ~σ

(n)
3 .

3. Рассмотрим тригонометрическую форму решения уравнения (1.1) [3]

σ1 = σ +
√

2/3Σd cosφσ, σ2,3 = σ +
√

2/3Σd cos(φσ ∓ 2π/3), (3.1)

где σ = I1/3 – гидростатическое давление, Σd =
√
I2 + I2

1/3 – модуль девиаторных напряже-
ний, φσ – фаза тензора девиаторных напряжений. Из соотношений (3.1) следует выражение
для вычисления фазового инварианта [1]

cos 3φσ = (2I3
1 + 9I1I2 + 27I3)/[2(I2

1 + 3I2)3/2]. (3.2)

Для вычисления фазы воспользуемся тождеством

cos3 φσ − 0.75 cosφσ − 0.25 cos 3φσ = 0. (3.3)

Решением уравнения (3.3) являются три значения функции cosφσ: (cosφσ)I , (cosφσ)II ,
(cosφσ)III . Поскольку функция cosφσ является четной, то результатом решения уравнения
(3.3) будет шесть значений фаз: φ(1)

σ ≤ φ(2)
σ ≤ ... ≤ φ(6)

σ . Каждое значение фазы соответствует
одному из сочетаний главных напряжений и определяет положение вектора девиаторных
напряжений на девиаторной плоскости.

В соответствии с (3.1) положительное направление отсчета угла φ(n)
σ на девиаторной плос-

кости направленно в сторону против часовой стрелки от положительного направления оси
oσ′1.

Главные напряжения в каждом из сегментов вычисляются по формулам

σ
(n)
1 = σ +

√
2/3Σd cosφ(n)

σ , σ
(n)
2,3 = σ +

√
2/3Σd cos(φ(n)

σ ∓ 2π/3).

Пример 2. Для напряженного состояния, характеризующегося тензором напряжений, ком-
поненты которого приведены в примере 1, значение фазового инварианта, вычисленного в
соответствии с рекомендацией (3.2), будет cos 3φ

(n)
σ = −0.7073. Подставляя значение фазо-

вого инварианта в уравнение (3.3), найдем шесть значений угла φ(n)
σ : φ(1)

σ = 45◦, φ(2)
σ = 75◦,

φ
(3)
σ = 165◦, φ(4)

σ = −165◦ = 195◦, φ(5)
σ = −75◦ = 285◦, φ(6)

σ = −45◦ = 315◦.
4. Биссектриса каждого из секторов является линией сдвига. Угол между вектором ~Σ

(n)
d и

линией сдвига называется углом вида напряженного состояния ωσ [3], [4]. Положительное на-
правление отсчета угла вида напряженного состояния ωσ в каждом из секторов производится
от сдвиговой линии в сторону минимального напряжения.
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Исследуя влияние промежуточного главного напряжения на пластическое деформирование
металлов, В. Лоде [5] ввел характеристику напряженного состояния

µσ = [2σ
(1)
2 − σ(1)

1 − σ(1)
3 ]/[σ

(1)
1 − σ(1)

3 ]. (4.1)

Параметр Лоде изменяется в диапазоне −1 ≤ µσ ≤ 1. При одноосном напряжении µσ = −1,
при одноосном сжатии µσ = 1, а при кручении µσ = 0.

Для напряженного состояния, характеризующегося в первом секторе ранжированными
главными напряжениями

σ
(1)
1 = σmax = 114.75, σ

(1)
2 = σint = 78, σ

(1)
3 = σmin = −21.84,

получим µσ = 0.464.
На рис. 2 показано графическое построение вектора интенсивности тензора девиаторных

напряжений в первом секторе.

Зависимость между углом вида напряженного состояния и параметром Лоде записывается
в виде

mσ = tgωσ = µσ/
√

3. (4.2)

Из соотношения (4.2) следует, что параметр Лоде представляет собой нормированное зна-
чение параметра вида напряженного состояния mσ = tgωσ.

Несложно показать, что в числовом примере имеем

µσ = 0.464, ωσ = atgmσ = 60◦ − φ(1)
σ = 15◦.

А. А. Ильюшин [2] предложил универсальную формулу для вычисления параметра Лоде,
справедливую для любого из секторов
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µσ = (2σint − σmax − σmin)/(σmax − σmin). (4.3)

Рассмотрим второй вариант - φσ = φ
(2)
σ = 75◦. Вектор интенсивности девиаторных напря-

жений расположен во втором секторе. Поскольку во втором секторе σ(2)
2 ≥ σ

(2)
1 ≥ σ

(2)
3 , то из

соотношений (1.3) следует

σ
(2)
2 = σmax = 114.75, σ

(2)
1 = σint = 78, σ

(2)
3 = σmin = −21.84. (4.4)

Параметр Лоде в секторе 2 вычисляется по формуле

µσ = [2σ
(2)
1 − σ(2)

2 − σ(2)
3 ]/[σ

(2)
2 − σ(2)

3 ]. (4.5)

Для напряженного состояния, характеризующегося главными напряжениями (2.6), полу-
чим µσ = 0.464.

Зависимость между углом вида напряженного состояния ωσ и параметром Лоде µσ сохра-
няется в виде в (4.2). Тогда

ωσ = atg(µσ/
√

3) = 90◦ − φ(2)
σ = 15◦.

Следовательно, во втором секторе положительное направление отсчета угла ωσ задается
от линии сдвига в направлении по ходу часовой стрелки.

На рис. 3 показано графическое построение вектора интенсивности тензора девиаторных
напряжений во втором секторе.

Рис. 3

Рассмотрим третий вариант - φσ = φ
(3)
σ = 165◦. Так как для третьего сектора справедливо

неравенство σ(3)
2 ≥ σ(3)

3 ≥ σ(3)
1 , то

σ
(3)
1 = σmin = −21.84, σ

(3)
2 = σmax = 114.75, σ

(3)
3 = σint = 78. (4.6)

Параметр Лоде в секторе 3 вычисляется по формуле

µσ = [2σ
(3)
3 − σ(3)

2 − σ(3)
1 ]/[σ

(3)
2 − σ(3)

1 ]. (4.7)

Для напряженного состояния, характеризующегося главными напряжениями (4.6), из (4.7)
получим µσ = 0.464. Вычислим угол вида напряженного состояния
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ωσ = atg(µσ/
√

3) = φ(3)
σ − 150 = 15◦.

В третьем секторе положительное направление отсчета угла ωσ задается от линии сдвига
в направлении против хода часовой стрелки.

На рис. 4 показано графическое построение вектора интенсивности тензора девиаторных
напряжений в третьем секторе.

Рис. 4

В монографиях [1], [5] в формуле для вычисления параметра Лоде в секторе 3 допущена
ошибка. Причем первоначально ошибка была допущена в монографии [5], а затем повторена
в монографии [1]. Суть ошибки состоит в том, что в знаменателе перепутаны обозначения
минимального и максимального главного напряжения.

Сопоставляя построение вектора тензора девиаторных напряжений, можно установить за-
висимость между фазовым инвариантом φσ и углом вида напряженного состояния ωσ для
каждого из секторов

ωσ = [(2n− 1)π/6− φ(n)
σ ](−1)n

или

φ(n)
σ = (2n− 1)π/6− (−1)nωσ,

где n – номер сектора.
Обратим внимание на то, что в нечетных секторах девиаторной плоскости положительное

направление угла вида напряженного состояния ωσ совпадает с ходом часовой стрелки, а в
четных секторах направлено против хода часовой стрелки.

Выводы
1. В трехмерном векторном пространстве главных напряжений имеется шесть вариантов

независимого представления вектора напряжений.
2. Положение вектора девиаторных напряжений в каждом секторе определяется углом

φ
(n)
σ .
3. Параметр Лоде µσ является нормированным значением параметра вида напряженного

состояния mσ.
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4. В отличие от фазы параметр Лоде для всех секторов имеет одно и то же значение.
5. Направление отсчета угла вида напряженного состояния ωσизменяется при переходе из

сектора в сектор.
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Abstract. It is shown, that the vector space of the main stress consists of six independent
segments. From here follows six variants of representation of a vector of a stress in three-dimensional
vector space of the main stress.
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О ПАРАМЕТРЕ ЛОДЕ
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Аннотация. Рассматривается параметр вида напряженного состояния, введенный В. Лоде.
Показано, что в монографиях Р. Хилла, У. Джонсона и П. Меллора, В. Г. Зубчанинова при
применении этого параметра допущены ошибки.

Ключевые слова: главные напряжения, ранжированные главные напряжения, параметр
Лоде.

УДК: 539.1

Деформируемое твердое тело отнесем к лабораторной системе декартовых координат
xi (i = 1, 2, 3). Напряженное состояние элемента сплошной среды характеризуется тензором
напряжения σij или главными напряжениями σi и триэдром главных направлений. Растяги-
вающие напряжения считаем положительными.

Рассмотрим трехмерное векторное пространство главных напряжений ~σi. Пусть главные
напряжения образуют правую систему координат. В векторном пространстве главных на-
пряжений выделим девиаторную плоскость. Проекции главных напряжений на девиаторную
плоскость обозначим σ′i =

√
2/3σi. Положительно направленные проекции главных осей oσ′i

расположены на девиаторной плоскости под углом 2π/3. Если пунктирными линиями нане-
сти отрицательные направления осей, то девиаторная плоскость разделится на шесть равных
секторов. Цифрами 1,2,. . . ,6 обозначим нумерацию секторов и в каждом из секторов укажем
соотношения между главными напряжениями, записанные в виде неравенств (табл. 1).

Таблица 1

1 2 3 4 5 6
σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ1 ≥ σ3 ≥ σ2

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 σ1 ≥ σ3 ≥ σ2 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3

σ1 ≥ σ3 ≥ σ2 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3 σ1 ≥ σ2 ≥ σ3

В. Лоде, исследуя влияние промежуточного главного напряжения на пластические дефор-
мирование металлов, ввел параметр вида напряженного состояния [3]:

µσ =
2σ2 − σ1 − σ3

σ1 − σ3
, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, (1)

причем −1 ≤ µσ ≤ 1. При одноосном растяжении µσ = −1, при одноосном сжатии µσ = 1,
а при кручении µσ = 0. Неравенство в соотношениях (1) показывает, что Лоде напряженное
состояние отнес к сектору 1.

Введем ранжированные главные напряжения

Поступила 16.03.2013
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σmax ≥ σint ≥ σmin, (2)

где σmax, σmin, σint, – максимальное, минимальное и промежуточное главные напряжения. С
учетом неравенства (2) параметр Лоде можно записать в виде

µσ =
2Σint − Σmax − Σmin

Σmax − Σmin
.

В таблице 2 приведены зависимости между неупорядоченными главными напряжениями
и ранжированными главными напряжениями.

Таблица 2

1 2 3 4 5 6
σmax σ1 σ2 σ2 σ3 σ3 σ1

σint σ2 σ1 σ3 σ2 σ1 σ3

σmin σ3 σ3 σ1 σ1 σ2 σ2

В таблице 3 выписаны соотношения, определяющие параметр Лоде в каждом из секторов.
Таблица 3

№ сектора 1 2 3
µσ

2σ2−σ1−σ3

σ1−σ3

2σ1−σ2−σ3

σ2−σ3

2σ3−σ2−σ1

σ2−σ1

№ сектора 4 5 6
µσ

2σ2−σ3−σ1

σ3−σ1

2σ1−σ3−σ2

σ3−σ2

2σ3−σ1−σ2

σ1−σ2

В монографиях Р. Хилла [4], У. Джонсона и П. Меллора [1] параметр Лоде для сектора 3
выписан в виде

µσ =
2σ3 − σ2 − σ1

σ1 − σ2
. (3)

Сравнивая соотношение (3) с соответствующим значением параметра Лоде в секторе 3 таб-
лицы 3, видим, что в монографиях [1], [4] в выражении (3) допущена ошибка. Действительно,
из соотношения (3) в случае одноосного сжатия (σmin = σ1) получим µ = −1, а при одноосном
растяжении (σmax = σ2) получим µ = 1, что противоречит механическому смыслу параметра
Лоде. Ошибка в соотношении (3) заключается в том, что в знаменателе перепутаны местами
максимальное и минимальное главные напряжения. Причем ошибку в написании параметра
Лоде первым допустил в своей монографии Р. Хилл [4], а У. Джонсон и П. Меллора затем
тиражировали ее в своей монографии [1], переведенной во многих странах.

В монографии В. Г. Зубчанинова [2] для главных напряжений используются соотношения
вида

σ1 = σ +

√
2

3
τ cosϕ, σ2 = σ +

√
2

3
τ cos

(
ϕ+

2π

3

)
, σ3 = σ +

√
2

3
τ cos

(
ϕ− 2

3
π

)
, (4)

где σ = σijδij/3 – гидростатическое давление, δij – символ Кронекера, τ =
√
sijsij – мо-

дуль девиатора напряжений, sij = σij − σ – компоненты тензора девиатора напряжений, ϕ
– фазовый инвариант напряжений, причем φ = [ark cos(3

√
6 |sij | /Σ3

д)]/3. Фазовый инвариант
определяет ориентацию вектора интенсивности девиаторных напряжений ~Σд на девиаторной
плоскости.

Рассмотрим сектор 1. В этом секторе для главных напряжений справедливо неравенство
σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. В соответствии с таблицей 1 параметр Лоде рассчитывается по формуле (1).
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Подставляя выражения (4) в соотношение (1), установим в секторе 1 связь между пара-
метром Лоде и фазовым инвариантом ϕ:

µσ = −
√

3tg(φ+ π/6) =
√

3ctg(φ+ 2π/3). (5)

В монографии [2] на рис. 2.10б и в первом абзаце на стр. 60 утверждается, что положи-
тельное направление фазового инварианта ϕ осуществляется в девиаторной плоскости от оси
oσ′1 в направлении против часовой стрелки.

В этом случае в секторе 1 фазовый инвариант должен изменяться в диапазоне 0 ≤ ϕ ≤ π/3.
Подставляя в (5) значение ϕ = 0, получим µσ = −1. Это соответствует одноосному рас-

тяжению. При чистом сдвиге ϕ = π/6. И из (5) следует µσ = −3. При одноосном сжатии
ϕ = π/3. Из (5) следует µσ = ∓∞. Значения µσ при фазовых инвариантах ϕ = π/6 и ϕ = π/3
противоречат механическому смыслу параметра Лоде. Это противоречие обусловлено тем,
что соотношениями (4) устанавливается положительное направление отсчета фазового ин-
варианта ϕ в девиаторной плоскости от оси oσ′1 в направлении по часовой стрелке, в то
время как в монографии [2] на рис. 2.10 показано положительное направление против хода
часовой стрелки. При положительном отсчете угла ϕ в направлении от оси oσ′1 по часовой
стрелке диапазон изменения угла ϕ в секторе 1 соответствует интервалу 5π/3 ≤ ϕ ≤ 2π или
−π/3 ≤ ϕ ≤ 0.

Пусть ϕ = −π/3 или ϕ = 5π/3, тогда µσ = 1. В этом случае напряженное состояние
соответствует одноосному сжатию. Положим ϕ = 11π/6 или ϕ = −π/6, тогда µσ = 0 и
напряженное состояние соответствует чистому сдвигу. Если ϕ = 2π или ϕ = 0, то µσ = −1 и
напряженное состояние соответствует одноосному растяжению.

Отсюда следует, что в монографии [2] при определении положительного направления от-
счета фазового инварианта ϕ допущена ошибка.
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ABOUT PARAMETER LODE
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Abstract. The parameter of a kind of the intense condition, entered Century Lode is considered
at research of influence of an ranged main stress on plastic properties of metals. It is shown, that
in monographs R. Hill’s, U. Johnson’s and P. Mellor’s, V. Zubchaninov’s at application of this
parameter make mistakes.
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О ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ФАЗОВОГО ИНВАРИАНТА
ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕИЙ
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Аннотация. Рассмотрено трехмерное векторное пространство главных напряжений. Поло-
жение вектора интенсивности девиаторных напряжений на девиаторной плоскости задается
фазовым инвариантом. Показано, что в монографиях учебного характера В. Г. Зубчанинова,
Л. М. Качанова, А. А. Маркина с соавторами, В. В. Соколовского, Л. А. Толоконникова при
геометрическом представлении фазового инварианта на девиаторной плоскости допущены
ошибки.

Ключевые слова: тензор напряжения, главные напряжения, векторное пространство глав-
ных напряжений, девиаторная плоскость, вектор интенсивности девиаторных напряжений,
фазовый инвариант.

УДК: 539.1

1. Тригонометрическая форма представления главных напряжений
Деформируемое твердое тело отнесем к лабораторной системе декартовых координат

xi (i = 1, 2, 3). Напряженное состояние элемента сплошной среды характеризуется тензором
напряжения σij или главными напряжениями σi и триэдром главных направлений. Растяги-
вающие напряжения считаем положительными.

Если известны компоненты тензора напряжений σij , то главные напряжения можно вы-
числить, используя тригонометрическую форму представления главных напряжений. Рас-
смотрим некоторые из них. В учебных монографиях приводятся различные соотношения для
вычисления главных напряжений:
– в монографии Ю. Н. Работнова [9] приведены соотношения

σ1 = σ+

√
2

3
Σд cosφ, σ2 = σ+

√
2

3
Σд cos

(
φ− 2

3
π

)
, σ3 = σ+

√
2

3
Σд cos

(
φ+

2

3
π

)
; (1.1)

– в монографии Л. А. Толоконникова [11], а затем в монографиях В. Г. Зубчанинова [4] и
А. А. Маркина с соавторами [8] используются зависимости

σ1 = σ+

√
2

3
Σд cosϕ, σ2 = σ+

√
2

3
Σд cos

(
ϕ+

2π

3

)
, σ3 = σ+

√
2

3
Σд cos

(
φ− 2

3
π

)
; (1.2)

– в монографии В. В. Соколовского [10], а затем Л. М. Качанова [7] приводятся соотношения

σ1 = σ +

√
2

3
Σд cos

(
ω − π

3

)
, σ2 = σ +

√
2

3
Σд cos

(
ω +

π

3

)
, σ3 = σ −

√
2

3
Σд cosω, (1.3)
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где σ = σijδij/3 – гидростатическое давление, Σd =
√
SijSij – модуль девиатора напряжений,

Sij = σij − σ – компоненты тензора девиатора напряжений, ϕ, ϕ, ω – фазовые инварианты
девиатора напряжений, причем

cos 3φ = cos 3ϕ = − cos 3ω = 3
√

6 |Sij | /Σ3
д. (1.4)

2. Геометрическое представление фазового инварианта. Рассмотрим трехмерное
векторное пространство главных напряжений ~σi. Пусть главные напряжения образуют пра-
вую систему координат. В векторном пространстве главных напряжений выделим девиатор-
ную плоскость (рис. 2.1). Проекции главных напряжений на девиаторную плоскость обозна-
чим σ′i =

√
2/3σi. Заметим, что во многих работах, посвященных механике деформированного

твердого тела [1], [2], [3], [4], [5], [6], [12], содержится некорректность методического характе-
ра: проекции главных напряжений на девиаторную плоскость имеют такое же обозначение,
как и главные напряжения.

Положительно направленные проекции главных осей oσ′i расположены на девиаторной
плоскости под углом 2π/3. Если пунктирными линиями нанести отрицательные направления
осей, то девиаторная плоскость разделится на шесть равных секторов. Арабскими цифра-
ми введем нумерацию секторов. Отсчет секторов проводится против хода часовой стрелки
от оси oσ′1. На (рис. 2.1) для каждого из секторов в виде неравенств указаны соотношения
между главными напряжениями. Фазовые инварианты ϕ, ϕ, ω задают ориентацию вектора
интенсивности девиаторных напряжений на девиаторной плоскости.

Тригонометрической форме представления решения уравнения (1.1) соответствует зави-
симость между значениями фазового инварианта и сочетаниями главных напряжений, пока-
занная в таблице 2.1.
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Таблица 2.1

φ 0− π/3 π/3− 2π/3 2π/3− π π − 4π/3 4π/3− 5π/3 5π/3− 2π
неравенства σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ1 ≥ σ3 ≥ σ2

№ сектора 1 2 3 4 5 6

Из таблицы 2.1 видно, что угол φ отсчитывается от положительной оси oσ′1 в направлении
против хода часовой стрелки (рис. 2.1).

В ряде учебных монографий содержатся ошибки, связанные с направлением отсчета фазо-
вого инварианта. Например, в монографиях Л. А. Толоконникова [11], а затем В. Г. Зубчани-
нова [6] и А. А. Маркина [8] в качестве тригонометрического решения уравнения используются
зависимости (1.2).

В таблице 2.2 приведена зависимость между значениями фазового инварианта ϕ и сочета-
ниями главных напряжений.

Таблица 2.2

ϕ 0− π/3 π/3− 2π/3 2π/3− π π − 4π/3 4π/3− 5π/3 5π/3− 2π
неравенства σ1 ≥ σ3 ≥ σ2 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3 σ1 ≥ σ2 ≥ σ3

№ сектора 6 5 4 3 2 1

Из таблицы 2.2 видно, что угол ϕ отсчитывается от положительной оси oσ′1 в направле-
нии по ходу часовой стрелки (рис. 2.1). Однако в монографиях Л. А. Толоконникова [11],
В. Г. Зубчанинова [6] и А. А. Маркина [8] ошибочно указано направление отсчета фазового
инварианта против хода часовой стрелки.

В монографиях В. В. Соколовского [10], а затем Л. М. Качанова [7] приводится тригоно-
метрическая форма решения уравнения в виде (1.3).

В таблице 2.3 приведена зависимость между значениями фазового инварианта ω и сочета-
ниями главных напряжений.

Таблица 2.3

ω 0− π/3 π/3− 2π/3 2π/3− π π − 4π/3 4π/3− 5π/3 5π/3− 2π
неравенства σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 σ1 ≥ σ3 ≥ σ2 σ3 ≥ σ1 ≥ σ2 σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 σ2 ≥ σ3 ≥ σ1 σ2 ≥ σ1 ≥ σ3

№ сектора 1 6 5 4 3 2

Из таблицы 2.3 видно, что угол ω отсчитывается от отрицательной оси oσ′3 в направлении
по ходу часовой стрелки (рис. 2.1).

Однако в монографиях В. В. Соколовского [10] и Л. М. Качанова [7] ошибочно указано
направление отсчета от отрицательной оси oσ′3 в направлении против хода часовой стрелки.
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Y. Y. Kuznetsov, N. M. Mattchenko

ABOUT GEOMETRICAL INTERPRETATION PHASE INVARIANT TRSOR
STRESS

Tula State University

Abstract. The three-dimensional vector space of the main stress. Position of a vector of intensity
on deviator planes is set phase deviator. It is shown, that in monographers of educational character
of V. G. Zubchaninov’s, L. M. Kachanov’s, A. A. Markin’s with co-authors by V. V. Sokolovsky’s,
L. A. Tolokonnikov’s at geometrical representation phase invariant on deviator planes are make
mistakes.
Keywords: tensor stress, the main stress, vector space of the main stress, deviator a plane, a
vector of intensity deviator stress, phase invariant.
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В. Д. Кулиев

НОВАЯ ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ
И НЕКОТОРЫЕ ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ (Ч. 1)

Московский государственный машиностроительный университет (МАМИ)

Аннотация. Существует много способов суммирования рядов частного вида (например, [1]
и ссылки в [2], стр. 170–183).

Важнейшую роль при суммировании функциональных рядов играет формула суммирова-
ния Плана. Согласно работе [3] эта формула получена в статье Плана, опубликованной около
двух веков назад, в 1820 г. (G. A. A. Plana, Mam. Acad. Torino, 25, 403–408). Автору настоящей
статьи не удалось ознакомиться с текстом работы Плана.

Последующее использование формулы суммирования Плана в литературе грешит серьез-
ными недостатками. Так, в работе [4] сформулированные на с. 38 условия теоремы Плана, как
показывает пример, проводимый нами ниже, оказываются недостаточными для того, чтобы
получить формулу суммирования Плана (11) в [4]. Имеются также работы (например, [5]), в
которых без доказательства теоремы Плана используются другие условия.

Поэтому возникла необходимость четко сформулировать и доказать теорему Плана.
Формула суммирования Плана, как показано ниже, не всегда применима для сходящихся

рядов. Автором данной работы предлагается новая формула суммирования (Kα-формула
суммирования), которая применима для достаточно широкого класса сходящихся рядов. Из
Kα-формулы суммирования, как частный случай, получается формула суммирования Плана.
Kα-формула суммирования найдет разнообразие приложений во многих областях мате-

матики, механики и физики. Ниже в качестве примера показано применение Kα-формулы
суммирования к теории дзета-функций Римана и к теории теплопроводности стержней.

Ключевые слова: ряды, формула суммирования Плана, функциональные ряды.

УДК: 539.1

1. Некоторые теоремы. Формула суммирования Плана
В дальнейшем будем предполагать, что z = τ + iη.
Теорема 1. Пусть
1o. Функция f(z) не равна нулю при z = k, где k=m,m+1, . . . ,m+j=n (число m либо равно

нулю, либо любому натуральному числу).
2o. Функция f(z) регулярна внутри и на границе односвязного прямоугольника m≤Re z≤n,

|Im z| ≤h.
Тогда имеет место утверждение
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n∑
k=m

f(k) = 1
2 [f(m) + f(n)] +

n∫
m

f(τ)dτ+

+i
h∫
0

f(m+iη)−f(m−iη)+f(n−iη)−f(n+iη)
e2ηπ−1 dη+

+e−2πh
n∫
m

[f(τ+ih)+f(τ−ih)](2 cos 2πτ−e−2πh)
1−2 cos 2πτ ·e−2πh+e−4πh dτ.

(1.1)

Доказательство. Рассмотрим интеграл
∫
C

f(z)ctgπzdz.

Контур интегрирования C показан на рис. 1.

Рис. 1

Согласно теореме Коши о вычетах в силу 1˚ имеем∫
C

f(z)ctgπzdz = 2πi

n−1∑
k=m+1

res
z=k

[f(z)ctgπz] =2i

n−1∑
k=m+1

f(k). (1.2)

Обозначим через C+ верхнюю половину C, а через C− – нижнюю половину C. Тогда

∫
C+

f(z)ctgπzdz =
∫

Γ+
ε

f(z) (ctgπz + i) dz +
n+ih∫
n+iε

f(z)(ctgπz + i)dz+

+
m+ih∫
n+ih

f(z)(ctgπz + i)dz +
m+iε∫
m+ih

f(z)(ctgπz + i)dz+

+
∫
C+
ε

f(z)(ctgπz + i)dz − i
∫
C+

f(z)dz,

(1.3)

∫
C−

f(z)ctgπzdz =
∫
C−ε

f(z)(ctgπz − i)dz +
m−ih∫
m−iε

f(z)(ctgπz − i)dz+

+
n−ih∫
m−ih

f(z)(ctgπz − i)dz +
n−iε∫
n−ih

f(z)(ctgπz − i)dz+
(1.4)

+

∫
Γ−ε

f(z) (ctgπz − i) dz + i

∫
C−

f(z)dz.
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В силу 2˚ находим

∫
C+

f(z)dz = −
n−ε∫

m+ε

f(τ)dτ,

∫
C−

f(z)dz =

n−ε∫
m+ε

f(τ)dτ, (1.5)

так как в данном случае справедлива интегральная теорема Коши. Преобразуем интегралы,
входящие в (1.3) и (1.4), используя подстановки:

1. С подстановкой z = n+ iη:

n+ih∫
n+iε

f(z)(ctgπz + i)dz = 2

h∫
ε

f(n+ iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.6)

2. С подстановкой z = n− iη:

n−iε∫
n−ih

f(z)(ctgπz − i)dz = −2

h∫
ε

f(n− iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.7)

3. С подстановкой z = m+ iη:

m+iε∫
m+ih

f(z)(ctgπz + i)dz = −2

h∫
ε

f(m+ iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.8)

4. С подстановкой z = m− iη:

m−ih∫
m−iε

f(z)(ctgπz − i)dz = 2

h∫
ε

f(m− iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.9)

5. С подстановкой z = τ + ih:

m+ih∫
n+ih

f(z)(ctgπz + i)dz = 2ie−2πh

n∫
m

f(τ + ih)e2iπτ

1− e−2π(h−iτ)
dτ. (1.10)

6. С подстановкой z = τ − ih:

n−ih∫
m−ih

f(z)(ctgπz − i)dz = 2ie−2πh

n∫
m

f(τ − ih)e−2iπτ

1− e−2π(h+iτ)
dτ. (1.11)

7. С подстановкой z = m+ ε · eiθ:

f(z)(ctgπz+i)dz∫
C+
ε

= i
0∫

π/2

f
(
m+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
+ i
]
εeiθdθ,

f(z)(ctgπz−i)dz∫
C−ε

= i
−π/2∫

0

f
(
m+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
− i
]
εeiθdθ.

(1.12)

8. С подстановкой z = n+ ε · eiθ:
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f(z)(ctgπz+i)dz∫
Γ+
ε

= i
π/2∫
π

f
(
n+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
+ i
]
εeiθdθ,

f(z)(ctgπz−i)dz∫
Γ−ε

= i
π∫

3π/2

f
(
n+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
− i
]
εeiθdθ.

(1.13)

Замечая, что ∫
C

f(z)ctgπzdz =

∫
C+

f(z)ctgπzdz +

∫
C−

f(z)ctgπzdz,

в силу формул (1.3)–(1.13) находим

+ i
0∫

π/2

f
(
m+ ε · eiθ

) [
ctg
(
πε · eiθ

)
+ i
]
εeiθdθ+

+i
−π/2∫

0

f
(
m+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
− i
]
εeiθdθ+

(1.14)

+i

π/2∫
π

f
(
n+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
+ i
]
εeiθdθ + i

π∫
3π/2

f
(
n+ εeiθ

) [
ctg
(
πεeiθ

)
− i
]
εeiθdθ.

Из (1.14), переходя к пределу при ε →+0, что законно в силу 2̊, после несложных вычис-
лений приходим к утверждению теоремы.

Теорема 2. Оставив только первое условие 1o в теореме 1, далее предположим:
2o. Функция f(z) регулярна внутри и на границах односвязной полосы

m ≤ Rez ≤ n, |Imz| <∞ .
3o. Равенство

lim
|η|→∞

e−2π|η| |f(τ + iη)| = 0 (1.15)

выполняется равномерно по τ .
Тогда имеет место утверждение

n∑
k=m

f(k) = 1
2 [f(m) + f(n)] +

n∫
m

f(τ)dτ+

+ i
∞∫
0

f(m+iη)−f(m−iη)+f(n−iη)−f(n+iη)
e2ηπ−1 dη.

(1.16)

Доказательство очевидно, так как последнее слагаемое в правой части равенства (1.1) в
силу условия (1.15) при h→∞ обращается в нуль.

Замечая, что

i [f(n− iη)− f(n+ iη)] = 2

k∑
r=1

(−1)r−1 f
(2r−1)(n)

(2r − 1)!
η2r−1 + q

2k+1
(n, η),

где q2k+1(n, η) – остаточный член ряда Тейлора для случая комплексной переменной:

q
2k+1

(n, η) =
(−1)k

(2k)!
η2k+1

1∫
0

(1− u)2k
[
f (2k+1) (n+ iηu) + f (2k+1) (n− iηu)

]
du, (1.161)

формулу (1.16) можно записать так:
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n∑
k=m

f(k) = 1
2 [f(m) + f(n)] +

n∫
m

f(τ)dτ+

+i
∞∫
0

f(m+iη)−f(m−iη)
e2ηπ−1 dη +

k∑
r=1

f(2r−1)(n)
(2r)! β2r +

∞∫
0

q2k+1(n,η)
e2ηπ−1 dη.

(1.162)

Здесь β2r – число Бернулли, k – любое натуральное число.
Заметим, что остаточный член q2k+1(n, η), определяемый по формуле (1.161), можно запи-

сать в форме Дарбу; она похожа на форму, полученную Лагранжем для случая вещественной
переменной.

Теорема 3. Оставив только первое условие 1o в теореме 1, далее предположим:
2o. Функция f(z) регулярна в односвязной области Rez ≥ m.
3o. Равенство

lim
η→∞

e−2π|η| |f(τ ± iη)| = 0 (1.17)

выполняется равномерно при m≤ τ<∞.
4o.

lim
τ→+∞

∞∫
0

i [f(τ − iη)− f (τ + iη)]

e2ηπ − 1
dη = 0. (1.18)

5o. Несобственный интеграл

∞∫
m

f (τ) dτ (1.19)

сходится и lim
τ→∞

f(τ) = 0.

Тогда

∞∑
k=m

f(k) =
f(m)

2
+

∞∫
m

f(τ)dτ + i

∞∫
0

f(m+ iη)− f(m− iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.20)

Если в равенстве (1.16) провести предельный переход n→ +∞, то в силу условий данной
теоремы приходим к (1.20). Доказательство теоремы 3 закончено.

Теорема 4. Утверждения теорем 1, 2, 3 (1.1), (1.16), (1.20) остаются в силе, если заменить
только вторые условия этих теорем на следующие:
а) в теореме 1: пусть функция f(z) регулярна в односвязной области
D (D: m<Re z<n, |Im z|<h) и непрерывна в замкнутой области D (D: m≤Re z≤n, |Im(z)| ≤h);
б) в теореме 2: пусть функция f(z) регулярна в односвязной области
D (D: m<Re z<n, |Im z|<∞) и непрерывна в замкнутой полосе D (D: m≤Re z≤n, |Im(z)|<∞);
в) в теореме 3: пусть функция f(z) регулярна в односвязной области Re z>m и непрерывна
в Re z≥ m.

Если при доказательстве теоремы 4 с условием (а) опираться на обобщенную интегральную
теорему Коши для функции f(z), на обобщенную теорему Коши о вычетах для функции
f(z)ctg(πz) и взять в качестве контура интегрирования контур C (рис. 1), что допустимо, то
ее доказательство копируется с доказательства теоремы 1.

Ввиду особой важности данной теоремы в теории суммирования рядов приведем ее дока-
зательство другим способом.

Теорему 4 с условием (а) можно доказать следующим образом:
1. Выбирая контур интегрирования Lε,ρ, как показано на рис. 2 (при ρ=0 этот контур

совпадает с контуром C), в силу теоремы Коши о вычетах получаем
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∫
Lε,ρ

f(z)ctgπzdz = 2i

n−1∑
k=m+1

f(k) (ε > 0, ρ > 0, ρ+ ε < 1).

Рис. 2

2. Обозначая через L+
ε,ρ верхнюю половину Lε,ρ, а через L−ε,ρ – нижнюю половину Lε,ρ,

имеем ∫
Lε,ρ

f(z)ctgπzdz =

∫
L+
ε,ρ

f(z)ctgπzdz +

∫
L−ε,ρ

f(z)ctgπzdz,

∫
L+
ε,ρ

f(z)ctgπzdz =
∫
L+
ε,ρ

f(z)(ctgπz + i)dz − i
∫
L+
ε,ρ

f(z)dz,∫
L−ε,ρ

f(z)ctgπzdz =
∫

L−
ε,ρ

f(z)(ctgπz − i)dz + i
∫
L−ε,ρ

f(z)dz.

3. Так как по условию (а) функция f(z) регулярна в односвязной области D, то в силу
основной интегральной теоремы Коши находим

∫
L+
ε,ρ

f(z)dz = −
n−ε−ρ∫

m+ε+ρ

f(τ)dτ,

∫
L−ε,ρ

f(z)dz =

n−ε−ρ∫
m+ε+ρ

f(τ)dτ (z = τ + iη).

4. Далее записываем интегралы
∫
L+
ε,ρ

f(z)(ctgπz + i)dzи
∫
L−ε,ρ

f(z)(ctgπz − i)dz

по участкам контуров L+
ε,ρ и L−ε,ρ, проходимым против часовой стрелки.

5. Так как по условию (а) функция f(z) непрерывна в замкнутой односвязной областиD, то
в полученном после вышеуказанных операций равенстве можно провести предельный переход
при ρ →+0. После предельного перехода и замены переменных в интегралах приходим к
формуле (1.14), откуда при ε→+0 – к утверждению теоремы 4.

Доказательство теоремы 4 с условиями (б) и (в) проводится точно так же, как доказатель-
ство теорем 2 и 3.

Замечание 1. Если в теоремах 4 и 5 положить m = 0, то будем иметь
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∞∑
k=0

f(k) =
f(0)

2
+

∞∫
0

f(τ)dτ + i

∞∫
0

f(iη)− f(−iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.21)

Теорема 5. В условиях теоремы 4 заменим только условие (в) на следующее:
2̊. Пусть функция f(z) регулярна при Re z>0 и непрерывна в полуплоскости Re(z)≥ 0, за

исключением точки z = 0, где она имеет устранимую особенность, причем f(0) определяется
как lim

z→0
f(z).

Тогда

∞∑
k=1

f(k) = −f(0)

2
+

∞∫
0

f(τ)dτ + i

∞∫
0

f(iη)− f(−iη)

e2ηπ − 1
dη. (1.22)

Доказательство. Определим функцию f∗(z) так:

f∗(z) =

{
f(z) npu Rez > 0,
f(0) npu z = 0 (z = τ + iη).

По условию данной теоремы функция f∗(z) будет регулярной при Re z>0 и непрерывной
в полуплоскости Re z≥ 0. Следовательно, в силу теоремы 4 (см. (1.21)) имеем

∞∑
k=0

f∗(k) =
f∗(0)

2
+

∞∫
0

f∗(τ)dτ + i

∞∫
0

f∗(iη)− f∗(−iη)

e2ηπ − 1
dη,

откуда, замечая, что

f∗(0) = f(0),

∞∑
k=0

f∗(k) = f(0) +

∞∑
k=1

f(k),

∞∫
0

f∗(τ)dτ =

∞∫
0

f(τ)dτ,

∞∫
0

f∗(iη)− f∗(−iη)

e2πη − 1
dη =

∞∫
0

f(iη)− f(−iη)

e2πη − 1
dη,

приходим к утверждению данной теоремы.
Замечание 2. Формула суммирования конечного числа слагаемых (1.16) при помощи кон-

турного интегрирования довольно сложным способом была получена Кронекером [6]. В статье
Кронекера [6] имеется опечатка в формуле (см. стр. 347):

x1∫
x0

∑
ε

f(x+εy1i)dx

e2(y1−εxi)π−1
+ 1

2 lim
y0→+0

x1∫
x0

∑
ε
f(x+ εy0i)dx− 1

2 i
y1∫
y0

∑
α,ε

(−1)αεf(x0 + εyi)dy.

(α = 0, 1; ε = +1,−1)

В последнем интеграле вместо x0 должно быть xα.
Вопрос суммирования бесконечных рядов Кронекером в [6] не рассмотрен.
Замечание 3. Формулу суммирования (1.22) называют формулой суммирования Плана

[4]. В этих работах предполагается если: 1) функция f(z) регулярна при Re z≥ 0,
2) равенство lim

η→∞
e−2π|η|f(τ + iη) = 0 выполняется равномерно при 0≤ τ<∞,

3)

lim

∞∫
−∞

e−2π|η| |f (τ + iη)| dη = 0, (1.23)

то формула (1.22) справедлива.
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Докажем, что в рамках этих трех условий получить равенство (1.22) из равенства (1.16)
предельным переходом n→∞ не всегда возможно.

Рассмотрим один пример. Пусть f(z) = 1/(z + 1). Функция f(z) = 1/(z + 1) удовлетворяет
вышеприведенным условиям, предложенным в [4]. Действительно: 1) она регулярна при Re
z≥ 0,

2) равенство lim
η→∞

e−2π|η| 1
(1+τ)2+η2 [(1 + τ)− iη] = 0 выполняется равномерно при 0≤ τ<∞:

3)

lim
τ→∞

∞∫
−∞

e−2π|η| |f(τ + iη)| dη = 2 lim
τ→∞

∞∫
0

e−2πη√
(1+τ)2+η2

dη ≤

≤ 2 lim
τ→∞

1
1+τ

∞∫
0

e−2πηdη = 1
π lim
τ→∞

1
1+τ = 0.

Таким образом,

lim

∞∫
−∞

e−2πη√
(1 + τ)

2
+ η2

dη = 0. (1.24)

Для функции f(z) = 1/(z + 1) из (1.16) при m = 0 имеем

n∑
k=0

1

1 + k
=

1

2

(
1 +

1

n+ 1

)
+ln (n+ 1)+2

∞∫
0

ηdη

(1 + η2) (e2ηπ − 1)
−2

∞∫
0

ηdη[
(1 + n)

2
+ η2

]
(e2ηπ − 1)

,

откуда в силу (1.6.425) в [7] находим

n∑
k=0

1

1 + k
= γ +

1

2(n+ 1)
+ ln(n+ 1)− 2

∞∫
0

ηdη[
(1 + n)

2
+ η2

]
(e2ηπ − 1)

, (1.25)

где γ – постоянная Эйлера (γ=0,57721566190. . . ).
Имеет место следующее неравенство:

2

∞∫
0

ηdη[
(τ + 1)

2
+ η2

]
(e2ηπ − 1)

≤ 2

∞∫
0

e−2πη√
(1 + τ)

2
+ η2

dη (τ ≥ 0) .

Отсюда в силу (1.24) находим

lim
τ→∞

∞∫
0

ηdη

[(τ + 1)2 + η2] (e2ηπ − 1)
= 0. (1.26)

Можно легко показать, что

2

∞∫
0

ηdη

[(τ + 1)2 + η2] (e2ηπ − 1)
≤ 2

(τ + 1)2

∞∫
0

ηdη

e2ηπ − 1
=

1

12(τ + 1)2
<

1

π(τ + 1)
, (τ ≥ 0)

откуда при τ=0 получаем 2
∞∫
0

ηdη
(1+η2)(e2ηπ−1) = γ − 1

2 <
1
12 .

Из (1.25) видно, что предельный переход при n→ ∞ не законен (несмотря на то, что
последнее слагаемое стремится к нулю при n→∞ (см. (1.25)).

Следовательно, в рамках трех условий, предложенных в [4], формула (1.22) не всегда имеет
место.

Из (1.25) в силу (1.26) приходим к известному утверждению:
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lim
q→∞

[
q∑

m=1

1

m
− ln(q)

]
= γ (q = n+ 1) .

Этим заканчивается рассмотрение замечания 3.
Замечание 4. Формула суммирования рядов Абеля – Плана имеется в [1] (см. стр. 262–

264). Формула суммирования Плана (1.21) другим способом получена в [8] (см. § 4.9, стр.
265–276) при тех же условиях теоремы 3, если в теореме положить m = 0.

2. Новая теорема (Kα-формула) для суммирования функциональных рядов
Формула суммирования Плана (1.20) не всегда применима для сходящихся рядов, что по-

казывает нижеприведенный пример.
Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

e−n
2

(2.1)

Исследуем поведение модуля функции e−z
2

в окрестности бесконечно удаленной точки.
Полагая z = reiϕ, имеем

∣∣∣e−z2∣∣∣ = e−r
2 cos 2ϕ.

Очевидно, cos 2φ>0 при −π4 < ϕ < π
4 и при 3π

4 < ϕ < 5π
4 , cos 2φ <0 при π

4 < ϕ < 3π
4 и при

− 3π
4 < ϕ < −π4 . Поэтому окрестность бесконечно удаленной точки распадается на четыре

равных сектора. В двух секторах – |z| > R, − π
4 < arg z < π

4 и |z| > R, 3π
4 < arg z < 5π

4 –
модуль функции e−z

2

мал, а в двух других – |z| > R, π
4 < arg z < 3π

4 и |z| > R, − 3π
4 <

arg z < −π4 – велик.
По этой причине формула суммирования Плана (1.20), полученная с помощью теоремы о

вычетах и теоремы Коши, для нахождения суммы сходящегося ряда (2.1) не применима. По-
этому возникает вопрос: когда же можно применять теорему о вычетах (в частности теорему
Коши) к интегралу по замкнутому контуру C, если этот контур проходит через особую точку
подынтегральной функции?

Общий ответ состоит в следующем [1]. Любая достаточно малая окрестность особой точки
функции f(z) распадается на некоторое четное число связных частей. В половине частей
модуль функции f(z) мал, а в другой половине велик. Если оба конца контура попадают в
одну связную часть, где |f(z)| мал, то к интегралу от f(z) по C можно применять теорему о
вычетах, если в разные части – нельзя.

Таким образом, если точка z = a находится на контуре интегрирования C и является
особой точкой подынтегральной функции f(z) контурного интеграла, то в первую очередь
следует выяснить поведение модуля f(z) в окрестности этой особой точки и найти те части
окрестности, где он мал. Если оба конца контура попадают в одну связную часть окрестности,
то возможность применения теоремы о вычетах легко доказывается с помощью одного из
известных признаков, изложенных в [1] (см. стр. 236-238).

Из вышесказанного следует: если функция f(z) регулярна в правой полуплоскости Re z ≥
m, |Imz| < ∞ z-плоскости и такова, что ее модуль при |z| = R, − π/2 ≤ arg z ≤ π/2 при
достаточно больших R может быть как мал, так и велик, то для суммирования рядов такого
типа метод (формула суммирования) Плана не применим. Поэтому возникает необходимость
в разработке метода (формулы) суммирования рядов, учитывающего и это обстоятельство.

Обозначение. Под Sα будем понимать сектор, образованный двумя лучами в z-плоскости,
исходящими из точки (m, 0) симметрично относительно действительной оси под углом α
(0<α ≤ π/2 ) (см. рис. 3).

Рассмотрим ряд
∞∑
k=m

f(m).

Теорема 6. Пусть:
1˚. Функция f(z) регулярна внутри и на границе сектора Sα.
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2˚. Функция f(z) в точках z = k,где k=m, m+1, m+2,. . . , не имеет нулей.
3˚. Угол α такой, что предельное равенство

lim
R→+∞

{
e−2πR sinφR

∣∣f (m±Reiφ)∣∣} = 0 (2.2)

выполняется равномерно по ϕ ∈]0, α].
4˚. Несобственный интеграл

∞∫
m

f (τ) dτ (2.3)

сходится и lim
τ→∞

f(τ) = 0.
Тогда

∞∑
m
f (k) =

(
1− α

π

)
f (m) +

∞∫
m

f (τ) dτ+ 1
4

∞∫
0

1
∆(ρ,α)

{[
f
(
m+ ρeiα

)
ei(α+2πρ cosα) +

+f
(
m+ ρe−iα

)
e−i(α+2πρ cosα)

]
−
[
f
(
m+ ρeiα

)
eiα + f

(
m+ ρe−iα

)
e−iα

]
e−2πρ sinα

}
dρ

(2.4)
где ∆(ρ, α) = sin2(ρπ cosα) + sh2(ρπ sinα).

Доказательство. Рассмотрим интеграл
∫
C

f(z)ctgπzdz.

Контур интегрирования C показан на рис. 3: (z=τ+iη).

Рис. 3

Согласно теореме Коши о вычетах в силу 2˚ имеем∫
C

f(z)ctgπzdz = 2i

n∑
k=m+1

f (k). (2.5)

Обозначим через C+ верхнюю половину C, а через C− – нижнюю половину C. Тогда

∫
С+

f (z) ctgπzdz =
m+R·eiα∫
m+R

f (τ) (ctgπz + i) dτ +
m+ε·eiα∫
m+R·eiα

f (τ) (ctgπz + i) dτ+

+
m+ε∫

m+ε·eiα
f (τ) (ctgπz + i) dτ − i

∫
С+

f (z) dz,

∫
С−

f (z) ctgπzdz =
m+ε·e−iα∫
m+ε

f (τ) (ctgπz − i) dτ +
m+R·e−iα∫
m+ε·e−iα

f (τ) (ctgπz − i) dτ+

+
m+R∫

m+R·eiα
f (τ) (ctgπz − i) dτ + i

∫
С−

f (z) dz,

(2.6)
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где R = n−m+ 1
2 .

В силу 1˚ находим

∫
С+

f (z) dz = −
m+R∫
m+ε

f (τ) dτ,

∫
С−

f (z) dz = −
m+R∫
m+ε

f (τ) dτ. (2.7)

Замечая, что

m+R·eiα∫
m+R

f(z)(ctgπz + i)dz = iR
α∫
0

f
(
m+R · eiϕ

) [
ctg
(
πR · eiϕ

)
+ i
]
eiϕdϕ,

m+εeiα∫
m+R·eiα

f(z)(ctgπz + i)dz = −
R∫
ε

f
(
m+ ρeiϕ

) [
ctg
(
πρeiα

)
+ i
]
eiαdρ,

m+ε∫
m+εeiα

f(z)(ctgπz + i)dz = −iε
α∫
0

f
(
m+ εeiϕ

) [
ctg
(
πεeiϕ

)
+ i
]
eiϕdϕ,

m+εe−iα∫
m+ε

f(z)(ctgπz − i)dz = −iε
α∫
0

f
(
m+ εe−iϕ

) [
ctg
(
πεe−iϕ

)
− i
]
e−iϕdϕ,

m+R·e−iα∫
m+εe−iα

f(z)(ctgπz − i)dz =
R∫
ε

f
(
m+ ρe−iα

) [
ctg
(
πρe−iα

)
− i
]
e−iαdρ,

m+R∫
m+R·e−iα

f(z)(ctgπz − i)dz = iR
α∫
0

f
(
m+R · e−iϕ

) [
ctg
(
πR · e−iϕ

)
− i
]
e−iϕdϕ,

∫
C

f(z)ctgπzdz =

∫
C+

f(z)ctgπzdz +

∫
C−

f(z)ctgπzdz,

в силу (2.5)–(2.7) находим

2i
n∑

k=m+1

f(k) =− iε
α∫
0

{
f
(
m+ εeiϕ

) [
ctg
(
πεeiϕ

)
+ i
]
eiϕ+

+ f
(
m+ εe−iϕ

) [
ctg
(
πεe−iϕ

)
− i
]
e−iϕ

}
dϕ+

+2i
m+R∫
m+ε

f(τ)dτ +
R∫
ε

{
f
(
m+ ρe−iα

) [
ctg
(
πρe−iα

)
− i
]
e−iα−

− f
(
m+ ρeiα

) [
ctg
(
πρeiα

)
+ i
]
eiα
}
dρ+

+iR
α∫
0

{
f
(
m+R · eiϕ

) [
ctg
(
πR · eiϕ

)
+ i
]
eiϕ+

+ f
(
m+R · e−iϕ

) [
ctg
(
πR · e−iϕ

)
− i
]
e−iϕ

}
dϕ,

откуда при ε→+0 получаем

n∑
k=m

f(k) =
(
1− α

π

)
f(m) +

m+R∫
m

f(τ)dτ+

+ 1
2i

R∫
0

{
f
(
m+ ρe−iα

) [
ctg
(
πρe−iα

)
− i
]
e−iα−

−f
(
m+ ρeiα

) [
ctg
(
πρeiα

)
+ i
]
eiα
}
dρ+

+R
2

α∫
0

{
f
(
m+R · eiϕ

) [
ctg
(
πR · eiϕ

)
+ i
]
eiϕ+

+f
(
m+R · e−iϕ

) [
ctg
(
πR · e−iϕ

)
− i
]
e−iϕ

}
dϕ.

Отсюда имеем
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n∑
k=m

f (k) =
(
1− α

π

)
f (m) +

m+R∫
m

f (τ) dτ+ 1
4

R∫
0

1
∆(ρ,α)

{[
f
(
m+ ρeiα

)
ei(α+2πρ cosα) +

+f
(
m+ ρe−iα

)
e−i(α+2πρ cosα)

]
−
[
f
(
m+ ρeiα

)
eiα + f

(
m+ ρe−iα

)
e−iα

]
e−2πρ sinα

}
dρ+

+ iR
4

α∫
0

1
δ(R,φ)

{[
f
(
m+Re−iφ

)
e−i(φ+2πR cosφ) − f

(
m+Reiφ

)
ei(φ+2πR cosφ)

]
−

−
[
f
(
m+Re−iφ

)
e−iφ − f

(
m+Reiφ

)
eiφ
]
· e2πR sinφ

}
dφ

,

(2.8)
где δ(R,ϕ) = sin2(πR cosϕ) + sh2(πR sinϕ).

Из (2.8), замечая, что число m равно либо нулю, либо любому фиксированному натураль-
ному числу и R = n −m + 1

2 (n > m), при n→ ∞ в силу условий (2.2) и (2.3) приходим к
утверждению данной теоремы.

Замечание 5. Если функция f(z) в области Sπ/2 (α = π/2) удовлетворяет всем требова-
ниям теоремы 6, то из (2.4) приходим к формуле Плана (1.20) суммирования рядов.

Отсюда следует, что полученная нами формула суммирования рядов (2.4) более общая,
чем формула суммирования рядов Плана (1.20).
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V. D. Kuliev
NEW FORMULA OF SUMMATION OF FUNCTIONAL RANKS AND SOME IT

APPENDICES (P.1)

Moscow State Machine-Building University (MAMI)

Abstract. There are many ways of summation of ranks of the private look (for example, [1] and
links in [2], p. 170–183).

The major role at summation of functional ranks is played by a formula Plan summation.
According to work [3] this formula is received in article The plan, published about two centuries
ago, in 1820 (G. A. A. Plana, Mam. Acad. Torino, 25, 403–408). The author of the present article
didn’t manage to examine with the text of work of the Plan.

The subsequent use of a formula of summation of the Plan in literature sins serious shortcomings.
So, in work [4] conditions formulated on page 38 Plan theorems as sets an example, carried out
by us below, appear insufficient to receive a formula of summation of the Plan (11) in [4] . There
are also works (for example, [5]), in which without the proof theorems of the Plan are used other
conditions.

Therefore there was a need accurately to formulate and prove the theorem Plan.
The formula of summation of the Plan, as shown below, isn’t always applicable for meeting

ranks. The author of this work offers a new formula summation (Kα-a summation formula) which
is applicable for rather wide class of meeting ranks. From Kα-a formula summation as the special
case, turns out a formula of summation of the Plan.
Kα-the formula of summation will find a variety of appendices in many areas of mathematics,

mechanics and physics. Below as an example Kα application - summation formulas to the theory
of dzeta-functions of Riman and to the theory of heat conductivity of cores is shown.

Keywords: ranks, formula of summation of the Plan, functional ranks.
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АНАЛИЗ АСПЕКТОВ ФОРМОИЗМЕНЕНИЯ ИЗДЕЛИЙ
БЕЗ ОСЕВОЙ СИММЕТРИИ

Тульский государственный университет

Аннотация. В работе представлен анализ аспектов моделирования обработки материалов
на примере цилиндрических заготовок, без осевой симметрии, а также взаимосвязанные осо-
бенности изменения характеристик материала в пространстве и времени.

Ключевые слова: обработка материалов, повышение характеристик материала, цилиндри-
ческие оболочки, оболочки без осевой симметрии, структурные изменения.

УДК: 539.374

Значительный интерес в части конструкционных материалов представляет сочетание тра-
диционных изотропных материалов и включений микронеоднородных сред. Одним из важ-
ных аспектов широкого их применения является возможность взаимнооднозначного предска-
зания свойств материала в пространстве и времени по известным характеристикам.

Нелинейность распределения свойств материала при формоизменении усиливается за счет
прохождении импульса внешнего воздействия, что необходимо учитывать при моделирова-
нии. Ряд предшествующих работ по данной тематике содержит предположения относительно
действительной геометрии деформируемого образца, что обусловлено термическим, электро-
магнитным воздействием и сложностью самого процесса формоизменения.

Построение схемы дискретизации изначально изотропной металлической основы является
реализуемой задачей при использовании соотношений профессора А. А. Трещева [2], [3], что
в свою очередь позволяет более детально и целостно описать характеристики заготовки на
макроуровне.

В разработанной модели (реализующая программа Tetra Compound v.1.1, свидетельство
№ 2013610558) расчет напряженно-деформированного состояния производится посредством
последовательного приближения в ходе двухшаговой процедуры и последующего поиска
уточненного решения на j–м шаге нагружения для внутреннего цикла в пределах единич-
ного элемента и уточнения на внешнем вычислительном цикле в пределах заготовки в целом
(рис. 1, 2).

Результирующее формоизменение каждого из элементов предопределено всей предшеству-
ющей траекторией нагружения образца и откликом близлежащих элементов на импульс
внешнего воздействия. Как видно из рисунков 2-4, наибольшая интенсивность деформаций
отмечается не вблизи края бокового отверстия (в ходе операции отбортовки), а при некотором
смещении от края (для первых 15 мкс деформирования при магнитно-импульсной обработке).
Это, в свою очередь, обусловлено поворотом относительно исходного состояния материаль-
ных волокон, их деформацией и воздействием со стороны окружающих слоев.

Поступила 20.02.2013
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Рис. 1. Рассматриваемые опорные сегменты в зонах наибольшей интенсивности
формоизменения материала и исходная оболочка (расчетная схема)

Рис. 2. Расчетная конечно-элементная схема заготовки

Различие в геометрии осевого и поперечного сечений непосредственно влияет на характер
распределения деформаций и напряжений в объеме материала и изменение их во времени. На
распределение характеристик НДС также оказывает влияние частота разряда и соотношение
диаметров отверстия и заготовки, что требует дополнительного исследования.

Различными исследователями было доказано, что существует оптимальное значение часто-
ты разряда, когда при постоянной величине условного давления ИМП наблюдается максимум
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деформации. При высокой частоте разрядного тока падение кинематических характеристик
объясняется снижением импульса силы, а для низкой частоты – ослаблением давления за
счет ослабления давления при удалении заготовки уже на начальной стадии процесса. При
этом не редко оптимальная частота разряда определяется как собственная частота заготовки:

f>?B =
λ

4 · π
,

где λ – круговая частота колебаний цилиндрической тонкостенной заготовки. Таким образом,
вопрос оптимизации процессов обработки полем остается во многом открытым.

Если рассматривать единичный элемент в осевом сечении заготовки (рис. 1, 5), то можно
отметить цикличность в распространении упругих деформаций, а при более детальном изу-
чении групп элементов можно отметить некоторое взаимное пространственно-временное сме-
щение экстремальных точек соответствующих характеристик напряженно-деформированного
состояния для различных элементов (рис. 2–4).

Рис. 3. Схема распределения узловых перемещений вокруг отверстия

Рис. 4. Схема распределения интенсивности напряжений
в деформируемых элементах вокруг отверстия заготовки

Взаимосвязь между компонентами тензоров напряжений и деформаций описывается на
основе формул Кастильяно зависимостью (1):

eij =
∂Wk

∂σij
. (1)

Потенциал W в этом случае представляется в виде суммы (2)
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W =
∧
W +

∼
W , (2)

где
∧
W содержит слагаемые, приводящие к линейным соотношениям;

∼
W – составляющая по-

тенциала, приводящая к нелинейным соотношениям между напряжениями и деформациями.
В рассматриваемом случае импульсу внешнего воздействия будет соответствовать про-

странственная траектория деформирования. При изготовлении трубчатых образцов их внеш-
няя и внутренняя поверхности неизбежно подвергаются наклепу, т. е. еще до испытаний они
представляют собой ортотропное тело.

Цикличность пространственно-временного изменения характеристик в данном случае бу-
дет являться не менее значимым фактором, как и интенсивность внешнего воздействия при
исчерпании ресурса пластичности. Стоит отметить определенную взаимосвязь данного изме-
нения и относительного радиуса отверстия заготовки, а также толщины материала. Одно-
временно с этим основные характеристики НДС для различных элементов на крае отверстия
могут находиться в противофазе, что непосредственно оказывает влияние на процесс итераци-
онного приближения. Поворот единичных элементов (в точках I, III, V, рис. 1) относительно
исходного положения является значительным, что учитывается применением формул Коши
– Грина. Полученные соотношения взаимосвязи компонент тензора напряжений и деформа-
ций имеют вид функционала, устанавливающего взаимосвязь констант материала и величин
напряжений на предшествующем шаге последовательного нагружения (для изделия любой
геометрии с учетом осевой компоненты):

σijk = Φ
(
σijk−1

;Ye;Yp.
)

(3)
Особую сложность представляет исследование микротрещин и связанных с этим струк-

турных изменений в материале [1]. Возможное решение заключается в формулировке
пространственно-временного составного интегрального критерия, оценивающего исчерпание
ресурса пластичности. В числе составляющих критерия необходимо указать следующие:
пространственно-временные характеристики распределения в объеме материала знакопере-
менных циклов нагружения, соотнесенных с общей длительностью процесса обработки и
температурным режимом, приведение характеристик к эквивалентной величине в рассматри-
ваемом сегменте; работа по деформированию единичного объема материала, нормированная
по отношению к общей работе, необходимой для достижения предельного состояния (энер-
гетический критерий); взамноотносительный расчет зон структурных концентраторов для
выявления очагов исчерпания ресурса пластичности; выявление зон первоочередного исчер-
пания ресурса пластичности с установлением и формализацией граничных условий.

Программная реализация (Tetra Compound v.1.1) позволяет установить взаимосвязь ранее
упомянутых характеристик НДС в объеме материала и соотношения геометрических пара-
метров заготовки при воздействии внешнего электромагнитного импульса с учетом нели-
нейного характера проникновения электромагнитного поля вглубь заготовки, что контексте
перечисленных критериев дает возможность сделать шаг от констатирующего характера про-
водимых исследований к предикативному.
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ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ, ЗАДАННЫХ НА ГРАНИЦЕ
ТЕЛА В ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ

Воронежский государственный университет инженерных технологий

Аннотация. Линеаризованы граничные условия в напряжениях для случая, когда внешнее
воздействие задано на границе тела в деформированном состоянии. Линеаризация проведена
до второго порядка малости независимых параметров. Рассмотрен частный случай, соответ-
ствующий однородному напряженно-деформированному состоянию.

Ключевые слова: напряжение, деформация, граничные условия, линеаризация, подвижная
граница, независимые малые параметры.

УДК: 539.3

При изучении напряженно-деформированного состояния в механике деформируемого твер-
дого тела часто встречаются случаи, когда на границе известны нормальные и касательные
усилия. Тогда в постановке задачи используются граничные условия в напряжениях. Огра-
ничимся случаем плоской деформации. Рассмотрим условия, поставленные на деформиро-
ванной границе тела, описываемой функцией y = g(x, ε1, ε2):

σν = Pσ,
τν = Pτ ,

(1)

где ν – нормаль к функции g, ε1 характеризует отклонение от некоторого идеализированно-
го контура недеформированной границы, на которой задается внешнее воздействие P , а ε2

описывает, например, отклонение границы тела от идеальной формы на другом участке или
неоднородность физических свойств материала тела и т. п.

В подобных случаях при проведении исследований часто используется метод возмущений.
При этом возникает проблема линеаризации (1) по малым параметрам, поскольку (1) постав-
лены на границе в деформированном состоянии.

Воспользуемся известными формулами теории упругости [1], [2], тогда граничные условия
(1) примут вид:

σx cos2 α+ σy sin2 α+ 2τ cosα sinα = Pσ,
(σx − σy) cosα sinα+ τ

(
sin2 α− cos2 α

)
= Pτ ,

(2)

где α – угол наклона нормали ν к функции g.
Компоненты тензора напряжений методом малых параметров ищем в виде следующих

рядов:
σx =

∑
m,n=0

εm1 ε
n
2σ

(mn)
x ; σy =

∑
m,n=0

εm1 ε
n
2σ

(mn)
y ; τ =

∑
m,n=0

εm1 ε
n
2 τ

(mn). (3)

Представим функцию y = g(x, ε1, ε2) аналогично [2]:

y = g(x, ε1, ε2) = g(0) + ε1ḡ + ε2 ¯̄g, (4)
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ḡ = g(10) + ε1g
(20) +

1

2
ε2g

(11) + ε2
1g

(30) +
1

2
ε2

2g
(12) +

1

2
ε1ε2g

(21) + ...,

¯̄g = g(01) + ε1g
(02) +

1

2
ε2g

(11) + ε2
1g

(03) +
1

2
ε2

2g
(21) +

1

2
ε1ε2g

(12) + ...,

где g(0) описывает деформированную идеальную границу.
Учитывая (4), разложим компоненты тензоров напряжений и внешнее воздействие из (2):

σx|y=g =
∑

k,l,m,n=0

εk+m
1 εl+n2

∂k+lσ
(mn)
x

∂yk+l

∣∣∣∣∣
y=g(0)

(ḡ)k(¯̄g)l

k!l!
, (5)

Pσ|y=g =
∑

k,l,m,n=0

εk+m
1 εl+n2

∂k+lPσ
∂yk+l

∣∣∣∣
y=g(0)

(ḡ)k(¯̄g)l

k!l!
. (6)

Вид σy, τ, и Pτ аналогичен (5) и (6) соответственно.
Используя формулы для sinα, cosα из [1, 2], представим их рядами по малым параметрам:

sinα =
∑
m,n=0

εm1 ε
n
2 r

(mn)(x); cosα =
∑
m,n=0

εm1 ε
n
2 s

(mn)(x), (7)

ξ(0) = 1 +

(
dg(0)

dx

)2

; r(00) =
(
ξ(0)
)−1

2 ; r(10) =
(
ξ(0)
)−3

2 dg(0)

dx

dg(10)

dx
,

r(11) = −1

2

(
ξ(0)
)−3

2
(

2
dg(10)

dx

dg(01)

dx
+
dg(0)

dx
+
dg(11)

dx

)
+

+3
(
ξ(0)
)−3

2
(
dg(0)

dx

)2
dg(10)

dx

dg(01)

dx
; (8)

r(20) = −1

2

(
ξ(0)
)−3

2

(
2
dg(0)

dx

dg(20)

dx
+

(
dg(10)

dx

)2
)

+
3

2

(
ξ(0)
)−5

2
(
dg(0)

dx

dg(10)

dx

)2

,

s(00) = −dg
(0)

dx
r(00); s(10) = −dg

(0)

dx
r(10) − dg(10)

dx
r(00);

s(11) = −dg
(0)

dx
r(11) − dg(10)

dx
r(01) − dg(01)

dx
r(10) − dg(11)

dx
r(00);

s(20) = −dg
(0)

dx
r(20) − dg(20)

dx
r(00) − dg(10)

dx
r(10).

Вид r(01), r(02), s(01), s(02) аналогичен, если в правой части поменять местами цифры в
соответствующих верхних индексах.

Подставляя (3) и (7), (8) в граничные условия (2) и приравнивая коэффициенты при оди-
наковых степенях малых параметров, получаем линеаризированные граничные условия (при
y = g(0)(x)):

σ
(00)
x (s(00))2 + σ

(00)
y (r(00))2 + τ (00)s(00)r(00) = Pσ,(

σ
(00)
x − σ(00)

y

)
s(00)r(00) + τ (00)

(
(r(00))2 − (s(00))2

)
= Pτ ,

(9)
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2σ
(00)
x s(00)s(10) +

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(10) + σ(10)

x

)
(s(00))2 + 2σ

(00)
y r(00)r(10)+

+

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(10) + σ(10)

y

)
(r(00))2 + 2τ (00)

(
s(00)r(10) + s(10)r(00)

)
+

+2

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)
s(00)r(00) =

∂Pσ
∂y

g(10);(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) (
s(10)r(00) + s(00)r(10)

)
+ 2τ (00)

(
r(00)r(10) + s(10)s(00)

)
+

+

∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(10) + σ(10)
x − σ(10)

y

 s(00)r(00)+

+

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)(
(r(00))2 − (s(00))2

)
=
∂Pτ
∂y

g(10);

(10)

2σ
(00)
x

(
s(00)s(11) + s(10)s(01)

)
+ 2

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(10) + σ(10)

x

)
s(00)s(01)+

+2

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(01) + σ(01)

x

)
s(00)s(10) + 2

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(01) + σ(01)

y

)
r(00)r(10)+

+

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(11) +

∂2σ
(00)
x

∂y2
g(10)g(01) +

∂σ
(01)
x

∂y
g(10) +

∂σ
(10)
x

∂y
g(01) + σ(11)

x

)
(s(00))2+

+

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(11) +

∂2σ
(00)
y

∂y2
g(10)g(01) +

∂σ
(01)
y

∂y
g(10) +

∂σ
(10)
y

∂y
g(01) + σ(11)

y

)
(r(00))2+

+2τ (00)
(
s(00)r(11) + r(10)s(01) + s(10)r(01) + r(00)s(11)

)
+

+2

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)(
s(00)r(01) + r(00)s(01)

)
+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(01) + τ (01)

)
×

×
(
s(00)r(10) + r(00)s(10)

)
+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(11) +

∂2τ (00)

∂y2
g(10)g(01) +

∂τ (01)

∂y
g(10)+

+
∂τ (10)

∂y
g(01) + τ (11)

)
s(00)r(00) =

∂Pσ
∂y

g(11) +
∂2Pσ
∂y2

g(10)g(01);

(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) (
s(11)r(00) + r(10)s(01) + s(10)r(01) + r(11)s(00)

)
+

+

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(10) + σ(10)

x

)(
s(01)r(00) + r(01)s(00)

)
+

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(01) + σ(01)

x

)
×

×
(
s(10)r(00) + r(10)s(00)

)∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(11) +
∂2
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y2

g(10)g(01)+

+
∂
(
σ

(01)
x − σ(01)

y

)
∂y

g(10) +
∂
(
σ

(10)
x − σ(10)

y

)
∂y

g(01) + σ(11)
x − σ(11)

y

 r(00)s(00)−

−

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(10) + σ(10)

y

)(
s(01)r(00) + r(01)s(00)

)
−

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(01) + σ(01)

y

)
×

×
(
s(10)r(00) + r(10)s(00)

)
+ 2τ (00)

(
r(00)r(11) + r(10)r(01) − s(00)s(11) − s(10)s(01)

)
+

+2

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)(
r(00)r(01) − s(00)s(01)

)
+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(01) + τ (01)

)
×

(11)
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×
(
r(00)r(10) − s(00)s(10)

)
=
∂Pτ
∂y

g(11) +
∂2Pτ
∂y2

g(10)g(01);

σ
(00)
x

(
2s(00)s(20) + (s(10))2

)
+ 2

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(10) + σ(10)

x

)
s(00)s(10)+

+

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(20) +

1

2

∂2σ
(00)
x

∂y2
(g(10))2 +

∂σ
(10)
x

∂y
g(10) + σ(20)

x

)
(s(00))2+

+σ
(00)
y

(
2r(00)r(20) + (r(10))2

)
+ 2

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(10) + σ(10)

y

)
r(00)r(10)+

+

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(20) +

1

2

∂2σ
(00)
y

∂y2
(g(10))2 +

∂σ
(10)
y

∂y
g(10) + σ(20)

y

)
(r(00))2+

+2τ (00)
(
s(00)r(20) + r(10)s(10) + s(20)r(00)

)
+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)
×

×
(
s(00)r(10) + r(00)s(10)

)
+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(20) +

1

2

∂2τ (00)

∂y2
(g(10))2+

+
∂τ (10)

∂y
g(10) + τ (20)

)
s(00)r(00) =

∂Pσ
∂y

g(20) +
1

2

∂2Pσ
∂y2

(g(10))2;

(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) (
r(00)s(20) + r(10)s(10) + r(20)s(00)

)
+

(
∂σ

(00)
x

∂y
g(10) + σ(10)

x

)
×

×(s(10)r(00) + s(00)r(10)) +

∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(20) +
1

2

∂2
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y2

×

× (g(10))2 +
∂
(
σ

(10)
x − σ(10)

y

)
∂y

g(10) + σ(20)
x − σ(20)

y

 s(00)r(00)−

−

(
∂σ

(00)
y

∂y
g(10) + σ(10)

y

)
(s(10)r(00) + s(00)r(10)) + τ (00)

(
2r(00)r(20)−

(12)

−2s(20)s(00) + (r(10))2 − (s(10))2
)

+ 2

(
∂τ (00)

∂y
g(10) + τ (10)

)(
r(00)r(10)−

−s(00)s(10)
)

+

(
∂τ (00)

∂y
g(20) +

1

2

∂2τ (00)

∂y2
(g(10))2 +

∂τ (10)

∂y
g(10) + τ (20)

)(
(r(00))2−

−(s(00))2
)

=
∂Pτ
∂y

g(20) +
1

2

∂2Pτ
∂y2

(g(10))2;

К соотношениям (9)–(12) следует добавить еще четыре условия, вид которых аналогичен
(10) и (12), если поменять местами цифры в соответствующих верхних индексах коэффици-
ентов (условия, полученные в результате приравнивания при ε2 и ε2

2).
Рассмотрим частный случай, когда исследуемое состояние близко к однородному

напряженно-деформированному:

f (0)(x) = h, u(0)(x, y) = ε0
xx, v(0)(x, y) = ε0

yy,

τ (00) =
∂σ

(00)
y

∂y
=
∂σ

(00)
x

∂y
= 0 (13)

(ε0
x = const, ε0

y = const).
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Тогда g(i,j)(x) (i, j = 0, 1, 2) имеют вид, представленный в [3]. Компоненты (8) из (7) в этом
случае следующие:

r(00) = 1; s(00) = r(10) = r(01) = 0; s(10) = −dg
(10)

dx
; s(01) = −dg

(01)

dx
;

r(20) = −1

2

(
dg(10)

dx

)2

; r(02) = −1

2

(
dg(01)

dx

)2

; s(20) = −dg
(20)

dx
; s(02) = −dg

(02)

dx
;

r(11) = −dg
(10)

dx

dg(01)

dx
; s(11) = −dg

(11)

dx
.

В результате линеаризованные граничные условия (9)-(12) принимают вид (при y =
g(0)(x) = (1 + ε0

y)h :

σ
(00)
y = Pσ; τ (00) = Pτ ; (14)

σ
(10)
y =

∂Pσ
∂y

g(10);

τ (10) −
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) dg(10)

dx
=
∂P

(00)
τ

∂y
g(10);

(15)

σ
(11)
y + 2

(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) dg(10)

dx

dg(01)

dx
+
∂σ

(01)
y

∂y
g(10) − 2τ (10) dg

(01)

dx
−

−2τ (01) dg
(10)

dx
=
∂Pσ
∂y

g(11) +
∂2Pσ
∂y2

g(10)g(01);

τ (11) −
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) dg(11)

dx
−

∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(10) + σ(10)
x − σ(10)

y

 dg(01)

dx
−

−

∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(01) + σ(01)
x − σ(01)

y

 dg(10)

dx
+
∂τ (10)

∂y
g(01) +

∂τ (01)

∂y
g(10) =

=
∂Pτ
∂y

g(11) +
∂2Pτ
∂y2

g(10)g(01);

(16)

σ
(20)
y +

(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)(dg(10)

dx

)2

+ 2τ (10) dg
(10)

dx
=
∂Pσ
∂y

g(20) +
1

2

∂2Pσ
∂y2

(g(10))2;

τ (20) −
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

) dg(20)

dx
−

∂
(
σ

(00)
x − σ(00)

y

)
∂y

g(10) + σ(10)
x − σ(10)

y

 dg(10)

dx
+

+
∂τ (10)

∂y
g(10) =

∂Pτ
∂y

g(20) +
1

2

∂2Pτ
∂y2

(g(10))2.

(17)

Ограничиваясь случаем малых деформаций (ε0
x � 1, ε0

y � 1) в (14)-(17) и полагая Pσ =
Pτ = 0, получаем (15) в виде:

σ
(10)
y = 0;

τ (10) − σ(00)
x

d
(
f (1)(x) + v(10)(x, h)

)
dx

= 0.
(18)
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Если пренебречь начальными несовершенствами, т. е. f (1)(x) = 0 , то (18) совпадает с [4],
а если граничные условия ставятся на недеформированной границе (v(10)(x, h) =
= v(01)(x, h) = 0), то (18) с точностью до обозначений совпадают с соотношениями из [2], [5].
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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ РАЗРУШЕНИЕ ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ,
ОСЛАБЛЕННОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ КРИВОЛИНЕЙНЫХ

ОТВЕРСТИЙ

Азербайджанский технический университет

Аннотация. Рассматривается задача механики упругопластического разрушения тонкой
пластины, ослабленной периодической системой криволинейных отверстий. Считается, что
из контуров отверстий исходят симметричные прямолинейные трещины вдоль оси абсцисс.
Исследуется начальное развитие пластических деформаций на продолжении трещин. Анализ
предельного равновесия трещины с концевой зоной пластических деформаций осуществляет-
ся на основе деформационного критерия разрушения.

Ключевые слова: периодическая система криволинейных отверстий, прямолинейные тре-
щины с концевыми зонами, упругопластическое разрушение, функция конформного отобра-
жения.

УДК: 539.375

Введение. Исследование поля напряжений в пластине, ослабленной бесконечной и в опре-
деленном смысле правильной системой отверстий, является одной из важных проблем плос-
кой теории упругости и давно привлекает к себе внимание многих ученых (см. обзор в [2]).
Однако бесконечная связность области, порождающая значительные трудности, долгое время
не позволяла построить приемлемое для нужд практики решение. Трудность периодической
задачи теории упругости для внешности отверстий некруговой формы заключается в том,
что не удается сравнительно просто построить функцию, конформно отображающую задан-
ную периодическую систему некруговых отверстий физической плоскости на периодическую
систему круговых отверстий в параметрической вспомогательной плоскости. В рассматри-
ваемой статье с помощью предлагаемого эффективного способа преодолевается отмеченная
трудность.

Постановка задачи. Пусть имеется упругая изотропная пластина, ослабленная периоди-
ческой системой одинаковых криволинейных отверстий (рис. 1). Контуры отверстий предпо-
лагаются гладкими и имеющими форму, отличную от окружности. Обозначим эту область
черезDz. Начало координат поместим в центре тяжести одного из отверстий, которое назовем
основным. Границу этого отверстия обозначим через L0. Центры криволинейных отверстий
с границей Lm (m =0,±1,±2,. . . ) лежат на одной прямой и находятся в точках

Pm = mω (m = 0,±1,±2, . . .), ω = 2.

ω=2 не имеет особого значения, так как всегда можно простым преобразованием получить
соответствующие функции для любого ω. Здесь вместо z = x+iy используются безразмерные
переменные 2z/ω0, которые обозначаются той же буквой z; ω0 – размерная длина, равная
расстоянию между центрами соседних отверстий.

Поступила 03.02.2013
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Рис. 1. Периодическая система отверстий с поверхностными трещинами в а) физической
и б) параметрической плоскостях

Для упрощения задачи будем предполагать, что контуры Lm имеют две оси симметрии,
одна из которых совпадает с осью абсцисс. Такие отверстия имеют наибольшее применение в
инженерной практике. К ним, в частности, относятся отверстия, имеющие форму эллипсов,
овалов, прямоугольников, ромбов, и т. п. Тем более что распространение метода Н. И. Мусхе-
лишвили на общий случай вполне очевидно и легко осуществимо при некоторой модификации
приводимых ниже уравнений.

Пусть из контуров отверстий исходят симметричные прямолинейные трещины вдоль оси
абсцисс (рис. 1). Контуры криволинейных отверстий и берега трещин свободны от внешних
нагрузок. Пусть в пластине имеют место средние напряжения σx = 0, σy = σ∞y , τxy = 0 (растя-
жение на бесконечности). Материал пластины будем считать упруго-идеальнопластическим,
подчиняющимся условию пластичности Треска–Сен-Венана.

Высокая концентрация напряжений вблизи вершин трещин в некоторых случаях вызыва-
ет разупрочнение материала, окружающего трещину. Это может проявляться в образовании
зон пластического течения. Анализ опытных данных, а также условий равновесия и развития
трещин с учетом взаимодействия берегов трещины и зон разупрочнения приводит к модели
трещины с концевой зоной (зоной предразрушения), в которой имеет место пластическое тече-
ние при постоянном напряжении. В ряде работ рассматриваются модели трещин, в которых
принимается, что в концевых зонах, размер которых соизмерим с длиной трещины, имеет
место пластическое течение при постоянном напряжении (см. обзор [1]).

Рассмотрим задачу о начальном развитии пластических деформаций, возникающих в
окрестности концов трещин, при одноосном растяжении пластины усилиями σ∞y , действую-
щими перпендикулярно линии трещин. Пластические деформации сосредоточены вдоль неко-
торых линий скольжения, исходящих из концов трещин. Из опыта хорошо известна общая
тенденция к формированию пластических областей на первых стадиях их развития в виде
узких зон скольжения, занимающих незначительный объем тела по сравнению с его упругой
частью [3], [4], [5], [10]. Первые зоны пластических деформаций согласно модели Леонова–
Панасюка–Дагдейла будут развиваться по линиям на продолжении трещин.

Выделим участки трещины l0 = l − l1 (концевые зоны), примыкающие к ее вершинам,
в которых для материала пластины имеет место пластическое течение при постоянном на-
пряжении (рис. 1). Взаимодействие берегов в концевых зонах трещины моделируется путем
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введения между ее берегами линий пластического скольжения (вырожденных полос пласти-
ческих деформаций). Размеры концевых зон зависят от вида материала пластины. Так как
концевые зоны и толщина зоны пластического течения малы по сравнению с остальной (упру-
гой) частью пластины, их можно мысленно представить в виде разрезов, поверхности которых
взаимодействуют по некоторому закону и препятствуют раскрытию трещины.

Под действием внешней нагрузки σ∞y в концевых зонах, соединяющих берега трещины,
возникают нормальные σy = σS и касательные τxy = 0 усилия. Размеры концевых зон заранее
неизвестны и подлежат определению.

На контуре отверстия Lm (m =0,±1,±2,. . . ) граничные условия имеют вид

σn = 0, τnt = 0,

а на берегах трещин с концевыми зонами пластических деформаций

σy = a, τxy = 0,

где a = 0 на берегах трещин и a = σS на линиях скольжения; σS – предел текучести материала
пластины на растяжение.

В силу симметрии граничных условий и геометрии области Dz, занятой материалом среды,
напряжения являются периодическими функциями с периодом ω.

На основании формул Колосова-Мусхелишвили [8] и граничных условий на контурах от-
верстий и берегах трещин с концевыми зонами задача сводится к определению двух анали-
тических в области Dz функций Φ(z) и Ψ(z) из краевых условий:

Φ(z) + Φ(z)− [z̄Φ′(z) + Ψ(z)] e2iα = 0, (1)

Φ(t) + Φ(t) + t̄Φ′(t) + Ψ(t) = a, (2)
где z ∈ Lm; α – угол, составляемый нормалью к контуру отверстия с осью x; t – аффикс
точек берегов трещин с концевыми зонами.

Решение краевой задачи. Для решения граничной задачи (1)-(2) перейдем на пара-
метрическую плоскость ζ с помощью конформного преобразования z = ω(ζ). Аналитическая
функция z = ω(ζ) осуществляет конформное отображение физической плоскости Dz на об-
ласть Dζ в плоскости переменной ζ, являющейся внешностью окружностей Γm радиуса λ
с центрами в точках Pm=mω с взаимно однозначным соответствием бесконечно удаленных
точек, а также соответствующих участков действительных и мнимых осей.

В случае периодической системы некруговых отверстий, границы которых являются
кусочно-гладкими кривыми, имеющими две оси симметрии, общее представление аналити-
ческой функции z = ω(ζ), осуществляющее конформное отображение области Dz на область
Dζ в плоскости переменной области ζ = ξ + iη, которая являет внешность окружностей Γm
(m =0,±1,±2,. . . ) радиуса λ с центрами в точках Pm=mω имеет [7] следующий вид:

ω(ζ) = ζ +

∞∑
k=0

A2k+2
λ2k+2ρ(2k−1)(ζ)

(2k + 1)!
, (3)

где ρ(ζ) =
(
π
ω

)2
sin−2

(
πζ
ω

)
− 1

3

(
π
ω

)2.
На основе равенства [8]

e2iα =
ζ2

λ2

ω′(ζ)

ω′(ζ)
,

принятых обозначений Φ∗(ζ) = Φ [ω(ζ)] и Ψ∗(ζ) = Ψ [ω(ζ)] граничные условия (1)-(2) примут
вид:
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[
Φ∗(ζ) + Φ∗(ζ)

]
ω′(ζ)− ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′∗(ζ) + ω′(ζ)Ψ∗(ζ)

]
= 0, (4)

Φ∗(ξ) + Φ∗(ξ) +
ω(ξ)

ω′(ξ)
Φ′∗(ξ) + Ψ∗(ξ) = a, (5)

где ζ = λeiθ +mω (m =0,±1,±2,. . . ).
Решение задачи на параметрической плоскости (для области Dζ) ищем [5] в виде

Φ∗(ζ) = Φ0(ζ) + Φ1(ζ), Ψ∗(ζ) = Ψ0(ζ) + Ψ1(ζ), (6)

Φ0(ζ) =
1

4
σ∞y + α0 +

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2ρ(2k)(ζ)

(2k + 1)!
, (7)

Ψ0(ζ) =
1

2
σ∞y +

∞∑
k=0

β2k+2
λ2k+2ρ(2k)(ζ)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2S(2k+1)(ζ)

(2k + 1)!
,

Φ1(ζ) =
1

2π

∫
L

g(t)ctg
π

ω
(t− ζ)dt, (8)

Ψ1(ζ) = − πζ

2ω2

∫
L

g(t)sin−2 π

ω
(t− ζ)dt,

где S(ζ) =
′
Σ
m

[
Pm

(ζ−Pm)2 −
2ζ
P 2
m
− 1

Pm

]
.

Штрих у суммы означает, что при суммировании исключается индекс m =0, интегралы в
(8) берутся по линии L = [−l∗,−λ] ∪ [λ, l∗], g(t) – искомая функция.

g(t) =
2µ

1 + κ

∂

∂t

[
v+(t, 0)− v−(t, 0)

]
, (9)

где µ – модуль сдвига; κ = (3− ν)/(1− ν) – постоянная Мусхелишвили; ν – коэффициент
Пуассона материала. Параметр l∗ определяется из уравнения

l = ω(l∗). (10)
Комплексные потенциалы в (6)-(8) определяют класс задач с периодическим распределе-

нием напряжений. Из условия равенства нулю главного вектора всех сил, действующих на
дугу, соединяющую две конгруэнтные точки в области Dζ , находим

α0 =
π2

24
λ2β2.

В силу выполненных условий периодичности система граничных условий (4) на Γm
(m =0,±1,±2,. . . ) заменяется одним функциональным уравнением, например на контуре
окружности Γ0, а система краевых условий (5) – граничным условием на линии L.

Неизвестная функция g(ξ) и постоянные α2k, β2k должны быть определены из краевых
условий на берегах трещин и контуров отверстий. Для составления уравнений относительно
коэффициентов α2k, β2k функций Φ0(ζ) и Ψ0(ζ) представим граничное условие (4) в виде[

Φ0(ζ) + Φ0(ζ)
]
ω′(ζ)− ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′0(ζ) + ω′(ζ)Ψ0(ζ)

]
= f1(ζ) + if2(ζ), (11)

f1(ζ) + if2(ζ) = −
[
Φ1(ζ) + Φ1(ζ)

]
ω′(ζ) +

ζ2

λ2

[
ω(ζ)Φ′1(ζ) + ω′(ζ)Ψ1(ζ)

]
. (12)
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Относительно функции f1(ζ) + if2(ζ) будем считать, что она разлагается на |ζ| = λ в ряд
Фурье. В силу симметрии этот ряд имеет вид

f1(θ) + if2(θ) =

∞∑
k=−∞

A∗2ke
2ikθ, ImA∗2k = 0, (13)

A∗2k =
1

2π

2π∫
0

(f1 + if2)e−2ikθdθ. (14)

Подставив в (14) выражение (12) и поменяв порядок интегрирования, после вычисления
интегралов с помощью теории вычетов найдем коэффициенты A∗2k:

A∗2k = − 1

2ω

∫
L

g(t)f2k(t)dt, (15)

где f0(t) = 2γ(t), f2(t) = −λ
2

2 γ
(2)(t), γ(t) = ctg πω t,

f2k(t) = −λ
2k(2k−1)

(2k)! γ(2k)(t) + λ2k−2

(2k−3)!γ
(2k−2)(t) (k = 2, 3, . . .),

f−2k(t) = − λ2k

(2k)!γ
(2k)(t) (k = 1, 2, . . .).

Для составления уравнений относительно коэффициентов α2k, β2k функций Φ0(ζ) и Ψ0(ζ)
разложим эти функции и функцию ω(ζ) в ряды Лорана в окрестности нулевой точки ζ = 0:

Φ0(ζ) =
1

4
σ∞y + α0 +

∞∑
k=0

α2k+2

(
λ

2

)2k+2

+

∞∑
k=0

α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j , (16)

Ψ0(ζ) =
1

2
σ∞y +

∞∑
k=0

β2k+2

(
λ

2

)2k+2

+

∞∑
k=0

β2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j−

−
∞∑
k=0

(2k + 2)α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

(2j + 2k + 2)rj,kζ
2j ,

ω(ζ) = ζ −
∞∑
k=0

A2k+2
λ2k+2

(2k + 1)ζ2k+1
+

∞∑
k=0

A2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,kζ
2j+1

2j + 1
,

rj,k =
(2j + 2k + 1)!gj+k+1

(2j)!(2k + 1)!22j+2k+1
, gj+k+1 = 2

∑
m

’
1

m2j+2k+2
.

Подставив в левую часть граничного условия (11) на контуре Γ0 (ξ = λeiθ) вместо Φ0(ζ),
Φ0(ζ), Φ′0(ζ), Ψ0(ζ), ω′(ζ) и ω(ζ) их разложения в ряды Лорана, а в правую часть вместо
f1 + if2 ряд Фурье (13) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях exp(iθ), по-
лучим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных
коэффициентов α2k, β2k. Ниже приводятся уравнения второго приближения:

a1F +
A2

2
F1 +

A4

2
F2 +

b1λ
2

2
F1 +

b2λ
4

2
F2 −m− f = A∗0,

b1λ
2F +

a1 + b2λ
4

2
F1 +A2F2 −m1 − f1 = A∗2,

b2λ
4F +

b1λ
2

2
F1 +

a1

2
F2 −m2 − f2 = A∗4, (17)

A2F +
a4 +A4

2
F1 +

b1λ
2

2
F4 −m3 − f3 = A∗−2,
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A4F +
A2

2
F1 +

a1

2
F2 −m4 − f4 = A∗−4,

где

a1 = 1 +A2λ
2r0,0 +A4λ

4r0,1;

b1 = A2λ
2r1,0 +A4λ

4r1,1; b2 = A2λ
2r2,0 +A4λ

4r2,1;

F = 2

[
σ∞x + σ∞y

4
+ a0 + a2λ

2r0,0 + a4λ
4r0,1;

]
F1 = 2(a2 + a2λ

2r1,0 + a4λ
6r1,1); F2 = 2(a4 + a4λ

8r2,1 + a2λ
6r2,0);

m = 2a2A2 +
3

4
a4A4 +

2

3
b1λ

2(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1) +
4

5
b2λ

4(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1);

m1 = −2a2a1 + 4a4A2 +
2

5
b2λ

4(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1);

m2 = −4a2a1 −
2

3
a2b2λ

2;

m3 =
2

3
a2A4 + 2a1(a2λ

4r1,0 + a4λ
6r1,1) +

4

5
b1λ

4(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1);

m4 = −2A2(a2λ
4r1,0 + a4λ

6r1,1) + 4a1(a2λ
6r2,0 + a4λ

8r2,1);

f = a1β2 +A2γ0 +A4γ1 + β4b1λ
2 + β6b2λ

4

f1 = a1β4 +A4γ0 +A2β2 + β6b1λ
6; f2 = a1β6 +A2β4 +A4β2;

f3 = a1γ0 +A2γ1 + β2b1λ
2 + β4b2λ

4; f4 = a1γ0 + γ0b1λ
2 + β2b2λ

4;

γ0 =
1

2
(σ∞y − σ∞x ) + β2λ

2r0,0 + β4λ
4r0,1 + β6λ

6r0,2 − 4a2λ
2r0,0 − 16a4λ

4r0,1;

γ1 = β2λ
2r1,0 + β4λ

6r1,1 + β6λ
8r1,2 − 8α2λ

4r1,0 − 24α4λ
6r1,1.

Вывод уравнений последующих приближений осуществляется единообразным способом,
здесь новых трудностей не возникает, кроме громоздкости записи. В третьем приближении
количество этих уравнений составляет семь. Быстрая сходимость найденных систем уравне-
ний в диапазоне 0<λ ≤0,8 объясняется тем, что коэффициенты систем (17) содержат высокие
степени параметра λ.

Система уравнений не является замкнутой. Для замкнутости этой системы уравнений необ-
ходимо использовать граничное условие (5) на берегах трещин с концевыми зонами (на L).

Требуя, чтобы функции (6)-(8) удовлетворяли краевому условию на берегах линии L, после
некоторых преобразований получаем сингулярное интегральное уравнение относительно g(ξ)

1

ω

∫
L

g(t)ctg
π

ω
(t− ξ)dt+H(ξ) = a. (18)

Здесь H(ξ) = Φ0(ξ) + Φ0(ξ) + ω(ξ)
ω′(ξ)Φ′0(ξ) + Ψ0(ξ).
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Алгебраическая система (17) совместно с сингулярным интегральным уравнением (18) яв-
ляются основными разрешающими уравнениями задачи, позволяющими определить функ-
цию g(ξ) и коэффициенты α2k, β2k. Решая их с учетом ограниченности напряжений в вер-
шинах трещин, найдем искомую функцию g(ξ), коэффициенты α2k, β2k и определим размер
зоны пластических деформаций на продолжении трещин.

Методика численного решения и анализ. Используя разложение

π

ω
ctg

π

ω
t =

1

t
−
∞∑
j=0

gj+1
t2j+1

ω2j+2
,

уравнение (18) можно привести к обычной форме:

1

π

∫
L

g(t)dt

t− ξ
+

1

π

∫
L

g(t)K(t− ξ)dt+H(ξ) = a, (19)

где K(t) = −
∞∑
j=0

gj+1
t2j+1

ω2j+2 .

Преобразуем интегральное уравнение (19) к виду, более удобному для нахождения при-
ближенного решения,

2

π

1∫
λ1

ξ∗g(ξ∗)dξ∗
ξ2
∗ − ξ2

0

+
1

π

1∫
λ1

g(ξ∗)K0(ξ∗, ξ0)dξ∗ +H(ξ0) = a, (20)

где K0(ξ∗, ξ0) = K(ξ∗ − ξ0) +K0(ξ∗ + ξ0), ξ∗ = t
l , ξ0 = ξ

l∗
, λ1 = λ

l∗
.

Сделаем замену переменных:

ξ2
∗ = u =

1− λ2
1

2
(τ + 1) + λ2

1, ξ2
0 = u0 =

1− λ2
1

2
(η + 1) + λ2

1. (21)

При этом интервал интегрирования [λ1,1] переходит в отрезок [-1,1], а преобразованное
уравнение (20) принимает стандартный вид

1

π

1∫
−1

g∗(τ)dτ

τ − η∗
+

1

π

1∫
−1

g∗(τ)B(η∗, τ)dτ +H∗(η∗) = a, (22)

где g∗(τ) = g(ξ∗), H∗(η∗) = H(ξ0).

B(η∗, τ) = −1− λ2
1

2

∞∑
j=0

gj+1

(
l∗
2

)2j+2

uj0Bj ,

Bj = 2j + 1 +
(2j + 1)2j(2j − 1)

1 · 2 · 3
u

u0
+ ...+

(
u

u0

)j
.

Для построения решения сингулярного интегрального уравнения использовался метод пря-
мого решения сингулярных интегральных уравнений [5], [11]. Сингулярное интегральное
уравнение (22), кроме особенности в ядре Коши, имеет в неподвижную особенность в точ-
ке выхода трещины на поверхность отверстия. В этом случае функция g∗(τ) в точках ξ = ±λ
имеет особенность, отличную от корневой. Характер этой особенности может быть определен
из анализа интегрального уравнения (22) [8]. В отличие от случая внутренней трещины с

концевыми зонами интеграл
l∗∫
λ

g(t)dt = C 6= 0. Постоянная C выражается через раскрытие

трещины на поверхности отверстия и должна быть определена после решения сингулярного
интегрального уравнения.
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В поставленной задаче следовало бы использовать метод решения интегрального урав-
нения, построенного на базе квадратурной формулы Гаусса-Якоби. Из-за громоздкости вы-
ражений для функций B(η∗, τ) и H∗(η∗) определение особенности функции g∗(τ) в точках
x=±λ затруднительно. Кроме того, следует отметить, что некоторый выигрыш в сходимо-
сти по уточненному методу теряется из-за громоздкости формул для коэффициентов матри-
цы системы. В связи с этим использовали другой, упрощенный способ численного решения
интегральных уравнений типа (22), эффективность которого проверена на многочисленных
задачах [6], [9], [11]. Так как в упругопластической пластине напряжения ограничены, реше-
ние сингулярного интегрального уравнения (22) следует искать в классе всюду ограниченных
функций. Представим решение в виде

g∗(η∗) = g0(η∗)
√

1− η2
∗, (23)

где g0(η∗) – новая неизвестная ограниченная функция.
Используя квадратурные формулы, сингулярное интегральное уравнение (22) можно све-

сти к конечной алгебраической системе M+1 уравнений:

M∑
m=1

g0(τm)

M + 1
sin2 πm

M + 1

(
1

τm − ηr
+B(τm, ηr)

)
= π [a(ηr)−H∗(ηr)] (r = 1, 2, . . . ,M + 1), (24)

где τm = cos πm
M+1 (m =1,2,. . . ,M); ηr = cos 2r−1

2(M+1)π (r =1,2,. . . ,M+1).
Полученная алгебраическая система M+1 уравнений (24) для определения неизвестных

значений g0(τ1), g0(τ2),. . . ,g0(τm) и l0 удовлетворяет дополнительному условию, при котором
существует решение в классе всюду ограниченных функций [8].

Из-за неизвестного размера концевой зоны пластических деформаций объединенная ал-
гебраическая система, состоящая из разрешающей системы задачи (17), (10), (24), является
нелинейной. Во избежание решения нелинейной системы уравнений применяем обратный спо-
соб. Считаем заданным размер концевой зоны трещины, а в процессе решения определяем
параметр нагружения σ∞y . При таком способе решения алгебраическая система (10), (17),
(24) оказывается линейной. Для численных расчетов полагалось M =30, что отвечает разби-
ению на 30 чебышевских узлов соответственно. Расчеты были выполнены методом Гаусса с
выбором главного элемента.

Для определения предельно-равновесного состояния тонкой пластины, при котором про-
исходит рост трещины, используем критерий критического раскрытия берегов трещины у
основания пластической зоны

v+ − v− = δc,

где v+ и v− – граничные значения перемещений на верхнем и нижнем берегах трещины соот-
ветственно; δc – характеристика трещиностойкости материала пластины. Это дополнительное
условие позволяет определить параметры растягиваемой пластины, при которых происходит
развитие трещины.

На основании полученного решения вычислим раскрытие v(η, 0) на берегах концевой зоны
пластических деформаций

v(η, 0) =
1 + κ

2µ

η∫
−l∗

g(η)dη.

Раскрытие берегов зоны пластических деформаций при η = −l∗1 (x = −l1) (у основания
зоны пластических деформаций) будет
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v(−l∗1, 0) = −1 + κ

2µ

−l∗1∫
−l∗

g(η)dη.

Таким образом, условие, определяющее предельную растягивающую нагрузку σ∗0 , при ко-
торой происходит рост трещины в точке x = ±l1, можно представить как

−1 + κ

2µ

−l∗1∫
−l∗

g(η)dη = δc.

Используя замену переменных, заменяя интеграл суммой, получим

−1 + κ

2µ

π(l∗ − λ)

M

M1∑
m=1

g0(τm) = δc, (25)

где M1 – число узловых точек в интервале (−l∗,−l∗1).
Совместное решение объединенной алгебраической системы (17), (24) (25) дает возмож-

ность определить критическую величину растягивающей нагрузки и размер концевой зоны
пластических деформаций для состояния предельного равновесия, при котором происходит
рост трещины в пластине.

Анализ решения конкретных задач. В качестве отверстий выбраны эллипсы с раз-
личными соотношениями полуосей и квадраты с радиусами закругления углов. Такой выбор
объясняется наибольшей вероятностью их применения в инженерной практике. Эллипсы бра-
лись с соотношением полуосей a/b, принимающим значения 3/2, 2, 5/2, 3, причем для каждого
из этих случаев рассматривались различные значения полуоси a. Значение периода ω бралось
равным двум. Большие оси эллипсов лежат на оси абсцисс. Отношения радиуса ρ закругле-
ния угла квадрата к длине его стороны принимались равными 0,05 и 0,025. Длины сторон
при этом варьировались от 0,4 до 0,8. Стороны квадратов параллельны осям координат.

Пусть нам известна аналитическая функция ω0(ζ), конформно отображающая внешность
круга Γ0 радиуса λ (λ<1) плоскости ζ на внешность некругового контура L0 плоскости z=x+iy
с соответствием бесконечно удаленных точек ω0(∞) = ∞. В настоящее время имеется боль-
шой каталог таких отображающих функций [12].

Задача состоит в том, чтобы найти такие значения коэффициентов A2k, которые будут наи-
лучшим образом обеспечивать величинам ω(θj) отображающей функции (3) значения ω0(θj).
Таким образом, требуется найти наиболее вероятные значения неизвестных коэффициентов.

Согласно принципу наименьших квадратов наивероятнейшими значениями параметров бу-
дут такие, при которых сумма квадратов отклонений

εi = ω(θj)− ω0(θj) (j = 1, n)

будет наименьшей, т. е.

U =

n∑
j=1

[ω(θj)− ω0(θj)]
2 → min .

Используя необходимое условие экстремума функции нескольких переменных, получаем
конечную линейную алгебраическую систему уравнений для определения коэффициентов A2k

∂U

∂A2k
= 0 (k = 1, 2, . . . n).
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Все вычисления проводились с двойной точностью. При этом сначала применялась про-
грамма для нахождения приближенного конформного отображения ω(ζ) при заданных гео-
метрических характеристиках отверстий. Полученные результаты подставлялись в другую
программу для решения алгебраических систем (10), (17), (24) и (25) методом Гаусса с выбо-
ром главного элемента.

В результате вычислений были найдены критические напряжения σ∞y при одноосном растя-
жении пластины с периодической системой эллиптических и квадратных отверстий, а также
размеры зон пластических деформаций.

Заключение. Модель трещины с концевыми зонами пластического течения при постоян-
ном напряжении позволяет провести анализ предельного равновесия трещин в тонкой пла-
стине, ослабленной периодической системой криволинейных отверстий с помощью деформа-
ционного критерия. Анализ предельного равновесия трещин тонкой перфорированной пла-
стины, при котором происходит рост трещин, сводится к параметрическому исследованию
разрешающей алгебраической системы (10), (17), (24) и критерия развития трещины (25) при
различных механических характеристиках материала, а также геометрических параметрах
пластины.
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ELASTOPLASTIC FRACTURE OF A THIN PLATE, WEAKENED
BY THE PERIODIC SYSTEM OF THE CURVILINEAR HOLES

Azerbaijan Technical University

Abstract. The problem of elasto-plastic fracture mechanics for thin plate weakened by a periodic
system of curvilinear holes is considered. It is assumed that along the x-axis symmetrical rectilinear
cracks are emanated from the contours of holes. The initial development of the plastic deformation
on the extension of cracks is study. Analysis of the equilibrium limit state of crack with plastic
deformations end zone is carried out on the basis of the deformation fracture criterion.
Keywords: periodic system of curvilinear holes, rectilinear cracks with end zones, elastoplastic
fracture, conformal mapping function.
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Аннотация. Дается математическое описание модели зарождения трещин при однородном
изгибе в тонкой пластине, ослабленной периодической системой круглых отверстий. Строятся
общие представления решений, описывающие класс задач с периодическим распределением
напряжений вне круговых отверстий. Решение задачи о зарождении трещин сводится к двум
бесконечным алгебраическим системам и двум сингулярным интегральным уравнениям пер-
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Во многих отраслях современной техники широко используются технические средства,
в которых содержатся конструкционные элементы в виде пластин, ослабленных большим
количеством отверстий, т. е. перфорированных пластин.

Пусть изотропная упругая пластина, ослабленная периодической системой круговых от-
верстий, подвергается изгибу средними моментами (изгиб на бесконечности)

Mx = M∞x , My = M∞y , Hxy = 0.

Считается, что круговые отверстия имеют радиус λ (λ < 1) и центры в точках

Pm = mω (m = 0, ±1, ±2, . . .) , ω = 2.

Процессы разрушения реальных материалов имеют сложный характер и протекают для
различных материалов по-разному. Это зависит от особенностей структуры материала, его
химического состава, вида напряжения и других. В настоящее время известны различные
механизмы зарождения трещин [1]. Задача о зарождении трещины является [2], [3], [4] важной
проблемой теории прочности.

По мере нагружения пластины изгибающими моментами будут возникать зоны предраз-
рушения, которые моделируем как области ослабленных межчастичных связей материала.
Будем зоны предразрушения (прослойки перенапряженного материала) моделировать в ви-
де узких слоев со связями между берегами. Взаимодействие берегов зоны предразрушения
моделируется путем введения между берегами зоны связей, имеющих заданную диаграмму
деформирования. Физическая природа таких связей и размеры областей, в которых осуществ-
ляется взаимодействие берегов зоны предразрушения, зависят от вида материалов. Так как
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указанные зоны (прослойки перенапряженного материала) малы по сравнению с остальной
упругой частью пластины, то их можно мысленно удалить, заменив разрезами, поверхности
которых взаимодействуют между собой по некоторому закону, соответствующему действию
удаленного материала. Из опыта хорошо известна общая тенденция к формированию обла-
стей предразрушения на ранних стадиях развития в виде узких слоев, занимающих незначи-
тельный объем тела по сравнению с его упругой зоной [1], [5], [6], [7].

Зоны предразрушения ориентированы в направлении максимальных растягивающих на-
пряжений (рис. 1). Для математического описания взаимодействия берегов зоны предраз-
рушения полагаем, что в этих зонах между берегами имеются связи, которые сдерживают
раскрытие берегов зоны предразрушения. Считается, что в зоне предразрушения имеет ме-
сто пластическое течение при постоянном напряжении.

Рис. 1. Изгибаемая пластина, ослабленная периодической системой
круговых отверстий и зонами предразрушения

Под действием внешних нагрузок (изгибающих моментов) в связях, соединяющих берега
зоны предразрушения, возникают усилия, имеющие из-за симметрии задачи только нормаль-
ную составляющую σy = σs. Следовательно, к берегам зоны предразрушения будут при-
ложены только нормальные изгибающие усилия Ms. Размер зоны предразрушения заранее
неизвестен и подлежит определению в процессе решения краевой задачи механики разруше-
ния пластины, ослабленной периодической системой круговых отверстий, при однородном
изгибе.

Задача заключается в определении напряженно-деформированного состояния пластины, а
также в нахождении предельной нагрузки, по достижении которой произойдет появление тре-
щины. В исследуемом случае возникновение трещины представляет собой процесс перехода
области предразрушения в область разорванных связей между поверхностями материала.

Дифференциальное уравнение для искомой функции прогиба w, определяющей напряжен-
ное и деформированное состояние пластины, ослабленной периодической системой круговых
отверстий имеет вид

∆∆w = 0,

где ∆ - оператор Лапласа.
По мере увеличения интенсивности изгибающей нагрузки в такой пластине вокруг отвер-

стий образуются зоны повышенных напряжений, расположение которых носит периодический
характер. Эти зоны способствуют зарождению трещин возле отверстий, что в свою очередь
может привести к полному разрушению пластины.

Пластина на основании сказанного выше ослаблена двумя периодическими системами пря-
молинейных зон предразрушения коллинеарных осям абсцисс и ординат неравной длины (рис.
1).
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Принято, что контуры периодической системы круговых отверстий свободны от внешних
нагрузок. В силу симметрии граничных условий и геометрии области, занятой материалом
пластины, напряжения являются периодическими функциями с периодом ω.

Для однородной задачи теории изгиба удельные моменты, удельные поперечные силы пред-
ставим через две аналитические функции Φ(z) и Ψ(z) (вывод этих соотношений можно найти
в [8]):

Mx +My = −4D (1 + v)ReΦ(z),

My −Mx = 2iHxy = 2D (1− v) [z̄Φ′ (z) + Ψ (z)] ,

D =
Eh3

12 (1− v2)
,

где Мх, Мy иHxy – соответственно удельные изгибающие и крутящие моменты; Е и v – модуль
упругости Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины; h – толщина пластины.

На основании соотношений классической теории [8] Кирхгофа и Колосова-Мусхелишвили
[9], а также краевых условий на контурах круговых отверстий и берегах зон предразрушения
задача сводится к отысканию двух аналитических функций Φ(z) и Ψ(z) из граничных условий

εΦ (τ) + Φ (τ)− [τ̄Φ′ (τ) + Ψ (τ)] e2iθ = 0на берегах круговых отверстий, (1)

εΦ (t) + Φ̄ (t) + tΦ̄′ (t) + Ψ̄ (t) = Ms + iC на L′1, (2)

εΦ (t1) + Φ̄ (t1) + tΦ̄′ (t1) + Ψ̄ (t1) = Ms + iC1 на L′2, (3)

где τ = λeiθ + mω (m =0, ±1, ±2, . . . ); t и t1 – аффиксы точек берегов зон предразру-
шения, направленных по осям абсцисс и ординат соответственно; С, С1 – действительные
постоянные, определяемые в ходе решения задачи из условия равенства нулю скачка про-
гиба [w] в вершинах зон предразрушения, ε = −(3 + v)/(1− v); L′1 – совокупность берегов
зон предразрушения, коллинеарных оси абсцисс; L′2 – тоже для берегов зон предразрушения,
коллинеарных оси ординат.

Для определения значений внешней нагрузки (изгибающих моментов), при котором про-
исходит зарождение трещины, нужно постановку задачи дополнить условием (критерием)
появления трещины (разрыва межчастичных связей материала). В качестве такого условия
принимаем [3], [4] критерий критического раскрытия берегов зоны предразрушения.

В рассматриваемой задаче эти условия запишутся в виде

υ+ (x, 0)− υ− (x, 0) = δcrдля L′1, (4)

u+ (x, 0)− u− (x, 0) = δcrдля L′2,

для δcr – характеристика сопротивления материала пластины трещинообразованию.
Эти дополнительные условия позволяют определить параметры изгибаемой пластины, при

которых появляется трещина в пластине.
Решение краевой задачи. Решение краевой задачи (1)–(3) ищем в виде:

Φ(z) = Φ1(z) + Φ2(z) + Φ3(z), (5)

Ψ(z) = Ψ1(z) + Ψ2(z) + Ψ3(z),
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Φ1(z) = −
M∞x +M∞y
4(1 + v)D

+ α0 +

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2ρ(2k)(z)

(2k + 1) !
, (6)

Ψ1(z) =
M∞y −M∞x
2D (1− v)

+

∞∑
k=0

β2k+2
λ2k+2ρ(2k)(z)

(2k + 1) !
−
∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2S(2k+1)(z)

(2k + 1) !
,

Φ2 (z) =
1

iω (1 + κ0)

∫
L1

g (t)ctg
π

ω
(t− z) dt, (7)

Ψ2 (z) = − 1

iω2 (1 + κ0)

∫
L1

g (t) sin−2 π

ω
(t− z) dt,

Φ3 (z) =
1

ω (1 + к0)

∫
L2

g1 (t1) ctg
π

ω
(it1 − z) dt1, (8)

Ψ3 (z) = − 1

ω (1 + κ0)

∫
L2

[
2ctg

π

ω
(it1 − z)+

+
π

ω
(2t1 + iz) sin2 π

ω
(it1 − z)

]
g1 (t1) dt1.

Интегралы в (7) и (8) берутся по линиям

L1 = [−`, −λ] ∪ [λ, `] и L2 = [−`1, −λ] ∪ [λ, `1] ;

ρ (z) =
(
π
ω

)2 1

sin2( πω z)
− 1

3

(
π
ω

)2
, S (z)– специальная мероморфная функция [6]; g(x),

g1(y) – искомые функции, характеризующие раскрытие берегов зон предразрушения; к0 =
(3− v)/(1 + v).

Из условия равенства нулю главного вектора сил и главного момента этих же сил, дей-
ствующих на дугу, соединяющую две конгруэнтные точки в Dz, следует, что

α0 = −1

6

(π
ω

)2 1− v
1 + v

β2λ
2. (9)

Из условий симметрии относительно координатных осей находим, что
Imα2k = 0; Imβ2k = 0k = 0, 1, 2, . . . .
Можно убедиться, что представления (5)–(9) определяют класс симметричных задач с пе-

риодическим распределением напряжений. Неизвестные функции g(x), g1(y) и коэффициенты
α2k, β2k должны быть определены из граничных условий (1)–(3).

Так как выполняются условия периодичности, то система граничных условий (1) вырож-
дается в одно функциональное уравнение, например, на контуре L0 (τ = λ exp (iθ)), а система
краевых условий (2)–(3) вырождается в граничные условия на L1 и L2.

Удовлетворяя граничным условиям, решение задачи сводится к двум бесконечным алгеб-
раическим системам и двум сингулярным интегральным уравнениям первого рода.

α2j+2 =

∞∑
k=0

Aj,kα2k+2 + bj . (10)

Здесь

Aj,k = (2j + 1)γj,kλ
2j+2k+2; γ0,0 =

3

8
g2λ

2 +

∞∑
i=1

(2i+ 1) g2
i+1λ

4i+2

24i+4
;

γj,k = − (2j + 2k + 2) !gj+k+1

(2j + 1) ! (2k + 1) ! 22j+2k+2
+

(2j + 2k + 4) !gj+k+2λ
2

(2j + 2) ! (2k + 2) ! 22j+2k+4
+



ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИН ПРИ ОДНОРОДНОМ ИЗГИБЕ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ... 149

+

∞∑
i=0

(2j + 2i+ 1) ! (2k + 2i+ 1) !gj+i+1 · gk+i+1 · λ4i+2

(2j + 1) ! (2k + 1) ! (2i+ 1) ! (2i) ! 22j+2k+4i+4
+ bj,k;

b0,k = 0; bj,0 = 0; bj,k =
gj+1gk+1 · λ2

22j+2k+4

{
1 +

2K2λ
2

K1

}
;

(j = 1, 2,. . . ); (k= 1, 2, . . . );

K0 = 1−K2λ
2; K2 = −π

2

24
· 1− v

1 + v
.

Постоянные β2k определяются из следующих уравнений:

β2 =
1

K0

[
−С0 + 2

∞∑
k=0

gk+1 · λ2k+2

22k+2
α2k+2

]
; (11)

β=
2j+4 (2j + 3) α+

2j+2

∞∑
k=0

(2j + 2k + 3) !gj+k+2λ
2j+2k+4

(2j + 2) ! (2k + 1) ! 22j+2k+4
α−2k+2C−2j−2.

Относительно искомой функции g(x) имеем:

2

iω (1 + κ0)

∫
L

g (t) ctg
π

ω
(t− x) dt+N (x) = Ms + iC; (12)

N(x) = −
M∞x +M∞y
4 (1 + v)D

+
M∞y −M∞x
2D (1− v)

+ Φ∗(x) + Φ∗(x) + xΦ′∗(x) + Ψ∗(x);

Φ
(
∗x) = Φ

(
1x) + Φ

(
3x); Ψ

(
∗x) = Ψ

(
1x) + Ψ

(
3x).

Относительно искомой функции g1(y) имеем:

2

iω2 (1 + κ0)

∫
L1

g1(t)
[
(t− y) sh−2 π

ω
(t− y)

]
dt+N1(y) = Ms + iC1; (13)

N1(y) = Φ4(iy) + Φ4(iy) + (iy) Φ′4(iy) + Ψ4(iy)− M∞x +M∞y
2(1+v)D +

M∞y −M
∞
x

2D(1−v) ;

Φ
(
4x) = Φ

(
1x) + Φ

(
2x); Ψ

(
4x) = Ψ

(
1x) + Ψ

(
2x).

Затем каждое сингулярное интегральное уравнение задачи с помощью интерполяционно-
го полинома Лагранжа, построенного по чебышевским узлам, сводится к конечной системе
линейных алгебраических уравнений без промежуточного этапа приведения его к уравнению
Фредгольма. Полученные алгебраические системы решались методами урезания и Гаусса с
выбором главного элемента для разных значений порядка М (М – число чебышевских узлов)
в зависимости от радиуса круговых отверстий.

Для определения постоянной С имеем следующие соотношения [10]:

Re

−λ∫
−`

t̄g(t)dt = 0; Re

`∫
λ

t̄g(t)dt = 0, (14)

обеспечивающих равенство нулю скачка прогиба в вершине L1 при x = ±`.
Аналогично для определения постоянной С1 имеем следующие соотношения:

Re

−λ∫
−`1

t̄1g1(t1)dt1 = 0; Re

`1∫
λ

t̄1g1(t1)dt1 = 0, (15)
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обеспечивающие равенство нулю скачка прогиба в вершинах L2 при y = ±`1.
Из-за неизвестных размеров зон предразрушения (параметров ` и `1) объединенная алгеб-

раическая система уравнений оказалась нелинейной. Так как напряжения в тонкой пластине,
ослабленной периодической системой круговых отверстий, ограничены, то решение краевой
задачи ищется в классе всюду ограниченных функций. Для получения такого решения необхо-
димо добавить к основным разрешающим уравнениям условия разрешимости краевой задачи
в классе всюду ограниченных функций. Эти условия (условия ограниченности напряжений в
окрестности вершин x = ±` и y = ±`1 зон предразрушения) можно записать в виде

M∑
k=1

(−1)
k
g0
k (τm) ctg

θk
2

= 0, θk =
2k − 1

2M
π, (16)

M∑
k=1

(−1)
k
g0

1k (τm) ctg
θk
2

= 0.

Эти уравнения служат для определения размеров зон предразрушения (параметров ` и
`1).

Добавляя эти два уравнения (15) к основным разрешающим уравнениям (10), (11), (12),
(13), получаем замкнутую систему уравнений. Упомянутые системы полностью определяют
решение задачи теории изгиба пластины с зонами предразрушения. Удовлетворяя условиям
(13) и (14), находим, что постоянные С и С1 равны нулю.

Согласно критерию (4) появление трещины произойдет, как только раскрытие берегов зо-
ны предразрушения достигнет предельного (для данного материала при заданных условиях)
значения δcr. Используя решение задачи, эти условия можно представить в виде

`∫
x

g(t)dt = −iδcr,
`1∫
y

g1(y)dy = −iδcr. (17)

Очевидно, что разрыв межчастичных связей материала будет происходить при x = ±λ
или y = ±λ.

Полученные уравнения дают возможность при заданных характеристиках материала опре-
делить предельную внешнюю нагрузку, при которой происходит появление трещины в пла-
стине, ослабленной периодической системой круговых отверстий.

Для численной реализации изложенного способа были выполнены расчеты. Исследовался
односторонний изгиб пластины постоянными моментамиM∞y (M∞x = 0) и всесторонний изгиб
– моментами M∞x = M∞y = M0.

Объединенная нелинейная алгебраическая система решалась методом последовательных
приближений. При изменении радиуса кругового отверстия в диапазоне 0, 1 < λ ≤ 0, 6 зна-
чения коэффициентов α2k, β2k, а также значений искомых функций g(x) и g1(y) в узловых
точках по существу не меняются (совпадают с точностью до шестого знака), начиная с М =
20. В диапазоне изменения 0, 6 ≤ λ ≤ 0, 8 оказалось достаточным взятьM = 40, а бесконечные
системы урезать до 12 уравнений (решения совпадают с точностью до четвертого знака).

Для радиуса кругового отверстия λ > 0, 8, начиная с M = 60, решение совпадает с точно-
стью до третьего знака, при этом бесконечные системы урезались до 30 уравнений. Заметим,
что значения параметра λ > 0, 8 выпадают из рабочего диапазона изменения радиуса круго-
вого отверстия пластины.

Анализ модели зарождения трещины в тонкой пластине, ослабленной периодической си-
стемой круговых отверстий, при однородном изгибе сводится к параметрическому исследо-
ванию алгебраических систем (10)–(13), (15) и критерия появления трещины при различных
характеристиках материала и геометрических параметров пластины.
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V. M. Mirsalimov, R. A. Iskenderov

CRACK NUCLEATION AT PURE BENDING OF ISOTROPIC PLATE
WEAKENED BY PERIODIC SYSTEM OF CIRCULAR HOLES

Azerbaijan Technical University,

Azerbaijan Architectural-Building University

Abstract. The mathematical description of model of crack nucleation is given at a pure bending
in the thin plate weakened by periodic system of round holes. The general representations of
solutions describing a class of problems with periodic distribution of stresses outside of circular
holes are under construction. The solution of a problem on crack nucleation is reduced to two
infinite algebraic systems and two singular to the integrated equations of the first sort.

Keywords: a thin plate, a pure bending, zones of pre-fracture, periodic system of circular holes.
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Т.В.Митрофанова, Т.Н.Павлова

О СООТНОШЕНИЯХ ТРАНСЛЯЦИОННОЙ ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОЙ
АНИЗОТРОПИИ ПРИ КРУЧЕНИИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я.Яковлева

Аннотация. Рассматриваются соотношения теории трансляционной анизотропии при кру-
чении. Исследованы напряженное и деформированное состояния тела. Исходные уравнения
проинтегрированы. Получено поле характеристик. Показано, что характеристики являются
прямыми линиями, вдоль которых касательные напряжения сохраняют постоянное значение.
Определены компоненты перемещения.

Ключевые слова: напряжение, деформация, идеальная пластичность, кручение, трансля-
ционная анизотропия.

УДК: 539.374

Введение. В работах [1], [2] рассмотрено кручение изотропных цилиндрических и призма-
тических стержней в случае, когда боковая поверхность стержней свободна от касательных
нагрузок, а также в случае, когда боковая поверхность стержня находится под действием
внешнего переменного давления. В работах [1], [3] исследовано кручение анизотропных ци-
линдрических и призматических стержней. В работе [4] рассмотрено предельное состояние
сектора анизотропного кругового кольца при кручении.

В настоящей работе рассматривается предельное состояние трансляционно анизотропных
тел в случае антиплоской деформации.

Постановка задачи. Исследуется предельное состояние тела в случае трансляционной
идеальнопластической анизотропии. Предполагается, что предельное условие для напряже-
ния в случае трансляционной анизотропии имеет вид

(τxz − k1)
2

+ (τyz − k2)
2

= k2, (1)
где τxz, τyz – касательные напряжения; k1, k2, k − const.

Компоненты напряжения удовлетворяют условию

σx = σy = σz = τxy = 0, (2)

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (3)

Построение решения. Перейдем к безразмерным величинам и отнесем все величины,
имеющие размерность напряжений к величине k. Сохраним обозначения для τxz, τyz, k1, k2.
Условие (1) примет вид

(τxz − k1)
2

+ (τyz − k2)
2

= 1. (4)
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Рис. 1

На рис. 1 показана предельная кривая, соответствующая условию (4). Центр окружности
(4) смещен в точку О1 (k1, k2) (рис. 1).

Соотношение (4) перепишем в виде

τ2
xz + τ2

yz − 2 (k1τxz + k2τyz)− T 2 = 0, (5)
где

T 2 = 1− k2
1 − k2

2; k2
1 + k2

2 < 1, T − const. (6)
Положим

τxz = k(θ) cos θ, τyz = k(θ) sin θ,
τyz
τxz

= tgθ. (7)

Из (5), (7) найдем

k2(θ)− 2k(θ) (k1 cos θ + k2 sin θ)− T 2 = 0. (8)
В дальнейшем положим, что

ρ =
√
k2

1 + k2
2,

k1

ρ
= cosµ,

k2

ρ
= sinµ, tgµ =

k2

k1
. (9)

Согласно (9) соотношение (8) примет вид

k2(θ)− 2k(θ)ρ cos(θ − µ)− T 2 = 0, T 2 = 1− ρ2. (10)
Из (10) найдем

k(θ)1, 2 = ρ cos(θ − µ)±
√

1− ρ2 sin2(θ − µ). (11)

В (11) следует ограничиться верхним знаком. Таким образом, величина k(θ), характеризу-
ющая анизотропию материала, принимает вид

k(θ) = ρ cos (θ − µ) +

√
1− ρ2 sin2 (θ − µ). (12)

Из уравнения равновесия (3) и выражений (7) получим
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(k′ cos θ − k(θ) sin θ)
∂θ

∂x
+ (k′ sin θ + k(θ) cos θ)

∂θ

∂y
= 0, k′ =

dk

dθ
, (13)

где согласно (12)

k′(θ) =
dk

dθ
= −ρ sin(θ − µ)−

√
2

2

ρ2 sin 2 (θ − µ)√
2− ρ2 (1− cos 2 (θ − µ))

. (14)

Уравнение (13) имеет решение [1]:

y =
k′ sin θ + k(θ) cos θ

k′ cos θ − k(θ) sin θ
x+ C, (15)

где θ, C − const.
Обозначим

k′√
k′2 + k2

= cosα,
k√

k′2 + k2
= sinα. (16)

Тогда из (15) и (16) следует

y = tg(θ + α)x+ C, (17)
где α – угол между характеристикой и вектором касательного напряжения.

Рассмотрим контур L цилиндрического стержня в плоскости поперечного сечения xy
(рис. 2).

Рис. 2

Если боковая поверхность стержня свободна от усилий, то результирующее касательное
напряжение τ =

√
τ2
xz + τ2

yz должно быть направлено по касательной к контуру L. В точке
А контура L (рис. 2) известны координаты xA, yA для характеристики (14), проходящей че-
рез точку А и угол θA, следовательно, из (15) может быть определена константа C = CА.
Таким образом, характеристика АВ (15), показанная на рис. 2, – прямая, проходящая че-
рез точку А, определена. Вдоль характеристики согласно (7), (12) касатательное напряжение
τ =

√
τ2
xz + τ2

yz = k(θ) постоянно и полностью определено по величине и направлению. Далее
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по процедуре решения, если в этом есть необходимость, строятся линии разрыва напряже-
ний, причем линия разрыва напряжений проходит по биссектрисе между пересекающимися
характеристиками.

Определим деформированное состояние тела. Из соотношений ассоциированного закона
пластического течения получим:

εx = εy = εz = εxy = 0,

2εxz = λ
(

2τxz − 2kk′ ∂θ∂τxz

)
,

2εyz = λ
(

2τyz − 2kk′ ∂θ∂τyz

)
, k′ = dk

dθ ,

(18)

где εij – компоненты тензора скоростей деформации.
Согласно (4) из двух последних соотношений (18) следует

εxz

(
τyz −

k′

k
τxz

)
= εyx

(
τxz +

k′

k
τyz

)
. (19)

В случае малых деформаций в соотношениях (19) возможен переход от компонент скоро-
стей деформаций εij к компонентам деформации eij :

ex = ey = ez = exy = 0,

exz

(
τyz − k′

k τxz

)
= eyz

(
τxz − k′

k τyz

)
.

(20)

Из (20) следует (
∂w
∂x + ∂u

∂z

) (
τyz − k′

k τxz

)
=
(
∂w
∂x + ∂υ

∂z

) (
τxz + k′

k τyz

)
,

∂u
∂x = ∂υ

∂y = ∂w
∂z = 0, ∂u

∂y + ∂υ
∂x = 0,

(21)

где u, υ, w – компоненты перемещения вдоль осей x, y, z соответственно.
Удовлетворим уравнениям (21), полагая

u = χyz, υ = −χxz, w = w(x, y), (22)
где χ – крутка.

Выражения (22) означают, что каждое сечение тела поворачивается как жесткое целое на
угол w и депланирует вдоль оси z.

Для определения функции w, определяющей депланацию сечения, воспользуемся уравне-
ниями (21), (22) и (4). Получим(

∂w

∂x
+ χy

)
(k sin θ − k′ cos θ) =

(
∂w

∂y
− χx

)
(k cos θ + k′ sin θ) . (23)

Из (23) имеем

∂w
∂x (−k sin θ + k′ cos θ) + ∂w

∂y (k cos θ + k′ sin θ) =

= χ [y (k sin θ − k′ cos θ) + x (k cos θ + k′ sin θ)] .
(24)

Соответствующие уравнения для определения характеристик имеют вид

dx
−k sin θ+k′ cos θ = dy

k cos θ+k′ cos θ =

= dw
χ[y(k sin θ−k′ cos θ)+x(k cos θ+k′ sin θ)] .

(25)

Из уравнения (25) видно, что характеристики уравнения (24) совпадают с характеристи-
ками поля напряжений (15).

Найдем условие на характеристиках. Обозначим через ds элемент характеристики. Тогда
вдоль характеристики имеем
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dw

ds
= χ [y (k sin θ − k′ cos θ) + x (k cos θ + k′ sin θ)] . (26)

С учетом выражения (25) получим

dw

ds
= χ c(θ) (k sin θ − k′ cos θ) . (27)

Отсюда следует

dw = χ c(θ) (k sin θ − k′ cos θ) s+ c1, (28)
где c1 – постоянная, своя вдоль каждой характеристики.

Постоянная c1 определяется из граничных условий для перемещения w. Рассматривая ли-
нию разрыва напряжений как предельное положение жесткого слоя, положим деформацию
сдвига на этих линиях равной нулю. Тогда получим

2exz =
∂w

∂x
+ χy = 0, 2exz =

∂w

∂x
+ χy = 0. (29)

Согласно (29) вдоль линии разрыва имеет место соотношение

dw = χ (−ydx+ xdy) . (30)
Так как w определяется с точностью до жесткого перемещения, то, принимая в какой-

нибудь точке линии разрыва w = 0 и интегрируя (30) вдоль линии разрыва, положение кото-
рой известно, находим значение w во всех точках линии разрыва, следовательно, константа
c1 для каждой характеристики будет известна.

Заключение. Из работы следует, что характеристики соотношений, описывающих как
напряженное, так и деформированное состояния тела совпадают. При этом характеристики
являются прямыми линиями, вдоль которых касательное напряжение сохраняет постоянное
значение.
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Abstract. We consider the relation between theory translational anisotropy in torsion. The stress
and strain state of the body. The original equations integrated. Received field characteristics. It
is shown that the characteristics are straight lines along which the shear stresses remain constant.
The components of the displacement.
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РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛА
С КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРЕЩИНОЙ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ТЕПЛОВОГО

ПОЛЯ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Дается решение задачи теории упругости для растягиваемой пластины, ослаб-
ленной криволинейной трещиной, при действии термоупругого поля напряжений, наведен-
ного тепловым источником, когда на некотором участке берега трещины входят в контакт.
Определение неизвестных контактных напряжений в каждом приближении сводится к реше-
нию сингулярного интегрального уравнения.

Ключевые слова: искривленная трещина, тепловой источник, термоупругое поле напряже-
ний, контактная зона, контактные напряжения.

УДК: 539.375

Как известно [1], [2], одним из эффективных способов торможения роста трещин могут
быть температурные и термоупругие поля. В связи с этим представляет теоретический и
практический интерес решение задачи теории упругости для растягиваемой пластины, ослаб-
ленной криволинейной трещиной, при воздействии термоупругого поля напряжений, наведен-
ного тепловым источником, когда на некоторых участках берега трещины взаимодействуют
между собой. Это взаимодействие берегов трещины приводит к появлению контактных на-
пряжений на данном участке берегов трещины.

Как видно из результата [3], воздействие теплового источника уменьшает деформацию рас-
тягиваемой пластины в направлении, перпендикулярном трещине, и в связи с этим снижается
коэффициент интенсивности напряжений в окрестности конца трещины. При некотором со-
отношении физических и геометрических параметров пластины и теплового источника будут
появляться зоны сжимающих напряжений, в которых берега трещины на некотором участ-
ке войдут в контакт, что приведет к появлению контактных напряжений на данном участке
берегов трещины.

Рассмотрим упругую изотропную пластину с одной трещиной длиной 2` в начале коор-
динат. В реальных материалах из-за структурных и технологических факторов поверхности
трещины имеют неровности и искривления. Рассмотрим задачу теории упругости о трещине
в растягиваемой плоскости, полагая, что контур трещины имеет искривления (малые откло-
нения от прямолинейной формы). Уравнения линии трещины принимается в виде y = f (x),
−` ≤ x ≤ `. Берега трещины свободны от внешних нагрузок. На бесконечности пластина
подвергается однородному растяжению вдоль оси oy σ∞y = σ0.

Пусть в начальный момент t = 0 с помощью нагрева тепловым источником области
S (S = S1 + S2 + ...+ Sn) до температуры T0 создается зона термоупругих полей. Осталь-
ная часть пластины в начальный момент имеет температуру Т= 0.

Примем следующие допущения:

Поступила 20.02.2013
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а) все термоупругие характеристики материала пластины не зависят от температуры;
б) материал пластины представляет собой однородное и изотропное тело.
Под действием внешней растягивающей нагрузки σ0 и теплового поля напряжений в об-

ласти сжимающих напряжений берега трещины на некоторых участках λ1 ≤ x ≤ λ2, где
−` ≤ λ1 и λ2 ≤ `, войдут в контакт, что будет способствовать появлению контактных напря-
жений на данном участке. Вне этого участка берега трещины будут свободны от контактных
напряжений (вообще будут свободны от нагрузок).

Параметры λ1, λ2, характеризующие границу области контакта между берегами трещи-
ны, должны быть определены в ходе решения задачи. Для рассматриваемой задачи можно
заранее ответить, что зона контакта между берегами трещины будет всегда начинаться с
концевой точки трещины, находящейся в области сжимающих напряжений. Следовательно,
один из параметров λ1 или λ2 будет заранее известен, причем λ2 = `.

Рассматриваемая задача состоит в определении контактных напряжений на участке
λ ≤ x ≤ ` напряженно-деформированного состояния вне трещины. Краевые условия на бе-
регах трещины для поставленной задачи имеют следующий вид:

– на участке контакта, т. е. при y = f (x) , λ ≤ x ≤ `, –

σ+
n (x, 0) = σ−n (x, 0), υ+(x, 0) = υ−(x, 0) = 0, (1)

где σ+
n (x, 0) = σn(x,±0), υ+(x, 0) = υ(x,±0);

– на неконтактирующих участках берегов трещины –

σ+
n (x, 0) = σ−n (x, 0) = 0.

Кроме того, считается, что касательные напряжения на берегах трещины подчиняются
закону Кулона:

τ+
nt(x, 0) = ρσ+

n (x, 0) при y = f (x) , |x| ≤ `, (2)
где ρ – коэффициент трения.

Температурное поле для плоскости определяется из решения краевой задачи теории теп-
лопроводности [4]:

∂T

∂t
= a∆T, (3)

T =

{
T0 (x, y ∈ S)
0 (x, y /∈ S)

при t = 0,

где a – коэффициент температуропроводности материала плоскости.
Пусть нагретая тепловым источником область S представляет собой совокупность прямо-

угольников со сторонами 2xk и 2yk, а центр Ok прямоугольника Sk имеет координаты (Lk,bk).
Распределение температуры будет иметь следующий вид:

T (x, y, t) =

n∑
k=1

Tk (x, y, t), (4)

Tk (x, y, t) =
T0

4

[
Erf

(
x− Lk + xk

2
√
at

)
+ Erf

(
xk − Lk − x

2
√
at

)]
×

×
[
Erf

(
y − bk + yk

2
√
at

)
+ Erf

(
yk + bk − y

2
√
at

)]
, (5)

Erf (z) =
2√
π

z∫
0

exp
(
−u2

)
du.
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При определении температурного поля для упрощения задачи не учитывается возмущен-
ное температурное поле из-за наличия трещины. В частности, при симметричном располо-
жении областей Sk относительно оси абсцисс возмущенное температурное поле будет отсут-
ствовать.

Решение плоской задачи термоупругости получим методом суперпозиции:

σx = σx1 + σx0 , σy = σy1 + σy0 , τxy = τxy1 + τxy0 ,

где σx0 ,σy0 ,τxy0 – решения задачи термоупругости для плоскости без трещины.
Рассмотрим некоторую произвольную реализацию искривленной (с малыми отклонениями

от прямолинейной формы) поверхности берегов трещины.
Так как известные функции f(x) и f ′(x) являются малыми величинами, функцию f(x)

можно представить в виде

f(x) = εH (x) − ` ≤ x ≤ `,
где ε – малый параметр, равный отношению амплитуды отклонения кривой f(x) от прямо-
линейной формы к полудлине трещины `.

Компоненты тензора напряжений σx1 ,σy1 ,τxy1 и составляющие вектора перемещений раз-
ложим в ряд по малому параметру:

σx1 = σ(0)
x + εσ(1)

x + ..., σy1 = σ(0)
y + εσ(1)

y + ..., τxy1 = τ (0)
xy + ετ (1)

xy + ...,

u = u0 + εu1 + ..., υ = υ0 + ευ1 + ... .

Значения напряжений при y = f(x) найдем, разлагая в ряд выражения для напряжений в
окрестности y = 0.

Используя метод возмущений с учетом предыдущих соотношений, находим граничные
условия при y = 0, −` ≤ x ≤ `
a) в нулевом приближении:
– на неконтактирующем участке берегов трещины –

σ(0)
y = −σy0 (x, 0) , τ (0)

xy = −τxy0 (x, 0) при − ` ≤ x ≤ λ0; (6)
– на участке контакта берегов трещины –

σ(0)
y = p(0) (x, 0)− σy0 (x, 0) , τ (0)

xy = fp(0) (x, 0)− τxy0 (x, 0) при λ0 ≤ x ≤ `, (7)

υ+
0 (x, 0)− υ−0 (x, 0) = 0;

б) в первом приближении:

σ(1)
y = N, τ (1)

xy = T при − ` ≤ x ≤ λ1, (8)

σ(1)
y = N + p(1) (x, 0) , τ (1)

xy = T + p(1) (x, 0) при λ1 ≤ x ≤ `,

υ+
1 (x, 0)− υ−1 (x, 0) = 0.

Здесь

N = 2τ (0)
xy

dH

dx
−H∂σ

(0)
y

∂y
, T =

(
σ(0)
x − σ(0)

y

) dH
dx
−H∂τ

(0)
xy

∂y
. (9)

Напряженно-деформированное состояние в бесконечной плоскости в условиях плоской за-
дачи с разрезом вдоль оси Ох в каждом приближении описывается двумя аналитическими
функциями Φ(z) и Ω(z) [5].
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Для определения функций Φ0(z) и Ω0(z) в нулевом приближении имеем задачу линейного
сопряжения [5]:

[Φ0 (x) + Ω0 (x)]
+

+ [Φ0 (x) + Ω0 (x)]
−

= 2f0(x), (10)

[Φ0 (x)− Ω0 (x)]
+ − [Φ0 (x)− Ω0 (x)]

−
= 0,

где −` ≤ x ≤ `; x – аффикс точек контура трещины

f0(x) =

{
(1− iρ) p(0)(x, 0)− (σy0 − iτxy0) на участке контура λ0 ≤ x ≤ `,
− (σy0 − iτxy0) на неконтактирующих участках берегов трещины.

Здесь

σy0 =

n∑
k=1

σy0k ; τxy0 =

n∑
k=1

τxy0k ; (11)

σy0k = −µ (1 + ν)αT0

4
√
π

{
4
√
πA (x, y) +

4√
π

[
arctg

(
y − bk + yk
x− Lk + xk

)
+

+arctg

(
yk + bk − y
xk + Lk − x

)
+ arctg

(
yk + bk − y
x− Lk + xk

)
+ arctg

(
y − bk + yk
xk + Lk − x

)
−

−
t∫

0

1

τ
√
aτ

[
(x− Lk + xk) exp

(
− (x− Lk + xk)

2

4aτ

)
+ (xk + Lk − x) exp

(
− (xk + Lk − x)

4aτ

)
×

×
[
Erf

(
y − bk + yk

2
√
aτ

)
+ Erf

(
yk + bk − y

2
√
aτ

)]
dτ

}
;

τxy0k = −µ (1 + ν)αT0

2π

{
ln

(x− xk − Lk)
2

+ (y − bk + yk)
2

(x− xk − Lk)
2

+ (y − yk − bk)
2 +

+ ln
(x− Lk + xk)

2
+ (y − yk − bk)

2

(x− Lk + xk)
2

+ (y − bk + yk)
2 −

t∫
0

1

τ

[
exp

(
− (x− Lk + xk)

2

4aτ

)
−

− exp

(
− (xk + Lk − x)

2

4aτ

)] [
exp

(
− (y − bk + yk)

2

4aτ

)
− exp

(
− (yk + bk − y)

2

4aτ

)]
dτ

}
,

где A (x, y) =

{
1 (x, y ∈ Sk)
0 (x, y /∈ Sk)

; µ – модуль сдвига материала пластины; ν – коэффициент

Пуассона; α – коэффициент линейного температурного расширения.
Общие решения краевых задач (10) будут [5]

Φ0 (z)− Ω0 (z) = −1

2
σ0, (12)

Φ0 (z) + Ω0 (z) =
1

πi
√
z2 − `2

`∫
−`

√
t2 − `2f0(t)dt

t− z
+

2F0(z)√
z2 − `2

,

где F0(z) = C0z + C1, а под функцией
(
z2 − `2

)− 1
2 подразумевается ветвь, имеющая при

больших |z| вид

(
z2 − `2

)− 1
2 =

1

z
+

`3

2z3
+ ... .
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Окончательно для комплексных потенциалов Φ0 (z) и Ω0 (z) имеем

Φ0 (z) =
1

2πi
√
z2 − `2

`∫
−`

√
t2 − `2f0(t)dt

t− z
+

F (z)√
z2 − `2

− σ0

4
, (13)

Ω0 (z) = Φ0 (z) +
1

2
σ0.

Для определения коэффициента С0 необходимо функцию (13) разложить в ряд по степеням
z в окрестности точки |z| → ∞ и сопоставить это разложение с выражением

Φ1(z) =
σ0

4
+ O

(
1

z2

)
.

В результате получим C0 = 1
2σ0.

Постоянную С1 определяем из условия однозначности смещений [5]:

`∫
−`

[
Φ+

0 (x)− Φ−0 (x)
]
dx = 0. (14)

Для окончательного определения потенциалов Φ0 (z) и Ω0 (z) необходимо еще найти кон-
тактные напряжения p(0)(x) на участке контакта между кромками трещины, т. е. при
λ ≤ x ≤ `.

Для определения функции p(0)(x) рассмотрим формулу

2µ

(
∂u0

∂x
+ i

∂υ0

∂x

)
= k0Φ0 (z)− Ω0 (z̄)− (z − z̄) Φ′0 (z) (15)

и сопряженную ей формулу. На основании этих двух формул и осуществляя предельный
переход на контур трещины при y → ±0, получим следующее краевое соотношение:

4µi

(
∂υ+

0

∂x
− ∂υ−0

∂x

)
= k0

[
Φ+

0 (x)− Φ−0 (x) + Φ̄+
0 (x)− Φ̄0(x)

]
+ (16)

+
[
Ω+

0 (x)− Ω−0 (x) + Ω̄+
0 (x)− Ω̄−0 (x)

]
,

где −` ≤ x ≤ `; k0 = 3 − 4v для плоской деформации; k0 = (3− v)/(1 + v) для плоского
напряженного состояния.

Функции Ω+
0 (x) и Ω−0 (x) по соотношениям (12) выражают через Φ+

0 (x) и Φ−0 (x). Для уста-
новления связи между функциями Φ̄+

0 (x), Φ̄−0 (x), Ω̄+
0 (x), Ω̄−0 (x) и Φ+

0 (x), Φ−0 (x) с помощью
формул Колосова-Мусхелишвили и граничных условий (1) при z → x±0 составим следующие
краевые задачи:[

(1 + iρ) Φ0(x) + (1− iρ) Φ̄0(x)− (1 + iρ) Ω0(x)− (1− iρ) Ω̄0(x)
]+

= (17)

=
[
(1 + iρ) Φ0(x) + (1− iρ) Φ̄0(x)− (1 + iρ) Ω0(x)− (1− iρ) Ω̄0(x)

]−
;

[
(1 + iρ) Φ0(x)− (1− iρ) Φ̄0(x) + (1 + iρ) Ω0(x)− (1− iρ) Ω̄0(x)

]+
= (18)

= −
[
(1 + iρ) Φ0(x)− (1− iρ) Φ̄0(x) + (1 + iρ) Ω0(x)− (1− iρ) Ω̄0(x)

]−
.

Решая эти краевые задачи [5], найдем

(1 + iρ) Φ0(z) + (1− iρ) Φ̄0(z)− (1 + iρ) Ω0(z)− (1− iρ) Ω̄0(z) = −σ0, (19)



РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ... 165

(1 + iρ) Φ0(z)− (1− iρ) Φ̄0(z) + (1 + iρ) Ω0(z)− (1− iρ) Ω̄0(z) =
A0z +A1√
z2 − `2

.

Для определения коэффициентов А0 и А1 необходимо функции Φ0(z), Φ̄0(z) и
Ω0(z), Ω̄0(z) разложить в ряд по степеням в окрестности точки |z| → ∞ и сопоставить
это разложение с выражением A0 + A1

z .
В результате получим

A0 = 4iρC0; A1 = 4iρC1.

Складывая и вычитая полученные соотношения (19), окончательно для функций Φ̄0(z) и
Ω̄0(z) находим:

Φ̄0(z) =
1 + iρ

1− iρ
Ω0(z)− 1

2 (1− iρ)

[
σ0 +

A0z +A1√
z2 − `2

]
, (20)

Ω̄0(z) =
1 + iρ

1− iρ
Φ0(z) +

1

2 (1− iρ)

[
σ0 −

A0z +A1√
z2 − `2

]
.

По формулам (20) можно определить граничные значения функций Φ̄0(z) и Ω̄0(z) на кон-
туре трещины.

Теперь, если граничные значения Φ̄0(z) и Ω̄0(z) подставить в краевое условие (16) и учесть,
что

Φ+
0 (x)− Φ−0 (x) = Ω+

0 (x)− Ω−0 (x),

то в результате некоторых преобразований получим

2µi

(
∂υ+

0

∂x
− ∂υ−0

∂x

)
=

(k0 + 1)

1− iρ

[
Φ+

0 (x)− Φ−0 (x)− A0x+A1

2
√
x2 − `2

]
, (21)

где х−−аффикс точек контура трещины;
Используя формулы Сохоцкого-Племеля [5], [6] и учитывая соотношения (16), найдем

Φ+
0 (x)− Φ−0 (x) =

−i
π
√
`2 − x2

 `∫
−`

√
`2 − t2f0(t)

t− x
+ 2 (C0x+ C1)

 . (22)

Полученное выражение (22) подставим в уравнение (21) и учитывая, что на участке контак-
та между берегами трещины ∂υ+

0

∂x =
∂υ−0
∂x = 0, получим для определения неизвестных контакт-

ных напряжений p0(x) = (1− iρ) p(0)(x, 0) следующее сингулярное интегральное уравнение:

1

π

`∫
λ0

√
`2 − t2p0(t) dt

t− x
+2(C0x+ C1)− 1

2
(A0x+A1) +

1

π

`∫
−`

√
`2 − t2q(t) dt
t− x

= 0, (23)

где q(t) = σy0 − iτxy0.
Если учесть, как это было принято, что касательные напряжения на берегах трещины на

участке контакта подчиняются закону Кулона, а также учесть значения величины А0 и А1,
то интегральное уравнение можно преобразовать к следующему виду:

1

π

`∫
λ0

√
`2 − t2
t− x

p(0)(t)dt+2(C0x+ C1) +
1

π

`∫
−`

√
`2 − t2q(t) dt
t− x

= 0. (24)



166 А. Б. МУСТАФАЕВ

Интегральное уравнение (24) может быть представлено в каноническом виде. При этом,
поскольку нас интересует решение, ограниченное на концах, оно существует при дополни-
тельном условии [5], [6]. Преобразуем интегральное уравнение к виду, более удобному для
нахождения его приближенного решения. Для этого сделаем замену переменных:

t =
λ0 + `

2
+
`− λ0

2
τ ; x =

λ0 + `

2
+
`− λ0

2
η. (25)

С помощью квадратурных формул типа Гаусса и некоторых преобразований заменим инте-
гральное уравнение системой M + 1 алгебраических уравнений относительно приближенных
значений искомой функции g0

m (m = 1, 2, ..., M) в узловых точках

M∑
m=1

Armg
0
m = f0

r r = 1, 2, . . . , M + 1, (26)

где g0
m = g0 (τm)/σ0; Arm = 1

M+1 sin2 πm
M+1

[
1

τm−ηr

]
; f0

r = −2 (C0`ηr + C1) −
M∑
m=1

`q0(`τm)
M+1 sin2 πm

M+1

[
1

τm−ηr

]
;

ηr = cos 2r−1
2(M+1)π;(r = 1, 2, . . . , M+1); τm = cos πm

M+1 ; (m = 1, 2, . . . ,M).
Из-за неизвестного параметра λ0

∗ = λ0
/
L система (26) является нелинейной. Для ее чис-

ленного решения использовали метод последовательных приближений [7].
Линейная система, получаемая в каждом приближении, решалась численно методом Гаус-

са с выбором главного элемента. Определялись значения контактных напряжений в узловых
точках и параметра λ0

∗, характеризующие зону контакта берегов трещины в нулевом прибли-
жении в зависимости от геометрических и физических параметров плоскости и наведенного
термоупругого поля напряжений.

После нахождения напряженного состояния в нулевом приближении находим функции N
и T согласно формулам (9).

Решение краевой задачи (8) запишется в следующем виде:

Φ1 (z) = Ω1 (z) =
1

2πi
√
z2 − `2

`∫
−`

√
t2 − `2f1(t)dt

t− z
+

C1
1√

z2 − `2
, (27)

где f1(t) =

{
(1− iρ) p(1)(x, 0) +N − iT на участке контура λ1 ≤ x ≤ `,
N − iT на неконтактирующих участках берегов трещины .

Постоянная C1
1 определяется из условия однозначности смещений [5]:

`∫
−`

[
Φ+

1 (x)− Φ−1 (x)
]
dx = 0. (28)

Поступая аналогично нулевому приближению, для определения контактного напряжения
p(1)(x) и размера концевой зоны в первом приближении получим сингулярное интегральное
уравнение

1

π

`∫
λ1

√
`2 − t2
t− x

p(1)(t) dt+
1

π

`∫
−`

√
`2 − t2 (N − iT ) dt

t− x
+ 2C1

1 = 0. (29)

Для существования решения интегрального уравнения (29) в классе всюду ограниченных
функций должно выполняться дополнительное условие [5], [6].
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Как и в нулевом приближении, с помощью процедуры алгебраизации сингулярного инте-
грального уравнения вместо (29) получим систему M + 1 алгебраических уравнений отно-
сительно приближенных значений функции контактного давления p1

k (k = 1, 2, . . . , M) в
узловых точках и параметра λ1.

Из-за неизвестного параметра λ1
∗ = λ1/L алгебраическая система, заменяющая интеграль-

ное уравнение (29), оказалась нелинейной. Для ее численного решения, как и в нулевом при-
ближении, использовали метод последовательных приближений.

Ниже приводятся значения параметра λ∗ = λ/L в зависимости от длины трещины `∗ = `/L
при следующих значениях свободных параметров t∗ = 4at/L = 20; x0/L = 0, 75; y0/L =
0, 2; b= 0; v = 0, 3.

В расчетах было принято, что поверхность трещины имеет синусоидальную форму.

`∗ 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,2 1,5
λ∗ 0,1667 0,2499 0,3291 0,3625 0,4709 0,5128 0,6706 0,9216

В заключении отметим, что аналогично можно рассмотреть и случай произвольной од-
носвязной нагретой области S. Учет возмущенного температурного поля будет усиливать
тормозящий эффект наведенного температурного поля напряжений.

Полученные соотношения позволяют решать обратную задачу, т. е. определить характе-
ристики теплового источника и напряженное состояние пластины, при которых достигается
заданная область контакта берегов трещины.
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Abstract. The solution of a problem of the theory of elasticity for a stretched plate weakened
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in each approximation is reduced to the solution singular of the integrated equation.
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ПРЕДЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ ГИБРИДНЫХ КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК
ВРАЩЕНИЯ

Институт теоретической и прикладной механики им.С.А.Христиановича СО РАН

Аннотация. Для гибридных слоисто-волокнистых оболочек при использовании модели иде-
ального жесткопластического материала для всех составляющих материалов, в предположе-
нии одномерного деформирования волокон, закона Мизеса деформирования пластических
матричных материалов и справедливости классических кинематических гипотез Кирхгофа-
Лява построены общие уравнения предельного равновесия. Рассмотрены частные случаи ци-
линдрических оболочек и безизгибных оболочек вращения.

Ключевые слова: гибридные слоисто-волокнистые оболочки, идеальные жесткопластиче-
ские материалы, условие пластичности Мизеса, предельное равновесие, цилиндрические обо-
лочки, безизгибные оболочки вращения.

УДК: 539.374

Введение. Основополагающие исследования по теории предельного равновесия однород-
ных оболочек при использовании условия пластичности Мизеса были выполнены в работах
[1], [2] и при использовании условия пластичности Треска – в работе [3]. Дальнейшее раз-
витие исследований применительно к слоистым и армированным оболочкам при использо-
вании условия пластичности Треска было осуществлено в работах [4], [5]. Существующие на
сегодняшний день практические технологические приемы позволяют создавать гибридные
слоисто-волокнистые конструкции из практически любых наборов матричных и армирован-
ных материалов. Необходимо дальнейшее развитие теории предельного равновесия, позволя-
ющие разрабатывать единые численные и аналитические методы решения задач предельного
равновесия для любых предполагаемых типов гибридных оболочек. Ясно, что создание такого
единого подхода к анализу практически неограниченного многообразия гибридных оболочек
вращения возможно лишь при условии единых модельных требований ко всем материалам,
составляющим конструкцию. Поэтому будем считать, что все материалы, составляющие ги-
бридную конструкцию, будут изотропными, идеальными жесткопластическими, подчиняю-
щимися условию пластичности Мизеса (с разными пределами текучести) и связанному с ним
закону пластического деформирования. Все слои деформируются без отрывов и проскальзы-
ваний, при деформировании гибридного пакета слоев остаются справедливые классические
в теории оболочек кинетические гипотезы Кирхгофа-Лява. Если в составе гибридной кон-
струкции будут содержаться армированные волокнами слои, то условие пластичности и закон
пластического течения в них определяются при использовании модели, описанной в [6]. С уче-
том этого далее выпишем основные зависимости теории предельного равновесия гибридных
оболочек вращения в условиях осесимметричного нагружения и деформирования.
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Уравнения равновесия и совместности деформаций
В рассматриваемом случае безразмерные уравнения равновесия имеют вид:

d

dϕ
(N1r)−N2R1 cosϕ+Qr + Y1rR1 = 0,

d

dϕ
(Qr)−N1r −N2R1 sinϕ+ Y2rR1 = 0, (1)

d

dϕ
(M1r)−M2R1 cosϕ− βQrR1 = 0,

Nν =
N̄ν
σ̄0H̄0

, Mν =
M̄ν

σ̄0H̄2
0

, Q =
Q̄

σ̄0H̄0
, Rν =

R̄ν
R̄0

, r = R2 sinϕ, (ν = 1, 2) ,

где N̄1, N̄2, M̄1, M̄2 – меридиальные и окружные усилия и моменты; Q̄ – перерезывающая
сила; R1, R2 – радиус кривизны меридианы и параллели, отсчет новой поверхности оболоч-
ки, σ̄0, H̄0, R̄0 – о безразмеринающие параметры, Yν – безразмерные компоненты нагрузки,
ϕ – угол между нормалью к поверхности оболочки и осью вращения.

В соответствии с гипотезой Кирхгофа-Лява для меридиональной и окружной компонент
деформации будет иметь место (2)

ε1 = ε01 + zκ1, ε2 = ε02 + zκ2 , (2)

ε01 =
1

R0

(
du0

dϕ
+ w

)
, ε02 =

1

R2
(u0ctgϕ+ w) , κ1 =

1

R0

1

R2
1

d

dϕ

(
u0 −

dw

dϕ

)
,

κ2 =
1

R0R1R2

(
u0 −

dw

dϕ

)
ctgϕ, u0 =

ū0

R̄0
, w =

w̄

R̄0
.

u0, w – безразмерные компоненты перемещений отсчетной поверхности. Исключая из (2)
перемещения u0 и w, получим условия совместности деформаций

d

dϕ
(κ2R1R2tgϕ) = κ1R

2
1, κ2R2tgϕ = (ε01 − ε02) ctgϕ− R2

R1

dε2

dϕ
(3)

Закон пластического деформирования для армированного, неармированного
слоя и гибридной оболочки

Рассматривая многослойные гибридные оболочки, будем считать их состоящими из
n-армированных и неармированных слоев. Свяжем отсчетную поверхность с одной из ли-
цевых поверхностей оболочки и обозначим z = hk (k = 1, 2, ..., n) – границы раздела слоев в
нормальном направлении к поверхности оболочки. Тогда для безразмерных усилий и момен-
тов гибридной оболочки будем иметь выражения

Nν =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

σνk (z) dz, Mν =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

σνk (z) zdz. (4)

Если k-й армированный слой содержит mk семейств армирующих волокон, то в соответ-
ствии с соотношением модели армированного слоя [6] для напряжений в нем получим выра-
жения:

σ1k =
σ0k√

3
(1− Ωk)

(F11 + zF12)

Ψ1 (z)
+D1k, σ2k =

σ0k√
3

(1− Ωk)
(F21 + zF22)

Ψ1 (z)
+D2k, (5)

F11 = 2e1 + 1, F12 = 2e2 + e3, F21 = e1 + 2, F22 = 2e3 + e2,
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e1 =
ε01

ε02
, e2 =

H̄0κ̄1

ε02
, e3 =

H0κ2

ε02
,

z =
z̄

H̄0
, Ψ1 (z) =

(
Z1 + zZ2 + z2Z3

)1/2
,

Z1 = e2
1 + e1 + 1, Z2 = 2e1e2 + e1e3 + e2 + 2e3, Z3 = e2

2 + e2e3 + e2
3, Ωk =

mk∑
m=1

ωm,

D1k = 2

mk∑
m=1

σ0mωml
2
msignεm, D2k = 2

mk∑
m=1

σ0mωm
(
1− l2m

)
signεm,

εm = 1 + (e1 − 1) l2m + z
[
e3 + (e2 − e3) l2m

]
, lm = cosαm.

Здесь σ0k, σ0m – безразмерные пределы текучести материалов матрицы и армирующих ма-
териалов, ωm, αm – интенсивность и угол армирования волокнами m-го семейства в k-м слое.
При отсутствии m-го семейства волокон следует принять ωm = 0. Если k-й слой оболочки не
содержит арматуры, то следует принять в нем ω1 = ω2 = ... = ωmk = 0.

Подставляя выражения (5) в (4), для усилий и моментов в гибридных композитных обо-
лочках получим выражения:

N1 = N11F11 +N12F12 +N13, N2 = N21F21 +N22F22 +N23,

M1 = M11F11 +M12F12 +M13, M2 = M21F21 +M22F22 +M23,

где

N11 =
1√
3

[
n∑
k=1

σ0k (1− Ωk) (Ф11 (hk)−Ф11 (hk−1))

]
;

N12 =
1√
3

[
n∑
k=1

σ0k (1− Ωk) (Ф12 (hk)−Ф12 (hk−1))

]
, N13 =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

D1kdz,

N21 = N22, N11 = N22, N23 =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

D2kdz,

M11 = M21 = N12, Mν3 =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

Dνkzdz (ν = 1, 2) ,

M12 = M22 =
1√
3

[
n∑
k=1

σ0k (1− Ωk) (Ф13 (hk)−Ф13 (hk−1))

]
,

Ф11 (z) =

∫
dz

Ψ1 (z)
, Ф12 =

1

Z3

[
Ψ1 (z)− Z2

2
Ф11 (z)

]
,

Ф13 (z) =
1

4Z2
3

[
(2zZ3 − 3Z2) Ψ1 (z) +

1

2

(
3Z2

2 − 4Z1Z3

)
Ф11 (z)

]
,

Ф11 (z) =
1√
Z3

ln |2zZ3 + Z2|+ 2
√
Z3Ψ1 (z) .

Полученные выражения в совокупности с уравнениями равновесия (1) и условиями сов-
местности деформаций (3) образуют систему разрешающих обыкновенных нелинейных диф-
ференциальных уравнений для искомых функций Q, e1, e2, e3. Необходимые краевые условия
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для ее интегрирования в конкретных ситуациях могут быть получены на основе формулиров-
ки классических краевых условий Кирхгофовской теории оболочек и здесь не обсуждаются.
Также не обсуждаются вопросы асимптотического интегрирования (для тонких оболочек,
например) и интеграционные процедуры линеаризации.

Цилиндрические и безизгибные оболочки
Для цилиндрических оболочек имеем

κ2 = e3 = 0, F11 = 2e1 + 1, F12 = 2e2, F21 = e1 + 2, F22 = e2,

Z1 = e2
1 + e1 + 1, Z2 = (2e1 + 1) e2, Z3 = e2

2.

Для цилиндрических оболочек продольное усилие N1 = N∗1 = const. Это уравнение позво-
ляет выразить параметр e1 через e2 и в конечном итоге свести задачу к одному дифферен-
циальному уравнению относительно неизвестной функции e2.

Для эффективного использования материалов в гибридных композитах целесообразно тре-
бовать их равномерного деформирования в нормальных сечениях гибридной композитной
оболочки. Это требование соответствует обеспечению условий безизгибного деформирования:
e2 = e3 = 0. В этом случае будем иметь

Ψ1 (z) = Z
1/2
1 , Z1 = e2

1 + e2 + 1, Z2 = Z3 = 0.

Если с учетом этих выражений вычислить усилия N1, N2, моментыM1,M2 и подставить их
в уравнения равновесия (1), то после исключения Q и e1 из них можно установить условия со-
гласования между формой оболочки, законом распределения внешних нагрузок и внутренней
структурой гибридной оболочки, при которых возможно существование такого состояния.
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Abstract. For hybrid layered-fiber membranes by using the model of ideal rigid-plastic material
for all the constituent materials, the assumption of a one-dimensional deformation of the fibers,
the law of the Mises plastic deformation of the matrix material and the classic cinematic justice of
the Kirchhoff-Lyave built general equations of limiting equilibrium. Particular cases of cylindrical
shells and shells of revolution none bending.
Keywords: hybrid layered-fiber shell, ideal rigid-plastic material, the condition of Mises plasticity,
limit equilibrium, cylindrical shell, the shell none bending rotation.
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В.Н.Орлов, А. З.Пчелова

ВЛИЯНИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ
НА ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. Рассматривается нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка с полиномиальной правой частью пятой степени, решение которого обладает
подвижными особыми точками, в общем случае не разрешимое в квадратурах. Приводится
доказательство теоремы существования и единственности решения этого уравнения в окрест-
ности подвижной особой точки. Построено приближенное решение уравнения в окрестности
подвижной особой точки и проведено исследование влияния возмущения подвижной особой
точки на приближенное решение. Результаты получены в комплексной области и сопровож-
дены расчетами.

Ключевые слова: нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение, задача Коши,
подвижная особая точка, возмущение, приближенное решение, оценка погрешности.

УДК: 517.927.4

Актуальность исследуемой проблемы. В настоящей работе для нелинейного диффе-
ренциального уравнения доказывается наличие подвижной особой точки. Это факт не поз-
воляет применять к нему известные аналитические и численные приближенные методы ре-
шения, так как они не адаптированы к этой категории особых точек. В связи с этим задача
нахождения приближенного решения заданного уравнения является актуальной.

Материал и методика исследований. Предлагается приближенный метод решения
указанного выше уравнения, идея которого представлена в работах [1], [2], [3], [4], [5], [6],
[7], [8], [9]. Он состоит в разделении области поиска решения на область голоморфности и
окрестность подвижной особой точки, а затем в построении приближенных решений в этих
областях. Исследование приближенного решения рассматриваемого уравнения в области го-
ломорфности приведено в [10]. В данной работе представлено исследование приближенного
решения нелинейного дифференциального уравнения как в окрестности точного, так и при-
ближенного значения подвижной особой точки в комплексной области.

Результаты исследований и их обсуждение. Рассмотрим задачу Коши для уравнения
в нормальной форме

w′(z) = w5(z) + r(z), (1)
с начальным условием

w(z0) = w0, (2)
к которому приводится с помощью некоторой замены переменных нелинейное дифференци-
альное уравнение
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w′(z) =

5∑
i=0

fi(z)w
i(z),

в общем случае неразрешимое в квадратурах [10].
Нелинейность дифференциального уравнения предполагает гипотезу о существовании по-

движных особых точек решения этого уравнения. В соответствии с классификацией харак-
тера подвижных особых точек [11] она предполагает следующую аналитическую структуру
решения в окрестности подвижной особой точки z∗:

w(z) = (z∗ − z)ρ
∞∑
n=0

Cn(z∗ − z)n/4, C0 6= 0. (3)

Теорема 1. Пусть функция r(z) задачи (1)–(2) удовлетворяет следующим условиям:
1) r(z) ∈ C1 в области |z∗ − z| < ρ1, где ρ1 = const > 0 и z∗ – подвижная особая точка

решения w(z) рассматриваемой задачи;
2) ∃M1 : |r

(n)(z∗) |
n ! ≤M1, где M1 = const, n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда существует единственное решение задачи Коши (1)–(2) в виде (3), где ρ = −1/4,
правильная часть которого сходится в области

|z∗ − z| < ρ3, (4)

где ρ3 = min {ρ1, ρ2}, ρ2 = 1
5
√

28(M2+1)4
, M2 = sup

n

|r(n)(z∗)|
n ! , n = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Построим формальное решение уравнения (1) в области |z∗ − z| < ρ1

в виде (3). В силу того, что z∗ является регулярной точкой для функции r(z) и выполняются
условия настоящей теоремы, функция r(z) в окрестности подвижной особой точки z∗ может
быть представлена в следующем виде:

r(z) =

∞∑
n=0

An(z∗ − z)n. (5)

Подставим (3) и (5) в (1):

−
∞∑
n=0

(n
4

+ ρ
)
Сn(z∗ − z)n/4+ρ−1 =

(
(z∗ − z)ρ

∞∑
n=0

Cn(z∗ − z)n/4
)5

+

∞∑
n=0

An(z∗ − z)n,

или, что то же,

−
∞∑
n=0

(n
4

+ ρ
)
Сn(z∗ − z)n/4+ρ−1 =

∞∑
n=0

Bn(z∗ − z)n/4+5ρ, (6)

где

Bn =

{
D̂n, n = 1, n = 4k, n = 4k + 2, n = 4k + 3, k = 0, 1, 2, . . . ;

D̂n +A(n−5)/4 , n = 4k + 1, k = 1, 2, . . . ;
(7)

D̂n =

n∑
i=0

Cn−iD
∗
i , D∗n =

n∑
i=0

Dn−iDi, Dn =

n∑
i=0

Cn−iCi, n = 0, 1, 2, . . . . (8)

Равенство (6) обратится в тождество при выполнении условий

n

4
+ ρ− 1 =

n

4
+ 5ρ, (9)

−
(n

4
+ ρ
)
Cn = Bn. (10)
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Из (9) получаем ρ = − 1
4 . Тогда соотношение (10) позволяет однозначно определить все

коэффициенты Сn. Таким образом, найдено единственное формальное решение задачи Коши
(1)–(2) в некоторой окрестности подвижной особой точки z∗ в виде ряда (3).

Методом математической индукции убеждаемся в справедливости оценки для Сn :

|Сn| ≤
22 [n/5]−2

n+ 4
(M2 + 1)[n/5] = ϑn. (11)

Рассмотрим ряд
∞∑
n=1

ϑn(z∗ − z)(n−1)/4, который в силу (11) является мажорирующим

для правильной части ряда в (3). По признаку Даламбера этот ряд сходится в области
|z∗ − z| < ρ2, где ρ2 = 1

5
√

28(M2+1)4
.

Полагая ρ3 = min {ρ1, ρ2}, получаем сходимость правильной части ряда в (3) в области
(4). Таким образом, доказательство теоремы завершено.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1 и 2 теоремы 1, тогда для приближенного
решения

wN (z) =

N∑
n=0

Cn(z∗ − z)(n−1)/4, (C0 6= 0) (12)

задачи Коши (1)–(2) в области (4) справедлива оценка погрешности

∆wN (z) = |w(z)− wN (z)| ≤ ∆1,

где

∆1 =
2−2 |z∗ − z|N/4

1− 4 (M2 + 1) |z∗ − z|5/4

4∑
i=0

(4(M2 + 1)) [ (N+1+i)/5]

N + 5 + i
|z∗ − z|i/4,

M2 – из теоремы 1.
Доказательство теоремы основано на оценке ∆wN (z) с учетом (11).
Пример 1. Найдем приближенное решение задачи Коши (1)–(2), где

r(z) = 0 и w(i) =
1

2 4
√

3

(√
2 +
√

2 + i

√
2−
√

2

)
,

в окрестности подвижной особой точки.
Решение. Задача имеет точное решение w(z) = 1

4√i−4z
; z∗ = 0, 25 i – точное значение

подвижной особой точки. В нашем случаеM2 = 0, тогда ρ2 = 0, 329876978. Выберем значение
z = 0, 1 + 0, 27 i в области |z∗ − z| < ρ3. Рассмотрим случай С0 = 1√

2
. В табл. 1 приведены

расчеты для одного листа четырехлистовой римановой поверхности.
Таблица 1

Оценка приближенного решения уравнения в окрестности точного значения
подвижной особой точки в комплексной области

z w w3 ∆ ∆′1 ∆′′1
0, 1 + 0, 27 i 0, 927359881+

+0, 840068385 i
0, 927359881+
+0, 840068385 i

1, 11022·10−16 0, 035384651 1, 2 · 10−16

Здесь w – значение точного решения, w3 – значение приближенного решения, ∆ – абсолютная
погрешность, ∆′1 – априорная погрешность, полученная по теореме 2, ∆′′1 – апостериорная
погрешность.
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С помощью теоремы 2 можно решить и обратную задачу теории погрешности – опреде-
лить значение N по заданной точности приближенного решения ε. Так, для ε = 1, 2 · 10−16

получаем N = 109. Апостериорная оценка погрешности уточняет величину априорной оценки
погрешности приближенного решения и, учитывая, что все производные функции r(z) равны
нулю, в нашем случае получаем совпадение структуры приближенного решения с точным
решением.

В связи с тем, что методы нахождения подвижных особых точек позволяют получать
последние приближенно с заданной точностью, возникает задача исследования влияния воз-
мущения подвижной особой точки на приближенное решение. Поэтому в окрестности при-
ближенного значения подвижной особой точки z̃∗ вместо (12) будем иметь

w̃N (z) =

N∑
n=0

C̃n(z̃∗ − z)(n−1)/4, C̃0 6= 0, (13)

где С̃n, z̃∗ – приближенные значения.
Теорема 3. Пусть выполняются следующие условия:
1) r(z) ∈ C1 в области |z̃∗ − z| < ρ3, где ρ3 = const > 0;
2) ∃M3 : |r

(n)(z̃∗)|
n ! ≤M3, где M3 = const, n = 0, 1, 2, . . . ;

3) |z̃∗| ≤ |z∗|;
4) известна оценка погрешности значения z̃∗ : |z̃∗ − z∗| ≤ ∆ z̃∗;
5) ∆ z̃∗ < 1

5
√

228(M4+1)4
.

Тогда для приближенного решения (13) задачи Коши (1)–(2) для любого z из областей

{ z : |z̃∗ − z| ≥ ∆z̃∗} ∩ { z : |z̃∗ − z| < ρ4} ∩ { z : |z| < |z̃∗|} , (14)

{ z : |z̃∗ − z| < ∆z̃∗} ∩ { z : |z̃∗ − z| < ρ4} ∩ { z : |z| < |z̃∗|} (15)
справедлива оценка погрешности

∆ w̃N (z) ≤
5∑
i=2

∆i,

где
∆2 ≤

∆ z̃∗

4
√

2 |z̃∗ − z|5/4
,

∆3 ≤ 2−2∆ z̃∗(M4 + 1)

1 +
3∑
i=0

23i+1(M4 + 1)iαi+1

1− 213(M4 + 1)4α5
+

+2β∆z̃∗(M4+1)α1/4

1 + 16(3 + 4M4)α+ 224(M4 + 1)3α9/2 + (1 + 4α1/2)
3∑
i=0

26i+2(M4 + 1)iαi+1/2

1− 228(M4 + 1)4α5
+

+2γ∆z̃∗(M4 + 1)α1/2 1 + 24(M4 + 1)α
(
1 + 24(M4 + 1)α

) (
1 + 26(M4 + 1)α2

)
1− 218(M4 + 1)4α5

, (16)
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∆4 ≤
∆M α

1− 213(M4 + ∆M + 1)4α5

(
2

9
+

4

13
α+

25

17
(M4 + ∆M + 1)α2 +

27

21
(M4 + ∆M + 1)2α2+

+
211

25
(M4+∆M+1)3α4+

4
√

2α1/4

(
1

5
+

23

7
(M4+∆M+1)α+

2∑
i=0

24+3i

9 + 2i
(M4 + ∆M + 1)i+1αi+2+

+
4
√

25α1/4

(
1

11
+

23

15
(M4 + ∆M + 1)α+

26

19
(M4 + ∆M + 1)2α2 +

27

11
(M4 + ∆M + 1)2α3+

+
210

27
(M4 + ∆M + 1)3α4 + 2−3/4α1/4

(
1

6
+ (M4 + ∆M + 1)α+

25

5
(M4 + ∆M + 1)2α2+

+
27

3
(M4 + ∆M + 1)3α3 +

29

7
(M4 + ∆M + 1)3α4

))))
, (17)

∆5 ≤
2−2 |z̃∗ − z|N/4

1− 4 (M4 + 1) |z̃∗ − z|5/4

4∑
i=0

(4 (M4 + 1))
[(N+1+i)/5]

N + 5 + i
|z̃∗ − z|i/4, (18)

при этом

M4 = sup
n

|r(n)(z̃∗)|
n !

, ∆M =

(
sup
n,G

|r(n+1)(z)|
n !

)
∆ z̃∗, n = 0, 1, 2, . . . , (19)

G = {z : |z̃∗ − z| ≤ ∆z̃∗}, (20)

ρ4 = min

{
ρ3,

1
5
√

228(M4 + 1)4

}
, ρ3 − из теоремы 1,

α =

{
|z̃∗ − z | для z из области (14),
∆ z̃∗ для z из области (15), (21)

β =

{
2 для z из области (14),
4 для z из области (15), γ =

{
0 для z из области (14),
1 для z из области (15). (22)

Доказательство. Используя классический подход, с учетом

С0 = ± 1√
2
, Ci = 0, С̃0 = ± 1√

2
, C̃i = 0, i = 1, . . . , 4, ∆С̃j = 0, j = 0, 1, . . . , 4

имеем

∆ w̃N (z) = |w(z)− w̃N (z)| ≤ |w̃(z)− w(z)|+ |w̃(z)− w̃N (z)| =

= |
∞∑
n=0

C̃n(z̃∗ − z)(n−1)/4 −
∞∑
n=0

Cn(z∗ − z)(n−1)/4|+

+ |
∞∑
n=0

C̃n(z̃∗ − z)(n−1)/4 −
N∑
n=0

C̃n(z̃∗ − z)(n−1)/4| ≤

≤ |C̃0| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)−1/4 − (z̃∗ − z)−1/4|+

+

∞∑
n=5

|C̃n| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)(n−1)/4 − (z̃∗ − z)(n−1)/4|+
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+

∞∑
n=5

∆C̃n |(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|(n−1)/4 +

∞∑
n=N+1

|C̃n| · |z̃∗ − z|(n−1)/4 =

5∑
i=2

∆i.

Далее

∆2 = |C̃0| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)−1/4 − (z̃∗ − z)−1/4| ≤ ∆z̃∗

4
√

2 |z̃∗ − z|5/4
.

При оценке выражения ∆3 суммирование проводим отдельно по целым и дробным степе-
ням:

∆3 =

∞∑
n=5

|C̃n| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)(n−1)/4 − (z̃∗ − z)(n−1)/4| =

=

3∑
i=0

∞∑
n=2

|C̃4n−i| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)n−(i+1)/4 − (z̃∗ − z)n−(i+1)/4| =
4∑
j=1

∆
(j)
3 .

С учетом (11) для ∆
(3)
3 , в случае ∆z̃∗ ≤ |z̃∗ − z| получаем

∆
(3)
3 =

∞∑
n=2

|C̃4n−2| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)n−3/4 − (z̃∗ − z)n−3/4| =

=

4∑
i=0

∞∑
n=1

|C̃20n−14+4i| · |((z̃∗ − z) + ∆z̃∗)(20n−15+4i)/4 − (z̃∗ − z)(20n−15+4i)/4| ≤

≤
1∑
i=0

∞∑
n=1

28n−8+2i(M4 + 1)4n−3+i

20n− 10 + 4i
· (20n− 15 + 4i) ∆z̃∗|(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|20n−16+4i

4 |z̃∗ − z|(60n−45+12i)/4
+

+

2∑
i=0

∞∑
n=1

28n−6+2i(M4 + 1)4n−2+i

20n− 2 + 4i
· (20n− 7 + 4i) ∆z̃∗|(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|20n−8+4i

4 |z̃∗ − z|(60n−21+12i)/4
≤

≤ 22(M4 + 1) ∆z̃∗|z̃∗ − z|1/4

1− 228(M4 + 1)4 |z̃∗ − z|5
×

(
1 + 26(M4 + 1) |z̃∗ − z|+

2∑
i=0

210+6i(M4 + 1)i+1 |z̃∗ − z|i+2

)

при условии |z̃∗ − z| < 1
5
√

228(M4+1)4
. В случае |z̃∗ − z| < ∆ z̃∗ для ∆

(3)
3 имеем

∆
(3)
3 ≤ 24(M4 + 1) (∆z̃∗)5/4

1− 228(M4 + 1)4 (∆z̃∗)5
×

(
1 + 26(M4 + 1) ∆z̃∗ +

2∑
i=0

210+6i (M4 + 1)i+1(∆z̃∗)i+2

)
,

при этом ∆ z̃∗ < 1
5
√

228(M4+1)4
.

Аналогично получаем оценки для ∆
(1)
3 , ∆

(2)
3 и ∆

(4)
3 . Введя обозначения (21) и (22), окон-

чательно для ∆3 получаем (16).
Переходим к оценке ∆4. С учетом (19), (20) и принимая во внимание оценку для ∆С̃n,

∆С̃n ≤
22 [n/5]−2

n+ 4
∆M(M4 + ∆M + 1)[n/5]−1, (23)

полученную методом математической индукции, разделяя в ∆4 целые и дробные степени
разложения, имеем
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∆4 =

∞∑
n=5

∆C̃n |(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|(n−1)/4 =

=

3∑
i=0

∞∑
n=2

∆C̃4n−i|(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|n−(i+1)/4 =

4∑
j=1

∆
(j)
4 .

Рассмотрим ∆
(3)
4 , с учетом (23) имеем

∆
(3)
4 =

∞∑
n=2

∆C̃4n−2|(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|n−3/4 =

=

4∑
i=0

∞∑
n=1

∆C̃20n+4i−14|(z̃∗ − z) + ∆z̃∗|(20n+4i−15)/4 =

5∑
j=1

∆
(3j)
4 .

Далее, повторяя выкладки для оценки ∆
(3)
3 , будем иметь

∆
(3i)
4 ≤ 23i−3 4

√
2

2i+ 3
· ∆M (M4 + ∆M + 1)i−1 |z̃∗ − z|i+1/4

1− 213(M4 + ∆M + 1)4|z̃∗ − z|5
, i = 1, 2,

∆
(3j)
4 ≤ 23j−5 4

√
2

2j + 3
· ∆M (M4 + ∆M + 1)j−2 |z̃∗ − z|j+1/4

1− 213(M4 + ∆M + 1)4|z̃∗ − z|5
, j = 3, 4, 5.

Тогда для ∆
(3)
4 получаем оценку

∆
(3)
4 ≤

4
√

2 ∆M |z̃∗ − z|5/4

1− 213(M4 + ∆M + 1)4|z̃∗ − z|5

(
1

5
+

8

7
(M4 + ∆M + 1)|z̃∗ − z|+

+

2∑
i=0

24+3i

9 + 2i
(M4 + ∆M + 1)i+1 |z̃∗ − z|i+2

)
,

справедливую в области (14). Для области (15) в выражении оценки для ∆
(3)
4 выражение

|z̃∗ − z| заменяется на ∆z̃∗.
Подобным образом находим оценки для ∆

(1)
4 , ∆

(2)
4 и ∆

(4)
4 . С учетом (21) окончательно для

∆4 получаем оценку (17).

Переходим к оценке выражения ∆5 =
∞∑

n=N+1

|C̃n| · |z̃∗− z|(n−1)/4. На основании теоремы 2

для него имеем оценку (18), справедливую в области |z̃∗ − z| < 1
5
√

28(M4+1)4
.

Таким образом, теорема доказана.
Замечание. Теорема 3 справедлива в областях

{ z : |z̃∗ − z| < ∆z̃∗} ∩ { z : |z̃∗ − z| < ρ4} ∩ { z : |z| > |z̃∗|} , (24)

{ z : |z̃∗ − z| ≥ ∆z̃∗} ∩ { z : |z̃∗ − z| < ρ4} ∩ { z : |z| > |z̃∗|} , (25)
если в этой теореме вместо условия 3 выполняется условие

|z̃∗| > |z∗|.
В этом случае

α =

{
∆ z̃∗ для z из (24),
|z̃∗ − z| для z из (25), β =

{
4 для z из (24),
2 для z из (25), γ =

{
1 для z из (24),
0 для z из (25).
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Пример 2. Найдем приближенное решение задачи Коши, рассмотренной в примере 1,
в окрестности приближенного значения подвижной особой точки z̃∗.

Решение. Для расчетов взяты следующие значения: z̃∗ = −0, 0001+0, 2499 i, ∆z̃∗ = 0, 0001.
Находим ρ4 = 0, 020617311. Выберем z = −0, 0142 + 0, 2411 i из области (14). Рассмотрим
случай С0 = 1√

2
. В табл. 2 представлены результаты для соответствующего листа римановой

поверхности.
Таблица 2

Оценка приближенного решения уравнения в окрестности приближенного
значения подвижной особой точки в комплексной области

z w w̃3 ∆ ∆′ ∆′′

−0, 0142+
+0, 2411 i

1, 94607−
−0, 27418 i

1, 95022−
−0, 27381 i

0, 0042 0, 0102 0, 0059

Здесь w – значение точного решения, w̃3 – значение приближенного решения, ∆ – абсолютная
погрешность, ∆′ – априорная погрешность, полученная по теореме 3, ∆′′ – апостериорная
погрешность.

С помощью теоремы 3 можно решить и обратную задачу теории погрешности – определить
значение N по заданной точности приближенного решения ε. Так, для ε = 0, 0059 получаем
N = 15. Поскольку все производные функции r(z) равны нулю, следовательно, мы можем
ограничиться значением N = 3 в (13). При этом получаем апостериорную погрешность для
приближенного решения w̃3, равную значению ε = 0, 0059.
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INFLUENCE OF PERTURBATION OF MOVING SINGULARITY
ON THE APPROXIMATE SOLUTION FOR A NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION IN THE COMPLEX DOMAIN

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The article considers a first-order nonlinear ordinary differential equation with moving
singularity which cannot be solved in quadratures in general case. The proof of the existence
and uniqueness theorem for the solution of this equation in some neighborhood of moving
singularity is provided. The approximate solution of the equation in neighborhood of moving
singularity is constructed and research of influence of perturbation of moving singularity on the
approximate solution is carried out. The results obtained in the complex domain are accompanied
by calculations.

Keywords: ordinary differential equation, Cauchy problem, moving singularity, perturbation,
approximate solution, error estimation.
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Аннотация. Дана постановка стохастической краевой задачи механики деформируемого
твердого тела. Метод малого параметра, хорошо разработанный для решения линейных
структурно-неоднородных упругих тел, предложено использовать для решения стохастиче-
ски нелинейных задач теории ползучести. Построено аналитическое решение стохастической
нелинейной краевой задачи установившейся ползучести для толстостенной трубы, находя-
щейся под действием внутреннего давления. Задача рассматривается в цилиндрических коор-
динатах для случая плоского деформированного состояния. Стохастические свойства трубы
описываются случайной функцией одной переменной (радиуса r). Путем разложения ради-
ального напряжения в ряд по степеням малого параметра получена система статистически
линейных дифференциальных уравнений, из которой можно найти составляющие радиаль-
ного напряжения с любой степенью точности.

Приведено обобщение задачи для толстостенной трубы, когда свойства материала описы-
ваются случайной функцией двух аргументов. Приведено исследование краевых эффектов
путем решения стохастической краевой задачи в виде суммы двух рядов на основе первого
приближения метода малого параметра.

Ключевые слова: установившаяся ползучесть, метод малого параметра, толстостенная тру-
ба.

УДК: 539.376

Метод малого параметра (метод возмущений) широко применяется в различных областях
математики, механики и физики для решения разнообразных прикладных задач. Системати-
ческое изложение метода возмущений применительно к механике деформируемого твердого
тела (в детерминированной постановке) представлено в монографии Ивлева Д.Д., Ершо-
ва Л. В. [1]. Метод малого параметра при решении стохастических краевых задач механики
деформируемого твердого тела используется для статистической линеаризации определяюще-
го соотношения. Поэтому этот метод хорошо разработан для линейно упругих тел, благодаря
работам Ломакина В.А. [2], [3]. Что касается стохастических нелинейных задач теории ползу-
чести, то здесь применение метода малого параметра сдерживается проблемами физической
и статистической нелинейностей.

Рассмотрена постановка стохастической краевой задачи механики деформируемого твер-
дого тела в декартовых ортогональных координатах. Локальный закон деформирования ма-
териала задается согласно [2] в самом общем виде в форме

σij(xs, t) = Fij [Am(xs, t
′), εkl(xs, t

′)]tt0 , (1)
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где Fij являются случайными функционалами (по времени) тензора деформаций и случай-
ными функциями координат xs; Am(xs, t

′) — в общем случае случайные функции координат
и времени, описывающие структурные микронеоднородности материала, причем случайность
функционалов Fij обусловлена лишь случайностью функций Am.

Кроме соотношений (1) имеем также уравнения равновесия для напряжений:

σij,j + fi = 0 (i, j = 1, 2, 3), (2)

условия совместности деформаций

ΛijkΛlmnεkm,jn = 0 (3)

и граничные условия, например, в виде

σijnj = qi. (4)

В уравнениях (2)–(4) fi — объемные силы, Λijk — единичный антисимметричный псевдотен-
зор, qi —поверхностные силы, nj — внешняя единичная нормаль к поверхности тела. По по-
вторяющимся индексам производится суммирование от 1 до 3.

Структура случайных функций согласно [2] принимается в виде

Ai = 〈Ai〉(1 + αUi), 〈Ui〉 = 0, (5)

где α—малый детерминированный параметр. Угловыми скобками обозначается математи-
ческое ожидание случайной функции. Если стохастическое определяющее соотношение (1)
является физически линейным, то, подставляя (5) в (1), стохастическую краевую задачу (1)–
(4) можно представить, например, относительно тензора напряжений σij в виде разложе-
ния по степеням параметра α. Однако при решении конкретных задач в силу трудностей
вычислительного характера обычно ограничиваются первым приближением метода малого
параметра, которое справедливо для слабо неоднородных сред.

В работе [4] построено аналитическое решение стохастической нелинейной краевой задачи
установившейся ползучести для толстостенной трубы, находящейся под действием внутрен-
него давления. Задача рассматривается в цилиндрических координатах для случая плоского
деформированного состояния в предположении, что стохастические свойства материала тру-
бы описываются при помощи случайной функции одной переменной (радиуса r).

Определяющие соотношения ползучести принимаются в соответствии с нелинейной теори-
ей вязкого течения в стохастической форме

ε̇ϕ = −ε̇r =
1

2

(√
3

2

n−1
)

(σϕ − σr)nA(ρ), (6)

где случайная функция A(ρ) взята в виде (5):

A(ρ) = c(1 + αU(ρ)). (7)

В формулах (6), (7) ρ = r
a — безразмерная координата ( a— внутренний радиус трубы), σϕ

и σr —компоненты тензора напряжений, εϕ и εr —компоненты тензора деформаций, U(ρ) —
случайная однородная функция, описывающая флуктуации реологических свойств материа-
ла, характеристики которой известны:〈U〉 = 0, 〈U2〉 = 1, а число α (малый параметр) играет
роль коэффициента вариации этих свойств, c и n—постоянные материала. Если решение за-
дачи искать при помощи разложения радиального напряжения σr по малому параметру α,
т.е.

σr = σr0 +

∞∑
k=1

αkσrk, 〈σr〉 = σr0, k = 1, 2, 3, . . . , (8)
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то для функций σrk получим бесконечную систему стохастических линейных дифференци-
альных уравнений:

ρσ′′r0 +
n+ 2

n
σ′r0 = 0,

ρσ′′r1 +
n+ 2

n
σ′r1 = − ρ

n
U ′σ′r0, (9)

ρσ′′rk +
n+ 2

n
σ′rk = − ρ

n
U ′
[
σ′rk−1 − Uσ′rk−2 + U2σ′rk−3 − . . .

+ (−1)
k−1

Uk−1σ′r0

]
, k = 2, 3, 4, . . .

с граничными условиями
σr0(1) = −q, σr0(β) = 0, (10)
σrk(1) = 0, σr0(β) = 0, (11)

где β = b/a, b— внешний радиус трубы.
Решая последовательно уравнения системы (9) с граничными условиями (10), (11), можно

найти составляющие радиального напряжения σr с любой степенью точности:

σr0 = A

[
1−

(
β

ρ

)2/n
]
, A =

q

β2/n − 1
, (12)

σrk =
2Aβ

n2

2/n [ (−1)k(n+ 1)(2n+ 1) · · · ((k − 1)n+ 1)

k!nk−1

(
Ik(ρ)−

(
1− ρ−2/n

)
Hk

)]
+

+
2

n2

(
H1σr k−1 −

n+ 1

2n
H2σr k−2 + . . .

+
(−1)k(n+ 1)(2n+ 1) · · · ((k − 2)n+ 1)

(k − 1)!nk−2
Hk−1σr1

)
,

где Ik(ρ) —интеграл от случайной функции, имеющий вид:

Ik(ρ) =

ρ∫
1

Uk(x)x−1−2/ndx, Hk = BIk(β), B =
1

1− β−2/n
.

Для определения приближений для тангенциального напряжения используется выражение

σϕ = σr + ρσ′r,

полученное из уравнения равновесия в цилиндрической системе координат.
Для компонент тензора скоростей деформаций ε̇r и ε̇ϕ с учетом равенства

σϕ − σr = ρσ′r = ρσ′r0

(
1 +

1

σ′r0

∞∑
k=1

αkσ′rk

)
имеем согласно (6)

ε̇ϕ = −ε̇r = T
β

ρ

2
(

1 +
1

σ′r0

∞∑
k=1

αkσ′rk

)
(1 + αU) , (13)

где

T =
(√

3
)n−1

cAn/nn.

Разлагая степенную функцию, входящую в (13), в ряд Тейлора по α и учитывая только
члены до четвертого порядка малости (в силу сложности вычислительного характера), после
преобразований получим приближенные значения скоростей деформаций.
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Рис. 1. График дисперсий приведенных скоростей деформаций D[ε̇ϕ/(cq
n)]

в зависимости от радиуса ρ

Рис. 2. График дисперсий приведенных тангенциальных напряжений
в зависимости от параметра n

Чтобы найти основные статистические характеристики случайных полей напряжений и
скоростей деформаций, необходимо иметь моменты второго и более высоких порядков слу-
чайных функций. Если предположить, что случайная функция U(ρ), задающая поле возму-
щений реологических свойств материала, распределена по нормальному закону, то в этом слу-
чае центральные моменты нечетных порядков равны нулю, а центральные моменты четных
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порядков выражаются через моменты второго порядка. В силу того, что моменты в данной
задаче определяются через кратные интегралы, причем при увеличении порядка момента уве-
личивается и кратность интеграла, дисперсии напряжений были вычислены в первом, втором
и третьем приближениях. Дисперсии скоростей деформаций были вычислены до четвертого
приближения включительно.

Проведено исследование случайного поля напряжений и скоростей деформаций в зависи-
мости от степени неоднородности и показателя нелинейности материала. При этом предпо-
лагалось, что корреляционная функция случайной функции U(ρ) являются знакопеременной
затухающей функцией вида

K(ρ) = exp (−γ|ρ|)
(

cosλρ+
γ

λ
sinλ|ρ|

)
, ρ = x2 − x1, γ > 0,

где γ, λ—постоянные величины, определяемые по опытным данным из условий наилучшей
аппроксимации. На рис. 1 дан типичный график дисперсий приведенных скоростей дефор-
маций D[ε̇ϕ/(cq

n)] в зависимости от радиуса ρ при n = 5, γ = 5, λ = 15 и α = 0,3. На
рис. 2 приведен график дисперсий приведенных тангенциальных напряжений в зависимости
от параметра n при γ = 10, λ = 30 и ρ = 1,5. Цифры на рис. 2 — номера приближений.

Аналитически оценить сходимость ряда (8) со случайными членами достаточно слож-
но. В теории вероятностей сходимость рядов в основном рассматривается только для рядов
из независимых случайных величин. Поэтому анализ сходимости метода малого параметра
выполнен косвенно путем сопоставления приближенного аналитического решения по методу
малого параметра с решением по методу статистических испытаний (метод Монте-Карло).
Получено, что для слабонеоднородных материалов при значениях α от 0,1 до 0,3 значения
дисперсий скоростей деформаций, полученные по обоим методам, отличаются незначительно
(меньше, чем на 5%).

Осесимметричную стохастическую нелинейную задачу ползучести для случая плоского на-
пряженного состояния уже нельзя решить аналитически. Типичной задачей является задача
о всестороннем растяжении бесконечной пластины из стохастически неоднородного матери-
ала, ослабленной круговым отверстием радиуса a. Определяющие соотношения ползучести,
взятые в соответствии с нелинейной теорией вязкого течения, в стохастической форме имеют
вид [5]

ε̇r = 0,5csn−1 (2σr − σϕ) (1 + αU(ρ)) , ε̇ϕ = 0,5csn−1 (2σϕ − σr) (1 + αU(ρ)) ,

где s2 = σ2
r + σ2

ϕ − σrσϕ —интенсивность напряжений.
На основе метода малого параметра путем введения новых переменных s и θ по формулам

σr = 2ρ cos θ/
√

3, σϕ = 2ρ cos (θ − π/3)/
√

3 стохастическая нелинейная краевая задача пол-
зучести сведена к системе четырех линейных дифференциальных уравнений с переменными
коэффициентами. Эта система решалась численно методом Рунге—Кутта.

Показано, что дисперсия тангенциального напряжения σϕ принимает наибольшее значе-
ние на контуре отверстия, а дисперсия радиального напряжения σr на этом контуре равна
нулю. Удаляясь от контура отверстия, дисперсии напряжений достаточно быстро приближа-
ются к постоянным значениям, совпадающим с их значениями для бесконечной пластины
без отверстия.

В работе [6] рассмотрен вариант задачи для толстостенной трубы, находящейся под дей-
ствием внутреннего давления, когда стохастические свойства материала описываются случай-
ной функцией двух аргументов: радиуса r и угла θ. Определяющие соотношения ползучести,
взятые в соответствии с нелинейной теорией вязкого течения, для данной задачи имеют вид

ε̇ϕ = ε̇r = 0,5csn−1 (σϕ − σr) (1 + αU(ρ, θ)) , ε̇rϕ = 0,5csn−1σrϕ (1 + αU(ρ, θ)) ,

где s2 = 3
4

(
(σϕ − σr)2

+ 4σ2
rϕ

)
—интенсивность напряжений.

Решение строилось на основе первого приближения метода малого параметра с использо-
ванием функции напряжений, относительно которой получено дифференциальное уравнение
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в частных производных четвертого порядка. Случайная однородная функция U(ρ, θ) прини-
малась в виде:

U(ρ, θ) = λ0J0(ρ) +
√

2

∞∑
k=1

(λk cos kθ + βk sin kθ) Jk(ρ),

где Jk(ρ) —функция Бесселя I рода целого порядка, λk, βk —независимые случайные вели-
чины, причем 〈λk〉 = 〈βk〉 = 0, 〈λ2

k〉 = 〈β2
k〉 = 1.

В таблице приведены значения коэффициента вариации (в процентах) напряжения σϕ
на внутренней поверхности трубы в зависимости от n и α, причем d1 — значения, полученные
по одномерной модели, d2 —по соответствующей двумерной модели. Как видно из таблицы,
значения коэффициентов вариации отличаются незначительно.

Таблица 1
Значения коэффициента вариации напряжения σθ на внутренней поверхности

трубы (в процентах)

n 1 2 4 6 8
α d1 d2 d1 d2 d1 d2 d1 d2 d1 d2

0,1 7,98 5,44 5,03 4,19 3,09 2,83 2,25 2,13 1,78 1,71
0,2 15,96 10,88 10,05 8,38 6,18 5,65 4,50 4,26 3,57 3,41
0,3 23,93 16,32 15,08 12,57 9,28 8,48 6,74 6,38 5,35 5,12
0,4 31,91 21,76 20,11 16,76 12,37 11,30 8,99 8,51 7,13 6,82
0,5 39,89 27,21 25,13 20,95 15,46 14,12 11,24 10,64 8,91 8,53

Структурная неоднородность материала обуславливает появление ряда механических эф-
фектов, которые не могут быть изучены в рамках классических феноменологических теорий.
Одним из таких эффектов является эффект пограничного слоя. Суть его состоит в том, что
вблизи границы тела со структурной неоднородностью имеется пограничный слой, в котором
напряженно-деформированное состояние отлично от напряженно-деформированного состо-
яния внутренних областей. На границе тела возникает концентрация напряжений, которая
может достигать заметной величины. Исследование краевого эффекта в условиях ползуче-
сти возможно на основе построения аналитического решения стохастической краевой задачи.
Решение краевой задачи на основе первого приближения метода малого параметра может
быть представлено в виде суммы двух рядов. Первый ряд задает решение вдали от границы
тела без учета краевых эффектов, второй представляет собой решение в пограничной зоне,
его члены быстро затухают по мере удаления от границы тела. По данной схеме решен ряд
краевых задач ползучести: двухосное растяжение полуплоскости [7], [8] и полупространства
[9], растяжение полосы [10]. Получено, что в условиях ползучести концентрация напряжения
на границе тела в два и более раз больше, чем на бесконечности в зависимости от параметра
нагружения и степени неоднородности материала. Показано, что разброс напряжений в по-
верхностном слое, ширина которого зависит от степени неоднородности материала, может
быть намного больше, чем для глубинных слоев.

В качестве примера рассмотрим ползучесть стохастически неоднородной полуплоскости
x2 ≥ 0, находящейся в условиях плоского напряженного состояния. Пусть к границе полу-
плоскости x2 = 0 приложены нагрузки

σ22|x2=0 = σ22 = const, σ12|x2=0 = 0,

а напряжение σ11 удовлетворяет условию макроскопической однородности:
〈σ11〉 = σ0

11 = const, которое соответствует приложению при x1 = ±H, где H достаточ-
но велико, постоянных по x2 напряжений σ0

11. Из второго граничного условия следует, что
σ12 = 0 во всей полуплоскости.
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Определяющие соотношения ползучести принимаются в соответствии с нелинейной теори-
ей вязкого течения в стохастической форме

ε̇ij = csn−1

(
σij −

1

3
δijσmm

)(
1 + αU(x1, x2)

)
,

где s—интенсивность напряжений: s2 = 0,5 (3σijσij − σiiσjj), δij — символ Кронекера. Пред-
полагается, что однородная функция U (x1, x2), с помощью которой задается случайное поле
возмущений реологических свойств материала, является почти периодической быстроосцил-
лирующей функцией координат:

U(x1, x2) =

∞∑
k=1

Ak cos (ωckx1 + ωdkx2 + ϕk),

где ω— большой параметр, имеющий размерность, обратную длине; ck, dk — безразмерные
величины порядка единицы;Ak, ϕk —некоррелированные случайные величины, причем ϕk
имеет равномерное распределение на интервале (0, 2π).

Рис. 3. Нормированные дисперсии D0
ij при n = 3, h = 0.5 : 1−D0

11, 2−D0
00, 3−D0

12

Найдены аналитические выражения для компонент тензора напряжений σij и скоростей
деформаций ε̇ij и их дисперсий. Проведен численный анализ случайных полей напряжений и
деформаций в зависимости от показателя нелинейности и параметра нагружения h = σ0

22/σ
0
11.

На рис. 3 приведены типичные графики нормированных дисперсий напряжений в зависимо-
сти от безразмерной координаты ωx2 (все величины ck и dk приняты равными единице).
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V.P.Radchenko, N.N.Popov

USING PERTURBATION METHOD FOR SOLVING STOCHASTIC
NONLINEAR PROBLEMS OF STEADY-STATE CREEP

Samara State Technical University

Abstract. The formulation of the boundary value problem of stochastical mechanics deformable
solids is given. The pertrubation method is well designed to solve linear inhomogeneous elastic
solids. Here it is proposed to use to solve stochastic nonlinear creep problems. The analytical
solution stochastic nonlinear boundary value problem is formulated for thick-walled pipe under the
action of internal pressure under steady-state creepage. The problem is considered in cylindrical
coordinates for case of plane strain. Stochastic properties of the pipe described by a random function
of one variable (radius r). By expanding the radial stress in a series of the small parameter was
build a system of linear statistical differential equations, from which we can find the components
of radial stress with any degree of accuracy.

We give a generalization of the problem for a thick-walled tube, where the properties of
material are described by a random function of two arguments. There was made a research of
boundary effects by solving stochastical boundary problem as a sum of two series based on a first
approximation of the small parameter.

Keywords: steady-state creep, perturbation method, heavy-walled tube
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ДИРЕКТОРЫ ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕНИЙ И
ВЕКТОРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

МЕХАНИКИ КОНТИНУУМА

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН

Аннотация. В представляемой работе с помощью новых прямых тензорных представлений
напряженного состояния в асимптотических осях симметричного тензора напряжений получе-
ны общие векторные формы трехмерных дифференциальных уравнений равновесия механики
континуума. Изложение в значительной степени опирается на терминологию и обозначения,
характерные для математической теории пластичности, но все основные результаты, полу-
ченные в работе, остаются справедливыми для напряжений в произвольных континуумах.
Найдены максимально простые и наиболее аналитически эффективные прямые тензорные
представления напряжений для

”
полностью пластических“,

”
полупластических“ и

”
непла-

стических“ трехмерных состояний в смешанных диадах асимптотических директоров. При
переходе к указанным представлениям решающую роль играют

”
промежуточное“ главное

нормальное напряжение и параметр Лоде. Асимптотические оси напряжений при этом вы-
ступают как наиболее естественный репер, обеспечивающий новые прямые тензорные пред-
ставления симметричного тензора напряжений, отличные от спектральных. В

”
полностью

пластических“,
”
полупластических“ и

”
непластических“ состояниях найдены отвечающие им

формы векторных дифференциальных уравнений равновесия и обсуждаются условия их ин-
тегрируемости.

Ключевые слова: тензор напряжений, главное напряжение, главное направление, асимпто-
тическое направление, асимптотические директоры, параметр Лоде.

УДК: 539.374

Вводные замечания. Механика континуума в настоящее время является главной теорети-
ческой основой исследования механического поведения не только металлов и сплавов, но и вы-
сокоэластичных материалов, горных пород, грунтов, пористых и сыпучих сред. Перечислен-
ные среды почти всегда обладают аномальным механическим поведением.1 Математические
теории таких континуумов нуждаются в новых подходах и специальных формах уравнений,
составляющих математическое оформление моделей сплошных сред. Механика континуума
всегда в явной или неявной форме учитывает функциональные или дифференциальные связи,
ограничивающие тензорные поля, применяющиеся, как правило, для представления дефор-
мации и передающиеся через двумерные плоские элементы силовых воздействий (внутренних
напряжений). Весьма показательным в этом смысле является идеально пластическое тело: в

Поступила 23.02.2013
1Например, резина обладает аномальным термоупругим поведением. Так, каучуковый образец в

форме ленточки, если поддерживать его при постоянном растягивающем напряжении, будет сокра-
щаться при нагревании и растягиваться при охлаждении.
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состоянии пластического течения главные напряжения связаны некоторым
”
конечным“ урав-

нением (так называемым условием пластичности), а главные приращения деформаций обра-
зуют нулевую сумму (условие несжимаемости течения). То же самое относится к моделям
неплотно связанных сред, в частности, песку или сухому грунту, которые служат обобще-
нием представлений об идеально пластическом теле и составляют теорию идеально сыпучих
сред. Например, в теории Мора (O. Mohr) в случае скольжения идеально сыпучего матери-
ала постоянным принимается отношение наибольшего и наименьшего главных нормальных
напряжений. Через такого рода теории Прандтль (L. Prandtl) в 1921 г. пришел к понятию
обобщенного идеально пластического тела; деформация такого тела начинается и продолжа-
ется неопределенно долго, если максимальное касательное напряжение достигает предельного
значения, зависящего от средней величины (полусуммы) наибольшего и наименьшего глав-
ных нормальных напряжений.

Целью настоящей работы является вывод с помощью новых прямых тензорных представ-
лений напряженного состояния в асимптотических осях симметричного тензора напряже-
ний ряда общих векторных форм трехмерных уравнений равновесия механики континуума,
не зависящих от определяющего закона, точно предписывающего характер собственно ме-
ханического поведения континуума. Развиваемый в работе подход в значительной степени
соприкасается с методами математической теории пластичности, поэтому присущие теории
пластичности понятия и методы служат той естественной основой, на которой могут быть
сформулированы новые фундаментальные уравнения теории и механики сплошных сред.

1. Каноническое спектральное разложение симметричного тензора напряжений. В трех-
мерных формулировках математической теории пластичности всегда используются специаль-
ные представления тензора напряжений и соответствующие формы дивергентного уравнения
равновесия [1], [2].

Обозначим через σ трехмерный тензор напряжений Коши. Симметрия тензора напряже-
ний влечет возможность его канонического спектрального представления. Если l, m, n— ор-
тонормированный базис из собственных векторов тензора напряжений, σ1, σ2, σ3 — главные
напряжения (собственные значения тензора напряжений), то его каноническое разложение
будет иметь следующую хорошо известную форму:

σ = σ1l⊗ l + σ2m⊗m + σ3n⊗ n. (1.1)

Это представление достаточно широко используется в современной механике деформиру-
емого твердого тела в различных вопросах, связанных с анализом напряженного состояния
тела в данной точке [3], [4], [5].

Для тех пространственных состояний, для которых a priori имеется некоторое конечное
соотношение между главными напряжениями σ1, σ2, σ3, как мы увидим далее, вместо ка-
нонического спектрального разложения (1.1) могут быть получены новые более компактные
и удобные, по сравнению с (1.1), представления в асимптотических осях. Такое положение
дел характерно прежде всего для теории идеально пластического тела. Поэтому такие на-
пряженные состояния, когда a priori нельзя указать никаких конечных соотношений между
главными напряжениями σ1, σ2, σ3, будем называть

”
непластическими“. Однако приведение

тензора напряжений к асимптотическим осям в равной мере оказывается возможным и для

”
непластических“ трехмерных состояний.
2. Тензор напряжений для

”
вполне пластических“ состояний. Одним из ключевых положе-

ний математической теории пластичности выступает условие пластичности. Для изотропных
тел оно имеет форму конечного соотношения, связывающего главные напряжения, или, точ-
нее, разности главных напряжений

f(σ1 − σ2, σ1 − σ3, σ2 − σ3) = 0. (2.1)
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Сен-Венаном (B. de Saint-Venant), на основании опытных данных Треска (H. Tresca,
1864 г.), было предложено условие пластичности, состоящее в том, что текучесть тела на-
ступает как только максимальное касательное напряжение τmax достигает некоторого крити-
ческого значения k:

τmax = k. (2.2)

Здесь постоянная k представляет собой предел текучести при чистом сдвиге. В научной
литературе разных стран иногда это условие текучести связывают (с различной степенью
обоснованности) с именами Кулона (C.A. Coulomb, 1773 г.), Геста (J. Guest, 1900 г.) и Мора
(O. Mohr, 1900 г.).

Если считать все главные напряжения различными и перенумеровать главные оси тензора
напряжений σ так, чтобы выполнялось неравенство

σ1 > σ2 > σ3,

то можно получить формулу

τmax =
σ1 − σ3

2
, (2.3)

устанавливающую, что
”
промежуточное“ главное нормальное напряжение σ2 никак не влияет

на величину максимального касательного напряжения τmax. При этом максимальное по всем
ориентациям в данной точке касательное напряжение достигается на двух площадках, деля-
щих пополам углы между направлениями максимального и минимального главных напряже-
ний и содержащих главную ось напряжений, соответствующую

”
промежуточному“ главному

напряжению σ2.
Некоторые напряженные состояния, помимо выполнения условия пластичности Треска—

Сен-Венана (2.2), характеризуются еще также и тем, что два из трех главных напряжений
оказываются равными друг другу. В пространстве главных напряжений такие состояния по-
падают на ребра шестигранной призмы Кулона—Треска, которые определяются уравнениями

σ1 ± 2k = σ2 = σ3, σ1 = σ2 ± 2k = σ3, σ1 = σ2 = σ3 ± 2k.

Следуя терминологии Хаара (A. Haar) и Кармана (Th. Karman) [6], такие состояния будем
называть

”
вполне пластическими“ (или

”
полностью пластическими“).

Принимая соглашение о том, что σ3 есть либо наименьшее, либо наибольшее главное на-
пряжение,

”
вполне пластические“ состояния можно определить уравнениями

σ1 = σ2 = σ3 ± 2k. (2.4)

Вслед за Хааром и Карманом теория пластичности с двумя соотношениями, связывающи-
ми главные напряжения, была предложена А. Ю. Ишлинским [7]. Нетрудно заметить, что
два уравнения теории пластичности А.Ю. Ишлинского

f1(σ1 − σ2, σ1 − σ3, σ2 − σ3) = 0, f2(σ1 − σ2, σ1 − σ3, σ2 − σ3) = 0

при выполнении условия σ1 = σ2 приводят к соотношениям
”
полной пластичности“ Хаара—

Кармана (2.4). В своей работе А. Ю. Ишлинский пишет:
”
Согласно предлагаемой теории иде-

альной пластичности два главных напряжения должны быть непременно равны друг другу,
а третье отличаться от них на удвоенное критическое значение 2k. Таким образом, для про-
странственной задачи пластичности имеют место два соотношения между главными напряже-
ниями, подобно гипотезе полной пластичности Хаара и Кармана. Этим предлагаемая теория
отличается от теорий Леви и Мизеса, в которых принимается единственное соотношение“.

Поскольку l, m, n— ортонормированный базис, то справедливо следующее тензорное раз-
биение единицы:

l⊗ l + m⊗m + n⊗ n = I, (2.5)

где I— единичный тензор.
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Учитывая (1.1), (2.5) и уравнение ребра призмы Кулона—Треска σ1 = σ2 = σ3±2k, получим

σ = (σ3 ± 2k)I∓ 2kn⊗ n. (2.6)

Таким образом, для
”
вполне пластических“ состояний тензор напряжений σ определяется

одним скалярным полем σ3 и одним единичным векторным полем n. Направление, указыва-
емое директором n, будем называть асимптотическим.2

Для состояний
”
полной пластичности“ тензор напряжений будет иметь только одну асимп-

тотическую ось. Диадное представление тензора напряжений за вычетом шарового тензора
(σ3 ± 2k)I реализуемо с помощью только одной диады n⊗ n.

Уравнение равновесия
divσ = 0 (2.7)

после подстановки в него разложения (2.6) можно представить в виде следующего векторного
диференциального уравнения:

gradσ3 ∓ 2kdiv(n⊗ n) = 0 (n · n = 1). (2.8)

Следовательно, задача о равновесии тела, напряженное состояние которого соответствует
ребру призмы Кулона—Треска, формально статически определима (поскольку имеется ровно
три уравнения для определения трех неизвестных: собственного значения σ3 и, например,
двух углов, задающих ориентацию в пространстве единичного вектора n), если граничные
условия заданы в напряжениях.

Обозначим через Σ безразмерное отношение σ3 к ∓2k и приведем уравнение (2.8) к виду

gradΣ + div(n⊗ n) = 0 (n · n = 1). (2.9)

Отметим также еще одну форму векторного дифференциального уравнения (2.9)

∇Σ + (n ·∇)n + n(∇ · n) = 0. (2.10)

Для единичного векторного поля справедлива формула3

(n ·∇)n = −n× rotn, (2.11)

с помощью которой векторное уравнение (2.10) может быть также представлено в виде

∇Σ− n× rotn + ndivn = 0. (2.12)

Поскольку для любого единичного векторного поля имеем

|ndivn− n× rotn|2 = |divn|2 + |n× rotn|2 ,

и в силу тождества Эйлера—Лагранжа4

|n× rotn|2 = |rotn|2 − (n · rotn)2,

2Термин директор систематически используется в данной статье для указания на единичный век-
тор, определяющий то или иное характерное направление в трехмерном пространстве, связанное с
тензором напряжений или тензором приращения деформации.

3Приводимая ниже формула является прямым следствием тождества
1

2
∇(n · n) = (n ·∇)n+ n× rotn

и условия нормировки n · n = 1. Указанное тождество, в свою очередь, вытекает из следующего
правила символического набла-исчисления:

∇(u · v) = (u ·∇)v + (v ·∇)u+ u× rotv + v × rotu,

где u и v—произвольные пространственные векторные поля.
4Речь идет о тождестве

|u× v|2 = |u|2 |v|2 − (u · v)2,
справедливом для любых двух векторов u и v.



АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ДИРЕКТОРЫ ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕНИЙ 199

то оказывается справедливым соотношение

|ndivn− n× rotn|2 = |divn|2 + |rotn|2 − (n · rotn)2, (2.13)

из которого с помощью уравнения (2.12) находим

|∇Σ|2 = |divn|2 + |rotn|2 − (n · rotn)2, (2.14)

откуда сразу же следует неравенство

|∇Σ|2 ≤ |divn|2 + |rotn|2 . (2.15)

Равенство в (2.15) достигается только для расслоенного векторного поля n. Критерием
расслоенности является выполнение равенства

n · rotn = 0. (2.16)

В этом случае из векторных линий вихря поля n могут быть построены поверхности, орто-
гональные полю n. Такие поверхности будем называть

”
слоями“ векторного поля n. При этом

для пространственного градиента третьего главного напряжения выполняется своеобразная

”
теорема Пифагора“:

|∇Σ|2 = |divn|2 + |rotn|2 . (2.17)

Исследуем характеристики векторного дифференциального уравнения (2.12). Для этого
будем трактовать характеристические поверхности уравнения (2.12) как поверхности слабого
разрыва Σ и n и воспользуемся геометрическими условиями совместности Адамара—Томаса
[8]:

[∇Σ] = BN, [∇⊗ n] = N⊗ b, (2.18)

где квадратные скобки [ ] обозначают скачок при переходе через поверхность слабого разры-
ва; N— единичный вектор нормали к поверхности слабого разрыва; B, b—некоторые поля,
определенные на этой поверхности, причем равенства B = 0 и b = 0 не могут выполняться
одновременно ни в какой точке поверхности, если рассматриваемая поверхность есть действи-
тельно поверхность слабого разрыва.

На основании дифференциального уравнения (2.12) имеем:

[∇Σ]− n× [rotn] + n [divn] = 0 (2.19)

и, применяя условия совместности (2.18), получим

BN− n× (N× b) + (N · b)n = 0. (2.20)

Кроме того, так как n · n = 1, то n · (∇ ⊗ n)T = 0 и, следовательно, (b · n)N = 0, что
приводит к следующему соотношению на поверхности слабого разрыва:

b · n = 0. (2.21)

Замечая далее, что
n× (N× b) = (n · b)N− (N · n)b,

и учитывая (2.21), уравнение (2.20) приводим к виду

BN + (N · n)b + (N · b)n = 0. (2.22)

Умножим обе части этого уравнения скалярно на вектор N:

B + 2(N · n)(N · b) = 0. (2.23)

Умножая обе части уравнения (2.22) скалярно на вектор n, получим также

B(N · n) + N · b = 0. (2.24)

Подставляя в это уравнение выражение для B, полученное с помощью предыдущего урав-
нения, находим, что

(N · b)(1− 2(N · n)2) = 0. (2.25)
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Это уравнение распадается на два. Если N · b 6= 0, то необходимо

N · n = ± 1√
2
. (2.26)

Если N · b = 0, то на основании (2.23) B = 0, и тогда уравнение (2.22) дает

(N · n)b = 0,

откуда в силу того, что равенства B = 0 и b = 0 не могут выполняться одновременно,

N · n = 0. (2.27)

Итак, дифференциальное уравнение (2.12) принадлежит к гиперболическому типу. Его
характеристическое уравнение имеет три различных вещественных корня. Нормали к харак-
теристическим поверхностям в силу (2.26) образуют круговой конус с углом полураствора
π/4 и осью, ориентированной вдоль вектора n. Ясно, что характеристические поверхности
являются также и поверхностями максимального касательного напряжения. Характеристи-
ческими являются не только поверхности скольжения, но и, согласно (2.27), интегральные
поверхности поля n (т. е. поверхности, составленные из интегральных кривых векторного
поля n).

Своеобразная структура векторного дифференциального уравнения (2.12) позволяет сразу
же получить отдельное уравнение для поля директоров n. Действительно, уравнение (2.12)
устанавливает, что векторное поле div(n⊗n) потенциально. Если поле n исследуется в трех-
мерной поверхностно односвязной области,5 то необходимое и достаточное условие потенци-
альности поля div(n⊗ n) заключается в исчезновении вихря:

rotdiv(n⊗ n) = 0 (n · n = 1). (2.28)

Это уравнение одновременно выступает как условие интегрируемости векторного диффе-
ренциального уравнения (2.12).

Поскольку
div(n⊗ n) = ndivn− n× rotn,

уравнение (2.28) преобразуется к

2(divn)rotn + (graddivn)× n + (n ·∇)rotn− (rotn ·∇)n = 0. (2.29)

Существование потенциала поля div(n⊗ n) возможно только тогда, когда его циркуляция
вдоль любого замкнутого контура C равна нулю, т.е.∮

C

(ndivn− n× rotn) · dx = 0.

3. Тензор напряжений для
”
полупластических“ и

”
непластических“ состояний. В случае

”
полупластических“ состояний все главные напряжения σ1, σ2, σ3 различны; два

”
крайние“

из них связаны уравнением Треска—Сен-Венана

σ1 − σ3 = 2k.

”
Непластические“ напряженные состояния характеризуются отсутствием какой бы то ни

было априорной связи между главными напряжениями и, следовательно, представляют собой
наиболее общий из мыслимых в механике деформируемого твердого тела случаев.

Для каждого из указанных состояний можно установить новые важные формы тензора на-
пряжений, которые отличаются от канонической (1.1), но обладают, так же как и (2.6), чрез-
вычайно простой аналитической структурой. Для выполнения этой задачи требуется введение
двух новых направлений в плоскости, ортогональной собственному векторуm. Напомним, что
этот вектор соответствует

”
промежуточному“ главному напряжению σ2. Упомянутые оси, к

5Область называется поверхностно односвязной в том случае, когда для любого замкнутого конту-
ра, расположенного внутри области, можно построить поверхность, также располагающуюся внутри
области, для которой указанный контур будет краем.
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построению которых мы собственно и переходим, назовем, учитывая гиперболическую приро-
ду уравнений математической теории идеальной пластичности и, в целом, гиперболическую
парадигму механики, а также ряд других аргументов, асимптотическими осями тензора на-
пряжений. Выбор термина

”
асимптотическое направление“ продиктован аналогией с двумя

каноническими формами гиперболы. Действительно, каноническое уравнение гиперболы в
теории конических сечений обычно принимается в форме

x2 − y2 = 1. (3.1)

Преобразование координат
8x = x− y
8y = x+ y

(3.2)

позволяет представить каноническую форму (3.1) в асимптотических осях гиперболы ана-
литически максимально простой формулой

8x8y = 1. (3.3)

С помощью тензорного разбиения единицы (2.5) исключаем диаду, образованную собствен-
ным вектором m:

m⊗m = I− l⊗ l− n⊗ n, (3.4)

следовательно,

σ = σ2I + 2τmax

(
σ1 − σ2

σ1 − σ3
l⊗ l− σ2 − σ3

σ1 − σ3
n⊗ n

)
. (3.5)

Обозначая
g1 =

σ1 − σ2

σ1 − σ3
, g2 =

σ2 − σ3

σ1 − σ3
,

последнюю формулу перепишем в следующем виде:

σ = σ2I + 2τmax (g1l⊗ l− g2n⊗ n) . (3.6)

В плоскости, ортогональной собственному вектору m, по аналогии с (3.2) выполним пре-
образование векторов l, n согласно l = 1√

2(1+cos 8ι)
(8l + 8n)

n = 1√
2(1−cos 8ι)

(−8l + 8n)
(3.7)

где 8ι— угол между единичными векторами 8l, 8n.
Оказывается, что угол 8ι можно подобрать так, чтобы тензор напряжений содержал только

смешанные диады, образованные новыми векторами 8l, 8n. Тогда директоры 8l, 8n будут ука-
зывать асимптотические направления симметричного тензора напряжений σ. Действительно,
поскольку

l⊗ l =
1

2(1 + cos 8ι)
(8l⊗ 8l + 8n⊗ 8n + 8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l),

n⊗ n =
1

2(1− cos 8ι)
(8l⊗ 8l + 8n⊗ 8n− 8l⊗ 8n− 8n⊗ 8l),

получаем

2g1l⊗ l− 2g2n⊗ n =
(

g1
1+cos 8ι −

g2
1−cos 8ι

)
(8l⊗ 8l + 8n⊗ 8n)+

+
(

g1
1+cos 8ι + g2

1−cos 8ι

)
(8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l).

(3.8)

Требуя, чтобы диады 8l⊗ 8l, 8n⊗ 8n исчезали, имеем условие
g1

1 + cos 8ι
=

g2

1− cos 8ι
,
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откуда находим уравнение для угла 8ι

cos 8ι =
σ1 + σ3 − 2σ2

σ1 − σ3
.

Поэтому в формулах преобразования (3.7) достаточно положить

cos 8ι = −µ, (3.9)

где µ есть параметр Лоде (W. Lode) [9],

µ =
2σ2 − σ1 − σ3

σ1 − σ3
. (3.10)

В силу выполнения ограничения
−1 ≤ µ ≤ 1

уравнение (3.9) всегда разрешимо относительно угла 8ι.
В отличии от пары l, n, директоры 8l, 8n, вообще говоря, не ортогональны друг другу.

Собственный вектор l всегда делит пополам угол между директорами 8l, 8n.
Определим далее коэффициент при смешанных диадах в (3.8). Несложные вычисления,

выполненные с привлечением (3.9), позволяют последовательно получить

g1

1 + cos 8ι
+

g2

1− cos 8ι
= 4

(σ1 − σ2)(σ2 − σ3)

(1− µ2)(σ1 − σ3)2

и
g1

1 + cos 8ι
+

g2

1− cos 8ι
= 4

(σ2 − σ3)2

(1 + µ)2(σ1 − σ3)2
= 1.

В итоге приходим к весьма компактной и изящной общей формуле для тензора напряжений
в

”
непластических“ состояниях в смешанных диадах асимптотических директоров

σ = σ2I + τmax(8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l), (3.11)

или
σ = σ2I + 2τmaxsym (8l⊗ 8n), (3.12)

пригодной, вообще говоря, для всех трехмерных состояний.
Проведенные рассуждения показывают, что симметричный тензор напряжений всегда ги-

перболичен,6 в том смысле, что за вычетом определенного шарового тензора его всегда можно
представить исключительно через смешанные диады всего двух единичных векторов, которые
указывают асимптотические направления в плоскости, ортогональной направлению собствен-
ного вектора m.

Появление в представлении (3.12) значения максимального касательного напряжения τmax

означает, что τmax обладает фундаментальным механическим смыслом и в
”
непластических“

состояниях. Так, в случае плоской деформации оптически чувствительного упругого тела в
белом поляризованном свете линии τmax = const наблюдаются в виде изохром (см., например,
[10, с. 242, 243]).

Заметим, что
”
промежуточное“ главное напряжение вычисляется как

σ2 =
σ1 + σ3

2
− cos 8ιτmax (3.13)

или
σ2 = s− cos 8ιτmax, (3.14)

где

s =
σ1 + σ3

2
(3.15)

есть медианное напряжение.

6И двумерен.
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”
Крайние“ главные напряжения σ1, 3 могут быть вычислены по следующей формуле:

σ1, 3 = σ2 ± τmax(1∓ µ).

Поэтому отношение
”
крайних“ главных напряжений может быть вычислено как

σ1

σ3
=
σ2 + τmax(1− µ)

σ2 − τmax(1 + µ)
. (3.16)

Заметим, что с учетом принятых обозначений для параметра Лоде можно получить выра-
жение

µ =
σ2 − s
τmax

, (3.17)

которое позволяет констатировать, что параметр Лоде µ есть относительное (по отношению
к максимальному касательному напряжению τmax) отклонение

”
промежуточного“ главного

напряжения σ2 от медианного напряжения s. Ясно, что параметр Лоде становится равным
нулю, т.е.

8ι =
π

2
,

если
”
промежуточное“ главное напряжение является в точности медианным напряжением

σ2 =
σ1 + σ3

2
.

Подобное условие выполняется, например, в случае плоского деформированного состояния
идеально пластического тела, подчиняющегося условию пластичности Треска.

В случае
”
полупластических“ состояний τmax = k и формула (3.11), очевидно, упрощается

и сводится к выражению
σ = σ2I + k(8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l). (3.18)

Тензорным представлениям напряжений (3.11), (3.18) соответствуют и новые формы урав-
нения равновесия. Их вывод начнем с одного вспомогательного равенства. Так как cos 8ι =
8l · 8n, то

∇ cos 8ι = (8l ·∇)8n + (8n ·∇)8l + 8l× (∇× 8n) + 8n× (∇× 8l). (3.19)

Далее можно показать, что

∇ · (8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l) = 8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l) + (8l ·∇)8n + (8n ·∇)8l (3.20)

и, учитывая (3.19), последняя формула приобретает следующий вид:

∇ · (8l⊗ 8n + 8n⊗ 8l) = ∇ cos 8ι+ 8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)− 8l× (∇× 8n)− 8n× (∇× 8l). (3.21)

Используя (3.21), уравнение равновесия для
”
непластических“ состояний можно сформу-

лировать в форме

∇σ2 + 8l(8n ·∇)τmax + 8n(8l ·∇)τmax − τmax sin 8ι∇8ι+

+τmax(8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)− 8l× (∇× 8n)− 8n× (∇× 8l)) = 0.
(3.22)

Заменяя в полученном уравнении
”
промежуточное“ главное напряжение согласно (3.14),

приходим к следующему уравнению:

∇s− cos 8ι∇τmax + 8l(8n ·∇)τmax + 8n(8l ·∇)τmax+

+τmax(8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)− 8l× (∇× 8n)− 8n× (∇× 8l)) = 0.
(3.23)

Это уравнение в случае
”
полупластических“ состояний упрощается и сводится к

∇ς + 8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)− 8l× (∇× 8n)− 8n× (∇× 8l) = 0, (3.24)

где принято обозначение
ς =

s

k
.
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Векторное дифференциальное уравнение (3.24) эквивалентно равенству циркуляций∮
C

(8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)) · dx =

∮
C

(8l× (∇× 8n) + 8n× (∇× 8l)) · dx

вдоль любого замкнутого контура C в той пространственной области, в которой рассматри-
вается указанное дифференциальное уравнение.

Если векторные поля директоров 8l, 8n исследуются в трехмерной поверхностно односвяз-
ной области, то необходимое и достаточное условие интегрируемости векторного дифферен-
циального уравнения (3.24) заключается в исчезновении вихря:

rot(8l(∇ · 8n) + 8n(∇ · 8l)− 8l× (∇× 8n)− 8n× (∇× 8l)) = 0. (3.25)

Таким образом, для определения асимптотических директоров тензора напряжений по-
лучаются отдельные уравнения: векторное дифференциальное уравнение (2.29) в случае

”
вполне пластических“ состояний и уравнение (3.25) в случае

”
полупластических“ состоя-

ний.
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ASYMPTOTIC DIRECTORS OF STRESS TENSOR AND VECTOR
DIFFERENTIAL EQUILIBRIUM EQUATIONS OF CONTINUUM MECHANICS

Ishlinskii Institute for Problems in Mechanics of Russian Academy of Sciences

Abstract. New general vector forms of three-dimensional equilibrium equations of continuum
mechanics are obtained by representations of the symmetric stress tensor as symmetrized mixed
diades of asymptotic directors. The present study employs notations and terminology known from
the mathematical theory of plasticity. However all results remains valid for stress fields in an
arbitrary continuum. The simplest and analytically most efficient stress tensor representations
for full plastic (Haar—Karman hypothesis), semiplastic and nonplastic three-dimensional states
given by mixed diades of asymptotic directors are discussed. Stress tensor transformation to
the asymptotic directors involves the intermediate principal stress and the Lode parameter. The
asymptotic directors provides a natural tensor basis for the symmetric stress tensor different
from the spectral forms. The general vector forms of three-dimensional equilibrium equations are
separately derived for the full plastic, semiplastic and nonplastic states. These forms are then
analyzed from the viewpoint of their integrability.
Keywords: stress tensor, principal stress, principal direction, asymptotic direction, asymptotic
director, Lode parameter.
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К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИНЫ ИЗ
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Аннотация. Рассматриваются вопросы устойчивости нелинейно-вязкоупругих тел по отно-
шению к конечным возмущениям. Условием устойчивости является положительность функ-
ции Ляпунова для возмущенной системы. Находится размерность странного аттрактора ди-
намической системы, позволяющая ограничить число слагаемых в ряде Бубнова-Галеркина.

Ключевые слова: устойчивость, нелинейная вязкоупругость, функция Ляпунова, странный
аттрактор.

УДК: 539.3

Рассмотрим пластину из нелинейно-вязкоупругого изотропного материала [1]. В исходном
недеформированном состоянии пластина имеет толщину h0 и отнесена к декартовой системе
координат x1, x2, x3, так что она ограничена плоскостями x3 = ±h0

2 . Пусть пластина из неде-

формированного состояния переводится однородной конечной деформацией в состояние
◦
V ,

которое характеризуется координатами x0
1, x

0
2, x

0
3, равными

x0
1 = λ1x1; x0

2 = λ2x2; x0
3 = λ3x3,

где λi = const; толщина предварительно деформированной пластины равна

h = λ3h0.

Пусть первоначальные размеры пластины будут

0 ≤ x1 ≤ L; 0 ≤ x2 ≤ L1; −h0

2
≤ x1 ≤ +

h0

2
.

Предположим, что пластина загружена вдоль оси ox1. Тогда

S0
22 = S0

33 = 0.

Перемещения в недеформированном состоянии будут выражаться через координаты по
формулам [2]:

u0
n = δin(λi − 1)xi.

Деформации и алгебраические инварианты выразятся через удлинения по формулам [2].

Для изометрического случая
◦
θ= const уравнение энергии выполняется тождественно. То-

гда для потенциала Мурнагана, описывающего поведение нелинейно-вязкоупругого тела в
предельных случаях, получим безразмерные величины компонент тензора напряжений [3]

Поступила 06.02.2013
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◦
S
∞

11= ν(θ)A0
1 + a1(θ)A02

1 + b1(θ)A0
2 + (λ2

1 − 1)
(
0.5− ν(θ) + b1(θ)A0

1

)
+

+3(λ2
1 − 1)

(
a1(θ) +

c1(θ)

3

)
;

◦
S
∞

22= ν(θ)A0
1 + a1(θ)A02

1 + b1(θ)A0
2 + (λ2

2 − 1)
(
0.5− ν(θ) + b1(θ)A0

1

)
+

+3(λ2
2 − 1)

(
a1(θ) +

c1(θ)

3

)
= 0; (1)

◦
S
∞

33= ν(θ)A0
1 + a1(θ)A02

1 + b1(θ)A0
2 + (λ2

3 − 1)
(
0.5− ν(θ) + b1(θ)A0

1

)
+

+3(λ2
3 − 1)

(
a1(θ) +

c1(θ)

3

)
= 0.

Наложим на основной процесс деформирования конечные возмущения. Возмущения на-
пряжений для потенциала Мурнагана запишутся в форме

Sij = S∞ij (1) + S∞ij (2) + S∞ij (3) + S∞ij (4) + Sijn, (2)

где

S∞ij (1) =
[
δij(ν + 2aA0

1) + 2
◦
Eij

]
Ess(1) + δijb1

(
Ek1(1)

◦
Ek1 +E1k(1)

◦
E1k

)
+

+2
(
0.5− ν + b1A

0
1

)
Eij(1) + c1Ejk(1)

◦
Eik +c1Eik(1)

◦
Ejk;

S∞ij (2) =
[
δij(ν + 2aA0

1) + 2
◦
Eij b1

]
Ess(2)+

+δijb1

[
Ek1(2)

◦
Ek1 +E1k(2)

◦
E1k +Ek1(1)E1k(1)

]
+

+2
(
0.5− ν + b1A

0
1

)
Eij(2) + c1Ejk(2)

◦
Eik +c1Eik(2)

◦
Ejk +

+c1Eik(1)Ekj(1) + 2b1Eij(1)Ess(1); (3)

S∞ij (3) = 2δija1Ess(1)Ekk(2) + δijb1 [Ek1(1)Ek1(2) + Ek1(2)Ek1(1)] +

+c1 [Eik(1)Ekj(2) + Eik(2)Ekj(1)] + 2b1Eij(1)Ess(2) + 2b1Eij(2)Ess(1);

S∞ij (4) = 2δija1E
2
ss(1) + δijb1Ekk(2) + c1Eij(2)Ess(2) + 2b1Eij(2)Ess(2);

SH =

∫ t

−∞
G(1)

(
0, ξ − ξ′,

◦
E,
◦
θ
) ∂E(τ ′)

∂τ ′
dτ.

Определяющую систему уравнений в возмущениях будем брать в виде [5].
Решение нелинейной краевой задачи для возмущений перемещений будем искать в виде

ряда Бубнова-Галеркина ui = fmn(t) ·ϕimn(xk), где функции ϕinm(xk) удовлетворяют геомет-
рическим граничным условиям и выбираются как известные решения линеаризированных
задач нелинейной вязкоупругости. Для случая шарнирного опирания краев пластины гра-
ничные условия будут следующие:

u1 = 0; Mx1 = 0; u3 = 0 при X1 = 0; X1 = L1;

u1 = 0; Mx2 = 0; u2 = 0 при X2 = 0; X2 = L2. (4)

Функции ϕinm(xk) выбираются в форме [3]

ϕ1nm(x1) = C1 sin
mπx1

L
sin

mπx2

L1
;
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ϕ2mn(x1) = C2 cos
mπx1

L
sin

mπx2

L1
; (5)

ϕ3mn(x1) = C3 sin
mπx1

L
cos

mπx2

L1
.

Для потенциала Мурнагана система уравнений примет вид [4], где коэффициенты системы
будут взяты в виде [5]. Условием устойчивости будет положительность функции Ляпунова в
области возмущений, найденных из условия равенству нулю производной от функции Ляпу-
нова по времени в силу системы [5] .

Для вязкоупругого материала во всех представленных формулах следует заменить дей-
ствительные параметры комплексными параметрами. В результате все найденные значения
возмущений будут комплексными. Действительная часть будет совпадать с соответствующим
решением задач нелинейной упругости, а мнимая даст коэффициент затухания.

Для полученной динамической системы, используя подход, принятый в [5], [6], находится
размерность странного аттрактора – γm, позволяющая ограничить число слагаемых в ряде
Бубнова-Галеркина, в которые раскладываются возмущения перемещений.

На рисунках 1, 2 приведены графические зависимости, связывающие модуль возмущения
с параметром нагрузки. На рисунках 3, 4 приведены графические зависимости, связывающие
размерность странного аттрактора полученной динамической системы с величиной параметра
нагрузки.

Рис. 1. hL = 10−3; πL1

L = 1
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Рис. 2. hL = 10−3; πL1

L = 0.5

Рис. 3. hL = 10−3; πL1

L = 1
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Рис. 4. hL = 10−3; πL1

L = 0.5

Из анализа рисунков следует отметить следующее:
– уменьшение соотношений размеров конструкций уменьшает и область устойчивости как

относительно начальных возмущений, так и относительно удлинений;
– для всех рассмотренных случаев наблюдается уменьшение размерности странного ат-

трактора с увеличением величины параметра нагрузки.
Также подчеркнем, что размерность странного аттрактора, найденная для потенциала

Мурнагана, позволяет рекомендовать количество слагаемых в ряде Бубнова-Галеркина при
работе конструкции в различных диапазонах изменения начальных напряжений и деформа-
ций.

Использование критерия устойчивости относительно конечных возмущений позволяет для
конкретного значения параметра нагрузки получить ограниченную последовательность допу-
стимых значений начальных возмущений в которой основной процесс деформирования будет
устойчив и при этом наблюдается иерархия устойчивых равновесных состояний.

Задание максимально допустимого значения начальных возмущений приводит к нахожде-
нию области изменения параметра нагрузки, в которой основной процесс деформирования
будет устойчив.

Отметим, что в рамках трехмерной линеаризированной теории устойчивости аналогичные
задачи рассматривались в [2].
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Аннотация. Рассматривается осесимметричное напряженное состояние весомого сыпучего
материала, характеризуемого замкнутым условием пластичности. Характерный размер пред-
ставительного элемента учитывается в уравнениях равновесия. Проводится анализ напряжен-
ного состояния в нулевом и первом приближении вблизи оси симметрии.

Ключевые слова: грунты, сыпучие материалы, осесимметричное течение, материал с мик-
роструктурой.

УДК: 539.215+624.131

1. Тензор скорости деформации связной сыпучей среды с учетом
микроструктуры

В прямоугольной декартовой системе координат x1, x2, x3, в некоторый момент времени
t, рассмотрим линейный представительный элемент AB среды в точке M(x1, x2, x3) области
течения.

Длину и направление элемента AB определим следующим образом [1]:

|AB| = 4S = 2h, AB = 2hn̄,

где h – параметр микроструктуры; n̄ – единичный вектор, задающий направление элемен-
ту AB. Вводя направляющие косинусы n1, n2, n3 вектора n̄, найдем координаты точек
A(a1, a2, a3) и B(b1, b2, b3) :

ai = xi − hni, bi = xi + hni, i = 1, 2, 3.

Введем в точке M в момент времени t меру деформации представительного элемента,
имеющего длину 2h и направление n̄. Оценим относительное изменение µ длины элемента
AB. Разлагая в ряд по h и ограничиваясь слагаемыми второго порядка малости, получим:

µ =
∂ui
∂xj

ninj +
h2

6

∂3ui
∂xj∂xk∂xl

ninjnknl +O(h4). (1)

Выражение (1) примет вид:

µ = ecijninj +
h2

6
e∗ijklninjnknl +O(h4).
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Так как в рассматриваемой системе координат x1, x2, x3 ковариантные и контрвариантные
компоненты у векторов или тензоров соответствуют, то выражение можно переписать в виде

µ = ecijn
inj +

h2

6
e∗ijkln

injnknl +O(h4), (2)

где свертки ecijninj и e∗ijkln
injnknl ковариантных компонент тензоров ec и e∗ с контрвариант-

ными компонентами вектора n̄ являются скалярными инвариантами относительно преобра-
зования координат. Таким образом, выражение (2) справедливо в любой системе координат.
Компоненты соответствующих тензоров имеют вид:

ecij =
1

2
(∇jui +∇iuj), (3)

e∗ijkl =
1

4
(∇j∇k∇lui +∇i∇k∇luj +∇i∇j∇luk +∇i∇j∇kul), (4)

где ∇jui и ∇j∇k∇lui – первая и третья ковариантные производные от координатной компо-
ненты перемещения.

Согласно (2) относительное изменение длины представительного элемента µ в нулевом
приближении по h определяется тензором ec, что соответствует классическому подходу в
механике сплошных сред.

Удерживая в (2) слагаемые второго порядка малости по h, учтем влияние микроструктуры
на величину µ посредством четырехвалентного тензора e∗, компоненты которого выразим в
виде

e∗ijkl =
1

2
[∇k∇lecij +∇i∇jeckl].

В связи со сложностью включения тензора e∗ четвертого ранга в систему уравнений, опи-
сывающих движение материала, введем обобщенный тензор ẽ деформации, компоненты ко-
торого учитывают параметр h в виде

ẽij = ecij +
h2

6
e∗∗ij , (4)

где e∗∗ij – компоненты двухвалентного тензора, отвечающего за микроструктуру материала.
Образуя из них компоненты симметричного тензора e∗∗, получим

e∗∗ij =
1

2
[∇j∇j∇jui +∇i∇i∇iuj ]. (5)

Таким образом, с учетом (3), (5) выражения (4) для обобщенных деформаций перемещений
примут вид:

ẽij =
1

2
(∇jui +∇iuj) +

h2

12
(∇j∇j∇jui +∇i∇i∇iuj)

или

ẽij = ecij +
h2

6
∆ecij .

Отметим, что величины e∗∗ij , определяемые из (5), не являются в буквальном смысле компо-
нентами тензора второго ранга, так как не преобразуются при замене координат соответству-
ющим образом, однако величины ẽij с точностью до слагаемых второго порядка малости по h
будем рассматривать как компоненты симметричного тензора ẽ деформаций, учитывающего
микроструктуру среды.

По аналогии с построениями, рассмотренными выше, найдем выражение для скорости от-
носительного удлинения материального отрезка длиной 2h полем скоростей Ui. Принимая во
внимание предыдущие построения, получим выражение для скоростей деформации с учетом
характерного размера h представительного элемента

εij = εcij +
h2

6
4εcij , (6)
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где

εcij =
1

2
(∇jUi +∇jUi).

2. Тензор скорости деформации связной сыпучей среды в случае
осесимметричной деформации

Рассмотрим сыпучую среду в цилиндрической системе координат r, θ, z. Пусть заданные
нагрузки и смещения обладают осевой симметрией, тогда поле деформации и поле напряже-
ния будут осесимметричными, т.е. компоненты напряжения и смещения не зависят от поляр-
ного угла θ.

Компоненты тензора скорости деформации (6) имеют вид:

εrr =
∂Ur
∂r

+
h2

6

(
1

r

∂2Ur
∂r2

+
∂3Ur
∂r3

+
∂3Ur
∂z2∂r

)
,

εθθ =
Ur
r

+
h2

6

(
1

r

∂2Ur
∂r2

+
1

r

∂2Ur
∂z2

+
1

r2

∂Ur
∂r

)
,

εzz =
∂Uz
∂z

+
h2

6

(
∂3Uz
∂z3

+
∂3Uz
∂r2∂z

+
1

r

∂2Uz
∂r∂z

)
,

εrz =
1

2

(
∂Ur
∂z

+
∂Uz
∂r

)
+
h2

12

(
∂3Ur
∂r2∂z

+
1

r

∂2Ur
∂r∂z

+
∂3Ur
∂z3

+
∂3Uz
∂r3

+
1

r

∂2Uz
∂r2

+
∂3Uz
∂r∂z2

)
.

Внешнее разложение для тензора скорости деформации при h→ 0 в нулевом приближении
дает выражение для скорости деформации ε(0)

ij = ε
(c)
ij .

Для учета влияния микроструктуры на малых характерных размерах рассмотрим разло-
жение путем растяжения координат r, так что новая координата ρ будет определяться ρ = r

h2 ,
т.е. малым значениям r будут соответствовать большие значения ρ.

Для первого приближения тензор скорости деформации при h→ 0 имеет вид:

ε(2)
rr =

1

6

(
1

ρ

∂2Ur
∂ρ2

+
∂3Ur
∂ρ3

)
,

ε
(2)
θθ =

1

6

(
1

ρ

∂2Ur
∂ρ2

+
1

ρ2

∂Ur
∂ρ

)
, ε(2)

zz = 0,

ε(2)
rz =

1

12

(
1

ρ

∂2Uz
∂ρ2

+
∂3Uz
∂ρ3

)
.

3. Напряженное состояние вблизи оси симметрии
Осесимметричное состояние характеризуется следующими компонентами тензора напря-

жения [2]:
σrr = σrr(r, z), σθθ = σθθ(r, z), σzz = σzz(r, z),

σrz = σrz(r, z), σrθ = σθr = 0.

Компоненты напряжений удовлетворяют условию пластичности и двум уравнениям рав-
новесия:

Φ = σ2
rr + σ2

θθ + σ2
zz + 2σ2

rz −
1

3
I2
1σ − (Y + αI1σ)2 + f2I2

1σ = 0, (7)

∂σrr
∂r

+
∂σrz
∂z

+
1√
2

(I1σ),z +
σr − σθ

r
= 0,

∂σrz
∂r

+
∂σz
∂z
− 1√

2
(I1σ),r +

σrz
r
− 1

r
√

2
I1σ = −γ, (8)

где Y – сцепление, α – коэффициент внутреннего трения, f – коэффициент трения качения,
γ – сила тяжести.
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Система уравнений в напряжениях является незамкнутой. Для замыкания системы урав-
нений (7), (8) воспользуемся ассоциированным законом пластического течения, который свя-
зывает скорость деформирования с напряженным состоянием с использованием неопределен-
ного множителя Лагранжа λ [3]:

εij = λ
∂Φ

∂σij
. (9)

Нулевое приближение задачи
Уравнения (9) с учетом (7) в нулевом приближении после исключения неопределенного

множителя Лангранжа примут вид:

∂U
(0)
r

∂r
=
U

(0)
r

r
· σ

(0)
rr − βI(0)

1σ − αY
σ

(0)
θθ − βI

(0)
1σ − αY

,

∂U
(0)
z

∂z
=
U

(0)
r

r
· σ

(0)
zz − βI(0)

1σ − αY
σ

(0)
θθ − βI

(0)
1σ − αY

, (10)

∂U
(0)
r

∂z
+
∂U

(0)
z

∂r
=
U

(0)
r

r
· 4σ

(0)
rz

σ
(0)
θθ − βI

(0)
1σ − αY

,

где β = 1
3 + α2 − f2.

Система уравнений (10) является переопределенной для компонент скоростей перемеще-
ний U

(0)
r , U

(0)
z . Исследуя систему (10) вдоль характеристик получим, что третье уравнение

представляет собой уравнение в частных производных первого порядка и после интегриро-
вания системы может быть использовано как замыкающее уравнение для поля напряжений.
Анализ уравнения вблизи оси симметрии показал, что

σ
(0)
θθ − βI

(0)
1σ − αY

σ
(0)
rr − βI(0)

1σ − αY
= 1,

что возможно только при σ(0)
rr = σ

(0)
θθ .

Таким образом, недостающим уравнением для замыкания системы уравнений в напряже-
ниях вблизи оси симметрии будет равенство

σ(0)
rr = σ

(0)
θθ . (11)

Решая систему уравнений (7), (8) с учетом (11), получим в безразмерном виде:

σ
(0)
rr = σ

(0)
θθ =

1

2
z, σ(0)

zz = σz0 − z, (12)

σ
(0)
rz =

αf√
2b

(
1± 1

α

√
−3

2
bz2 + 2bσz0z + 2f2 − bσz0 −

1

3

)
,

где

σz0 =
σz0
Y
, z =

γz

Y
, b = 2f2 − α2 − 1

3
,

σz0 – начальное давление.
Нулевое приближение для напряжений σ(0)

rr = σ
(0)
θθ соответствует гипотезе гидравлического

распределения напряжений в материале.
Первое приближение задачи

Ассоциированный закон течения пластического материала, определяемый уравнением (9),
в первом приближении примет вид:

12λ
(
σ(2)
rr − βI

(2)
1σ

)
=

1

ρ

∂2Ur
∂ρ2

+
∂3Ur
∂ρ3

,



218 А.Л. ФРОЛОВ, О.А. ФРОЛОВА

12λ
(
σ

(2)
θθ − βI

(2)
1σ

)
=

1

ρ

∂2Ur
∂ρ2

+
1

ρ2

∂Ur
∂ρ

(13)

λ
(
σ(2)
zz − βI

(2)
1σ

)
= 0

48λσ(2)
rz =

1

ρ

∂2Uz
∂ρ2

+
∂3Uz
∂ρ3

.

Третье уравнение (13) позволяет замкнуть систему уравнений (7), (8) в первом приближе-
нии:

σ(2)
zz =

β

1− β

(
σ(2)
rr + σ

(2)
θθ

)
. (14)

Ограничиваемся слагаемыми второго порядка малости для напряжений, при h → 0, про-
интегрировав уравнения равновесия (8), с учетом (7), (10), (11) получим выражения для
компонент напряжений в первом приближении [4]:

σ
(2)
rr = (1− β)P (z) · γ

(
1

ρ
− 1

3
ρ− 2

3
ρ2

)
,

σ
(2)
θθ = (1− β)P (z) · γ

(
4

3
ρ− 2

ρ
+

2

3
ρ2

)
,

σ
(2)
zz = βP (z) · γ

(
ρ− 1

ρ

)
,

σ
(2)
rz =

(
f√
2
P (z)− 1

2

)
· γ
(
ρ− 1

ρ

)
,

где

ρ =
ρ

ρ0
, γ =

γρ0

Y
, P (z) =

σ
(0)
rz

f
√

2σ
(0)
rz + (1− 3β)σ

(0)
rr − α

.

Полные компоненты тензора напряжений в осесимметричной задаче с учетом нулевого и
первого приближений вблизи оси симметрии имеют вид:

σrr =
1

2
z + (1− β)P (z)γ

(
1

ρ
− ρ

3
+

2ρ2

3

)
,

σθθ =
1

2
z + (1− β)P (z)γ

(
4ρ

3
− 2

ρ
+

2ρ2

3

)
,

σzz = σz0 − z + βP (z)γ

(
ρ− 1

ρ

)
,

σrz =
αf√

2b

(
1± 1

α

√
−3

2
bz2 + 2bσz0z + 2f2 − bσz0 −

1

3
+

+

(
f√
2
P (z)− 1

2

)
γ

(
ρ− 1

ρ

))
.

На рисунках представлены графики компонент тензоров напряжений без учета микро-
структуры (в нулевом приближении) и с учетом микроструктуры.
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Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Анализ поведения напряжений вблизи оси симметрии при заданном начальном давлении
показал:

1. В нулевом приближении σ
(0)
rr = σ

(0)
θθ возрастают, а σ(0)

zz убывает в направлении оси z;

σ
(0)
rz в области пластического течения вначале возрастает, а затем убывает вдоль оси z; по

направлению оси r напряжения не изменяются.
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2. Учет характерного размера h представительного элемента приводит: к уменьшению
растягивающих напряжений σrr по направлению радиуса r; к увеличению растягивающих
окружных напряжений σθθ; σzz слабо меняется за счет h; к уменьшению касательного напря-
жения σrz как по направлению r, так и по z, причем по z это влияние h ослабевает.
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