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В. Г. Баженов, Н.С.Дюкина

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ЗАДАЧ СЕЙСМОСТОЙКОСТИ
ЗАГЛУБЛЕННЫХ СООРУЖЕНИЙ

НИИ механики Нижегородского государственного университета им. Н. И. Лобачевского,
г. Н. Новгород

Аннотация. В работе предложена эффективная численная методика решения трехмер-
ных задач сейсмостойкости заглубленных крупногабаритных сооружений, которая позволяет
учесть эффекты контактного взаимодействия стенок сооружения с прилегающим грунтом,
влияние поля силы тяжести, неоднородное строение грунтовой среды, а также различные
варианты расположения гипоцентра землетрясения. В рамках данной конечно-элементной
вариационно-разностной методики проведено обоснование выбора размеров расчетной обла-
сти примыкающего к сооружению грунта и моделей сплошной среды для описания твердых и
мягких грунтовых оснований. Разработана численная методика определения кинематических
граничных условий на нижней границе расчетной области грунта по заданной на поверхно-
сти грунта экспериментальной акселерограмме. Для исключения влияния краевых эффектов
на результаты решения задачи предложены специальные мало отражающие волны гранич-
ные условия. Описанные методы и алгоритмы решения задач сейсмостойкости сооружений
реализованы в сертифицированном программном комплексе «Динамика-3», проведено распа-
раллеливание разработанного конечно-элементного алгоритма по принципу пространствен-
ной декомпозиции расчетной области. Разработанная численная методика позволила кор-
ректно поставить задачу о сейсмических вибрациях заглубленного сооружения, сократить
вычислительные затраты и повысить эффективность численных исследований сейсмостой-
кости сооружений. Благодаря этому стал технически возможным многократный пересчет
задачи с различными вариантами воздействия – такие расчеты отражают опыт многих зем-
летрясений, что повышает достоверность получаемых оценок. В статье приведены результаты
типовых расчетов сейсмостойкости заглубленного сооружения АЭС – взаимные вертикаль-
ные и горизонтальные смещения стенок здания и грунта, – которые в дальнейшем могут быть
использованы для оценки прочности примыкающих к сооружению подземных трубопроводов.

Ключевые слова: численное моделирование, сейсмостокость, контактное взаимодействие,
грунтовая среда.
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Введение. Строительные нормы и правила [1] предусматривают расчет сейсмостойкости
малозаглубленных сооружений и основываются на упрощенной модели грунтового основания.
В [2] предложен приближенный метод, в котором жесткость основания учитывается путем
введения совокупности упругих связей, присоединенных к фундаментной плите. Однако ди-
намическая жесткость основания зависит от его размеров, величины нагрузки, типа грунта
и так далее, поэтому определение используемых в [2] параметров до сих пор остается недо-
статочно изученной проблемой. Исследования сейсмостойкости заглубленных сооружений и
примыкающих к ним подземных трубопроводов должны включать в рассмотрение доста-
точно большой массив прилегающего к сооружению грунта, размеры которого обеспечивают
минимизацию отраженных от границ грунтового массива волн вблизи сооружения. Необхо-
димость точного описания сооружения и высокочастотных сейсмических осцилляций делает
численное моделирование крупногабаритных задач сейсмики разностными методами крайне
трудоемкой задачей. Изложенный в [3] метод моделирования длительного динамического вза-
имодействия заглубленных сооружений с грунтом существенно сокращает вычислительные
затраты и учитывает эффекты контактного взаимодействия стенок сооружения с грунтовым
основанием.

Численная методика. В рамках предлагаемой методики массив грунта представляет-
ся прямоугольным параллелепипедом, размеры которого в 20 раз превосходят характерные
размеры основания сооружения в плане — этого достаточно [3] для исключения влияния кра-
евых эффектов на результаты расчета вблизи сооружения. Достаточно жесткие грунты мо-
делируются однородной или многослойной идеально упругой средой, для мягких грунтовых
оснований применяется трансверсально-изотропная модель грунта [4], учитывающая измене-
ние механических характеристик грунта с глубиной. Расчетная область находится в поле сил
тяжести. В зависимости от расположения гипоцентра землетрясения к нижней или боковой
границе грунта прикладывается сейсмическое воздействие в виде компонент вектора скорости
vx, vy, vz; на остальных границах моделируются специальные мало отражающие волны гра-
ничные условия. Между сооружением и грунтом моделируется контактное взаимодействие с
учетом сухого трения.

Для описания деформирования тел в рамках гипотез механики сплошной среды использу-
ется вариационно-разностный подход. Движение сплошных сред в лагранжевых переменных
в неподвижной декартовой системе координат описывается уравнениями, следующими из ва-
риационного принципа баланса мощностей:∫∫

Ω

(
σij(δu̇i,j + δu̇j,i)

2
+ ρüiδu̇i + ρfiδu̇i

)
dΩ−

∫
G

piδu̇idS −
∫
G

qiδu̇idS = 0. (1)

Здесь σij – компоненты тензора напряжений, ui – скорости перемещений, pi, qi – компоненты
поверхностной нагрузки и контактного давления, fi – компоненты массовых сил, отнесенные
к единице массы (i = x, y, z). Компоненты контактных усилий qi в (1) определяются в мест-
ном координатном базисе s, ξ, связанном с поверхностью контакта: нормальные компоненты
усилий qξ находятся из условия непроникания (2), а касательные усилия qs – в соответствии с
законом Амонтона-Кулона (3). Связь контактирующих подобластей полагается односторон-
ней, то есть допускается их отрыв друг от друга и повторное вступление в контакт.

qξ =

{
0 qξ ≥ 0
qξ qξ < 0,

(2)

qs =

{
qs |qs| ≤ kξ|qξ|
kξ|qξ|sign(qs) |qs| > kξ|qξ|.

(3)

Решение определяющей системы уравнений (1) при заданных начальных и граничных
условиях основывается на вариационно-разностном методе дискретизации по пространствен-
ным координатам и явной схеме интегрирования по времени [5]. Процесс деформирова-
ния сплошной среды во времени разбивается на временные слои t0, t1, . . . , tk, . . . с шагами
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∆tk+1 = tk+1 − tk. Схема вычисления скоростей и перемещений по времени представляется в
виде:

(u̇i)
k+1/2
j = (u̇i)

k−1/2
j + (Fi)

k
j∆tk+1/2/(M)kj

(ui)
k+1
j = (ui)

k
j + (u̇i)

k+1/2
j ∆tk+1 (4)

∆tk+1/2 =
∆tk+1 + ∆tk

2
, (i = x, y, z).

Здесь Fi – обобщенные силы, действующие на расчетный узел j, M – масса в j-м уз-
ле. Выбор шага интегрирования ∆tk+1 осуществляется из условия устойчивости Куранта.
Применение процедуры консервативного сглаживания к разностной схеме второго порядка
точности (4) позволяет подавить нефизические осцилляции численного решения.

Для численного исследования сейсмостойкости необходимо иметь кинематические или си-
ловые граничные условия, при задании которых на границе расчетной области массива грунта
вблизи сооружения воспроизводилась бы известная акселерограмма. В [3] авторами предло-
жена численная методика определения кинематических граничных условий, основанная на
допущении, что приходящие от источника землетрясения к сооружению волны можно счи-
тать плоскими и распространяющимися по нормали к дневной поверхности грунта. Поскольку
эпицентр землетрясения может быть расположен на существенном удалении от сооружения, в
расчетах сейсмостойкости необходимо исследовать несколько вариантов направления распро-
странения сейсмических волн. Вычислительные эксперименты показали, что расположение
источника сейсмического воздействия не влияет на раскачивание заглубленного сооруже-
ния. Различия в результатах решения для предельных вариантов расположения источника
сейсмических волн – существенное удаление по горизонтали и по вертикали – объясняются
давлением грунта на стенки здания со стороны подхода горизонтально распространяющихся
волн.

Описанные методы решения, алгоритмы моделирования контактного взаимодействия,
мало отражающие волны граничных условий и учета поля сил тяжести реализованы
в сертифицированном программном комплексе «Динамика-3» [6] (сертификат № РОСС
RU.ME20.HOO338 Госстандарта России, Регистрационный паспорт аттестации ПС № 325 от
18.04.2013, выданный Научно-техническим центром по ядерной и радиационной безопасно-
сти). С целью повышения эффективности численных исследований сейсмостойкости соору-
жений проведено распараллеливание алгоритма конечно-элементной методики решения трех-
мерных нелинейных задач динамики конструкций по принципу пространственной декомпо-
зиции расчетной области [7], в соответствии с которым вычисления в подобластях расчетной
области распределяются по узлам кластера. Алгоритм решения задачи на каждом временном
слое распадается на две части: последовательную и параллельную. Основной объем вычисле-
ний (определение компонент деформаций, напряжений, узловых сил, интегрирование урав-
нений движения и т.д.) осуществляется параллельно, в последовательной части происходит
согласование рассчитанных величин, полученных на разных узлах кластера [8].

Результаты расчетов. Разработанная вычислительная модель динамического взаимо-
действия сооружения с грунтом применена для оценки сейсмопрочности подземных трубопро-
водов, примыкающих к ответственным сооружениям АЭС Бушер (Иран), Нововоронежской
АЭС-2, Калининской, Ростовской АЭС (Россия), Белорусской АЭС (Белоруссия) по заказу
ОАО «НИАЭП» (Н. Новгород). Проведены исследования поведения сооружений и примыка-
ющих подземных трубопроводов в зависимости от параметров сейсмического воздействия и
различных геометрических и физических параметров сооружения и грунта [3,9]. Ниже при-
ведены результаты типового расчета.

Задача решалась в трехмерной постановке с использованием программного комплекса
«Динамика-3». Сооружение моделировалось упругим параллелепипедом с размерами в плане
51,0 x 121,0м, высотой 43,17м, заглубленным в грунт на 8,1м (рис. 1).
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Рис. 1. Вид расчетной области

Механические характеристики сооружения: модуль упругости E=21 ГПа, коэффициент
Пуассона ν=0,25, плотность ρ=115,615 кг/м3, для грунта модуль упругости E=40 МПа, коэф-
фициент Пуассона ν=0,35, плотность ρ= 2250,0 кг/м3. Между зданием и грунтом допускается
контактное взаимодействие с учетом сухого трения (коэффициент трения 0,554). В начальный
момент времени система грунт-здание находилась в поле силы тяжести. Задача об определе-
нии начального поля перемещений решена методом стационирования с введением линейной
вязкости. По окончании процесса стационирования расчетной области в поле сил тяжести к
нижней границе грунтового массива прикладывается кинематическая нагрузка, восстанов-
ленная из экспериментальной акселерограммы 6-балльного землетрясения длительностью 20
секунд (рис. 2, где кривые 1,2,3 соответствуют компонентам вектора скорости vx, vy, vz). Рас-
четная область здания и грунта покрывается равномерной разностной сеткой с шагом 1,65м
по горизонтали, высота ячеек грунта берется в соответствии с численным решением одномер-
ной задачи – 1,62м, высота ячеек здания – 1,66м .

В результате расчета получены временные зависимости относительных горизонтальных и
вертикальных смещений боковых стенок сооружения и грунта, которые могут быть использо-
ваны для анализа сейсмопрочности примыкающих к сооружению подземных трубопроводов
(рис. 3, 4). На рисунках представлены относительные смещения стенок сооружения и грунта
по горизонтали (а) и вертикали (б) для точек, расположенных на линиях сечения сооружения
плоскостями симметрии y = 0 (рис. 3), x = 0 (рис. 4), на глубине 1,62м, 3,24м, 4,86м и 6,48м.

Таким образом, на боковой стенке меньшей площади наблюдаются большие взаимные сме-
щения сооружения и грунта. Это объясняется меньшей площадью контакта взаимодействую-
щих поверхностей и большими деформациями конструкции вдоль более протяженной стенки,
вызванными попаданием различных поперечных сечений конструкции в разные фазы сейсми-
ческой волны.

Заключение. Разработана вычислительная модель динамического контактного взаимо-
действия заглубленных сооружений с грунтом, учитывающая поле силы тяжести и сокра-
щающая вычислительные затраты за счет специальных мало отражающих волны гранич-
ных условий. Распараллеливание алгоритма позволило сократить вычислительные затраты
и повысить эффективность численных исследований. Благодаря этому стал технически воз-
можным многократный пересчет задачи с различными вариантами воздействия, сформиро-
ванного вероятностными методами из экспериментальной сейсмограммы. Результаты таких
расчетов позволяют отражать опыт многих землетрясений, что повышает их достоверность.
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Рис. 2. Экспериментальная сейсмограмма

Рис. 3. Взаимные смещения стенок сооружения и грунта в сечении y = 0

Рис. 4. Взаимные смещения стенок сооружения и грунта в сечении x = 0

Исследование поведения сооружений и примыкающих подземных трубопроводов в зависи-
мости от параметров сейсмического воздействия и различных геометрических и физических
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параметров сооружения и грунта позволяет сформулировать рекомендации по выбору рас-
четных моделей.
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NUMERICAL SOLUTION OF THREE-DIMENSIONAL PROBLEMS OF
SEISMIC STABILITY OF LARGE STRUCTURES

Research Institute of Mechanics of Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod

Abstract. The paper presents an efficient numerical technique for seismic stability 3D-modeling of
large buried structures. This technique allows to consider the subsoil-structure contact interaction,
gravity field effects, the inhomogeneous structure of soil and the variative location of the
earthquake hypocenter. As part of this technique is substantiated sizing of the soil-structure
computational domain and continuum model for hard and soft soil foundations describing. The
numerical technique for determining the kinematic conditions at the lower boundary of the
computational domain from the experimental accelerograms at the soil surface is given, offered
special non-reflecting waves boundary conditions. The described above methods and algorithms
for seismic resistance solving have been implemented in certified software package «Dynamics-3»,
parallelization of the algorithm have been held according to the spatial domain decomposition
principle. The developed numerical technique allows to correctly pose the problem of seismic
vibrations of buried structure, reduce computing costs and increase the efficiency of numerical
studies of Earthquake Engineering. Through this the multiple conversion tasks with different action
scenarios generated by probabilistic methods of experimental seismograms became technically
possible. The results of these calculations allow reflecting the experience of many earthquakes,
which increases reliability of the estimates. The paper presents the model calculations results of
seismic stability of buried NPP structure – mutual vertical and horizontal displacement of soil and
building walls – which can then be used to assess strength of adjacent underground pipelines.

Keywords: numerical modeling, seismic resistance, contact interaction, soil ground.
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ПРОЦЕССЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ И РАЗРУШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИ
НЕОДНОРОДНЫХ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ С

ДЕФЕКТАМИ ПРИ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОМ И
ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИЯХ

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского Российской академии наук

Аннотация. Рассматриваются процессы, протекающие в материале при обработке металли-
ческих образцов импульсами электрического током большой плотности. Исследование элек-
тропластического эффекта проводится на основе построенной разномасштабной модели воз-
действия электромагнитного поля на микротрещины. Задача решается методом прямого чис-
ленного моделирования в динамической постановке. Прослеживается эволюция микродефек-
тов материала в форме плоских трещин после воздействия на них электрического тока. Изу-
чается влияние размера и пространственной ориентации микротрещин на локализацию элек-
тромагнитного поля в области дефекта. Исследование показало, что в окрестности микроде-
фектов возникают очень большие градиенты электромагнитного поля и плотности тока, что
приводит к интенсивному нагреву и плавлению материала в кончиках микротрещин. При
этом расплавленный материал вытекает в трещину, в то время как сама микротрещина под
действием возникающих температурных напряжений стремиться закрыться (эффект «зале-
чивания» дефектов).

Ключевые слова: термоэлектропластичность, прямое численное моделирование, материал
с дефектами, локализация электромагнитного поля и температуры.

УДК: 539.3

Термоэлектропластичность является сравнительно молодым разделом теории пластично-
сти. Первые экспериментальные работы в этой области появились только во второй половине
прошлого века. Они показали, что обработка током металлических заготовок из труднодефор-
мируемых материалов и сплавов облегчает последующую механическую обработку, улучшает
пластические свойства изделия [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [11] и имеет преимущества перед тра-
диционными методами термообработки, такими как отжиг и другие.

Хорошо изученным давно применяемым технологическим способом обработки металлов
является разогрев заготовки электрическим током небольшой плотности J ≈ 10A

/
м2 и боль-

шим временем действия τ ≈ 103 с. Исследование воздействия электромагнитного поля на
механические свойства проводящих материалов показывают, что обработка током плотно-
стью J ≈ 109A

/
м2 и временем действия τ ≈ 10−4 с существенно увеличивает пластические

деформации при разрушении. Принципиально отличным является увеличение предельной
пластической деформации за счет нетермических эффектов воздействия электромагнитного
поля, не связанных с интегральным разогревом [18], [19]. Это явление было названо элек-
тропластическим эффектом. Данный эффект имеет устойчивый остаточный характер, что
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позволяет применять его как при последовательном, так и одновременном термомеханиче-
ском воздействии.

До сих пор отсутствует единое мнение о природе этого явления, а дискуссия о его фунда-
ментальных основах и физическом механизме еще продолжается [9], [10], [11], [12], [13], [14],
[15], [16], [17], [18].

Настоящая работа посвящена исследованию процессов, протекающих при обработке ме-
таллических образцов электрическим током, и электропластического эффекта на основе по-
строенной модели воздействия электромагнитного поля на микротрещины.

Постановка задачи. Рассматривается токопроводящий материал с упорядоченной струк-
турой дефектов, который состоит из периодически распределенных представительных эле-
ментов, как показано на рис. 1, содержащих дефекты различного типа (плоские микротрещи-
ны, цилиндрические микропоры). Материал подвергается воздействию короткоимпульсного
высокоэнергетического электрического тока определенной интенсивности (с плотностью тока
от 107 до 1011 А/м2) и продолжительности (от 100 мкс до 1 с). При этом ставится задача
исследовать процессы изменения электромагнитного и температурного полей в материале и
их влияние на напряженно-деформированное состояние. Для решения поставленной задачи
предлагается разномасштабная (во времени) модель воздействия электромагнитного и темпе-
ратурного полей на предварительно поврежденный материал с дефектами. Задача решалась
методом конечных элементов в два этапа в динамической постановке (а термомеханическая
задача – дополнительно в квазистатической постановке):

На первом этапе решается электротермическая задача для представительных элементов
(объемов) материала с дефектами различных форм (трещины, поры), для того чтобы полу-
чить поля электрического потенциала и температуры в образце в зависимости от времени.

На втором этапе в той же области интегрирования решается термомеханическая задача
с начальным распределением поля температур в материале, полученном на первом этапе.
Основной целью на втором этапе является получение полей перемещений, скоростей и напря-
жений в образце в зависимости от времени.

Основные уравнения электротермомеханической модели.
Электротермическая задача (первый этап). Для расчета электрического потенциала и

температуры в токопроводящем материале используется следующие уравнения:
Закон сохранения заряда в совокупности с законом Ома дают уравнения:∫

S

J · ndS =

∫
V

rcdV (1)

J = σE ·E = −σE · ∂ϕ
∂x
− закономОма, (2)

где V – произвольный объем с поверхностью S; n – внешняя нормаль к S; J – плотность
тока и rc – внутренний объемный источник тока на единицу объема, E (x) – интенсивность
электрического поля, определенная как отрицательный градиент электрического потенциала
E = −∂ϕ/∂x, ϕ – электрический потенциал, σE (θ) – матрица электропроводности, θ – тем-
пература.

Закон сохранения энергии в совокупности с законами Ома и Джоуля – Ленца в дает ос-
новное уравнение конечно-элементной модели в вариационной форме:∫

V

∂δϕ

∂x
· σE · ∂ϕ

∂x
dV =

∫
S

δϕJdS +

∫
V

δϕrcdV , (3)

где J = −J · n – плотность тока, интегрируемая по поверхности S; δϕ – вариации электриче-
ского потенциала.

На границе области интегрирования для электротермической задачи принимаются следу-
ющие условия:
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На границах х = 0, a задавались постоянные плотности тока (или разность потенциалов),
а также условие периодичности (симметрии) для температуры. На границах y = 0, b пото-
ки плотности тока и температуры считались нулевыми. Начальная температура полагалась
постоянной (в частности, комнатной), а потенциал – нулевым.

Термомеханическая задача (второй этап). Для получения поля температуры и
напряженно-деформированного состояния материала помимо уравнений баланса импульса
используется уравнение баланса энергии:∫

V

ρ
•
U dV =

∫
S

qdS +

∫
V

rdV , (4)

где ρ – плотность,
•
U – материальная производная внутренней энергии, q – поток тепла на

единицу площади и r – тепловая энергия в единице объема в текущей конфигурации тела.
Тепловой поток f определяется законом Фурье

f = −k∂θ/∂x, (5)
где k = k(θ) – матрица теплопроводности материала.

Вариационная формулировка уравнения баланса энергии (3) применяется в виде слабой
формы Бубнова – Галеркина:∫

V

ρ
•
U δθdV +

∫
V

∂δθ

∂x
· k · ∂θ

∂x
dV =

∫
V

δθrdV +

∫
Sq

δθqdS, (6)

где δθ – вариации поля температур, удовлетворяющие граничным условиям периодичности.
При моделировании учитывается закон Джоуля – Ленца, описывающий интенсивность

электрической энергии, рассеиваемой током, который течет по проводнику:

PE = J ·E =
∂ϕ

∂x
· σE · ∂ϕ

∂x
. (7)

Количество электрической энергии, выделяемой в виде внутреннего тепла, равно

r = ηPE , (8)
где η – соответствующий коэффициент Тейлора – Куни преобразования электрической энер-
гии в тепловую.

Количество электрической энергии, высвобождающейся на поверхности тела, имеет вид

qE = fηgPE , (9)
где ηg – поверхностный коэффициент преобразования энергии в тепловую, f – определяет
полное распределение тепла между внешними поверхностями.

Тензор полных деформаций образца термопластического материала равен

ε = εel + εpl + εth, (10)
где εel, εpl, εth – тензоры упругих, пластических и температурных деформаций. Температур-
ная деформация в дифференциальной форме имеет вид

dεth = α(θ)dθ, (11)
где α – коэффициент термического расширения.

Для упругих и пластических деформаций принимается соответственно закон Гука и ассо-
циированный закон течения с условием пластичности Мизеса

q = σY , q =
√

3/2S : S, (12)
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где σY = σY (θ) – предел текучести, S – девиатор тензора напряжений.
Тепловая энергия на единицу объема в текущей конфигурации тела за счет диссипации

пластической деформации принимается в виде

r = ησ : ε̇pl, (13)

где η – доля неупругой энергии, идущей на образование тепла, ε̇pl – тензор скорости пла-
стической деформации. Кроме того, связность механической и тепловой задач учитывалась
посредством зависимости механических характеристик материала (предела текучести, упру-
гих модулей, коэффициента температурного расширения) от температуры.

При численном решении полученных уравнений стохастический разброс механических
свойств материала (упругих модулей, предела текучести, коэффициента линейного расшире-
ния, электропроводности, предельной деформации разрушения и т. п.) реализован с помощью
штатного датчика случайных чисел, где размах случайных отклонений от среднего значения
величины задавался заранее. Абсолютные значения этих отклонений от среднего (для каж-
дого из параметров материала) могут быть определены экспериментально в качестве харак-
теристик материала. В конкретных расчетах эти отклонения принимались в соответствие с
имеющимися экспериментальными данными в диапазоне 1,5–2,5% от среднего значения.

Зоны плавления материала рассчитывались сквозным образом без явного выделения гра-
ниц раздела фаз при достижении в материале температуры θ > θmalt, где θmalt – темпера-
тура плавления материла. При этом в узлах, где материал расплавился, полагалось J = 0,
θ = θmalt.

При решении термомеханической задачи начальное распределение температуры в образце
бралось из решения электротермической задачи, а начальные значения поля перемещений
принимались нулевыми. На границах области интегрирования для перемещений и темпера-
туры задавались условия периодичности.

Результаты численного моделирования.
Все расчеты выполнялись для случая плоской деформации. Плотность тока или разность

потенциалов на границе представительного элемента были постоянными в течение всего вре-
мени действия электромагнитного импульса.

При пропускании электрического тока через образец с дефектами (рис. 1) в окрестности
дефектов в виде цилиндрических пор или плоских трещин возникают большие градиенты
электрического потенциала, приводящие к резким изменениям поля плотности тока, в том
числе к существенному увеличению плотности тока в кончиках трещин или краях пор по
сравнению с плотностью тока, приложенного к образцу.

Заметим, что плотность тока в образце без дефектов постоянна на расстояниях порядка
характерных размеров представительного элемента и равна плотности приложенного тока.
Увеличение плотности тока в этих зонах, в свою очередь, приводит к их сильному локальному
разогреву: на рис. 1 изображено поле температур θ( C) при пропускании электрического тока
для изолированных представительных элементов и образцов с упорядоченной структурой
дефектов.

Для микротрещин размером порядка 10 мкм расчеты по предлагаемой модели показывают,
что плотность тока в их кончиках может на порядок превышать плотность тока, приложен-
ного к образцу. На рис. 2а показана зависимость максимальной плотности тока J (A/мм2) в
кончике плоской микротрещины с закругленным кончиком от ее длинны l (мкм) в образце
из цинка, подверженного воздействию импульсом тока величиной 1, 5 ·102 A/мм2. Расстояние
между берегами и радиус кривизны в кончике микротрещин принималось равными 1 мкм.
При этом количество дефектов в образце предполагалось постоянным. Заметим, что макси-
мальная плотность тока в кончике трещины также на порядок превышает и плотность тока
в образце, рассчитанную для уменьшенной площади поперечного сечения образца в связи с
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появлением в нем микротрещин. Это свидетельствует о существенной неоднородности поля
плотности тока и, следовательно, температуры в образце с микротрещинами.

Рис. 1

На рис. 2b показана зависимость максимальной плотности тока J (A/мм2) в верхнем кон-
чике плоской микротрещины длинной 50 мкм от угла наклона плоскости трещины к оси х
в образце из цинка, подверженного воздействию импульсом тока величиной 1, 5 · 102 A/мм2.
Расстояние между берегами и радиус кривизны в кончике микротрещин принималось равны-
ми 1 мкм. Из графика видно, что максимальная плотность тока в кончике трещины остается
практически постоянной в диапазоне углов 00-150. При дальнейшем увеличении угла макси-
мальная плотность тока в кончике трещины нелинейно уменьшается.

Рис. 2 Ток от (a) размера, от (b) наклона
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На рис. 3 показаны соответственно (a) поля плотности тока и (b) температуры (в момент
времени t=49,7 мкс) в окрестности микротрещины длинной 50 мкм с углом наклона к оси
х равным 150 для образца из цинка, подверженного воздействию импульсом тока величиной
7, 3 · 103 A/мм2 и длительностью 100 мкс. Размеры представительного элемента а=400 мкм
в=375 мкм.

Рис. 3

В результате моделирования получено, что на берегах микротрещины имеются области, в
которых плотность тока составляет всего 20–30 A/мм2 (более чем в 100 раз меньше прило-
женного тока), в то время как в области кончиков микротрещины плотность тока на поря-
док превышает плотность приложенного тока. Таким образом, возникающие в окрестности
микродефектов в результате воздействия очень большие градиенты электромагнитного поля,
вызывают изменения плотности тока на микрорасстояних в 1000 и более раз. Это обстоя-
тельство приводит к быстрому росту температуры и плавлению материала. На рис. 3 зоны,
в которых материал расплавился, хорошо видны в кончиках трещины.

При этом необходимо заметить, что воздействие интенсивного тока, быстрый нагрев и
плавление материала, сопровождаемые его тепловым расширением, приводят к высоким рас-
тягивающим давлениям в зоне кончиков трещин и, как следствие, вытеканию расплавленного
материала в трещину. На рис. 4 представлено поле гидростатического давления в кончике
трещины через 6 мкс после начала действия тока на образец.

С течением времени происходит дальнейшее оплавление кончиков трещины и вытекание
расплавленного материала в микротрещину. На рис. 4b представлено поле температуры в
окрестности микротрещины длинной 50 мкм с углом наклона к оси х равным 150 для образ-
ца из цинка, подверженного воздействию импульсом тока величиной 7, 3 · 103 A/мм2 после
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окончания воздействия тока (момент времени t=104 мкс). Таким образом, области, в ко-
торых происходит плавление материала, достигают размеров порядка 10 мкм. Наибольший
линейный размер образовавшейся поры составляет 21 мкм (на рис.4b).

Рис. 4

В результате расчетов установлено, что берега микротрещины в течение всего времени
воздействия электрического тока смещаются друг к другу (эффект “залечивания” дефек-
тов). Это согласуется с аналитическими исследованиями по объяснению данного эффекта,
проведенными в работах [12], [13], где было показано, что в теле с дефектами в виде диско-
образных трещин при стационарном поле температур, которое возникает после воздействия
электрическим тока, происходит частичное закрытие разрезов (трещин), а также с резуль-
татами, полученными при рассмотрении нестационарного поля температур в работах [14],
[15], [16], [17], [18], [19], в которых были получены результаты, касающиеся схлопывания де-
фектов в виде разрезов, а также распределения сжимающих пластических напряжений, при-
водящих к частичному “залечиванию” цилиндрических дефектов. Настоящее моделирование
кратковременного воздействии на материал интенсивным электрическим током на наклон-
ную микротрещину подтверждает в динамической постановке этот эффект “залечивания”
микродефектов в материале.

Расчеты показали, что учет стохастического разброса свойств материала в указных пре-
делах не приводит к какому-либо существенному изменению изучаемых полей и качественно
не меняет картину изучаемых явлений.
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K. V. Kukudzhanov, A. V. Kolomiets, A. L. Levitin

РROCESSES OF DEFORMATION AND FRACTURE STOCHASTICALLY
INHOMOGENEOUS ELASTOPLASTIC MATERIALS WITH DEFECTS UNDER

ELECTRODYNAMIC AND THERMOMECHANICAL LOADING

Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences

Abstract. The processes occurring in the metallic samples under the impact of electrical current of
high density are consided. Investigation electroplastic effect is based on the constructed multiscale
models of the impact of electromagnetic fields on microcracks. The dynamic problem is solved by
direct numerical simulation. The evolution of microdefects of material in the form of flat cracks
under action of electrical current are investigated. The influence of the size and orientation of
microcracks on the localization of the electromagnetic field in the region of the defect are examined.
Research has shown, that in the vicinity of the microdefects very large gradients electromagnetic
field and current are arise, which leads to intensive heating and melting the material in the tips
of the microcracks. The molten material flows into the microcrack, whereas microcrack are closing
under the action of thermal stresses (the effect of "healing"of defects).

Keywords: thermal electroplasticity, direct numerical modeling, defective material,
electromagnetic field and temperature localization.
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Аннотация. Рассматривается предельное упругое состояние кольцевых криволинейно ар-
мированных пластин при различных структурах армирования: радиально-окружных, спи-
ральных и комбинированных. Сформулированы условия предельного упругого состояния.
Получены постановки плоской задачи теории упругости и задачи устойчивости в полярной
системе координат. Определены предельные нагрузки для различных законов армирования
и даны оценки эффективности разных структур.

Ключевые слова: устойчивость, композитные пластины, структуры армирования, поляр-
ная ортотропия.

УДК: 539.401

1. Введение. При росте внешней нагрузки напряженно-деформированное состояние в
композитной пластине изменяется пропорционально этой нагрузке только до определенного
предельного значения. В этом случае пластина переходит в предельное упругое состояние.
Это связано с тем, что либо материалы связующего или волокна входят в зону пластичности,
либо пластина выпучивается из своей плоскости, то есть теряет устойчивость. В первом слу-
чае композитная структура претерпевает необратимые изменения, а во втором – резко падает
жесткость пластины как элемента конструкции. Для большинства конструкций недопусти-
мы как первый, так и второй варианты состояния пластины, и внешняя нагрузка не должна
превышать предельную. Возникает очевидный вопрос: какова должна быть структура арми-
рования, которая бы обеспечивала максимальную предельную нагрузку при одном и том же
расходе материалов арматуры и связующего. Представленная задача оптимизации требует
максимально возможного упрощения постановки задачи для конкретного расчетного случая,
чтобы время машинного счета было минимальным.

В данной работе рассматривается предельное упругое состояние кольцевой пластины с
непрерывным армированием, нагруженной нормальным давлением q1 и q2 (рис. 1). Считает-
ся, что арматура равномерно распределена по толщине пластины. Используя модели струк-
турной механики, определены эффективные упругие характеристики пластины aijkl и bijkl:
σij = aijklεkl, εij = bijklσkl (по повторяющимся в выражениях индексам i,j,k,l ведется сум-
мирование от 1 до 2). Величины aijkl и bijkl изменяются лишь в радиальном направлении
aijkl = aijkl (r), bijkl = bijkl (r), благодаря чему двумерная задача сводится к одномерной.

Поступила 08.10.2014
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 14-01-00102) и Министерства образо-

вания и науки РФ по государственному заданию №2014/138 (проект № 435).
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Рис. 1. Расчетная схема

При изменении структуры армирования и сохранении общей доли волокон и связующего
предельная нагрузка будет изменяться. Область упругого состояния пластины будет ниж-
ней гранью графиков зависимости трех различных предельных состояний (рис. 2). На рис.
2 α – некоторый параметр армирования, изменяющийся от α1 до α2, q – предельная на-
грузка. Пластические деформации в связующем появятся, когда максимальное напряже-
ние по Мизесу в связующем достигнет предела текучести: max

R1≤r≤R2

σс
экв = σс

Т. В условиях

плоского напряженного состояния с учетом отсутствия касательных напряжений, что име-
ет место в данной задаче, эквивалентные напряжения по Мизесу вычисляются по формуле

σс
экв =

√
(σс

11)
2 − σс

11σ
с
22 + (σс

22)
2. Здесь σс

ij – напряжения в связующем. Эти напряжения, а
следовательно и эквивалентное напряжение, являются функциями радиальной координаты
r. Решая экстремальную задачу для функции σс

экв (r) при значениях параметра армирования
α ∈ [α1;α2], получим кривую 1 на рис. 2. Аналогично строится кривая 2, соответствующая
появлению пластических деформаций в арматуре. Это произойдет, когда максимальное нор-
мальное напряжение в поперечном сечении арматуры по модулю достигнет предела текучести
материала арматуры: max

R1≤r≤R2

σа = σа
Т. Кривая 3 соответствует выпучиванию пластины из

своей плоскости.

Если пластина достаточно тонкая, то выпучивание произойдет значительно раньше, чем
возникнут пластические деформации в арматуре и связующем, а область упругой устойчи-
вости будет ограничена сверху только кривой 3. В дальнейшем ограничимся рассмотрением
тонких пластин и предельное упругое состояние свяжем именно с потерей устойчивости их
плоской формы равновесия.

2. Докритическое напряженное состояние. Для решения задачи устойчивости необ-
ходимо предварительно найти докритические плоские напряжения. Решим плоскую задачу
теории упругости с помощью функционала дополнительной работы [1]. В случае статических
граничных условий функционал можно записать в виде
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Рис. 2. Область упругого состояния

Ψ
[
σ0
ij

]
= h

∫∫
Ω

Λ
(
σ0
ij

)
dΩ, i, j = 1, 2. (1)

Здесь Λ
(
σ0
ij

)
= 1

2bijklσ
0
ijσ

0
kl, i, j, k, l = 1, 2 – удельная дополнительная работа. Деформа-

ции определяются по формуле: ε0
ij =

∂Λ(σ0
11,σ

0
12,σ

0
21,σ

0
22)

∂σ0
ij

= bijklσ
0
kl. Компоненты тензоров bijkl,

σ0
ij , ε0

ij записаны в базисе полярной системы координат (ẽ1 имеет радиальное направление,
ẽ2 – окружное). Функционал (1) задан на множестве статически допустимых напряжений, то
есть напряжений, удовлетворяющих уравнениям равновесия

∂σ0
11

∂r
+

1

r

∂σ0
12

∂θ
+
σ0

11 − σ0
22

r
+ ρF1 = 0;

∂σ0
12

∂r
+

1

r

∂σ0
22

∂θ
+

2

r
σ0

12 + ρF2 = 0 (2)
и статическим граничным условиям

r = R1 : σ0
11 = −q1, σ

0
12 = 0; r = R2 : σ0

11 = −q2, σ
0
12 = 0. (3)

В случае отсутствия массовых сил (F1 = F2=0) уравнения равновесия будут выполнены,
если ввести функцию напряжений

σ0
11 =

1

r2

∂2φ

∂θ2
+

1

r

∂φ

∂r
; σ0

12 = σ0
21 = − ∂

∂r

(
1

r

∂φ

∂θ

)
; σ0

22 =
∂2φ

∂r2
. (4)

Так как задача обладает круговой симметрией и ее решение единственно, то напряжения в
докритическом состоянии, а следовательно и функция напряжений, не зависят от окружной
координаты θ. Тогда (4) и (3) примут вид

σ0
11 =

1

r

dφ

dr
; σ0

12 = σ0
21 = 0; σ0

22 =
d2φ

dr2
, (5)
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σ0
11 (R1) =

1

R1

dφ (R1)

dr
= −q1, σ

0
11 (R2) =

1

R2

dφ (R2)

dr
= −q2. (6)

Из формул (5) видно, что функция напряжений определяется с точностью до константы.
Поэтому можно принять, что

φ (R1) = 0. (7)
В итоге, функционал (1) перепишется в виде

Ψ [φ (r)] = πh

R2∫
R1

bijkl (r)σ
0
ij (r)σ0

kl (r) rdr. (8)

Из вариационного уравнения δΨ=0 следуют уравнение совместности деформаций и допол-
нительное условие к уравнению, возникающее вследствие неодносвязности области пластины:

d2

dr2

(
rε0

22

)
− dε0

11

dr
= 0, r = R1 : ε0

11 −
d

dr

(
rε0

22

)
= 0. (9)

Условия интегрируемости деформаций (9) можно записать через функцию напряжений:

d2

dr2

(
b1122

dφ

dr

)
+

d2

dr2

(
rb2222

d2φ

dr2

)
− d

dr

(
1

r
b1111

dφ

dr

)
− d

dr

(
b1122

d2φ

dr2

)
= 0, (10)

r = R1 : b1111
1

R1

dφ

dr
+ b1122

d2φ

dr2
− d

dr

(
b2211

dφ

dr

)
− d

dr

(
rb2222

d2φ

dr2

)
= 0. (11)

Добавляя к (10) и (11) условия (6) и (7), выраженные через φ

dφ (R1)

dr
= −q1R1;

dφ (R2)

dr
= −q2R2; φ (R1) = 0, (12)

получаем полную постановку плоской задачи теории упругости для кольцевой армирован-
ной пластины. В общем случае задача (10)–(12) не имеет аналитического решения и поэтому
докритические напряжения проще определять численно из вариационной задачи для функци-
онала (8). Искомые напряжения в докритическом состоянии удобно представить в виде суммы
σ0
ij = σsij + σ+

ij , где σ
s
ij – напряжения аналогичной изотропной пластины: σs11 (r) = p1 + p2

r2 ;

σs12 = σs21 = 0; σs22 (r) = p1 − p2
r2 ; p1 =

q1R
2
1−q2R

2
2

R2
2−R2

1
; p2 = (q2 − q1)

R2
1R

2
2

R2
2−R2

1
; σ+

ij – дополняющие
напряжения, удовлетворяющие однородным граничным условиям: σ+

11 (R1) = 0; σ+
11 (R2) = 0;

φ+ (R1) = 0. Тогда от функционала (8) переходим к функционалу

Ψ+
[
φ+
]

= πh

R2∫
R1

bijkl (r)σ
+
ij (r)σ+

kl (r) rdr + 2πh

R2∫
R1

bijkl (r)σ
s
ij (r)σ+

kl (r) rdr, (13)

где φ+ – функция напряжений, определяющая напряженное состояние σ+
ij . Задаем функцию

φ+ в виде ряда, удовлетворяющего однородным граничным условиям:

φ̃+ (ρ) = C

[
1− 3

(
ρ− 1

s− 1

)2

+ 2

(
ρ− 1

s− 1

)3
]

+

m1∑
µ=−m1

Cµ (ρ− 1)
(
ρ−1 − 1

)
(ρ− s)

(
ρ−1 − s−1

)
ρµ,

(14)
где ρ = r

R1
; s = R2

R1
; φ̃+ (ρ) = 1

qR2
1
φ+ (r); q1 = ξ1q; q2 = ξ2q.

Решая полученную задачу методом Ритца, определяем коэффициенты ряда (14) и таким
образом определяем докритическое напряженное состояние.

3. Задача устойчивости. Рассмотрим функционал Брайана [2], [4], [5]:
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I [u3] = 1
2

∫∫
Ω

DijklυijυkldΩ + qh
2

∫∫
Ω

σ̃0
ijwiwjdΩ, (15)

где Dijkl = h3

12aijkl, u3 – прогиб пластины, σ̃0
ij = 1

qσ
0
ij . В цилиндрической системе координат

υ11 = ∂2u3

∂r2 ; υ12 = υ21 = ∂
∂r

(
1
r
∂u3

∂θ

)
; υ22 = 1

r
∂u3

∂r + 1
r2
∂2u3

∂θ2 ; w1 = ∂u3

∂r ; w2 = 1
r
∂u3

∂θ . Функцио-
нал (15) задан на множестве кинематически допустимых прогибов u3. Ненулевые экстремали
функционала (15) определяют формы потери устойчивости. Им соответствуют собственные
значения задачи устойчивости, нагрузки q(1), q(2), q(3), . . . . . В действительности пластина
выпучивается при наименьшем q(i) по соответствующей этой нагрузке форме, а сама нагрузка
называется критической. Цель расчета на устойчивость – определение критической нагрузки.

Из вариационного уравнения δI = 0 следуют дифференциальное уравнение устойчивости

∂2

∂r2
(rDij11υij) +

2

r

∂2

∂r∂θ
(rDij12υij)−

∂

∂r
(rDij22υij) +

1

r

∂2

∂θ2
(Dij22υij)− qhrσ̃0

ijυij = 0 (16)

и граничные условия

r = R1;R2 : u3 = 0или Q∗r = 0, (17)

r = R1;R2 :
∂u3

∂r
= 0или M=

r 0, (18)

где Q∗r = − 1
r

[
∂
∂r (rDij11υij) + 2 ∂

∂θ (Dij12υij)−Dij22υij
]

+ hqσ̃0
i1wi, Mr = −Dij11υij .

Формулы (16)–(18) дают полную постановку задачи устойчивости армированной кольцевой
пластины в полярной системе координат.

Разложим функцию прогибов u3 в тригонометрический ряд по координате θ:

u3 (r, θ) =

∞∑
n=0

[wcn (r) cos (nθ) + wsn (r) sin (nθ)]. (19)

Подставив ряд (19) в дифференциальное уравнение (16), получим:

L
(1)
0 [wc0 (r)] +

∞∑
n=1

{
L(1)
n [wcn (r)] + L(2)

n [wsn (r)]
}

cos (nθ)+

+

∞∑
n=1

{
L(1)
n [wsn (r)]− L(2)

n [wcn (r)]
}

sin (nθ) = 0. (20)

Здесь L(1)
n и L(2)

n (n = 0, 1, 2, . . .) – дифференциальные операторы. Так как система функ-
ций 1, cos(nθ), sin(nθ) является линейно независимой, то равенство (20) возможно только
тогда, когда каждое из его слагаемых равно нулю:

L
(1)
0 [wc0 (r)] = 0, (21)

L(1)
n [wcn (r)] + L(2)

n [wsn (r)] = 0, n = 1, 2, 3, . . . , (22)

L(1)
n [wsn (r)]− L(2)

n [wcn (r)] = 0, n = 1, 2, 3, . . . . (23)
Из уравнения (21) определяется функция wc0 (r), а функции wcn (r) и wsn (r) – из системы

двух уравнений (22) и (23) при одинаковых n. Аналогично можно показать, что после подста-
новки ряда (19) в граничные условия (17) и (18) они распадутся так, что в каждое из них будут
входить функции wcn (r) и wsn (r) только с одинаковыми номерами n. Отсюда следует, что ар-
мированная кольцевая пластина, нагруженная на кромках нормальным давлением q1 и q2, по-
теряет устойчивость по одной из следующих форм: w0 (r), wcn (r) cos (nθ)+wsn (r) sin (nθ), n=1,
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2, 3, . . . . А в случае полярной ортотропии (D1112 = D2221=0) оператор L(2)
n ≡ 0 и вид форм

потери устойчивости упрощается: w0(r), wn(r) cos(nθ), wn(r) sin(nθ),n=1, 2, 3, . . . , причем од-
ному критическому параметру нагрузки qn будут соответствовать две формы: wn(r) cos(nθ) и
wn(r) sin(nθ). В силу этого, можно рассматривать только следующие варианты форм потери
устойчивости: wn(r) cos(nθ), n=0, 1, 2,. . . . При рассматриваемых структурах армирования
материал пластины будет полярно ортотропным и неоднородным. Функционал (15) в этом
случае примет вид:

In [wn] =

R2∫
R1

Dijklυnijυnklrdr +
qh

2

R2∫
R1

σ̃0
ijwniwnjrdr, n = 0, 1, 2, . . . (24)

где υn11 = d2wn

dr2 ; υn12 = υn21 = −n d
dr

(wn

r

)
; υn22 = 1

r
dwn

dr −
n2

r2 wn; wn1 = dwn

dr ; wn2 = −nrwn.
Для решения задачи методом Ритца необходимо представить функции wn (r) в виде рядов,
удовлетворяющих кинематическим граничным условиям. Пусть пластина защемлена на обоих
контурах. Тогда граничные условия примут вид wn (R1) = 0; wn (R2) = 0; dwn(R1)

dr = 0,
dwn(R2)

dr = 0, а функции wn (r) можно задать в виде рядов:

w̃n (ρ) =

m2∑
α=−m2

Anαf (ρ) ρα, (25)

где wn (r) = R1w̃n (ρ), f (ρ) = (ρ− 1)
(
ρ−1 − 1

)
(ρ− s)

(
ρ−1 − s−1

)
. Можно рассмотреть и дру-

гие варианты закрепления пластины. Например, шарнирное опирание на двух кромках
wn (R1) = 0; wn (R2) = 0: f (ρ) = (ρ− 1) (ρ− s). Или внутренняя кромка защемлена, внешняя
свободна wn (R1) = 0; dwn(R1)

dr = 0: f (ρ) = (ρ− 1)
(
ρ−1 − 1

)
. Либо внутренняя кромка свобод-

на, внешняя защемлена wn (R2) = 0; dwn(R2)
dr = 0: f (ρ) = (ρ− s)

(
ρ−1 − s−1

)
. Подставляя (25)

в (24) получаем системы уравнений для задач о собственных значениях:

T(n)A(n) + qP(n)A(n) = 0, n = 0, 1, 2, . . . . (26)
Здесь T(n) и P(n) – симметричные матрицы, причем T(n) положительно определена, A(n) –

вектор, составленный из коэффициентов ряда (25). Решаем каждую из систем (26), находим
наименьшие положительные q(n)

сж и наибольшие отрицательные q(n)
раст собственные значения

каждой из систем, а затем определяем qсж = min
n

(
q

(n)
сж

)
– критическая нагрузка при “сжа-

тии” (как показано на рис. 1) и qраст = max
n

(
q

(n)
раст

)
– критическая нагрузка при “растяжении”

(противоположно направлению на рис. 1). Соответствующие критическим нагрузкам qсж и
qраст собственные векторы определяют формы потери устойчивости при “сжатии” и “растя-
жении”.

4. Упругие характеристики армированных пластин. Полагаем, что кольцевые изо-
тропные пластины армированы так, как показано, к примеру, на рис. 3 и рис. 4. Это струк-
турно неоднородные и ортотропные конструкции. Наша цель – определить упругие харак-
теристики материала конструкции, эквивалентной – в некотором смысле – заданной. Здесь
используется модель, предложенная Ю. В. Немировским (“мягкий вариант”) [3]. В дополне-
ние, предложен “жёсткий вариант”. Суть в следующем: упругий потенциал эквивалентной
сплошной среды представляется в виде следующих сумм:

(“мягкий вариант”)

W э
1 =

1

2
a

(1)
ijklεijεkl =

1

2
(1− ω) aс

ijklεijεkl +

2∑
k=1

1

2
ωkE

a (εak)
2
; (27)

(“жесткий вариант”)
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W э
2 =

1

2
a

(2)
ijklεijεkl =

1

2
aс
ijklεijεkl +

2∑
k=1

1

2
ωk (Eak − E) (εak)

2
. (28)

Рис. 3. Спиральное
Архимеда Рис. 4. Радиально-окружное

армирование

Рис. 5. Параметры
армирования

В этих формулах acijkl – тензор упругих постоянных для изотропной среды (связующего);
ω = ω1 + ω2 < 1, ωk (k = 1, 2) – удельная плотность упаковки k-го семейства арматуры;
εak = εijt

(k)
i t

(k)
j , где t(k)

i = τ̃ (k) · ẽi – направляющие косинусы k-го семейства арматуры в
базисе полярной системы координат; Eak - модули Юнга k-го семейства арматуры. Для ар-
мирования по спиралям (рис. 3) примем, что оба семейства арматуры выполнены из одного
материала с модулем упругости Eak = Ea, причем считается, что они имеют взаимно обратные
направления, то есть α1=−α2 = α, и кроме того ω1 = ω2. В случае радиально-окружного ар-
мирования (рис. 3) параметры радиального и окружного семейств арматуры задаются неза-
висимо друг от друга. Для указанных на рис. 3 схем непрерывного армирования должны
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выполняться и условия постоянства сечений волокон арматуры (кроме окружных волокон):
ρωk(ρ) t

(k)
1 (ρ) = ωk(1) t

(k)
1 (1). Относительный объём арматуры в пластине может быть вы-

числен по формуле: Ω = 2
s2−1

s∫
1

ω (ρ) ρdρ. Применив формулу Грина [1] σij = ∂ W/∂εij к

выражениям (27) и (28), определяем aijkl, а затем и bijkl. При указанных ограничениях в
обоих вариантах эквивалентный материал получается полярно ортотропным, и упругие ха-
рактеристики меняются только в радиальном направлении. Были рассмотрены четыре закона
армирования волокон: спираль Архимеда, логарифмическая спираль, радиальное и окружное
армирование.

Спираль Архимеда (ρ = Dθ):

ω (ρ) = 2ω1 (ρ) = 2ωo1 Cosαo / (ρCosα) ; Cos2α (ρ) = 1/
(
1 + ρ2 tg2αo

)
; D = 1/tg α0.

Логарифмическая спираль
(
ρ = ebθ

)
:

cosα = cosαo ; α = αo = const; ω (ρ) = 2ω1 (ρ) ; ω1 (ρ) = ωo1/ρ; b = ctg α0.

Радиально-окружное армирование:
пусть 1 – семейство радиальной арматуры, 2 – семейство окружной арматуры, α1 = 0;

α2 = π/2; ω1 (ρ) = ωo1/ρ; ω0
1 = s+1

2 Ω1; где Ω1 – относительный объем радиальной арматуры.
Функция ω2 (ρ) может быть задана независимо, но так, чтобы выполнялось условие ω1 +
ω2 < 1. Для расчетов выберем линейный закон распределения плотности окружной арматуры
ω2 = k1ρ + k2. Относительный объем, коэффициенты k1 и k2 окружной арматуры связаны
соотношением Ω2 = 2

3k1
s3−1
s2−1 + k2.

Здесь α0 и ω0
k – направление траектории армирования и удельная плотность одного слоя

арматуры, соответственно, на входе в пластину (при ρ=1).
Решив плоскую задачу теории упругости, определяем осредненные напряжения в компо-

зитной пластине σ0
ij , а затем осредненные деформации ε0

ij , совпадающие с деформациями в
связующем εсij и волокне εak:

εcij = ε0
ij = bijklσ

0
kl; εak = ε0

ijt
(k)
i t

(k)
j .

Затем можно выразить напряжения в связующем и волокне через осредненные напряжения
композитной пластины:

σcij = acijklε
c
kl = acijklbklmnσ

0
mn =

(
acij11b11mn + 2acij12b12mn + acij22b22mn

)
σ0
mn,

σak = Eaεak = Eaε0
ijt

(k)
i t

(k)
j = Eabijmnσ

0
mnt

(k)
i t

(k)
j ,

где bijkl – упругие характеристики эквивалентного материала.
5. Результаты. На рис. 6, 7, 8 и 9 представлены графики зависимости безразмерного

параметра критической нагрузки λ = qэкр
/
qикр от угла армирования волокон

на входе в пластину, содержащей 20% арматуры (Ω=0,2). Материал связующего – алюминий,
материал волокна – бор. Здесь qикр – критическое значение нагрузки изотропной пластины,
изготовленной из материала связующего, qэкр – критическое значение нагрузки композитной
пластины. Нагрузка приложена на отверстии (q1 = q; q2=0), пластина защемлена на обо-
их контурах. Отношение внешнего радиуса пластины к внутреннему s=3. На рис. 6 и 7 в
качестве законов армирования были выбраны спираль Архимеда и логарифмическая спи-
раль. Как видно из рисунков, для “сжатия” наиболее оптимальным является армирование
с начальным углом армирования, равным 0̊, что соответствует радиальному армированию,
а для “растяжения” наиболее выгодно армирование по логарифмической спирали с началь-
ным углом армирования, равным 90̊, что соответствует окружному армированию. На рис.
8 и 9 представлены результаты для радиально-окружного армирования. Причем в пределах
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Рис. 6. “Сжатие” Рис. 7. “Растяжение”

Рис. 8. Радиально-окружное
армирование “Сжатие”

Рис. 9. Радиально-окружное
армирование “Растяжение”

одного графика относительный объем радиальной Ω1 и окружной Ω2 арматуры не меняется.
Из рисунков видно, что с увеличением коэффициента k1 (когда удельная плотность окруж-
ной арматуры увеличивается от центра к периферии) критическая нагрузка падает как для
“сжатия”, так и для “растяжения”. Значит, наиболее оптимальное с точки зрения устойчи-
вости распределение окружной арматуры, когда она концентрируется ближе к центру. Для
“сжатия” более выгодно радиальное армирование, для “растяжения” – окружное.

6. Заключение. Основным результатом данной работы является сведение двумерной за-
дачи устойчивости к одномерной и ее решение. Проведен анализ устойчивости композитных
пластин для различных структур армирования.
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LIMITING ELASTIC STATE OF COMPRESSED RING PLATES WITH
VARIOUS STRUCTURES OF REINFORCING

Institute of Theoretical and Applied Mechanics. SA Christianovich SB RAS

Novosibirsk State Technical University

Abstract. Limiting elastic state of ring curvilinear reinforced plates with various structures of
reinforcing such as radial-peripheral, spiral and mixed one is considered. Conditions of limiting
elastic state are formulated. Statements of flat stresses problem and buckling problem in terms
of polar coordinate system are presented. The critical loads are determined for various laws of
reinforcement and estimations of efficiency for various structures are presented.

Keywords: buckling, composite plate, structures of reinforcement, radial orthotropy.
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ РАЗРУШЕНИЯ ДЛЯ
АНИЗОТРОПНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

1Санкт-Петербургский государственный политехнический университет (национальный
исследовательский университет)

2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

Аннотация. Рассматривается применение методов нейросетевого моделирования для реше-
ния задачи идентификации параметров модели ползучести и разрушения образцов из анизо-
тропного титанового сплава 3В, описываемой системой дифференциальных уравнений энер-
гетического варианта теории ползучести. Разработан процесс построения нейросетевого ре-
шения для данной задачи, при использовании которого найдены параметры модели. Решение,
соответствующее данным параметрам, хорошо согласуется с теоретическими деформационно-
прочностными характеристиками конструкции, экспериментом и результатами других авто-
ров.

Ключевые слова: ползучесть, разрушение, параметр поврежденности, нейронные сети,
идентификация параметров, системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

УДК: 539.376

Введение. В последние десятилетия в машиностроении, авиационной и космической от-
раслях возникает все большая потребность в описании процессов деформирования и разру-
шения в условиях сложных температурно-силовых режимов для материалов со сложными
реологическими свойствами, такими как вязкость. Для металлических и композитных кон-
струкций особое внимание уделяется возможности учета ползучести материала в области вы-
соких и умеренных температур. Однако на сегодняшний день не выработано общего подхода
к описанию этого явления, и существуют десятки различных теорий ползучести и их модифи-
каций (теория старения, теория упрочнения, теория наследственности, теория структурных
параметров Ю. Н. Работнова и т. д.). Не всегда можно надежно определить, какую из теорий
лучше использовать в том или ином случае. Применение же уравнений какой-либо из тео-
рий осложнено тем, что все они, как правило, содержат несколько материальных констант
(характеристик ползучести), которые необходимо определять на основании информации о
протекании процесса деформирования, основным источником которой является эксперимент.
Учитывая то, что характеристики ползучести могут зависеть от вида используемого матери-
ала и его состояния, режима нагружения, температуры, коэффициента анизотропии и других
факторов, задача их идентификации имеет весьма сложный характер. Все вышесказанное го-
ворит о необходимости разработки единого подхода к определению параметров моделей для
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Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундаментальных Ис-

следований, проекты 13-08-00473, 14-01-00660 и 14-01-00733.
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уравнений различного вида. В данной работе представлен унифицированный метод иденти-
фикации параметров модели, описывающий процессы ползучести и разрушения конструкций
по результатам эксперимента. В качестве основы для разрабатываемого подхода приняты
принципы и методы нейросетевого моделирования.

Методы нейросетевого моделирования. По аналогии с работой [1], рассмотрим по-
строение нейронной сети для систем m обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)
r-ого порядка с p неизвестными скалярными параметрами α1, α2, . . . , αp

F(t,y,y′,y′′, . . . ,y(r), α1, α2, . . . , αp) = 0, t ∈ [t0, t∗] (1)

и начальными условиями 

y(t0) = y0,

y′(t0) = y1,

...

y(r−1)(t0) = yr−1.

(2)

Здесь F(t,y,y′,y′′, . . . ,y(r), α1, α2, . . . , αp) =
(
f1(t,y,y′, . . .y(r), α1, α2, . . . αp),

f2(t,y,y′, . . . ,y(r), α1, α2, . . . , αp), . . . , fm(t,y,y′, . . . ,y(r), α1, α2, . . . , αp)
)T

– вектор-функция
векторных аргументов; fi(t,y,y′, . . .y(r), α1, α2, . . . αp), i = 1, . . . ,m – скалярная функция
векторных аргументов; y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , ym(t))

T – искомое решение, вектор-функция
скалярного аргумента, в общем случае неявно зависящая от параметров α1, α2, . . . , αp; t0 –
начальная точка; t∗ – правый конец рассматриваемого интервала изменения аргумента t;
yi = (yi1, yi2, . . . , yim)

T
, i = 0, . . . , r − 1 – m-мерные числовые векторы значений y(t) и ее

r − 1 первых производных в точке t0; y(i)(t) =
diy(t)

dti
, i = 0, . . . , r − 1; y(0)(t) = y(t).

При описании физических процессов на области изменения параметров α1, α2, . . . , αp могут
накладываться ограничения вида

αi ∈ Ai ⊆ R. (3)

Пусть для задачи (1)–(2) также выполнены условия теоремы Коши о существовании и
единственности решения начальной задачи. Кроме того, имеется набор дополнительных дан-
ных о поведении функции y(t) в точках t1, t2, · · · , tl

y(ti) = yei , ti ∈ (t0, t∗], i = 1, . . . , l, (4)

где yei = (yei1, y
e
i2, . . . , y

e
im)

T
, i = 1, . . . , l – m-мерные числовые векторы значений y(t) в

точках t1, t2, . . . , tl соответственно.
Для решения начальной задачи (1)–(2) будем использовать методы нейросетевого модели-

рования, согласно которым каждую компоненту вектор-функции y(t) разложим по нейросе-
тевому базису

ŷi(t, wi) =

Ni∑
j=1

cijνj(t,aij), i = 1, . . . ,m. (5)

Здесь wij = (cij ,aij) – вектор настраиваемых параметров (нейросетевых коэффициентов);
aij =

(
a1
ij , a

2
ij

)
; wi = (wi1,wi2, . . . ,wiNi). Тип базисного нейроэлемента cijνj(t,aij) опреде-

ляется скалярной функцией скалярного аргумента, называемой активационной: νj(t,aij) =
= ϕj(x), x = ψ(t,aij), ψ(·) – заданная функция (к примеру, ψ(t,aij) = a1

ij · t + a2
ij). Функция

активации может быть выбрана, например, в форме гиперболического тангенса ϕ(x) = th(x),
радиальной базисной функции ϕ(x) = exp{−|x|} или ином виде [1].
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Используя соотношения задачи (1)–(2), нейросетевое разложение (5) и дополнительные
данные (4), составим нормированный функционал ошибки

J(α1, α2, . . . , αp,w1,w2, . . . ,wm) =
1

m∑
i=1

βi · (t∗ − t0) +
m∑
j=1

γj · r +
m∑
j=1

δj · l
×

×

 m∑
i=1

βi

t∗∫
t0

∣∣∣fi(ξ, ŷ, ŷ′, . . . ŷ(n), α1, . . . αp)
∣∣∣2 dξ+

+

m∑
j=1

γj

r−1∑
i=0

∣∣∣ŷ(i)
j (t0,wj)− yij

∣∣∣2 +

m∑
j=1

δj

l∑
i=1

∣∣ŷj(ti,wj)− yeij
∣∣2 ,

(6)

где ŷ(t,w) = (ŷ1(t,w1), ŷ2(t,w2), . . . , ŷm(t,wm))
T – вектор нейросетевых разложений; w =

(w1w2 . . .wm); βi, γi, δi, i = 1, . . . ,m – штрафные множители.
На практике часто используется дискретное представление функционала ошибки (6) [1]

J(α1, α2, . . . , αp,w1,w2, . . . ,wm) =
1

m∑
i=1

βi ·M +
m∑
j=1

γj · r +
m∑
j=1

δj · l
×

×

 m∑
i=1

βi

M∑
j=1

∣∣∣fi(ξj , ŷ, ŷ′, . . . ŷ(n), α1, . . . αp)
∣∣∣2 +

+

m∑
j=1

γj

r−1∑
i=0

∣∣∣ŷ(i)
j (t0,wj)− yij

∣∣∣2 +

m∑
j=1

δj

l∑
i=1

∣∣ŷj(ti,wj)− yeij
∣∣2 .

(7)

В данной формуле компоненты вектор-функции F(t,y,y′,y′′, . . . ,y(r), α1, α2, . . . , αp) вычисля-
ются на множестве пробных (или тестовых) точек {ξi}Mi=1, генерируемых случайным образом,
например, по равномерному закону распределения на интервале (t0, t∗) [1].

Для нахождения вектор-функции y(t), удовлетворяющей задаче (1)–(2) и данным (4) на
t ∈ [t0, t∗], решается задача минимизации функционала ошибки (7) (или (6)) по переменным
α1, α2, . . . , αp,w1,w2, . . . ,wm с учетом ограничений (3)

J(α1, α2, . . . , αp,w1,w2, . . . ,wm)
α1,α2,...,αp
w1,w2,...,wm−−−−−−−−−→ min

αi∈Ai
, i = 1, p. (8)

В результате решения задачи (8) получим значения параметров α∗1, α∗2, . . . , α∗p и векторы
нейросетевых коэффициентов w∗1,w

∗
2, . . . ,w

∗
m, которые доставляют минимум функционалу

(7). Нейросетевое решение задачи запишется в виде

ŷ(t) = ŷ(t,w∗), w∗ = (w∗1w
∗
2 . . .w

∗
m), t ∈ [t0, t∗]. (9)

Отметим, что минимизация функционала ошибки (7) ведется не до глобального минимума,
а до момента, когда его значение становится меньше наперед заданного значения точности η,
т.е. J < η. И именно это значение функционала принимается за приближенное минимальное
J∗. Для того чтобы избежать остановки процесса минимизации в точке локального минимума,
производится периодическая (после нескольких итераций алгоритма минимизации) перегене-
рация пробных точек {ξi}Mi=1 [1].

Для иллюстрации описанного подхода рассмотрим задачу идентификации параметров мо-
дели одноосного растяжения прямоугольных образцов толщиной 20 мм из анизотропного
титанового сплава 3В, широко используемого в авиации, ракетостроении и космической тех-
нике (изготовление обшивки, деталей крепления, силового набора, деталей шасси, различных
агрегатов и т. д.), при постоянной температуре T = 20 ◦C.
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Растяжение образцов из титанового сплава 3В. Для описания поведения металлов
в условиях ползучести вплоть до разрушения будем применять уравнения энергетического
варианта теории ползучести в виде системы двух ОДУ [2], [3], [4]:

dA

dt
= f(σ, T )Ψ(A, T ),

dε

dt
=

1

σ
· dA
dt
,

(10)

где A – удельная энергия рассеяния; ε – деформация ползучести; σ – действующее напряже-
ние; t – время; T – температура; функциональные зависимости, входящие в первое уравнение,
определяются по результатам эксперимента.

Функция Ψ(A, T ) может быть выбрана в виде [2], [3]

Ψ(A, T ) = A−α
(
Aα+1
∗ −Aα+1

)−m
, (11)

где α иm – параметры модели, зависящие в общем случае от температуры T , A∗ – критическое
значение удельной энергии рассеяния.

Таким образом, подставляя соотношение (11) в систему (10), получим:
dA

dt
=

f(σ, T )

Aα
(
Aα+1
∗ −Aα+1

)m ,
dε

dt
=

1

σ
· dA
dt
.

(12)

Функцию f(σ, T ) для титанового сплава 3В выберем в виде [2], [3]

f(σ, T ) = B (σ − σc)n ,

где B, n – характеристики ползучести материала, зависящие в общем случае от температуры
T ; σc – предел ползучести.

Таким образом, окончательно получим систему
dA

dt
=

B (σ − σc)n

Aα
(
Aα+1
∗ −Aα+1

)m ,
dε

dt
=

1

σ
· dA
dt
.

(13)

Проведем обезразмеривание системы (13), полагая

ω =
A

A∗
, σ̄ =

σ

σc
. (14)

Здесь ω – безразмерный параметр поврежденности, σ̄ – безразмерное напряжение, A∗ =
6, 7 кг · мм/мм3, σc = 48 кг/мм2 [3].

Применяя соотношения (14), придем к безразмерной системе
dω

dt
=

Bω (σ̄ − 1)
n

ωα (1− ωα+1)
m ,

dε

dt
=

A∗
σ̄ · σc

· dω
dt
,

(15)

где Bω =
Bσnc

A
(α+1)(m+1)
∗

.

В качестве начальных условий для системы ОДУ (15) берутся однородные

t = 0 : ω(0) = 0, ε(0) = 0. (16)
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При постоянном безразмерном напряжении σ̄ = σ̄0 = const задача (15)–(16) распадается
на дифференциальное уравнение

dω

dt
=

Bω (σ̄0 − 1)
n

ωα (1− ωα+1)
m (17)

с начальным условием
t = 0 : ω(0) = 0 (18)

и соотношением для определения деформации ползучести

ε(t) =
A∗
σ̄ · σc

· ω(t). (19)

Аналитическое решение задачи Коши (17), (18) можно записать в виде [5]

ω(t) =

(
1− (1− (α+ 1)(m+ 1)Bω(σ̄0 − 1)nt)

1
m+1

) 1
α+1

. (20)

Используя соотношения (14), (19) также найдем ε(t) и A(t)

ε(t) =
A∗
σ

(
1− (1− (α+ 1)(m+ 1)Bω(σ̄0 − 1)nt)

1
m+1

) 1
α+1

. (21)

A(t) = A∗

(
1− (1− (α+ 1)(m+ 1)Bω(σ̄0 − 1)nt)

1
m+1

) 1
α+1

. (22)

Учитывая, что при разрушении параметр поврежденности принимает значение, равное
единице, из выражения (20) получим значение длительной прочности t∗ данной конструкции

t∗ = [(m+ 1)(α+ 1)Bω(σ̄0 − 1)n]
−1
. (23)

Идентификация параметров. Для определения напряженно-деформированного состо-
яния конструкции и ее прочностных характеристик в рассматриваемой задаче достаточно
получить параметры начальной задачи (17)–(18), т. е. найти выражение для ω(t). Для этих
целей будем использовать аналитическое решение (20).

Обозначим f(ω,Bω, α,m, n) = ω(t)−
(

1− (1− (α+ 1)(m+ 1)Bω(σ̄0 − 1)nt)
1

m+1

) 1
α+1

. Мож-

но увидеть, что рассматриваемая задача по структуре схожа с задачей (1)–(2) в случае вы-
рождения системы ОДУ в одно нелинейное алгебраическое уравнение (m = 1, r = 0, p =
4, y(t) = ω(t)). Поэтому, будем проводить идентификацию параметров, используя подход,
описанный в разделе 1. В качестве дополнительных данных будем использовать результаты
эксперимента по одноосному растяжению прямоугольных образцов из анизотропного сплава
3В для некоторого уровня безразмерного напряжения σ̄0 [2]

ω(ti) = ωi, ti ∈ (0, t∗], i = 1, . . . , l, (24)

где ti – момент времени снятия i-ого экспериментального значения, ωi – эксперименталь-
ное значение безразмерного параметра поврежденности в момент времени ti, l – количество
экспериментальных точек.

Разложение по нейросетевому базису для данной задачи запишем в виде

ω̂(t, c,a) =

N∑
j=1

cj (aj1t+ aj2 + 1)
−1

th (aj3t+ aj4)
√
aj5t+ aj6 + 1, (25)

где c = {cj}; a = {aji}; i = 1, . . . , 6; j = 1, . . . , N – вектор и прямоугольная матрица нейросе-
тевых коэффициентов.
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Используя нейросетевое разложение (25), выражение для безразмерного параметра повре-
жденности (20) и экспериментальные данные для некоторого значения безразмерного напря-
жения σ̄0 (24), запишем нормированный функционал ошибки (7) в виде

J(Bω, n, α,m, c,a) =
1

δ ·M + δ1 ·N
×

×

δ
M∑
k=1

ω̂(t, c,a)−
(

1− (1− (α+ 1)(m+ 1)Bω(σ̄0 − 1)nt)
1

m+1

) 1
α+1

2
∣∣∣∣∣∣∣
t=ξk

+

+ δ1

l∑
i=0

|ω̂(ti, c,a)− ωi|2
}
.

(26)

Здесь {ξk}Mk=1 – набор пробных точек, равномерно распределенных на интервале (0, t∗); вы-
ражение под знаком первой суммы берется в точке t = ξk, M – количество пробных точек.

Для идентификации параметров Bω, n, α,m решается задача минимизации

J(Bω, n, α,m, c,a)
Bω,n,α,m

c,a−−−−−−→ min . (27)

Учитывая особенности протекания процесса деформирования, на параметры модели необ-
ходимо наложить следующие ограничения:

Bω > 0,

n > 1,

α > 1,

m > 1.

(28)

Получим задачу минимизации с ограничениями типа неравенств (27)–(28), в результате
решения которой найдем значения параметров Bω, n, α,m и коэффициенты нейросетевого
разложения c∗,a∗, доставляющие минимум функционалу (26). Подставляя полученные ко-
эффициенты в (25), найдем нейросетевое решение задачи.

Параметры нейросети и результаты эксперимента. Рассматривается одноосное рас-
тяжение прямоугольных образцов из анизотропного титанового сплава 3В. При расчете ис-
пользуются образцы двух типов [2], [3]:

(1) Вырезанные в направлении прокатки листа (продольные образцы).
(2) Вырезанные в направлении перпендикулярном к направлению прокатки (поперечные

образцы).
Идентификация параметров ОДУ (17) проводится для трех начальных значений безразмер-
ных напряжений σ̄0 = 1, 25; 1, 28; 1, 31 в случае продольных образцов и для σ̄0 = 1, 35 в
случае поперечных образцов. Число базисных функций в нейросетевом разложении, количе-
ство пробных и экспериментальных точек, значения штрафных множителей, а также другие
параметры нейросети приведены в табл. 1.

Таблица 1
Параметры нейросети

σ̄0, МПа δ δ1 N M l η

Продольные образцы
1,25 105 106 4 1000 20 5 · 10−4

1,27 105 106 4 1000 10 5 · 10−4

1,31 105 106 4 1000 17 5 · 10−4

Поперечные образцы
1,35 105 106 4 1000 26 5 · 10−4
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Все данные экспериментов приводятся в табл. 2–5.
Таблица 2

Экспериментальные данные для продольных образцов, σ̄0 = 1, 25

1 2 3 4 5 6 7
t, ч 182,4 700,8 1315,2 2150,4 2812,8 3801,6 4996,8
ω 0,216496 0,276476 0,314874 0,353796 0,378632 0,394564 0,433458

8 9 10 11 12 13 14
t, ч 6060,024 7121,248 8116,635 9115,679 10070,4 11003,824 12889,952
ω 0,436739 0,463918 0,490159 0,512652 0,527773 0,551078 0,586692

15 16 17 18 19 20
t, ч 13899,522 14898,204 15846,707 16081,437 16134,132 16167,246
ω 0,622306 0,672915 0,737113 0,7895 0,910965 0,998

Таблица 3
Экспериментальные данные для продольных образцов, σ̄0 = 1, 28

1 2 3 4 5
t, ч 86,747 443,374 1050,602 1792,771 2149,398
ω 0,266167 0,343018 0,388941 0,444236 0,48841

6 7 8 9 10
t, ч 2631,325 2949,398 3363,855 3412,048 3450,602
ω 0,527647 0,572634 0,661668 0,737582 0,809746

Таблица 4
Экспериментальные данные для продольных образцов, σ̄0 = 1, 31

1 2 3 4 5 6 7
t, ч 9,412 35,765 96 159,059 256 358,588 492,235
ω 0,177570 0,233645 0,298131 0,336449 0,374766 0,4 0,43178

8 9 10 11 12 13 14
t, ч 602,353 714,824 836,706 1015,529 1105,882 1203,765 1251,765
ω 0,465421 0,504673 0,537383 0,61215 0,640187 0,699065 0,753271

15 16 17
t, ч 1298,824 1303,529 1303,529
ω 0,845794 0,929907 0,991589

Таблица 5
Экспериментальные данные для поперечных образцов, σ̄0 = 1, 35

1 2 3 4 5 6 7
t, ч 23,529 47,059 106,353 173,176 298,353 384 400
ω 0,103738 0,160748 0,218692 0,245794 0,278505 0,280225 0,293458

8 9 10 11 12 13 14
t, ч 489,412 634,353 751,059 787,2 928 1091,765 1233,882
ω 0,300935 0,309346 0,313084 0,328972 0,331771 0,339318 0,347664

15 16 17 18 19 20 21
t, ч 1356,235 1459,2 1485,176 1581,176 2568 3340,8 4003,2
ω 0,357944 0,366093 0,371701 0,379569 0,43907 0,48093 0,52386

22 23 24 25 26
t, ч 4684,8 5404,8 5827,2 5904 5952
ω 0,569303 0,604721 0,668094 0,715207 0,847512

Результаты вычислений. Задача минимизации (27)–(28) решалась в вычислительной
среде Mathcad 14 методом сопряженных градиентов [6]. Расчет проводился на персональном
компьютере Intel Core i5 – 2410M CPU 2,30 ГГц; 4,00 ГБ ОЗУ; видеокарта NVIDIA GeForce
GT540M 2 ГБ; 64 – разрядная операционная система Windows 7 Домашняя базовая Service
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Pack 1. Параметры, входящие в уравнение (17), полученные в результате решения задачи
(27)–(28) и приведенные в работе [2], представлены в табл. 6. В табл. 7 приведены основные
данные о процессе деформирования, где ω∗ – расчетное значение безразмерного параметра
поврежденности в момент разрушения, ε∗ – расчетное значение деформации ползучести в
момент разрушения.

Таблица 6
Характеристики ползучести

σ̄0 Bω n α m

Результаты, полученные в работе [2]
Продольные образцы

1,25; 1,28; 1,31 37 12 2,5 7
Поперечные образцы

1,35 1,35 12 2,5 7
Решение задачи (27)–(28)
Продольные образцы

1,25 39,074 12 2,499 6,592
1,28 12,945 12 3,505 20,402
1,31 26,725 12 2,83 8,549

Продольные образцы
1,35 0,537 12 3,437 19,934

Таблица 7
Основные сведения о процессе деформирования

σ̄0, МПа t∗, ч ε∗ ω∗
A∗,

кг · мм/мм3 J∗

Результаты, полученные в работе [2]

1,25 16194,224 0,11167 1 6,7 –
1,28 4156,654 0,10905 1 6,7 –
1,31 1225,462 0,10655 1 6,7 –
1,35 7828,736 0,1034 1 6,7 –

Результаты, полученные при решении задачи (27)–(28)

1,25 16159,843 0,11167 1 6,7 1, 283 · 10−4

1,28 3450,083 0,10905 1 6,7 4, 329 · 10−5

1,31 1299,196 0,10655 1 6,7 6, 663 · 10−5

1,35 5935,868 0,1034 1 6,7 3, 781 · 10−5

Графики зависимости безразмерного параметра поврежденности от времени показаны на
рис. 1–4, где точками обозначены результаты эксперимента, непрерывная линия – зависи-
мость, построенная по результатам работы [2], пунктирная линия – результаты полученные
при решении задачи (27)–(28).

Ниже приводятся коэффициенты нейросетевого разложения (25).
Для продольных образцов, σ̄0 = 1, 25:

c∗ =
(
−0, 021 0, 028 0, 082 2, 659 · 10−3

)T
,

a∗ =


6, 226 · 10−4 0, 038 1, 135 · 10−3 0, 029 0, 069 0, 019
−5, 632 · 10−5 1, 121 0, 202 0, 044 0, 037 0, 063
3, 068 · 10−4 0, 09 0, 176 0, 059 0, 02 0, 123
−1, 987 · 10−4 2, 222 0, 03 0, 201 −1, 039 · 10−5 0, 072

 .
(29)
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Для продольных образцов, σ̄0 = 1, 28:

c∗ =
(
0, 121 0, 055 −0, 066 3, 827 · 10−3

)T
,

a∗ =


−2, 45 · 10−4 0, 064 0, 02 0, 576 −4, 727 · 10−4 1, 05
5, 544 · 10−4 2, 489 0, 344 0, 096 0, 243 0, 371

8, 185 0, 146 0, 852 2, 268 0, 241 1, 256
−2, 539 · 10−3 7, 82 0, 161 0, 814 1, 182 · 10−3 0, 254

 .
(30)

Для продольных образцов, σ̄0 = 1, 31:

c∗ =
(
0, 314 0, 033 0, 015 2, 325 · 10−3

)T
,

a∗ =


8, 913 · 10−4 4, 194 0, 152 0, 21 0, 059 3, 032
−4, 781 · 10−4 −0, 3 0, 013 0, 287 −3, 522 · 10−3 4, 137

0, 449 1, 811 1, 294 −0, 067 0, 199 0, 534
−3, 074 · 10−3 3, 018 0, 173 0, 81 −9, 638 · 10−5 0, 133

 .
(31)

Для поперечных образцов, σ̄0 = 1, 35:

c∗ =
(
0, 012 0, 012 0, 135 −6, 481 · 10−3

)T
,

a∗ =


−1, 918 · 10−4 0, 147 2, 784 · 10−5 −0, 128 5, 411 · 10−4 0, 019
−1, 526 · 10−4 0, 262 1, 235 −0, 029 0, 466 −5, 588 · 10−4

4, 915 · 10−3 6, 911 · 10−3 1, 717 · 10−4 0, 137 2, 034 −0, 304
−8, 068 · 10−5 −0, 334 0, 797 −13, 253 0, 353 0, 17

 .

(32)

Рис. 1. Зависимость безразмерного параметра поврежденности от времени, σ̄0 = 1, 25
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Рис. 2. Зависимость безразмерного параметра поврежденности от времени, σ̄0 = 1, 28

Рис. 3. Зависимость безразмерного параметра поврежденности от времени, σ̄0 = 1, 31

Нейросетевые решения, соответствующие полученным коэффициентам, имеют вид, анало-
гичный аналитическим зависимостям представленным на рис. 1–4.

Выводы и замечания. В качестве основных результатов данной работы можно выделить:
1. Описан процесс построения решения задачи Коши для систем дифференциальных урав-

нений r-ого порядка с неизвестными скалярными параметрами и набором дополнительных
данных с использованием методов нейросетевого моделирования.

2. Данный подход использован при решении задачи идентификации параметров модели
ползучести и разрушения образцов из анизотропного титанового сплава 3В при постоянных
напряжении и температуре, описываемой ОДУ первого порядка энергетического варианта
теории ползучести.
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Рис. 4. Зависимость безразмерного параметра поврежденности от времени, σ̄0 = 1, 35

3. Получены параметры и нейросетевые решения для рассматриваемой модели для трех
начальных значений безразмерных напряжений σ̄0 = 1, 25; 1, 28; 1, 31 в случае продольных
образцов и для σ̄0 = 1, 35 в случае поперечных образцов. Результаты расчетов показывают
хорошее качественное и количественное согласование с результатами эксперимента (табл. 6–
7, рис. 1–4), что говорит об эффективной применимости нейросетевого подхода к решению
поставленных задач.

Стоит отметить, что, хотя для конкретного уровня напряжения можно получить парамет-
ры модели по результатам эксперимента, но, как правило, не всегда есть экспериментальные
данные для всех интересующим нас значений σ̄0, поэтому в дальнейших исследованиях пред-
полагается рассмотреть следующие задачи:

1. Идентификация параметров модели, пригодных для описания процесса ползучести и
разрушения в некотором интервале напряжений.

2. Определение минимального объема экспериментальных данных, необходимых для иден-
тификации параметров модели.

3. Получение ограничений на параметры модели, отражающие физическую сторону про-
цессов ползучести и разрушения.
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Abstract. The application of neural network modeling methods to solve the creep and fracture
model parameters identification problem of anisotropic titanium alloy 3V specimens described by
energy variant of creep theory system of differential equations is considered. The process of neural
network solution constructing for this problem is developed. By using of this process the model
parameters are found. Solution corresponding to these parameters is in good agreement with the
theoretical deformation-strength characteristics, the experiment and the results of other authors.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ПРИ ГОРЯЧЕЙ ДЕФОРМАЦИИ
СТАЛИ AISI304 ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ИСПЫТАНИЙ НА СЖАТИЕ

Национальный исследовательский университет «Высшая Школа Экономики»

Аннотация. Для повышения эффективности технологических режимов производства изде-
лий требуется проведение имитационного моделирования формоизменения металлов в процес-
се деформирования. Для получения корректных результатов необходимо правильно задать
начальные и граничные условия, в том числе механические свойства материалов, которые
представляют собой зависимость напряжения от деформации и скорости деформации при
поддерживаемой температуре.

При проведении экспериментов выявляют зависимости механических свойств и констант
сталей от деформации, скорости, заданной температуры и химического состава. При этом тип
испытания, как правило, зависит от технологии процесса, при моделировании которого будет
использоваться полученная информация. Можно обозначить четыре основных вида испыта-
ний, используемых при горячей деформации: испытание на сжатие, растяжение, кручение
и разрыв. Наиболее простыми для проведения считаются тесты на одноосное сжатие или
растяжение. Результатами данных тестов являются кривые «напряжение течения – степень
деформации».

В представленной работе описана методика аппроксимации результатов испытаний на од-
ноосное сжатие цилиндрических образцов из стали AISI304 (аналог 08Х18Н10).

В ходе исследования была описана математическая модель зависимости «напряжение – де-
формация». Был разработан алгоритм, определяющий необходимые численные коэффициен-
ты для данной модели. В результате были получены уравнения состояния данного материала,
которые характеризуют зависимость интенсивности напряжений от интенсивности деформа-
ции, скорости деформации (0.15, 0.5, 1.5, 5 и 15 обратных секунд) и температуры (800, 950,
1080 и 1200 градусов Цельсия). Также было проведено сравнение полученной аппроксимации
с результатами экспериментов.

Ключевые слова: горячая деформация, напряжение, аппроксимация, математическое мо-
делирование, aisi304, сжатие.

УДК: 539.58

Математическое моделирование – неотъемлемая часть развития науки и технологий в об-
ласти обработки металлов давлением, без него сегодня совершенно невозможно представить
освоение ни одного производственного процесса. В настоящие время существуют различные
подходы для прогнозирования структуры и механических свойств сталей и сплавов в процессе
горячей деформации.

Увеличение количества и качества математических моделей горячей деформации обуслов-
лено резким развитием физического моделирования в последние два десятилетия, ведь его
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результаты служат как основой для создания, так и для проверки их адекватности и совер-
шенствования существующих [1].

Из стали AISI 304 изготавливают промышленное оборудование в горнодобывающей, хи-
мической, криогенной, пищевой, молочной и фармацевтической отраслях промышленности.
В процессе производства изделий такого рода эти стали подвергаются горячей обработке.
Поэтому важно знать и уметь предсказывать их деформационное поведение в различных
температурно-скоростных режимах.

Цель настоящей работы – исследовать процессы горячей деформации стали AISI304 и по-
лучить константы, описывающие механические свойства, необходимые для определения оп-
тимальных технологических режимов производства.

Проведение испытаний. Для определения механических свойств исследуемой стали бы-
ли проведены эксперименты на одноосное сжатие цилиндрических образцов в диапазоне тем-
ператур 800 − 1200 ◦C при скоростях деформации 0.15, 0.5, 1.5, 5 и 15 сек−1. Эксперименты
проводились на установке Gleeble 3800 с использованием модуля Hydrawedge II. Образцы име-
ли цилиндрическую форму, диаметр – 10 мм, высота – 15 мм. Погрешность измерения ±0.025
мм. Образцы нагревались до 1200 ◦C и выдерживались 1 минуту при данной температуре.
Далее производилось охлаждение до температуры деформации (со скоростью 5 ◦C в сек.),
деформирование с соответствующей скоростью и охлаждение в воде. Логарифм деформа-
ции равен 1.03. В ходе экспериментов размеры заготовок изменились и стали следующими:
средний максимальный диаметр – 18 мм, средняя высота – 5 мм. Всего было произведено 34
испытания.

После проведения испытаний и анализа полученных результатов в некоторых из них было
обнаружено падение напряжений после достижения ими пиковых значений с последующим
выходом на постоянное установившееся значение. Такое поведение свидетельствует о протека-
нии динамической рекристаллизации [2], начинающейся при некоторой критической степени
деформации εc (см. рис. 1).

Рис. 1. Различные виды напряжения течения

Математическая модель. Зависимость напряжения от деформации, учитывающая ди-
намическую рекристаллизацию, описывается [3] уравнениями:

σ = σdrv −XD(σdrv − σdrxss ), (1)

σdrv = σdrvss (1− exp[−Ωε])m, (2)
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гдеXD – отношение объема рекристаллизованной структуры к начальному объему, которое
варьируется от 0 до 1; Ω,m – константы материала; ε – деформация, а параметры σdrvss , σdrxss

– напряжения динамического возврата и динамической рекристаллизации. Соответственно,
при XD = 0 напряжение σ = σdrvss (1− exp[−Ωε])m, а при XD = 1 получим σ = σdrxss .

Для моделирования поведения динамической рекристаллизации используют следующие
соотношения для параметра XD [4]:

XD =

{
1− exp(−a[ ε−εcεc

]n) ε > εc
0 ε 6 εc.

(3)

Соответствующие параметры: εc – критическая деформация, a и n – константы материа-
ла. Таким образом, для описания кривой напряжения-деформации необходимо определить 4
неизвестных параметра: Ω,m, a, n, которые не зависят от температуры и скорости деформа-
ции. При этом критическая деформация εc описывается так:

εc = k

(
ε̇ exp

(
Q

RT

))d
, (4)

где ε̇ – скорость деформации, Q, k, d – константы материала, R – универсальная газовая
постоянная, T – температура в Кельвинах.

Зависимости σdrvss , σ
drx
ss от температуры и скорости деформации определяются на основании

уравнения [5]:

σiss =
1

αi
arcsinh

(
Ai

(
ε̇ exp

(
Qi
RT

))ni
i

)
, (i = drx, drv). (5)

Вынесем σdrv в формуле (1) за скобки. Подставляя выражения (3) (с учетом ε > εc) и (2)
в выражение (1), получим:

σ = σdrvss · (1− exp[−Ωε])m · exp

(
−α

[
ε− εc
εc

]n)
+ σdrxss ·

(
1− exp

(
−α

[
ε− εc
εc

]n))
. (6)

После подстановки выражений (4) и (5) в (6) получится полная модель зависимости напря-
жения от деформации, скорости деформации и температуры. Всего же в данной модели необ-
ходимо определить 13 неизвестных параметров: Ω,m, a, n, k, d,Q,Qdrx,drv, αdrx,drv, Adrx,drv. По
экспериментальным зависимостям напряжения от деформации эти параметры были опре-
делены методом деформируемого многогранника (он же метод Нелдера-Мида). Для это-
го был написан скрипт (на языке VBA), обрабатывающий полученные пары напряжение–
деформация для конкретных скоростей и температур.

Алгоритм определения параметров. Полученные путем экспериментов зависимости
напряжений от деформаций при соответствующих температурах и скоростях деформаций
были аппроксимированы с учетом уравнений (1–6). Все данные были разбиты на группы по
скоростям деформации. Для каждой такой группы процесс аппроксимации проходил в пять
этапов:

(1) вариация 7-и параметров (σdrvss , σ
drx
ss , εc,Ω,m, a, n) для аппроксимации эксперимен-

тальных зависимостей (см. рис. 2);
(2) нахождение 4-х констант для параметров XD и σdrv из соотношений (2), (3);
(3) определение Q, k, d согласно формуле (4) для критической деформации;
(4) обобщение найденных параметров;
(5) вычисление оставшихся 4-х параметров для выражений коэффициентов напряжений

σdrvss и σdrxss по формуле (5).

Последним пунктом являлось обобщение получившихся аппроксимаций для всех имею-
щихся экспериментальных данных.

Численные значения.
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Рис. 2. Аппроксимация экспериментальных данных при скорости деформации 0.15 сек−1 и
температуре 1200 ◦C

В результате нахождения аппроксимаций было установлено, что напряжение при одноос-
ном сжатии может быть описано следующими соотношениями с найденными коэффициента-
ми:

σdrv = σdrvss (1− exp[−1.151002ε])0.232577, (7)

XD = 1− exp

(
−0.049631

[
ε− εc
εc

]1.211736
)
, (8)

εc = 1.187460

(
ε̇ exp

(
3.277031

RT

))2.218090

. (9)

Параметры для напряжений:

σdrvss = 33.968422 · arcsinh

(
1.11 · 10−9

(
ε̇ exp

(
437139.79

RT

))0.666757
)
, (10)

σdrxss = 26.690747 · arcsinh

(
7.74 · 10−11

(
ε̇ exp

(
177217.14

RT

))1.980361
)
. (11)

Сравнение с экспериментальными данными. Сравнение экспериментальных данных
для одноосного сжатия с полученной аппроксимацией изображено на рисунках 3 и 4 для со-
ответствующих скоростей деформаций: 0.15 и 0.5 сек−1 для всех представленных температур.

При обобщении результатов точность аппроксимаций существенно снизилась. Среднее аб-
солютное отклонение от экспериментальных данных в зависимости от температуры и ско-
рости деформации при данном способе выражения σdrvss (ε̇, T ) и σdrxss (ε̇, T ) составляет от 4.7
до 19 МПа. Например, при скорости деформации, равной 0.15 сек−1, интервал отклонений
находится в пределах 4.7− 10.5 МПа (см. рис. 3), а при скорости в 0.5 сек−1 – отклонения в
пределах 11.0− 18.2 МПа (см. рис. 4). Максимальное отклонение по всем – 25 МПа.
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Рис. 3. Аппроксимация экспериментальных данных при скорости деформации 0.15 сек−1

Рис. 4. Аппроксимация экспериментальных данных при скорости деформации 0.5 сек−1

Результаты. В ходе проделанной работы были проведены исследования горячей дефор-
мации одноосным сжатием с помощью установки Gleeble для стали AISI304. Построена мате-
матическая модель зависимости напряжения от деформации, скорости деформации и темпе-
ратуры с учетом динамической рекристаллизации. Были вычислены константы материала,
проведен сравнительный анализ экспериментальных и аппроксимированных данных. Полу-
ченные данные упрощают прогнозирование поведения материала при обработке, что является
необходимым условием для нахождения оптимальных технологических режимов.
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Y.A.Puzino
THE DETEMINATION OF THE MODEL PARAMETERS DURING HOT

DEFORMATION OF AISI304 STEEL BASED ON THE COMPRESSION TESTS
RESULTS

National Research University «Higher School of Economics»

Abstract. The increasing of the efficiency of technological modes of steel products manufacturing
requires simulation of metal forming during hot deformation. To obtain correct results, one should
set the correct initial and boundary conditions, including the mechanical properties of materials,
which represent the dependence of the stress-strain and strain rate at maintained temperature.

In the experiments one must reveal the mechanical properties and constants of the steels
according to strain rate, predetermined temperature and chemical composition. So, the type of
test is usually dependents on the technology process, which simulation will be using the obtained
information. One can identify four main types of tests used in the hot deformation: compression,
tension, torsion and rupture tests. The simplest tests are considered as uniaxial compression or
tension tests. The results of these tests are the curves of «flow stress – strain».

The present study describes an approximation method of test results for uniaxial compression
of cylindrical samples made from AISI304 steel.

During this work a mathematical model of the «stress – strain» relation has been described.
An algorithm that determines the necessary numerical coefficients for this model was developed.
As a result, the equation of the material state, which is characterized by the stress relation on the
strain, strain rate (0.15, 0.5, 1.5, 5 and 15 inverse seconds) and temperature (800, 950, 1080 and
1200 degree Celsius) was found. Also the approximation comparison with the experimental results
were obtained.
Keywords: hot deformation, stress, approximation, mathematical simulation, aisi304,
compression.

REFERENCES
[1] Chumachenko, E.N. Superplasticity: materials, theory, technology / O. M. Smirnov,

M. A. Cepin, E. N. Chumachenko – 2-nd edit., extended – M. : «Librokom» – 2009. – 320 p.
[2] Ahmedyanov,A.M. Study of the deformation behavior of 20х13 steel in hot precipitation /

A. M. Ahmedyanov, C. M. Antonov, S. V. Rushin // Bulletin of South Ural State University –
2012. – № 39. – P. 89–93.

[3] Liu,Y. Experimental Study on Constitutive Equation of AZ31 Magnesium Alloy Plastic
Deformation at Elevated Temperature [Электронный ресурс] / Y. Liu, W. Shi // Transactions of
„ICPNS’ 2007“ – 1 электрон. опт. диск (CD-ROM) – 2007. – Zhengzhou, China.

[4] Maccagno, T.M. Spreadsheet modeling of grain size evolution during rod rolling /
T. M. Maccagno, J. J. Jonas, P. D. Hodgson // ISIJ International. – 1996. – № 6(36). – P. 720–728.

[5] Kuziak, R. Modeling of the microstructure and mechanical properties of steel during
thermomechanical processing / R. Kuziak, Y. Chen, M. Glowacki, M. Pietrzyk // NIST Technical
note 1393. – 1997 (November). – 80 p.

Puzino, Yury Alekseevich
Postgraduated student, department of mechanics and mathematical simulation, National Research
University «Higher School of Economics», Moscow



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2014. №4 (22). С. 53–57

С.В.Серегин

ИЗГИБНО-КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ БИСИММЕТРИЧНОГО
ТОНКОСТЕННОГО СТЕРЖНЯ КАК СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ ПЛАСТИН

Комсомольский-на-Амуре государственный технический университет

Аннотация. Методом конечных элементов в «MSC Nastran» изучаются динамические ха-
рактеристики стального тонкостенного горячекатаного двутавра. Предложена математиче-
ская модель, рассматривающая стержень как пространственную конструкцию, выполненную
из сопряженных между собой пластин. Полученные численное результаты сопоставляются с
известным теоретическим решением В. З. Власова и решением, учитывающим деформации
сдвига в срединной поверхности. Обнаружено, что переход к пространственной конструкции
стержня в ряде случаев сопровождается появлением новых частот. Увеличение номера про-
филя двутавра ведет к сгущению частотного спектра. Выявленные эффекты не отражаются
в балочной теории тонкостенных стержней.

Ключевые слова: изгибно-крутильные колебания тонкостенного стержня, системы связан-
ных пластин, пространственная конструкция, пластинчатые свойства.

УДК: 539.3:534.1

Введение. Тонкостенные стержни находят широкое применение во многих отраслях про-
мышленности и строительства. Условия эксплуатации стержневых конструкций выдвигают
высокие требования к прочностным характеристикам, что побуждает искать, либо новые тех-
нические решения [1], [2], [3], либо более точные математические модели и методики расчета
[4], [5], [6], [7]. Проектируемые в современных пакетах конечно-элементного анализа колонны,
балки, ригеля моделируются в виде стержневых элементов, которые рассчитываются с помо-
щью балочных теорий, состоящих из различных гипотез. В настоящей работе предлагается
иной подход к построению математической модели.

Математическая модель. В отличие от традиционной модели, будем рассматривать
стержень, как не одноосную систему (балочная идеализация), а как пространственную кон-
струкцию, выполненную из сопряженных между собой пластин [8] [9].

Численное исследование динамического поведения двутавра МКЭ в MSC
«Nastran». Рассматриваются свободные колебания двутавра стального горячекатаного с па-
раллельными гранями полок № 20Б1. При моделировании и разбиении стержня на конечные
элементы (КЭ) использовались двумерные (плоские) КЭ прямоугольной формы – Plate, учи-
тывающие все внутренние силовые факторы и геометрию. Элементы воспринимают танген-
циальные, сдвиговые, поперечные и изгибные нагрузки. Результаты численного расчета новой
математической модели и расчеты, выполненные с использованием теории В. З. Власова [10]
и уточненной теории, учитывающей деформации сдвига [7], сведены в таблицу 1.

Поступила 10.11.2014
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Таблица 1

Частоты изгибно-крутильных колебаний тонкостенного стержня

Порядковый но-
мер частоты в
спектре

Новая мат. мо-
дель (система
связанных пла-
стин), ωмкэ,
Гц

По В. З.Власову
[10], ωi, Гц

С учетом дефор-
маций сдвига [7],
ωi, Гц

1 39 43 42
2 60 62 61
3 132 163 162
4 149 176 166
5 199 205 196
6 267 363 366
7 353 444 415
8 382 515 589

Рис. 1 демонстрирует безразмерную частоту Ωn = ωi/omegaмкэ, где omegai – частота коле-
баний стержня, определенная теоретически (по теории В. З. Власова или по теории, учиты-
вающей деформации сдвига), omegaмкэ – частота, определенная МКЭ, согласно новой мате-
матической модели. Синим цветом представлено новое решение, взятое за эталон. Красным
цветом – решение по В. З. Власову. Зеленым – решение с учетом деформаций сдвига.

Рис. 1. Безразмерная частота изгибно-крутильных колебаний двутавра № 20Б1
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Видно, что частоты колебаний двутавра, смоделированного системой связанных пластин,
ниже, чем по теоретическим решениям, причем рассогласования в частотах изгибных колеба-
ний значительны. Крутильные колебания при n = 2, n = 5 практически одного значения. И,
как показано в работе [8], величина рассогласования зависит от геометрических параметров
стержня.

На рис. 2 представлены частоты свободных колебаний двутавра: а) № 35Б1; б) № 80Б1.
Обозначения сохранены.

Рис. 2. Частотный спектр свободных колебаний двутавра: а) № 35Б1; б) № 80Б1

Выявлено, что в спектре присутствуют частоты, которые не отражаются в теоретическом
решении [7], [10]. Причем увеличение номера двутавра, то есть относительное увеличение
стенки и полок профиля, сгущает частотный спектр свободных колебаний стержня, смодели-
рованного системой связанных пластин. Отмечается и близость частот (рис. 2б).

В условиях эксплуатации в конструкциях из тонкостенных стержневых элементов данное
обстоятельство может привести к аварийным последствиям.

Основные выводы. Как показывают расчеты, балочная идеализация, используемая в
конечно-элементном анализе современных расчетных программ, может привести к значитель-
ным погрешностям при определении собственных динамических характеристик тонкостенных
стержней. Необходимо учитывать пространственную работу тонкостенного стержня, предло-
женную в настоящей работе и в [8], [9].
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S.V. Seregin

FLEXURAL-TORSIONAL VIBRATIONS OF THIN-WALLED BEAM, AS THE A
SYSTEM OF CONNECTED PLATES

Komsomolsk-na-Amure State Technical University

Abstract. Finite element method in «MSC Nastran» study the dynamic characteristics of the
hot-rolled thin-walled steel I-beam. A mathematical model that considers the rod as the spatial
construction made of a of articulated plates are offer. The obtained numerical results are compared
with the known theoretical solution V.Z. Vlasov and decisions considering shear deformation in
the middle plane. It is found that the transition to the spatial design of the rod, in some cases,
accompanied by the appearance of new frequencies. Increasing numbers I-beam profile leads to
thicken the frequency spectrum. Identified effects are not reflected in the theory of thin-walled
beam.
Keywords: flexural-torsional vibrations of thin-walled beam, as the a system of connected plates,
spatial construction, plate properties.
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А. В. Никитин, Б. Г. Миронов

ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ МНОГОСЛОЙНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ
ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. Рассматривается многослойная толстостенная труба, находящаяся под действи-
ем внутреннего давления. Предполагается, что каждый слой обладает своими свойствами
анизотропии, сохраняющими значение предела текучести постоянным вдоль параллельных
прямых. Разработан алгоритм определения предельного напряженного состояния для про-
извольного числа слоев. В работе [2] исследовано предельное состояние слоистых круговых
цилиндров. Понятие трансляционная анизотропия рассматривалась в работах [3]–[7]. В рабо-
те [8] исследовано упругопластическое состояние двухслойной трансляционно-анизотропной
трубы. Предельное состояние слоистой трубы при наличии трансляционной анизотропии ис-
следовалось также в [11]. В [10] авторами изучено упругопластическое состоянии трубы, пре-
дел текучести которой сохраняет постоянное значение вдоль параллельных прямых. Случай,
когда предел текучести сохраняет постоянное значение вдоль концентрических эллипсов, рас-
смотрен в [12].

Ключевые слова: напряжение, пластичность, анизотропия по Мизесу – Хиллу, труба, слой.

УДК: 539.375

Рассмотрим многослойную толстостенную трубу, находящуюся под действием внутреннего
давления р (рис. 1).

Обозначим через r1, r2 внутренний и внешний радиусы 1-го слоя, через r2, r3 – внутренний
и внешний радиусы 2-го слоя, через rn, rn+1 – внутренний и внешний радиусы n-го слоя.

Условие предельного состояния для n-го слоя примем в виде [2]

An (σxn − σyn)
2

+ 4Bnτ
2
xyn = 4k2

n, An, Bn − const, n = 1, 2, ...t,

kn = k0 + δ (cnx+ dny) , (1)
где σxn, σyn, τxyn – компоненты напряжения в n-ом слое в декартовой системе координат x, y;
k0 − const.

Связь между напряжениями в декартовой системе координат x, y и напряжениями в по-
лярной системе координат ρ, θ имеет следующий вид:

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(2)

Поступила 10.11.2014
Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта 13-01-97029) и в рамках выполнения

государственного задания (код проекта 1179)
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Рис. 1. Многослойная толстостенная труба,
находящаяся под действием внутреннего давления

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам: все компоненты напряжения отнесем
к величине предела текучести k0 и обозначим

kn
k0

= χn,
p

k0
= q; (3)

все величины, имеющие размерность длины отнесем к некоторой характерной величине r0 и
обозначим

rn
r0

= αn,
r

r0
= ρ. (4)

Согласно (1)–(4) запишем условие пластичности (1) в виде

An [(σρn − σθn) cos 2θ − 2τρθn sin 2θ]
2

+Bn [(σρn − σθn) sin 2θ + 2τρθn cos 2θ]
2

= 4χ2
n (5)

или

(σρn − σθn)
2 [
An cos2 2θ +Bn sin2 2θ

]
+ 4τ2

ρθ

[
An sin2 2θ +Bn cos2 2θ

]
−

−2 (σρn − σθn) τρθn (An −Bn) sin 4θ = 4 (1 + δρ (cn cos θ + dn sin θ))
2
.

(6)

Положим, что искомое решение во всех n слоях пластической области зависит от некото-
рого параметра δ, будем искать решение в виде

σijn = σ
(0)
ijn + δσ

(1)
ijn, An = 1 + δan, Bn = 1 + δbn. (7)

Положим, что нулевое, исходное напряженное состояние является осесимметричным

τ
(0)
ρθn = 0, n = 1, 2, ... . (8)
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Компоненты напряжений в нулевом приближении в первом слое трубы находятся анало-
гично [1].

Из условия сопряжения решений

σ
(0)
ρ1 = σ

(0)
ρ2 при ρ = α2 (9)

имеем

σ
(0)
ρ2 = −q + 2 ln

ρ

α2
+ 2 ln

α2

α1
,

σ
(0)
θ2 = −q + 2

(
1 + ln

ρ

α2

)
+ 2 ln

α2

α1
. (10)

Аналогично, используя условие сопряжения компонент напряжений на границе n-го слоя
трубы

σ(0)p
ρn

∣∣∣
ρ=αn

= σ(0)p
ρn−1

, τ
(0)p
ρθn

∣∣∣
ρ=αn

= τ
(0)p
ρθn−1

, (11)

можно найти предельное состояние в n-ом слое в нулевом приближении:

σ
(0)p
ρn = −q + 2 ln ρ

αn
+ 2

n−1∑
i=1

ln αi+1

αi
,

σ
(0)p
θn

= −q + 2
(

1 + ln ρ
αn

)
+ 2

n−1∑
i=1

ln αi+1

αi
.

(12)

Линеаризуя соотношения (6), получим

σ
(1)
θn − σ

(1)
ρn = 2ρ [cn cos θ + dn sin θ] +

[
an + bn

2
+
an − bn

2
cos 4θ

]
. (13)

Уравнениям равновесия

∂σ(1)
ρn

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(1)
ρθn

∂θ +
σ(1)
ρn−σ

(1)
θn

ρ = 0,
∂τ

(1)
ρθn

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(1)
θn

∂θ +
2τ

(1)
ρθn

ρ = 0
(14)

удовлетворим, полагая

σ
(1)
ρn = 1

ρ
∂Φ(1)

n

∂ρ + 1
ρ2
∂2Φ(1)

n

∂θ2 ,

σ
(1)
θn =

∂2Φ(1)
n

∂ρ2 ,

τ
(1)
ρθn = − ∂

∂ρ

(
1
ρ
∂Φ(1)

n

∂θ

)
.

(15)

Из (13), (15) найдем

ρ2 ∂
2Φ

(1)
n

∂ρ2
− ρ∂Φ

(1)
n

∂ρ
− ∂2Φ

(1)
n

∂θ2
= 2ρ3 (cn cos θ + dn sin θ) + ρ2 (Gn +Hn cos 4θ) , (16)

где

Gn =

(
rn + bn

2

)
, Hn =

(
rn − bn

2

)
. (17)

Решение уравнения (16) представим как сумму решений общего решения однородного урав-
нения и частного решения неоднородного уравнения

Φ(1)
n = Φ(1)

n одн + Φ(1)
n частн. (18)

Однородное уравнение (16) имеет вид
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∂2Φ
(1)
n

∂ρ2
− 1

ρ

∂Φ
(1)
n

∂ρ
− 1

ρ2

∂2Φ
(1)
n

∂θ2
= 0. (19)

Полагая в общем виде

Φ(1)
n одн = R1 cos (mθ) +R2 sin (mθ) = Rn cos (mθ + θ0) , (20)

где

cos (θ0) =
R1

Rn
, sin (θ0) =

R2

Rn
, Rn =

√
R2

1 +R2
2.

Следуя [1], имеем

Rn = C
(n)
00 + C

(n)
01 при m = 0, (21)

Rn = ρ
(
C

(n)
11 + C

(n)
12 ln ρ

)
при m = 1, (22)

Rn = ρ
[
C

(n)
m1 cos

(√
m2 − 1 ln ρ

)
+ C

(n)
m2 sin

(√
m2 − 1 ln ρ

)]
при m ≥ 2. (23)

Сопоставляя с правой частью (16), имеем сумму Rn при m = 0, 1, 4:

Rn =
(
C

(n)
00 + C

(n)
01

)
+ ρ

(
C

(n)
11 + C

(n)
12 ln ρ

)
+ ρ

[
C

(n)
m1 cos

(√
3 ln ρ

)
+ C

(n)
m2 sin

(√
3 ln ρ

)]
. (24)

Частное решение неоднородного уравнения (16) имеет вид

Φ′n частн =
Gn
2

(
ρ2 ln ρ− ρ

)
+
Hn

16
ρ2 cos 4θ +

ρ3

2
(cn cos θ + dn sin θ) . (25)

Решая (15), (18), (20), (24), (25), имеем

σ
(1)
ρn = C

(n)
00 +

C
(n)
11

ρ cos (θ + θ0) +
C̄

(n)
11

ρ sin (θ + θ0) +
1
ρ

∑
m=2

{
Cnm1

[(
1−m2

)
cos
(√
m2 − 1 ln ρ

)
−
(√
m2 − 1

)
sin
(√
m2 − 1 ln ρ

)]
+

+C
(n)
m2

[√
m2 − 1 cos

(√
m2 − 1 ln ρ

)
+
(
1−m2

)
sin
(√
m2 − 1 ln ρ

)]}
cos (mθ + θ0) +

+ρ (cn cos θ + dn sin θ) +Gn ln ρ− 7
8Hn cos 4θ,

(26)

σ
(1)
ρn = C

(n)
00 +

C
(n)
11

ρ cos (θ + θ0) +
C̄

(n)
11

ρ sin (θ + θ0) +
1
ρ

∑
m=2

{
Cnm1

[(
1−m2

)
cos
(√
m2 − 1 ln ρ

)
−
(√
m2 − 1

)
sin
(√
m2 − 1 ln ρ

)]
+

+C
(n)
m2

[√
m2 − 1 cos

(√
m2 − 1 ln ρ

)
+
(
1−m2

)
sin
(√
m2 − 1 ln ρ

)]}
cos (mθ + θ0) +

+3ρ (cn cos θ + dn sin θ) +Gn (1 + ln ρ) + 1
8Hn cos 4θ,

(27)

τ
(1)
ρθn =

C
(n)
11

ρ sin (θ + θ0)− C̄
(n)
11

ρ cos (θ + θ0) + 1
ρ

∑
m=2

(
m
√
m2 − 1

)
×

×
[
−C(n)

m1 sin
(√
m2 − 1 ln ρ

)
+ C

(n)
m2 cos

(√
m2 − 1 ln ρ

)]
sin (mθ + θ0) +

+ρ (cn cos θ − dn sin θ) + Hn
4 sin 4θ,

(28)

где C(n)
00 , C

(n)
m1 , C

(n)
m2 − const при m ≥ 1.

Граничные условия на внутреннем контуре трубы согласно [1]

σ
(1)p
ρ1 |ρ=α1

= 0,

τ
(1)p
ρθ1
|ρ=α1

= 0.
(29)
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Из (26), (28), (29) имеем

C
(1)
00 + 1

α1

{
C

(1)
41

[
−3 cosω1 −

√
3 sinω1

]
+ C

(1)
42

[√
3 cosω1 − 3 sinω1

]}
cos 4θ+

+
C

(1)
11

α1
cos θ +

C̄
(1)
11

α1
sin θ =

= −α1 (c1 cos θ + d1 sin θ)−G1 lnα1 + 7
8H1 cos 4θ,

(30)

C
(1)
11

α1
sin θ − C̄

(1)
11

α1
cos θ + 4

√
3

α1

[
−C(1)

41 sinω1 + C
(1)
42 cosω1

]
sin 4θ =

= α1 (d1 cos θ − c1 sin θ)− 1
4H1 sin 4θ,

(31)

где ω1 =
√

3 lnα1, в последующем ωn =
√

3 lnαn.
Из (17), (30) получим

C
(1)
00 = −G1 lnα1 = −r1 + b1

2
lnα1. (32)

Постоянные C(1)
41 , C

(1)
42 найдем из системы уравнений

C
(1)
41 ·M(α1) + C

(1)
42 ·N(α1) = 7α1

8 H1,

C
(1)
41 (− sinω1) + C

(1)
42 cosω1 = −

√
3α1

48 H1,
(33)

где

M(αn) = −3 cosωn −
√

3 sinωn,

N(αn) =
√

3 cosωn − 3 sinωn.
(34)

Имеет место

C
(1)
41 =

∆11

∆1
, C(1)

42 =
∆21

∆1
, (35)

где

∆1 =

∣∣∣∣ −3 cosω1 −
√

3 sinω1

√
3 cosω1 − 3 sinω1

− sinω1 cosω1

∣∣∣∣ = −3. (36)

Заметим, что по аналогии с (36) справедливо ∆n = −3.

∆11 =
α1

16
H1

(
13 cosω1 +

√
3 sinω1

)
,∆21 =

α1

16
H1

(
13 sinω1 −

√
3 cosω1

)
. (37)

Тогда

C
(1)
41 = −α1

48H1

(
13 cosω1 +

√
3 sinω1

)
,

C
(1)
42 = −α1

48H1

(
13 sinω1 −

√
3 cosω1

)
.

(38)

Далее определим C
(1)
11 , C̄

(1)
11 . Для этого составим систему уравнений

C
(1)
11

α1
cos θ = −c1α1 cos θ,

C̄
(1)
11

α1
sin θ = −d1α1 sin θ.

(39)

Из (39) получим

C
(1)
11 = −c1α2

1,

C̄
(1)
11 = −d1α

2
1.

(40)

Согласно (26), (27), (28), (34), (35), (36), (38), (40), компоненты напряженного состояния
σ

(1)
ρn , σ

(1)
θn , τ

(1)
ρθn в первом слое определены, компоненты напряженного состояния σ(0)

ijn определе-
ны согласно (12), суммарное напряженное состояние определяется согласно (7).

Аналогично можно найти напряженное состояния во втором и последующих слоях.
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Из условий сопряжения

σ
(1)
ρ2 = σ

(1)
ρ1 , τ

(1)
ρθ2 = τ

(1)
ρθ1 при ρ = α2. (41)

Согласно (26), (27) определим

C
(2)
00 + 1

α2

{
C

(1)
41

[
−3 cosω2 −

√
3 sinω2

]
+ C

(2)
42

[√
3 cosω2 − 3 sinω2

]}
cos 4θ+

+
C

(2)
11

α2
cos θ +

C̄
(2)
11

α2
sin θ =

= σ
(1)
ρ1 (α2)− α2 (c2 cos θ + d2 sin θ)−G2 lnα2 + 7

8H2 cos 4θ,

(42)

C
(2)
11

α2
sin θ − C̄

(2)
11

α2
cos θ − 4

√
3

α2

[
−C(2)

41 sinω1 + C
(2)
42 cosω1

]
sin 4θ =

= τ
(1)
ρθ (α2) + α2 (d2 cos θ − c2 sin θ)− 1

4H2 sin 4θ.
(43)

Из (26), (42) получаем

C
(2)
00 = −G2 lnα2 −G1 lnα1. (44)

Из (42),(43),(16)–(40) будем иметь

1
α2

[
C

(2)
41 M(α2) + C

(2)
42 N(α2)

]
= Σρ1(α1) + 7

8 (H2 +H1) ,

4
√

3
α2

[
−C(2)

41 sinω2 + C
(2)
42 cosω2

]
= Σρθ1(α1)− 1

4 (H2 +H1) .
, (45)

где ∑
ρ1 (ρ) = 1

ρ

(
C

(1)
41

[
−3 cosω −

√
3 sinω

]
+ C

(1)
42

[√
3 cosω − 3 sinω

])
,∑

ρθ1 (ρ) = 4
√

3
ρ

[
−C(1)

41 sinω + C
(1)
42 cosω

]
, ω =

√
3 ln ρ.

(46)

Систему уравнений (46) представим в виде

C
(2)
41 M(α2) + C

(2)
42 N(α2) = P2,

C
(2)
41 (− sinω2) + C

(2)
42 cosω2 = Q2,

(47)

где

P2 = α2

[
Σρ1(α1) + 7

8 (H2 +H1)
]
,

Q2 = α2

√
3

12

[
Σρθ1(α1)− 1

4 (H2 +H1)
]
.

(48)

Из (35), (48) вытекает

C
(2)
41 = ∆12

∆2
= − 1

3 (P2 cosω −Q2 ·N(α2)) ,

C
(2)
41 = ∆22

∆2
= − 1

3 (P2 sinω +Q2 ·M(α2)) ,

∆2 = ∆1 = −3.

(49)

Справедливо

C
(2)
11

α2
cos θ =

C
(1)
11

α1
cos θ − c2α2 cos θ,

C̄
(2)
11

α2
sin θ =

C̄
(1)
11

α1
sin θ − d2α2 sin θ.

(50)

Из (50) получаем

C
(2)
11 = −c1α1α2 − c2α2

2 = −α2 (c1α1 + c2α2) ,

C̄
(2)
11 = −d1α1α2 − d2α

2
2 = −α2 (d1α1 + d2α2) .

(51)

Из (17), (26)–(28), (43)–(51) компоненты напряженного состояния σ(1)
ρ2 , σ

(1)
θ2 , τ

(1)
ρθ2 определе-

ны.
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С помощью метода математической индукции можно определить компоненты напряжений
σ

(1)
ρn , σ

(1)
θn , τ

(1)
ρθn при условии, что компоненты σ

(1)
ρn−1, σ

(1)
θn−1, τ

(1)
ρθn−1 определены.

Аналогично (44) получим

C
(n)
00 = −Gn lnαn −Gn−1 lnαn−1 −Gn−2 lnαn−2 − ...−G1 lnα1 = −

n∑
i=1

Gi lnαi. (52)

Условие сопряжения решений на границе n-го слоя трубы

σ(I)
ρn = σ

(I)
ρn−1, τ

(I)
ρn = τ

(I)
ρn−1 при ρ = αn. (53)

Из (26), (28), аналогично (49), будем иметь

C
(n)
41 M(αn) + C

(n)
42 N(αn) = Pn−1,

C
(n)
41 (− sinωn) + C

(n)
42 cosωn = Qn−1,

(54)

где

Pn = αn

[∑
ρn (αn) + 7

8 (Hn +Hn−1 + ...+H1)
]
,

Qn = αn
√

3
12

[∑
ρθn (αn)− 1

4 (Hn +Hn−1 + ...+H1)
]
,

(55)

∑
ρn (ρ) = 1

ρ

(
C

(n)
41

[
−3 cosωn −

√
3 sinωn

]
+ C

(n)
42

[√
3 cosωn − 3 sinωn

])
,∑

ρθn (ρ) = 4
√

3
ρ

[
−C(n)

41 sinωn + C
(n)
42 cosωn

]
.

(56)

По аналогии с (49) получим

C
(n)
41 = ∆1n

∆n
= − 1

3 (Pn−1 cosωn−1 −Qn−1N (αn)) ,

C
(n)
42 = ∆2n

∆n
= − 1

3 (Pn−1 sinωn−1 −Qn−1M (αn)) ,

∆1 = ∆2 = ... = ∆n = −3,

(57)

где Pn, Qn определены при известных значениях σ(1)
ijn−1.

Аналогично (51)

C
(n)
11 = −αn

(
n∑
i=1

ciαi

)
,

C̄
(n)
11 = −αn

(
n∑
i=1

diαi

)
.

(58)

Компоненты напряжений σ(1)
ρn , σ

(1)
θn , τ

(1)
ρθn определяются согласно (21)–(58).

Таким образом, из (26)–(50) следует, что свойство анизотропии последовательно оказывают
влияние на напряженное состояние последующих слоев: напряженное состояние в “n-ом” слое
будет зависеть от свойств анизотропии всех предыдущих n-1 слоев.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Ивлев, Д. Д. Метод возмущений в теории упругопластического тела / Д. Д. Ивлев,

Л. В. Ершов. – М. : Наука, 1978. – 208 с.
[2] Ивлев, Д. А. О предельном состоянии слоистых круговых цилиндров из анизотропно-

го материала под действием внутреннего давления / Д. А. Ивлев // Вестник Чувашского
государственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика пре-
дельного состояния. – 2010. – № 2 (66). – С. 57–63.

[3] Ивлев, Д. Д. О диссипативной функции в теории трансляционной идеальнопластиче-
ской анизотропии при кручении / Д. Д. Ивлев, Б. Г. Миронов // Вестник Чувашского государ-
ственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного
состояния. – 2012. – № 1 (10). – С. 60–62.



ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ МНОГОСЛОЙНОЙ 65

[4] Ивлев, Д. Д. О диссипативной функции в теории трансляционной идеальнопластиче-
ской анизотропии в случае плоской деформации / Д. Д. Ивлев, Л. А. Максимова, Б. Г. Миро-
нов // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яко-
влева. Серия: Механика предельного состояния. – 2012. – № 1 (10). – С. 63–65.

[5] Ивлев, Д. Д. О диссипативной функции в теории трансляционной идеальнопластиче-
ской анизотропии при обобщении условия пластичности Мизеса / Д. Д. Ивлев, Л. А. Макси-
мова, С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государственного педагогического университета
им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2012. – № 1 (10). – С. 66–69.

[6] Ивлев, Д. Д. Вопросы теории идеальнопластической трансляционной анизотропии
/ Д. Д. Ивлев // Вестник Чувашского государственного педагогического университета
им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2011. – № 1 (8). – С. 101–
106.

[7] Ивлев, Д. Д. К теории идеальной трансляционной пластической анизотропии /
Д. Д. Ивлев, Л. А. Максимова, Б. Г. Миронов // Вестник Чувашского государственного
педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.
– 2011. – № 1 (8). – С. 107–110.

[8] Кержаев, А. П. Упругопластическое состояние двухслойной толстостенной трубы, нахо-
дящейся под действием внутреннего давления, при трансляционной анизотропии / А. П. Кер-
жаев // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яко-
влева. Серия : Механика предельного состояния. – 2013. – № 2 (15). – С. 71–81.

[9] Максимова, Л. А. Об упругопластическом состоянии неоднородной трубы, находящейся
под действием внутреннего давления / Л. А. Максимова // Вестник Чувашского государ-
ственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева. Серия : Механика предельного
состояния. – 2007. – № 2. – С. 91–95.

[10] Никитин, А. В. Предельное состояние слоистой трансляционно-анизотропной трубы
/ А. В. Никитин, С. В. Тихонов // Материалы VIII Всероссийской конференции по механике
деформируемого твердого тела (Чебоксары, 16–21 июня 2014 г.): в 2 ч. Ч. 2. – 2014. – С. 101–
104.

[11] Никитин, А. В. Упругопластическое состояние трансляционно – анизотропной линей-
но – неоднородной трубы, находящейся под действием внутреннего давления / А. В. Никитин,
С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им.
И. Я. Яковлева. – 2013. – № 4 (80). – С. 148–155.

[12] Никитин, А. В. Влияние нелинейной неоднородности материала на упругопластиче-
ское состояние толстостенной трубы под воздействием внутреннего давления при трансляци-
онной анизотропии / А. В. Никитин, С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государственного
педагогического университета им. И. Я. Яковлева. – 2013. – № 4 (80). – С. 137–147.

[13] Тихонов, С. В. О двуосном растяжении плоскости из упругопластического неоднород-
ного материала / С. В. Тихонов // Вестник Чувашского государственного педагогического
университета им. И. Я. Яковлева. Серия : Механика предельного состояния. – 2007. – № 2. –
С. 161–168.

Никитин Андрей Витальевич,
аспирант кафедры математического анализа, Чувашский государственный педагогический
университет им. И.Я.Яковлева, г. Чебоксары

e-mail: ligalas5@mail.ru

Миронов Борис Гурьевич,
доктор физико-математических наук, профессор, Чувашский государственный педагогиче-
ский университет им. И. Я. Яковлева, г. Чебоксары

e-mail: strangcheb@mail.ru



66 А. В. НИКИТИН, Б. Г. МИРОНОВ

A.V.Nikitin, B.G.Mironov

LIMIT CONDITION OF A MULTILAYERED ANISOTROPIC THICK-WALLED
PIPE

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The multilayered thick-walled pipe which is under the influence of internal pressure is
considered. It is supposed that each layer possesses the properties of anisotropy keeping value of
a limit of fluidity to constants along parallel straight lines. The algorithm of definition of a limit
tension is developed for any number of layers. In work [2] the limit condition of layered circular
cylinders is investigated. Concept transmitting anisotropy was considered in works [3]–[7]. In work
[8] the elasto-plastic condition of a two-layer transmitting and anisotropic pipe is investigated.
The limit condition of a layered pipe with transmitting anisotropy was investigated also in [11]. In
[10] authors it is studied elasto-plastic a condition of a pipe which limit of fluidity keeps constant
value along parallel straight lines. The case when the limit of fluidity keeps constant value along
concentric ellipses, is considered in [12].

Keywords: stress, ductility, translational anisotropy, pipe layer.
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А.И.Шашкин, И.И.Переяславская

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ ДЛЯ
НАХОЖДЕНИЯ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ

УПРУГОГО ЦИЛИНДРА С УЧЕТОМ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

Воронежский государственный университет, г. Воронеж

Аннотация. В статье рассматривается задача о нахождении напряженно-деформированного
состояния упругого цилиндра, находящегося под действием всестороннего осесимметричного
давления внешней среды и силы тяжести. Решение проводится в перемещениях, которые
представляются быстрыми разложениями, что позволяет в дальнейшем от решения системы
дифференциальных уравнений переходить к решению системы алгебраических уравнений
относительно неизвестных коэффициентов разложений.

Ключевые слова: упругий цилиндр, напряженно-деформированное состояние, учет силы
тяжести, граничная функция,быстрые разложения.

УДК: 539.371

Постановка задачи. Рассматривается упругий цилиндр радиуса r = a, лежащий на
жестком основании. На внешнем контуре приложена распределенная нагрузка интенсивно-
стью p. Вес тела приложен в центре инерции. Решение задачи о нахождении напряженно-
деформированного состояния цилиндра может быть выполнено в рамках плоской деформа-
ции.

Запишем основные соотношения в цилиндрической системе координат. Используя закон
Гука и соотношения Коши, получим уравнения равновесия в форме Ламе:

(λ+ 2µ)
∂2U

∂r2
+

(λ+ µ)

r

∂2V

∂r∂θ
− (λ+ 3µ)

r2

∂V

∂θ
+

+
µ

r2

∂2U

∂θ2
+

(λ+ 2µ)

r

∂U

∂r
− (λ+ 2µ)

r2
U = γ sin θ,

µ
∂2V

∂r2
+
µ

r

∂V

∂r
− µ

r2
V +

1

r

(
1

r
+ λ

)
∂2U

∂r∂θ
+

+
(λ+ 2µ)

r2

∂2V

∂θ2
+

1

r

(
(λ+ µ)

r2
+ 1

)
∂U

∂θ
= γ cos θ,

(1)

где γ – объемная сила [1], U(r, θ), V (r, θ) – компоненты радиального и окружного перемеще-
ний.

Центр цилиндра является особой точкой, поэтому, исходя из физических соображений,
будем считать, что перемещения и напряжения являются ограниченными функциями [2]:
|σr, σθ, τrθ, U, V | <∞ , U(r, θ), V (r, θ) ∈ L4

2(Ω), Ω = (0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π).
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Обозначим границу области определения, равную 2π через θ0. Тогда

θ = 0 : σθ(r, θ) = G1(r), τrθ(r, θ) = G2(r),

θ = θ0 : σθ(r, θ) = G3(r), τrθ(r, θ) = G4(r).
(2)

Считаем, что Gi(r), i = 1..4 удовлетворяют условиям гладкости и ограниченности. Помимо
этого, можно считать, что в центре цилиндра компонента перемещений V (r, θ) = 0,а U(r, θ)
достигает экстремума.

На внешней границе r = a заданы нормальные и касательные напряжения:

σr(r, θ) = F1(θ), τrθ(r, θ) = F2(θ). (3)

Таким образом, приходим к краевой задаче (1) со смешанными граничными условиями (2)
и (3).

Поиск решения с помощью метода быстрых разложений. Используем разложения
по углу θ. Компоненты перемещений представим в следующем виде [3]:

U = M2 +

N∑
m=1

Um(r) sin

(
mπ

θ

θ0

)
, V = M3 + v0(r) +

N∑
m=1

Vm(r) cos

(
mπ

θ

θ0

)
, (4)

где N — число рассматриваемых членов в рядах Фурье, M2 и M3 – граничные функции,
которые имеют вид

M2 = A1(r)

(
1− θ

θ0

)
+A2(r)

θ

θ0
+A3(r)×

×
(
θ2

2
− θ3

6θ0
− θθ0

3

)
+A4(r)

(
θ3

6θ0
− θθ0

6

)
, (5)

M3 = B1(r)

(
θ − θ2

2θ0

)
+B2(r)

θ2

2θ0
+B3(r)×

×
(
θ3

6
− θ4

24θ0
− θ2θ0

6

)
+B4(r)

(
θ4

24θ0
− θ2θ0

12

)
,

A1(r) = U(r, 0), A2(r) = U(r, θ0), A3(r) = Uθθ(r, 0), A4(r) = Uθθ(r, θ0), (6)
B1(r) = V (r, 0), B2(r) = V (r, θ0), B3(r) = Vθθ(r, 0), B4(r) = Vθθ(r, θ0).

Данное представление приводит к наиболее удобной вычислительной схеме, т. к. в первом
уравнении системы производная от функции U по θ – вторая, а от V по θ – первая, во втором
уравнении наоборот – от V по θ – вторая, а отU по θ – первая. Тогда, при использовании
для U синус-разложения и косинус-разложения для V , мы получим старшие производные от
этих разложений по синусам в первом уравнении и по косинусам – во втором. Метод быстрых
разложений, использование граничных функций, а так же быстрая сходимость рядов Фурье
подробно рассмотрены в работах [4], [5], [6], [7].

После подстановки (4) и (5) в уравнения равновесия (1) мы получим следующую систему:
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(λ+ 2µ)[∂
2A1(r)
∂r2 (1− θ

θ0
) + ∂2A2(r)

∂r2
θ
θ0

+ ∂2A3(r)
∂r2 ( θ

2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 )+

+∂2A4(r)
∂r2 ( θ

3

6θ0
− θθ0

6 ) +
N∑
m=1

∂2Um(r)
∂r2 sin(mπ θ

θ0
)] + (λ+µ)

r [∂B1(r)
∂r (1−

− θ
θ0

) + ∂B2(r)
∂r

θ
θ0

+ ∂B3(r)
∂r ( θ

2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 ) + ∂B4(r)
∂r ( θ

3

6θ0
− θθ0

6 )+

+
N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r

mπ
θ0

sin(mπ θ
θ0

)]− (λ+3µ)
r2 [B1(r)(1− θ

θ0
) +B2(r) θθ0 +

+B3(r)( θ
2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 ) +B4(r)( θ
3

6θ0
− θθ0

6 )−
N∑
m=1

Vm(r)mπθ0 sin(mπ θ
θ0

)]+

+ µ
r2 [A3(r)(1− θ

θ0
) +A4(r) θθ0 −

N∑
m=1

Um(r)
(
mπ
θ0

)2

sin(mπ θ
θ0

)] + (λ+2µ)
r ×

×[∂A1(r)
∂r (1− θ

θ0
) + ∂A2(r)

∂r
θ
θ0

+ ∂A3(r)
∂r ( θ

2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 ) + ∂A4(r)
∂r ( θ

3

6θ0
−

− θθ06 ) +
N∑
m=1

∂Um(r)
∂r sin(mπ θ

θ0
)]− (λ+2µ)

r2 [A1(r)(1− θ
θ0

) +A2(r) θθ0 +

+A3(r)( θ
2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 ) +A4(r)( θ
3

6θ0
− θθ0

6 ) +
N∑
m=1

Um(r) sin(mπ θ
θ0

)]−

−γ sin θ = 0,

(7)

µ[∂
2B1(r)
∂r2 (θ − θ2

2θ0
) + ∂2B2(r)

∂r2
θ2

2θ0
+ ∂2B3(r)

∂r2 ( θ
3

6 −
θ4

24θ0
− θ2θ0

6 ) + ∂2B4(r)
∂r2 ×

×( θ4

24θ0
− θ2θ0

12 ) + ∂2v0(r)
∂r2 +

N∑
m=1

∂2Vm(r)
∂r2 cos(mπ θ

θ0
) + µ

r [∂B1(r)
∂r (θ − θ2

2θ0
)+

+∂B2(r)
∂r

θ2

2θ0
+ ∂B3(r)

∂r ( θ
3

6 −
θ4

24θ0
− θ2θ0

6 ) + ∂B4(r)
∂r ( θ4

24θ0
− θ2θ0

12 ) + ∂v0(r)
∂r +

+
N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r cos(mπ θ

θ0
)]− µ

r2 [B1(r)(θ − θ2

2θ0
) +B2(r) θ

2

2θ0
+B3(r)( θ

3

6 −

− θ4

24θ0
− θ2θ0

6 ) +B4(r)( θ4

24θ0
− θ2θ0

12 ) + v0(r) +
N∑
m=1

Vm(r) cos(mπ θ
θ0

)]+

+ 1
r ( 1
r + λ)[−∂A1(r)

∂r
1
θ0

+ ∂A2(r)
∂r

1
θ0

+ ∂A3(r)
∂r (θ − θ2

2θ0
− θ0

3 ) + ∂A4(r)
∂r ×

×( θ
2

2θ0
− θ0

6 ) +
N∑
m=1

∂Um(r)
∂r

mπ
θ0

cos(mπ θ
θ0

)] + (λ+2µ)
r2 [−B1(r) 1

θ0
+B2(r) 1

θ0
+

+B3(r)(θ − θ2

2θ0
− θ0

3 ) +B4(r)( θ
2

2θ0
− θ0

6 )−
N∑
m=1

Vm(r)
(
mπ
θ0

)2

cos(mπ θ
θ0

)]+

+ 1
r ( (λ+µ)

r2 + 1)[−A1(r) 1
θ0

+A2(r) 1
θ0

+A3(r)(θ − θ2

2θ0
− θ0

3 ) +A4(r)( θ
2

2θ0
− θ0

6 )+

+
N∑
m=1

Um(r)
(
mπ
θ0

)
cos(mπ θ

θ0
)]− γ cos θ = 0.

(8)

В полученных уравнениях 9 + 2N неизвестных функций:{
A1(r), A2(r), A3(r), A4(r), U1(r), ..., UN (r),
B1(r), B2(r), B3(r), B4(r), V1(r), ..., VN (r), v0(r)

}
. (9)

Эти функции зависят только от переменной r . Применим теперь к уравнениям (7) и (8)
операторы быстрых разложений: для первого уравнения будем использовать оператор синус-
разложения нулевого порядка, для второго – оператор косинус-разложения первого порядка.

Положим в (7) угол θ = 0:

(λ+ 2µ)
∂2A1(r)

∂r2
+

(λ+ µ)

r

∂B1(r)

∂r
− (λ+ 3µ)

r2
B1(r)+ (10)

+
µ

r2
A3(r) +

(λ+ 2µ)

r

∂A1(r)

∂r
− (λ+ 2µ)

r2
A1(r) = 0.
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Затем берем θ = θ0 :

(λ+ 2µ)
∂2A2(r)

∂r2
+

(λ+ µ)

r

∂B2(r)

∂r
− (λ+ 3µ)

r2
B2(r)+ (11)

+
µ

r2
A4(r) +

(λ+ 2µ)

r

∂A2(r)

∂r
− (λ+ 2µ)

r2
A2(r)− γ sin θ0 = 0.

Теперь нам необходимо найти коэффициенты Фурье. Для этого нужно (7) умножить на
sin
(
pπ θ

θ0

)
,p = 1...N и проинтегрировать по θ ∈ [0; θ0]:

(λ+ 2µ)[∂
2A1(r)
∂r2 k1 + ∂2A2(r)

∂r2 k2 + ∂2A3(r)
∂r2 k3 + ∂2A4(r)

∂r2 k4+

+
N∑
m=1

∂2Um(r)
∂r2

θ0
π k5] + (λ+µ)

r [∂B1(r)
∂r k1 + ∂B2(r)

∂r k2 + ∂B3(r)
∂r k3+

+∂B4(r)
∂r k4 −

N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r mk5]− (λ+3µ)

r2 [B1(r)k1 +B2(r)k2+

+B3(r)k3 +B4(r)k4 −
N∑
m=1

Vm(r)mk5] + µ
r2 [A3(r)k1 +A4(r)k2−

−
N∑
m=1

Um(r)
(
m2π
θ0

)
k5] + (λ+2µ)

r [∂A1(r)
∂r k1 + ∂A2(r)

∂r k2 + ∂A3(r)
∂r k3+

+∂A4(r)
∂r k4 −

N∑
m=1

∂Um(r)
∂r

θ0
π k5]− (λ+2µ)

r2 [A1(r)k1 +A2(r)k2+

+A3(r)k3 +A4(r)k4 −
N∑
m=1

Um(r) θ0π k5] + γk = 0,

(12)

где величины ki, i = 1..5 представляют собой выражения

k1 =
θ0(pπ − sin(pπ))

(pπ)
2 ,

k2 =
θ0(sin(pπ)− pπ cos(pπ))

(pπ)
2 ,

k3 =
1

6

θ0
3((pπ)

2
sin(pπ)− 6pπ + 6 sin(pπ))

(pπ)
4 ,

k4 =
1

3

θ0
3((pπ)

2
sin(pπ) + 3pπ cos(pπ)− 3 sin(pπ))

(pπ)
4 , (13)

k5 =


m cos(mπ) sin(pπ)− p sin(mπ) cos(pπ)

m2 − p2
,m 6= p,

1

2

cos(pπ) sin(pπ)− pπ
p

,m = p,

k =


θ0(pπ cos(pπ) sin(θ0)− θ0 sin(pπ) cos(θ0)

(pπ)
2 − θ0

2
, θ0 6= pπ,

1

2
(cos(θ0) sin(θ0)− θ0) , θ0 = pπ.

Таким образом, в результате применения оператора быстрых синус-разложений нулевого
порядка мы получили N + 2 обыкновенных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим теперь применение оператора быстрых косинус-разложений. Положим в (8)
θ = 0:
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µ
∂2B1(r)

∂r2
+
µ

r

∂B1(r)

∂r
− µ

r2
B1(r) +

1

r

(
1

r
+ λ

)
∂A3(r)

∂r
+ (14)

+
(λ+ 2µ)

r2
B3(r) +

1

r

(
(λ+ µ)

r2
+ 1

)
A3(r) = 0.

Затем θ = θ0:

µ
∂2B2(r)

∂r2
+
µ

r

∂B2(r)

∂r
− µ

r2
B2(r) +

1

r

(
1

r
+ λ

)
∂A4(r)

∂r
+ (15)

+
(λ+ 2µ)

r2
B4(r) +

1

r

(
(λ+ µ)

r2
+ 1

)
A4(r) + γ sin θ0 = 0.

Коэффициенты Фурье, не входящие в сумму ряда, получим, проинтегрировав (8) по θ ∈
[0; θ0] :

µ
[
∂2B1(r)
∂r2

θ0
2

3 + ∂2B2(r)
∂r2

θ0
2

6 −
∂2B3(r)
∂r2

θ0
4

45 −
∂2B4(r)
∂r2

7θ0
4

360 + ∂2v0(r)
∂r2 θ0

]
+

+µ
r

[
∂B1(r)
∂r

θ0
2

3 + ∂B2(r)
∂r

θ0
2

6 −
∂B3(r)
∂r

θ0
4

45 −
∂B4(r)
∂r

7θ0
4

360 + ∂v0(r)
∂r θ0

]
−

− µ
r2

[
B1(r) θ0

2

3 +B2(r) θ0
2

6 −B3(r) θ0
4

45 −B4(r) 7θ0
4

360 + v0(r)θ0

]
+

+ 1
r ( 1
r + λ)

[
−∂A1(r)

∂r + ∂A2(r)
∂r

]
+ (λ+2µ)

r2 [−B1(r) +B2(r)] +

+ 1
r ( (λ+µ)

r2 + 1) [−A1(r) +A2(r)]− γ sin θ0 = 0.

(16)

Остальные коэффициенты Фурье получим, умножив (8) на cos
(
pπ θ

θ0

)
, p = 1..N и проин-

тегрировав по θ ∈ [0; θ0] :

µ[ 1
2
∂2B1(r)
∂r2 t1 + 1

2
∂2B2(r)
∂r2 t2 − 1

24
∂2B3(r)
∂r2 t3 − 1

24
∂2B4(r)
∂r2 t4+

+∂2v0(r)
∂r2 t5 −

N∑
m=1

∂2Vm(r)
∂r2

θ0
π t6] + µ

r
1
2
∂B1(r)
∂r t1 + 1

2
∂B2(r)
∂r t2−

− 1
24
∂B3(r)
∂r t3 − 1

24
∂B4(r)
∂r t4 + ∂v0(r)

∂r t5 −
N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r

θ0
π t6−

− µ
r2 [ 1

2B1(r)t1 + 1
2B2(r)t2 − 1

24B3(r)t3 − 1
24B4(r)t4+

+v0(r)t5 −
N∑
m=1

Vm(r)t6] + 1
r

(
1
r + λ

)
[−∂A1(r)

∂r
t5
θ0

+ ∂A2(r)
∂r

t5
θ0
−

−∂A3(r)
∂r

k3(pπ)
θ0

+ ∂A4(r)
∂r

k4(pπ)
θ0
−

N∑
m=1

∂Um(r)
∂r mt6]+

(λ+2µ)
r2 [−B1(r) t5θ0 +B2(r) t5θ0 +B3(r)k3(pπ)

θ0
+B4(r)k4(pπ)

θ0
+

N∑
m=1

Vm(r)m
2π
θ0
t6] + 1

r

(
(λ+µ)
r2 + 1

)
[−A1(r) t5θ0 +A2(r) t5θ0 +

+A3(r)k3(pπ)
θ0

+A4(r)k4(pπ)
θ0
−

N∑
m=1

Um(r)mt6]− γt = 0,

(17)

где величины ti, i = 1..6 представляют собой выражения

t1 =
θ0

2((pπ)
2

sin(pπ)− 2pπ + 2 sin(pπ))

(pπ)
3 ,

t2 =
θ0

2((pπ)
2

sin(pπ) + 2pπ cos(pπ)− 2 sin(pπ))

(pπ)
3 ,

t3 =
θ0

4((pπ)
4

sin(pπ) + 4(pπ)
2

sin(pπ)− 24pπ + 24 sin(pπ))

(pπ)
5 ,
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t4 =
θ0

4((pπ)
4

sin(pπ) + 8(pπ)
2

sin(pπ) + 24pπ cos(pπ)− 24 sin(pπ))

(pπ)
5 , (18)

t5 =
θ0

pπ
sin(pπ),

t6 =


p cos(mπ) sin(pπ)−m sin(mπ) cos(pπ)

m2 − p2
,m 6= p,

− 1

2

cos(pπ) sin(pπ) + pπ

p
,m = p,

t =


θ0(pπ sin(pπ) cos(θ0)− θ0 cos(pπ) sin(θ0)

(pπ)
2 − θ0

2
, θ0 6= pπ,

1

2
(cos(θ0) sin(θ0) + θ0) , θ0 = pπ.

Выражения (14)–(17) дают нам еще N + 3 уравнений.
Таким образом, мы получаем систему (10)–(12), (14)–(17), состоящую из 2N + 5 уравнений

с 2N + 9 неизвестными. Замкнем систему, используя разложения для граничных условий в
особой точке. Подставим разложения для функций U и V в выражения (2) для напряжений
σθ и τrθ . Получим еще четыре уравнения, замыкающие систему:

λ
∂A1(r)

∂r
+

(λ+ 2µ)

r
(B1(r) +A1(r)) = G1(r), (19)

µ

(
∂v0(r)

∂r
+

N∑
m=1

∂Vm(r)

∂r
− 1

r

(
v0(r) +

N∑
m=1

Vm(r)

)
+

1

r

[
−A1(r)

1

θ0
+

+ A2(r)
1

θ0
−A3(r)

θ0

3
−A4(r)

θ0

6
+

N∑
m=1

Um(r)

(
mπ

θ0

)])
= G2(r),

(20)

λ
∂A2(r)

∂r
+

(λ+ 2µ)

r
(B2(r) +A2(r)) = G3(r), (21)

µ[∂B1(r)
∂r

θ0
2 + ∂B2(r)

∂r
θ0
2 −

∂B3(r)
∂r

θ0
3

24 −
∂B4(r)
∂r

θ0
3

24 + ∂v0(r)
∂r

+
N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r cos(mπ)− 1

r [B1(r) θ02 +B2(r) θ02 −B3(r) θ0
3

24 −

−B4(r) θ0
3

24 + v0(r) +
N∑
m=1

Vm(r) cos(mπ)] + 1
r [−A1(r) 1

θ0
+

+A2(r) 1
θ0

+A3(r) θ06 +A4(r) θ03 +
N∑
m=1

Um(r)
(
mπ
θ0

)
cos(mπ)]] = G4(r).

(22)

Рассмотрим теперь граничные условия (3) на внешней границе r = a и используем предпо-
ложения относительно компонент перемещений в центре цилиндра. Применим к ним синус-
и косинус-разложения:

B1(r)

(
θ − θ2

2θ0

)
+B2(r)

θ2

2θ0
+B3(r)

(
θ3

6
− θ4

24θ0
− θ2θ0

6

)
+

+B4(r)

(
θ4

24θ0
− θ2θ0

12

)
+ v0(r) +

N∑
m=1

Vm(r) cos

(
mπ

θ

θ0

)
= 0,

(23)
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−A1(r)
1

θ0
+A2(r)

1

θ0
+A3(r)

(
θ − θ2

2θ0
− θ0

3

)
+

+A4(r)

(
θ2

2θ0
− θ0

6

)
+

N∑
m=1

Um(r)

(
mπ

θ0

)
cos

(
mπ

θ

θ0

)
= 0,

(24)

(λ+ 2µ)[∂A1(r)
∂r (1− θ

θ0
) + ∂A2(r)

∂r
θ
θ0

+ ∂A3(r)
∂r ( θ

2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 )+

+∂A4(r)
∂r ( θ

3

6θ0
− θθ0

6 ) +
N∑
m=1

∂Um(r)
∂r sin(mπ θ

θ0
)] + λ

r ([B1(r)(1− θ
θ0

)+

+B2(r) θθ0 +B3(r)( θ
2

2 −
θ3

6θ0
− θθ0

3 ) +B4(r)( θ
3

6θ0
− θθ0

6 )−

−
N∑
m=1

Vm(r)mπθ0 sin(mπ θ
θ0

)] + [A1(r)(1− θ
θ0

) +A2(r) θθ0 +A3(r)( θ
2

2 −

− θ3

6θ0
− θθ0

3 ) +A4(r)( θ
3

6θ0
− θθ0

6 ) +
N∑
m=1

Um(r) sin(mπ θ
θ0

)]) = F1(θ),

(25)

µ([∂B1(r)
∂r (θ − θ2

2θ0
) + ∂B2(r)

∂r
θ2

2θ0
+ ∂B3(r)

∂r ( θ
3

6 −
θ4

24θ0
− θ2θ0

6 )+

+∂B4(r)
∂r ( θ4

24θ0
− θ2θ0

12 ) + ∂v0(r)
∂r +

N∑
m=1

∂Vm(r)
∂r cos(mπ θ

θ0
)]−

− 1
r [B1(r)(θ − θ2

2θ0
) +B2(r) θ

2

2θ0
+B3(r)( θ

3

6 −
θ4

24θ0
− θ2θ0

6 )+

+B4(r)( θ4

24θ0
− θ2θ0

12 ) + v0(r) +
N∑
m=1

Vm(r) cos(mπ θ
θ0

)] + 1
r [−A1(r) 1

θ0
+

+A2(r) 1
θ0

+A3(r)(θ − θ2

2θ0
− θ0

3 ) +A4(r)( θ
2

2θ0
− θ0

6 )+

+
N∑
m=1

Um(r)
(
mπ
θ0

)
cos(mπ θ

θ0
)]) = F2(θ).

(26)

К (25) применим оператор быстрых синус-разложений, к (23), (24) и (26) – оператор
косинус-разложений. В итоге получим систему из 4N + 11 уравнений:

v0(0) +

N∑
m=1

Vm(0) = 0, (27)

B1(0)
θ0

2
+B2(0)

θ0

2
−B3(0)

θ0
3

24
−B4(0)

θ0
3

24
+ v0(0) +

N∑
m=1

Vm(0) cos(mπ) = 0, (28)

B1(0)
θ0

2

3
+B2(0)

θ0
2

6
−B3(0)

θ0
4

45
−B4(0)

7θ0
4

360
+ v0(0)θ0 = 0, (29)

1

2
t1B1(0) +

1

2
t2B2(0)− 1

24
t3B3(0)− 1

24
t4B4(0) + v0(0)t5 −

θ0

π
t6 = 0, (30)

−A1(0)
1

θ0
+A2(0)

1

θ0
−A3(0)

θ0

3
−A4(0)

θ0

6
+

N∑
m=1

Um(0)

(
mπ

θ0

)
= 0, (31)

−A1(0)
1

θ0
+A2(0)

1

θ0
+A3(0)

θ0

6
+A4(0)

θ0

3
+

N∑
m=1

Um(0)

(
mπ

θ0

)
cos(mπ) = 0, (32)

−A1(0) +A2(0) = 0, (33)

−A1(0)
t5
θ0

+A2(0)
t5
θ0

+A3(0)
pπ

θ0
k3 +A4(0)

pπ

θ0
k4 −

N∑
m=1

Um(0)mt6 = 0, (34)
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(λ+ 2µ)
∂A1(a)

∂r
+
λ

r
(B1(a) +A1(a)) = F1(0), (35)

(λ+ 2µ)
∂A2(a)

∂r
+
λ

r
(B2(a) +A2(a)) = F1(θ0), (36)

(λ+ 2µ)

[
∂A1(a)
∂r k1 + ∂A2(a)

∂r k2 + ∂A3(a)
∂r k3 + ∂A4(a)

∂r k4 −
N∑
m=1

∂Um(a)
∂r

θ0
π k5

]
+

+λ
a (

[
B1(a)k1 +B2(a)k2 +B3(a)k3 +B4(a)k4 +

N∑
m=1

Vm(a)k5

]
+

+

[
A1(a)k1 +A2(a)k2 +A3(a)k3 +A4(a)k4 −

N∑
m=1

Um(a) θ0π k5

]
) =

=
θ0∫
0

F1(θ) sin(pπ θ
θ0

)dθ,

(37)

µ(
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∂r
+
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]
− 1

a

[
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+
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+
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1
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θ0

3
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6
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(
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(38)
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(39)
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Представим теперь 2N + 9 неизвестных функций (9) в виде быстрых разложений:

Ai(r) = Ai(0)(1− r

a
) +Ai (a)

r

a
+
∂2Ai(0)

∂r2
(
r2

2
− r3
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3
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+
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(
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6
) +

N∑
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Aim sin(
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a
), i = 1..4,
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2
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3
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(
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6
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V im sin(
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a
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(42)

Ui(r) = Ui(0)(1− r

a
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a
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2
− r3

6a
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3
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+
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6
) +

N∑
m=1

U im sin(
mπr

a
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a
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a
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2
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Разложение каждой неизвестной функции содержит четыре неизвестных значения соот-
ветствующей функции и ее второй производной в точках r = 0, r = a и N неизвестных
констант, являющихся коэффициентами суммы, где верхний индекс – номер раскладывае-
мой функции, нижний индекс – порядковый номер коэффициента. Например, в разложении
A1(r) константы Ai(0) = A1(0), Ai(a) = A1(a) – значения функции в крайних точках обла-
сти r ∈ [0, a] ,∂

2Ai(0)
∂r2 = ∂2A1(0)

∂r2 , ∂2Ai(a)
∂r2 = ∂2A1(a)

∂r2 – значения вторых производных в этих
же точках, A1

1, A
1
2, ..., A

1
N – коэффициенты ряда Фурье. Подставим эти разложения в систему

(10)–(12), (14)–(17), (19)–(22). Применяя к уравнениям системы операторы быстрых разложе-
ний по переменной r, придем к системе (2N+9)(4+N) алгебраических уравнений с таким же
количеством неизвестных констант разложений (42), решив которую, получим единственное
решение в перемещениях.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Матвеев, С. В. Упругопластическое состояние среды, ослабленной горизонтальной ци-

линдрической полостью, с учетом силы тяжести / С. В. Матвеев // Вестник СамГУ. Есте-
ственнонаучная серия. – 2007. – № 2 (52). – С. 107–114.

[2] Шаров,А.В. О напряжениях в режущем инструменте / А. В. Шаров , А. Д. Чернышов
// Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механики : сб. трудов
Международной конференции, Воронеж, 20–22 сентября 2010 г. – Воронеж : Издательско-
полиграфический центр Воронежского государственного университета, 2010. – С. 413–416.

[3] Чернышов,А.Д. Применение метода быстрых разложений при рассмотрении матема-
тической модели клиновидного режущего инструмента / А. Д. Чернышов, Н. А. Чернышов
// Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механики : сб. трудов



ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ... 77

Международной конференции, Воронеж, 12–14 декабря 2013 г. – Воронеж : Издательско-
полиграфический центр Воронежского государственного университета, 2013.

[4] Чернышов,А.Д. Быстрые ряды Фурье / А. Д. Чернышов // Актуальные проблемы при-
кладной математики, информатики и механики : сб. трудов Международной конференции,
Воронеж, 20–22 сентября 2010. – Воронеж : Издательско-полиграфический центр Воронеж-
ского государственного университета, 2010. – С. 388–393.

[5] Чернышов,А.Д. Улучшеные ряды Фурье и граничные функции / А. Д. Чернышов //
Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и механики : сб. трудов Меж-
дународной конференции, Воронеж, 22–24 июня 2009 г. : в 2 ч. Ч. 2. – Воронеж : Издательско-
полиграфический центр Воронежского государственного университета, 2009. – С. 236–238.

[6] Чернышов,А.Д. О применении быстрых разложений для решения нелинейных задач
механики / А. Д. Чернышов // Актуальные проблемы прикладной математики, информатики
и механики : сб. трудов Международной конференции, Воронеж, 26–28 сентября 2011 г. – Во-
ронеж : Издательско-полиграфический центр Воронежского государственного университета,
2011. – С. 412–416.

[7] Чернышов,А.Д. Оператор быстрых разложений и теорема единственности быстрых
разложений / А. Д. Чернышов // Актуальные проблемы прикладной математики, информа-
тики и механики : сб. трудов Международной конференции, Воронеж, 26–28 ноября 2012 г. : в
2 ч. Ч. 1. – Воронеж : Издательско-полиграфический центр Воронежского государственного
университета, 2012. – С. 401–405.

Шашкин Александр Иванович,
доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафедрой математического и
прикладного анализа, Воронежский государственный университет, г. Воронеж

e-mail: shashkin@amm.vsu.ru

Переяславская Ирина Игоревна,
аспирант кафедры математического и прикладного анализа, Воронежский государственный
университет, г. Воронеж

e-mail: irika5319@yandex.ru



78 А.И. ШАШКИН, И. И.ПЕРЕЯСЛАВСКАЯ

A. I. Shashkin, I. I. Pereyaslavskaya

APPLICATION OF THE METHOD OF FAST DECOMPOSITIONS FOR
FINDING THE STRESS-STRAIN STATE OF AN ELASTIC CYLINDER UNDER

THE ACTION OF FORCE OF GRAVITY

The Voronezh State University

Abstract. In this article the problem of finding the stress-strain state of an elastic cylinder under
the action of comprehensive axisymmetric pressure and force of gravity is considered.Solution is
performed in displacements, which represented by fast decompositions. It allows to transfer from
solving of the system of differential equations to solving of the system of algebraic equations
regarding to the unknown coefficients of decompositions.

Keywords: elastic cylinder,stress-strain state, action of force of gravity,boundary function, fast
decompositions .
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А.В.Башкатов, В. Г.Теличко, А.А.Трещев

МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО
СОСТОЯНИЯ КОНСТРУКЦИЙ ИЗ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА И

ПОЛИМЕРБЕТОНА С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ АГРЕССИВНОЙ СРЕДЫ

Тульский государственный университет

Аннотация. Рассматривается построение математической модели деформирования железо-
бетонной плиты с полимербетонным слоем под действием агрессивной среды. В статье исполь-
зована математическая модель модификации гибридного конечного элемента для расчета ар-
мированных железобетонных плит. Приводятся инкрементальные уравнения, связывающие
приращения напряжений с приращениями деформаций.

Ключевые слова: математическая модель, агрессивная среда, метод конечных элементов,
гибридный конечный элемент, изгиб железобетонных армированных плит, полимербетонный
защитный слой, приращения напряжений, приращения деформаций.

УДК: 539.3

Одним из самых опасных факторов, воздействующих на железобетонные конструкции раз-
личных зданий и сооружений, является агрессивная эксплуатационная среда. В связи с этим
актуальна задача по разработке математической модели деформирования железобетонной
плиты с полимербетонным слоем под действием агрессивной среды (см. рис.1).

Рис. 1. Схема рассматриваемой плиты

1 – железобетонный слой плиты, 2 – армирование плиты, 3 – полимербетонный слой, 4
– срединная поверхность, q – равномерно распределенная нагрузка, с – агрессивная среда,

Поступила 20.10.2014
80



НДС КОНСТРУКЦИЙ ИЗ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА 81

δ1 – толщина полимербетонного слоя, δ2 – толщина железобетонного слоя, h – полная тол-
щина плиты, a1 – толщина армированного слоя, a2 – толщина защитного слоя бетона для
арматурной сетки.

Решать подобного рода задачу предлагается используя модификации гибридных КЭ с тре-
мя степенями свободы в узле, разработанные Р.Куком в [1]. Использование данных КЭ поз-
воляет уйти от прогрессирующего возрастания изгибной жесткости, возникающей при ис-
пользовании изопараметрических КЭ, учитывающих деформации поперечного сдвига [2]. Но
непосредственное применение разработанных Р. Куком гибридных конечных элементов к рас-
чету железобетонных пространственных конструкций некорректно. Это обусловливается тем,
что они не учитывают продольные усилия и перемещения в срединной плоскости, а также не
дают возможности определить вектор обобщенных сил {M} в центре КЭ достаточно просто
и точно, как того требует задача. В связи с этим предлагается использовать модификацию
гибридных КЭ с пятью степенями свободы в узле и матрицей жесткости, полученной непо-
средственно для произвольного плоского треугольного элемента [3].

Используя матрицу некоторых функций от координат точки элемента [P ] и вектор ко-
эффициентов, требующих определения {β} при построении матрицы жесткости конечного
элемента, получаем следующее выражение для вектора обобщенных сил [3]:

{M} = [P ] {β} . (1)

Следовательно, вектор обобщенных деформаций будет иметь вид

{ε} = [D]
−1 {M} = [E] {M} , (2)

где [E] -– матрица податливости. Зная, что матрица податливости представляет собой инте-
грал по толщине плиты, получаем выражение для энергии деформации по объему КЭ как
интеграл по его площади:

U =
1

2

∫
S

{M}T [E] {M} dS. (3)

П. Тонгом и Т. Пианом в работах [4], [5] показано, что конечные элементы данного класса
основаны на функционале вида

П =
∑
n

Un − ∫
Vn

{Φ}T {t} dS +

∫
S

{
Φ̄
}T {t} dS

, (4)

где Vn – граница объема элемента; S – часть Vn, подвергнутая действию внешнего вектора
сил

{
Φ̄
}
; n – количество элементов; {t} – граничные перемещения, связанные с узловыми

перемещениями {q} выражением
{t} = [L] {q} . (5)

Вектор сил на границе элемента {Φ} определяется из уравнения (4):

{Φ} = [R] {β} , (6)

где [R] – матрица [P ] для контура Vn элемента, [L] – матрица связи узловых и граничных
перемещений.

Подставив выражения (1), (3), (5), (6) в уравнение (4), получаем функционал вида

=
∑
n

(
1

2
{β}T [H] {β} − {β}T [T ] {q}+ {Φ0}T {q}

)
, (7)

где

[H] =

∫
S

[P ]
T

[E] [P ] dS; (8)

[T ] =

∫
Vn

[R]
T

[L] dS; (9)
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{Φ0}T =

∫
S

{
Φ̄
}

[L] dS. (10)

После определения вариаций функционала (7) по параметрам {β}, {q} и приравнивая эти
вариации к нулю, можно получить выражение вида [1]∑

n

[T ]
T

[H]
−1

[T ] {q} =
∑
n

{Φ0} , (11)

из которого выделяется матрица жесткости элемента

[K] = [T ]
T

[H]
−1

[T ] . (12)

При определении вариации функционала (7) по неизвестным коэффициентам {β} устанав-
ливается связь этих коэффициентов с узловыми перемещениями:

{β} = [H]
−1

[T ] {q} . (13)

Подставляя зависимости (13) в соотношения (1), получаем следующие равенство:

{M} = [P ] [H]
−1

[T ] {q} . (14)

Таким образом, после вычисления узловых перемещений вектор обобщенных сил {M}
определен.

Представим вектор обобщенных сил через неизвестные коэффициенты {β} в виде

M11 = β1 + β4x1 + β9x2; M22 = β2 + β5x2 + β10x1; M12 = β3 + β12x1 + β11x2;
Q1 = β4 + β11; Q2 = β5 + β12; N11 = β6; N22 = β7; N12 = β8.

(15)

Используя уравнение (1), получаем матрицу [P ] функций M11...N12 от координат точки
элемента (16):

[P ] =



1 0 0 x1 0 0 0 0 x2 0 0 0
0 1 0 0 x2 0 0 0 0 x1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 x2 x1

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


, (16)

где M11...N12 – усилия, возникающие в КЭ (см. рис. 3).
Вектор β при этом имеет вид

{β} = {β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8 β9 β10 β11 β12}T . (17)

Подставляя матрицу [P ] в соотношение (8) и учитывая известные выражения для интегралов
по площади треугольника, получим выражения для элементов квадратной матрицы двена-
дцатого порядка [H].

Рассмотрим условия равновесия элементарного треугольника ABC, приведенного на рис.
2, и получим следующие равенства:

M̄11 = M11Cij +M12Sij ; M̄22 = −M22Sij −M12Cij ; N̄11 = N11Cij +N12Sij ;
N̄22 = N22Sij +N12Cij ; Q̄ = Q1Cij +Q2Sij , Cij = cosϕij ; Sij = sinϕij .

(18)

С учетом зависимостей (18), определим работу распределенных вдоль стороны i− j (рис.
3) сил и моментов следующим образом:

Aij = Lij
∫ 1

0
[(Q1Cij +Q2Sij)w − (M12Cij +M22Sij)ψ1 + (M12Sij +M11Cij)ψ2+

+ (N11Cij +N12Sij)u1 + (N22Sij +N12Cij)u2] dξ,
(19)

где ξ = l/Lij – безразмерная координата, измеряемая вдоль стороны конечного элемента i−j.
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Рис. 2. Схема треугольного конечного элемента в плоскости x10x2

Рис. 3. Схема усилий и перемещений на стороне конечного элемента
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Работа усилий и моментов, совершаемая на соответствующих перемещениях вдоль всего
контура треугольного КЭ, определяется суммой

A = A12 +A23 +A31 (20)

Если задать вектор перемещений в i-ом узле конечного элемента в следующем виде:

{qi} = {wi ψ1i ψ2i u1i u2i}T = {qi1 qi2 qi3 qi4 qi5}T , (21)

то получаем вектор узловых перемещений всего КЭ:

{q} = {q1 q2 q3 ... q15}T . (22)

Аппроксимацию граничных перемещений в зависимости от узловых перемещений примем
в следующей форме [3]:

w = [(1− ξ) ξ] {wi wj}+ Lijξ (1− ξ) (θi − θj) /2;
ψ1 = [(1− ξ) ξ] {ψ1i ψ1j} ; ψ2 = [(1− ξ) ξ] {ψ2i ψ2j} ;
u1 = [(1− ξ) ξ] {u1i u1j} ; u2 = [(1− ξ) ξ] {u2i u2j} ,

(23)

где θi = ψ1icij + ψ2iSij ; θj = ψ1jcij + ψ2jSij ; Lij – длина стороны i− j.
Представим текущие координаты x1, x2 на стороне i− j через координаты узлов в виде

x1 = x1i − Lijξsij ; x2 = x2i + Lijξ cij . (24)

Используя зависимости (15), (19), (23), (24) и подставляя их в уравнение (20), учитывая при
этом апроксимации (22) и выделяя векторы {β}T , {q}, получим выражения для элементов
матрицы [T ] размера 12×15.

Задачи изгиба железобетонных плит, независимо от геометрической конфигурации, будем
рассматривать в условиях активной деформации и простого нагружения. При этом будет
использоваться потенциал деформаций (25), предложенный в работе [6], в «рамки» которого
укладываются упругопластические свойства бетона как нелинейного материала:

W1 = (Ae +Beξ)σ
2 + (Ce +Deξ + Eeη cos 3ϕ) τ2+

+
[
(Ap +Bpξ)σ

2 + (Cp +Dpξ + Epη cos 3ϕ) τ2
]n
,

(25)

где Ae, Be, Ce, De, Ee и Ap, Bp, Cp, Dp, Ep – константы потенциала, ξ, η – некоторые гармони-
ческие функции, которые можно трактовать как нормированные нормальные и касательные
напряжения на октаэдрической площадке, σ и τ – нормальные и касательные напряжения,
ϕ – фаза напряжений; S0 =

√
σ2 + τ2; ξ = σ

S0
; η = τ

S0
; Cos3ϕ =

√
2 det(Sij)
τ3 ; Sij = σij − δijσ;

σij(i, j = 1, 2, 3) – симметричный тензор напряжений; δij – символ Кронекера.
Деформации ползучести не учитываем. Рассматриваем плиты, размеры которых в плане

велики по сравнению со средним расстоянием между арматурными стержнями, что позволяет
пренебречь местными напряжениями в зоне контакта арматуры и бетона, а значит – распреде-
лить арматуру, представив ее в виде сплошного слоя, обладающего свойствами структурной
анизотропии.

В качестве модели для стальной арматуры примем идеальное упругопластическое тело.
Предполагаем, что арматура воспринимает только нормальные напряжения в поперечных
сечениях, ее коэффициенты Пуассона равны нулю. Обнуление коэффициентов поперечной
деформации заметно упрощает зависимости между напряжениями и деформациями, тогда
как погрешность с введением этого допущения лежит в пределах точности исходных дан-
ных [7].

Напряжения в пределах армированных слоев плиты определим как сумму напряжений в
бетоне и арматуре, а за условие совместности бетона и арматуры примем равенство дефор-
маций этих двух сред [3].

Срединную поверхность плиты представим сетью гибридных конечных элементов моди-
фикации H12 с учетом разбиения по толщине на ряд фиктивных слоев nC . Жесткостные
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характеристики, рассчитанные для центра фиктивного слоя данного конечного элемента, рас-
пространим на любые точки фиктивного слоя.

В зависимости от конкретных условий выделим следующие слои: а) бетонные слои; в)
армированные (железобетонные слои) без трещин; г) бетонные слои с трещинами; д) армиро-
ванные (железобетонные) слои. Моделирование данных слоев подробно описано рассмотрено
в работах А. А. Трещева и В. Г. Теличко [8]. Дополнительно к данным слоям в задаче рас-
сматривается полимербетонный слой. Этот слой рассматриваем как несжимаемый материал,
т.е. его коэффициент Пуассона равен 0,5 [9].

Для построения математической модели полимербетонного слоя за основу принимаем тео-
рию малых упругих деформаций А. А. Ильюшина [9] применительно к механике сплошной
среды. При построении инкрементальной модели изгиба необходимо получить уравнения,
связывающие приращения напряжений с приращениями деформаций. Для этого требуется
построить применительно к вышеуказанной теории дифференциал Гато, который позволяет
получить физические соотношения в инкрементальной форме.

Построением данных соотношений в своей работе [10] занимались В. В. Петров, О. В.
Пенина [11], П. В. Селяев [12], сами уравнения имеют вид (26), (27), (28)

∆σx =
4

3
E∗k

(
∆εx +

1

2
∆εy

)
+

4

3

(
εx +

1

2
εy

)
∂E∗c
∂ [δ(t)]

∆δ; (26)

∆σy = 4
3E
∗
k

(
∆εy + 1

2∆εx
)

+ 4
3

(
εy + 1

2εx
) ∂E∗c
∂[δ(t)]∆δ; ∆τxy = 1

3E
∗
k∆γxy + 1

3∆γxy
∂E∗c
∂[δ(t)]∆δ.

Однако в рассматриваемой нами модели необходимо учитывать еще два касательных на-
пряжения (27), (28):

∆τxz =
1

3
E∗k∆γxz +

1

3
∆γxz

∂E∗c
∂ [δ(t)]

∆δ; (27)

∆τyz =
1

3
E∗k∆γyz +

1

3
∆γyz

∂E∗c
∂ [δ(t)]

∆δ, (28)

где ∆σx, ∆σy, ∆τxy, ∆τxz, ∆τyz– приращения нормальных и касательных напряжений, вы-
званные приращением внешних воздействий; ∆εx, ∆εy, ∆γxy, ∆γxz, ∆γyz– приращение линей-
ных и угловых деформаций, E∗k– переменный касательный модуль с учетом действия агрес-
сивной среды (29), E∗c – переменный секущий модуль, учитывающий уровень концентрации
агрессивной среды (30), ∆δ– приращение глубины проникания агрессивной среды.

E∗k = E0
kF (B), (29)

где F (B) – функция деградации касательного модуля, E0
k – касательный модуль без влияния

агрессивной эскплуатационной среды.

E∗c = E0
cF (B), (30)

где F (B) – функция деградации секущего модуля, E0
c – секущий модуль материала без вли-

яния агрессивной эскплуатационной среды.
С учетом свойств деградации материала выражения переменных секущего E∗c и касатель-

ного E∗k модулей примет вид (31) (32) [12]

E∗c = E0
cF (B(z′)); (31)

E∗k = E0
kF (B(z′)), (32)

где z′ – координата в направлении толщины пластинки, F (B(z′)) = exp(−λB(z′));
−λ = F ′(B)

F (B) , F
′(B) – скорость деградации.

Таким образом, получаем модель деформирования железобетонной плиты с полимербетон-
ным слоем под действием агрессивной среды.
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A.V.Bashkatov, V.G.Telichko, A.A.Treschev

MODELING OF THE INTENSE DEFORMED STATE DESIGNS REINFORCED
CONCRETE AND POLYMER CONCRETE LAYER DEFORMATION AS

AFFECTED BY CORROSIVE MEDIUM

Tula State University

Abstract. The arithmetic model construction of distortion of reinforced concrete slab with a
polymer-concrete layer exposed to aggressive influences is introduced. Relevance of this object
choice as a matter of actual practice is proved. The least contradictory model for specification
of the strain-stress state of reinforced concrete constructions is sampled. The most efficient way
of completing such tasks is the finite elements method which lacks the drawbacks of the finite
differences method. In this article the arithmetic model of hybrid finite element qualification for
the armored reinforced concrete slabs design is considered. The problem of reinforced concrete
slab with a polymer-concrete layer bending is dealt with in the presence of dynamic deformation
and simple loading, which gives opportunity to introduce concrete as a nonlinear material with its
elastic-plastic properties which stay within the strain potential limits. The deformation of creep is
not taken into account. The incremental equations connecting stress and deformation increments
are provided.

Keywords: arithmetic model, aggressive influences, finite elements method, hybrid finite element,
reinforced concrete slab, a polymer-concrete layer bending, stress and deformation increments.
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Аннотация. В рамках миссии ExoMars планируется запуск орбитального зонда Trace Gas
Orbiter (TGO) для исследования Марса, одним из ключевых компонентов которого является
комплекс Atmospheric Chemistry Suite (ACS). Он представляет собой единую конструкцию из
четырех блоков, жестко закрепленных друг относительно друга. С помощью опор комплекс
ACS крепится к платформе. В результате работы оборудования будет происходить тепловое
расширение и жестко закрепленные опоры начнут воздействовать на платформу, что может
привести к ее разрушению, поскольку она изготавливается из менее прочного материала.
В данной работе методы компьютерного моделирования применены к задаче количествен-
ной и качественной оценки нагрузок, действующих на платформу, возникающих вследствие
температурного расширения компонента ACS. Моделирование, проведенное при помощи про-
граммного комплекса SolidWorks Simulation, позволило найти распределение нормальных и
тангенциальных усилий в местах крепления при различных перепадах температуры. Проведе-
на верификация полученных результатов при помощи линейно-упругого анализа. Проведено
моделирование при помощи программного комплекса MSC.Patran/Nastran.

Ключевые слова: термоупругость, МКЭ, ExoMars, ACS, TGO.

УДК: 520.6.07

ExoMars – совместная программа Европейского Космического Агентства и Федерального
космического агентства России по исследованию Марса. В рамках этой программы планиру-
ется запуск орбитального зонда к Марсу – Trace Gas Orbiter (TGO). Основной задачей TGO
будет комплексное исследование атмосферы Марса, исследование вертикального распреде-
ления малых составляющих, в первую очередь метана, поиск органических молекул, других
малых составляющих, поиск возможных источников и стоков, измерения изотопных отноше-
ний и их вариаций. Подобная задача может быть решена с помощью спектрометров высоко-
го разрешения в ближнем и среднем ИК диапазоне. Комплекс ACS (Atmospheric Chemistry
Suit) располагается на верхней панели космического аппарата и представляет собой единую
конструкцию из четырех блоков, жестко закрепленных друг относительно друга. В состав
комплекса входят три спектрометра (ближнего, среднего и теплового ИК-диапазонов) и си-
стема сбора научной информации [1]. Общая масса комплекса составляет 33.5 кг. Каждый
из блоков комплекса является самостоятельной сборочной единицей. С помощью 18 опор из
полимерного материала Vespel комплекс ACS крепится к платформе. В результате работы
оборудования будет происходить тепловое расширение и жестко закрепленные опоры начнут
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воздействовать на платформу, что может привести к ее разрушению. Целью работы является
оценка усилий, действующих на платформу в местах крепления к ней комплекса ACS.

Рис. 1. Комплекс ACS (слева); упрощенная модель в SolidWorks (справа)

Постановка краевой задачи термоупругости приведена в [2]. Для решения данной задачи
использовалось программное обеспечение конечно-элементного анализа SolidWorks Simulation
и упрощенная модель комплекса (рис. 1). Нижние грани опор считались жестко закрепленны-
ми, и на всем комплексе задавалось равномерное изменение температуры. Расчет проводился
для нескольких перепадов температуры: 10, 20 и 60 K.

Рис. 2. Нормальная и тангенциальная компонента силы реакции

Было выявлено, что для всех перепадов температуры максимальная нормальная составля-
ющая силы реакции приходится на одну и ту же опору. Для максимальной тангенциальной
составляющей получен аналогичный результат. Выявлено, что значения тангенциальных сил
на порядок превышают значения нормальных (рис. 3).

С целью проверки полученных результатов был проведен линейно-упругий анализ модели.
Поскольку изменение температуры является равномерным по всему комплексу, задача мо-
жет быть сведена к линейно-упругой. Интересующим нас нижним граням опор были заданы
перемещения по формулам

dx = 0; dy = −yk∆T ; dz = −zk∆T,

где k – коэффициент линейного расширения материала корпуса ACS, ∆T – изменение
температуры, (x, y, z) – координата центра нижней грани опоры, а ось x направлена пер-
пендикулярно ее плоскости. При этом тепловое расширение самих опор не учитывалось. В
расчетах, представленных ниже, ∆T = 10K (рис. 4). Максимальное отклонение в получен-
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Рис. 3. Максимальная нормальная и тангенциальная компонента силы реакции (слева); ну-
мерация опор (справа)

Рис. 4. Термоупругий и линейно-упругий анализ: нормальная и тангенциальная компонента
силы реакции

ных значениях |Fn| составило ∆%
max,n = 3 % от максимального значения, а среднее откло-

нение – ∆%
avg,n = 1.5 % от максимального значения. Для тангенциальных составляющих Ft:

∆%
max,t = 0.6 % и ∆%

avg,t = 0.2 %.
Также было проведено моделирование в системе MSC.Patran/Nastran. Сравнение показало,

что максимальное отклонение в значениях, полученных в результате расчетов в SolidWorks
Simulation и MSC.Patran/Nastran, для всех рассмотренных перепадов температуры составило
6.7% и 4.7% для нормальных и тангенциальных компонент соответственно.

Выводы. Проведенное моделирование позволило качественно и количественно оценить
распределение нагрузок в местах крепления комплекса к платформе при различных темпе-
ратурных воздействиях. Получено, что значения тангенциальных сил на порядок превышают
значения нормальных. Максимальная нормальная составляющая силы реакции приходится
на одну и ту же опору при всех вариантах изменения температуры. Аналогичный результат
получен для максимальных тангенциальных составляющих силы реакции. Проверка досто-
верности полученных результатов была осуществлена с помощью линейно-упругого расчета,
а также моделирования в системе MSC.Patran/Nastran. Выявлено, что расчеты, выполненные
различными способами, отличаются незначительно.



92 А.Э. БУТЕНКО, А.Д.БУГРОВА, С.А.АКСЕНОВ, С. А.БОБЕР

ЛИТЕРАТУРА
[1] Alexander Trokhimovsky et al. Atmospheric chemistry suite (ACS): a set of infrared

spectrometers for atmospheric measurements on board ExoMars trace gas orbiter. International
workshop on Mars atmosphere modelling and observations. Fifth edition : Oxford, 2014.

[2] Логашина, И. В. Моделирование термонагруженного состояния корпуса лазерного ги-
роскопа для дальней космической связи / И. В. Логашина, Е. Н. Чумаченко, С. А. Бобер,
С. А. Аксенов // Вестник машиностроения, 2009. – № 8. – С. 3–8.

Бутенко Антон Эдуардович,
аспирант, Институт космических исследований РАН, г. Москва

e-mail: ostelite@gmail.com

Бугрова Анна Дмитриевна,
аспирант, Московский институт электроники и математики Национального исследователь-
ского университета «Высшая школа экономики», г. Москва

e-mail: ad-888@yandex.ru

Аксенов Сергей Алексеевич,
кандидат технических наук, доцент кафедры Механики и математического моделирования,
Московский институт электроники и математики Национального исследовательского универ-
ситета «Высшая школа экономики», г. Москва

e-mail: aksenov.s.a@gmail.com

Бобер Станислав Алексеевич,
ассистент кафедры Механики и математического моделирования, Московский институт элек-
троники и математики Национального исследовательского университета «Высшая школа эко-
номики», г. Москва, г. Москва

e-mail: stas.bober@gmail.com



ТЕРМОУПРУГИЙ АНАЛИЗ КОМПЛЕКСА ASC 93

A.E.Butenko, A.D.Bugrova, S.A.Aksenov, S.A.Bober

THERMOELASTIC ANALYSYS OF ATMOSPHERIC CHEMISTRY SUITE ON
BOARD EXOMARS TRACE GAS ORBITER

Moscow State Institute of Electronics and Mathematics of National Research University Higher
School of Economics

Space Research Institute of the Russian Academy of Sciences

Abstract. According to ESA-Roscosmos cooperation ExoMars, it is palnned to launch Trace
Gas orbiter (TGO) in order to explore Mars. One of its most important parts is Atmospheric
Chemistry Suite (ACS). It is the unified construction of four parts rigidly mounted relative to
each other. ACS is fixed to the platform by the feets. Thermal expansion that arise as a result
of an operation of the equipment leads to the fact that feets influence the platform and may
cause its destruction. In this paper computer simulation was applied to a problem of qualitative
and quantitative estimation of loads at attachment points caused by the thermal expansion.
Thermoelastic analysis of ACS’s 3D-model was performed with Finite element method in systems
SolidWorks and MSC.Patran/Nastran. This simulation it allowed determining the distribution of
normal and tangential loads under different temperature’s gradients. Verification of the obtained
results was performed.

Keywords: thermoelasticity, FEM, ExoMars, ACS, TGO.
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ИЗГИБ ПОЛУПОЛОСЫ СО СВОБОДНЫМИ ПРОДОЛЬНЫМИ КРАЯМИ,
НА ТОРЦЕ КОТОРОЙ ЗАДАНЫ ИЗГИБАЮЩИЙ МОМЕНТ

И ОБОБЩЕННАЯ ПОПЕРЕЧНАЯ СИЛА.
ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. Впервые построено точное аналитическое решение краевой задачи изгиба тон-
кой пластины в форме полуполосы, продольные стороны которой свободны, а на торце за-
даны изгибающий момент и обобщенная поперечная сила. Оно представляется в рядах по
функциям Фадля – Папковича. Искомые коэффициенты рядов находятся с помощью систем
функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича.

Ключевые слова: изгиб пластины, функции Фадля – Папковича, аналитические решения.

УДК: 539.3+517.95

Актуальность исследуемой проблемы. В статьях [1], [2], [3] изучались свойства систем
функций Фадля – Папковича, возникающих при решении двумерной краевой задачи теории
упругости в прямоугольнике (полуполосе) с однородными граничными условиями по двум
противоположным сторонам. Функции Фадля – Папковича комплекснозначны и не образуют
базиса на отрезке в обычном смысле [1]. Поэтому разложения по ним невозможно постро-
ить, опираясь на классический аппарат теории базиса функций [7]. Решению краевой задачи
предшествует изучение, так называемых разложений Лагранжа [1]. Это, в отличие от разло-
жений двух функций, возникающих при решении краевой задачи, разложения только одной
функции по какой-либо одной системе функций Фадля – Папковича. Разложения Лагранжа
являются аналогами разложений по тригонометрическим системам функций и играют такую
же роль при решении краевых задач, какую тригонометрические ряды играют в решениях
Файлона – Рибьера. Точные аналитические решения краевой задачи изгиба тонкой полуполо-
сы, продольные стороны которой свободны от закрепления, до настоящего времени не были
найдены.

Материал и методика исследований. Рассмотрим пластину, отнесенную к декарто-
вым координатам x, y. Элемент пластины с внутренними силовыми факторами, соответству-
ющими классической теории изгиба тонких пластин, показан на рис. 1. Дифференциальные
уравнения равновесия можно записать в таком виде:

∂Qx
∂x +

∂Qy
∂y + P (x, y) = 0,

∂Mx

∂x + Tx = 0,
∂Mxy

∂x + Ty = 0,

(1)
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Рис. 1

где P (x, y) – произвольная поперечная нагрузка (далее P (x, y) = 0), Qx, Qy – поперечные
силы, Mx, My, Mxy (Mxy = −Myx) – изгибающие и крутящий моменты. Функции

Tx(x, y) =
∂Mxy(x, y)

∂y
−Qx(x, y), Ty(x, y) =

∂My(x, y)

∂y
−Qy(x, y). (2)

МоментыMx, My, Mxy и углы поворота Φx, Φy можно выразить через прогиб w = w(x, y):

Mx(x, y) = −D
[
∂2w
∂x2 + ν ∂

2w
∂y2

]
, My(x, y) = −D

[
∂2w
∂y2 + ν ∂

2w
∂x2

]
,

Mxy(x, y) = −D(1− ν) ∂
2w

∂x∂y , Φx(x, y) = D ∂w
∂x , Φy(x, y) = D ∂w

∂y ,
(3)

где ν – коэффициент Пуассона, а

D =
Eρ3

12(1− ν2)

– цилиндрическая жесткость пластины (E – модуль упругости, ρ – толщина пластины).
Кроме того,

Qx = −D ∂

∂x
∇2w, Qy = −D ∂

∂y
∇2w, (4)

где ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 – оператор Лапласа на плоскости.
Подставляя выражения (4) в первое из уравнения (1) получим основное дифференциальное

уравнение теории изгиба пластин

D∇2∇2w = P (x, y). (5)

Помимо обычных силQx, Qy вводятся также обобщенные в смысле Кирхгоффа поперечные
силы

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
= −D

[
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂3w

∂x∂y2

]
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
= −D

[
∂3w

∂y3
+ (2− ν)

∂3w

∂y∂x2

]
. (6)

Будем строить решение, пользуясь методом начальных функций [4], позволяющим эффек-
тивно получать выражения для функций Фадля – Папковича. Основные соотношения метода
имеют вид

W (x, y) = LWW (y)W0(x) + LWΦ(y)Φ0(x) + LWM (y)M0(x) + LWQ(y)Q0(x),
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Φy(x, y) = LΦW (y)W0(x) + LΦΦ(y)Φ0(x) + LΦM (y)M0(x) + LΦQ(y)Q0(x),
My(x, y) = LMW (y)W0(x) + LMΦ(y)Φ0(x) + LMM (y)M0(x) + LMQ(y)Q0(x),

(7)

Ky(x, y) = LQW (y)W0(x) + LQΦ(y)Φ0(x) + LQM (y)M0(x) + LQQ(y)Q0(x).

где

LWW (y) = LQQ(y) = cosαy +
1− ν

2
αy sinαy;

LWM (y) = LΦQ(y) = − 1

2α
y sinαy;

LWΦ(y) = LMQ(y) = − 1

2α
[(1 + ν) sinαy + (1− ν)αy cosαy];

LWQ(y) =
1

2α3
[− sinαy + αy cosαy] ;

LΦΦ(y) = LMM (y) = cosαy − 1− ν
2

αy sinαy;

LΦW (y) = LQM (y) =
1

2
[−(1 + ν) sinαy + (1− ν)αy cosαy]; (8)

LΦM (y) = − 1

2α
[sinαy + αy cosαy];

LMW (y) = LQΦ(y) =
1

2
(1− ν)2α3y sinαy;

LMΦ(y) =
1− ν

2
α[(3 + ν) sinαy + (1− ν)αy cosαy];

LQW (y) =
1− ν

2
α3[(3 + ν) sinαy − (1− ν)αy cosαy]−

операторы метода начальных функций, причем, α = ∂/∂x, α2 = ∂2/∂x2 и т. д. Поэтому выра-
жения (8) представляют собой дифференциальные операторы бесконечного порядка.W (x, y),
Φy(x, y), My(x, y), Ky(x, y) – соответственно прогиб, угол поворота, изгибающий момент и
обобщенная в смысле Кирхгоффа поперечная сила, умноженные на D. Эти функции, опре-
деленные при y = 0,

W0(x) = Dw(x, 0), Φ0(x) = ∂W (x,0)
∂y ,

M0(x) = My(x, 0), Q0(x) = Ky(x, 0),
(9)

называются начальными. Зная начальные функции, по формулам (7), (8) можно найти все
факторы. В качестве начальных функций могут быть выбраны функции W (x, y), Φy(x, y),
My(x, y), Ky(x, y), определенные при любом значении y = const. Однако практически их
удобно выбирать так, чтобы две из них были известны сразу, например, из условий симметрии
задачи.

Рассмотрим пластину {Π : x ≥ 0, |y| ≤ h } шириной 2h со свободными от закрепления
краями y = ±h:

My(x,±h) = Ky(x,±h) = 0 (10)
и некоторыми граничными условиями на торце x = 0. Решение задачи будем искать с разде-
лением на симметричное и обратно симметричное относительно линии симметрии пластины
y = 0. В случае симметричной задачи начальные функции Φ0(x) = Q0(x) = 0. С помощью
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формул (7) удовлетворим граничным условиям (10), которые теперь будут выглядеть следу-
ющим образом:

LQW (h)W0(x) + LQM (h)M0(x) = 0,
LMW (h)W0(x) + LMM (h)M0(x) = 0,

(11)

где LMW (h), LMM (h) и т. д. – операторы метода начальных функций (8), определенные при
y = h.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

M0(x) = LQW (h)F (x), W0(x) = −LQM (h)F (x). (12)
При этом первое из уравнений (11) будет тождественно удовлетворено, а второе примет

такой вид:

−1

4
α3 (2(ν − 1)αh+ (ν + 3) sin 2αh)F (x) = 0. (13)

Нулевым корням уравнения (13) отвечает функция

F0(x) = C4x
3 + C3x

2 + C2x+ C1, (14)
где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные интегрирования. Элементарное решение най-
дем, подставляя F (x) = F0(x) в соотношения (12), (7) и раскладывая операторы метода
начальных функций в ряды по степеням параметра α ([4]).

W (x, y) = 2hν(3xC4 + C3), Φx(x, y) = 6hνC4. (15)
Подставляя F (x) = eλx в (13), получим трансцендентное характеристическое уравнение

L(λ) = −1

4
(ν − 1)λ3 (2(ν − 1)λh+ (ν + 3) sin 2λh) = 0. (16)

Уравнение (16) помимо нулевых имеет два действительных и бесконечное множество ком-
плексных корней {±λk,±λ̄k}∞k=1 = Λ. Ниже для иллюстрации приведены значения пяти нену-
левых корней уравнения (16) при h = 2, ν = 1

3 , принадлежащих первой координатной чет-
верти (табл. 1).

Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 0,6489347699124498204415 0
2 1,920926875876095578757 0,2534177319545075720067
3 3,502055248275297722192 0,4246957870594158390368
4 5,078718900627479816160 0,5213277636781326527900
5 6,653374600317019693510 0,5900791876440081757655

Для определения точных значений комплексных Λ нужно воспользоваться следующей
асимптотической формулой (принципы построения асимптотических формул для корней
трансцендентных уравнений можно найти в книге [6]):

λk+1 ≈ 1
h

[
kπ + π

4 −
ln(4ζkπ)

4kπ

]
+ i 1

h

[
ln(4ζkπ)

2 + 1
2k

]
,

ζ = 1−ν
3+ν , k = 1, 2, ... .

(17)

Далее для упрощения выкладок корни ±λ1 и ±λ̄1 будем рассматривать как комплексные,
а в конечных выражениях перейдем к пределу, полагая, что мнимые части этих корней стре-
мятся к нулю.
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Аналогично [10] функцию F (x) теперь можно представить в виде ряда с неопределенными
коэффициентами Ak:

F (x) = F0(x) +

∞∑
k=1

Ake
λkx + Āke

λ̄kx, (λk ∈ Λ, Reλk < 0). (18)

Подставляя ее в формулы (12), найдем начальные функции, а затем по формулам (7) –
прогиб, угол поворота, изгибающий момент и обобщенную поперечную силу (Reλk < 0):

W (x, y) = 2hν(3xC4 + C3) +

∞∑
k=1

Akω(λk, y) eλkx + Ākω(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Φy(x, y) =
∞∑
k=1

Akφy(λk, y)eλkx + Ākφy(λ̄k, y) eλ̄kx ,

My(x, y) =
∞∑
k=1

Akmy(λk, y) eλkx + Ākmy(λ̄k, y) eλ̄kx ,
(19)

Ky(x, y) =

∞∑
k=1

Akχy(λk, y) eλkx + Ākχy(λ̄k, y) eλ̄kx,

где

ω(λk, y) = 1
2λk [((ν + 1) sin(λkh) + (ν − 1)λkh cos(λkh)) cos(λky)+

+(ν − 1)λky sin(λkh) sin(λky)] ;

φy(λk, y) =
1

2
λ2
k [(ν − 1)λky sin(λkh) cos(λky)− ((ν − 1)λkh cos(λkh) + sin(λkh)) sin(λky)] ;

my(λk, y) = −ν−1
2 λ3

k [((ν + 3) sin(λkh) + (ν − 1)λkh cos(λkh)) cos(λky)+
+(ν − 1)λky sin(λkh) sin(λky)] ;

(20)

χy(λk, y) =
(ν − 1)2

2
λ5
k [y sin(λkh) cos(λky)− h cos(λkh) sin(λky)]

– функции Фадля – Папковича.
Выражения для прочих факторов можно получить по формулам (2)–(4), (6):

Mx(x, y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y) eλkx + Ākmx(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Mxy(x, y) =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y) eλkx + Ākmxy(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Φx(x, y) = 6hνC4 +
∞∑
k=1

Akφx(λk, y) eλkx + Ākφx(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Kx(x, y) =
∞∑
k=1

Akχx(λk, y) eλkx + Ākχx(λ̄k, y) eλ̄kx ,
(21)

Qx(x, y) =
∞∑
k=1

Akqx(λk, y) eλkx + Ākqx(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Qy(x, y) =
∞∑
k=1

Akqy(λk, y) eλkx + Ākqy(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Tx(x, y) =
∞∑
k=1

Aktx(λk, y) eλkx + Āktx(λ̄k, y) eλ̄kx ,

Ty(x, y) =
∞∑
k=1

Akty(λk, y) eλkx + Ākty(λ̄k, y) eλ̄kx ,

где
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mx(λk, y) =
(ν − 1)2

2
λ3
k

{[
λhk cos(λkh)− sin(λkh)

]
cos(λky) + λyk sin(λkh) sin(λky)

}
;

mxy(λk, y) = (ν−1)
2 λ3

k {(ν − 1)λky sin(λkh) cos(λky) −
− [2 sin(λkh) + (ν − 1)λkh cos(λkh)] sin(λky)} ;

φx(λk, y) = 1
2λ

2
k

{[
(ν + 1) sin(λkh) + (ν − 1)λhk cos(λkh)

]
cos(λky)+

+(ν − 1)λyk sin(λkh) sin(λky)} ;
(22)

χx(λk, y) =
ν − 1

2
λ4
k

{[
(ν − 5) sin(λkh)− (ν − 1)λhk cos(λkh)

]
cos(λky)− (ν − 1)λyk sin(λkh) sin(λky)

}
;

qx(λk, y) = −(ν − 1)λ4
k sin(λkh) cos(λky); qy(λk, y) = (ν − 1)λ4

k sin(λkh) sin(λky);

tx(λk, y) =
(ν − 1)2

2
λ4
k { [sin(λkh)− λkh cos(λkh)] cos(λky)− λyk sin(λkh) sin(λky)} ;

ty(λk, y) = − (ν−1)
2 λ4

k {(ν − 1)λky sin(λkh) cos(λky) −
−[2 sin(λkh) + (ν − 1)λky cos(λkh)] sin(λky)}

– функции Фадля – Папковича.
Функцию F (x) можно ввести иначе. Так, чтобы тождественно удовлетворялось второе

уравнение (11). Тогда получим другое представление для функций Фадля – Папковича. Одно
представление легко выразить через другое. Но оба представления важны при изучении пове-
дения решений вблизи угловых точек границы. Представление функций Фадля – Папковича,
используемое в этой статье, назовем первым или S-представлением.

Порождающими функциями для функций Фадля – Папковича (20), (22) называются соот-
ветственно функции ω(λ, y), φy(λ, y) и т. д., получающиеся из функций Фадля – Папковича
путем замены λk комплексным параметром λ.

Удовлетворяя с помощью выражений (21) граничным условиям, заданным на торце полу-
полосы x = 0, приходим к задаче определения коэффициентов Ak, Āk из двух разложений по
двум системам функций Фадля – Папковича, например,

Mx(y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y) + Ākmx(λ̄k, y) ,

Kx(y) =
∞∑
k=1

Akχx(λk, y) + Ākχx(λ̄k, y),
(23)

где Mx(y) = Mx(0, y), Kx(y) = Kx(0, y) – заданные при x = 0 изгибающий момент и обоб-
щенная поперечная сила.

При построении биортогональных систем функций нужно знать первые члены разложений
в ряды Тейлора по степеням λ порождающих функций, а также функции L(λ). Приведем их:

L(λ) = −h(ν2 − 1)λ4 +
h3(ν + 3)(ν − 1)

3
λ6 + ... ;

ω(λ, y) = hνλ2 − h(2h2ν − h2 + 3y2)

6
λ4 + ...; φy(λ, y) = −hyλ4 +

hy(h2ν − y2ν + 2y2)

6
λ6 + ...;

my(λ, y) = −(ν2 + 1)hλ4 +
h(ν − 1)(h2ν + 3y2)

3
λ6 + ...;

χy(λ, y) =
(ν − 1)2

6
hy(h2 − y2)λ8 − hy(h4 − y4)(ν − 1)2

60
λ10 + ...;
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mx(λ, y) =
(ν − 1)2

6
h(3y2 − h2)λ6 +

(ν − 1)2

60
h(h4 − 5y4)λ8 + ...;

mxy(λ, y) = −hy(ν − 1)λ5 +
(ν − 1)

6
hy(h2ν − νy2 + 2y2)λ7 + ...;

φx(λ, y) = νhλ3 +
h

6
(h2 − 3y2 − 2h2ν)λ5 + ...; (24)

χ(
xλ, y) = −2h(ν − 1)λ5 +

(ν − 1)

6
h(h2ν − 3νy2 + h2 + 9y2)λ7 + ...

q(
xλ, y) = −h(ν−1)λ5+

(ν − 1)

6
h(h2+3y2)λ7+...; q(

yλ, y) = (ν−1)hyλ6− (ν − 1)

6
hy(h2+y2)λ8+... ;

t(xλ, y) = − (ν − 1)2

6
h(3y2 − h2)λ7 +

(ν − 1)2

60
h(5y4 − h4)λ9 + ...;

t(yλ, y) = (ν − 1)yhλ6 − (ν − 1)

6
hy(2y2 + h2ν − νy2)λ8 + ....

Уравнения для определения биортогональных систем функций Wk(y), Φyk(y) и т. д. для
каждого номера k = 1, 2, ... выглядят следующим образом [9]:

∞∫
−∞

ω(λ, y)Wk(y)dy = L(λ)
λ2(λ2−λ2

k)
;

∞∫
−∞

my(λ, y)Myk(y)dy = L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

φy(λ, y)Φyk(y)dy = L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

χy(λ, y)Kyk(y)dy = λ4L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

mx(λ, y)Mxk(y)dy = λ2L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

φx(λ, y)Φxk(y)dy = L(λ)
λ(λ2−λ2

k)
;

∞∫
−∞

mxy(λ, y)Mxyk(y)dy = λL(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

χx(λ, y)Kxk(y)dy = λL(λ)
λ2−λ2

k
;

(25)

∞∫
−∞

qx(λ, y)Qxk(y)dy = λL(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

tx(λ, y)Txk(y)dy = λ3L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

qy(λ, y)Qyk(y)dy = λ2L(λ)
λ2−λ2

k
;

∞∫
−∞

ty(λ, y)Tyk(y)dy = λ2L(λ)
λ2−λ2

k
.

Правые части уравнений (25) таковы, что если в них функции, зависящие от λ, разложить в
степенные ряды по параметру λ, то минимальные степени λ справа и слева будут равны. Пра-
вые части, удовлетворяющие этому условию, назовем минимальными правыми частями
уравнений для определения функций биортогональных систем. Правые же части, получаю-
щиеся из минимальных путем умножения их на λв некоторой четной степени и необходимые
для решения краевой задачи, назовем базовыми. Функции Wk(y), Φyk(y) и т. д биортого-
нальных систем можно представить в виде суммы соответствующих финитных ωk(y), φyk(y)
и т. д. (равных нулю вне отрезка |y| ≤ h) и нефинитных ω∗k(y), φ∗yk(y) и т. д. частей ко-
торые, как можно проверить, на (−∞,∞) ортогональны ко всем функциям

{
sin m

h π
}∞
m=1

и{
cos mh π

}∞
m=1

.
При решении краевых задач обычно используются финитные части биортогональных си-

стем функций, поэтому важно знать их явное представление. В частности,

mxk(y) =
λk cosλky

2 sinλkh
− 1

2
(δ(y − h) + δ(y + h)), χxk(y)(y) = −1

2

cosλky

λk sinλkh
, (26)
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где δ – дельта-функция. Формулы (26) строятся следующим образом. Например, построим
функцию mxk(y). Приняв в уравнении (255) λ = m

h π = qm для каждой пары номеров k,m =
1, 2, ..., получим

∞∫
−∞

mx(qm, y)Mxk(y)dy =
q2
mL(qm)

q2
m − λ2

k

(27)

или

(ν − 1)2

2
q4
mh(−1)m

h∫
−h

cos(qmy)mxk(y)dy =
− 1

2 (ν − 1)2q6
mh

q2
m − λ2

k

.

Отсюда

h∫
−h

cos(qmy)mxk(y)dy = − (−1)mq2
m

q2
m − λ2

k

. (28)

Учитывая, что

h∫
−h

cos(qmy) cos(λky)dy = −2λk(−1)m sin(λkh)

q2
m − λ2

k

,− (−1)mq2
m

q2
m − λ2

k

= −(−1)m − (−1)mλ2
k

q2
m − λ2

k

,

из равенства (28) получим mxk(y).
В силу строения правой части равенства (27) базовой правой частью уравнений биорто-

гональной системы Mxk(y) будет

Rk (λ) =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

,

то есть тогда

∞∫
−∞

mx(λ, y)Mxk(y)dy = Rk (λ) . (29)

В силу уравнений и равенств (12), (21), (13), (33), (34), (35), (61), (11), (62), (21), а также
выражений (19), (21) последовательно получим уравнения биортогональных систем с базо-
выми правыми частями для остальных факторов:

∞∫
−∞

tx(λ, y)Txk(y)dy = λRk (λ) ;

∞∫
−∞

mxy(λ, y)Mxyk(y)dy = λRk (λ) ;

∞∫
−∞

qx(λ, y)Qxk(y)dy = λRk (λ) ;

∞∫
−∞

ty(λ, y)Tyk(y)dy = λ2Rk (λ) ;

∞∫
−∞

ω(λ, y)Wk(y)dy = Rk (λ) ;

∞∫
−∞

φx(λ, y)Φxk(y)dy = λRk (λ) ;

∞∫
−∞

φy(λ, y)Φyk(y)dy = Rk (λ) ; (30)
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∞∫
−∞

χx(λ, y)Kxk(y)dy = λRk (λ) ;

∞∫
−∞

qy(λ, y)Qyk(y)dy = λ2Rk (λ) ;

∞∫
−∞

χy(λ, y)Kyk(y)dy = λ2Rk (λ) ;

∞∫
−∞

my(λ, y)Myk(y)dy = λ2Rk (λ) .

При λ = λm из уравнений (29), (308) с учетом первого члена разложения функции L(λ) в
ряд Тейлора (L(λ) = L′(λm)(λ−λm)) получаются следующие соотношения биортогональности
для каждой пары номеров k,m = 1, 2, ..., в частности:

∫
T

mx(λm, y)Mxk(y)dy =

{
λmL

′(λm)
2 , при λm = λk,

0, при λm 6= λk,∫
T

χx(λm, y)Kxk(y)dy =

{
λ2
mL
′(λm)
2 , при λm = λk,

0, при λm 6= λk,

(31)

∫
T

mx(λ̄m, y)M̄xk(y)dy =

{
λ̄mL

′(λ̄m)
2 , при λm = λk,

0, при λm 6= λk,∫
T

χx(λ̄,my)K̄xk(y)dy =

{
λ̄2
mL
′(λ̄m)
2 , при λm = λk,

0, при λm 6= λk,

где L′(λm) – производная функции L(λ), определенная при λ = λm. Для комплексных значе-
ний λ прямую интегрирования (−∞,∞) в формулах (25) нужно заменить Т-образным конту-
ром, лежащим в плоскости комплексного переменного z = x+ iy и составленным из отрезка
мнимой оси y ∈ [−h, h] и луча x ∈ (−∞, 0][2].

Функции W̄k(y), Φ̄yk(y) и т. д., ω̄k(y), φ̄yk(y) и т. д., в отличие от соответствующих функций
без черты, зависят от λ̄k.

Отметим, что для каждой пары номеров k,m = 1, 2, ...∫
T

mx(λ̄m, y)Mxk(y)dy =
∫
T

mx(λm, y)M̄xk(y)dy = 0;∫
T

χx(λ̄m, y)Kxk(y)dy =
∫
T

χx(λm, y)K̄xk(y)dy = 0.
(32)

Умножая равенства (23) соответственно наMxk(y)+M̄xk(y) иKxk(y)+K̄xk(y) и интегрируя
обе части полученных равенств, с учетом соотношений (31), (31) для каждого номера k =
1, 2, ..., получим систему алгебраических уравнений

∆∗1 = AkNk + ĀkN̄k,
∆∗2 = λkAkNk + λ̄kĀkN̄k,

(33)

где

Nk = λkL
′(λk)
2 , N̄k = λ̄kL

′(λ̄k)
2 ;

∆∗1(k) = ∆1(k) + ∆̄1(k), ∆∗2(k) = ∆2(k) + ∆̄2(k);
(34)

∆1(k) =

h∫
−h

Mx(y)mxk(y)dy, ∆̄1(k) =

h∫
−h

Mx(y)m̄xk(y)dy; (35)

∆2(k) =

h∫
−h

Kx(y)χxk(y)dy, ∆̄2(k) =

h∫
−h

Kx(y)χ̄xk(y)dy. (36)
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Поочередно умножая первое уравнение системы (32) на λ̄k и λk и вычитая второе уравне-
ние, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (32)

Ak =
∆∗2(k)−∆∗1(k)λ̄k(

λk − λ̄k
)
Nk

, Āk = −∆∗2(k)−∆∗1(k)λk(
λk − λ̄k

)
N̄k

. (37)

Исследуем разложения (23) с коэффициентами (37) на торце x = 0 полуполосы. Например,
первое разложение

Mx(y) =

∞∑
k=1

∆∗2(k)−∆∗1(k)λ̄k
λk − λ̄k

mx(λk, y)

Nk
− ∆∗2(k)−∆∗1(k)λk

λk − λ̄k
mx(λ̄k, y)

N̄k
. (38)

Сравним его с разложением Лагранжа этой же функции:

Mx(y) =

∞∑
k=1

∆
(
1k)

mx(λk, y)

Nk
+ ∆̄

(
1k)

mx(λ̄k, y)

N̄k
. (39)

Учитывая, что ∆∗1(k) = ∆1(k) + ∆̄1(k), представим разложение (38) в виде суммы разло-
жений следующим образом:

Mx(y) =
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
(∆1(k)+∆̄1(k))λ̄k

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− (∆1(k)+∆̄1(k))λk

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
=

=
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆̄1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆̄1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
.

Вычитая и прибавляя ряд Лагранжа (39), получим:

Mx(y) =
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆̄1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆̄1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)(λk−λ̄k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
+ ∆̄1(k)(λk−λ̄k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
+

+
∞∑
k=1

{
∆1(k)mx(λk,y)

Nk
+ ∆̄1(k)mx(λ̄k,y)

N̄k

}
=

=
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆̄1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

− ∆̄1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

+ ∆̄1(k)λk
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
+

+
∞∑
k=1

{
∆1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

+ ∆̄1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λ̄k,y)
N̄k

}
+

+
∞∑
k=1

{
∆1(k)mx(λk,y)

Nk
+ ∆̄1(k)mx(λ̄k,y)

N̄k

}
.

После преобразования получим:

Mx(y) =
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λk+∆̄1(k)λ̄k

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
− ∆1(k)λk+∆̄1(k)λ̄k

λk−λ̄k
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
+

+
∞∑
k=1

{
∆1(k)mx(λk,y)

Nk
+ ∆̄1(k)mx(λ̄k,y)

N̄k

}
.

(40)

Или
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Mx(y) =
∞∑
k=1

{
∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
+

∆∗2(k)

λ̄k−λk
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
−

−
∞∑
k=1

{
∆1(k)λk+∆̄1(k)λ̄k

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk
+ ∆1(k)λk+∆̄1(k)λ̄k

λ̄k−λk
mx(λ̄k,y)

N̄k

}
+

+
∞∑
k=1

{
∆1(k)mx(λk,y)

Nk
+ ∆̄1(k)mx(λ̄k,y)

N̄k

}
.

(41)

Последняя группа слагаемых в выражении (40) представляет собой разложение Лагранжа
(39), а проекции первой и второй фигурных скобок на вещественное направление, т. е. на
сумму векторов Mxk(y) + M̄xk(y), как не трудно проверить, дают ноль. Поэтому выражения,
заключенные в каждой из этих скобок, можно условно трактовать как суммы чисто мнимых
векторов.

Пары дробей в фигурных скобках ряда (41) представляют собой сопряженные выражения,
в дальнейшем условимся, для каждого номера k = 1, 2, ... их суммы обозначать через 2Re.
Тогда выражения (41) примут более простой вид:

Mx(y) =
∞∑
k=1

2Re
{

∆∗2(k)

λk−λ̄k
mx(λk,y)

Nk

}
−

−
∞∑
k=1

2Re
{

∆1(k)λk+∆̄1(k)λ̄k
λk−λ̄k

mx(λk,y)
Nk

}
+
∞∑
k=1

2Re
{

∆1(k)mx(λk,y)
Nk

}
.

(42)

Такое же преобразование можно сделать и по отношению ко второму разложению (23) с
коэффициентами (37).

Раскладываемые функции Mx(y)и Kx(y) должны быть самоуравновешены, так как функ-
ции Фадля – Папковича по которым они раскладываются, тоже самоуравновешены.

Известно [3], что ряды (23) с коэффициентами (37) плохо сходятся к раскладываемым
функциям, а для кусочно-непрерывных функций они могут и вовсе расходиться. Чтобы по-
нять, почему так происходит, рассмотрим подробнее разложение функции Mx(y) с коэффи-
циентами (37). Для упрощения выкладок будем считать, что функция Kx(y) = 0. В этом
случае все числа ∆2(k) = ∆̄2(k) = 0. Тогда в силу (37) получим

Ak =
−(∆(k) + ∆̄(k))λ̄k(

λk − λ̄k
)
Nk

, Āk = −−(∆(k)− ∆̄(k))λk(
λk − λ̄k

)
N̄k

, (43)

где

∆(k) = ∆1(k), ∆̄(k) = ∆̄1(k).

Следуя соотношению (42), сумму первого ряда (23) перепишем следующим образом:

Mx(y) = −
∞∑
k=1

2Re

{
∆(k)λk + ∆̄(k)λ̄k

λk − λ̄k
mx(λk, y)

Nk

}
+

∞∑
k=1

2Re

{
∆(k)

mx(λk, y)

Nk

}
. (44)

Последний ряд в формуле (44) является рядом Лагранжа (39) раскладываемой функции
Mx(y), а сумма первого ряда равна нулю, так как равны нулю его проекции на полную систему
вещественных подпространств Mxk(y) + M̄xk(y) (см. (41)).

Именно первый ряд в формуле (44) (бесконечная сумма которого эквивалентна нулю) мо-
жет исказить картину сходимости биортогональных разложений по функциям Фадля – Пап-
ковича, поскольку ряд Лагранжа в формуле (44) сходится не хуже тригонометрического ряда
для функцииMx(y), по крайней мере, внутри отрезка |y| ≤ h (что было показано в [8]). Поэто-
му, для получения надежных разложений по функциям Фадля – Папковича, в них необходимо
выделять ряды, эквивалентные нулю. Эти ряды названы нуль-рядами [8].
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Нуль-ряды в решениях (19), (21) нужно выделять не только на торце полуполосы, но и
внутри ее (т. е. при всех значениях x), приводя тем самым биортогональные разложения к
разложениям Лагранжа в каждом сечении полуполосы.

Покажем как происходит выделение нуль-ряда, например, в случае функции My (x, y).
Подставляя выражения (43) в (193) получим

My (x, y) = −
∞∑
k=1

(∆(k) + ∆̄(k))

(
my (λk, y) λ̄ke

λkx

(λk − λ̄k)Nk
+
my

(
λ̄k, y

)
λke

λ̄kx

(λ̄− λk)N̄k

)
.

Или

My (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

(
(∆k(k) + ∆̄k(k))λ̄ke

λkx

λk − λ̄k
my (λk, y)

Nk

)
. (45)

С учетом базовой правой части уравнений биортогональной системы Myk(y) (см. (3011)),
умножая числитель и знаменатель на λ2

k, имеем

My (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

(
(∆(k) + ∆̄(k))λ̄kλ

2
ke
λkx

(λk − λ̄k)
· my (λk, y)

λ2
kNk

)
.

Вводя обозначения λk = ak + ibk, сделаем следующие преобразования под знаком суммы:

(∆(k)+∆̄(k))λ̄kλ
2
ke
λkx

(λk−λ̄k)
= (∆(k)+∆̄(k))λ̄kλk

1 · λke
λkx

(λk−λ̄k)
=

= (∆(k)+∆̄(k))λ̄kλk
2 · ak+ibk

bki
eakx {cos bkx+ i sin bkx} =

= (∆(k)+∆̄(k))λ̄kλk
2 eakx

{(
cos bkx+ ak

sin bkx
bk

)
+ i
(

sin bkx− ck cos bkx
bk

)}
.

(46)

Спроектировав (46) на вещественное подпространство, т. е. на сумму векторов Myk(y) +
M̄yk(y), как это делалось выше, для каждого номера k = 1, 2, ... получим:

−2Re

(
(∆(k) + ∆̄(k))λ̄kλ

2
k

(λk − λ̄k)
eλkx

)
= −(∆(k) + ∆̄(k))λ̄kλke

akx

(
cos bkx+ ak

sin bkx

bk

)
. (47)

Заметим, что (см. (45), (46))

∞∑
k=1

2Re

{
−i(∆(k) + ∆̄(k))λ̄kλke

akx

(
sin bkx−

ak cos bkx

bk

)
my (λk, y) eλkx

λ2
kNk

}
= 0. (48)

Итак, ненулевую часть ряда (45) в силу равенства (47) можно записать следующим обра-
зом:

My (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

{
∆(k)kλkλ̄ke

akx

(
cos bkx+ ak

sin bkx

bk

)
my (λk, y)

λ2
kNk

}
.

Учитывая, что для первого действительного корня λ1 справедливо bk → 0, получим равен-
ства (494) (см. ниже).

Аналогично подставляя выражения (43) в другие формулы (19), (21) и избавляясь в них от
нуль-рядов с учетом (30) получим искомые выражения для прогиба, поперечных сил, углов
поворота и моментов в полуполосе (ak = Reλk, bk = Imλk, ak < 0):

W (x, y) = 2hν(3xC4 + C3) + ω(λ1,y)ea1x

N1
∆(1) (1− a1x) +

+
∞∑
k=2

2Re
{
ω(λk,y)eakx

Nk
∆(k)

(
cos bkx− ak sin bkx

bk

)}
;
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Φx (x, y) = 6hνC4 − φx(λ1,y)ea1x

λ1N1
∆(1)λ1λ̄1x+

−
∞∑
k=2

2Re
{
φx(λk,y)eakx

λkNk
∆(k)λkλ̄k

sin bkx
bk

}
;

Kx (x, y) = −χx (λ1, y) ea1x

λ1N1
∆(1)λ1λ̄1x−

∞∑
k=2

2Re

{
χx (λk, y) eakx

λkNk
∆(k)λkλ̄k

sin bkx

bk

}
;

My (x, y) = −my(λ1,y)ea1x

(λ1)2N1
∆(1)λ1λ̄1 (1 + a1x)−

−
∞∑
k=2

2Re
{
my(λk,y)eakx

(λk)2Nk
∆(k)λkλ̄k

(
cos bkx+ ak

sin bkx
bk

)}
;

Φy (x, y) =
φy(λ1,y)ea1x

N1
∆(1) (1− a1x) +

+
∞∑
k=2

2Re
{
φy(λk,y)eakx

Nk
∆(k)

(
cos bkx− ak sin bkx

bk

)}
;

Mx (x, y) = mx(λ1,y)ea1x

N1
∆(1) (1− a1x) +

+
∞∑
k=2

2Re
{
mx(λk,y)eakx

Nk
∆(k)

(
cos bkx− ak sin bkx

bk

)}
;

(49)

Ky (x, y) = −χy(λ1,y)ea1x

(λ1)2N1
∆(1)λ1λ̄1 (1 + a1x)−

−
∞∑
k=2

2Re
{
χy(λk,y)eakx

(λk)2Nk
∆(k)λkλ̄k

(
cos bkx+ ak

sin bkx
bk

)}
;

Mxy (x, y) = −mxy(λ1,y)ea1x

λ1N1
∆(1)λ1λ̄1x−

−
∞∑
k=2

2Re
{
mxy(λk,y)eakx

λkNk
∆(k)λkλ̄k

sin bkx
bk

}
;

Qy (x, y) = − qy(λ1,y)ea1x

(λ1)2N1
∆(1)λ1λ̄1 (1 + a1x)−

−
∞∑
k=2

2Re
{
qy(λk,y)eakx

(λk)2Nk
∆(k)λkλ̄k

(
cos bkx+ ak

sin bkx
bk

)}
;

Qx (x, y) = − qx(λ1,y)ea1x

λ1N1
∆(1)λ1λ̄1x−

−
∞∑
k=2

2Re
{
qx(λk,y)eakx

λkNk
∆(k)λkλ̄k

sin bkx
bk

}
;

Tx (x, y) = − tx(λ1,y)ea1x

λ1N1
∆(1)λ1λ̄1x−

−
∞∑
k=2

2Re
{
tx(λk,y)eakx

λkNk
∆(k)λkλ̄k

sin bkx
bk

}
;

Ty (x, y) = − ty(λ1,y)ea1x

(λ1)2N1
∆(1)λ1λ̄1 (1 + a1x)−

−
∞∑
k=2

2Re
{
ty(λk,y)eakx

(λk)2Nk
∆(k)λkλ̄k

(
cos bkx+ ak

sin bkx
bk

)}
.

Приведем примеры расчетов при ν = 1
3 , h = 2,E = 0, 69 · 105 МПа (материал – катанный

алюминий).
Пример 1. Mx(y) = h(ν−1)2(3y2−h2)

6 . Сечения x = 0 (рис. 2а) и x = 1 (рис. 2б). Сечения
y = 0 (средняя линия полуполосы – рис. 3а) и y = 2 (край полуполосы – рис. 3б). Прогиб
w(x, y) (рис. 4).
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Рис. 2а

Рис. 2б

Рис. 3а

Пример 2. Mx(y) = cos(πyh ). Сечения x = 0 (рис. 5а) и x = 1 (рис. 5б). Сечения y = 0
(средняя линия полуполосы – рис. 6а) и y = 2 (край полуполосы – рис. 6б). Прогиб w(x, y)
(рис. 7).
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Рис. 3б

Рис. 4

Рис. 5а
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Рис. 5б

Рис. 6а

Рис. 6б
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Рис. 7

Пример 3. Mx(y) = y4− 1, 2y2h2 + 0, 2h4 имеем. Сечения x = 0 (рис. 8а) и x = 1 (рис. 8б).
Сечения y = 0 (средняя линия полуполосы – рис. 9а) и y = 2 (край полуполосы – рис. 9б).
Прогиб w(x, y) (рис. 10).

Рис. 8а
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Рис. 8б

Рис. 9а

Рис. 9б

Результаты исследований и их обсуждение. Построены примеры точных аналитиче-
ских решений симметричной краевой задачи изгиба полуполосы, продольные стороны кото-
рой свободны от закрепления. а на торце заданы самоуравновешенный изгибающий момент
и равная нулю обобщенная поперечная сила.
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Рис. 10

Резюме. Аналогично могут быть построены аналитические решения для полуполосы со
свободными продольными сторонами при других граничных условиях на торце полуполосы.
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D. A. Abrukov
SEMI-STRIP BEND WITH THE FREE LONGITUDINAL EDGES AT WHICH
END FACE THE MOMENT OF DEFLECTION AND THE GENERALIZED

TRANSVERSAL FORCE ARE SET. PRECISE SOLUTION OF A BOUNDARY
VALUE PROBLEM

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The precise analytical solution of a boundary value problem of a bend of a thin plate in
the form of a semi-strip which longitudinal parties are free is for the first time constructed, and at
an end face the moment of deflection and the generalized transversal force are set. It is represented
in ranks on Fadle – Papkovich functions. Required coefficients of ranks are by means of systems of
functions, biorthogonal to Fadle – Papkovich functions.

Keywords: plate bending, Fadle – Papkovich functions, analytical solutions.
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НЕФТЕХРАНИЛИЩА СФЕРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ С УЧЕТОМ НАЧАЛЬНОЙ

ПОРИСТОСТИ МАТЕРИАЛА

Военный учебно-научный центр военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия имени
профессора Н. Е Жуковского и Ю. А. Гагарина»

Аннотация. Построена математическая модель напряженно-деформированного состояния
монолитной крепи подземной сферической полости для материалов с пористой структу-
рой, скелет которой обладает упруго-вязко-пластическими свойствами. В рамках точных
трехмерных линеаризированных уравнений исследована устойчивость основного состояния
сферической оболочки, являющейся крепью подземной полости глубокого заложения. Дана
оценка влияния на величины основного напряженно-деформированного состояния физико-
механических и геометрических параметров конструкции.

Ключевые слова: упругость, пластичность, вязкость, теплопроводность, большие дефор-
мации.

УДК: 539.374

В настоящее время актуальными задачами механики горных пород являются строитель-
ство грандиозных сооружений, интенсификация отборов нефти, проходка глубоких шахт,
борьба с горными ударами, проблемы прогноза землетрясений и многие аспекты динамики
земной коры, сейсмобезопасность, сейсморазведка, взрывные подземные работы, проблемы
создания подземных хранилищ и охраны окружающей среды от загрязнения. Для решения
всех этих вопросов необходимы представления о разрушении горных массивов, а также об
устойчивости крепей подземных сооружений.

В настоящей работе исследуется вопрос об устойчивости основного напряженно-
деформированного состояния (далее НДС) монолитной крепи подземной сферической по-
лости глубокого заложения. Материал крепи моделируется пористой средой, сжатый скелет
которой обладает одновременно упругими, вязкими и пластическими свойствами. Реологиче-
ская схема такой среды согласно [1] представлена на рисунке 1.

Модель представляет собой последовательное соединение пластической – «p» и упругой –
«e» частей. Далее индексы «p» и «e» обозначают, что соответствующие величины относят-
ся к упругой или пластической области тела соответственно. Пластическая часть состоит из
пластического элемента, характеризуемого пределом текучести k, последовательно соединен-
ного с параллельной связкой вязкого элемента с коэффициентом вязкости η и упрочняюще-
гося упругого элемента с коэффициентом упрочнения c. Упругая часть состоит из упругого
сжимаемого элемента «1», характеризуемого коэффициентами Лямэ λ1, µ1 , параллельно
соединенного со связкой «2». Связка «2» представляет собой последовательное соединение

Поступила 12.10.2014
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Рис. 1. Реологическая схема пористого упрочняющегося
упруго-вязко-пластического тела

элемента жесткого контакта, характеризуемого величиной начальной пористости - ε0, и упру-
гого несжимаемого элемента с коэффициентом упругости µ2.

Будем полагать, что процесс изменения пористости материала до нулевого значения про-
исходит в фазе упругого деформирования матрицы, а сжатый скелет ведет себя как упруго-
вязко-пластическое тело.

Напряжения в параллельном соединении «1-2» находятся как сумма напряжений элемента
«1» и последовательной связки «2».

σβj =
(
σβj

)
1

+
(
σβj

)
2
. (1)

Связь между напряжениями и деформациями в упругом элементе «1» определим законом
Гука для сжимаемого тела

(
σβj

)
1

= λ1

e

εαα g
β
j + 2µ1

e

εβj , (2)

где gβj ,
e

εβj смешанные компоненты метрического тензора и тензора упругих деформаций со-
ответственно.

Уравнение жесткого контакта, входящего в последовательное соединение «2», согласно [2]
имеет вид

(
σβj

)
2

(
e

εαα +ε0) = 0, (3)

причем
(
σβj

)
2

= 0 до полного сжатия пор, и
e
εαα = −ε0 после.

Связь между напряжениями и деформациями в упругом элементе, входящем в «2», опре-
делим законом Гука для несжимаемого тела(

sβj

)
2

= 2µ2

(
εβj

)
2
, (4)

где
(
sβj

)
2

=
(
σβj

)
2
− 1

3

(
σkk
)

2
gβj – компоненты девиатора тензора напряжений.

С учетом (3) и (4) зависимость напряжений через деформации в последовательном соеди-
нении «2» определяется соотношением
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(
σβj

)
2

=


0,

e
−εαα < ε0,

2µ2

(
e(
εβj

)
−

0(
εβj

))
+ 1

3 (σαα)2 g
β
j ,

e
−εαα ≥ ε0

, (5)

где
0(
εβj

)
2
– деформации компонента «2» до момента полного сжатия пор и

0
εαα = −ε0 – после.

В зоне пластического деформирования сжатого скелета будем использовать модель несжи-
маемого упруго-вязко-пластического тела с поверхностью нагружения

F ≡

(
sβj − c

p

εβj −η
p

eβj

)(
sjβ − c

p

εjβ −η
p

ejβ

)
− k2 = 0, (6)

где
p

eβj – компоненты тензора скоростей пластических деформаций.

Полная деформация в пластической зоне слагается из упругой
e
εij и пластической

p
εij со-

ставляющих

εij = εeij + εpij , (7)

причем упругие деформации εeij =
(
εeij
)

1
=
(
εeij
)

2
связаны с напряжениями соотношениями

(2) и (5). Пластическая составляющая объемной деформации удовлетворяет условию несжи-
маемости

εpnn = 0. (8)
Тензор скоростей пластических деформаций связан тензором напряжений соотношениями

ассоциированного закона пластического течения

p

eβj = ψ

(
sβj − c

p

εβj −η
p

eβj

)
, (9)

если выполняется условие пластичности (6). Здесь ψ – положительный скалярный множи-
тель.

Первым этапом решения задачи устойчивости является определение основного НДС рас-
сматриваемой конструкции. Ниже рассмотрим вопрос об определении НДС сферической обо-
лочки (рисунок 2), являющейся крепью подземной сферической полости. Обозначим через b
и a соответственно внешний и внутренний радиусы крепи. Действие массива горных пород
на крепь заменим сжимающей нагрузкой интенсивностью qb равномерно распределенной по
внешней поверхности оболочки. Сжимающая нагрузка интенсивностью qa равномерно рас-
пределенная по внутренней поверхности моделирует собой давление жидкости или газа на
крепь.

Процесс деформирования пористого материала разделим на два взаимосвязанных этапа.
Первый – упругое деформирование сжимаемой пористой среды, второй – неупругое деформи-
рование сжатого скелета с упруго-вязко-пластическими свойствами. В связи с этим внешнюю
нагрузку будем представлять в виде суммы qb = q1 + q2.

НДС крепи сферической полости на первом этапе в осесимметричном случае в сферической
системе координат (r, θ, φ) определяется соотношениями

u = C1r +
C2

r2
, εr = C1 −

2C2

r3
, εθ = εφ = C1 +

C2

r3
, (10)
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Рис. 2. Монолитная крепь подземной сферической полости
под действием всестороннего сжатия

σr = C1 (3λ1 + 2)− 4C2

r3
, σθ = σφ = C1 (3λ1 + 2) +

2C2

r3
, (11)

где C1 = q1
(3λ1+2)(a3−1) , C2 = − q1a

3

4(1−a3) , u – радиальная составляющая вектора перемещений.
В (10), (11) и далее все соотношения записаны в безразмерном виде, при этом все величины,

имеющие размерность напряжений, отнесены к величине µ1, а имеющие размерность длины
– к радиусу b.

Достижение пористости материала нулевого значения (достижение объемной деформацией
величины −ε0) при упругом деформировании материала, как следует из (10), (11), происходит
одновременно во всей оболочке под действием нагрузки, определяемой равенством

q̃1 =
ε0

3
(3λ1 + 2) ·

(
1− a3

)
. (12)

При этом НДС (10), (11) перепишется в виде

u = −ε0

3
·
(
r +

(3λ1 + 2)

4
· a

3

r2

)
,

εr = −ε0

3

(
1− (3λ1 + 2)

2
· a

3

r3

)
, εθ = εφ = −ε0

3

(
1 +

(3λ1 + 2)

4
· a

3

r3

)
, (13)

σr = −ε0

3
(3λ1 + 2)

(
1− a3

r3

)
, σθ = σφ = −ε0

3
(3λ1 + 2)

(
1 +

a3

2r3

)
. (14)
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Таким образом, если qb < ε0
3 (3λ1 + 2) ·

(
1− a3

)
, то полного закрытия пор не происходит, и

материал ведет себя как сжимаемая упругая среда с параметрами λ1, µ1 = 1,ε0.
Если qb = ε0

3 (3λ1 + 2) ·
(
1− a3

)
, то во всей крепи пористость достигнет нулевого значения

(случай сжатого скелета); и при дальнейшем росте qb (при увеличении части нагрузки q2)
возникнет и будет расти около внутренней поверхности сферической крепи пластическая зона,
препятствовать развитию которой будут вязкость η и упрочнение (c) материала, то есть
сжатый скелет будет деформироваться как несжимаемая упруго-вязко-пластическая среда
с параметрами µ = 1 + µ2, k, c, η.

Для описания поведения сжатого скелета будем использовать модель среды, учитывающую
упрочняющиеся упруго-вязко-пластические свойства материала с функцией нагружения вида
(6).

В этом случае сплошная среда разделяется на две зоны – упругую и пластическую, в каж-
дой из которых значения перемещений, деформаций и напряжений в точках среды раскла-
дываются на компоненты: а) пористого сжатия, определяемые соотношениями (13), (14); б)
упруго-пластического сжатия (которые для деформаций в пластической зоне в свою очередь
складываются из упругих и пластических компонент), определяемые из решения упругопла-
стической задачи с вычетом из внешней нагрузки той ее части, которая идет на полное сжатие
пор (12). Поэтому граничные условия для этих компонент запишутся в виде

σr|r=1 = −
(
qb −

ε0

3
(3λ1 + 2) ·

(
1− a3

))
, σr|r=a = −qa. (15)

НДС сжатого скелета монолитной крепи сферической полости определяется в виде:
- в упругой области (γ < r < 1)

σr =
16

3
Dµ

(
1− 1

r3

)
+
ε0

3
(3λ1 + 2) ·

(
1− a3 + µ0a

3

(
1− 1

r3

))
− qb,

σθ = σφ =
8

3
Dµ

(
1

r3
+ 2

)
+
ε0

3
(3λ1 + 2) ·

(
1− a3 +

µ0a
3

2

(
1

r3
+ 2

))
− qb; (16)

- в пластической области (a < r < γ)

εpr = −2εpθ = −2εpφ =
2√
3

χk

(c+ 2µ)
·
(
γ3

r3
− 1

)(
1− e−

c+2µ
η t
)
, (17)

σr = −qa +
12√

3

χµk

(c+ 2µ)

(
1− e−

c+2µ
η t
)(γ3

3

(
1

a3
− 1

r3

)
+ ln

a

r

)
+

+

(
4Dµ+

µ0ε0(3λ1 + 2)a3

3

)(
1

a3
− 1

r3

)

σθ = σφ = −qa +
6χµk√

3 (c+ 2µ)
·
(

1− e−
c+2µ
η t
)(γ3

3

(
1

r3
+

2

a3

)
− 1 + 2 ln

a

r

)
+

+

(
2Dµ+

µ0ε0(3λ1 + 2)a3

6

)(
2

a3
+

1

r3

)
.

Перемещения и полные деформации в упругой и пластической областях определяются
соотношениями

u =
D

r2
− ε0

3
r, εr = −2D

r3
− ε0

3
, εθ = εφ =

2D

r3
− ε0

3
. (18)
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Здесь в (16) – (18)

D = − ηχk

2
√

3µ (c+ 2µ)
·
(

3γ2γ̇
(

1− e−
c+2µ
η t
)

+
c+ 2µ

η
γ3

)
− µ0ε0(3λ1 + 2)

12µ
,

χ = sign
(
qa − qb +

ε0

3
(3λ1 + 2) ·

(
1− a3

))
.

Радиус γ раздела зон упругого и пластического деформирования с учетом (16) и (17)
определяется из решения дифференциального уравнения

qb − qa + 12√
3

χkµ
(c+2µ)

(
1− e−

c+2µ
η t
)(

1
3

(
γ3

a3 − 1
)

+ ln a
γ

)
−

− 2ηχk√
3(c+2µ)

·
(

3γ2γ̇
(

1− e−
c+2µ
η t
)

+ c+2µ
η γ3

)(
1
a3 −

4
3 + 1

3γ3

)
−

− ε03 (3λ1 + 2) ·
(

1− a3 + µ0 ·
(

1
a3 −

7
3 + 1

3γ3 + a3
))

= 0.

. (19)

Для определения НДС этой задачи использовались уравнения равновесия, условие пла-
стичности (6), соотношения ассоциированного закона пластического течения (9), соотноше-
ния, связывающие полные упругие и пластические деформации (7), связь между напряже-
ниями и деформациями в виде (2), (4), (5), граничные условия (15), условия непрерывности
компонент напряжений на упруго-пластической границе и условие совместности εpr |r=γ = 0.

Результаты численного эксперимента представлены на рисунках 3, 4.

Рис. 3. Зависимость радиуса упругопластической границы γ
от начального раствора пор ε0

На рисунке 3 кривая 1 соответствует k = 0.5 · 10−4, кривая 2 − k = 0.1 · 10−3, кривая
3− k = 0.2 · 10−3. При этом коэффициент упрочнения c = 0.5 · 10−2.
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Рис. 4

На рисунке 4 кривая 1 соответствует c = 0.1 ·10−4, кривая 2−c = 0.008, кривая 3−c = 0.02.
При этом предел текучести c = 0.17 · 10−3.

Безразмерные значения других физико-механических и геометрических параметров бра-
лись следующие: a = 0.1, qa = 0.1 · 10−3, qb = 0.005, λ1 = 3, µ2 = 1, µ = 2, η = 0.

Исследование устойчивости основного состояния (16) – (18) сферической крепи со сжатым
скелетом при принятии обобщенной концепции продолжающегося нагружения сводится к ре-
шению системы дифференциальных уравнений в вариациях при соответствующих граничных
условиях [3].

Уравнения равновесия для областей упругого и пластического деформирования сфериче-
ской оболочки со сжатыми порами имеют вид

∇i
(
σij + σ0i

α∇αuj
)

= 0. (20)

Здесь и далее ∇ – символ ковариантного дифференцирования, кружок вверху соответству-
ет компонентам основного невозмущенного состояния (16)–(18) .

Граничные условия на внутренней и внешней поверхностях сферической крепи запишем в
виде

Ni
(
σij + σ0i

α∇αuj
)

= 0. (21)

Условия непрерывности на упругопластической границе γ имеют вид[
Ni
(
σij + σ0i

α∇αuj
)]

= 0, [uj ] = 0. (22)

Связь между амплитудными значениями напряжений и перемещений для несжимаемой
упругопластической модели среды в пластической и упругой областях представима в форме
[4]:
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σij = (aiαg
αα∇αuα + p) gij +

(
1− gij

)
giiGij

(
∇jui +∇iuj

)
. (23)

В (23) отсутствует суммирование по индексам i, j и производится по индексу α, величины
aiα и Gij представлены следующим образом:

в упругой области

aiα = 2µgiα, G
i
j = µ; (24)

в пластической области

aiα = 2µgiα − νfααfii, Gβj = µ, (25)

где fij =
0
sij −c

0p
εij , значение ν = 1 соответствует несжимаемой упругопластической среде,

ν = 0 – упругой несжимаемой среде.
Уравнения (20)–(25) с учетом условий несжимаемости в упругой и пластической областях

представляют собой взаимосвязанную замкнутую систему уравнений относительно амплитуд-
ных значений вектора перемещений u, v, w и гидростатического давления р для исследования
устойчивости основного состояния (16)–(18) монолитной крепи подземной сферической поло-
сти, когда имеется граница раздела областей упругого и пластического поведения материала.
Нетривиальное решение этой задачи соответствует потере устойчивости основного состояния
рассматриваемой конструкции.

Для нахождения собственных значений задачи перемещения и гидростатическое давление
в упругой и пластической областях аппроксимируем в виде двойных рядов по сферическим
функциям:

u =

∞∑
m=1

∞∑
j=m

Ajm(r)Yjm (θ, φ) , v =

∞∑
m=1

∞∑
j=m

Bjm(r)
∂

∂θ
Yjm (θ, φ) ,

w =

∞∑
m=1

∞∑
j=m

Cjm(r)
∂

∂φ
Yjm (θ, φ) , p =

∞∑
m=1

∞∑
j=m

Djm(r)Yjm (θ, φ) . (26)

Здесь Yjm (θ, φ) = Pmj (cos θ) (αjm cosmφ+ βjm sinmφ) – сферические функции, Pmj (cos θ)
– присоединенные функции Лежандра первого рода степени j и порядка m (Pmj = 0 для
m>j ). Функции Yjm являются решениями уравнения(

∂2

∂θ2
+ ctgθ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
+ j (j + 1)

)
Yjm (θ, φ) = 0.

В случае симметричного начального состояния (
0

σ2
2 =

0

σ3
3 ,

0

σij = 0 при i 6= j) согласно (24) и
(25) a12 = a13, a22 = a33, a23 = a32, a31 = a21, a22−a23 = 2µ и, следовательно, Bjm(r) = Cjm(r).

Так как рассматриваемая система уравнений (20), (21) линейна и однородна, то каждый
член (26) можно рассматривать отдельно. В дальнейшем для краткости записи индексы m
и j опустим. Тогда система уравнений (20)–(21) с учетом (26), а также условия B(r) = C(r)
после ряда преобразований примет вид:

уравнения равновесия

r2
(
µ+

0
σr

)
A(4) + r

(
2
(

4µ+ 3
0
σr +

0
σθ

)
+ r

0
σr,r

)
A′′′ +

(
4
(

3µ+
0
σr +2

0
σθ

)
+

+2r
(

2
0
σr,r +

0
σθ,r

)
−
(
j2 + j

) (
a11 + a22 − a12 − a21 +

0
σr +

0
σθ −2µ

))
A′′+

+ 1
r

(
6r

0
σθ,r +

(
j2 + j

) (
2
(
µ− a11 + a12 + a21 − 2

0
σθ

)
− a22 − a23 − r

0
σθ,r

))
A′+

1
r2

(
j2 + j

)
j
(

2 + j − 2
) (
µ+

0
σθ

)
A+ 0 1

r2

(
j2 + j

)
j
(

2 + j − 2
) (
µ+

0
σθ

)
A = 0,

(27)
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граничные условия

r2
(
µ+

0
σr

)
A′′′ + 2r

(
3µ+ 2

0
σr +

0
σθ

)
A′′+

+
(

6
(
µ+

0
σθ

)
+
(
j2 + j

)
(µ− a11 + a12 + a21 − a22 −

0
σr −

0
σθ)
)
A′ = 0,

r2
(
µ+

0
σr

)
A′′ + r

(
2µ+ 3

0
σr

)
A′ +

(
j2 + j − 2

)
µA = 0.

(28)

В (28) при r = a получим граничные условия на внутренней поверхности крепи, а при
r = 1 – на внешней.

На границе раздела зон упругого и пластического деформирования при r = γ выполняются
условия [

γ2
(
µ+

0
σr

)
A′′′ + 2γ

(
3µ+ 2

0
σr +

0
σθ

)
A′′ +

+
(

6
(
µ+

0
σθ

)
+
(
j2 + j

) (
µ− a11 + a12 + a21 − a22 −

0
σr −

0
σθ

))
A′
]

= 0,[
γ2
(
µ+

0
σr

)
A′′ + γ

(
2µ+ 3

0
σr

)
A′ +

(
j2 + j − 2

)
µA
]

= 0,

[A] = 0.

(29)

В (29) квадратные скобки обозначают разность стоящих в них величин в зонах упругого
и пластического деформирования крепи.

Найти точное аналитическое решение краевой задачи (27)–(29) не представляется возмож-
ным, поэтому приближенное решение задачи будем искать методом конечных разностей. В
результате получаем бесконечную систему однородных алгебраических уравнений, линейных
относительно A, решать которую необходимо с учетом уравнения (19), определяющего по-
ложение границы раздела зон упругого и пластического деформирования крепи в основном
НДС. Потере устойчивости будут соответствовать ненулевые значения A. При этом должна
производиться минимизация по шагу разностной сетки h, степеням присоединенных функций
Лежандра первого рода j, параметрам материала и конструкции λj .

Таким образом, получаем задачу многомерной оптимизации величин qa и qb в зависимости
от j при условии равенства нулю определителя, полученной алгебраической системы.
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Аннотация. Рассматривается проблема существования квазистатического процесса, описы-
ваемого решением системы дифференциальных уравнений в матричной форме. Сформулиро-
вана и доказана теорема, позволяющая проводить исследование указанной проблемы. Показа-
но, что если внешние воздействия являются потенциальными, то изучение можно проводить
на основе теоремы о неявных функциях в рамках статики.

Ключевые слова: квазистатический процесс, теорема о неявной функции, напряжение, де-
формация, упругость, область притяжения.

УДК: 531.3

При рассмотрении квазистатических процессов [1], [2], [3] пренебрегают скоростью изме-
нения параметра внешнего воздействия и, как следствие, изменением во времени характери-
стики, описывающей поведение рассматриваемого объекта. Тем самым предполагается, что
скорость изменения характеристики, описывающей поведение объекта, непрерывно зависит
от скорости изменения характеристики внешнего воздействия на него. Следовательно, воз-
никает проблема изучения этой зависимости, т.е. при каких значениях параметра внешнего
воздействия процесс будет оставаться квазистатическим. Границу области изменения внеш-
него воздействия, в пределах которой изучаемая непрерывность зависимости выполняется,
будем называть границей области существования квазистатического процесса.

Известны работы по сформулированной проблеме, проведенные на основе различных кри-
териев устойчивости, например [3], [4], [5], [6]. Но в них, как правило, на определенном этапе
исследований задавалась траектория нагружения, и параметры нагрузок переставали быть
независимыми.

Пусть поведение исследуемого объекта описывается решением w системы дифференциаль-
ных уравнений, записанной в матричной форме

ẇ = F (w, p(t)) (1)

при начальных условиях
ẇ(0) = w0, (2)

где p(t) – функция, характеризующее внешнее воздействие, t – время. Решения задачи (1),(2)
будем искать в виде

w = v + η(j) (1 ≤ j ≤ s), (3)

где статическая составляющая η(j) является одним из s решений системы уравнений

F (u, p(t)) = 0, (4)
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а динамическая составляющая v является решением системы уравнений, полученной в ре-
зультате подстановки (3) в (1) и (2), т. е.

v̇ = F (v + η(j), p)− dη(j)

dp
ṗ, (5)

v̇(0) = w0 − η(j)(p((0)). (6)

Пусть для (5) выполняется ∣∣∣∣dη(j)

dp

∣∣∣∣ ≤M, p0 ≤ p(t) ≤ p1. (7)

Будем считать, что тривиальное решение уравнения

v̇ = F (v + η(j), c) (8)

асимптотически устойчиво при любом c ∈ [p0, p1].
Будем говорить, что при p ∈ D существует квазистатический процесс, описываемый систе-

мой уравнений (1), если для любого ε > 0, любых p0 ∈ D, p1 ∈ D и любых w0 существует
соответствующее решение уравнения (4), такая функция r(t) и величина t0, что из условий

r(t) = p0 при 0 ≤ t ≤ t0, (11)

p(t) = r(t) при t ≥ t0, (12)

lim
t→∞

r(t) = p1 (13)

следует, что
|v(t)| ≤ ε при t ≥ t0. (14)

Здесь то решение уравнения (4) названо «соответствующим», в область притяжения кото-
рого попадает точка (p0, w0). Используя вышесказанное, сформулируем следующую теорему:
Теорема

Если p0 ∈ D, p1 ∈ D и область D не содержит особых точек системы уравнений (4),

т. е.
∣∣∣∣dη(j)

dp

∣∣∣∣ ≤ M при всех 1 ≤ j ≤ s, а тривиальное решение системы уравнений (8) при

соответствующем η(j) асимптотически устойчиво при всех c ∈ D, то квазистатический
процесс существует (в смысле (11)–(14)).

Доказательство будем проводить путем построения r(t) в виде ступенчатой функции.
Пусть величины p0 и w0 таковы, что точка v(0) = w0 − u(p0) попадает в область притяже-
ния некоторого решения u = η(j) уравнения (4). Поскольку тривиальное решение уравнения
(8) для (4) асимптотически устойчиво, то для заданного ε > 0 при каждом p ∈ D найдется
функция

δ = δ(p). (15)

Обозначим
min
p∈D

δ(p) = δ0. (16)

Предположим, что начальное условие w0 таково, что

δ0 < |v(0)| = |w(0)− u(p0)|. (17)

Зафиксируем в момент времени t = 0 внешнее воздействие, т.е. пусть p ≡ p0. Из асимпто-
тической устойчивости тривиального решения системы уравнений (8) следует, что найдется
такой момент времени t = t0, когда будет выполняться условие

|v(t)| < δ0 − δ1 (0 < δ1 < δ0) при t ≥ t0. (18)

Пусть при p ≡ r1(t) (r1(t) – некоторая возрастающая функция при t ≥ t0 для случая, когда
p1 > p0) процесс будет описываться решением системы (5). Предположим, что при t = t0 это
решение удовлетворяет условию |v(t1)| = δ0 (|v| < δ0) при t ≥ t0. Зафиксируем в момент t = t1
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функцию p(t). Тогда при t ≥ t1 процесс будет описываться снова решением уравнения (8) при
p(t) ≡ r1(t1). Из асимптотической устойчивости тривиального решения системы уравнений
(8) при p(t) ≡ r1(t1) следует, что |v(t)| < ε при t = t1 и что найдется величина t2 такая, что
будет выполняться неравенство

|v(t)| < δ0 − δ1 при t ≥ t2. (19)

При p ≡ r2(t) (r2(t) – возрастающая функция при t ≥ t2) процесс снова будет описываться
решением системы уравнений (5). Предположим, что при t = t3 это решение удовлетворяет
условию |v(t)| = δ0. Зафиксируем в момент времени t = t3 функцию p(t) ≡ r2(t3) и т. д.
В результате будет получена ступенчатая функция p = r(t). Из приведенного построения
функции r(t) следует, что для заданного ε > 0 восполняется условие |v(t)| < ε при t ≥ t0 и
p = r(t), что и требовалось доказать (поскольку t1−t2 > 0, t3−t2 > 0 и т.д., то lim

t→∞
r(t) = p1).

Итак, условие существования квазистатического процесса при изменении внешнего воз-
действия от p0 до p1 сводится к исследованию попадания в этот интервал особых точек
уравнения (4), конечно же, при условии, что тривиальное решение системы уравнений (8)
асимптотически устойчиво. Как следует из теоремы о неявных функциях [7], существование

и ограниченность
dη(j)

dp
будет выполняться, если

|F ′(η(j), p) 6= 0. (20)

Очевидно, что в том случае, когда внешние силы являются, например, потенциальными,
для любых значений величин p0 и w0 найдется соответствующее им решение η(j), а потеря
устойчивости тривиального решения уравнения (8) происходит при переходе p через статиче-
ски особую точку, т.е. не выполняется условие (20). Следовательно, для случая, когда внешние
силы являются потенциальными, условие (20) при p ∈ D при всех значениях величины j яв-
ляется достаточным для того, что бы при p ∈ D существовал квазистатический процесс в
смысле (11)–(14).

Очевидно, что для систем с распределительными параметрами, т. е. когда зависит не толь-
ко от времени, но и от пространственных переменных, требование существования и ограни-

ченности
dη(j)

dp
приводит к проверке выполнения условий теоремы о неявных функциях для

дифференциальных уравнений статики [8], [9] Но при этом следует сделать некоторые огра-
ничения на выбор пространства состояний [10]:

Будем считать, что F : Y → Z, где Y – область банахова пространства U (U, Z – банахо-
вы пространства), является нелинейным фредгольмовым отображением нулевого индекса, и
наряду с этим выполнены условия:
а) U ⊂ Z ⊂ H – тройка непрерывно вложенных пространств (Н – гильбертово пространство);
б) U плотно в Н. Рассматриваются только те пары пространств U, Z, в которых производная
Фреше отображения F является изоморфизмом.

Подобные пространства с соответствующими нормами обычно используются при решении
задач механики деформируемого твердого тела, например, C2([a, b],Rm), C4([a, b],Rm), про-
странства Гельдера, гильбертова пространства и др.

Отметим, что в том случае, когда p является, например, n-мерным вектором, то в уравне-

нии (5) вместо
dη(j)

dp
p будет записано

n∑
i−1

dη(j)

dpi
ṗi, а в определении (11)–(14) функция r(t) будет

характеризовать изменение внешних воздействий во времени вдоль траектории нагружения.
Если для некоторого решения u = η(j)(p) задачи (4) условие (20) выполняется при всех

p ∈ D и при некотором p(2) ∈ D тривиальное решение задачи (8) асимптотически устойчиво,
то оно будет асимптотически устойчиво и при любом p ∈ D, если внешние силы являются по-
тенциальными. Следовательно, выполнение условия (20) в этом случае является достаточным
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условием для возможности квазистатического осуществления процесса, соответствующего ре-
шению u = η(j)(p) задачи (4) для любой траектории, не выходящей за границу области D.
Величина w0 при этом такова, что точка (p0, w0) должна попадать в область притяжения
тривиального решения задачи (8). Отметим, что в качестве значения p(2) может быть, напри-
мер, p(2) = 0, т. к. для состояния исследуемого объекта при отсутствии внешнего воздействия
тривиальное решение уравнения (8) должно быть асимптотически устойчиво.

Итак, в этом случае граница области существования квазистатического поведения изучае-
мого объекта, соответствующего решению u = η(j)(p) задачи (4), находится в рамках статики,
исходя из теоремы о неявных функциях для задачи (4).
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ANALYSIS AND STUDY OF THE PROBLEM OF EXISTENCE OF A
QUASI-STATIC PROCESS

Voronezh state University of engineering technologies

Abstract. Discusses the problem of the existence of a quasi-static process, described by the
solution of a system of differential equations in matrix form. Formulated and proved a theorem
that allows to study this problem. It is shown that if the external effects are potential, the study
can be conducted on the basis of the theorem of implicit functions in the framework of statics.
Keywords: quasi-static process, the theorem on implicit functions, stress, strain, elasticity, area
attraction.
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ПРЕДЕЛЬНО-РАВНОВЕСНОЕ СОСТОЯНИЕ ВТУЛКИ КОНТАКТНОЙ
ПАРЫ ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕЩИНЫ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Рассматривается задача механики разрушения для втулки контактной пары.
Считается, что при многократном возвратно-поступательном движении плунжера происхо-
дит разрушение материала втулки контактной пары, вызванное контактным взаимодействием
и сопровождаемое совместным действием силовой нагрузки и температуры. Принято, что на
поверхности контакта втулки имеется радиальная трещина. Считается, что в области контак-
та между втулкой и плунжером, кроме давления, действует касательное усилие, связанное
с контактным давлением по закону Амонтона – Кулона. Методами теорий возмущений и
аналитических функций рассматриваемая задача в каждом приближении сводится к одному
сингулярному интегральному уравнению и бесконечной системе линейных алгебраических
уравнений. Приводится процедура определения коэффициентов интенсивности напряжения.
В расчетах функция, описывающая шероховатость внутреннего контура втулки принималась
стационарной случайной функцией с нулевым средним значением и известной дисперсией.

Ключевые слова: контактная пара, втулка, прямолинейная трещина, коофициенты интен-
сивности напряжений, предельно-равновесное состояние втулки.

УДК: 539.375

Введение. Практика работы контактных пар нефтепромыслового оборудования показы-
вает, что разрушение втулки контактной пары происходит на пятнах фактического касания
в тонких приповерхностных слоях путем образования микротрещин. В связи с этим пред-
ставляет большой теоретический интерес разработка эффективного способа, позволяющего
исследовать развитие дефектов типа трещин в деталях контактной пары с учетом их реальной
поверхности.

Постановка задачи. Рассмотрим напряженно-деформированное состояние втулки кон-
тактной пары в процессе работы.

Считаем, что втулка ослаблена одной краевой трещиной вблизи контактной поверхности.
Отнесем втулку к полярной системе координат rθ, выбрав начало координат в центре кон-
центрических окружностей L0 и L с радиусами R0, R соответственно. Будем считать, что
внутренний контур втулки близок к круговому. Как известно, реальная поверхность втулки
никогда не бывает абсолютно гладкой, а всегда имеет неровности, являющиеся неизбежным
следствием процесса технологической обработки.

Рассмотрим некоторую реализацию шероховатой внутренней поверхности втулки. Счита-
ется, что выполняются условия плоской деформации.

Представим границу внутреннего контура втулки L′0 в следующем виде:

ρ (θ) = R0 + εH (θ) , (1)
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где ε – малый параметр, равный Rmax/R0; Rmax – наибольшая высота неровности профиля
втулки контактной пары. С помощью обработки данных профилограмм обработанной по-
верхности вычисляются значения коэффициентов ряда Фурье для функции H(θ), описыва-
ющие каждый внутренний профиль обработанной поверхности втулки. Граничные условия
рассматриваемой задачи механики разрушения имеют вид:

σn = −p (θ) ; τnt = −fp (θ) при r = ρ на контактной площадке (2)

σn = 0; τnt = 0 при r = ρ вне площадки контакта

v−r ivθ = g (θ) при r = R (3)

σn = 0; τnt = 0 на берегах трещин (4)
Считается, что втулка в точках наружной поверхности имеет заданные перемещения. В

краевых условиях (2) принято, что в области контакта касательное напряжение связано с
контактным давлением p (θ) по закону Амонтона-Кулона; f – коэффициент трения контакт-
ной пары; n, t– натуральные координаты; g (θ) – заданные перемещения точек на внешнем
контуре втулки. Будем считать, что контактное давление p (θ), определяемое из решения кон-
тактной задачи о вдавливании вала во втулку, нам известно [1].

Напряжения и перемещения во втулке ищем в виде разложений по малому параметру ε, в
которых пренебрегаем для простоты членами, содержащими ε в степени выше первой.

σr = σ(0)
r + εσ(1)

r + ...; σθ = σ
(0)
θ + εσ

(1)
θ + ...;

τrθ = τ
(0)
rθ + ετ

(1)
rθ + ...; (5)

vr = v(0)
r + εv(1)

r + ...; vθ = v
(0)
θ + εv

(1)
θ + ... .

Здесь σ(0)
r , σ(0)

θ , τ (0)
rθ , v(0)

r , v(0)
θ – напряжения и перемещения нулевого приближения, а σ(1)

r ,
σ

(1)
θ , τ (1)

rθ , v(1)
r и v(1)

θ – напряжения и перемещения первого приближения.
Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференциальных уравнений теории

упругости. Значения компонент тензора напряжений при r = ρ (θ) найдем, разлагая в ряд
выражения для напряжений в окрестности r = R0.

σ(0)
r |r = ρ (θ) = σ(0)

r |r = R0 + ε
∂σ

(0)
r

∂r |r = R0
H (θ) + · · · ,

σ
(0)
θ |r = ρ (θ) = σ

(0)
θ |r = R0 + ε

∂σθ(0)

∂r |r = R0
H (θ) + · · · ,

τ
(0)
rθ |r = ρ (θ) = τ

(0)
rθ |r = R0 + ε

∂τrθ(0)

∂r |r = R0
H (θ) + · · · ,

σ(1)
r |r = ρ (θ) = σ(1)

r |r = R0 + ε
∂σ

(1)
r

∂r |r = R0
H (θ) + · · · ,

σ
(1)
θ |r = ρ (θ) = σ

(1)
θ |r = R0 + ε

∂σ
(1)
θ

∂r |r = R0
H (θ) + · · · ,

τ
(1)
rθ |r = ρ (θ) = τ

(1)
rθ |r = R0 + ε

∂τ
(1)
rθ

∂r |r = R0
H (θ) + · · ·

Используя метод возмущений с учетом сказанного, краевые условия задачи примут вид:
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в нулевом приближении

σ(0)
r = −p(0) (θ) ; τ

(0)
rθ = −fp(0) (θ) на площадке контакта (6)

σ(0)
r = 0; τ

(0)
rθ = 0при r = R0 вне площадкиконтакта

v(0)
r − iv

(0)
θ = g (θ) при r = R (7)

σ(0)
n = 0; τ

(0)
nt = 0на берегах трещин (8)

в первом приближении

σ(1)
r = −p(1) (θ) +N ; τ

(1)
nt = −fp(1) (θ) + T на площадке контакта (9)

σ(1)
r = N ; τ

(1)
nt = T при r = R0 вне площадкиконтакта

v(1)
r − iv

(1)
θ = 0при r = R (10)

σ(1)
n = 0; τ

(1)
nt = 0на берегах трещин (11)

Здесь N = −H(θ)
∂σ(0)

r

∂r + 2τ
(0)
rθ ·

1
R0

dH(θ)
dθ ; T =

(
σ

(0)
θ − σ

(0)
r

)
1
R0

dH(θ)
dθ −H(θ)

∂τ
(0)
rθ

∂r .

Для прогнозирования разрушения втулки особый интерес представляет знание коэффи-
циентов интенсивности напряжений, позволяющее в рассматриваемом случае на их основе
исследовать предельное состояние втулки.

Согласно методу возмущений, коэффициенты интенсивности напряжений для окрестности
вершины трещины ищутся в виде

KI = K
(0)
I + εK

(1)
I + ...; KII = K

(0)
II + εK

(1)
II + ... .

Здесь K(0)
I , K(0)

II – коэффициенты интенсивности напряжений для нулевого приближения,
а K(1)

I ,K(1)
II – соответственно для первого приближения.

Решение краевой задачи (6)–(9) представляет собой решение задачи механики разрушения
для гладкого внутреннего контура с радиальной прямолинейной трещиной. Сумма решений
(6)–(8) и (9)–(11) представляет решение задачи механики разрушения для втулки контактной
пары с внутренним шероховатым контуром и радиальной прямолинейной гладкой трещиной.

Метод решения краевой задачи. Последовательности краевых задач (6)–(8) и (9)–(11)
решаются единообразным способом.

Перейдем к построению решения задачи в нулевом приближении. Граничные условия за-
дачи (6) и (8) с помощью формул Колосова – Мусхелишвили [2] можно записать известным
способом для комплексных потенциалов Φ(0)(z), Ψ(0)(z) для втулки.

Φ(0) (τ) + Φ(0) (τ)− e2iθ
[
τ̄Φ(0)′ (τ) + Ψ(0) (τ)

]
=

{
− (1− if) p(0) (θ)на площадке контакта

0 вне площадки контакта
(12)

Φ(0) (τ1)− кΦ(0) (τ1)− e2iθ
[
τ̄1Φ(0)′ (τ1) + Ψ(0) (τ1)

]
= 2µg′ (θ) (13)

Φ(0) (t) + Φ(0) (t) + tΦ(0)′ (t) + Ψ(0) (t) = 0, (14)
где τ = R0e

iθ, τ1 = Reiθ; t – аффикс точек берегов трещины.
Комплексные потенциалы, дающие решение краевой задачи (6) и (8), ищем в виде:
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Φ(0)(z) = Φ
(0)
0 (z) + Φ

(0)
1 (z) + Φ

(0)
2 (z) (15)

Ψ(0)(z) = Ψ
(0)
0 (z) + Ψ

(0)
1 (z) + Ψ

(0)
2 (z).

Здесь при отсутствии трещины потенциалы Φ
(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z) определяют поле напряжений

и деформаций в сплошной втулке.
Потенциалы Φ

(0)
0 (z) и Ψ

(0)
0 (z) ищем в виде:

Φ
(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

akz
k; Ψ

(0)
0 (z) =

∞∑
k=−∞

a′kz
k.

Для определения искомых коэффициентов ak, a′k используем метод Мусхелишвили [2].
Комплексные потенциалы Φ

(0)
1 (z) и Ψ

(0)
1 (z) ищем в виде:

Φ
(0)
1 (z) =

1

2π

`∫
R0

g0(t)dt

t− z
;

Ψ
(0)
1 (z) =

1

2π

`∫
R0

[
g0
k(t)

t− z
− t̄g0(t)

(t− z)2

]
dt,

где g0(x) – искомая функция, характеризующая разрыв смещений при переходе через линию
трещины.

g0(t) =
2µ

i (1 + к)

∂

∂t

[
u+

0 (t, 0)− u−0 (t, 0) + i
(
v+

0 (t, 0)− v−0 (t, 0)
)]
.

Комплексные функции Φ
(0)
2 (z) и Ψ

(0)
2 (z) ищем в виде:

Φ
(0)
2 (z) =

1

2π

`∫
R0

[(
−1

z
− t̄

z − t̄

)
g0(t) + g0(t)

1− tt̄
t̄(1− zt̄)2

]
dt;

Ψ
(0)
2 (z) =

1

2πz

`∫
R0

{
g0(t)

[
1

zt
− 2

z2
− t̄

z(1− zt̄)
+

t̄2

(1− zt̄)2

]
+

+g0(t)

[
− 1

1− zt
+

1− tt̄
zt̄(1− zt̄)2

− 2(1− tt̄)
(1− zt̄)3

]}
dt.

Удовлетворяя функциями (15) граничным условиям (14) на берегах трещины, получим
сингулярное интегральное уравнение, относительно неизвестной функции g0(x):

`∫
R0

[
R(t, x)g0(t) + S(t, x)g0(t)

]
dt = πf0(x). (16)

Здесь f0 (x) = −
[
Φ

(0)
0 (x) + Φ

(0)
0 (x) + xΦ

(0)′

0 (x) + Ψ
(0)
0 (x)

]
.

ФункцииR (t, x) и S (t, x) ввиду громоздкости не приводятся. Удовлетворяя краевым усло-
виям на круговых границах, записанных через комплексные потенциалы функциями (15), а
также учитывая разложение функции p(0) (θ) при r = R0 и g′ (θ) при r = R в ряды Фурье,
получаем после некоторых преобразований бесконечную систему линейных алгебраических
уравнений относительно ак и a′k. Ввиду громоздкости система алгебраических уравнений не
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приводится. В правую часть этой системы входят интегралы от искомых функций g0(x). Та-
ким образом, сингулярное интегральное уравнение и система алгебраических уравнений отно-
сительно ак и a′k связаны между собой и решаются совместно. Применяя метод механических
квадратур [3], сингулярное интегральное уравнение сводится к системе М линейных алгебра-
ических уравнений относительно приближенных значений искомой функции в чебышевских
узлах. После решения объединенной алгебраической системы методом Гаусса с выбором глав-
ного элемента находятся коэффициенты интенсивности напряжений в нулевом приближении
K

(0)
I , K(0)

II :

K
(0)
I − iK

(0)
II =

√
π`

M

M∑
k=1

(−1)
k
g0kctg

θk
2

θk =
2k − 1

2M
π (k = 1, 2, ..., M) .

Перейдем теперь к построению решения задачи в первом приближении. На основе по-
лученного решения с помощью функций (15) и формул Колосова – Мусхелишвили находим
компоненты напряжений σ(0)

r , σ(0)
θ , τ (0)

rθ . При r = R0 находим функцииN и T . Граничные усло-
вия (9)–(11) можно записать в виде краевой задачи для отыскания комплексных потенциалов
Φ(1)(z) и Ψ(1)(z). Комплексные потенциалы Φ(1)(z) и Ψ(1)(z) ищутся в виде аналогично (15) с
очевидными изменениями. Дальнейший ход решения такой же, как в нулевом приближении.

После решения системы алгебраических уравнений первого приближения определяются
коэффициенты интенсивности напряжений для вершины трещины

K
(1)
I − iK

(1)
II =

√
π`

M

M∑
k=1

(−1)
k
g1kctg

θk
2
.

При заданной функции H (θ) и функции перемещений g (θ) построенные алгебраические
системы являются замкнутыми и позволяют найти коэффициенты интенсивности напряже-
ний для каждого шероховатого профиля контактной поверхности, размеров трещины, физи-
ческих и геометрических параметров втулки контактной пары.

После определения коэффициентов интенсивности напряжений для прогнозирования пре-
дельного состояния втулки контактной пары, когда может наступить разрушение (рост тре-
щины), используем обобщенный критерий хрупкого разрушения, называемый часто крите-
рием максимального окружного напряжения σθ [4], [5]. Согласно этому критерию начальное
развитие трещины в момент ее страгивания происходит в плоскости, для которой сингулярная
часть нормальных растягивающих напряжений σθ имеет максимальную интенсивность.

Для определения критического давления pс и угла отклонения θ∗, использовали следующие
уравнения [4], [5]:

θ∗ = 2arctg
[(

1−
√

1 + 8α2
)/

4α
]

;

KIC − 4
√

2f (α)KI = 0, α =
KII

KI
; (17)

f (α) =
1 + 3

√
1 + 8α2(

12α2 + 1−
√

1 + 8α2
)3/2

α3.

Здесь KIC – трещиностойкость (вязкость разрушения) материала втулки, определяемая
опытным путем.

Уравнения (17) позволяют численным способом исследовать влияние геометрических па-
раметров втулки, класса шероховатости и других параметров на изменение предельного со-
стояния втулки фрикционной пары. Наличие шероховатости внутренней поверхности втулки
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приводит к увеличению напряжений, в то же время способствует искривлению направле-
ния (ветвлению) роста имеющихся трещин во втулке. Это обстоятельство может приводить
к торможению трещины.

Численные результаты и их анализ. Для численной реализации изложенного способа
были проведены расчеты методом Гаусса с выбором главного элемента. Полагалось M =20,
M =30, что отвечает разбиению интервала [-1, 1] на 20, 30 чебышевских узлов, соответствен-
но. Были проведены расчеты по определению коэффициентов интенсивности напряжений. В
рассматриваемой задаче имеется много параметров. Это различные механические характери-
стики материала, параметры качества поверхности внутреннего контура втулки, контактного
давления на поверхности трения, геометрические размеры втулки, а также трещины.

Расчеты выполнялись применительно к скважинным штанговым насосам.
Для указанных значений параметров при расчетах относительная погрешность, меньшая

одного процента, достигалась при количестве чебышевских узлов на трещине M =20.
Численными расчетами исследовались зависимость коэффициентов, интенсивности напря-

жений от относительной длины трещины λ = /̀(R−R0).
На рис. 1 представлена зависимость критической величины давления pс от параметра λ

для втулки скважинного штангового насоса, вычисленного по формуле (17) для скорости
плунжера V =0,4м/с, а вязкость разрушения материала втулки принималась KIC = 57, 0
МПа

√
м. Здесь кривая 1 построена для гладкого контура, а кривая 2 для шероховатого

внутреннего контура. Функция, описывающая шероховатость внутреннего контура втулки,
принималась стационарной случайной функцией с нулевым средним значением и известной
дисперсией.

Рис. 1. Зависимость критического давления

Заключение. Следует отметить, что разработанный способ дает возможность исследовать
предельно-равновесное состояние втулки контактной пары с учетом ее реальной обработанной
поверхности и дефектности. Такие исследования позволяют прогнозировать по контактному
давлению допустимую для втулки длину трещины или, наоборот, по заданной длине дефекта
установить величину предельной (вызывающей рост трещины) нагрузки.
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PRESENCE OF THE CRACK
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Abstract. The problem of mechanics of fracture for the hub of contact pair is considered. It
is considered that at repeated back and forth motion plunger there is a fracture of a material of
the hub of the contact pair, caused by contact interaction and accompanied by joint action of
power loading and temperatures. It is accepted that on a surface of contact of the hub there is
a radial crack. It is considered that in the field of contact between the hub and plunger, except
stress, operates tangent line the effort connected with contact stress under the law of Amontona –
Kulona. The considered problem in each approach is reduced by methods of theories of indignations
and analytical functions to one singular to the integrated equation and infinite system of the
linear algebraic equations. Procedure of definition of factors of intensity of stress is resulted. In
calculations the function describing a roughness of an internal contour of the hub was accepted by
stationary stochastic function with zero average value and a known dispersion.
Keywords: contact pair, the hub, a rectilinear crack, factors of intensity of stress, limit-equilibrium
state of the hub.
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ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ В ПЛОСКОМ СЛОЕ ПРИ УЧЕТЕ
РАЗОГРЕВА ЗА СЧЕТ ДЕФОРМИРОВАНИЯ И ТРЕНИЯ НА ГРАНИЦЕ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

Владивостокский государственный университет экономики и сервиса

Аннотация. В статье представлено решение связанной задачи термоупругопластичности о
развитии течения в плоском слое материала, находящегося в условиях нарастающего чистого
сдвига, и последующем торможении течения при медленном снятии нагрузки. Теплофизиче-
ские и деформационные процессы взаимосвязаны, предел текучести зависит от температуры.
В качестве дополнительного источника тепла принимается его производство за счет трения
материала слоя о граничную шероховатую плоскость. Найдены условия зарождения вязко-
пластического течения, закономерности продвижения по слою упругопластических границ,
рассчитаны скорости течения, большие деформации, как необратимые, так и обратимые. Рас-
смотрено торможение течения при уменьшении нагружающих усилий с последующим осты-
ванием материала слоя.

Ключевые слова: упругость, пластичность, вязкость, теплопроводность, большие дефор-
мации.

УДК: 539.374

Известно [1], что штампуемый материал выплавляемой модели, основное содержание ко-
торого составляет парафино-стеариновая смесь, пластически деформируется в пристеночных
областях пресс-формы, нагревается до оплавления, заполняя ее конструктивные вогнутости,
а после этого застывает, формируя упрочненный приповерхностный слой. Подобные эффек-
ты присущи штамповке в порошковой металлургии. В таких процессах деформации, при-
обретаемые материалами, большие, наряду с упругими свойствами материалов необходимо
учитывать пластические, а в областях течения и вязкие. При этом деформирование и трение
о жесткие стенки вызывает заметный разогрев материала. Таким образом, соответствующая
задача математического моделирования оказывается задачей теории больших деформаций
сред с упругими, пластическими и вязкими свойствами, в которой предел текучести зависит
от температуры, а деформирование, тепловыделение и теплопередача не разделяются. Поста-
новок и решений задач, включающих в себя все отмеченные деформационные и теплофизиче-
ские особенности, теория больших деформаций до настоящего времени не содержит. С целью
модельно оценить процессы, происходящие в материале при штамповке выплавляемых моде-
лей для соответствующего литья, рассмотрим простейшую модельную задачу данного класса

Поступила 12.10.2014
Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках государствен-

ного задания вузам на выполнение НИР (№ 2014/292) и Российского фонда фундаментальных
исследований (код проекта 13-01-00283).
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о чистом сдвиге, но с учетом таких эффектов. Сформулируем задачу в форме квазистати-
ческого процесса при меняющейся со временем внешней нагрузке так, как это происходит
при технологической операции: разогрев и течение возникают и развиваются, затем течение
замедляется и, наконец, материал остывает.

1. Пусть в пространстве с декартовой системой прямоугольных координат слой материала
заполняет область 0 ≤ x2 ≤ h (h – толщина слоя). С одной стороны он ограничен жесткой
шероховатой плоскостью x2 = 0, другая его граничная плоскость x2 = h нагружена

σ12|x2=h = ζt, σ22|x2=h = a0.

Здесь σ12 и σ22 – компоненты тензора напряжений Эйлера-Коши, t – время, ζ, a0 – зада-
ваемые постоянные. Считаем, что в последующие за t = 0 моменты времени материал слоя
обратимо деформируется при отсутствии перемещений на границе x2 = 0 до тех пор, пока
слой удерживается за счет трения

σ21 < f |σ22| при x2 = 0,

f – коэффициент трения. Полагаем, что a0 < k0f
−1 (k0 – предел текучести при комнатной

температуре), т.е. процесс скольжения начинается раньше пластического течения в момент
времени t = t∗ = a0fζ

−1. При t > t∗ условие прилипания заменяется законом трения сколь-
жения

(σ12 − f |σ22| − ξv)|x2=0 = 0, (1)

где ξ – коэффициент вязкого трения, v = v1 (x2, t) – скорость точек среды. Трение скольже-
ния вызовет разогрев слоя на его граничной плоскости x2 = 0. Для формирующегося поля
температур принимаем условия

θ =
T

T0
− 1 = θ (x2, t) , θ (x2, t∗) = 0, θ (0, t) = γφ(t),

∂θ

∂x2

∣∣∣∣
x2=h

= 0. (2)

Здесь T0, T – комнатная и текущая абсолютная температура, φ(t) = u (0, t) – перемещение на
границе слоя, γ – постоянная теплопроизводства за счет трения. Нагружаемую границу слоя
x2 = h полагаем теплоизолированной, а производство тепла за счет трения таким, чтобы
температура границы x2 = 0 росла пропорционально смещениям трущихся поверхностей.
Такие смещения отождествляем с перемещениями точек граничной плоскости, так как φ(t)
считается далее монотонной.

Продолжающееся нагружение в условиях повышения температуры приведет к зарожде-
нию и развитию вязкопластического течения в окрестности подложки, и, следовательно, к
большим деформациям материала в области развитого течения. Конкретизацию теплофизи-
ческих и механических свойств материала слоя проведем в рамках модели больших упруго-
пластических деформаций, построенной в [2] и обобщенной на неизотермический случай [3]
и на случай учета вязкости при пластическом течении [4]. В полном объеме модель подробно
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описана в [5]. Считаем, что материал слоя несжимаем, тогда

Dmij

Dt
= εij − εpij −

1

2

(
(εik − εpik + zik)mkj +mik(εkj − εpkj − zkj)

)
,

Dpij
Dt

= εpij − pikε
p
kj − ε

p
ikpkj , mij = eij + α (T − T0) δij ,

dij = mij + pij −
1

2
mikmkj −mikpkj − pikmkj +mikpksmsj ,

σij = −Pδij +
1

1 + 3α (T − T0)

∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) при pij ≡ 0,

σij = −P1δij +
1

1 + 3α (T − T0)

∂W

∂mik
(δkj −mkj) при pij 6= 0,

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) , vi =

dui
dt

=
∂ui
∂t

+ ui,jvj , ui,j =
∂ui
∂xj

,

rij =
1

2
(vi,j − vj,i) + zij (εsk,msk) ,

Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj .

(3)

Здесь εpij , dij – компоненты тензоров скоростей пластических деформаций и полных деформа-
ций Альманси, α – коэффициент линейного расширения, P , P1 – гидростатические давления.
Требование неизменности тензора необратимых деформаций pij при термоупругом дефор-
мировании и при разгрузке приводит к объективной производной по времени определенного
вида. В (3) она записана для произвольного симметричного тензора с компонентами nij . Ко-
сосимметричный тензор zij в [2, 5] выписан полностью. Полагая материал слоя изотропным,
упругий потенциал W зададим в форме

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + ν1J1θ + ν2θ
2−

−ν3J1θ
2 − ν4J

2
1 θ − ν5J2θ − ν6θ

3 + ..., J1 = dkk, J2 = dikdki.
(4)

Зависимость (4) записана для случая pij ≡ 0, µ – модуль сдвига, b, χ, νm(m = 1, 2, ..., 6)
– тепломеханические постоянные. При pij 6= 0 следует считать J1 = I1 = ckk, J2 = I2 =
cikcki, где cij = mij − 0, 5mikmkj . В случае изотермического деформирования (θ ≡ 0) имеем
mij = eij , тогда тензор с компонентами eij − 0, 5eikekj следует называть тензором упругих
деформаций. В качестве условия пластичности будем использовать следующее обобщение
функции нагружения Треска

F
(
σij , ε

p
ij

)
= max |σi − σj | − 2k + 2ηmax |εpk| = 0,

εpij = λ
∂F

∂σij
, λ > 0, k = k0

(
1− θ2

θ2
pl

)
,

(5)

где σi, ε
p
i – главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических деформаций,

η – коэффициент вязкости, θpl – температура плавления материала. Принимая закон тепло-
проводности Фурье, согласно уравнению баланса энтропии получаем уравнение теплопровод-
ности вида (

1 +
β1

ν2
θ +

β2

ν2
xjj

)
∂θ

∂t
+
β3

ν2
yjixij = q

∂2θ

∂xj∂xj
− l

2ν2
σijε

p
ij ,

β1 = ν2 (1− 3αT0)− 3ν6, β2 = −ν3, β3 = −ν1 − ν5,

(6)
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где q – коэффициент температуропроводности. Там, где деформирование обратимо, в (5)
xjj = djj , yjj = εij , l = 0; в области течения xjj = cjj , yjj = εij − εpij , l = 1; в области
разгрузки xjj = cjj , yjj = εij , l = 0.

Рис. 1. Граница области вязкопластического течения

2. Как уже отмечалось, квазистатическое упругое равновесие слоя будет сохраняться до
момента времени t = t∗, после которого начинается проскальзывание и разогрев. Во времена,
следующие за t∗, получаем связанную задачу термоупругости. Поле температур, напряженно-
деформированное состояние определяются при использовании (3) из уравнений равновесия
их совместным решением с уравнением теплопроводности (5). Начальными условиями яв-
ляются упругое равновесие в момент времени t = t∗ и θ (x2, t∗) = 0, краевыми условиями
– соотношения (1), (2) и задаваемые условия нагружения. Решение задачи термоупругости,
не содержащее дополнительных сложностей, будет справедливо до момента времени t1 > t∗,
когда начнет развиваться пластическое течение. Момент и место его зарождения находятся
из полученного решения и условия (4), которое в данном случае имеет вид

(σ21 − k (θ))|t=t1,x2=0 = 0. (7)

С момента времени t = t1 от границы x2 = 0 развивается область течения, занимаю-
щая слой 0 ≤ x2 ≤ r(t), x2 = r(t) – движущаяся по среде граница данной области, в слое
r(t) ≤ x2 ≤ h материал деформируется обратимо. Положение упругопластической границы
связывается с равенством нулю на ней скоростей пластических деформаций. Уравнение рав-
новесия теперь следует проинтегрировать в двух областях отдельно; равенство (6), условия
нагружения и условия непрерывности напряжений на упругопластической границе являются
краевыми условиями. По найденному полю температур определяется кинематика течения и
закон продвижения упругопластической границы. Интегрированием по времени найденных
скоростей пластических деформаций при начальном условии pij (t1) = 0 определяются компо-
ненты необратимых деформаций p12, p11 и p22. После чего из (3) получаем дифференциальное
уравнение для перемещения в области течения

∂u

∂x2
=

ζt

µ− lθ
+ 2p12. (8)

В области обратимого деформирования в (7) p12 = 0. Постоянная (функция времени)
интегрирования определяется условием непрерывности перемещений на упругопластической
границе.

Если далее с момента времени t = t2 положить неизменным нагружающее усилие
(σ12|x2=h = ζ1t2 = сonst), то это порождает временную разгрузку среды: от плоскости
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x2 = r(t2) при t ≥ t2 отделяется новая упругопластическая граница x2 = r1(t), продвига-
ющаяся к плоскости скольжения. Однако в некоторый последующий момент времени t = t3
движение данной границы меняет направление. В таком продвижении в момент времени t = t4
она достигает плоскости x2 = r(t2) и движется дальше к нагружаемой границе слоя. Таким
образом, в промежутке времени t2 ≤ t ≤ t3 имеем три области, в которых процесс дефор-
мирования отвечает отличным друг от друга системам уравнений. В области 0 ≤ x2 ≤ r1(t)
материал пластически деформируется, в области r1(t) ≤ x2 ≤ r(t2) деформирование обрати-
мо, но в присутствии накопленных необратимых деформаций, область r(t2) ≤ x2 ≤ h остается
упругой. При t ≥ t3 таких областей остается две: область течения 0 ≤ x2 ≤ r1(t) и упругая
область r1(t) ≤ x2 ≤ h. Для решения систем уравнений используются, как и ранее, краевые
условия (2), условия непрерывности θ и ∂θ/∂x2 на границах r1(t) и r(t2) и условие непрерыв-
ности θ при t = t2.

Рис. 2. Распределение температуры в раз-
ные моменты времени

Рис. 3. Распределение перемещений в раз-
ные моменты времени

С момента времени t = t4 рассматривается течение при уменьшающемся напряжении
(σ12|x2=h = ζ1t2 − ζ2(t− t4), ζ2 > 0) и разгрузка среды. Аналогично эффекту при постоянной
нагрузке возникает новая граница r2(t), которая сначала движется от стационарной границы
r(t4) к плоскости скольжения, затем меняет направление и движется вверх. В момент времени
t = t5 граница r2(t) перестает увеличиваться, т.е. вязкопластическое течение прекращается
и появляется новая граница r3(t), движущаяся вниз от поверхности r2(t5). В некоторый мо-
мент времени t = tpr вновь выполнится условие прилипания σ12|x2=0 = f σ22|x2=0 и при
дальнейшем уменьшении напряжения материал начнет остывать. В момент времени t = t6
граница r3(t) достигнет нижнего края слоя x2 = 0. После того, как при t = t7 компонента
тензора напряжений σ12, а при t′ = tpr+γ−1

1 температура θ станут равными нулю при x2 = 0,
дальнейшее охлаждение материала до конечного момента времени t = tk связано с заданием
потока тепла на верхней границе слоя

∂θ

∂x2

∣∣∣∣
x2=h

= γ2t, γ2 = const.

Иллюстрирующие решение графики приведены для значений: fa0µ
−1 = 0, 00005, γh = 20,

µqζ−1h−2 = 1207, 1429, µ2 (ξζh)
−1

= 35 · 104, µ2 (ηζ)
−1

= 2, 8 · 106, β1 = 0, 5, lµ−1 = 0, 01,
ν2µ
−1 = 0, 02, β3 = −0, 5, k0µ

−1 = 0, 00229796, θpl = 2, 68261. Изменение упругопластической
границы ρ = r/h в зависимости от времени τ = ζtµ−1 приведено на рис. . Распределения
температуры θ и перемещений y = u/h в процессе деформирования по слою 0 ≤ x = x2/h ≤ 1
показаны на рис. 2 и 3.
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VISCOPLASTIC FLOW IN A FLAT LAYER WITH ALLOWANCE FOR
HEATING DUE TO DEFORMATION AND FRICTION AT THE BOUNDARY

Institute for Machine Engineering and Metallurgy of the Far Eastern Branch of Russian Academy
of Science
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Abstract. The article presents a solution to the coupled problem of thermoelastoplasticity about
development flow in a flat layer of material is in terms of increasing pure shear and subsequent
deceleration of flow with slow removal of the load. Thermophysical and deformation processes are
interrelated, the yield point depends on a temperature. As an additional source of heat taken its
production due to the friction material layer on a rough plane boundary. Conditions for the birth
of a viscoplastic flow and regularities propulsion on the layer of elastoplastic boundaries are found,
flow rate, large deformation both reversible and irreversible are calculated. Braking current at
reducing the biasing force followed by cooling of the material layer is considered.
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C.В.Белых1, К.С.Бормотин1, А.А.Буренин2, Л. В.Ковтанюк3, А.H.Прокудин2

О БОЛЬШИХ ИЗОТЕРМИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЯХ МАТЕРИАЛОВ С
УПРУГИМИ, ВЯЗКИМИ И ПЛАСТИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ
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2Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН
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Аннотация. Предлагается математическая модель процессов деформирования материалов с
упругими, вязкими и пластическими свойствами, способных приобретать большие деформа-
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Современное авиастроение при изготовлении деталей планеров вынуждено прибегать к
технологиям формовки крупногабаритных, монолитных конструкционных элементов. К глав-
ным причинам, предопределившим данное обстоятельство и отказ от традиционных техноло-
гий, отнесем низкую технологичность последних и затратность по материалам. Более того,
они приводят часто к недопустимому снижению в прочностных свойствах обрабатываемых
материалов. В то же время холодная формовка за счет медленного режима ползучести ока-
зывается [1], [2] наиболее перспективным технологическим процессом, сохраняющим проч-
ностной ресурс материалов в условиях их интенсивного формоизменения.

Следует признать, что режимы холодной формовки, впрочем как и режимы традицион-
ных технологий, не обходятся без возникновения локальных областей пластического течения,
главным образом в местах воздействия оснасткой на деформируемые материалы. Возникнове-
ние областей течения как раз отрицательно сказывается на прочностных и деформационных
свойствах формуемых материалов, в качестве которых чаще всего выступают высокопрочные
алюминиевые сплавы. поэтому следует добиваться возможно большей ограниченности таких
областей по объему. В то же время их наличие невозможно игнорировать при расчетном
моделировании процесса интенсивного необратимого деформирования, поскольку они суще-
ственно влияют на уровень и распределение напряжений, следовательно, на процесс в целом.
Это приводит к необходимости использовать в таком расчетном моделировании изотермиче-
ские теории ползучести при одновременном учете возможностей возникновения и развития
зон пластического течения. Связанные с интенсивным формоизменением технологические
условия процесса не позволяют ограничиться только малыми деформациями. Следователь-
но, адекватной математической моделью для описания процессов типа холодной формовки
может быть только теория больших деформаций материалов, обладающих как упругими, так
и пластическими и вязкими свойствами. Таких моделей за более чем сорокалетнюю историю
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[3] развития теории построено значительное количество [4], [5], [6], [7], [8], [9]. Обзор ино-
странных работ содержится в [10]. Здесь будем отталкиваться от модели упругопластических
деформаций, предложенной в [7] и подробно описанной в [9]. Ее достоинство состоит в сохра-
нении основных положений пластических теорий [11] деформирования упругопластических
сред. Именно, пластические деформации не изменяются при обратимом деформировании,
включая разгрузку; напряжения в среде полностью определяются уровнем и распределением
упругих деформаций; разгрузочное состояние не зависит от пути разгрузки в пространстве
напряжений. Принятие данных положений, которые могут опытно и не подтверждаться, су-
щественно упрощает теорию настолько, что удается поставить и решить целый ряд краевых
задач [12], [13], [14], [15], [16], включая получение точных решений.

Здесь, следуя основным идеям [7], [9], построим замкнутую модель больших деформаций,
необратимые деформации в которой суммировались бы, последовательно накапливались в
условиях ползучести, затем пластичности в условиях течения и снова ползучести при раз-
грузке. Таким образом необратимые деформации подразделяются на деформации ползучести
и пластического течения только за счет механизма их производства. Полагаем, что для ре-
шения задач холодной формовки данный подход окажется наиболее перспективным.

Кинематика больших деформаций. Рассмотрим кинематику деформируемой среды,
считая, что деформации ее могут быть и обратимыми, и необратимыми. Полагаем, что неза-
висимыми переменными являются пространственные координаты xi(i = 1, 2, 3) точек среды.
Иначе, используем Эйлеров способ задания движения среды и для закона ее движения запи-
шем:

ai = ai(x1, x2, x3, t). (1)

Здесь ai – материальные координаты точки деформируемой среды (координаты Лагранжа),
t – время. В качестве ai принимаем координаты точек среды в ее свободном состоянии при
t = 0.

Для компонент тензора дисторсии ai,j = ∂ai/∂xj в используемой здесь прямоугольной
декартовой системе координат имеем уравнения их изменения (переноса):

dai,j
dt

+ ai,kvk,j = 0;

vk =
duk
dt

=
∂uk
∂t

+ vmuk,m; uk = xk − ak.
(2)

Соотношениями (2) вводятся в рассмотрение координаты uj , vk векторов перемещений и
скоростей точек среды соответственно. Для компонент тензора дисторсии и метрического
тензора gij введем представление

ai,j = Yi,k(δkj − ekj)
gij = as,ias,j =(δik − eik)(δkm − 2pkm)(δmj − emj).

(3)

Здесь δij – компоненты единичного тензора (символы Кронекера).
Для тензора pij из (3) непосредственно следует:

pij =
1

2
(δij − Ym,iYm,j).

Таким образом, введенный в (3) тензор с компонентами pij является симметричным
pij = pji. Но тензор с компонентами eij , в общем случае представленный в (3), может и
не быть симметричным; первое равенство из (3) не является полярным разложением тензора
дисторсии. Исходя из (2) и (3), возможно записать уравнения изменения для введенных в (3)
тензоров.
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deij
dt

= vi,j − bij − eikvk,j + bikekj

dpij
dt

=
1

2
(bij + bji)− pikbkj + bkipkj

bij = −Y −1
ik

dYkj
dt

.

(4)

Потребуем теперь, чтобы тензор с компонентами eij был симметричным. Это возможно
только при условии, следующем из (4):

bkm(δmj − emj)− (δkm − ekm)bmj = (δkm − ekm)vm,j − vm,k(δmj − emj). (5)

Таким образом, для симметрии eij = eji тензора в (2) требуется выполнение условия (5).
Иначе, тензор с компонентами bkm не может быть произвольным, а удовлетворять зависимо-
стям (5), и только в этом случае eij = eji. Тензорное равенство (5) в таком случае следует
рассматривать в качестве уравнения для bkm. Решением данного уравнения является [17]:

bij = rij + (δik − eik)tkj . (6)

В решении (6) tkj – компоненты произвольного, но симметричного тензора: tkj = tjk.
Тензор с компонентами rij является кососимметричным rij = −rji и для него

rij = wij +A−1[B2(εikekj − eikεkj) +B(εikekmemj − eikekmεmj) + eikεkmemnenj − eikekmεmnenj ]

vi,j =
1

2
(vi,j + vj,i)−

1

2
(vi,j − vj,i) = εij + wij

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3; B = 2− E1;

E1 = ejj ;E2 = eijeji;E3 = eijejkeki.

(7)
Зависимости (6) и (7) дают возможность переписать уравнения (4) изменения компонент

eij и pij в форме

deij
dt

= εij − tij − rij + wij − eik(εkj + wkj − tkj) + (rik + tik)ekj − eimtmkekj
dpij
dt

= tij −
1

2
(eiktkj + tikekj) + (rik − tik)pkj − pik(rkj + tkj) + pikekmtmj + timemkpkj .

(8)

Положим в (6) компоненты произвольного симметричного тензора tij равными нулю. Тогда
уравнения переноса (8) упрощаются:

deij
dt

= εij + wikekj − eikwkj −
1

2
(eikεkj + εikekj) +

1

2
(zikekj + eikzkj)

dpij
dt

= wikpkj − pikwkj + zikpkj − pikzkj
zij = rij − wij .

(9)

Если бы среда не деформировалась, то εij ≡ 0, а из (7) следовало бы, что zij = 0. Тогда из
второго равенства (9) вытекало бы, что производная Яумана от тензора с компонентами pij
равна тождественно нулю и данные компоненты изменяются так же, как если среда двигалась
бы как жесткое целое. Но присутствие двух последних слагаемых во втором соотношении (9),
отличающих его от объективной производной pij по времени в смысле Яумана, не меняют
существа этого вывода, меняя только саму объективную производную.
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Dpij
Dt

=
dpij
dt
− rikpkj + pikrkj = 0. (10)

В отличие от производной Яумана в (10) вместо тензора вращений с компонентами wij
используется другой кососимметричный тензор (rij = −rji), компоненты rij которого в сво-
ей главной линейной части совпадают с wij . Согласно (10) изменяются компоненты pij при
неизменном в целом данном тензоре. Это обстоятельство предоставляет возможность отожде-
ствить компоненты pij с необратимыми деформациями, а случай с tij ≡ 0 считать процессом
обратимого деформирования. При этом необратимые деформации в среде могут присутство-
вать, но изменяться в соответствии с (10), то есть так, как если бы среда двигалась как жест-
кое целое, не изменяя тензор необратимых деформаций. Наличие двух последних слагаемых
во втором равенстве из (9) связано с геометрической корректностью в «выборе» объективной
производной [5] с тем, чтобы тензор необратимых деформаций с компонентами pij не менял-
ся в случае обратимого деформирования tij ≡ 0. Заметим, что обратимое деформирование
таким образом полностью кинематически определено, поскольку оно продолжается в течение
такого промежутка времени, когда неизвестный до сих пор тензор остается нулевым (tij ≡ 0).
Тогда же, когда необратимые деформации накапливаются, компоненты произвольного сим-
метричного тензора tij обязаны быть определены из других условий. Заметим, наконец, что
компоненты dij полных деформаций Альманси, следуя (2), (3), вычисляются через зависимо-
сти:

dij =
1

2
(δij−gij) =

1

2
(ui,j+uj,i−uk,iuk,j) = eij+pij−

1

2
eikekj−eikpkj−pikekj+eikpkmemj . (11)

Согласно (11) при признании pij необратимыми деформациями в качестве обратимых де-
формаций следует считать sij = eij − 0.5eikekj .

Определяющие законы. Рассмотрим первоначальный случай, когда необратимые де-
формации в среде не накапливаются, то есть в случае обратимого деформирования. Исходим
из закона сохранения энергии, который запишем в форме:

ρ
de

dt
+ qj,j = σijεij . (12)

Здесь ρ – плотность среды, e – плотность распределения внутренней энергии, qi – компоненты
вектора потока тепла, σij – компоненты тензора напряжений.

Рассматривая медленные процессы, в качестве термодинамического потенциала будем ис-
пользовать свободную энергию, для плотности распределения Ψ которой имеем:

Ψ(eij , T ) = e(eij , s)− sT ;

∂Ψ

∂T
= −s; ∂e

∂s
= T,

(13)

где T – температура, s – плотность распределения энтропии. В (13) принимается гипотеза о
том, что термодинамические потенциалы деформирования задаются лишь консервативным
механизмом деформирования, а диссипативный механизм полностью ответственен за произ-
водство энтропии. Иными словами, полагаем, что Ψ не зависит от необратимых деформаций.

Подстановка (13) в (14) приводит к соотношению:

ρ(
∂Ψ

∂eij

deij
dt

+ T
dS

dt
) + qi,j − σijεij = 0. (14)
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Исключив из (14) производные деформаций с помощью первого равенства из (9), его можно
переписать в виде:

(ρ(
∂Ψ

∂eij
− ∂Ψ

∂eik
ekj +A−1B2(eik

∂Ψ

∂ekm
emj −

∂Ψ

∂eik
ekmemj)+

A−1B(eikekm
∂Ψ

∂emn
enj −

∂Ψ

∂eik
ekmemnenj) +A−1(eikekm

∂Ψ

∂emn
entetj − eik

∂Ψ

∂ekm
emnentetj))σij)εij

+ρrij(eik
∂Ψ

∂ekj
− ∂Ψ

∂eik
ekj) + ρT

dS

dt
+ qi,j = 0.

(15)
Отсюда в силу независимости процессов, задаваемых eij , rij и T , учитывая симметрию

тензора напряжений, получаем:

σij = ρ
∂Ψ

∂eik
(δkj − ekj)

ρT
dS

dt
+ qi,j = 0.

(16)

Первое соотношение из (16) представляет собой аналог известной в нелинейной теории
упругости [17] формулы Мурнагана, второе – уравнение баланса энтропии в условиях обра-
тимого деформирования. В областях, где необратимые деформации отсутствуют (pij ≡ 0),
формула Мурнагана принимает классическую форму записи:

σij = ρ
∂Ψ

∂dik
(δkj − 2dkj)

dij = eij −
1

2
eikekj .

(17)

Таким образом, напряжения через деформации вычисляются либо зависимостью (17) при
отсутствии необратимых деформаций, либо первым соотношением из (16), когда необратимые
деформации в среде присутствуют. При этом конкретные деформационные свойства среды
обязаны определять задание конкретной функции Ψ = Ψ(eij , T ) или, в случае отсутствия
необратимых деформаций, – функции Ψ = Ψ(dij , T ). Данные функции обязаны совпадать при
pij , стремящемся к нулю. Важно подчеркнуть, что формула Мурнагана задает напряжения
в среде в зависимости только от обратимых деформаций, и это справедливо также и тогда,
когда необратимые деформации изменяются.

Такое положение вполне аналогично классическому случаю упругопластической среды в
математических моделях типа Прандтля-Рейса [11], [18]. В нашем случае задание напряжений
уровнем и распределением обратимых деформаций является следствием гипотезы о незави-
симости термодинамических потенциалов (свободная энергия, внутренняя энергия) от необ-
ратимых деформаций. Пусть теперь tij 6= 0 в процессе деформирования. В таком случае в
среде могут накапливаться необратимые деформации. Теперь вместо первой зависимости (9)
в уравнение (14) следует подставить первую же зависимость из (8). Результат такой подста-
новки запишем в виде:

(ρ
∂Ψ

∂eik
(δij − ekj)− σij)εij + ρT

dS

dt
+ qj,i = τijtij

τij = ρ
∂Ψ

∂eik
(δkj − 2ekj + ekmemj) = ρ

∂Ψ

∂eik
(δkj − skj).

(18)

Как и следовало ожидать, из (26) следуют формула Мурнагана (16) и уравнение баланса
энтропии с источником. Перепишем последнее уравнение в канонической форме уравнения
баланса:
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∂ρS

∂t
= −(T−1qj + ρSvj)j − T−2qjT,j + T−1τijtji. (19)

В (27) первое слагаемое правой части представляет собой полный поток энтропии, а два по-
следующих задают производство энтропии за счет необратимых процессов теплопроводности
и необратимого деформирования соответственно. Ограничимся далее изотермическим про-
цессом деформирования. Обобщение на неизотермический случай, по-видимому, не встретит
дополнительных сложностей, как это было в случае, где приобретение необратимых дефор-
маций связывалось только с идеальным пластическим течением [8], [9]. В изотермическом
случае производство энтропии осуществляется только за счет необратимого процесса дефор-
мирования, то есть за счет пластического течения, либо за счет вязкого сопротивления де-
формированию, либо процесса ползучести, что также связано с учетом вязких свойств среды.
Производство энтропии за счет пластичности и вязкости происходит по-разному, но его мож-
но обобщенно представить одним соотношением:

D = σijγij . (20)
Действительно, если среда не обладает пластическими свойствами, а только вязкими, или

пластические свойства не проявляются в процессах, предваряющих течение или при разгруз-
ке, то имеем классическое представление для источника энтропии [19]:

D = σije
v
ij . (21)

В случае же идеальной пластичности для производства энтропии (его часто называют
диссипативной функцией) также имеем классическое представление [20]:

D = σije
p
ij . (22)

В (29) и (22) evij и epij – соответственно скорости деформации ползучести и пластичности.
Следовательно γij = εvij в областях, где не происходит пластическое течение и γij = epij при
пластическом течении. Более сложное представление для γij остается для областей течения,
когда такое течение невозможно считать идеальным. Вязкие свойства среды могут тормозить
течение, что часто моделируется добавлением соответствующих слагаемых в пластический
потенциал (поверхность нагружения). Однако представление (28) будет справедливо и в этом
случае; только для γij следует находить более точное определение. Согласно (27)–(28) в самом
общем случае изотермического деформирования получаем:

σijγij = T−1τijtij . (23)
Вместе с (16) и (26) последнее соотношение позволяет записать:

τij = Tσik(δkj − ekj),
γij = tik(δkj − ekj).

(24)

Последняя зависимость (24) связывает до настоящего времени неизвестный симметричный
тензор с компонентами tik с компонентами γij тензора скоростей необратимых деформаций
pij . Исключая данный неизвестный тензор при помощи второй зависимости из (24), будем
иметь:

Deij
Dt

= εij − γij −
1

2
((εik − γik + zik)ekj+) . +eik(γkj − εkj − zkj)) ,

Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj ,

Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj .

(25)
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Согласно его механическому смыслу тензор с компонентами γij следует называть тензором
скоростей необратимых деформаций.

Последним равенством из (25) введена объективная производная, записанная для компо-
нент некоторого произвольного тензора nij . Именно с ее помощью обратимые и необратимые
деформации оказываются связанными в процессе деформирования с тем, чтобы, выполняя
условия геометрической корректности, добиться неизменности тензора необратимых дефор-
маций в тех случаях, когда их источник γij тождественен нулю. Обратим еще раз внимание
на то обстоятельство, что при равенстве нулю нелинейной части тензора вращений rij(zij ≡ 0)
введенная объективная производная совпадает с производной Яумана.

Возможные конкретизации определяющих зависимостей. Конкретизация общих
зависимостей предыдущих параграфов связана с конкретизацией консервативного (упругого)
и диссипативного (вязкопластического) механизмов деформирования. Консервативный меха-
низм задается в рассматриваемом приближении изотермического деформирования заданием
функции термодинамического потенциала Ψ(eij) (свободная энергия) в зависимости от обра-
тимых (упругих) деформаций. Данный механизм может существовать независимо от диссипа-
тивного механизма деформирования, определяющего накопление необратимых деформаций.
Диссипативный механизм определяется пластическими и реологическими свойствами среды,
для его конкретизации следует определить скорости γij роста необратимых деформаций в за-
висимости от напряжений в среде. Отметим еще раз принятые гипотезы при математическом
моделировании общих соотношений предыдущего параграфа. К ним относятся принимаемые
изначально положения о:

• присутствии в среде обратимых и необратимых деформаций;
• возможности существования чисто консервативного процесса деформирования, когда

источник γij в уравнениях изменения необратимых деформаций равен нулю (tij ≡
0) и необратимые деформации изменяются при консервативном (упругом) процессе
деформирования также, как если бы среда перемещалась как жесткое целое;

• том, что напряжения в среде определяются только уровнем и распределением обра-
тимых деформаций или, что то же, свободная энергия является функцией только
обратимых деформаций Ψ = Ψ(eij).

Принятие данных положений заставило в целях геометрической и термодинамической кор-
ректности модели принять соответствующий выбор (25) объективной производной по време-
ни.

В целях конкретизации консервативного механизма деформирования зададим, например,
термодинамический потенциал в форме его разложения в ряд по инвариантам тензора де-
формаций:

W (I1, I2, I3) = ρ−1
0 Ψ(I1, I2, I3) =

λ

2
I2
1 + µI2 + lI1I2 +mI3

1 + nI3 + . . .

I1 = sjj ; I2 = sijsji; I3 = sijsjkski.
(26)

Зависимость (26) предполагает изотропию среды и присутствие в ней необратимых дефор-
маций, изменяющихся или неизменяющихся, то есть (26) предполагает pij 6= 0. Когда pij ≡ 0,
то вместо (26) следует использовать разложение:

W (J1, J2, J3) = ρ−1
0 Ψ(J1, J2, J3) =

λ

2
J2

1 + µI2 + lJ1J2 +mJ3
1 + nJ3 + . . .

J1 = djj ; J2 = dijdji; J3 = dijdjkdki.
(27)

Очевидно, что зависимость (26) переходит в (27) при pij = 0. В них λ, µ – параметры Ламе,
l,m, n – модули третьего порядка, значения которых опытно измерены для широкого класса
материалов [17].
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Если пластические свойства деформируемой среды проявляются при достижении поверх-
ности нагружения, то вязкие присущи всем этапам процесса деформирования. Только прене-
брегая свойством вязкости материала деформируемой среды, ее принимают в качестве упру-
гой. Но свойство вязкости может оказаться определяющим для процесса деформирования
причем, как в быстрых, так и в медленных таких процессах. В первом случае это влияние
на процесс заметно проявляется в эффектах наклепа и эффекте Баушингера. Во втором дан-
ное свойство задает ползучесть материала и его усталостную прочность. Все такие свойства,
определяемые вязкостью среды, могут задаваться различным их модельным учетом. Рассмот-
ренные представления оставляют для этого соответствующий простор. Свойство ползучести,
например, возможно включить в модель, постулируя закон ползучести конкретизированием
источника γij необратимых деформаций в форме:

γij = εvij =
∂V (Σ)

∂σij

V (Σ) = BΣn(σ1, σ2, σ3)

Σ =

√
3

2
((σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2)1/2

σ =
1

3
σjj =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3).

(28)

Здесь σ1, σ2, σ3 – главные значения тензора напряжений, B,n – постоянные материала.
Инвариант тензора напряжений Σ с точностью до числового множителя совпадает с октаэд-
рическим напряжением, то есть с интенсивностью напряжений. Зависимости (28) однозначно
задают диссипативный механизм деформирования в областях, где пластическое деформиро-
вание отсутствует. Эти области соответствуют деформированию, предваряющему течение,
и разгрузке. Согласно (28) ползучесть материала деформируемой среды соответствует сте-
пенному закону Нортона [23]. Когда в моделировании изотермической ползучести требуется
учесть иные зависимости скоростей ползучести от напряжений, то для этого нет препят-
ствий. Достаточно по-иному переписать соотношения (28), ведь последние выписаны только
в качестве примера.

Предположим, также в качестве примера, что поверхностью нагружения является цилиндр
Мизеса:

f(σij) = σ
′

ijσ
′

ji −
8

3
k2 = 0, σ

′

ij = σij − σ, (29)

где k – постоянная материала среды (предел текучести). Следуя принципу максимума Мизеса,
формулируем ассоциированный закон пластического течения:

εpij = λ
∂f

∂σij
, λ > 0. (30)

Если положить теперь, что γij = εpij , а именно, что единственным источником необрати-
мых деформаций в областях пластического течения является только пластическое течение и
следовательно γij = εpij , то приходим к замкнутой математической модели. В такой модели
пренебрегают вязкими свойствами среды при ее пластическом течении. Когда вязкими свой-
ствами среды пренебрегают также при деформировании, предваряющем течение и в условиях
разгрузки, то получаем математическую модель идеальной упругопластической среды, допус-
кающей большие деформации [7], [9]. Выбор условия пластичности (29) здесь произволен и
связывается с дополнительными предпочтениями. Когда вязкие свойства среды не учитыва-
ются только в условиях ее пластического течения, то упругопластические границы становятся
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местом, где кардинально изменяется механизм накопления необратимых деформаций. На-
копленные такие деформации до включения механизма пластического течения оказываются
начальными для своего дальнейшего роста уже согласно сменившимся законам.

Учет вязкости среды при ее пластическом течении приводит к замедлению течения. Если
такой учет необходим, то его можно включить соответствующим изменением пластического
потенциала. Так, условие пластичности можно обобщить, записав его в форме:

(σ
′

ij − ηε
′p
ij )(σ

′

ij − ηε
′p
ij ) =

8

3
k2,

ε
′p
ij = εpij −

1

3
εpkkδij .

(31)

Постоянная n задает в (31) как раз вязкое сопротивление пластическому течению и назы-
вается коэффициентом вязкости. Ассоциированный закон пластического течения (30) в таком
случае принимает вид:

ε
′p
ij = ϕ

∂f

∂σ
′
ij

,

ϕ =
1

η
(1− 1

2k

√
3

2
σ
′
ijσ
′
ji); ε

p
ij =

1

η

√
σ
′
ijσ
′
ji −

√
8
3k√

σ
′
ijσ
′
ji

.

(32)

Дальнейшее обобщение (29) можно связать с включением в него слагаемых, ответственных
за упрочнение:

(σ
′

ij − bpij − ηε
′p
ij )(σ

′

ij − bpij − ηε
′p
ij ) =

8

3
k2. (33)

Здесь параметр b характеризует проявление при деформировании эффекта Баушингера.
Когда бы требовалось учесть эффект необратимой сжимаемости в условиях пластического те-
чения, то поверхность нагружения следовало бы принять в форме конуса Мизеса-Шлейхера:

(σ
′

ij − η1ε
′p
ij )(σ

′

ij − η2ε
′p
ij ) = 2(k − δσ + η2|εp|)2

εp =
1

3
εpii.

(34)

В (34) η1, η2 – коэффициенты вязкости. Иногда более удобными оказываются обобщения
кусочно линейных условий пластичности [21]:

max |σi − σj | = 2k + 2ηmax |εpk − ε
p
m| , (35)

max |σi − σj | = 2k + 2ηmax |εpk| , (36)

max |σi − σ| =
3

2
k +

3

2
ηmax |εpk| , (37)∣∣(σi − ηεpi )− (σj − ηεpj )
∣∣ = k. (38)

где εpk – главные значения тензора скоростей пластических деформаций. Поверхности на-
гружения (35)–(37) построены по аналогии с теорией изотропного упрочнения, условие (38)
представляет собой видоизмененное условие пластичности, используемое в теории трансляци-
онного упрочнения. Таким образом, в теории больших деформаций возможно использование
всех математических моделей, зарекомендовавших себя так или иначе при использовании
предположения о малости деформаций. При этом оставляется свобода для построения новых
моделей, полагая, например, γij = εpij + εvij , и задавая в области течения εpij и εvij самостоя-
тельными зависимостями.
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Abstract. Mathematical model of the deformation processes materials with elastic, viscous and
plastic properties, the ability to acquire large deformation is proposed. Possible specification of the
model to account for the different effects of irreversible deformation indicated.

Keywords: elasticity, creep, plasticity, large strains

REFERENCES

[1] Oleinikov, A. I. Integrated design of processes monolithic panels
/ A. I.Oleinikov, A. I. Pekarsh – M. : Ekom, 2009. – 109 p.

[2] Gorev, B.V. On the question of the treatment of materials in pressurized creep mode /
B. V. Gorev, I. D. Klopotov, G. A. Raevskaya, O. V. Sosnin // PMTF. – 1980. – № 5. – P. 185–
191.

[3] Lee, E.H. Elastic-plastic deformation at finite strains / E. H. Lee // Trans ASME: J. Appl.
Mech. – 1969. – Vol. 36 – № 1. – P. 1–6.

[4] Kondaurov,V.N. On the equations of elastic-plastic medium with finite deformations /
V. N. Kondaurov // PMTF. – 1982. – № 4 – P. 133–139.

[5] Levitas, V. I. Large elastic-plastic deformation of materials at high pressure / V. I. Levits –
Kiev : Naukova Dumka, 1987. – 232 p.

[6] Bykovtsev,G. I. Finite deformation of elastoplastic media / G. I. Bykovtsev, А. В. Shitikov
// DAN USSR. – 1990. – Vol. 311. – №. 1. – P. 59–62.

[7] Burenin,A.A. On a simple model for elastoplastic medium with finite deformations /
A. A. Burenin, G. I. Bykovtsev, L. V. Kovtanyuk // DAN. – 1996. – Vol. 347. – №. 2. – P. 199–201.

[8] Kovtanyuk, L.V. The modeling of elastic-plastic deformations in the case of non-isothermal
/ L. V. Kovtanyuk // Far-east Mathematical Journal. – 2004. – Vol. 5. – №. 1. – P. 104–117.

[9] Burenin,A.A. Large irreversible deformation and springback
/ A.A.Burenin, L.V.Kovtanyuk – Vladivostok : Dalnauka, 2013. – 312 p.

[10] Xia, Z. A finite elasticplastic constitutive formulation with new co-rotational stress-rate and
strain-hardning rule / Z. Xia, F. Ellain // Trans ASME: J. Appl. Mech. – 1995. – № 3 – P. 733–739.

[11] Galin, L.A. Elastoplastic problems / L.A.Galin. – M. : Nauka, 1984. – 232 p.
[12] Kovtanyuk, L.V. On the bursting of elastic-visco-plastic material through a rigid cylindrical

die / L. V. Kovtanyuk // ДАН. – 2005. – Vol. 400. – №. 6. – P. 764-767.
[13] Burenin,A.A. Formation of one-dimensional residual stress field in the vicinity of the

cylindrical defect continuity elastoplastic medium / A. A. Burenin, L. V. Kovtanyuk, M. V. Polonik
// PMM. – 2003. – Vol. 64. – №. 2. – P. 316–325.

[14] Burenin,A.A. On exact solutions to the theory of large elastic-visco-plastic deformations /
A. A. Burenin, L. V. Kovtanyuk // Dynamics of continuous medium, Institute of Hydrodynamics.
SB RAS, Novosibirsk, Russia. – 2007. – Vol. 125. – P. 28–31.

[15] Burenin,A.A. Development and braking screw viscoplastic flow with calculation of elastic
response after stopping the flow and discharge / A. A. Burenin, A. S. Ustinove // The progress
in continuum mechanics. On the 70th anniversary of VA Levin. Vladivostok : Dalnauka. – 2009. –
P. 91–102.



156 C.В. БЕЛЫХ

[16] Kovtanyuk, L.V. During elastoviscoplastic medium through a pipe in a changing differential
pressure / L. V. Kovtanyuk, V. P. Matveenko, A. A. Burenin // Vestnik the Chuvash State
Pedagogical University of I. J. Jakovleva. Line : Mechanics of a limiting condition. – 2013. – № 1 (15).
– P. 69–80.

[17] Lurie, A. I. Nonlinear elasticity / A. I. Lurie. – M. : Nauka, 1980. – 512 p.
[18] Annin, B.D. Elastoplastic problem / B.D.Annin, G. P.Cherepanov – Novosibirsk : Nauka,

1983. – 240 p.
[19] de Groste, S. Non-equilibrium thermodynamics / S. de Groste, P.Mazur – M. : Mir, 1964.

– 456 p.
[20] Ivlev, D.D. The theory of perfect plasticity / D.D. Ivlev. – M. : Nauka, 1966. – 232 p.
[21] Znamenskii, V.A. On the equations of the viscoplastic body with piecewise linear potentials

/ V. A. Znamenskii, D. D. Ivlev // Izv. AN SSR, OTN, Mechanics and Engineering. – 1963. –
№. 6. – P. 114–118.

[22] Prager, V. Introduction to continuum mechanics / V.Prager. – M. : Izd. inostr. liter., 1963.
– 312 p.

[23] Lokoshchenko,A.M. Simulation of Creep and creep rupture of metals/ A.M. Lokoshchenko.
– M. : MGiU, 2007. – 264 p.

[24] Sporykhin,A.N. Perturbation method in problems of stability of complex media
/ A.N. Sporykhin. – Voronezh : Izd. VGU, 1997. – 361 p.

Belyh, Sergej Viktorovich
Candidate of Technical Sciences, Komsomolsk-on-Amur state technical university, Komsomolsk-
on-Amur

Bormotin, Konstantin Sergeevich
Candidate of physics-mathematical sciences, Komsomolsk-on-Amur state technical university,
Komsomolsk-on-Amur

Burenin, Anatolij Aleksandrovich
Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, Institute of machinery and metallury
FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur

Kovtanjuk, Larisa Valentinovna
Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Institute of automation and control processes FEB
RAS, Vladivostok

Prokudin, Aleksandr Nikolaevich
Candidate of Technical Sciences Institute of machinery and metallury FEB RAS, Komsomolsk-on-
Amur



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2014. №4 (22). С. 157–166

В. Н. Орлов, Т. Ю. Леонтьева

ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА В

ОКРЕСТНОСТИ ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ В КОМПЛЕКСНОЙ
ОБЛАСТИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. В быстро развивающемся современном мире особое место занимают диффе-
ренциальные уравнения, которые являются математическими моделями многих процессов и
явлений, происходящих в различных сферах деятельности человека. Исследования в физиче-
ской, экономической и социальной областях часто сталкиваются с необходимостью решения
дифференциальных уравнений, что требует развитого аппарата теории дифференциальных
уравнений. Но если теория линейных дифференциальных уравнений соответствует предъяв-
ляемым к ней требованиям, то нелинейные дифференциальные уравнения изучены недоста-
точно. Существенным препятствием здесь является наличие подвижных особых точек, ко-
торые позволяют относить нелинейные дифференциальные уравнения к категории в общем
случае не разрешимых в квадратурах [1]. В статье используется метод решения вышеуказан-
ных уравнений, предложенный в работах [2], [3].

В данной работе дается обобщение результатов, полученных в статье [4], на комплексную
область.

Ключевые слова: подвижная особая точка, нелинейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка, приближенное решение, окрестность подвижной особой точки, комплексная
область, апостериорная оценка погрешности.

УДК: 517.928.4

Материалы и методы решения задачи и принятые допущения. Нелинейные диф-
ференциальные уравнения допускают разрешимость в квадратурах лишь в частных случаях.
Наибольших результатов в этой области достигнуты Белорусской школой, в частности [5], [6],
[7], [8], [9], [10], [11]. Метод, предложенный в работах [2] и [3], существенно расширяет круг
нелинейных дифференциальных уравнений, для которых возможно получение приближен-
ного решения нелинейного дифференциального уравнения в окрестности подвижной особой
точки с заданной точностью. Для решения задачи использовались методы аналитической тео-
рии дифференциальных уравнений, вычислительной математики, математического анализа
и программного обеспечения для персональных компьютеров при получении аналитических
выражений коэффициентов.

Результаты. Рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка

y′′ (z) = b0 (z) y5 (z) + b1 (z) y4 (z) + b2 (z) y3 (z) + b3 (z) y2 (z) + b4 (z) y (z) + b5 (z) , (1)

где bi, i = 0, 1, ..., 5, – аналитические функции в рассматриваемой области. Введя обозначение

Поступила 10.11.2014
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y (x) =
u (z)

4
√
b0 (z)

− b1 (z)

5b0 (z)
,

учитывая выполнение условий

b1 (z)

5b0 (z)
=

b2 (z)

2b1 (z)
=
b3 (z)

b2 (z)
=

2

(
b4 (z) +

b?0(z)
4b0(z) −

5
16

(
b?0(z)
b0(z)

)2
)

b3 (z)
,

уравнение (1) приводится к нормальной форме [4]:

u′′ (z) = u5 (z) + r (z) ,

где

r (z) = −
b51 (z) 4

√
b0 (z)

55b40 (z)
−

3b?0 (z) 4
√
b0 (z)

20b20 (z)
+b5 (z) 4

√
b0 (z)+

b?1 (z) 4
√
b0 (z)

5b0 (z)
−

2b′0 (z) b′1 (z) 4
√
b0 (z)

5b20 (z)
+

+
2 (b′0 (z))

2
b1 (z) 4

√
b0 (z)

5b30 (z)
−
(
b?0 (z)

)2
b1 (z) 4

√
b0 (z)

16b30 (z)
+

b′0 (z)

2b0 (z)
u′ (z) ,

в каждой области, в которой b0 (z) 6= 0.
Рассмотрим задачу Коши:

y′′ (z) = y5 (z) + r (z) , (2)

y (z0) = y0, y
′ (z0) = y1. (3)

Теорема 1. Пусть z∗ подвижная особая точка y (z) задачи (2)-(3) и функция r (z) удо-
влетворяет следующим условиям:

r (z) ∈ C1вобласти |z∗ − z| < ρ0, ρ0 = const > 0;

∃M0 :

∣∣r(n) (z∗)
∣∣

n!
≤M0, M0 = const, n = 0, 1, 2, ... .

Тогда существует единственное решение задачи Коши (2)–(3) в виде

y (z) = (z∗ − z)−1/2 ·
∞∑
n=0

Cn (z∗ − z)n/2
, C0 6= 0, (4)

правильная часть которого сходится в области

|z∗ − z| < ρ2, (5)
где ρ2 = min {ρ0, ρ1} , ρ1 = 1

4· 5
√

(М+1)2
, M = max {M0, α}, где α – параметр, зависящий от

условий (3).
Доказательство. В общем случае имеем

y (z) = (z∗ − z)ρ ·
∞∑
n=0

Cn (z∗ − z)n/2
, C0 6= 0, (6)

а по условию теоремы

r (z) =

∞∑
n=0

An (z∗ − z)n, (7)
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тогда из уравнения (2) получим( ∞∑
n=0

Cn (z∗ − z)n/2+ρ

)?

=

( ∞∑
n=0

Cn (z∗ − z)n/2+ρ

)5

+

∞∑
n=0

An (z∗ − z)n.

Продифференцировав левую часть и возведя в пятую степень первое слагаемое правой
части, данное уравнение приводится к виду

∞∑
n=0

Cn (n/2 + ρ) (n/2 + ρ− 1) (z∗ − z)n/2+ρ−2
=

=

∞∑
n=0

D∗∗n (z∗ − z)n/2+5ρ
+

∞∑
n=0

An (z∗ − z)n, (8)

где D∗∗n =
n∑
i=0

D∗n−iCi, D∗n =
n∑
i=0

Dn−iDi, Dn =
n∑
i=0

Cn−iCi, n = 0, 1, 2, ... . Из равенства (8)

получим необходимые условия тождества:

n/2 + ρ− 2 = n/2 + 5ρ, (9)

Cn (n/2 + ρ) (n/2 + ρ− 1) = D∗∗n , (10)

где

D∗∗n =

{
D∗∗n , n ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, ..., 2k} ,
D∗∗n +Bn−5, n ∈ {5, 7, 9, ..., 2k + 1} . (11)

Из условия (9) следует ρ = −1/2, а из второго равенства можно однозначно определить
все коэффициенты Cn. Исходя из предположения о характере особой точки z∗, приходим к
выводу, что C0 6= 0.

Из соотношения (10) следует, что C0 = 4

√
3
4 , C1 = C2 = C3 = C4 = 0, C5 = − 4

7A0, C6 = α,

C7 = 4
9A1, C8 = 0, C9 = 4

33A2, C10 = 20
147

4

√
27
4 A

2
0, где α – параметр, зависящий от началь-

ных условий (3). Вышеуказанное позволяет получить однозначно формальное представление
решения задачи (2)–(3) в окрестности точки z∗ в виде (4).

Докажем сходимость правильной части ряда (4) в области (5). Из условия теоремы имеем

M = sup
n

∣∣r(n) (z∗)
∣∣

n!
, n = 0, 1, 2, ...,

тогда для коэффициентов ряда (6) справедлива оценка

|An| ≤M. (12)

Из выражения (10) с учетом (11)–(12) для коэффициентов Cn предполагаем оценку:

|Сn| ≤
1

(n+ 2) (n− 6)
2nM (M + 1)

[n/5]
= vn, n = 0, 1, 2, ... . (13)

С учетом специфики образования коэффициентов Cn, методом математической индукции
докажем эту оценку для Cn+1, в случае n+ 1 = 5 (2k + 1) = 10k + 5.

|C10k+5 ((10k + 5)/2 + ρ) ((10k + 5)/2 + ρ− 1)| ≤
∣∣D∗∗10k+5

∣∣ ≤ ∣∣D∗∗10k+5 +A10k

∣∣ ≤ ∣∣D∗∗10k+5

∣∣+|A10k| ≤
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≤

∣∣∣∣∣
10k+5∑
i=0

D∗10k+5−iCi

∣∣∣∣∣+ |A10k+5| ≤

∣∣∣∣∣∣
10k+5∑
i=0

10k+5−i∑
j=0

D10k+5−i−jDj

Ci

∣∣∣∣∣∣+ |A10k+5| ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
10k+5∑
i=0

10k+5−i∑
j=0

(
10k+5−i−j∑

m=0

C10k+5−i−j−mCm

)
·

(
j∑
l=0

Cj−lCl

)Ci

∣∣∣∣∣∣+ |A10k+5| ,

тогда при ρ = −1/2, после ряда преобразований, следует

|C10k+5| ≤
22

(10k + 7) (10k − 1)
×

×

∣∣∣∣∣∣
10k∑
i=1

10k−i∑
j=1

(
10k−i−j∑
m=1

210k−i−j−mM (M + 1)
10k−i−j−m

5

(10k − i− j −m+ 2) (10k − i− j −m− 6)
∗ ×

× 2mM (M + 1)
m
5

(m+ 2) (m− 6)
∗

)
·

(
j∑
l=1

2j−lM (M + 1)
j−l
5

(j − l + 2) (j − l − 6)
∗ ·

2lM (M + 1)
l
5

(l + 2) (l − 6)
∗

))
×

× 2iM (M + 1)
i
5

(i+ 2) (i− 6)
∗ +M

∣∣∣∣∣ ≤ 22

(10k + 7) (10k − 1)
×

×

10k∑
i=1

10k−i∑
j=1

(
210k−i−jM2 (M + 1)

10k−i−j
5 · 2jM2 (M + 1)

j
5 ×

×

(
10k−i−j∑
m=1

1

(m+ 2) (m− 6)
∗

(10k − i− j −m+ 2) (10k − i− j −m− 6)
∗

)
×

×

(
j∑
l=1

1

(l + 2) (l − 6)
∗

(j − l + 2) (j − l − 6)
∗

)))
· 2iM (M + 1)

i
5

(i+ 2) (i− 6)
∗ + M) ≤

≤ 22

(10k + 7) (10k − 1)
· 210kM5 (M + 1)

2k · 2

(
1 +

1

210kM4 (M + 1)
2k

)
≤

≤ 210k+2M (M + 1)
2k

(10k + 7) (10k − 1)
· 22 ≤ 210k+5M (M + 1)

2k+1

(10k + 7) (10k − 1)
,

где (10k − i− j −m− 6)
∗

=

{
1, (10k − i− j −m) = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(10k − i− j −m− 6) , (10k − i− j −m) = 7, 8, 9, ...

,

(j − l − 6)
∗

=

{
1, (j − l) = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(j − l − 6) , (j − l) = 7, 8, 9, ...

, (m− 6)
∗

=

{
1,m = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(m− 6) ,m = 7, 8, 9, ...

,

(l − 6)
∗

=

{
1, l = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(l − 6) , l = 7, 8, 9, ...

, (i− 6)
∗

=

{
1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
(i− 6) , i = 7, 8, 9, ...

. Аналогичную ситуацию

имеем и в случае n+ 1 = 10k + 1, n+ 1 = 10k + 2, n+ 1 = 10k + 3, n+ 1 = 10k + 4.
Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

vn |z∗ − z|(n−1)/2
, (14)

который является мажорирующим для ряда
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∞∑
n=1

Cn |z∗ − z|(n−1)/2
.

Учитывая закономерность структуры коэффициентов Cn, ряд (14) представим в виде

∞∑
n=1

vn |z∗ − z|(n−1)/2
=

∞∑
k=1

v5k |z∗ − z|(5k−5)/2
+

∞∑
k=1

v5k+1 |z
∗ − z|(5k−4)/2

+

+

∞∑
k=1

v5k+2 |z
∗ − z|(5k−3)/2

+

∞∑
k=1

v5k+3 |z
∗ − z|(5k−2)/2

+

∞∑
k=1

v5k+4 |z
∗ − z|(5k−1)/2

.

Откуда на основании признака Даламбера устанавливаем сходимость ряда (14) в области
ρ1 = 1

4· 5
√

(М+1)2
. Пологая ρ2 = min {ρ0, ρ1}, получаем сходимость ряда (4) в области (5), что

доказывает нашу теорему.
Полученные в данной теореме оценки позволяют построить приближенное решение задачи

(2)–(3):

yN (z) = (z∗ − z)−
1
2 ·

N∑
n=0

Cn (z∗ − z)
n
2 , C0 6= 0. (15)

Теорема 2. Пусть выполняются п. п. 1 и 2 теоремы 1, тогда для приближенного реше-
ния (15) задачи (2)–(3) в области |z∗ − z| < ρ2 справедлива оценка погрешности

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| ≤ ∆, (16)
где

∆ ≤ 25n ·M (M + 1)
n |z∗ − z|(5n−1)/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·

(
1

(5n+ 2) (5n− 6)
+

2 · |z∗ − z|1/2

(5n+ 3) (5n− 5)
+

+
22 · |z∗ − z|

(5n+ 4) (5n− 4)
+

23 · |z∗ − z|3/2

(5n+ 5) (5n− 3)
+

24 · |z∗ − z|2

(5n+ 6) (5n− 2)

)
,

в случае N+1 = 5n. Для вариантов N+1 = 5n+1, N+1 = 5n+2, N+1 = 5n+3, N+1 = 5n+4
соответственно:

∆ ≤ 25n+1 ·M (M + 1)
n |z∗ − z|5n/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·

(
1

(5n+ 3) (5n− 5)
+

2 · |z∗ − z|1/2

(5n+ 4) (5n− 4)
+

+
22 · |z∗ − z|

(5n+ 5) (5n− 3)
+

23 · |z∗ − z|3/2

(5n+ 6) (5n− 2)
+

24 · (M + 1) · |z∗ − z|2

(5n+ 7) (5n− 1)

)
,

∆ ≤ 25n+2 ·M (M + 1)
n |z∗ − z|(5n+1)/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·

(
1

(5n+ 4) (5n− 4)
+

2 · |z∗ − z|1/2

(5n+ 5) (5n− 3)
+

+
22 · |z∗ − z|

(5n+ 6) (5n− 2)
+

23 · (М + 1) · |z∗ − z|3/2

(5n+ 7) (5n− 1)
+

24 · (М + 1) · |z∗ − z|2

(5n+ 8) 5n

)
,

∆ ≤ 25n+3 ·M (M + 1)
n |z∗ − z|(5n+2)/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·

(
1

(5n+ 5) (5n− 3)
+

2 · |z∗ − z|1/2

(5n+ 6) (5n− 2)
+
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+
22 · (М + 1) · |z∗ − z|

(5n+ 7) (5n− 1)
+

23 · (М + 1) · |z∗ − z|3/2

(5n+ 8) 5n
+

24 · (М + 1) · |z∗ − z|2

(5n+ 9) (5n+ 1)

)
,

∆ ≤ 25n+4 ·M (M + 1)
n |z∗ − z|(5n+3)/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·

(
1

(5n+ 6) (5n− 2)
+

2 · (М + 1) · |z∗ − z|1/2

(5n+ 7) (5n− 1)
+

+
22 · (М + 1) · |z∗ − z|

(5n+ 8) 5n
+

23 · (М + 1) · |z∗ − z|3/2

(5n+ 9) (5n+ 1)
+

24 · (М + 1) · |z∗ − z|2

(5n+ 10) (5n+ 2)

)
,

при этом ρ2 = min

{
ρ0,

1

4· 5
√

(M+1)2

}
, M = max {M0, α}, где α – параметр, зависящий от

условий (3).
Доказательство. По определению

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

Cn (z∗ − z)
n−1
2 −

N∑
n=0

Cn (z∗ − z)
n−1
2

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

Cn (z∗ − z)
n−1
2

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=N+1

|Cn| · |z∗ − z|
n−1
2 .

Учитывая закономерность образования коэффициентов Cn из теоремы 1, имеем

∞∑
n=N+1

|Cn| · |z∗ − z|
n−1
2 =

∞∑
k=N+1

∣∣C5k
∣∣ · |z∗ − z| 5k−1

2 +

∞∑
k=N+1

|C5k+1| · |z∗ − z|
5k
2 +

+

∞∑
k=N+1

∣∣∣C5k+2

∣∣∣ · |z∗ − z| 5k+1
2 +

∞∑
k=N+1

∣∣∣C5k+3

∣∣∣ · |z∗ − z| 5k+2
2 +

∞∑
k=N+1

∣∣∣C5k+4

∣∣∣ · |z∗ − z| 5k+3
2 ,

в случае N + 1 = 5k получаем:

∆ =

∞∑
k=N+1

|C5k| · |z∗ − z|
5k−1

2 ≤ 25k ·M (M + 1)
k |z∗ − z|(5k−1)/2

1− 25 · (M + 1) · |z∗ − z|5/2
·
(

1

(5k + 2) (5k − 6)
+

+
2 · |z∗ − z|1/2

(5k + 3) (5k − 5)
+

22 · |z∗ − z|
(5k + 4) (5k − 4)

+
23 · |z∗ − z|3/2

(5k + 5) (5k − 3)
+

24 · |z∗ − z|2

(5k + 6) (5k − 2)

)
.

Аналогично получаем оценки для коэффициентов N + 1 = 5k + 1, N + 1 = 5k + 2, N + 1 =
5k + 3, N + 1 = 5k + 4.

Пример. Найдем приближенное решение задачи (2)–(3) в случае r (z) = 0 при началь-
ных данных y

(
1
2 + 1

2 i
)

= 1 + i, y′
(

1
2 + 1

2 i
)

= 2
√

3
3 + 2

√
3

3 i и α = 0, 001. Данная задача име-

ет точное решение y =
√ √

3

1+
(

1+
√

3
2

)
·i−2z

. Найдем радиус аналитичности ρ2 ≈ 0, 175723455.

Точное значение подвижной особой точки z∗ = 1
2 + 2+

√
3

4 i. Выберем значение аргумента
z = 1

2 + 4
5 i ∈ |z

∗ − z| < ρ2. Применяя (14), N = 12, вычислим приближенное значение функ-
ции. Произведенные расчеты приведены в таблице 1:
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Таблица 1

z y12 y ∆y12 ∆y ∆1y
0,5+0,8i 1,804233648- 1,8043249i 1,804279274- 1,804279274i 0,0239 0,0000645 0,008

где y12 – приближенное решение (14); y – значение точного решения; ∆y12 – оценка погрешно-
сти приближенного решения (15) по теореме 2; ∆y – абсолютная погрешность приближенного
решения y12; ∆1y – апостериорная оценка погрешности, которая определяется путем реше-
ния обратной задачи теории погрешности. При апостериорной оценке погрешности равной
ε = 0, 008 получаем структуру приближенного решения (14) с N = 20, но с учетом того, что
для номеров n = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20 коэффициенты Cn = 0, а при
N = 18 добавка не превышает ε = 0, 008. Следовательно, приходим к выводу, что прибли-
женное решение y12 имеет погрешность ε = 0, 008.

Выводы. В статье доказана теорема существования и единственности решения рассмат-
риваемого нелинейного дифференциального уравнения второго порядка, технология дока-
зательства которого позволяет построить приближенное решение в окрестности подвижной
особой точки в комплексной области. Получено практическое применение представления ре-
шения нелинейного дифференциального уравнения в ряд по дробным степеням.
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V.N.Orlov, T. Y. Leonteva

CONSTRUCTION OF THE APPROXIMATE SOLUTION OF ONE NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION OF SECOND ORDER IN THE NEIGHBORHOOD

OF THE MOVABLE SINGULAR POINT IN THE COMPLEX REGION

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. In the rapidly developing modern world occupy a special place differential equations,
which are mathematical models of many processes and phenomena occurring in various spheres
of human activity. Research in the physical, economic and social areas are often faced with
the necessity of solving differential equations, which requires the development of the theory of
differential equations. But if the theory of linear differential equations corresponds to more demands
placed upon it, the nonlinear differential equations are studied not enough. A significant obstacle
is the presence of movable singular points, which nonlinear differential equations relate to the
category in general is not solvable in quadratures [1]. In the paper we use the method of solving
the above equations, which proposed by Orlov V. N. [2], [3].

This article provides a summary of the results obtained in [4] to the complex region.

Keywords: movable singular point, nonlinear differential equation of the second order,
approximate solution, neighborhood of the movable singular point, the complex region, posteriori
error estimate.

REFERENCES

[1] Orlov, V. N. Communication of the nonlinear differential equation with existence and
character of mobile special points / V. N. Orlov // International scientific-practical conference
"Fundamental and applied problems of solid mechanics, mathematical modeling and information
technology." – 12–15 August, 2013. – Cheboksary. – P. 30–35.

[2] Orlov, V. N. Method of approximate solutions of first, second Painlevé and Abel differential
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ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ ПЕРФОРИРОВАННОЙ ПЛАСТИНЫ,
ОСЛАБЛЕННОЙ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМИ ТРЕЩИНАМИ

Институт математики и механики НАН Азербайджана

Аннотация. Рассматривается задача о поперечном изгибе тонкой пластины, защемленной по
краям отверстий и ослабленной двоякопериодической системой прямолинейных сквозных тре-
щин вдоль осей абсцисс и ординат неравной длины. Строятся общие представления решений,
описывающие класс задач с двоякопериодическим распределением моментов вне круговых
отверстий и прямолинейных трещин. Удовлетворяя граничным условиям, решение задачи
теории изгиба пластин сводится к двум бесконечным системам алгебраических уравнений
и двум сингулярным интегральным уравнениям. Затем каждое сингулярное интегральное
уравнение сводится к системе линейных алгебраических уравнений без промежуточного этапа
приведения его к уравнению Фредгольма. Приводится процедура нахождения коэффициентов
интенсивности напряжений (моментов). Найдены коэффициенты интенсивности напряжений.

Ключевые слова: перфорированная тонкая пластина, прямолинейные трещины, попереч-
ный изгиб, коэффициенты интенсивности напряжений.

УДК: 539.375

Постановка задачи. Изотропная перфорированная упругая пластина, опертая или за-
щемленная по краям, изгибается двоякопериодической поперечной нагрузкой. В этом случае
имеет место двоякопериодическое распределение смещений.

Рассмотрим задачу изгиба пластины под действием равномерной поперечной нагрузки,
когда края круговых отверстий жестко заделаны.

Считаем, что круговые отверстия имеют радиус λ (λ < 1) и центры в точках
Pm,n = mω1 + nω2 (m,n =0, ±1, ±2, . . . );
ω1 = 2, ω2 = 2h∗ exp (iα), h∗ > 0, Imω2 > 0.

Пластина ослаблена двоякопериодической системой прямолинейных трещин и изгибается
равномерно распределенной по поверхности пластины поперечной нагрузкой с постоянной
интенсивностью q. Берега трещин свободны от внешних усилий (рис. 1). Принимаем, что в
процессе изгиба пластины противоположные берега не контактируют между собой. Требует-
ся определить напряженное и деформированное состояние пластины по краевым условиям,
выражающим отсутствие упругих смещений вдоль обвода круговых отверстий и внешних
нагрузок на берегах двоякопериодической системы разрезов.

Для рассматриваемой задачи на контурах круговых отверстий Lm,n должны выполняться
краевые условия

∂W (τ)

∂x
+ i

∂W (τ)

∂y
= 0; τ = λeiθ +mω1 + nω2, (1)

а на берегах двоякопериодической системы разрезов должны выполняться граничные условия
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Mn(t) = 0, Nn(t) +
∂Hnt

∂t
= 0, (2)

t – аффикс точек берегов разрезов.

Рис. 1

Общее решение неоднородного бигармонического уравнения при условии q = const можно
представить в виде [1]:

W (x, y) = W0 (x, y) +W1 (x, y) (3)

W0 (x, y) =
q (zz̄)

2

64D
+

2q

D
Re [z̄ϕ0(z) + χ0(z)] ; (4)

W1 (x, y) =
2q

D
Re [z̄ϕ1(z) + χ1(z)] (5)

D = Eh3
/

12(1− v2).

E и v – модуль упругостиЮнга и коэффициент Пуассона материала пластины, h – толщина
пластины

Здесь W0 (x, y) можно рассмотреть как некоторое частное решение уравнения поперечного
изгиба пластины, W1 (x, y) – общее решение однородного бигармонического уравнения.

На основании граничных условий на жестко защемленных краях отверстий (1) имеем

τ2τ

32
+ ϕ (τ) + τΦ (τ) + ψ (τ) = 0. (6)

Дифференцируя (6) по направлению s, касательному к контуру Lm,n , находим

τ τ̄

32
+ Φ (τ) + Φ (τ)− [τ̄Φ′ (τ) + Ψ (τ)] e2iθ = 0. (7)

С помощью соотношений Колосова-Мусхелишвили [2] и граничных условий (2) на берегах
трещин будем иметь

εΦ (t) + Φ (t) + tΦ′ (t) + Ψ (t) +
3t2

32
= iC; (8)
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εΦ (t1) + Φ (t1) + t1Φ′ (t1) + Ψ (t1) +
3t21
32

= iC1,

где t и t1 – аффиксы точек берегов трещин, направленных по осям абсцисс и ординат соот-
ветственно; С и С1 – действительные постоянные, определяемые в ходе решения задачи из
условия равенства нулю скачка прогиба [w] в вершинах разрезов.

Постановка задачи охватывает одновременно случаи дефектов типа жесткого включения
(ε = 1) и трещин (ε = −(3 + v)/(1− v)).

Решение краевой задачи. Аналитические функции Φ (z), Ψ (z) ищем в виде [1], [3]:

Φ (z) = Φ0 (z) + Φ1 (z) + Φ2 (z) ; Ψ (z) = Ψ0 (z) + Ψ1 (z) + Ψ2 (z) ; (9)

Φ0 (z) = ϕ′0 (z) ; Ψ0 (z) = χ′′0 (z) ;

ϕ0 (z) = ϕ01 (z) + ϕ10 (z) ; χ0 (z) = χ01 (z) + χ10 (z) ;

ϕ01 (z) = A1z +A2z
3 +A0ξ (z)− α2λ

2ζ (z) ; (10)

χ01 (z) = B0 +B1z
2 +B2z

4 −A0ξ∗ (z)− β2λ
2v (z) + α2λ

2ζ∗ (z) ;

v(z) =

∫
ζ(z)dz; ξ(z) =

∫
v(z)dz; ζ∗(z) = −

∫
Q(z)dz;

ξ∗(z) = −
∫
v∗(z)dz; v∗(z) = −

∫
ζ∗(z)dz

ϕ10 (z) =

∞∑
k=1

α2k+2
λ2k+2γ(2k−1) (z)

(2k + 1)!
;

χ10 (z) =

∞∑
k=1

β2k+2
λ2k+2γ(2k−2) (z)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=1

α2k+2
λ2k+2Q(2k−1) (z)

(2k + 1)!
; (11)

Φ1 (z) =
1

πi (1 + k0)

∫
L1

g (t) ζ (t− z) dt+A′; (12)

Ψ1 (z) =
1

πi (1 + k0)

∫
L1

g (t) [k0ζ (t− z) +Q (t− z)− tγ (t− z)] dt+B′;

Φ2 (z) =
1

π (1 + k0)

∫
L2

g1 (t1) ζ (it1 − z) dt1 +A′′;

Ψ2 (z) = − 1

π (1 + k0)

∫
L2

{
g1 (t1) k0ζ (it1 − z) −

− [Q (it1 − z) + it1γ (it1 − z)]g1 (t1)} dt1 +B′′ .

Интегралы в (12) берутся по линиям L1 и L2:

L1 = [−`, −λ1] + [λ1, `]
;

L2 = [−a, −r] + [r, a]

ζ (z) =
1

z
+
∑
m,n

′
[

1

z − Pmn
+

1

Pmn
+

z

P 2
mn

]
;



170 Б.Б. КАЗБЕКОВ

γ (z) =
1

z2
+
∑
m,n

′

[
1

(z − Pmn)
2 −

1

P 2
mn

]
;

γ(2k)(z)
(2k+1)! = 1

z2k+2 +
∑
m,n

′ 1
(z−Pmn)2k+2 (k = 0, 1, 2, . . . )

Q(z) =
∑
m,n

′

[
Pmn

(z − Pmn)
2 − 2z

Pmn
P 3
mn

− Pmn
P 2
mn

]
;

Q(k)(z)
(k+1)! = (−1)

k ∑
m,n

′ Pmn
(z−Pmn)k+2 (k = 2, 3, . . . ).

Функции (9)–(12) выбраны так, что функция W (x, y) является двоякопериодической. По-
стоянные Ai, Bi нужно подобрать так, чтобы функция W0(x, y) была бы двоякопериодиче-
ской. Используя условия периодичности функции W

(
0x, y) и свойства введенных функций,

находим, что

A0 =
ω1ω̄2 − ω̄1ω2

32πi
; A2 =

1

96

[
δ1
ω̄1ω2 − ω̄2ω1

2πiω1
− 1

]
(13)

B2 =
γ2ω̄1 − γ1ω̄2

ω1ω̄2 − ω̄1ω2
,

β2λ
2δ1 + α2λ

2
(
γ1 + δ̄1

)
− 2A1ω̄1 − 2B1ω1 = A0L1 (ω) ;

β2λ
2δ2 + α2λ

2
(
γ2 + δ̄2

)
− 2A1ω̄2 − 2B1ω2 = A0L2 (ω) ;

L1 (ω) = ξ̄1 − γ∗∗1 − πiω̄1 +
1

6

(
δ1ω1ω̄1 − δ̄1ω̄2

1 − γ1ω
2
1

)
;

L2 (ω) = ξ̄2 − γ∗∗2 − πiω̄2 +
1

6

(
δ2ω2ω̄2 − δ̄2ω̄2

2 − γ2ω
2
2

)
;

ξ1 = 2ξ
(ω1

2

)
+
δ1ω

2
1

8
; ξ2 = 2ξ

(ω2

2

)
+
δ2ω

2
2

8
;

γ∗∗1 = 2v∗

(ω1

2

)
− ω̄1v

(ω1

2

)
+ πiω̄1 +

γ1ω
2
1

8
− γ∗1ω1

2
;

γ∗∗2 = 2v∗

(ω2

2

)
− ω̄2v

(ω2

2

)
+ πiω̄2 +

γ2ω
2
2

8
− γ∗2ω2

2
.

Таким образом, соотношения (9)–(12) с учетом выражений (13) дают двоякопериодиче-
скую функцию W (x, y). Постоянная B0 в формуле для функции χ0(z) находится из условия
равенства нулю W (x, y) на контуре кругового отверстия L0,0.

Из условий симметрии относительно координатных осей, найдем, что

Imα2k = 0; Imβ2k = 0 (k = 0, 1, 2, . . .).

Можно убедиться, что представления (9)–(12) определяют класс симметричных задач с
двоякопериодическим распределением смещений. Неизвестные искомые функции g(x), g1(y)
и коэффициенты α2k, β2k (k = 1, 2, . . . ) должны быть найдены из граничных условий (7)–(8).
В силу выполнения условия двоякопериодичности система краевых условий (7) вырождается
в одно функциональное уравнение, например, на контуре L0,0

(
τ = λeiθ

)
, а система граничных

условий (9) вырождается в краевое условие на L1 и L2. К основным представлениям задачи
(9)–(12) следует добавить дополнительные условия
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−λ1∫
−`

g(t) dt = 0;

`∫
λ1

g(t) dt = 0; (14)

−r∫
−a

g1(t1) dt1 = 0;

a∫
r

g1(t1) dt1 = 0,

которые обеспечивают однозначность углов поворота срединной плоскости при обходе конту-
ров трещин [4].

Граничное условие (7) преобразуем относительно аналитических функций Φ0(z) и Ψ0(z):

Φ0(τ) + Φ0(τ)− [τΦ′0(τ) + Ψ0(τ)] e2iθ = (15)

= f1 (θ) + f2 (θ)− τ τ̄

32
+ ϕ1 (θ) + iϕ2 (θ) ,

где

f1 (θ) + f2 (θ) = −Φ1(τ)− Φ1(τ) + [τΦ′1(τ) + Ψ1(τ)] e2iθ (16)

ϕ1 (θ) + iϕ2 (θ) = −Φ2(τ)− Φ2(τ) +
[
τΦ′2(τ) + Ψ

(
2τ)
]
e2iθ.

Относительно функций f1 + if2 и ϕ+
1 iϕ2 будем считать, что они на контуре кругового

отверстия |τ | = λ разлагаются в комплексные ряды Фурье. На основании симметрии задачи
эти ряды имеют вид

f1 (θ) + f2 (θ) =

∞∑
k=−∞

F2ke
2kiθ, ImF2k = 0; (17)

ϕ1 (θ) + ϕ2 (θ) =

∞∑
k=−∞

D2ke
2kiθ, ImD2k = 0

F2k =
1

2π

2π∫
0

(f1 + if2) e−2kiθdθ, (k = 0, ±1, ±2, . . .); (18)

D2k =
1

2π

2π∫
0

(
ϕ+

1 ϕ2

)
e−2kiθdθ.

Для нахождения величин F2k, D2k подставим в (18) выражения (16) и, поменяв порядок
интегрирования, после вычисления интегралов с помощью теории вычетов находим:

F2k = − 1

2π

∫
L1

g∗(t)f2k(t)dt; g∗(t) =
g(t)

i(1 + k0)
; (19)

D2k = − 1

2π(1 + k0)

∫
L2

g1(t1)ϕ2k(t1)dt1.

Ввиду громоздкости функций f2k(t) и ϕ2k(t1) в явном виде не приводятся.
Для получения алгебраических уравнений, определяющих коэффициенты α2k, β2k, приме-

няем метод степенных рядов. Для этого подставим в левую часть граничного условия (15)
вместо аналитических функций Φ0(τ), Φ0(τ), Φ′0(τ) и Ψ0(τ) их разложения в ряды Лорана в
окрестности нулевой точки, а правую часть (15) вместо f1 + if2 и ϕ1 + iϕ2 – ряды Фурье (16).
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Применяя процедуру метода степенных рядов, получим две бесконечные системы линейных
алгебраических уравнений относительно коэффициентов α2k, β2k. После некоторых преобра-
зований получаем бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно
α2k:

α2j+2 =

∞∑
j=1

Aj,kα2j+2 + bj(j = 0, 1, 2, . . .). (20)

Неизвестные коэффициенты β2k определяются из следующих уравнений:

β2 =
1

1− λ2ε3

{
ε1 −A′0 + ε2α2λ

2 + 2
∑
k=1

∞gk+1 · λ2k + 2

22k+2
α2k+2

}
; (21)

β2j+4 = (2j + 3)α2j+2 −A′−2j−2 +

∞∑
k=0

(2j + 2k + 3) !gj+k+2λ2j + 2k + 4

(2j + 2) ! (2k + 1) ! 22j + 2k + 4
α2k+2.

Таким образом, с помощью решения краевой задачи (7) удалось определение искомых
коэффициентов α2k, β2k свести к бесконечным алгебраическим уравнениям, в правой части
которых содержатся величины, зависящие в виде интегралов от искомых функций g(x) и
g1(y). Для определения искомых функций g(x) и g1(y) мы располагаем краевыми условиями
(8) на берегах трещин.

Требуя, чтобы функции (9) удовлетворяли граничному условию на контуре трещины L1,
получаем сингулярное интегральное уравнение относительно g∗(x):

1 + ε

π

∫
L1

g∗(t)ζ(t− x)dt+
1

π

∫
L1

g(t) [k0ζ(t− x)+ (22)

+ Q(t− x)− (t− x)γ(t− x)] dt+H(x) = iC1

H(x) =
3x2

32
− k0A

′ +A
′
+B

′
+ (1 + ε) Φ∗(x) + xΦ′∗(x) + Ψ

(
∗x),

Φ
(
∗x) = Φ0(x) + Φ2(x); Ψ

(
∗x) = Ψ0(x) + Ψ2(x).

Аналогично, удовлетворяя краевому условию на контуре L2, после некоторых преобразова-
ний получаем еще одно сингулярное интегральное уравнение относительно искомой функции
g1(y):

− (1 + ε)

πi (1 + k0)

∫
L2

{
g1(t1)

[
iζ(it− iy)− iζ(it− iy)

]
+ (23)

+g1(t1)
[
iQ(it− iy) + (it− iy)γ(it− iy)− iζ(it− iy)

]}
dt1 +N(y) = iC1

N(y) = −k0A
′′ +A

′′
+B

′′ − 3y2

32
+ εΦ∗(iy) + iyΦ′∗(iy) + Ψ∗(iy),

Φ∗(z) = Φ
(
0z) + Φ1(z); Ψ∗(x) = Ψ

(
0z) + Ψ1(z).

Для определения постоянных С и С1 были использованы соотношения [4]

Re

−λ1∫
−`

t̄g(t)dt = 0; Re

`∫
λ1

t̄g(t)dt = 0,
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Re

−r∫
−a

t̄1g1(t1)dt1 = 0; Re

a∫
r

t̄1g1(t1)dt1 = 0.

Удовлетворяя этим условиям, обеспечивающим равенство нулю скачка прогиба в вершинах
разрезов L1 и L2, находим, что С = 0; С1 = 0.

Для решения каждого сингулярного интегрального уравнения воспользуемся разложени-
ем функций ζ (z), γ (z), Q (z) в основном параллелограмме периодов. Используя замену пере-
менных, каждое сингулярное интегральное уравнение приводим к стандартному виду. Затем
применяя процедуру алгебраизации [5], [6] вместо каждого интегрального уравнения получим
конечную систему линейных алгебраических уравнений.

Наибольшее практическое применение имеют правильные решетки:
а) правильная треугольная решетка (ω1 = 2 ; ω2 = 2 exp (iπ/3)).

По предыдущем формулам находим значения постоянных A0, A2 и B2:

A0 = −
√

3

8π
; A2 = 0; B2 = 0.

Постоянные L1 (ω) и L2 (ω) в системе для определения A1 и B1 имеют вид:

L1 (ω) = ξ̄1 − γ∗∗1 − πiω̄1; L2 (ω) = e−πi/3L1 (ω) .

Постоянные εi для рассматриваемого частного случая имеют вид:

ε1 =

√
3

16π
L1 (ω) ; ε2 = 0; ε3 =

π

2
√

3
;

ε4 = 0; ε5 =
π

2
√

3
; ε6 = 0;

б) квадратная решетка (ω1 = 2,ω1 = 2i).

A0 = − 1

4π
; A2 = 0; B2 =

γ1

192π
;

L1 (ω) = ξ̄1 − γ∗∗1 − πiω̄1 −
2

3
γ1; L2 (ω) = −iL1 (ω) ;

ε1 =
1

8π
L1 (ω) ; ε2 = 0; ε3 =

π

4
; ε4 = 0;

ε5 =
2γ1 + π

4
; ε6 = 0.

Численные результаты. Для определения искомых величин α2k, β2k, g∗ (tk), g1 (tk) необ-
ходимо совместно решить линейные системы, полученные на основании алгебраизации основ-
ных уравнений.

Эти системы решались методом Гаусса с выбором главного элемента. Не останавливаясь
на подробностях решения объединенной алгебраической системы, приведем результаты по
определению коэффициентов интенсивности напряжений.

Для коэффициентов интенсивности напряжений получены следующие результаты:

Kλ1

I = q
√
π`

√
1− h2

1

h1
F1 (λ, λ1, `, r, a) ; Kr

I = q
√
πa

√
1− λ2

2

λ2
F3 (λ, λ1, `, r, a) ;

K`
I = q

√
π`
√

1− h2
1 F2 (λ, λ1, `, r, a) ; Ka

I = q
√
πa
√

1− λ2
2 F4 (λ, λ1, `, r, a) ;
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h1 = λ1/`; λ1 = r/a.

В таблице приводятся результаты расчетов функций F1 (λ, λ1, `, r, a) и F2 (λ, λ1, `, r, a) для
коэффициента Пуассона, равного 0,3 при изменении параметра λ1 и разных значений длины
трещины.

Для треугольной решетки значения в таблице даны в знаменателе.
Таблица 1

λ
h1

0,11 0,15 0,19 0,23 0,27 0,31 0,35 0,39

0,1
F1 (λ, λ1, `, r, a)

2,0161 1,3874 1,0017 0,7897 0,5916 0,4241 0,2432 0,0761
2,2432 1,4897 1,1802 0,9456 0,7543 0,5152 0,3638 0,1832

F2 (λ, λ1, `, r, a)
1,3352 0,8271 0,4948 0,2291 0,0332 0,2561 0,3654 0,5641
1,8541 1,2567 0,9078 0,6112 0,3612 0,1432 0,0882 0,2918

λ
h1

0,21 0,25 0,29 0,33 0,37 0,41 0,45 0,49

0,2
F1 (λ, λ1, `, r, a)

1,4182 0,8453 0,6921 0,4921 0,3281 0,2184 0,1211 0,2715
1,5876 1,9987 0,8377 0,6734 0,4823 0,3245 0,1968 0,2114

F2 (λ, λ1, `, r, a)
0,5272 0,2681 0,2997 0,4387 0,4781 0,6178 0,6713 0,8712
0,9887 0,6517 0,5291 0,4781 0,4193 0,3841 0,4741 0,5721
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B. B. Kazbekov
LATERAL BENDING OF PERFORATED PLATE WEAKENED BY

RECTILINEAR CRACKS

Institute of mathematics and mechanics of NAS of Azerbaijan

Abstract. The transverse bending problem for the thin plate jammed along the holes edges
and weakened by doubly periodic system of unequal length rectilinear through cracks along axes
of abscess and ordinate, is considered. The general solution representations describing a class of
problems with doubly periodic moments distribution out of circular holes and rectilinear cracks are
constructed. Satisfying the boundary conditions, the solution of the plates bending theory problem
is reduced to two infinite systems of algebraic equations and two singular integral equations.
Everyone of singular integral equation is reduced to system of linear algebraic equations without
the intermediate step of its reduction to a Fredholm equation. Procedure of the finding of stress
intensity factors (moments) is described. The stress intensity factors are found.

Keywords: perforated thin plate, rectilinear cracks, lateral bending, stress intensity factors.
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Аннотация. В работе построены системы двух дифференциальных уравнений, эквивалент-
ные дифференциальному уравнению Шази третьего порядка с шестью постоянными полюса-
ми. Коэффициенты построенных систем найдены с помощью аналитического метода. Приве-
ден пример эквивалентной системы для заданного набора постоянных полюсов.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение Шази, эквивалентные системы третьего
порядка, подвижные критические особые точки.

УДК: 517.91

Актуальность исследуемой проблемы. Исследуя уравнения вида

w′′′ = P (w′′, w′, w, z), (1)

где P – полином по w′′, w′, w с аналитическими коэффициентами по z, Шази надеялся най-
ти новые уравнения достаточно простого вида, решения которых не были бы классическими
функциями и которые не приводились бы к каноническим уравнениям Пенлеве. Как отмечено
в работе В. А. Добровольского [1], результаты этих исследований оказались мало обнадежи-
вающими. Тогда Шази стал рассматривать уравнения

w′′′ = R(w′′, w′, w, z) (2)

(R− рациональная функция по w′′, w′, w с аналитическими коэффициентами по z), реше-
ния которых не имели бы подвижных критических особых точек [2].

Согласно методу Пенлеве [2] сначала необходимо было найти упрощенное уравнение для
уравнения (2) с неподвижными критическими точками. Шази получил такое уравнение в
виде

w′′′ =
PQ′′ −QP ′′

PQ′ −QP ′
w′w′′ − P ′Q′′ −Q′P ′′

PQ′ −QP ′
w′3

2
, (3)

где P, Q – два полинома четвертой степени по w с постоянными коэффициентами, а
P ′′, Q′′, P ′, Q′ – производные полиномов P,Q по w [3]. В этой же работе он показал, что
уравнение (3) имеет не более шести полюсов, а также то, что уравнение P -типа [2], кото-
рое допускает в качестве своего упрощения уравнение (3), причем все корни относительно
переменной w уравнения PQ′ −QP ′ = 0 простые, необходимо имеет вид
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w′′′ =
6∑
k=1

(w′−a′k)(w′′−a′′k )+Ak(w′−a′k)3+Bk(w′−a′k)2+сk(w′−a′k)
w−ak +D w′′ +

+E w′ +
6∏
i=1

(w − ai)
6∑
k=1

Fk
w−ak .

(4)

Уравнение (4) содержит 32 коэффициента – функции по z: ak, Ak, Bk, сk, Fk (k =
1, 6), D,E. Шази получил следующую систему алгебраических и дифференциальных урав-
нений, связывающую эти коэффициенты:

6∑
k=1

Ak = 0,

6∑
k=1

akAk = −6,

6∑
k=1

a2
kAk = −2

6∑
k=1

ak, (5)

2D +

6∑
k=1

(Bk − 3a′kAk) = 0,

6∑
k=1

Fk =

6∑
k=1

akFk =

6∑
k=1

a2
kFk = 0. (6)

2A2
k +

∑
j

Ak −Aj
ak − aj

= 0(k, j = 1, 6; j 6= k), (7)

(
5
2Ak −

∑
j

1
ak−aj

)
Bk +

∑
j

(
1
2Ak + 1

ak−aj

)
Bj = −A′k +Ak

∑
j

a′k−a
′
j

ak−aj−

−3
∑
j

Aj
a′k−a

′
j

ak−aj + 3
2Ak

6∑
i=1

a′iAi,

(8)

−

(
2Ak +

∑
j

1
ak−aj

)
сk +

∑
j

сj 1
ak−aj = B2

k −B′k −Bk
∑
j

a′k−a
′
j

ak−aj−

−
∑
j

3Aj(a
′
k−a

′
j)

2+2Bj(a
′
k−a

′
j)

ak−aj +BkD − E −
∑
j

a′′k−a
′′
j

ak−aj ,

(9)

−a′′′k −Bkсk + с′k +
∑
j

(a′k−a
′
j)(a

′′
k−a

′′
j −сk)+Aj(a

′
k−a

′
j)

3

ak−aj +

+
∑
j

Bj(a
′
k−a

′
j)

2+сj(a′j−a
′
k)

ak−aj + Ea′k +D(a′′k − сk) + Fk
∏
j

(ak − aj) = 0,
(10)

где k, j = 1, 6; j 6= k, которую он определил как необходимые и достаточные условия отсут-
ствия подвижных критических особых точек у решений уравнения (4) [3].

Отметим, что большой интерес здесь может представлять исследование различных клас-
сов уравнения (4)–(10) с использованием метода приближенного решения В. Н. Орлова [4],
[5], основанного на разделении области поиска решений в регулярной области и окрестности
подвижных особых точек, и в построении последовательности аналитических продолжений.

Материал и методика исследований. Исследуя уравнение (4), Шази построил экви-
валентные ему системы. Так, например, в окрестности точки голоморфности функции w(z)
решения уравнения (4) им была построена система вида{

w′

2 + P3w
′ +Q3 + Pv −Qu = 0,

w′′ + P2w
′ +Q2 + ∂P

∂w v −
∂Q
∂wu = 0,

где P3, Q3, P2, Q2 – полиномы от w, степень которых равна нижнему индексу, и коэффици-
енты которых голоморфны в каждой точке, где голоморфны коэффициенты уравнения (4).
Другие эквивалентные системы были построены Н. А. Лукашевичем в работе [6], где доказа-
но, что решение шести неприводимых уравнений Пенлеве выражается через решения систем
вида
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{
uu′′ − u′2 = a0uu

′ + a1uv
′ + a2u

′v + a3vv
′ + a4u

2 + a5uv + a6v
2,

vv′′ − v′2 = b0uu
′ + b1uv

′ + b2u
′v + b3vv

′ + b4u
2 + b5uv + b6v

2 (11)

с аналитическими коэффициентами ai, bi (i = 0, 6) по z. Там же [6] было доказано, что если
w(z)− решение уравнения Пенлеве, то это решение можно представить в виде

w(z) =
u(z)

v(z)
, (12)

где u(z) и v(z) – целые функции, удовлетворяющие системе (11). Подстановка (12) сводит
систему (11) к дифференциальному уравнению третьего порядка, которое можно записать в
виде (4). Изучение системы (11) было проведено В. И. Ляликовой [7].

Шази не удалось найти решения системы (5)–(10), но он показал, что некоторые случаи
вырождения уравнения (4) являются уравнениями Пенлеве и, следовательно, решение урав-
нения (4) может быть рассмотрено как существенно новое по сравнению с трансцендентными
функциями Пенлеве [1], [6].

Необходимые и достаточные условия того, чтобы система (11) принадлежала к P -типу
были получены Н. А. Лукашевичем в [8].

Шази не исследовал систему (5)–(10), а потому он явно не выделил классы уравнений вида
(4), решения которых не имеют подвижных критических особых точек [1]. Изучение свойств
решений системы (5) − (6) было проведено Н. А. Лукашевичем в работе [6]. Решение систем
(5), (6) имеет вид [9], [10]

Ak =
−6a4

k + 4σ1a
3
k + 3(α2 − σ2)a2

k − 3β2ak + 3β3 − σ4

6a5
k − 5σ1a4

k + 4σ2a3
k − 3σ3a2

k + 2σ4ak − σ5
(k = 1, 6), (13)

где основные симметрические многочлены σk, составленные из элементов аk (k = 1, 6), свя-
заны с величинами α2, β2, β3 соотношениями

β2 = (3α2−σ2)(2α2σ1−3σ3)−2σ1σ4+6σ5

18α2+σ2
1−6σ2

,

β3 =
2σ1σ5−(3α2−σ2)(12α2

2−4α2σ2+σ1σ3−4σ4)−2σ1σ4+6σ5

2(18α2+σ2
1−6σ2)

,
(14)

а функция α2 удовлетворяет уравнению пятой степени

1296α5
2 − 1296σ2α

4
2 − 3σ2

1σ2σ
2
3 + (432σ2

2 + 216σ1σ3 − 432σ4)α3
2 + 2σ3

1σ3σ4+
+12σ1σ2σ3σ4 − 8σ2

1σ
2
4 − 6σ2

1σ3σ5 − 36σ2σ3σ5 + 48σ1σ4σ5 − 72σ2
5 + 4σ4

1σ6−
−48σ2

1σ2σ6 + 144σ2
2σ6 + α2

2(−48σ3
2 − 144σ1σ2σ3 + 24σ2

1σ4 + 288σ2σ4−
−216σ1σ5 + 1296σ6) + α2(24σ1σ

2
2σ3 + 9σ2

1σ
2
3 − 8σ2

1σ2σ4 − 48σ2
2σ4−

−36σ1σ3σ4 − 4σ3
1σ5 + 72σ1σ2σ5 + 108σ3σ5 + 144σ2

1σ6 − 864σ2σ6) = 0.

Если же выполняются условия 18α2 + σ2
1 − 6σ2 = 0, то величины Ak имеют вид

Ak =
(σ1 − 6ak)

(
108a3

k − 108α3 − 54σ1a
2
k − σ3

1 − 6(σ2
1 − 6σ2)ak + 6σ1σ2 − 27σ3

)
108 (6a5

k − 5σ1a4
k + 4σ2a3

k − 3σ3a2
k + 2σ4ak − σ5)

(k = 1, 6),

α1 = −σ1

2
, β1 =

σ2
1

6
, β2 = −2α3 −

σ3

2
, β3 =

σ4

3
− σ1

324

(
108α3 + σ3

1 − 6σ1σ2 + 27σ3

)
,

σ5
1 + 27σ3σ

2
1 + 324σ5 = 6σ2σ

3
1 + 108σ1σ2.

Параметр α3 определяется как решение уравнения второй степени

1

2
α3 (4α3 + σ3) +

1

5832

(
σ2

1 − 6σ2

) (
σ1

(
108α3 + σ3

1 − 6σ1σ2 + 27σ3

)
− 108σ4

)
− σ6 = 0.
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Замечание 1. Подробный вывод условий, который отсутствует в работе Шази [3], приве-
ден в работах [9], [11]. Решение уравнения (4) с постоянными коэффициентами ak(k = 1, 6)
приведено в работе [10].

Результаты исследований и их обсуждение. Построим новую эквивалентную систему
для дифференциального уравнения (4) при условии, что его коэффициенты ak (k = 1, 6) яв-
ляются постоянными величинами [12], [13]. Уравнения (8) при таком предположении примут
вид 5

2
Ak −

∑
j

1

ak − aj

Bk +
∑
j

(
1

2
Ak +

1

ak − aj

)
Bj = 0 (k, j = 1, 6; j 6= k).

Последняя система относительно неизвестных Bk (k = 1, 6) является линейной однород-
ной, главный определитель которой не равен нулю, а, следовательно, Bk = 0 (k = 1, 6). Из
первого уравнения системы (6) следует, что в этом случае функцияD = 0. Так как ak(k = 1, 6)
– постоянные величины, то система (10) примет вид

Fk
∏
j

(ak − aj) = 0 (k, j = 1, 6; j 6= k).

Откуда получаем, что Fk = 0 (k = 1, 6). В результате уравнение (4) запишется в виде

w′′′ =

6∑
k=1

w′w′′ +Ak(w′)3 + сkw′

w − ak
+ E w′. (15)

Пусть коэффициенты уравнения (15) связаны соотношением
6∑
k=1

ak = 0 и точки, соот-

ветствующие величинам ak (k = 1, 6), расположены на комплексной плоскости симметрично
относительно начала координат. Рассмотрим систему вида{

w′′ = f1(z, w)w′2 + f2(z, w)v + f3(w),
v′ = −2f1(z, w)w′v,

(16)

где fi(i = 1, 3)− функции по z и w. Из сделанного предположения о симметричности коэффи-
циентов ak (k = 1, 6) и из определения основных симметрических многочленов σk (k = 1, 6)
получаем, что

σ1 = σ3 = σ5 = 0. (17)
Продифференцируем первое уравнение системы (16) по z и подставим его правую часть

уравнения (15) вместо w′′′. Подставим также правые части уравнений системы (16) в уравне-
ние (15) вместо w′′и v′. Приравняем нулю коэффициенты при одинаковых степенях функций
w и v. В результате получим систему дифференциальных уравнений для отыскания коэффи-
циентов fi(i = 1, 3) системы (16)

f2

6∑
k=1

1

w − ak
− ∂f2

∂w
= 0,

∂f2

∂z
= 0,

∂f1

∂z
= 0,

−2f2
1 + f1

6∑
k=1

1

w − ak
+

6∑
k=1

Ak
w − ak

− ∂f1

∂w
= 0, (18)

е− 2f3f
+
1 f3

6∑
k=1

1

w − ak
+

6∑
k=1

Ck
w − ak

+
∂f3

∂w
= 0.

Из первых двух уравнений системы (18) находим функцию f
(
2z, w)
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f
(
2z, w) =

6∏
k=1

(w − ak) · C2, (19)

где C2 – произвольная постоянная. Из третьего уравнения системы (18) находим функцию
f1 = f1(w), которую подставим в четвертое уравнение системы (18). В результате получим
уравнение Риккати, для которого найдем шесть частных решений вида

T (w) =
b0w

5 + b1w
4 + b2w

3 + b3w
2 + b4w + b5

w6 − w5σ1 + w4σ2 − w3σ3 + w2σ4 − wσ5 + σ6
, (20)

соответствующих шести наборам значений ak (k = 1, 6). Приведем ниже значения параметров
σk (k = 1, 6) и bj (j = 0, 5) и вид функции f

(
1z, w) для соответствующего частного решения

(20):
1) b2 = 6

17

(
16±

√
154
)
α2, b3 = b5 = 0, b4 = 2

17

(
1±
√

154
)
α2

2, σ6 =

− 1
289

(
155∓ 2

√
154
)
α3

2, σ2 = α2

17

(
49± 2

√
154
)
, σ4 = − α2

2

2023

(
49± 2

√
154
)2

;

f1(z, w) =
34w

17w2 + α2(1∓
√

154)
+

eν1(w)

c+ 2
∫
eν1(w)

, (21)

где c− произвольная постоянная и

ν1(w) =
∫ (
−9826w7 − 578(95± 7

√
154)w5α2+170(155∓ 2

√
154)w3α2

2+

+6(4807± 89
√

154)wα3
2

)/(
17w2 + α2 ∓

√
154α2

) (
289w6+17(49±

±2
√

154)w4α2 − (431± 28
√

154)w2α2
2 − (2

√
154∓ 155)α3

2

)
dw;

2) σ4 = 1
4

(
14α2σ2 − 3σ2

2 − 15α2
2

)
; b2 = 3 (σ2 − α2) , b3 = b5 = 0, b4 = α2 (σ2 − 3α2) , σ6 =

−α2

4 (σ2 − 3α2)
2
.

f1(z, w) =
2w(6α2с + w(4cw − 3))− 2α2 − 4cσ2w

9α2
2c+ 4w3(cw − 1) + cσ2(σ2 − 6α2 − 4w2) + 4α2w(3cw − 1)

, (22)

где c− произвольная постоянная;
3) σ2 = α2

4

(
7± i

√
11
)
, σ4 = −α

2
2

64

(
7± i

√
11
)2

; b2 = 3
4

(
3± i

√
11
)
α2, b3 = b5 = 0, b4 =

1
4

(
−5± i

√
11
)
α2

2, σ6 = 1
32

(
−7± 5i

√
154
)
α3

2.

f1(z, w) =
16w

8w2 + α2(5∓ i
√

11)
+

e−8ν2(w)

c+ 2
∫
e−8ν2(w)

, (23)

где c− произвольная постоянная и

ν2(w) =
∫
w
(
64w6 + 8(13± 7i

√
11)w4α2+10(−7± 5i

√
11)w2α2

2+

+9(−11± 4i
√

11)α3
2

)/(
8w2 + 5α2 ∓ i

√
11α2

) (
32w6+8(7±

±i
√

11)w4α2 + (19± 7i
√

11)w2α2
2 − (7∓ 5i

√
11)α3

2

)
dw;

4) σ2 = 2α2, σ4 = α2
2;

f1(z, w) =
1

w

(
1 +

1

cw − 2
+

w2

w2 + α2

)
, (24)

где c− произвольная постоянная;

5) b2 = α2 + σ2, b3 = 2α2

√
2α2 − σ2, b4 = α2 (σ2 − α2) , b5 = α2

2

√
2α2 − σ2,

σ4 = α2 (2σ2 − 3α2) , σ6 = α2
2 (σ2 − 2α2) .

f1(z, w) =
2cσ2 − 4cα2 +

√
2α2 − σ2e

ν2(w)

(w2 − 2α2 + σ2)(2c
√

2α2 − σ2 + eν2(w))
+ w

(
1

w2 + α2
+

1

w2 − 2α2 + σ2

)
, (25)

где c− произвольная постоянная и
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ν1(w) =
4
√

2α2 − σ2arctg
(
w
/√

σ2 − 2α2

)
√
σ2 − 2α2

;

6) b2 = −α2 + σ2, b3 = −2α2
√
α2 − σ2, b4 = −α2 (σ2 + α2) , b5 = α2

2

√
α2 − σ2,

σ4 = −α2σ2, σ6 = −α3
2.

f1(z, w) = 1
w4+w2α2+α2

2+w2σ2
(2w3 + wα2 − w2

√
α2 − σ2 + α2

√
α2 − σ2 + wσ2−

− 2(α2−w2)
√
α2−σ2

1+8c1eν3(w)
√
α2−σ2

,
(26)

где c− произвольная постоянная и

ν3(w) =
2
√

2
√
α2 − σ2

ξ

arctg
( √

2w√
α2+σ2−ξ

)
(3α2 + σ2 − ξ)

√
α2 + σ2 − ξ

−
arctg

( √
2w√

α2+σ2+ξ

)
√
α2 + σ2 + ξ (3α2 + σ2 + ξ)

 ,

ξ =
√
−3α2

2 + 2α2σ2 + σ2
2 .

Зная вид функции f1(z, w) из формул (21)–(26), определим функцию f3(w) из пятого урав-
нения системы (18) как решение линейного неоднородного дифференциального уравнения
первого порядка. Подставив затем найденные функции fi(z, w) (i = 1, 3) в систему (16),
найдем ее явный вид.

Замечание 2. Построенная система (16) будет эквивалентной дифференциальному уравне-
нию (15) в следующем смысле: если продифференцировать первое уравнение системы (16) и
затем подставить вместо w′′′, w′′ и v′ их значения в уравнение (15), то мы получим тождество.

Проверим выполнение этого условия эквивалентности системы (16) уравнению (15).
Продифференцируем первое уравнение системы (16) по z и подставим правые части ра-
венств системы (16) в уравнение (15). Сгруппируем слагаемые относительно выражений
w′′, w′v, (w′)

2
, (w′)

3
, w′, v. После упрощений получим, что коэффициенты при выражениях

w′v, v, (w′)
2
, (w′)

3
, w′ равны левым частям системы (18). Что и требовалось доказать.

Теорема. Пусть коэффициенты уравнения (15) удовлетворяют условию
6∑
k=1

ak = 0 и точки,

соответствующие ak(k = 1, 6), расположены симметрично относительно начала координат.
Если для параметров σ2, σ4, α2 имеет место одно из соотношений

σ2 =
α2

17

(
49± 2

√
154
)
, σ4 = − α2

2

2023

(
49± 2

√
154
)2

;

σ2 =
α2

4

(
7± i

√
11
)
, σ4 = −α

2
2

64

(
7± i

√
11
)2

;

σ4 =
1

4

(
14α2σ2 − 3σ2

2 − 15α2
2

)
;

σ2 = 2α2, σ4 = α2
2;

σ4 = α2 (2σ2 − 3α2) ;

σ4 = −α2σ2,

то уравнение (15) эквивалентно системе вида (16), где функция f2(z, w)имеет вид (19),
f1(z, w) определяются соответственно одной из формул (20)–(25), f3(z, w)− решение линей-
ного дифференциального уравнения (18)5.
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Замечание 3. Построение эквивалентной системы для коэффициентного соотношения σ4 =
−α2σ2 проведено в работе [12]. Для остальных пяти случаев (21)–(25) применим аналогичный
метод.

С помощью так построенной системы (16) можно свести интегрирование дифференциаль-
ного уравнения (15) к интегрированию линейного дифференциального уравнения первого
порядка. Действительно, поскольку получившаяся система (16) является автономной, то из
второго уравнения этой системы найдем

v = c1exp

(
−2

∫
f1(w)dw

)
,

где c1− произвольная постоянная. Подставим найденное выражение в первое уравнение си-
стемы (16), введем замену

(w′(z))2 = y(w), w′′(z) =
1

2
y′(w). (27)

В результате получим линейное дифференциальное уравнение вида

y′(w) = 2

(
f1(w)y(w) + f2(w)exp

(
−2

∫
f1(w)dw

)
+ f3(w)

)
,

которое интегрируется и его общее решение имеет вид

y(w) = c2 · exp
(
−2

∫
f1(w)dw

)
·
∫ (

с1f2(w) + f3(w)exp

(
2

∫
f1(w)dw

))
dw,

где c1, c2− произвольные постоянные. Используя замену (27), найдем функцию w(z) в квад-
ратурах в замкнутой форме, которая является решением системы (16) и уравнения (15).

Пример. Зададим некоторый набор значений полюсов ak, (k = 1, 6)

a1 = 3, a2 = 1, a3 =
1

3
, a4 = −1

3
, a5 = −1, a6 = −3. (28)

Для значений ak, (k = 1, 6) (28) выполняется соотношение σ4 = −α2σ2 и, следовательно,
уравнению (15) с такими ak, (k = 1, 6) соответствует система дифференциальных уравнений

w′′ = 18w3+93w2+118w+31
9w4+62w3+118w2+62w+9w

′2 + v(w − 3) (w − 1)
(
w − 1

3

)
×

×
(
w + 1

3

)
(w + 1) (w + 3)−

(
(w − 1)

(
2 (3w − 1)

(
12 (3E + 4)w3 + (163E − 312)w2+

+2 (85E − 216)w + 40E + 36w4 − 108
)
− 15c2

(
27w3 + 133w2 + 158w + 40

))
+

+c1 (3w − 1)
(
81w3 + 393w2 + 454w + 112

)) (
24
((

3w2 + 10w + 3
)2

+ 2
(
w3 + w

)))−1

,

v′ = −2
18w3 + 93w2 + 118w + 31

9w4 + 62w3 + 118w2 + 62w + 9
w′v, (29)

где c1, c2, E− коэффициенты уравнения (15).
Проинтегрируем систему (29), например, для значений параметров c1 = 1, c2 = −1, E = 1.

Решая второе уравнение системы, находим

v =
C1

9w4 + 62w3 + 118w2 + 62w + 9
, (30)

где C1− произвольная постоянная. Подставим затем соотношение (30) в первое уравнение
системы (29), которое после упрощений примет вид

w′′ = w2

72

(
728C1 + 6696w′2 + 5676

)
+ (72C1 − 648)w6 + (7884C1 − 728)w4 − 72С1+

+w3
(
1296w′2 − 15288

)
+ w

(
8496w′2 − 6432

)
+ 2232w′2 − 648w5−

−2400)
/(

9w4 + 62w3 + 118w2 + 62w + 9
)
.

(31)
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Применим замену вида (27) для уравнение (31). В результате получим линейное диффе-
ренциальное уравнение первого порядка относительно функции y(w). После интегрирования
этого линейного уравнения и возвращения к исходной функции w(z) получим уравнение

w′2 = 9С2w
4+

(
62С2 −

2

9
(С1 − 9)

)
w3+(118С2 + 1)w2−

(
5

3
+

2С1

9
− 62С2

)
w+

5

6
+9С2, (32)

где C1, C2− произвольные постоянные. Общий интеграл уравнения (32) примет вид

6
√

2
(

(r1 − r2)F
[
Arc sin

√
(r2−r4)(w−r1)
(r1−r4)(w−r2)

∣∣∣ (r2−r3)(r1−r4)
(r1−r3)(r2−r4)

] √
(w−r1)(w−r2)

(r1−r3) ×

×
√

(w − r3)(w − r4)
)
· (3 (54C2 + 5)− 2 (2C1 − 558C2 + 15)w+

+18 (118C2 + 1)w2 − 4 (C1 − 279C2 − 9)w3 +162C2w
4
)−1/2

=
= (r2 − r1) (r2 − r4) (±z + C3) ,

(33)

где F [φ|m] – неполный эллиптический интеграл первого рода [14], а именно:

F [φ|m] =

φ∫
0

(
1−m sin2 (θ)

)−1/2
dθ, −π/2 < φ < π/2,

ri = Root[15 + 162C2 − (30 + 4C1 − 1116C2) #1 + (18 + 2124C2) #12+
+ (36− 4C1 + 1116C2) #13 + 162C2#14, i] (i = 1, 2, 3, 4).

Рис. 1. График функции w(z)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (15) с начальными условиями

w(0) = 0, w′(0) = 0.5, w′′(0) = 0.5. (34)
Для системы (29) начальные условия (34) примут вид

w(0) = 0, w′(0) = 0.5, v(0) = −361

108
.
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Найдем соответствующие значения произвольных постоянных C1, C2, С3

C1 = −361

12
, C2 = − 7

108
, С3 ≈ 2, 96809270936× 10−9.

Замечание 4. Точное значение С3 выражается через Root-объекты [15], здесь приведено
лишь его приближенное значение. Вид полученного частного решения изображен на рис. 1.

Резюме. В данной работе построены системы дифференциальных уравнений третьего по-
рядка, эквивалентные дифференциальному уравнению Шази с шестью полюсами при усло-
вии, что все его коэффициенты являются постоянными. Приведены коэффициентные соот-
ношения, которые устанавливают эквивалентность построенных систем и исходного диффе-
ренциального уравнения. Интегрируя найденные системы для заданного набора постоянных
полюсов, удается проинтегрировать нелинейное уравнение третьего порядка (15) в квадрату-
рах в замкнутой форме.
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Abstract. In the paper we construct a system of two differential equations that is equivalent of the
Chazy differential equation of the third order with six fixed poles. Coefficients of the constructed
systems are found by the analytical method. Example of the equivalent system for the given set of
six fixed poles is considered.
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ПОВЫШЕНИЕ ДОСТОВЕРНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МОДУЛЯ
ДЕФОРМАЦИИ ГРУНТОВ ПО ДАННЫМ ПРЕССИОМЕТРИЧЕСКИХ
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Аннотация. Приводится методика определения модуля деформации грунтов по данным
прессиометрических испытаний с использованием задачи Ламе о напряжениях и перемеще-
ниях толстостенного полог цилиндра под действием внутреннего и внешнего давлений.

Ключевые слова: задача Ламе, модуль деформации, напряжение, скважина, грунт, осно-
вание, перемещение.

УДК: 624.131.54: 624.131.38

Для определения напряженно-деформированного состояния оснований (грунтов) фунда-
ментов используется математический аппарат теории упругости (закон Гука, законы: Бусси-
неска, Миндлина, Кельвина т.д.) с соответствующими оговорками. Грунт не является упру-
гим материалом, но является линейно деформационным до определенного давления. Поэтому
основная деформационная характеристика – модуль упругости заменяется модулем общей де-
формации, а грунт рассматривается как линейно деформируемая среда.

Существующие ГОСТы по определению модуля деформации грунтов включают и прес-
сиометрический метод.

В пробуренную на площадке скважину опускают цилиндрический аппарат (прессиометр),
имеющий эластичную камеру, давление в которой создается гидравлическим (вода) или пнев-
матическим путем. При этом измеряется давление радиуса скважины.

Методика определения модуля деформации по данным прессиометрических испытаний из-
ложена в ГОСТ 20276-99 [1]. В соответствии с данным ГОСТом модуль деформации определя-
ется по линейному участку кривой зависимости изменения радиуса скважины в зависимости
от приложенного давления по формуле

E = kzr0
∆P
∆r

, (1)

где r0 – радиус скважины после приложенного давления, ∆Р – приращение давления, ∆r –
увеличение радиуса скважины в интервале указанных давлений.

Коэффициент kz рассматривается как корректирующий коэффициент, принимающий при
испытании в медленном режиме следующие значения: для песка и супеси kz = 1, 3 для су-
глинка kz = 1, 35 и для глин kz = 1, 42. В быстром режиме значения kz принимаются по
таблице 1.

Поступила 10.11.2014
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Таблица 1
Значение коэффициента kz

Наименование грунта
Глубины испытаний
до 10 м 10÷20 м

Глинистый грунт при
IL равном:
IL<0,25
0,25≤IL<0,5
IL>0,5

2
3
4

1,75
2,5
3,5

Анализ таблицы 1 показывает, что с ростом показателя текучести JL увеличивается значе-
ние kz, а следовательно, и модуль общей деформации, что не соответствует действительности.

Кроме того, значение kz снижается с увеличением глубины скважины, что приводит к
снижению модуля общей деформации. Фактически модуль общей деформации грунтов с уве-
личением глубины должен возрастать. Как известно, формула определения модуля общей де-
формации грунта по данным прессиометрических испытаний базируется на осесимметричной
задаче Ламе о напряжениях и перемещениях толстостенного бесконечно длинного цилиндра
под действием внутреннего и внешнего давлений.

Полное решение задачи Ламе можно найти в курсах теории упругости. Нас интересуют
перемещения цилиндра под действием внутреннего давления Рв и наружного давления Рн от
собственного веса грунта на глубине проведения испытаний.

Рис. 1. Схема нагруженного (a) и
деформированного (b) состояния части цилиндра

Обратимся к выводу формулы Ламе (рис. 1a), для чего рассмотрим равновесие элемен-
тарной трапеции А1В1С1Д1 сечения цилиндра с центральным углом dβ. На боковых гранях
А1В1 и С1Д1 будут действовать окружные напряжения σθ; а на внутренней поверхности
элемента А1Д1 радиальные – σr. На внешней границе В1С1 радиальные напряжения будут
равны σr+dσr. В виду симметрии кольца и нагрузок выделенный элемент не будет перекаши-
ваться, следовательно, на его гранях будут отсутствовать касательные напряжения. Поэтому
напряжения σr и σθ будут главными, а величина σθ не будет зависеть от полярного угла β.
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Уравнение равновесия для элемента А1В1С1Д1 в виде суммы всех сил на нормаль к цилин-
дрической поверхности выглядит следующим образом:

−σr · r · dβ + (σr + dσr) · (r + dr) · dβ − 2σθ · dr · sin
dβ

2
= 0, (2)

Данное выражение приводится к виду

dσr
dr

+
σr − σθ

r
= 0σ. (3)

Рассмотрим деформации элемента А1В1С1Д1 (рис. 1b). Ввиду симметрии увеличение внут-
реннего давления приведет к радиальному перемещению всех точек цилиндра. Так, точки А1

и Д1 сместятся в радиальном направлении на величину (u) в положения А2 и Д2, а точки В1

и С1 – на величину u+ du в положения В2 и С2.
Тогда относительная радиальная деформация грани А1В1 будет равна

εr =
А1В1 −АВ

АВ
=

ВВ1 −АА1

АВ
=

(u+ du)− u
dr

=
du

dr
, (4)

относительная окружная деформация грани А1Д1 равна

εθ =
А2Д2 −А1Д1

А1Д1
=

(r + u) · dβ − r · dβ
r · dβ

=
u

r
. (5)

В соответствии с законом Гука для плоского напряженного состояния можно записать

σr =
E

(1− µ2)
(εr + µεθ). (6)

С учетом вышеизложенного получим линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка
с переменными коэффициентами относительно радиальных перемещений, т. е.

d2u

dr2
+

1

r

du

dr
− u

r2
= 0. (7)

Общее решение данного уравнения сводится к виду

u = A · r +B/r, (8)

где А и В – постоянные интегрирования, вычисляемые с учетом граничных условий.
Постоянные интегрирования А и В вычисляются при совместном решении следующих

уравнений:

при r = rн, σr = E
1−µ2

[
А(1 + µ)− В 1−µ

r2н

]
= σн,

при r = rв, σr = E
1−µ2

[
А(1 + µ)− В 1−µ

r2в

]
= σв.

(9)

Решение данных уравнений дает следующие значения:

А = 1−µ
E

(
r2в ·σв−r2н·σн

r2н−r2в

)
,

В = 1−µ
E

(
r2в ·r

2
н(σв−σн)
r2н−r2в

)
.

(10)

Для возможности использования решения данной задачи применительно к прессиометри-
ческим испытаниям необходимо принять значение наружного радиуса rн = ∞ (бесконечное
распространение грунта) и вычислить пределы выражений

lim
rН→∞

(σв · r2
в − σн · r2

н)/(r2
н − r2

в) = σн,

lim
rН→∞

(r2
в · r2

н)(σв − σн)/(r2
н − r2

в) = r2
в(σв − σн).

(11)

Тогда радиальные перемещения можно вычислить по формуле
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u =
rв
E

[
(1 + µ)(σв − σн)− σн(1− µ2)

]
. (12)

Зная горизонтальные перемещения стенок камеры прессиометра (увеличение радиуса сква-
жины) и давление внутри камеры σв и снаружи σн (давление грунта), модуль деформации
грунта можно определить по следующей формуле

E =
(1 + µ)(σв − σн)− σн(1− µ2)

u
. (13)

В качестве наружного давления Рн принимали величину природного давления от собствен-
ного веса грунта на глубине расположения прессиометра. При горизонтальной поверхности
грунта вертикальные и горизонтальные напряжения от собственного веса грунта будут равны

σzy = σzg = γ · h, (14)

где γ – удельный вес грунта в пределах глубины расположения (h) прессиометра.
Полученная формула учитывает коэффициент Пуассона грунта и глубину погружения

прессиометра путем приложения внешнего давления, равного природному. Природное давле-
ние увеличивается пропорционально глубине погружения прессиометра, что ведет к сниже-
нию горизонтальных (радиальных) перемещений, а следовательно, и увеличению модуля де-
формации грунта. Следовательно, в однородных грунтах модуль деформации грунта должен
возрастать с увеличением глубины скважины (расположение прессиометра). В существующем
ГОСТе эта зависимость обратная.

Выводы:
1. Аналитически показано увеличение модуля деформации однородного грунта от глубины

проведения прессиометрических испытаний.
2. Внешнее давление при проведении прессиометрических испытаний равно природному

давлению на глубине расположения прессиометра.
3. Прессиометрические испытания характеризуют сжимаемость грунта в горизонтальном

направлении. Сжимаемость грунта в вертикальном направлении может быть оценена с уче-
том коэффициента анизотропии, полученного по данным компрессионных испытаний для
образцов грунта, взятых в указанных направлениях (горизонтальное и вертикальное).
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ПОЛУПОЛОСА, ЗАЩЕМЛЕННАЯ ПО ПРОДОЛЬНЫМ СТОРОНАМ.
ТОЧНОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. Рассмотрена известная краевая задача для полуполосы, длинные стороны ко-
торой защемлены, т.е. перемещения здесь равны нулю, а на торце заданы напряжения. В
предлагаемой работе дается точное решение задачи. Оно строится в виде разложений по
функциям Фадля – Папковича. Однако коэффициенты разложений находятся не из решения
бесконечной не распадающейся системы алгебраических уравнений, а в явном виде, при по-
мощи систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича. Поэтому решение
получается точным.

Ключевые слова: полуполоса, функции Фадля – Папковича, аналитические решения.

УДК: 539.3

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую краевую задачу теории упругости в по-
луполосе Π : x ≥ 0, |y| ≤ 1:

Рис. 1. Защемленная полуполоса

Будем считать, что на длинных сторонах полуполосы y = ±1 продольные u(x, y) и попе-
речные v(x, y) перемещения равны нулю, т. е.

u (x,±1) = v (x,±1) = 0, (1.1)

а на торце x = 0 заданы нормальные и касательные напряжения (рис. 1)

σx (0, y) = σ (y) , τxy (0, y) = τ (y) . (1.2)

Поступила 10.11.2014
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (код проекта 08-13-00118).

193



194 А. В. НИКИТИН, М. Д. КОВАЛЕНКО

Удовлетворим граничным условиям (1.1) с помощью соотношений метода начальных функ-
ций [1]: {

LUU (1)U0 (x) + LUY (1)Y0 (x) = 0
LV U (1)U0 (x) + LV Y (1)Y0 (x) = 0

, (1.3)

где LUU (1), LUY (1), ... – соответствующие операторы метода начальных функций, определен-
ные при y = 1. Вводя разрешающую функцию F (x) по формулам

U0 (x) = LUY (1)F (x) , Y0 (x) = −LUU (1)F (x) , (1.4)

тождественно удовлетворим первому уравнению (1.3), а второе примет такой вид:

(LV U (1)LUY (1)− LV Y (1)LUU (1))F (x) = 0. (1.5)

Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим

(3− ν) sin 2α

8α
− 1 + ν

4
= 0. (1.6)

Разыскивая решение обыкновенного дифференциального уравнения бесконечного порядка
(1.5) в виде

F (x) = eλx, (1.7)

получим трансцендентное характеристическое уравнение

L(λ) =
(3− ν) sin 2λ

8λ
− 1 + ν

4
= 0. (1.8)

Оно имеет два вещественных корня ±λ1 и бесконечное множество комплексных корней
{±λk,±λk}∞k=2 = Λ. В таблице 1 для иллюстрации приведены значения первых 5 корней
уравнения (1.8), у которых Reλk < 0.

Таблица 1

№ корня λk Reλk = ck Imλk = bk
1 -0.947747133516995 0
2 -3.79089897751953 -1.02335732321128
3 -6.97383851621760 -1.32418968179723
4 -10.13593380316843 -1.508955002915726
5 -13.29009003306721 -1.643198413758431

Тогда функция F (x) имеет такой вид:

F (x) =

∑∑
∞
k = 1, (1.9)

где ak (k ≥ 1) – неизвестные коэффициенты разложений, причем, Ima1 = 0. Подставляя
функцию F (x) в формулы (1.4), найдем начальные функции, а затем, в соответствии с зави-
симостями метода начальных функций, – все перемещения и напряжения.

U(x, y) =

∞∑
k=1

akξ (λk, y) eλkx + akξ(λk, y) eλkx,

V (x, y) =

∞∑
k=1

akχ (λk, y) eλkx + akχ(λk, y) eλkx,
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σx (x, y) =

∞∑
k=1

aksx (λk, y) eλkx + aksx(λk, y) eλkx, (1.10)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

aksy (λk, y) eλkx + aksy(λk, y) eλkx,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

aktxy (λk, y) eλkx + aktxy(λk, y) eλkx.

Функции Фадля – Папковича ξ(λk, y), χ(λk, y) и т.д. имеют такой вид:

ξ(λk, y) = −1

4
(1 + ν)(sinλk cosλky − y cosλk sinλky)

χ (λk, y) =

[
ν + 1

4
sinλk +

ν − 3

4λk
cosλk

]
sinλky +

ν + 1

4
y cosλk cosλky,

sx (λk, y) =

[
−ν cosλk −

1 + ν

2
λk sinλk

]
cosλky +

1 + ν

2
λky cosλk sinλky, (1.11)

sy (λk, y) =

[
1 + ν

2
λk sinλk − cosλk

]
cosλky −

1 + υ

2
λky cosλk sinλky,

txy (λk, y) =

[
ν − 1

2
cosλk +

1 + ν

2
λk sinλk

]
sinλky +

1 + ν

2
λky cosλk cosλky.

2. Построение систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папко-
вича

Удовлетворим с помощью выражений (1.10) граничным условиям на торце полуполосы
(1.2), полагая, что касательные напряжения равны нулю. В результате получим систему из
двух функциональных уравнений, из которых должны быть определены неизвестные коэф-
фициенты разложений {ak, āk}∞k=1:

σ(y) =
∞∑
k=1

aksx(λk, y) + aksx(λk, y),

0 =
∞∑
k=1

aktxy(λk, y) + aktxy(λk, y).
(2.1)

Искомые коэффициенты разложений определяются отсюда в явном виде с помощью биор-
тогональных систем функций. Общая схема решения краевых задач в полуполосе следующая.
Вначале изучаются разложения только одной функции по какой-либо одной системе функций
Фадля – Папковича. К ней строится биортогональная система функций, с помощью которой
находятся коэффициенты разложений. Полученные так разложения одной функции назы-
ваются разложениями Лагранжа. Разложения Лагранжа являются аналогами разложений в
тригонометрические ряды Фурье и играют такую же роль при определении коэффициентов
разложений, какую ряды Фурье играют в решениях Файлона и Рибьера. В краевых разло-
жениях двух функций, в отличие от разложения Лагранжа одной функции, нужно найти
такой набор коэффициентов {ak, āk}∞k=1, который был бы общим для этих двух разложений.
Недостающий необходимый произвол при этом обеспечивается существованием чисто мни-
мых векторов, входящих в состав разложений по функциям Фадля – Папковича. Так как их
проекции на вещественное направление равны нулю, то эти разложения называются нуль-
рядами. В окончательных выражениях для напряжений и перемещений в полуполосе нуль-
ряды нужно выделять, приводя тем самым формулы к разложениям Лагранжа. В классиче-
ских решениях Файлона – Рибьера тригонометрические системы функций двукратно полны,
что обеспечивает необходимый произвол в этом случае. Нуль-рядов здесь нет, т.к. базисные
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функции вещественны. Поэтому ситуация оказывается тривиальной: удовлетворяя заданным
на торце полуполосы нормальным напряжениям, получим равенство, содержащее два набора
(для каждого номера k = 1, 2, ...) неизвестных коэффициентов разложений. Второе гранич-
ное условие (для касательных напряжений) фактически позволяет установить связь между
каждой парой неизвестных коэффициентов.

Биортогональные системы функций Uk(y), Tk(y) и т.д. находятся как решения функцио-
нальных уравнений

∞∫
−∞

ξ(λ, y)Uk(y)dy =

∞∫
−∞

txy(λ, y)Tk(y)dy =
λ3L(λ)

λ2 − λ2
k

,

∞∫
−∞

χ(λ, y)Vk(y)dy =

∞∫
−∞

sx(λ, y)Xk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

, (2.2)

∞∫
−∞

sy(λ, y)Yk(y)dy =
λ4L(λ)

λ2 − λ2
k

,

где ξ(λ, y), χ(λ, y) и т. д. – функции, порождающие соответствующие функции Фадля – Пап-
ковича.

При λ = λm из уравнений (2.2) получаются соотношения биортогональности:∫
T

χ(λm, t)Vk(t)dt =

∫
T

sx(λm, t)Xk(t)dt =

{
Nk (λm = λk),
0 (λm 6= λk);∫

T

ξ(λm, t)Uk(t)dy =

∫
T

txy(λm, t)Tk(t)dy =

{
λkNk (λm = λk),
0 (λm 6= λk);

(2.3)

∫
T

sy(λm, t)Yk(t)dt =

{
λ2
kNk (λm = λk),

0 (λm 6= λk);

Nk = λkL
′(λk)/2.

L′(λk) – производная функции L(λ), определенная при λ = λk. Для комплексных значе-
ний λ прямая интегрирования (−∞,∞) в формулах (2.2) заменяется T -образным контуром,
лежащим в плоскости z = x + iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча
x ∈ (−∞, 0] (подробнее об этом в статье [2]).

Из уравнений (2.2) также вытекают такие равенства, справедливые при всех λm:∫
T

ξ(λm, t)Uk(t)dt =

∫
T

ξ(λm, t)Uk(t)dt = 0,

∫
T

χ(λm, t)Vk(t)dt =

∫
T

χ(λm, t)Vk(t)dt = 0,

∫
T

sx(λm, t)Xk(t)dt =

∫
T

sx(λm, t)Xk(t)dt = 0, (2.4)

∫
T

txy(λm, t)Tk(t)dt =

∫
T

txy(λm, t)Tk(t)dt = 0,

∫
T

sy(λm, t)Yk(t)dt =

∫
T

sy(λm, t)Yk(t)dt = 0.
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Элементы Uk(y), Vk(y), Xk(y), Tk(y) и Yk(y) биортогональных систем функций можно
представить в виде сумм финитных, равных нулю вне отрезка|y| ≤ 1, и нефинитных ча-
стей. Причем, нечетные и четные нефинитные части ортогональны соответственно функци-
ям {sin qmy}∞m=1и {cos qmy}∞m=1,qm = (2m− 1)π/2. При решении краевых задач, как правило,
используются финитные части биортогональных функций, поэтому важно знать их явное
представление. Покажем, как строятся финитные части на двух примерах. Построим внача-
ле функцию xk(y) – финитную часть биортогональной функции Xk(t) (k = 1, 2, ...). Полагая
в соотношении биортогональности

∞∫
−∞

sx(λ, y)Xk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

(2.5)

λ = qmиучитывая ,чтовсе cos qmyортогональнынефинитнымчастямфункций Xk(y), получим

1∫
−1

sx(qm, y)xk(y)dy =
q2
mL(qm)

q2
m − λ2

k

(2.6)

или

1∫
−1

cos(qmy)xk(y)dy = − (−1)
m
qm

2 (q2
m − λ2

k)
. (2.7)

Но

1∫
−1

cos(qmy) cos(λky)dy = −2 (−1)
m
qm cosλk

q2
m − λ2

k

. (2.8)

Сравнивая (2.7), (2.8), заключаем, что

xk (y) =
cosλky

4 cosλk
. (2.9)

Построим функцию tk(y) – финитную часть функции Tk(y). Полагая в соответствующем
равенстве (2.2) λ = qm, получим

1∫
−1

txy(qm, y)tk(y)dy =
q3
mL(qm)

q2
m − λ2

k

(2.10)

или

1∫
−1

sin(qmy)tk(y)dy =
(−1)m

2
(1 +

λ2
k

q2
m − λ2

k

). (2.11)

Учитывая, что

−1

4

1∫
−1

sin (qmy)
λk sin (λky)

cosλk
dy =

(−1)mλ2
k

2 (q2
m − λ2

k)
,
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−1

4

1∫
−1

sin (qmy)[δ(y − 1)− δ(y + 1)]dy =
(−1)m

2
(2.12)

и сравнивая (2.12) с (2.11), находим

tk (y) = −1

4

(
λk sinλky

cosλk
+ [δ(y − 1)− δ(y + 1)]

)
(2.13)

где δ – дельта функция. Заметим, что tk(y) = x′k(y)
Из формулы (2.2)

∞∫
−∞

sx(λ, y)Xk(y)dy =
λ2L(λ)

λ2 − λ2
k

(2.14)

разлагая функции, стоящие в левой и правой частях равенства (2.14), в ряды по степеням λ
и полагая λ→ 0, получим

∞∫
−∞

(−ν)Xk(y)dy = 0, (2.15)

т. е. все функции Xk(y) (k = 1, 2, ...) ортогональны к (−ν). В силу этого, ряды по системе
функций {sx(λk, y)}∞k=1 , в общем, будут отличаться от раскладываемой функции на некото-
рую постоянную, за исключением случая, когда функция σ(y) самоуравновешена. Приняв в
формуле (2.14) λk = 0 при λk → 0 получим

∞∫
−∞

(−ν)X0(y)dy =
1− ν

2
. (2.16)

Финитную часть функции X0(y) найдем, воспользовавшись по прежнему уравнением
(2.14), в котором примем λk = 0, λ = qm. Тогда вместо (2.14) получим такое уравнение:

1∫
−1

(1 + ν)

2
qm(−1)m cos(qmy)x0(y)dy = − (1 + ν)

4
. (2.17)

Откуда видно, что

x0(y) =
1

4
. (2.18)

3. Решение краевой задачи. Схема определения неизвестных коэффициентов ak (k =
1, 2, ...) из разложений (2.1) следующая. Продолжим равенства (2.1) на всю вещественную ось
следующим образом: функции, стоящие справа – аналитически, а функции стоящие слева –
периодически с периодом, равным 4. После этого спроектируем их на вещественные подпро-
странства: первое на Xm (y) +Xm (y), второе - на Tm (y) + Tm (y), и рассмотрим интегралы∫

T

sx (λk, t)
[
Xm (t) +Xm (t)

]
dt,

∫
T

txy (λk, t)
[
Tm (t) + Tm (t)

]
dt (3.1)

∫
T

sx
(
λ̄k, t

) [
Xm (t) +Xm (t)

]
dt,

∫
T

txy
(
λ̄k, t

) [
Tm (t) + Tm (t)

]
dt (3.2)
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1∫
−1

σ (y)
[
Xm (y) +Xm (y)

]
dy (3.3)

В последнем интеграле σ(y) – периодическая функция, которую можно представить три-
гонометрическим рядом по системе функций cos qmy (m = 0, 1, 2, ...). Но эти функции, как
было сказано выше, ортогональны к нефинитным частям функций Xk(y) (k = 1, 2, ...). Пото-
му вместо (3.3) получим

σ∗m =

1∫
−1

σ(t)
[
xm(t) + xm(t)

]
dt = σm + σm. (3.4)

Учитывая соотношения биортогональности (2.3) и (2.4), в результате получим следующую
систему из двух алгебраических уравнений (k = 1, 2, ...):{

σ∗k = akNk + akNk,

τ∗k = akNkλk + akNkλk
. (3.5)

Решая ее, найдем

ak =
σ∗kλk(

λk − λk
)
Nk

. (3.6)

Подставляя эти выражения в формулы (1.10) и избавляясь в них от нуль-рядов (разложе-
ний чисто мнимых функций) так, как это сделано в статье [2], получим искомые выражения
для напряжений и перемещений в полуполосе (ck = Reλk < 0, bk = Imλk):

U (x, y) = − ξ(λ1,y)ec1x

N1λ1
σ1c1(1 + c1x)+

−
∞∑
k=2

[
2Re

[
ξxy(λk,y)eckx

Nkλk
σkλ̄k

(
cos (bkx) + ck

sin(bkx)
bk

)]]
,

V (x, y) = χ(λ1,y)ec1x

N1
σ1 (1− c1x) +

+
∞∑
k=2

[
2Re

[
χ(λk,y)eckx

Nk
σk

(
cos (bkx)− ck sin(bkx)

bk

)]]
,

σx (x, y) = sx(λ1,y)ec1x

N1
σ1 (1− c1x) +

+
∞∑
k=2

[
2Re

[
sx(λk,y)eckx

Nk
σk

(
cos (bkx)− ck sin(bkx)

bk

)]]
,

(3.7)

σy (x, y) = − sy(λ1,y)ec1x

N1λ2
1

σ1 (1− c1x) c21+

−
∞∑
k=2

[
2Re

[
sy(λk,y)eckx

Nkλ2
k

σk
(
λkλ̄k

) (
cos (bkx) + ck

sin(bkx)
bk

)]]
,

τxy (x, y) = − txy (λ1, y) ec1x

N1λ1
σ1c

2
1x−

∞∑
k=2

[
2Re

[
txy (λk, y) eckx

Nkλk
σk
(
λkλ̄k

) sin (bkx)

bk

]]
,

Слагаемые, стоящие перед знаками суммирования, отвечают отрицательному веществен-
ному корню. Они получаются из соответствующих представлений, стоящих внутри сумм при
bk → 0.

Рассмотрим пример. Пусть на торце полуполосы нормальные напряжения представлены
ступенчатой самоуравновешенной функцией
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σ(y) =


1
2d |y| ≤ d
− 1

2d 2d ≥ |y| > d
0 2d < |y| ≤ 1 (0 < d < 1).

(3.8)

Тогда

σk =
2

2d

d∫
0

cosλky

4 cosλk
dy − 2

2d

2d∫
d

cosλky

4 cosλk
dy =

2 sin dλk − sin 2dλk
4dλk cosλk

. (3.9)

Подставляя числа (3.9) в формулы (3.7), получим полное решение краевой задачи. Ниже
оно проиллюстрировано графиками распределения напряжений (рис. 2), а также продольных
и поперечных перемещений (рис. 3) на торце полуполосы и в сечении x = 0.02 (рис. 4, 5). На
рис. 6 показано поведение напряжений в заделке.

Рис. 2. Напряжения и раскладываемая функция на торце полуполосы

Рис. 3. Распределение продольных и поперечных перемещений на торце полуполосы
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Рис. 4. Распределение напряжений в сечении x = 0.02

Рис. 5. Распределение перемещений сечении x = 0.02
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Рис. 6. Распределение напряжений в заделке
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SEMI-STRIP BEND WITH THE FREE LONGITUDINAL EDGES AT WHICH
END FACE THE MOMENT OF DEFLECTION AND THE GENERALIZED

TRANSVERSAL FORCE ARE SET. PRECISE SOLUTION OF A BOUNDARY
VALUE PROBLEM

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The well known boundary value problem for the semi-strip, the long sides of which are
fixed , ie displacement is equal to zero.And at the end face the normal strain given . In the present
paper we give an exact solution of the problem . It is constructed in the form of expansions on
the Fadlе – Papkovich functions. However, the expansions coefficients are not the solution of the
infinite algebraic equations system. We determine they using the biorthogonal systems of functions.
Therefore, the solutions are exact.

Keywords: semi-strip, Fadle – Papkovich functions, analytical solutions.
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В. Н. Орлов, С. А. Иванов

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ В ОБЛАСТИ АНАЛИТИЧНОСТИ ОДНОГО
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО

ПОРЯДКА

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева

Аннотация. В статье приводится доказательство теоремы существования решения нели-
нейного дифференциального уравнения второго порядка с полиномиальной правой частью
четвертой степени и получена структура его аналитического приближенного решения в обла-
сти аналитичности. В доказательстве теоремы существования применен метод мажорант не
к правой части дифференциального уравнения, как это делается в классической литерату-
ре, а к решению рассматриваемого нелинейного дифференциального уравнения. Полученные
результаты сопровождаются расчетами.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение,подвижная особая точка, ана-
литическое приближенное решение.

УДК: 517.928.4

Введение. Многие задачи из разных областей приводят к решению нелинейных диффе-
ренциальных уравнений, в частности к дифференциальному уравнению Риккати приводит
задача построения оптимальных фильтров Кальмана – Бьюси [1], [2]. В последнее время
решение задач в экономике приводит не только к скалярным [3], но и матричным диффе-
ренциальным уравнениям Риккати [4]. Ряд задач теории эволюционных процессов [5], [6], [7],
[8], [9], [10], [11], [12] приводят к уравнениям Пенлеве, задача нелинейной оптики для опи-
сания сверхизлучательной лавины [13] приводит к уравнению Абеля. Перечисленные виды
нелинейных дифференциальных уравнений относятся к категории неразрешимых в общем
случае в квадратурах, так как обладают подвижными особыми точками. Следует отметить
частные случаи разрешимости в квадратурах таких уравнений, развиваемые Белорусской
школой аналитической теории дифференциальных уравнений [14], [15], [16], [17], [18], [19],
[20], [21], [22], [23], [24]. На данный момент в работах [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31], [32],
[33], [34], [35], [36], [37] предлагается приближенный аналитический метод для решения такой
категории дифференциальных уравнений, состоящей из следующих задач:

1. Доказательство теоремы существования решения нелинейного дифференциального
уравнения в области аналитичности.

2. Построение приближенного решения нелинейного дифференциального уравнения в об-
ласти аналитичности.

3. Исследование влияния возмущения исходных данных на приближенное решение в обла-
сти аналитичности.

4. Доказательство теоремы существования решения нелинейного дифференциального
уравнения в окрестности подвижной особой точки.

Поступила 10.11.2014
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5. Построение приближенного решения нелинейного дифференциального уравнения в
окрестности подвижной особой точки.

6. Исследование влияния возмущения подвижной особой точки на приближенное решение.
7. Получение точных границ области применения приближенного решения в окрестности

подвижной особой точки.
8. Получение точных критериев существования подвижных особых точек решения нели-

нейного дифференциального уравнения.
9. Разработка алгоритма и программы вычисления координат подвижной особой точки

решения нелинейного дифференциального уравнения.
В данной работе предлагается решение первых двух задач из перечисленного списка, осно-

ванное на известных фактах и методах аналитической теории дифференциальных уравнений,
математического анализа и вычислительной математики.

Выбор рассматриваемого нелинейного дифференциального уравнения связан с тем, что оно
является одной из основ для более сложных нелинейных дифференциальных уравнений. Имея
возможность приближенно решать рассматриваемое уравнение, мы получим возможность
решать более сложные нелинейные дифференциальные уравнения.

Дифференциальное уравнение

y′′ = a0(x)y4 + a1(x)y3 + a2(x)y2 + a3(x)y + a4(x).

С помощью некоторой замены переменной, при условии

− a1

4a0
= −2a2

3a1
= −3a3

2a2
,

приводится к виду

y′′ = y4(x) + r(x).

Рассмотрим задачу Коши:

y′′ = y4(x) + r(x), (1){
y(x0) = y0,
y′(x0) = y1.

(2)

Теорема. Пусть
1) r(x) ∈ C∞ в области:

|x− x0| < ρ1,

где ρ1 = const;
2)
∣∣∣ r(n)(x0)

n!

∣∣∣ ≤M1,
где M1 =const, n=0,1,2, . . . .

Тогда решение задачи Коши является аналитической функцией

y(x) =

∞∑
0

Cn(x− x0)n (3)

в области

|x− x0| < ρ2,

где ρ2 = min

{
ρ1,

1√
(2M)3+1

}
,M = max

{
|y0| , |y1| , supn

∣∣∣ r(n)(x0)
n!

∣∣∣} , n=0,1,2, . . . .
Доказательство.
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В доказательстве теоремы используется метод мажорант к решению рассматриваемого
уравнения, а не к правой части дифференциального уравнения, как это дается в классической
литературе [38].

Функцию r(x) в силу условия теоремы можно представить в виде степенного ряда

r(x) =

∞∑
0

An(x− x0)n. (4)

Выражения (3), (4) и выражение

y′′(x) =

∞∑
2

Cn · n · (n− 1) · (x− x0)n−2

подставляем в (1):

∞∑
2

Cn · n · (n− 1) · (x− x0)n−2 =

∞∑
0

C∗∗n (x− x0)n +

∞∑
0

An(x− x0)n.

Требование тождества в последнем соотношении приводит к равенству коэффициентов
при соответствующих степенях переменных.

Таким образом, имеем рекуррентное соотношение для получения коэффициентов Cn

(n+ 1)(n+ 2)Cn+2 = C∗∗n +An,

где

C∗∗n =

n∑
0

C∗i · C∗n−i,

C∗n =

n∑
0

Ci · Cn−i,

C0 = y0,
C1 = y1.

Последнее рекуррентное соотношение позволяет однозначно определить выражения всех
коэффициентов Cn.

Обозначим
M = max

{
|y0| , |y1| , supn

∣∣∣ r(n)(x0)
n!

∣∣∣} ,n=0,1,2, . . .
и, учитывая закономерность структуры выражений коэффициентов Cn, полученных с помо-
щью программного обеспечения, приходим к следующим гипотезам оценок:

|C2n| ≤
M((2M)3 + 1)n

2n(2n− 1)
,

|C2n+1| ≤
M((2M)3 + 1)n

2n(2n+ 1)
.

Докажем справедливость гипотез оценок методом математической индукции для случая
четного n :

|C∗2n| =
2n∑
k=0

|C2n−k| · |Ck| ≤
2n∑
k=0

M((2M)3 + 1)[
2n−k

2 ]

(2n− k)(2n− k − 1)
· M((2M)3 + 1)

[ k2 ]

2k(2k − 1)
≤

≤ (2n+ 1)
M2((2M)3 + 1)n

2n(2n− 1)
≤ 2M2((2M)3 + 1)n

2n− 1
.
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Тогда

|C∗∗2n| =
2n∑
k=0

∣∣C∗2n−k∣∣ · |C∗k | ≤ 2n∑
k=0

2M2((2M)3 + 1)[
2n−k

2 ]

2n− k − 1
· 2M2((2M)3 + 1)

[ k2 ]

k − 1
≤

≤ (2n+ 1)
4M4((2M)3 + 1)n

2n− 1
≤ 8M4((2M)3 + 1)n.

Рассмотрим рекуррентное соотношение

(2n+ 1)(2n+ 2)C2n+2 = C∗∗2n +A2n,

откуда

|C2n+2| = |C∗∗2n|+A2n

(2n+1)(2n+2) ≤
8M4((2M)3+1)n+M

(2n+1)(2n+2) ≤
≤ M((2M)3((2M)3+1)n+1)

(2n+1)(2n+2) ≤ M((2M)3+1)n+1

(2n+1)(2n+2) .

Аналогичным образом получаем оценку в случае нечетного индекса:

|C2n+1| ≤
M((2M)3 + 1)n

2n(2n+ 1)
.

Составим вспомогательный ряд

∞∑
0

Vn(x− x0)n,

который является мажорирующим для ряда (3).
В нашем случае

V2n =
M((2M)3 + 1)n

2n(2n− 1)
, V2n+1 =

M((2M)3 + 1)n

2n(2n+ 1)
.

Рассмотрим ряд

∞∑
0

V2n(x− x0)2n,

для которого по признаку Даламбера получаем область сходимости:

|x− x0| <
1√

(2M)3 + 1
,

что и требовалось доказать.
Доказанная теорема позволяет получить структуру приближенного решения в области

аналитичности.
Теорема 2. Для приближенного решения

yN (x) =

N∑
0

Cn(x− x0)n

задачи Коши (1)–(2) в области

|x− x0| <
1√

(2M)3 + 1

справедлива оценка погрешности
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∆yN ≤
M((2M)3 + 1)[

N
2 ] |x− x0|N

N(N − 1)(1− (2M)3 + 1)(x− x0)2)
Доказательство. Из теоремы 1 имеем:

∆yN = |y(x)− yN (x)| =
∞∑
N

|Cn(x− x0)n| = RN (x)

Учитывая оценки Cn из теоремы 1, получим

RN (x) =
∞∑
N

|Cn(x− x0)n| ≤
∞∑
N

M((2M)3+1)[
n
2 ]

n(n−1) |x− x0|n ≤

≤ M((2M)3+1)[
N
2 ]

N(N−1) |x− x0|N
∞∑
0

((2M)3 + 1)[
n
2 ] |x− x0|n.

Ряд в последнем выражении является геометрической прогрессией со знаменателем

q = (2M)3 + 1)(x− x0)2,

откуда следует

RN (x) ≤ M((2M)3 + 1)[
N
2 ] |x− x0|N

N(N − 1)(1− (2M)3 + 1)(x− x0)2)
.

Таким образом, значение у(х) можно приближенно вычислить как сумму первых N слага-
емых ряда (3) с точностью ε = RN (x).

Пример
Рассмотрим задачу Коши 

y′′ = y4(x),
y(0) = 2

5 ,

y′(0) =
(

2
5

)3
.

Точным решением является функция

y(x) =
3
√

5(6x− 25)4

3(6x− 25)2
.

В данном примере M = 2
5 , ρ =

√
125
189 . Выберем x1 = x0 + ρ

2 =
√

125
378 , которое находится в

области представления решения в виде ряда (3). Расчеты приведены в таблице 1.
Таблица 1.

x1 y(x1) y7(x1) ∆y7 ∆y ∆1y√
125
378 0,4283420664232419425 0,428342052 0,00008 1, 4 · 10−8 1 · 10−6

где y(x1) – точное решение, y7(x1) – приближенное решение, ∆y7 – априорная погрешность,
∆y – абсолютная погрешность, ∆1y – апостериорная погрешность.

Апостериорная погрешность ∆1y предполагает в структуре приближенного решения 13
слагаемых. Однако, слагаемые в структуре приближенного решения с 8 по 13, в сумме не
превышает 10−6. Заключаем, что приближенное решение y7(x1) имеет погрешность 10−6.
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Abstract. The theorem of solving the second-order nonlinear differential equation with polynomial
part of the forth degree is proved and the structure of analytical approximate solution in analyticity
region is presented in the article. When proving the theorem the majorant method is applied not
to the right side of differential equation, but to the whole solution of differential equation. The
results are provided with calculations.
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Аннотация. Проблеме решения бигармонического уравнения в конечных канонических об-
ластях с угловыми точками границы (бигармоническая проблема) почти 200 лет (см. обзор
[3]). В теории упругости она обычно формулируется в простейшей постановке следующим об-
разом: найти решение бигармонического уравнения в прямоугольной полуполосе, продольные
стороны которой не нагружены, а на торце заданы нормальное и касательное напряжения.
Если решение для полуполосы построено, то решение для прямоугольника уже не представ-
ляет труда получить. В серии публикаций, подытоженных статьей [13], была развита общая
теория, дана схема решения задачи в полуполосе и рассмотрены различные примеры. Но
только для симметричной деформации полуполосы. В этой работе даются примеры решения
обратно-симметричной задачи для полуполосы. Продольные стороны полуполосы свободны,
а на торце заданы нормальные и касательные напряжения. Решение представляется в виде
явных разложений по функциям Фадля – Папковича, коэффициенты которых определяются
как интегралы Фурье от заданных на торце полуполосы граничных функций. Работа бази-
руется на статье [13] и на статье [18], в которых даны соотношения биортогональности и
разложения Лагранжа для обратно симметричной задачи.

Ключевые слова: полуполоса, краевая задача, функции Фадля – Папковича, точные ана-
литические решения, обратно симметричная задача.

УДК: 539.3

Материал и методика исследований. Рассмотрим решение первой основной краевой
задачи теории упругости в полуполосе {Π : x ≥ 0, |y| ≤ 1}, у которой продольные стороны
y = ±1 не нагружены, т. е. напряжения (рис.1)

σy(y,±1) = τxy(y,±1) = 0, (1)
а на торцах заданы нормальные и касательные напряжения

σx(0, y) = σ(y), τxy(0, y) = τ(y). (2)
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Рис. 1

При построении решения будем пользоваться методом начальных функций [2], в соответ-
ствии с которым все перемещения и напряжения в полуполосенаходятся по формулам:

U(x, y) = LUU (y)U0(x) + LUV (y)V0(x) + LUY (y)Y0(x) + LUX(y)X0(x),

V (x, y) = LV U (y)U0(x) + LV V (y)V0(x) + LV Y (y)Y0(x) + LV X(y)X0(x),

Y (x, y) = LY U (y)U0(x) + LY V (y)V0(x) + LY Y (y)Y0(x) + LY X(y)X0(x), (3)

X(x, y) = LXU (y)U0(x) + LXV (y)V0(x) + LXY (y)Y0(x) + LXX(y)X0(x),

σx(x, y) = LXU (y)U0(x) + LXV (y)V0(x) + LXY (y)Y0(x) + LXX(y)X0(x),

в которых используются принятые в методе начальных функций следующие обозначения:
U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) = Gv(x, y), Y (x, y) = σy(x, y), X(x, y) = τxy(x, y). Здесь G – мо-
дуль сдвига, u(x, y) и v(x, y) – соответственно продольное и поперечное перемещения. Через
U0(x), V0(x), ... обозначены начальные функции, а через LUU (y), и т. д. – операторы метода
начальных функций:

LUU (α, y) = LXX(α, y) = cosαy − 1 + ν

2
αy sinαy,

LUV (α, y) = LY X(α, y) = −1

2
[(1− ν) sinαy + (1 + ν)αy cosαy] ,

LUY (α, y) = LV X(α, y) = −1 + ν

4
y sinαy,

LUX(α, y) =
1

4

[
3− ν
α

sinαy + (1 + ν)y cosαy

]
,

LV U (α, y) = LXY (α, y) =
1

2
[(1− ν) sinαy − (1 + ν)αy cosαy] ,

LV V (α, y) = LY Y (α, y) =
1

2
(1 + ν)αy sinαy + cosαy,

LY U (α, y) = LXU (α, y) = (1 + ν)α2y sinαy, (4)

LY V (α, y) = (1 + ν)α(αy cosαy − sinαy),

LXU (α, y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),
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AU (α, y) = (1 + ν)α(2 cosαy − αy sinαy),

AV (α, y) = −(1 + ν)α(sinαy + αy cosαy),

AY (α, y) = ν cosαy − 1

2
(1 + ν)αy sinαy,

AX(α, y) =
1

2
[(1 + ν)αy cosαy + (3 + ν) sinαy] ,

в которых α = ∂/∂x [2].
В силу обратной симметрии задачичетные начальные функции U0(x) = Y0(x) = 0. Удо-

влетворяя с помощью зависимостей (3) граничным условиям (1), получим систему из двух
обыкновенных дифференциальных уравнений бесконечного порядка относительно начальных
функций V0(x), X0(x): {

LY V (1)V0(x) + LY X(1)X0(x) = 0,
LXV (1)V0(x) + LXX(1)X0(x) = 0.

(5)

Если ввести разрешающую функцию F (x) по формулам:

V0 = LY X(1)F (x), X0 = −LY V (1)F (x), (6)
то тем самым первое уравнение (5) будет тождественно удовлетворено, а из второго, раскры-
вая выражения для дифференциальных операторов, получим

−(1 + ν)α(α− sinα cosα)F (x) = 0. (7)
Разыскивая решение его решение в виде F (x) = eλx, получим трансцендентное характери-

стическое уравнение

− (1 + ν)λ(λ− sinλ cosλ) = 0, (8)
котороеимеет четыре нулевых корня и бесконечное множество комплексно-сопряженных кор-
ней {±λk,±λk}∞k=1 = Λ. Следовательно, невозрастающая на бесконечности часть решения
представима в виде

F (x) =

∑∑
∞
k = 1 (9)

(решение сопротивления материалов, отвечающее нулевым корням, можно считать извест-
ным и оно не рассматриваются).

Подставляя(9) в(6), найдем начальные функции, а затем по формулам (3) все перемещения
и напряжения:

U(x, y) =

∞∑
k=1

akξ (λk, y) eλkx + akξ(λk, y) eλkx, x < 0,

V (x, y) =

∞∑
k=1

akχ (λk, y) eλkx + akχ(λk, y) eλkx,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

aksx (λk, y) eλkx + aksx(λk, y) eλkx, (10)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

aksy (λk, y) eλkx + aksy(λk, y) eλkx,
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τxy (x, y) =

∞∑
k=1

aktxy (λk, y) eλkx + aktxy(λk, y) eλkx.

Функции ξ (λk, y) , χ (λk, y) , sx(λk, y), sy(λk, y), txy(λk, y), входящие в эти формулы, на-
зываются функциями Фадля – Папковича. Они таковы, что граничные условия по про-
дольным сторонам полуполосы удовлетворяются автоматически, поскольку для всех k =
1, 2, ...σy(λk,±1) = τxy(λk,±1) = 0. Входящие сюда функции Фадля – Папковича имеют вид

ξ(λk, y) =

(
sinλk −

1 + ν

2
λk cosλk

)
sinλky +

1 + ν

2
λky sinλk cosλky,

χ(λk, y) = −
(

1− ν
2

sinλk +
1 + ν

2
λk cosλk

)
cosλky −

1 + ν

2
λky sinλk cosλky, (11)

sx(λk, y) = (1 + ν)λk((2 sinλk − λk cosλk) sinλky + λky sinλk cosλky),

sy(λk, y) = (1 + ν)λ2
k(cosλk sinλky − y sinλk cosλky),

txy(λk, y) = (1 + ν)λk((sinλk − λk cosλk) cosλky − λky sinλk sinλky).

Удовлетворим граничным условиям на торце полуполосы (2)с помощью соответствующих
выражений (3). В результате приходим к задаче определения коэффициентов {ak, ak}∞k=1 из
разложений: 

σ(y) =
∞∑
k=1

aksx(λk, y) + aksx(λk, y) ,

τ(y) =
∞∑
k=1

aktxy(λk, y) + aktxy(λk, y) .
(12)

Коэффициенты ak и ak определяются отсюда в явном виде с помощью систем функций
{Xm(y)}∞m=1 и {Tm(y)}∞m=1, биортогональных к функциям Фадля – Папковича {sx (λk, y)}∞k=1

и {txy (λk, y)}∞k=1 соответственно. Эти функции находятся, как решения функциональных
уравнений (m ≥ 1):

∞∫
−∞

sx(λ, y)Xm(y)dy =
L(λ)

(λ2 − λ2
m)
,

∞∫
−∞

txy(λ, y)Tm(y)dy =
λL(λ)

(λ2 − λ2
m)
. (13)

Здесь sx(λ, y) и txy(λ, y) – порождающие функции. Они получаются из соответствующих
функций Фадля – Папковича (11) заменой λk на некоторый параметр λ ∈ C. Функция

L(λ) = λ− sinλ cosλ (14)
целая, экспоненциального типа, равного 2 [4]. Для комплексных значений λ прямую инте-
грирования в формулах (13) нужно заменить T -образным контуром, лежащим в плоскости
z = x+ iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−1, 1] и луча x ∈ (−∞, 0][5].

Принимая в формулах (13) λ = λk, получим такие соотношения биортогональности:∫
T

sx(λk, y)Xm(y)dy =

{
L′(λm)/2λm (λk = λm);
0 (λk 6= λm),∫

T

txy(λk, y)Tm(y)dy =

{
L′(λm)/2 (λk = λm);
0 (λk 6= λm),

(15)
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где L′(λm) – производная функции L(λ) при λ = λm. Из формул (13) также получаем следу-
ющие равенства, справедливые при всех m, k ≥ 1:∫

T

sx(λk, y)Xm(y)dy =

∫
T

sx(λk, y)Xm(y)dy = 0,

∫
T

txy(λk, y)Tm(y)dy =

∫
T

txy(λk, y)Tm(y)dy = 0.

Функции Xm(y) и Tm(y) можно представить в виде суммы финитных xm(y) и tm(y), т. е. не
равных нулю на отрезке |y| ≤ 1, и не финитных частей.При решении краевых задач, как пра-
вило, используются финитные части биортогональных функций. Окончательные формулы
для них (они строятся так же, как и для симметричной задачи [2]) имеют такой вид

xm(y) =
1

2(1 + ν)λ2
m

(
sinλmy

sinλm
− y
)
, tm(y) =

1

2(1 + ν)λm

cosλmy

sinλm
. (16)

Схема определения коэффициентов ak из разложений (12) для симметричной задачи по-
дробно описана в статье [18]. Для обратно симметричной задачи она остается той же. Поэтому
приведем сразу формулы для напряжений и перемещений в полуполосе, разделяя два случая:
а) когда на торце заданы ненулевые нормальные напряжения, а касательные равны нулю и
b) когда на торце заданы ненулевые касательные напряжения, а нормальные равны нулю
(ck = Reλk < 0, bk = Imλk).

a) U (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

{
σk
ξ (λk, y)

λkMk
λkλk

sin bkx

bk
eckx

}
,

V (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
χ (λk, y)

Mk

(
cos bkx− ck

sin bkx

bk

)
eckx

}
,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
sx (λk, y)

Mk

(
cos bkx− ck

sin bkx

bk

)
eckx

}
, (17)

σy (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

{
σk
sy (λk, y)λkλk

Mkλ2
k

(
cos bkx+ ck

sin bkx

bk

)
eckx

}
,

τxy (x, y) = −
∞∑
k=1

2Re

{
σk
txy (λk, y)

λkMk
λkλk

sin bkx

bk
eckx

}
.

Другая форма представления формул(17) более общая, хотя и менее наглядная:

a) U (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
ξ (λk, y)

λkMk
λkλk

Im(−eλkx)

Im(λk)

}
,

V (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
χ (λk, y)

Mk

Im(−λkeλkx)

Im(λk)

}
,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
sx (λk, y)

Mk

Im(−λkeλkx)

Im(λk)

}
, (18)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
sy (λk, y)λkλk

Mkλ2
k

Im(−λkeλkx)

Im(λk)

}
,
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τxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
σk
txy (λk, y)

λkMk
λkλk

Im(−eλkx)

Im(λk)

}
.

Здесь числа

σk =

1∫
−1

σ (y)xk (y) dy, Mk = sin2 λk/λk. (19)

b) U (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
ξ (λk, y)

λkMk

(
cos bkx+ ck

sin bkx

bk

)
eckx

}
,

V (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
χ (λk, y)

Mk

sin bkx

bk
eckx

}
,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
sx (λk, y)

Mk

sin bkx

bk
eckx

}
, (20)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
sy (λk, y)

λ2
kMk

(
2ck cos bkx+

c2k − b2k
bk

sin bkx

)
eckx

}
,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
txy (λk, y)

λkMk

(
cos bkx+ ck

sin bkx

bk

)
eckx

}
,

τk =

1∫
−1

τ (y) tk (y) dy (21)

или

b) U (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
ξ (λk, y)

λkMk

Im(λke
λkx)

Im(λk)

}
,

V (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
χ (λk, y)

Mk

Im(eλkx)

Im(λk)

}
,

σx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
sx (λk, y)

Mk

Im(eλkx)

Im(λk)

}
, (22)

σy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
sy (λk, y)

λ2
kMk

Im(λ2
ke
λkx)

Im(λk)

}
,

τxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
τk
txy (λk, y)

λkMk

Im(λke
λkx)

Im(λk)

}
.

Рассмотрим пример, когда на торце полуполосы заданы самоуравновешенные касательные
напряжения

τ(y) = sign(y) sin(2πy). (23)
По формуле (21) найдем

τk =
2π(cosλk − 1)

(ν + 1)λk sinλk(λ2
k − 4π2)

. (24)
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Подставляя числа (24) в формулы (20), получим решение задачи. На рис.2 показано рас-
пределение напряжений в сечении x = 0.02, где кривые распределения нормальных и ка-
сательных напряжений обозначены как σx(x, y), σy(x, y) и τxy(x, y) на торце полуполосы,
обозначенные как sx(x, y), sy(x, y) и txy(x, y) соответственно.

Рис. 2

Приведем еще один пример, когда на торце полуполосы в начале координат приложена
изгибающая сосредоточенная сила интенсивности, равная 1. Сила приложена по касательной
к торцу и направлена вниз. Ниже изображен график для данного случая в сечении x = 0.02.

Рис. 3

Результаты исследований и их обсуждение. Получены интегральные соотношения
для определения систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича, возни-
кающих в обратно-симметричной задаче.
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I. A. Semenova
EXAMPLES OF ANALYTICAL SOLUTIONS IS INVERSELY SYMMETRIC
BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF ELASTICITY THEORY IN POLOPOLO

Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. The problem of solving the biharmonic equation in a finite canonical domains with
corner points of the boundary (biharmonic problem) exists almost 200 years (see the review [3]).
In the theory of elasticity it is usually formulated as the problem of finding the solution of the
biharmonic equation in rectangular half-strip, the longitudinal sides of which are not loaded, and at
the end the normal and tangential stresses are set. If the decision to half-strip is built, the decision
for a rectangle is not difficult already. In the series of publications, summarized the articles [13],
the general theory was developed, the scheme of the solution of the problem in half-strip was
given and various examples were considered (looked through). But it was done only for symmetric
deformation of half-strip. In this work the examples of solutions the back-symmetric problem for
half-stripare provided. The longitudinal sides of half-strip are free, and at the end the normal
and shear stresses are set. The solution is appeared in the form of explicit expansions for Fadle-
Papkovich functions which coefficients are defined as Fourier integrals given at the end of half-strip
boundary functions. The work is based on the article [13] and the article [18], in which the ratio
of biorthogonality and decomposition Lagrangian for backward symmetric tasks are given.

Keywords: semistrip, boundary-value problem, Fadle-Papkovich functions, analytical solutions,
antisymmetric boundary-value problem.

REFERENCES

[1] Kovalenko, М. D. Decomposition on Fadlya – Papkovich’s functions in a strip. Theory bases
/ М. D. Kovalenko, Т. D. Shulyakovskaya // News of the Russian Academy of Sciences. Mechanics
of a solid body. – 2011. – № 5. – P. 78–98.

[2] Vlasov, V. V.Method of initial functions in theory tasks elasticity and construction mechanics
/ V. V. Vlasov. – М. : Stroyizdat, 1975. – 224 p.

[3] Meleshko, V. V. Selected topics in the history of two-dimensional biharmonic problem //
Appl. Mech. Rev. – 2003. – P. 33–85.

[4] Tymoshenko, S. P. Theory of Elasticity / S. P. Tymoshenko, J. Goodier. – М. : Nauka, 1975.
– 576 p.

[5] Menshova, I. V. Decompose in funktsiyamFadlan – Papkovicha in polupolos.
Backsimmetrichnoy problems / I. V. Menshova, I. A. Semenova, N. V. Khramova // Vestnik
I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series : Mechanics of a limit state. – 2014. – №
2 (20). – P. 119–130.

[6] Leontiev, А. F. Exponential series / А. F. Leontiev. – М. : Nauka, 1976. – 536 p.
[7] Korobeynik, Yu. F. Interpolation problems, nontrivial expansions of zero, and representing

systems / Yu. F. Korobeynik // Math. USSR Academy of Sciences. Mathematics. – 1980. – Vol.
44. – № 5. – P. 1066–1114.

[8] Korobeynik, Yu. F. Representing systems / Yu. F. Korobeynik // Math. - 1981. – Vol. 36. –
Issue 1. – P. 73–126.

[9] Korobeynik, Yu. F. Representing systems / Yu. F. Korobeynik // Math. USSR Academy of
Sciences. Mathematics. – 1978. – Vol. 42. – № 2. – P. 325–355.

[10] Levin, B. Ya. Distribution of zeros of entire functions / B. Ya. Levin. – М. : Gostekhizdat,
1956. – 632 p.

[11] Akhiezer, N. I. Lectures on the theory of approximation / N. I. Akhiezer. – М. : Nauka,
1965. – 407 p.



224 И. А. СЕМЕНОВА

[12] Ibragimov, I. I. Interpolation methods and functions some of their applications /
I. I. Ibragimov. – М. : Nauka, 1971. – 518 p.

[13] Kovalenko, М. D. Decomposition on functions Fadlya – Papkovich. Examples of decisions
in a semi-strip / М. D. Kovalenko, I. V. Menshova, Т. D. Shulyakovskaya // News of the Russian
Academy of Sciences. Mechanics of a solid body. – 2013. – № 5. – P. 136–158.

[14] Pfl¨uger A. Ubereine ¨ Interpretation gewisserKonvergenz- und
FortsetzungseigenschaftenDirichlet’scherReichen // CommentariiMathem. Helv. — 1935/36.
— Vol. 8. – P. 89–129.

[15] Kovalenko, М. D. Borel transformations in the class W quasi-functions / М. Д. Коваленко
// Fundamental and Applied mathematics. – 2001. – № 3. – P. 761–774.

[16] Shemyakin, Е. I. On boundary value problems of elasticity theory for domains with corners
(plane strain) / Е. I. Shemyakin // Reports of the Russian Academy of Sciences. – 1996. – Vol. 347.
– № 3. – P. 342–345.

[17]Markushevich, А. I. Entire functions. elementary outline / А. I. Markushevich. – М. : Nauka,
1965. – 108 p.

[18] Kovalenko, М. D. Decompose in Lagrange funktsiyamFadlan – Papkovicha in
backsimmetrichnoy Theories uprugostidlyapryamougolynoypolupolos / М. D. Kovalenko,
I. V. Menshova // Vestnik I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series : Mechanics
of a limit state. – 2013. – № 5 (15). – P. 81–89.

Semenova, Irina Alexandrovna
Postgraduate student, Departament of Mathematical Analysis, I. Yakovlev Chuvash State
Pedagogical University, Cheboksary



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2014. №4 (22). С. 225–235

Е.П.Дац, А.В.Ткачева, Р.В.Шпорт

СБОРКА КОНСТРУКЦИИ "КОЛЬЦО В КОЛЬЦЕ" СПОСОБОМ ГОРЯЧЕЙ
ПОСАДКИ

Владивостокский государственный университет экономики и сервиса

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН

Аннотация. В рамках теории температурных напряжений приводится решение последова-
тельности одномерных краевых задач о сборке конструкции, состоящей из двух тонких колец,
контактирующих по общей цилиндрической границе и изготовленных из одинакового упру-
гопластического материала. Устанавливаются моменты и места зарождения и исчезновения
пластических течений, закономерности продвижения упругопластических границ. Рассчиты-
вается итоговый уровень остаточных напряжений, обеспечивающий натяг в сборке.

Ключевые слова: упругость, пластичность, температурные напряжения, остаточные де-
формации.

УДК: 539.374+ 539.224

Введение. Теория температурных напряжений восходит к работам классиков механи-
ки деформирования, таких как Р. Хилл, В. Койтер, Ю. Н. Работнов. Одномерную задачу о
формировании поля остаточных напряжений в длинной толстостенной трубе за счет неста-
ционарного нагревания боковых поверхностей рассмотрел Д. Бленд [1]. Применительно к
задачам посадки подобные задачи рассмотрели Ю. Оркан [2] и А. Ковач [3]. В нашей стране
ряд задач термопластичности был рассмотрен Ю. Н. Шевченко [4] и его учениками. Оста-
точные напряжения [1] оказываются следствием возникновения и остановки пластических
течений при росте напряжений в упругопластических материалах из-за повышения уровня в
градиенте температуры. При сборке посадкой развивающиеся пластические течения приво-
дят к уменьшению итогового натяга по сравнению с рассчитанным по теории температурных
напряжений. Но именно по последним теориям рассчитаны нормативные параметры отече-
ственных технологических методик. Присутствие пластических течений при горячей посадке
тесно связано с зависимостью предела текучести от температуры, ведь тело разогревается до
температуры, сравнимой с температурой плавления материала сборки.

Рассмотрим здесь задачу о температурных напряжениях в сборке из двух колец малой
толщины, изготовленных из одного и того же упругопластического материала. Принимаемое
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положение об одинаково малой толщине элементов сборки позволяет считать, что матери-
ал колец находится в условиях плоского напряженного состояния. В таком случае задача
оказывается одномерной.

Исходные модельные зависимости. Деформации в материале сборки dij полагаем
малыми и складывающимися из упругих (обратимых) eij и пластических (необратимых) pij :

dij = eij + pij = 0.5(ui,j + uj,i). (1)

В зависимости (1) используется прямоугольная система декартовых координат xi, ui –
компоненты вектора перемещений, запятая перед индексом означает дифференцирование по
данной пространственной координате так, что ui,j = ∂ui

∂xj
.

Напряжения в деформируемом материале задаются уровнем и распределением в нем тем-
пературы T и упругих деформаций в соответствии с законом Дюамеля – Неймана [5]:

σij = (λekk −m (T − T0)) δij + 2µeij . (2)

Здесь λ, µ – параметры Ламе, m = 3Kα и α – коэффициент линейного расширения,
K = λ+ 2/3µ – упругий модуль объемного сжатия, T, T0 – текущая и начальная температуры.
Пластическое течение возможно только в условиях достижения напряженными состояниями
в деформируемых телах поверхности нагружения f (σij) = 0 в пространстве напряжений. В
принимаемых условиях принципа максимума Мизеса данная поверхность оказывается пла-
стическим потенциалом и следует ассоциированный закон пластического течения

dpij = dλ
∂f

∂σij
, dλ > 0. (3)

В качестве конкретной поверхности нагружения будем использовать условие пластичности
Треска [6]:

max |σi − σj | = 2k. (4)

В (4) σi – главные значения тензора напряжения, k(r, t) – предел текучести, в общем слу-
чае зависящий от температуры. В качестве закона изменения предела текучести на основе
экспериментальных данных выбрана квадратичная зависимость:

k(r, t) = k1

(
1− (Tp − T1)−2 (Tp − T (r, t))

2
)
, (5)

где k1 – предел текучести при температуре T1, Tp – температура плавления материала.
Постановка задачи. Обратимое деформирование. В начальный момент времени

t = 0 внутреннее кольцо, имеющее внутренний радиус R0 и внешней R1, находится при ком-
натной температуре T1. Внешнее кольцо, разогретое до температуры T2, имеет внутренний ра-
диус R1 и внешний R2. Начальные перемещения отсутствуют. Уравнение равновесия, условие
совместности деформации и соотношения между компонентами деформаций и перемещений
колец в условиях цилиндрической симметрии примут вид:

σrr,r + r−1(σrr − σϕϕ) = 0, (6)

dϕϕ,r + r−1(dϕϕ − drr) = 0, (7)

drr = urr,r dϕϕ = r−1urr. (8)

Воспользовавшись зависимостью (2) для плоского напряженного состояния
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σrr = (λ+ 2µ)err + λ(eϕϕ + ezz)−m∆,
σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λ(err + ezz)−m∆
σzz = (λ+ 2µ)ezz + λ(err + eϕϕ)−m∆ = 0.

, (9)

получим уравнение для определения радиальной компоненты напряжений в начальный мо-
мент времени

(rσrr,r),r + 2σrr,r = 0,

решая которое, получим:

σrr = c1 − r−2c2,
σϕϕ = c1 + r−2c2.

(10)

Поскольку до момента посадки кольца не испытывают внешнего воздействия, из (10) сле-
дует c1 = 0, c2 = 0, т.е. начальные напряжения колец при любой постоянной начальной тем-
пературе отсутствуют. Из (3)–(4) c учетом зависимостей (5) можно определить внутренний
радиус горячего кольца перед нагревом:

ρ = R1

(
1−ms−1(T2 − T1)

)
,

s = (3λ+ 2µ).
(11)

Для определения напряженно-деформированного состояния колец после момента посадки
необходимо рассчитать поле температур, возникающее при теплообмене. Процесс распростра-
нения тепла в материале колец описывается известным уравнением теплопроводности [7]

T
(v)
,t = a(rT (v)

,r ),r. (12)
Индекс v обозначает номер кольца (1 – внутреннее, 2 – внешнее). Пренебрегая теплоотдачей

с поверхностей и используя условия теплообмена между кольцами, найдем распределение
температурного поля, применив любой из известных численных методов. Граничные условия
для численного решения уравнения (12) будут иметь вид:

T
(1)
,r (R0, t) = 0, T

(2)
,r (R2, t) = 0,

T
(1)
,r (R1, t) = T

(2)
,r (R1, t),

T (1)(R1, t) = T (2)(R1, t).

(13)

Записав соотношения между компонентами напряжений и перемещений согласно зависи-
мостям (8) и (9) в виде

σ
(v)
rr = 4µgw−1u

(v)
r,r + 2µλ(wr)−1u

(v)
r − 2µmw−1∆v

σϕϕ = 4µgw−1u
(v)
r + 2µλ(wr)−1u

(v)
r,r − 2µmw−1∆v

g = (λ+ µ) w = (λ+ 2µ)

∆v = T (v) − Tv

(14)

и подставив (14) в (6), получим дифференциальное уравнение для определения единственной
отличной от нуля компоненты перемещений

u(v)
r,rr + (r−1u(v)

r ),r = 2g−1m∆v, (15)
решением которого является функция:

u
(v)
r (r, t) = 2g−1rFv(rv, r, t) + rc

(v)
1 (t) + r−1c

(v)
2 (t)

Fv(rv, r, t) = mr−2
∫ r
rv

∆v(ρ, t)dρ

rv = Rv−1,

(16)

тогда зависимости для напряжений согласно (14) и (15) примут вид:
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σ
(v)
rr (r, t) = −µ

(
g−1Fv(rv, r, t)− 2sw−1c

(v)
1 (t) + 2r−2c

(v)
2 (t)

)
σ

(v)
ϕϕ(r, t) = µ

(
g−1Fv(rv, r, t)−mg−1∆v(r, t) + 2sw−1c

(v)
1 (t) + 2r−2c

(v)
2 (t)

)
.

(17)

Граничные условия на свободных краях колец

σ(1)
rr (R0, t) = 0, σ(2)

rr (R2, t) = 0 (18)
и условия непрерывности напряжений и перемещений в зоне контакта

σ(1)
rr (R1, t) = σ(2)

rr (R1, t), u
(1)
r (R1, t) = u(2)

r (R1, t) (19)
позволят определить из (18)–(19) неизвестные константы интегрирования (функции времени),
которые здесь и далее не приводятся из-за громоздкости их выражений.

Пластическое течение. Дальнейшее изменение напряженно-деформированного состо-
яния колец связано с их выходом на поверхность нагружения (4). Развитие зоны пластическо-
го течения начинается в некоторый момент времени t1 на границе контакта внешнего кольца
и определяется условием:

σ(v)
rr − σ(v)

ϕϕ = −2k2. (20)
При t1 > 0 во внешнем кольце появляется область необратимого деформирования с упруго–

пластической границей a2. Соотношения для напряжений в области R1 ≤ r < a2(t) после
интегрирования уравнения равновесия (6) с учетом условия (20) примут вид:

σ̃
(2)
rr (r, t) = 2

∫ r
r2
ρ−1k2(ρ, t)dρ+ c

(2)
3 (t),

σ̃
(2)
ϕϕ(r, t) = 2

∫ r
r2
ρ−1k2(ρ, t)dρ+ 2k2(r, t) + c

(2)
3 (t).

(21)

Символом "тильда"над компонентами напряжений и перемещений в дальнейшем обозна-
чены выражения для напряжений и перемещений, справедливые в области пластического
течения. Для определения поля перемещений в области пластического течения внешней пла-
стинки воспользуемся ассоциированным законом течения (3), согласно которому в случае,
когда поверхность f определяется равенством (20), будут иметь место следующие соотноше-
ния:

dp
(2)
rr + dp

(2)
ϕϕ = 0,

dpzz = 0.
(22)

Следствием (22) является уравнение

u(2)
r,r + r−1u(2)

r = e(2)
rr + e(2)

ϕϕ. (23)
Выразив упругие деформации eij через напряжения (21) согласно соотношениям (9):

e
(v)
rr = (µs)−1(µm∆v + gσ

(v)
rr − 0.5λσ

(v)
ϕϕ),

e
(v)
ϕϕ = (µs)−1(µm∆v + gσ

(v)
ϕϕ − 0.5λσ

(v)
rr ),

e
(v)
zz = w−1(m∆2(r, t)− λ(e

(v)
rr + eeϕϕ))

(24)

и подставив их в (23), запишем уравнение для определения радиальной компоненты переме-
щений в области пластического течения R1 ≤ r < a2(t):

(rũ(2)
r ),r − 2ms−1r∆2 − 0.5(µs)−1wr(σ̃(2)

rr + σ̃
(2)
θθ ) = 0. (25)

Интегрируя последнее, получим:

ũ(2)
r (r, t) = 2s−1rF2(R1, r, t) + 0.5(µs)−1wrσ̃(2)

rr (r, t) + r−1c
(2)
4 (t). (26)
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Величину пластической деформации p
(2)
ϕϕ(r, t) найдем как разность полной и упругой де-

формации (r−1ũ
(2)
rr − ẽ(2)ϕϕ(r, t)):

p(2)
ϕϕ(r, t) = −p(2)

rr (r, t) = s−1(2F2(R1, r, t)− 2µ−1gk2(r, t)−m∆2(r, t) + sr−2c
(2)
4 (t)). (27)

Соотношения для напряжений и перемещений в областях обратимого деформирования в
каждом из колец (16), (17) (при r2 = a2) по-прежнему справедливы с точностью до новых
констант интегрирования, которые вместе с константами в области пластического течения
внешнего кольца (21), (26) требуют определения. Для этого необходимо решить систему ли-
нейных уравнений, являющихся краевыми условиями (18)–(19) и условиями непрерывности
радиальных напряжений и перемещений на упругопластической границе a2:

σ
(1)
rr (R0, t) = 0 σ

(1)
rr (R1, t) = σ̃

(2)
rr (R1, t) σ̃

(2)
rr (a2, t) = σ

(2)
rr (a2, t),

σ
(2)
rr (R2, t) = 0 u

(1)
r (R1, t) = ũ

(2)
r (R1, t) ũ

(2)
r (a2, t) = ũ

(2)
r (a2, t).

(28)

Значение a2 найдем из условия непрерывности на ней окружных напряжений (σ̃
(2)
ϕϕ(a2, t) =

σ
(2)
ϕϕ(a2, t)):

µmg−1∆2(a2, t)− 4µa−2
2 c

(2)
2 (t) + 2k2(a2, t) = 0. (29)

Численно решая уравнение (29) для различных моментов времени, определим закон дви-
жения упругопластической границы a2(t) во внешнем кольце.

По мере выравнивания уровня температур колец на внутреннем радиусе внутреннего коль-
ца в некоторый момент времени t2выполняется условие:

σ(1)
ϕϕ = −2k1, (30)

которое означает начало процесса пластического течения во внутреннем кольце. Таким об-
разом, при t > t2 в окрестности внутреннего радиуса каждого кольца имеются области необ-
ратимого (Rv−1 < r < av(t)) и обратимого (av(t) < r < Rv) деформирования. Напряжения в
области пластического течения найдем, проинтегрировав уравнение равновесия (6) с учетом
условия (30):

σ
(1)
ϕϕ(r, t) = −2k1(r, t),

σ
(1)
rr (r, t) = −2r−1

∫ r
R0
k1(ρ, t)dρ+ r−1c

(1)
3 (t).

(31)

Из ассоциированного закона течения (3) для поверхности (30) можно получить следующие
соотношения для приращений пластической деформации:

dp
(1)
zz + dp

(1)
ϕϕ = 0,

dp
(1)
rr = 0,

(32)

следствием которых является равенство

du(1)
r,r = e(1)

rr . (33)

Подставив в (33) деформацию e
(1)
rr из (24) при условии, что напряжения теперь определя-

ются по формулам (30), найдем уравнение для определения радиальной компоненты переме-
щений:

ũ(1)
r,r

= (µs)−1

(
µm∆1 − 2gr−1

∫ r

R0

k1dr + gr−1c13 + λk1

)
, (34)

интегрируя которое, получим:
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u
(1)
r (r, t) = (µs)−1

(
µ
∫ r
R0

∆1(ρ, t)dρ+ (λ− 2g ln(r))
∫ r
R0
k1(ρ, t)dρ +

+2g
∫ r
R0
k1(ρ, t) ln(ρ)dρ+ g ln(r)c

(1)
3 (t)

)
+ c

(1)
4 (t).

(35)

По найденным напряжениям (31) и перемещениям (35) найдем пластическую деформацию
p
(1)
ϕϕ:

p
(1)
ϕϕ(r, t) = r−1u

(1)
r (r, t)− e(1)

rr (r, t) = r−1c
(1)
4 (t)−ms−1∆1(r, t)+

+2g(rms)−1
(∫ r

R0
ln(ρ)k1(ρ, t)dρ+ 0.5g−1mµ

∫ r
R0

∆1(ρ)dρ+ 2grk1(r, t) +

+0.5(ln(r) + g−1λ)c
(1)
3 (t)− ln(r)

∫ r
R0
k1(ρ)dρ

)
.

(36)

Соотношения, определяющие напряженно-деформированное состояние для остальных об-
ластей остаются справедливыми, если заменить пределы интегрирования r1 = a1, r2 = a2

и заново определить константы c
(v)
i (t), которые, как и прежде, находятся из условий непре-

рывности напряжений и перемещений на упругопластических границах a1(t), a2(t), в зоне
контакта (19) и краевых условий (18):

σ̃
(1)
rr (R0, t) = 0, σ

(1)
rr (R1, t) = σ̃

(2)
rr (R1, t) σ̃

(2)
rr (a2, t) = σ

(2)
rr (a2, t)

σ̃
(1)
rr (a1, t) = σ

(1)
rr (a1, t) σ

(2)
rr (R2, t) = 0 u

(1)
r (R1, t) = ũ

(2)
r (R1, t)

ũ
(2)
r (a2, t) = ũ

(2)
r (a2, t) ũ

(1)
r (a1, t) = ũ

(1)
r (a1, t).

(37)

Для определения положения упруго-пластических границ следует решить систему уравне-
ний непрерывности напряжений σ(v)

ϕϕ , добавив к (29) условие (σ
(1)
ϕϕ(a1, t) = −2k1(a1, t)):

2w−1µsc
(1)
1 (t) + 2µa−2

1 c
(1)
2 (t)− g−1µm∆1(a1, t) + 2k1(a1, t) = 0. (38)

Области необратимого деформирования и пластические деформации продолжат рост до
момента времени t3, при котором температура в обоих кольцах станет одинаковой:

T (v)(r, t) = Tk. (39)
Остывание. Пусть, начиная с некоторого момента времени tk, происходит процесс осты-

вания колец. Уровень Tk уменьшается до значения комнатной температуры T1. Так как ма-
териал колец предполагается одинаковым, равномерное уменьшение температурного поля не
приведет к изменению поля температурных напряжений, однако, за счет увеличения преде-
ла текучести, условия пластичности (20), (30) перестанут выполняться, т.е. произойдет раз-
грузка материала в областях с накопленными необратимыми деформациями. Необратимые
деформации ê(v)

ϕϕ рассчитываются по формулам (27), (36) при подстановке в них максималь-
ного значения Tk. Символ ˆ обозначает область с накопленными деформациями. Для расчета
уровня напряжений в области R0 < r < a1 во внутреннем кольце воспользуемся условием
совместности (7), которое, учитывая разложение деформаций d̂

(1)
rr = ê

(1)
rr ,d̂

(1)
ϕϕ = ê

(1)
ϕϕ + p̂

(1)
ϕϕ,

представим в виде:

ê(1)
ϕϕ,r + r−1(ê(1)

ϕϕ − ê(1)
rr ) = −(p̂(1)

ϕϕ,r + r−1p̂(1)
ϕϕ). (40)

Воспользовавшись соотношениями (24), (6) из (40) получим дифференциальное уравнение
для определения радиальной компоненты напряжений:

(rσ̂(1)
rr,r + σ̂(1)

rr ),r = −µg−1s(p̂(1)
ϕϕ,r + r−1p̂(1)

ϕϕ), (41)

решая которое найдем σ̂
(1)
rr :

σ̂(1)
rr (r) = −0.5µg−1s

(
r−2

∫ r

R0

p̂(1)
ϕϕ(ρ)ρdρ+

∫ r

R0

ρ−1p̂(1)
ϕϕ(ρ)dρ

)
+ ĉ

(1)
5 − r−2ĉ

(1)
6 . (42)
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Используя (42), из уравнения равновесия найдем σ̂
(1)
ϕϕ:

σ̂
(1)
ϕϕ(r) = −0.5µg−1s

(
2p̂

(1)
ϕϕ(r)− r−2

∫ r
R0
p̂

(1)
ϕϕ(ρ)ρdρ+

∫ r
R0
p̂

(1)
ϕϕ(ρ)ρ−1dρ

)
+

+ĉ
(1)
5 + r−2ĉ

(1)
6 .

(43)

Перемещение в области R0 < r < a1 определим через деформацию ê
(1)
ϕϕ (24) и напряжения

(42), (43):

û
(1)
r (r, Tk) = rê

(1)
ϕϕ = (4g)−1

(
sr−1

∫ r
R0
p̂

(1)
ϕϕ(ρ)ρdρ− wr

∫ r
R0
p̂

(1)
ϕϕ(ρ)ρ−1dρ

)
+

+0.5(µs)−1(2µmr(Tk − T1) + wrĉ
(1)
5 + sr−1ĉ

(1)
6 ).

(44)

Условие совместности для области с необратимыми деформациями R1 < r < a2 внешнего
кольца примет вид:

ê(2)
ϕϕ,r + r−1(ê(2)

ϕϕ − ê(2)
rr ) = −(p̂(2)

ϕϕ,r + 2r−1p̂(1)
ϕϕ). (45)

Из (45) следует уравнение для определения напряжения σ̂(2)
rr :

(rσ̂(2)
rr,r + σ̂(2)

rr ),r = −µg−1s(p̂(2)
ϕϕ,r + 2r−1p̂(2)

ϕϕ), (46)
проинтегрировав которое, получим:

σ̂(2)
rr (r) = −µg−1s

∫ r

R1

ρ−1p̂(2)
ϕϕ(ρ)dρ+ ĉ

(2)
5 − r−2ĉ

(2)
6 . (47)

Напряжение σ̂(2)
ϕϕ и перемещение û(2)

r найдем по аналогии с расчетами для внутреннего
кольца:

σ̂(2)
ϕϕ(r) = −µg−1s

(∫ r

R1

ρ−1p̂(2)
ϕϕ(ρ)dρ+ p̂(2)

ϕϕ(r)

)
+ ĉ

(2)
5 − r−2ĉ

(2)
6 (48)

û
(2)
r (r, Tk) = −0.5g−1wr

∫ r
R1
ρ−1p̂

(2)
ϕϕ(ρ)dρ+ 0.5(µs)−1(2µmr(Tk − T2)+

+wrĉ
(2)
5 + sr−1ĉ

(2)
6 ).

(49)

Напряжения и перемещения в областях av < r < Rv в условиях отсутствия температурного
градиента (∆,r(r, Tk) = 0) примут вид:

σ
(v)
rr (r) = c

(v)
1 − r−2c

(v)
2

σ
(v)
ϕϕ(r) = c

(v)
1 + r−2c

(v)
2

u
(v)
r (r, Tk) = 0.5(µs)−1(2µmr(Tk − Tv) + wrc

(v)
1 + sr−1c

(v)
2 ).

(50)

Новые константы интегрирования можно найти из системы (37), заменив соответствую-
щие величины для каждой области новыми соотношениями, вычисленными при остывании.
Заметим, что константы не зависят от уровня текущей температуры колец, поэтому поля
напряжений при равномерном температурном распределении не изменяются. Перемещения
при полном остывании вычисляются, если положить Tk = T1.

Остановка пластического течения происходит, когда температура выравнивается по всему
кольцу, в это время происходит полная разгрузка. В работе [8], где исследовался локаль-
ны нагрев пластины, разгрузка области пластического деформирования происходила также
мгновенно. Постепенное торможение пластического течения в упругопластичном материале
описано в работах [9], [10], [11].
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Рис. 1. Распределение остаточных напряжений: 1 – σr, 2 – σϕ

Рис. 2. Распределение остаточных деформаций: 1 – dr, 2 – dz,1 – dϕ
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Рис. 3. Распределение остаточных напряжений, найденных по закону Дюамеля - Нейман:
1 – σr, 2 – σϕ

Распределения напряжений и необратимой деформации pϕ приведены на рис. 1–3. На-
пряжения σϕ (рис. 1) в области необратимого деформирования ниже, чем напряжения σϕ,
рассчитанные по соотношениям (16), выведенным для упругого деформирования. Следова-
тельно, учет зарождения и развития пластического течения уменьшает уровень остаточных
напряжений, при этом практически не влияет на радиальные напряжения. Сами же необра-
тимые деформации достигают наибольшего значения в области зарождения пластического
течения и уменьшаются по мере продвижения упругопластической границы.
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THE ASSEMBLAGE OF "RING IN RING"CONSTRUCTIONS WITH SHRINK
FIT METHOD

Vladivostok State University of Economics and Service

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS

Abstract. Within the framework of thermal stresses the solution is given on sequence of one-
dimensional boundary problems on fold construction of two thin rings consisting of the same
elastic-plastic material and contacting though shared cylindrical bound. The moments and locations
of the formation or disappearance of plastic flows and also mechanisms of progression elastic-
plastic bounds are determining. The final level of residual stresses, which provide final tightness,
is estimated.
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Аннотация. В работе рассмотрено кручение неоднородных анизотропных идеальнопласти-
ческих стержней при произвольном условии пластичности. Определены характеристики ис-
следуемых уравнений и соотношения вдоль характеристик, а также при некоторых частных
случаях условия предельного состояния получены интегралы основных соотношений.

Ключевые слова: напряжение, пластичность, анизотропия, неоднородность, кручение.

УДК: 539.375

Рассмотрим цилиндрический или призматический стержень, ориентированный в прямо-
угольной системе координат xyz. Образующие стержня параллельны оси z. Предположим,
что стержень состоит из неоднородного анизотропного идеальнопластического материала.
Стержень закручивается вокруг своей оси, боковая поверхность стержня свободна от нагру-
зок.

Положим, что напряженное состояние, возникающее в стержне, характеризуется следую-
щими значениями компонент:

σx = σy = σz = τxy = 0, τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) . (1)
Условие пластичности в общем случае запишется в виде

f (τxz, τyz, x, y) = 0, (2)
а единственное уравнение равновесия примет вид

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (3)

Из наших предположений следует, что на контуре поперечного сечения стержня выполня-
ется равенство

dy

dx
=
τyz
τxz

. (4)

Дифференцируя уравнение (2) по x, получим

∂f

∂τxz

∂τxz
∂x

+
∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂x
= 0. (5)

Согласно (5) из уравнения равновесия (3) следует

Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта 13-01-97029) и в рамках выполнения
государственного задания (код проекта 1179)
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− ∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂τxz

∂τyz
∂y

=
∂f

∂x
. (6)

Характеристики уравнения (6) удовлетворяют соотношениям

− dx
∂f
∂τyz

=
dy
∂f
∂τxz

=
dτyz
∂f
∂x

. (7)

Из (7) и (2) следует, что вдоль характеристик выполняются соотношения

dy

dx
= −

∂f
∂τxz
∂f
∂τyz

, (8)

∂f

∂τyz
dτyz +

∂f

∂x
dx = 0,

∂f

∂τxz
dτxz +

∂f

∂y
dy = 0. (9)

В общем случае, соотношения (8), (9) могут быть проинтегрированы только численно. Рас-
смотрим некоторые частные случаи условия пластичности (2), для которых можно получить
интегралы системы уравнений (8), (9).

1. Однородные анизотропные стержни, т. е. условие пластичности (2) не зависит от x и y:

f (τxz, τyz) = 0. (10)
Известно [2], что уравнения (8), (9) в этом случае легко интегрируются. Характеристики

есть прямые линии, уравнения которых имеют вид

a1x+ b1y = c1, (11)
а вдоль характеристик

τxz = c11 = const, τyz = c12 = const, (12)

где a1 = ∂f
∂τxz

(c11, c12) , b1 = ∂f
∂τyz

(c11, c12) , f (c11, c12) = 0, c1 = const.

Рассмотрим вектор градиента к кривой текучести (2)

grad f (τxz, τyz) =
∂f

∂τxz
ī+

∂f

∂τyz
j̄,

где ī, j̄ – единичные орты осей x и y.
Из (11) следует, что характеристики соотношения (6) ортогональны вектору градиента к

кривой текучести.
2. Рассмотрим случай, когда условие пластичности (2) не зависит от x:

f (τxz, τyz, y) = 0. (13)
В этом случае вдоль характеристик выполняются соотношения

τxz = c21 (y) , τyz = c22 = const, (14)
где f (c21 (y) , c22, y) = 0.

Уравнения характеристик имеют вид

x = −
∫

b2 (y)

a2 (y)
dy + c2, (15)

где a2 (y) = ∂f
∂τxz

(c21 (y) , c22, y) , b2 (y) = ∂f
∂τyz

(c21 (y) , c22, y) , c2 = const.

3. Рассмотрим случай, когда условие пластичности (2) имеет вид
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f (φ (y) τxz, ψ (x) τyz) = 0. (16)
В этом случае, вдоль характеристик выполняются соотношения

τxz =
c31

φ (y)
, τyz =

c32

ψ (x)
, (17)

где c31 = const, c32 = const, f (c31, c32) = 0.
Уравнения характеристик определяются из соотношений∫

a3

ψ (x)
dx+

∫
b3
φ (y)

dy = c3, (18)

где a3 = ∂f
∂ξ1

(c31, c32) , b3 = ∂f
∂ξ2

(c31, c32) , c3 = const, ξ1 = φ (y) τxz, ξ2 = ψ (x) τyz.

4. В случае, когда условие пластичности (2) имеет вид

Aτ2
xz +Bτ2

yz = k2
0 + k2

1 (x) + k2
2 (y) , (19)

где A,B, k0− const, k1, k2−некоторые функции соответственно от x и y, вдоль характеристик
выполняются соотношения

Aτ2
xz − k2

2 (y) = c41 = const,
Bτ2

yz − k2
1 (x) = c42 = const.

(20)

Характеристики определяются из уравнения∫
dx√

B (k2
1 (x) + c42)

+

∫
dy√

A (k2
2 (y) + c41)

= c4, (21)

где c4 = const.
5. В случае, когда условие пластичности (2) имеет вид

M2 (y) τ2
xz +N2 (x) τ2

yz = k2, (22)
где k − const, M (y) , N (x)− некоторые функции.

Вдоль характеристик выполняются соотношения

N (x) τyz = c51 = const,
M (y) τxz = c52 = const.

(23)

Характеристики определяются из уравнения∫
dx

c51N (x)
+

∫
dy

c52M (y)
= c5, (24)

где c5 = const.
В случаях, когда через данную точку сечения стержня проходят две и более характеристик,

возникает неопределенность в определении напряжений и невозможно построить непрерыв-
ные решения. Эта неопределенность устраняется введением линии разрыва напряжений. На
линии разрыва напряжений нормальная к ней составляющая вектора касательного напря-
жения τ̄ = τxz ī + τyz j̄ непрерывна. Из этого условия получим соотношение для определения
линии разрыва напряжений

dy

dx
=
τ+
yz − τ−yz
τ+
xz − τ−xz

, (25)

где индексы «плюс» и «минус» наверху определяют соответственно компоненты напряжения
слева и справа от линии разрыва напряжений.
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TO THE THEORY OF TORSION OF NON-UNIFORM CORES

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University

Abstract. This article examines the torsion inhomogeneous anisotropic perfectly plastic material
rods with arbitrary condition of plasticity. The characteristics of the studied equations and relations
along the characteristics, as well as some special cases limit state conditions obtained integrals basic
relations.
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