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Аннотация. В рамках теории больших деформаций рассматривается деформирование мате-
риала с нелинейными упругими и вязкими свойствами, находящегося в зазоре между двумя
жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхностями, при повороте внутренней по-
верхности. Исследуется равноускоренное движение внутреннего цилиндра, последующее его
движение с постоянной скоростью и дальнейшее равнозамедленное движение до остановки.
Рассчитаны напряжения, обратимые и необратимые деформации, перемещения, исследована
релаксация напряжений после полной остановки цилиндра.

Ключевые слова: большие деформации, упругость, ползучесть, остаточные напряжения,
необратимые деформации.

УДК: 539.374

Для значительного формоизменения некоторых материалов предпочтительным
оказывается способ их холодной формовки в условиях ползучести [1]. Этим вызван
интерес к постановкам задач теории больших деформаций, когда при кинематиче-
ском воздействии на материалы необратимые деформации накапливаются в условиях
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ползучести при низкой температуре. Задача о деформировании материала, располо-
женного между двумя жесткими коаксиальными цилиндрами, при повороте внутрен-
него цилиндра за счет приложенного к нему момента закручивания была рассмот-
рена ранее [2]. Здесь рассмотрен аналогичный случай, но при переменной скорости
поворота жесткой поверхности. Выбор кинематического краевого условия позволяет
исследовать релаксацию напряжений после полной остановки вращающейся жесткой
поверхности.
1. Основные модельные соотношения. Для решения задачи будем использо-

вать математическую модель больших деформаций, в которой обратимая и необра-
тимая составляющие полных деформаций определяются дифференциальными урав-
нениями изменения [3]–[5]. Основное достоинство этой модели — следование требо-
ваниям классической теории упругопластичности, когда пластические деформации
в областях упругого деформирования и при разгрузке изменяются так же, как при
жестком перемещении среды. В прямоугольной системе пространственных декарто-
вых координат Эйлера xi кинематика среды задается соотношениями:

dij =
1

2
(ui,j + uj,i − uk,iuk,j) = eij + pij −

1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj ,

Deij
Dt

= εij − γij −
1

2
[(εik − γik + zik) ekj + eik (εkj − γkj − zkj)] ,

Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj ,
Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj ,

εij =
1

2
(υi,j + υj,i) , υi =

dui
dt

=
∂ui
∂t

+ ui,jυj , ui,j =
∂ui
∂xj

,

rij = ωij + zij (eks, εks) , ωij =
1

2
(υi,j − υj,i) ,

zij =A−1 [(εikekj−eikεkj) B2+B (εikeksesj− eikeksεsj)+eikεksestetj−eikeksεstetj ] ,

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3, B = 2− E1,

E1 = ekk, E2 = eijeji, E3 = eijejkeki.

(1)

В зависимостях (1) ui и υi — компоненты перемещений и скоростей точек среды; dij —
компоненты тензора деформаций Альманси; eij и pij — их обратимая и необратимая
составляющие; D/Dt — оператор используемой объективной производной тензоров по
времени, которая записана для произвольного тензора nij ; rij — компоненты тензора
вращений. Источники γij и εeij = εij − γij в уравнениях изменения необратимых и об-
ратимых деформаций — скорости их накопления. Когда γij = 0, компоненты тензора
необратимых деформаций изменяются так же, как при повороте системы координат,
или, что то же, как при движении среды без деформирования

(
Dpij
Dt = 0

)
. При ра-

венстве нулю нелинейной составляющей zij тензора вращений rij производная в (1)
переходит в производную Яумана.

Следуя [3]–[5], полагаем, что используемый термодинамический потенциал (плот-
ность распределения свободной энергии ψ) — изотропная функция только обратимых
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деформаций. Тогда, согласно закону сохранения энергии, напряжения в среде пол-
ностью определяются обратимыми деформациями и связаны с ними формулой, ана-
логичной формуле Мурнагана в нелинейной теории упругости [6]. Запишем данное
соотношение для рассматриваемого здесь случая несжимаемой среды:

σij = −pδij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) . (2)

В (2) σij — компоненты тензора напряжений Эйлера-Коши, p — неизвестная функция
добавочного гидростатического давления. Для упругого потенциала W = ρ0ψ, где ρ0

— плотность, принимаем его разложение в ряд Маклорена относительно свободного
состояния:

W = −2µI1 − µI2 + bI2
1 + (b− µ)I1I2 − χI3

1 + ...,

I1 = ekk −
1

2
eksesk, I2 = eksesk − eksestetk +

1

4
eksestetnenk.

(3)

Здесь µ — модуль сдвига, b, χ — постоянные материала.
Диссипативный механизм деформирования, определяющий накопление необрати-

мых деформаций, связан с реологическими и пластическими свойствами материала.
Далее будем считать, что необратимые деформации накапливаются с начала процесса
деформирования и связаны с ползучестью материала.

Для задания соответствующего диссипативного механизма деформирования введем
термодинамический потенциал V (σij) в форме степенного закона ползучести Норто-
на [7]:

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ = max |σi − σj | , γij = ενij =
∂V (Σ)

∂σij
. (4)

В (4) σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, B,n— параметры ползучести
материала, ενij — компоненты тензора скоростей деформаций ползучести.

Так как пластическое течение в материале не возникает, напряженное состояние не
должно достигать поверхности текучести. Используя в качестве такой поверхности
условие текучести Треска, имеем, что в течение всего процесса деформирования

max |σi − σj | < 2k, (5)

где k — предел текучести материала.
2. Постановка и решение задачи. Рассмотрим деформирование несжимаемого

материала, расположенного в зазоре между двумя коаксиальными цилиндрическими
поверхностями с недеформируемыми стенками, при повороте внутренней поверхности
радиуса r = r0 с заданной угловой скоростью ω0, в то время как внешняя поверхность
радиуса r = R остается неподвижной. В дальнейшем используется цилиндрическая
система координат r, ϕ, z. Считаем, что в рассматриваемом случае все точки среды
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движутся по окружностям, тогда, согласно соотношениям (1), кинематика среды за-
дается зависимостями:

ur = r(1− cos θ), uϕ = r sin θ,

drr = −1

2

(
r
∂θ

∂r

)2

, drϕ =
1

2
r
∂θ

∂r
, υϕ = rω = r

∂θ

∂t
,

εrϕ =
1

2
r
∂2θ

∂r∂t
, ωrϕ = −∂θ

∂t
− 1

2
r
∂2θ

∂r∂t
, rrϕ = −∂θ

∂t
+

2εrϕ(1− eϕϕ)

err + eϕϕ − 2
,

(6)

где θ = θ(r, t) — центральный угол закручивания.
На жестких стенках выполняются условия прилипания. Тогда граничные условия

запишем в виде:

~u
∣∣∣
r=R

= ~υ
∣∣∣
r=R

= 0, ω
∣∣∣
r=r0

= ω0, θ
∣∣∣
r=r0

= θ0 =

t∫
0

ω0dt, σrr

∣∣∣
r=R

= a0. (7)

В (7) ω0, a0 — задаваемые функции. Учитывая, что для задач данного класса диаго-
нальные компоненты тензоров деформаций являются малыми более высокого порядка
по сравнению с недиагональными компонентами [8 – 11], далее ограничимся слагаемы-
ми первого порядка по диагональным компонентам и второго – по недиагональным.
Данное ограничение не является принципиальным для решения задачи, но позволяет
значительно упростить вычисления. Из формул (2) и (3) в рассматриваемом случае
найдем напряжения в среде:

σrr = −p− 2µ+ 2(b+ µ)err + 2beϕϕ + µe2
rϕ,

σϕϕ = −p− 2µ+ 2(b+ µ)eϕϕ + 2berr + µe2
rϕ,

σzz = −p− 2µ+ 2b(err + eϕϕ)− 2µe2
rϕ,

σrϕ = 2µerϕ,
σrr − σϕϕ

σrϕ
=
err − eϕϕ

erϕ
.

(8)

Пренебрегая силами инерции, т.е. находясь в рамках квазистатического приближе-
ния, уравнения равновесия запишем в форме

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ
∂r

+ 2
σrϕ
r

= 0. (9)

Интегрируя уравнения (9), найдем

σrϕ =
c(t)

r2
, erϕ =

c(t)

2µr2
. (10)

Учитывая замечание перед формулами (8), в потенциале V (σij), принимающем в
цилиндрической системе координат для рассматриваемого случая форму

V (σij) = B
[
(σrr − σϕϕ)2 + 4σrϕσϕr

]n
2
,

ограничимся слагаемыми до порядка n по напряжениям, тогда для скоростей дефор-
маций ползучести, согласно (4) и (8), получим соотношения:

ενrϕ = (−1)n2n−1Bnσn−1
rϕ , ενrr = −ενϕϕ =

ενrϕ
2

err − eϕϕ
erϕ

. (11)
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Из соотношений εrϕ = εerϕ + ενrϕ, (6), (10) и (11), используя условия прилипания (7)
на стенке r = R, получим зависимости для угловой скорости и угла поворота:

ω =
ċ

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
+

(−1)n2n−1Bncn−1

1− n

(
1

r2n−2
− 1

R2n−2

)
,

θ =
c(t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2

)
+ (−1)n

Bn2n−1

1− n
c1(t)

(
1

r2n−2
− 1

R2n−2

)
,

c1(t) =

t∫
0

cn−1(t)dt.

(12)

С учетом граничных условий (7) на внутренней поверхности r = r0, из (12) следует
дифференциальное уравнение для неизвестной функции c1(t):

θ0 =
ċ

1
n−1

1 (t)

2µ

(
1

R2
− 1

r2
0

)
+ (−1)n

Bn2n−1

1− n
c1(t)

(
1

r2n−2
0

− 1

R2n−2

)
, c1(0) = 0. (13)

Используя уравнения изменения компонент деформаций из (1), получим систему
уравнений для нахождения компонент тензоров упругих деформаций err, eϕϕ и де-
формаций ползучести prr, pϕϕ и prϕ, которая в рассматриваемом приближении имеет
вид:

∂prϕ
∂t

= ενrϕ,
∂pϕϕ
∂t

= −ενrϕ
pϕϕ − e2

rϕ

erϕ
+

4εrϕprϕ
2 + e2

rϕ

(
1 + pϕϕ −

1

2
e2
rϕ − 2erϕprϕ

)
,

err = pϕϕ −
3

2
e2
rϕ − 2erϕprϕ, prr + pϕϕ = −2p2

rϕ, err + eϕϕ = −e2
rϕ.

(14)

Система (14) интегрируется численно. Компонента напряжений σrr находится из пер-
вого уравнения равновесия (9) с использованием краевого условия из (7). Затем из
зависимостей (8) определяются гидростатическое давление p, компоненты напряже-
ний σϕϕ и σzz.

Полагаем, что скорость движения внутренней цилиндрической поверхности снача-
ла увеличивается (0 ≤ t ≤ t1), затем становится постоянной (t1 ≤ t ≤ t2), потом
уменьшается до нуля (t2 ≤ t ≤ t3) и далее равна нулю (t ≥ t3). Тогда значение ω0

выберем таким:

ω0 =


α2t, 0 ≤ t ≤ t1,
α2t1, t1 ≤ t ≤ t2,
α2t1 − β2(t− t2), t2 ≤ t ≤ t3,
0, t ≥ t3.

Расчеты проводились в безразмерных переменных r̃ = r/R, τ = αt при значениях
постоянных k/µ = 0.003, r0/R = 0.5, n = 3, Bµ2/α = 3.5. На рис. 1 показан угол по-
ворота θ в моменты времени τ1, τ2, τ3 и τ4 � τ3. Изменение необратимых деформаций
в точках внутренней поверхности r = r0 показано на рис. 2. Релаксация компонент
напряжений σrϕ и σϕϕ (наибольшей из диагональных компонент) после остановки
внутренней поверхности приведена на рис. 3.
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Рис. 1. Угол поворота θ

Рис. 2. Изменение необратимых деформаций при r = r0

Рис. 3. Релаксация компонент напряжений σrϕ и σϕϕ

Заключение. Таким образом, решена задача о деформировании материала с нели-
нейными упругими и вязкими свойствами, находящегося в зазоре между двумя жест-
кими коаксиальными цилиндрическими поверхностями, при повороте внутренней по-
верхности с задаваемой скоростью вращения. Произведен расчет напряжений и де-
формаций в среде, рассмотрена релаксация напряжений в теле после полной останов-
ки цилиндра.
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Abstract. This paper considers a deformation process of the material with nonlinear elastic
and viscous properties. The material is placed between two rigid coaxial cylindrical surfaces and
deformed at the rotation of the internal one. The rotation is considered to be uniformly accelerated,
uniform and then uniformly retarded until rotation stopping. Stresses, reversible and irreversible
strains, displacements were calculated. Stress relaxation after internal cylinder rotation stopping
was investigated.
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РАЗВИТИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ В РАСТЕКАЮЩЕМСЯ ВЯЗКОМ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ СЛОЕ С УЧЕТОМ ВРАЩЕНИЯ И ОСЕВОГО

ДВИЖЕНИЯ

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, г. Москва, Россия

Аннотация. Исследуется эволюция во времени трехмерной картины возмущений, наложен-
ных на радиально-вращательное растекание либо сток подверженного осевому течению вязко-
го цилиндрического слоя, параметры которого зависят от времени и радиальной координаты.
Движение границ цилиндрического слоя задано как в основном движении, так и в возмущен-
ном. На основе метода интегральных соотношений [1], [2], примененного к линеаризованной
задаче в возмущениях, выводятся достаточные оценки экспоненциальной устойчивости ос-
новного движения.

Ключевые слова: вязкая жидкость, растекание, сток, возмущение, осевое течение, метод
интегральных соотношений, неравенства Фридрихса, оценки устойчивости.

УДК: 532.517

1. Невозмущенное течение и его параметры.
Рассмотрим течение ньютоновской вязкой жидкости с плотностью ρ и динамиче-

ской вязкостью µ, реализуемое в цилиндрическом слое

Ωt = {a(t) < r < b(t), 0 ≤ θ ≤ 2π, −∞ < z <∞}, (1)

где (r, θ, z) – цилиндрическая система координат. Функции a(t) и b(t) известны и в силу
несжимаемости связаны условием b2 − a2 = b20 − a2

0; a0 = a(t0), b0 = b(t0). Движение
представляет собой комбинацию радиально-вращательного растекания либо стока и
осевого течения и характеризуется нестационарными полями скоростей, скоростей
деформаций и девиатора тензора напряжений

v◦r =
C(t)

r
, v◦θ = v◦θ(r, t), v◦z = v◦z(r, t) (2)

v◦rr = −v◦θθ = −C(t)

r2
, v◦rθ =

1

2

(
v◦θ,r −

v◦θ
r

)
, v◦rz =

1

2
v◦z,r (3)
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следований (проект № 15-01-00848).
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s◦rr = −s◦θθ = −2µC(t)

r2
, s◦rθ = µ

(
v◦θ,r −

v◦θ
r

)
, s◦rz = µv◦z,r (4)

где 2πC(t) – заданный расход через окружность любого радиуса от a(t) до b(t), свя-
занный с этими функциями соотношениями

aȧ = bḃ = C; a2 = a2
0 + 2

t∫
t0

C(τ) dτ, b2 = b20 + 2

t∫
t0

C(τ) dτ. (5)

Из уравнения движения в проекции на угловое направление

ρ
(
v◦θ,t +

C

r
v◦θ,r +

C

r2
v◦θ

)
=

1

r2
(r2s◦rθ),r (6)

и определяющего соотношения вязкой жидкости (4) следует параболическое уравне-
ние для компоненты v◦θ :

νv◦θ,rr +
ν − C
r

v◦θ,r −
ν + C

r2
v◦θ = v◦θ,t , ν =

µ

ρ
. (7)

А из уравнения движения в проекции на осевое направление

ρ
(
v◦z,t +

C

r
v◦z,r

)
= −p◦,z +

1

r
(rs◦rz),r (8)

и определяющего соотношения вязкой жидкости (4) получаем параболическое урав-
нение для компоненты v◦z :

−1

ρ
p◦,z + νv◦z,rr +

ν − C
r

v◦z,r = v◦z,t , ν =
µ

ρ
, (9)

где p◦,z = −k(t) – заданная функция времени.
В качестве граничных условий выберем условия прилипания к расширяющимся и

одновременно вращающимся стенкам слоя Ωt:

v◦θ |r=a(t) = v◦θa(t), v◦θ |r=b(t) = v◦θb(t), (10)

и условия непротекания:
v◦z |r=a(t) = v◦z |r=b(t) = 0. (11)

Требуется также начальное условие при t = t0, согласованное с (10) и (11):

v◦θ |t=t0 = U(r); U(a0) = v◦θa(t0), U(b0) = v◦θb(t0), v◦z |t=t0 = F (r). (12)

В результате интегрирования задачи (7), (10) и (12) и подстановки v◦θ(r, t) в спро-
ектированное на радиус уравнение движения

ρ

r

(
Ċ − v◦2θ −

C2

r2

)
= −p◦,r (13)

выводится уравнение для нахождения давления p◦(r, t).
2. Трехмерная картина возмущений.
Помеченные выше верхним индексом ◦ величины будем относить к невозмущенно-

му плоскому радиально-вращательному растеканию-стоку цилиндрического слоя Ωt.
Наложим на это течение трехмерную картину возмущений δvα, δvαβ , δsαβ , δp.
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Так как выбранное основное движение не зависит от угловой и осевой координат θ
и z, отделим множители с этими переменными

δvα(r, θ, z, t) = Vα(ns)(r, t)e
i(nθ+sz), n = 0, 1, 2, . . . , s > 0

δsαβ(r, θ, z, t) = Sαβ(ns)(r, t)e
i(nθ+sz), (α, β) = (r, θ, z)

δp(r, θ, z, t) = P(ns)(r, t)e
i(nθ+sz),

(14)

рассматривая отдельные гармоники неизвестных величин по θ и z. Для краткости
будем опускать у комплекснозначных амплитуд Vα(ns), Sαβ(ns), P(ns) нижние индексы
n и s в скобках.

Подставляя (14) в линеаризованные уравнения движения, условие несжимаемости
и определяющие соотношения вязкой жидкости, получим

ρ
(
Vr,t +

C

r
Vr,r −

C

r2
Vr +

in

r
v◦θVr + isv◦zVr −

2

r
v◦θVθ

)
=

= −P,r + Srr,r +
in

r
Srθ + isSrz +

1

r
(Srr − Sθθ)

(15)

ρ
(
Vθ,t +

C

r
Vθ,r +

C

r2
Vθ + v◦θ,rVr +

in

r
v◦θVθ +

1

r
v◦θVr + isv◦zVθ

)
=

= − in
r
P + Srθ,r +

in

r
Sθθ + isSθz +

2

r
Srθ

(16)

ρ
(
Vz,t+

C

r
Vz,r +v◦z,rVr +

in

r
v◦θVz + isv◦zVz

)
= −isP +Srz,r +

in

r
Sθz + isSzz +

1

r
Srz (17)

Vr,r +
1

r
Vr +

in

r
Vθ + isVz = 0 (18)

Srr = 2µVr,r, Srθ = µ
( in
r
Vr + Vθ,r −

1

r
Vθ

)
, Sθθ =

2µ

r
(Vr + inVθ),

Sθz = iµ
(
sVθ +

n

r
Vz

)
, Szz = 2iµsVz, Srz = µ(isVr + Vz,r).

(19)

Подставим соотношения (19) в (15) – (18). Получим замкнутую систему четырех урав-
нений относительно четырех комплекснозначных функций Vr, Vθ, Vz и P :

ρ
(
Vr,t +

C

r
Vr,r −

C

r2
Vr +

in

r
v◦θVr + isv◦zVr −

2

r
v◦θVθ

)
=

= −P,r + 2µVr,rr + µ
(
−n

2

r2
Vr +

in

r
Vθ,r −

in

r2
Vθ

)
+

+isµ
(
Vz,r + isVr

)
+

2µ

r

(
Vr,r −

in

r
Vθ −

1

r
Vr

) (20)

ρ
(
Vθ,t +

C

r
Vθ,r +

C

r2
Vθ + v◦θ,rVr +

in

r
v◦θVθ +

1

r
v◦θVr + isv◦zVθ

)
=

= − in
r
P + µ

(
− in
r2
Vr +

in

r
Vr,r + Vθ,rr +

1

r2
Vθ −

1

r
Vθ,r

)
+

+
2µin

r2

(
inVθ + Vr

)
− sµ

(
sVθ +

n

r
Vz

)
+

2µ

r

( in
r
Vr + Vθ,r −

1

r
Vθ

) (21)

ρ
(
Vz,t +

C

r
Vz,r + v◦z,rVr +

in

r
v◦θVz + isv◦zVz

)
= −isP + µ

(
Vz,rr + isVr,r

)
−

−nµ
r

(
sVθ +

n

r
Vz

)
− 2µs2Vz +

µ

r

(
Vz,r + isVr

) (22)
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Vr,r +
1

r
Vr +

in

r
Vθ + isVz = 0. (23)

Положим, что в возмущенном течении границы слоя Ωt движутся так же, как и в
основном, и на них сохраняются условия прилипания

r = a(t) и r = b(t) : Vr = Vθ = Vz = 0. (24)

3. Применение метода интегральных соотношений.
Умножим обе части уравнений (20) – (22) соответственно на rV̄r, rV̄θ и rV̄z (верхняя

черта означает комплексное сопряжение). Сложим эти уравнения и проинтегрируем
по r от a(t) до b(t). Рассмотрим действительные части, переходя к одному равенству
для квадратичных функционалов, зависящих от t [3].

После умножения уравнений (20) – (22) соответственно на rV̄r, rV̄θ и rV̄z и умноже-
ния уравнения (23) на r получим:

rVr,tV̄r + CVr,rV̄r −
C

r
VrV̄r + inv◦θVrV̄r − 2v◦θVθV̄r + isrv◦zVrV̄r =

= −r
ρ
P,rV̄r + 2νrVr,rrV̄r −

νn2

r
VrV̄r + νinVθ,rV̄r −

νin

r
VθV̄r+

+isνrVz,rV̄r − νs2rVrV̄r + 2νVr,rV̄r −
2inν

r
VθV̄r −

2ν

r
VrV̄r

(25)

rVθ,tV̄θ + CVθ,rV̄θ +
C

r
VθV̄θ + rv◦θ,rVrV̄θ + inv◦θVθV̄θ + v◦θVrV̄θ+

+isrv◦zVθV̄θ = − in
ρ
P V̄θ −

νin

r
VrV̄θ + νinVr,rV̄θ + νrVθ,rrV̄θ+

+
ν

r
VθV̄θ − νVθ,rV̄θ −

2νn2

r
VθV̄θ +

2νin

r
VrV̄θ − νs2rVθV̄θ − νsnVzV̄θ+

+
2νin

r
VrV̄θ + 2νVθ,rV̄θ −

2ν

r
VθV̄θ

(26)

rVz,tV̄z + CVz,rV̄z + inv◦θVzV̄z + rv◦z,rVrV̄z + isrv◦zVzV̄z =

= −1

ρ
isrP V̄z + νrVz,rrV̄z + νisrVr,rV̄z − νnsVθV̄z−

−νn
2

r
VzV̄z − 2νs2rVzV̄z + νVz,rV̄z + νisVrV̄z

(27)

rVr,r + Vr + inVθ + isrVz = 0 (28)

Сложим теперь уравнения (25) – (27), проинтегрируем по r от a(t) до b(t) и выделим
действительные части.
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Запишем сумму (25) – (27), перегруппировав слагаемые:[
rVr,tV̄r + rVθ,tV̄θ + rVz,tV̄z

]
+
[
i
(
nv◦θ + srv◦z

)(
VrV̄r + VθV̄θ + VzV̄z

)]
+

+
[
CVr,rV̄r + CVθ,rV̄θ + CVz,rV̄z

]
=
[
−1

ρ

(
rP,rV̄r + inP V̄θ + isrP V̄z

)]
+

+
[(C

r
− νn2

r
− νs2r − 2ν

r

)
VrV̄r −

(C
r

+
ν

r
+

2νn2

r
+ νs2r

)
VθV̄θ−

−
(νn2

r
+ 2νs2r

)
VzV̄z

]
+
[
2νrVr,rrV̄r + 2νVr,rV̄r + νrVθ,rrV̄θ + νVθ,rV̄θ+

+νrVz,rrV̄z + νVz,rV̄z

]
+
[
2v◦θVθV̄r − rv◦θ,rVrV̄θ − v◦θVrV̄θ − rv◦z,rVrV̄z

]
+

+
[
νinVθ,rV̄r + νinVr,rV̄θ

]
+
[
−3νin

r
VθV̄r +

3νin

r
VrV̄θ

]
+

+
[
−νsnVzV̄θ − νsnVθV̄z

]
+
[
νisrVz,rV̄r + νisrVr,rV̄z + νisVrV̄z

]
.

(29)

Преобразуем теперь каждое слагаемое, заключенное в квадратные скобки, проинте-
грировав его по r от a(t) до b(t) и выделив действительную часть [4]. Нижние индексы
∗ и ∗∗ обозначают действительную и мнимую части.

1◦.
[
rVr,tV̄r + rVθ,tV̄θ + rVz,tV̄z

]
( b∫
a

rVr,tV̄r dr
)
∗

=
1

2

b∫
a

r
(
|Vr|2

)
,t
dr =

1

2

d

dt

b∫
a

r
(
|Vr|2

)
dr − bḃ

2
Vr(b(t), t)+

+
aȧ

2
Vr(a(t), t) =

1

2

d

dt

b∫
a

r
(
|Vr|2

)
dr.

Здесь использованы граничные условия (24) и правило дифференцирования по вре-
мени интеграла с переменными пределами:

d

dt

b(t)∫
a(t)

f(x, t) dx =

b(t)∫
a(t)

∂f

∂t
dx+ ḃf(b(t), t)− ȧf(a(t), t). (30)

Действуя аналогичным образом получаем, что( b∫
a

rVθ,tV̄θ dr
)
∗

=
1

2

d

dt

b∫
a

r
(
|Vθ|2

)
dr ,

( b∫
a

rVz,tV̄z dr
)
∗

=
1

2

d

dt

b∫
a

r
(
|Vz|2

)
dr .

Тогда ( b∫
a

[
rVr,tV̄r + rVθ,tV̄θ + rVz,tV̄z

]
dr
)
∗

=

=
1

2

d

dt

b∫
a

r
(
|Vr|2 + |Vθ|2 + |Vz|2

)
dr =

1

2

d

dt

b∫
a

r|V |2 dr ,

(31)

где обозначено |V |2 = |Vr|2 + |Vθ|2 + |Vz|2 .
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2◦.
[
i
(
nv◦θ + srv◦z

)(
VrV̄r + VθV̄θ + VzV̄z

)]
( b∫
a

[
i
(
nv◦θ + srv◦z

)(
VrV̄r + VθV̄θ + VzV̄z

)]
dr
)
∗

=

=
( b∫
a

[
i
(
nv◦θ + srv◦z

)(
|Vr|2 + |Vθ|2 + |Vz|2

)]
dr
)
∗

= 0.

(32)

3◦.
[
CVr,rV̄r + CVθ,rV̄θ + CVz,rV̄z

]
(
C

b∫
a
Vr,rV̄r dr

)
∗

= C
2

b∫
a

(|Vr|2),r dr = 0 в силу граничных условий (24).

Аналогично
(
C

b∫
a
Vθ,rV̄θ dr

)
∗

= 0 ,
(
C

b∫
a
Vz,rV̄z dr

)
∗

= 0.

Тогда ( b∫
a

[
CVr,rV̄r + CVθ,rV̄θ + CVz,rV̄z

]
dr
)
∗

= 0. (33)

4◦.
[
−1
ρ

(
rP,rV̄r + inP V̄θ + isrP V̄z

)]
Сумма трех слагаемых, содержащих давление P , в силу сопряжения к условию (28),
обнулится:

−
b∫
a

(rP,rV̄r + inP V̄θ + isrP V̄z) dr =

b∫
a

(V̄r + rV̄r,r − inV̄θ − isrV̄z)P dr = 0.

Тем самым
b∫
a

[
−1

ρ

(
rP,rV̄r + inP V̄θ + isrP V̄z

)]
dr = 0. (34)

5◦.
[(

C
r −

νn2

r − νs
2r − 2ν

r

)
VrV̄r −

(
C
r + ν

r + 2νn2

r + νs2r
)
VθV̄θ −

(
νn2

r + 2νs2r
)
VzV̄z

]
( b∫
a

[(C
r
− νn2

r
− νs2r − 2ν

r

)
VrV̄r −

(C
r

+
ν

r
+

2νn2

r
+ νs2r

)
VθV̄θ−

−
(νn2

r
+ 2νs2r

)
VzV̄z

]
dr
)
∗

=

b∫
a

(C
r
− νn2 + 2

r
+ s2r

)
|Vr|2 dr−

−
b∫
a

(C
r

+ ν
(1

r
+ s2r +

2n2

r

))
|Vθ|2 dr −

b∫
a

ν
(n2

r
+ 2s2r

)
|Vz|2 dr.

(35)

6◦.
[
2νrVr,rrV̄r + 2νVr,rV̄r + νrVθ,rrV̄θ + νVθ,rV̄θ + νrVz,rrV̄z + νVz,rV̄z

]
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2ν

b∫
a

rVr,rrV̄r dr + 2ν

b∫
a

Vr,rV̄r dr = 2ν

b∫
a

(
rVr,rV̄r

)
,r
dr − 2ν

b∫
a

Vr,rV̄r dr−

−2ν

b∫
a

rVr,rV̄r,r dr + 2ν

b∫
a

Vr,rV̄r dr = −2ν

b∫
a

r|Vr,r|2 dr ,

в силу граничных условий (24). С помощью аналогичных преобразований получаем,
что

ν

b∫
a

rVθ,rrV̄θ dr + ν

b∫
a

Vθ,rV̄θ dr = −ν
b∫
a

r|Vθ,r|2 dr ,

ν

b∫
a

rVz,rrV̄z dr + ν

b∫
a

Vz,rV̄z dr = −ν
b∫
a

r|Vz,r|2 dr .

Тогда( b∫
a

[
2νrVr,rrV̄r + 2νVr,rV̄r + νrVθ,rrV̄θ + νVθ,rV̄θ + νrVz,rrV̄z + νVz,rV̄z

]
dr
)
∗

=

= −ν
b∫
a

r
(

2|Vr,r|2 + |Vθ,r|2 + |Vz,r|2
)
dr.

(36)

7◦.
[
2v◦θVθV̄r − rv◦θ,rVrV̄θ − v◦θVrV̄θ − rv◦z,rVrV̄z

]
( b∫
a

[
2v◦θVθV̄r − rv◦θ,rVrV̄θ − v◦θVrV̄θ − rv◦z,rVrV̄z

]
dr
)
∗

=

= −
b∫
a

(
rv◦θ,r − v◦θ

)(
VrV̄θ

)
∗
dr −

b∫
a

rv◦z,r

(
VrV̄z

)
∗
dr.

(37)

8◦.
[
νinVθ,rV̄r + νinVr,rV̄θ

]
b∫
a
νinVθ,rV̄r dr =

b∫
a
νin
(
VθV̄r

)
,r
dr−

b∫
a
νinVθV̄r,r dr = −νn

b∫
a
iVθV̄r,r dr , в силу граничных

условий (24).
Тогда ( b∫

a

[
νinVθ,rV̄r + νinVr,rV̄θ

]
dr
)
∗

=

b∫
a

νn
[
i
(
Vr,rV̄θ − V̄r,rVθ

)]
∗
dr =

= −
b∫
a

2νn
(
Vr,rV̄θ

)
∗∗
dr.

(38)

Преобразуем далее интеграл, стоящий в правой части формулы (38).
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В силу уравнения несжимаемости (28):

−
b∫
a

2νnVr,rV̄θ dr =

b∫
a

2νn
[ in
r
Vθ +

1

r
Vr + isVz

]
V̄θ dr.

Тогда

−
b∫
a

2νn
(
Vr,rV̄θ

)
∗∗
dr =

b∫
a

[2νn2

r
|Vθ|2 +

2νn

r

(
VrV̄θ

)
∗∗

+ 2νns
(
iVzV̄θ

)
∗∗

]
dr =

=

b∫
a

2νn2

r
|Vθ|2 dr +

b∫
a

2νn

r

(
VrV̄θ

)
∗∗
dr +

b∫
a

2νns
(
VθV̄z

)
∗
dr.

(39)

9◦.
[
−3νin

r VθV̄r + 3νin
r VrV̄θ

]

3νn

b∫
a

1

r

(
iVrV̄θ − iV̄rVθ

)
∗
dr = −6νn

b∫
a

1

r

(
VrV̄θ

)
∗∗
dr. (40)

10◦.
[
−νsnVzV̄θ − νsnVθV̄z

]

−
b∫
a

νsn
(
VθV̄z + V̄θVz

)
∗
dr = −

b∫
a

2νsn
(
VθV̄z

)
∗
dr. (41)

11◦.
[
νisrVz,rV̄r + νisrVr,rV̄z + νisVrV̄z

]
.

Воспользуемся граничными условиями (24). Тогда

νis

b∫
a

rVr,rV̄z dr + νis

b∫
a

VrV̄z dr = νis

b∫
a

(
rVrV̄z

)
,r
dr − νis

b∫
a

rVrV̄z,r dr−

−νis
b∫
a

VrV̄z dr + νis

b∫
a

VrV̄z dr = −νis
b∫
a

rVrV̄z,r dr .

Тогда

(
νs

b∫
a

riVz,rV̄r dr − νs
b∫
a

riV̄z,rVr dr
)
∗

= νs

b∫
a

r
[
i
(
Vz,rV̄r − V̄z,rVr

)]
∗
dr =

= −2νs

b∫
a

r
(
Vz,rV̄r

)
∗∗
dr.

(42)
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Далее преобразуем интеграл, стоящий в правой части формулы (42), используя усло-
вие несжимаемости (28) и граничные условия (24).

−
b∫
a

2νsrVz,rV̄r dr =

b∫
a

2νsVzV̄r dr +

b∫
a

2νsrVzV̄r,r dr =

b∫
a

2νsVzV̄r dr+

+

b∫
a

2νsniVzV̄θ dr −
b∫
a

2νsVzV̄r dr +

b∫
a

2νs2ri|Vz|2 dr =

=

b∫
a

2νsniVzV̄θ dr +

b∫
a

2νs2ri|Vz|2 dr .

(43)

Тогда

−
b∫
a

2νsr
(
Vz,rV̄r

)
∗∗
dr =

b∫
a

2νs2r|Vz|2 dr +

b∫
a

2νsn
(
iVzV̄θ

)
∗∗
dr =

=

b∫
a

2νs2r|Vz|2 dr +

b∫
a

2νsn
(
VθV̄z

)
∗
dr .

(44)

С учетом пунктов 1◦−11◦ получим окончательный вид равенства для действитель-
ных частей квадратичных функционалов:

1

2

d

dt

b∫
a

r|V |2 dr = −ν
b∫
a

r
(
2|Vr,r|2 + |Vθ,r|2 + |Vz,r|2

)
dr+

+

b∫
a

[C
r
− ν
(n2 + 2

r
+ s2r

)]
|Vr|2 dr −

b∫
a

[C
r

+ ν
(1

r
+ s2r

)]
|Vθ|2 dr−

−νn2

b∫
a

1

r
|Vz|2 dr +

b∫
a

[
2νns(VθV̄z)∗ +

4νn

r
(VθV̄r)∗∗−

−(rv◦θ,r − v◦θ)(VrV̄θ)∗ − rv◦z,r(VrV̄z)∗
]
dr ,

(45)

где обозначено |V |2 = |Vr|2 + |Vθ|2 + |Vz|2; нижние индексы ∗ и ∗∗ означают действи-
тельную и мнимую части.

Для верхней оценки правой части (45) воспользуемся неравенствами Фридрихса [5],
[6] для функций с однородными граничными условиями (24)

b∫
a

r|Vα,r|2 dr ≥ a
b∫
a

|Vα,r|2 dr ≥
π2a

(b− a)2

b∫
a

|Vα|2 dr, α = r, θ, z, (46)
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и неравенствами Коши–Буняковского в пространстве H2[a; b]

b∫
a

(VθV̄z)∗dr ≤
b∫
a

|Vθ||Vz| dr ≤

( b∫
a

|Vθ|2 dr

)1/2( b∫
a

|Vz|2 dr

)1/2

≤

≤ 1

2

b∫
a

|Vθ|2 dr +
1

2

b∫
a

|Vz|2 dr

(47)

b∫
a

1

r
(VθV̄r)∗∗dr ≤

1

2a

b∫
a

|Vθ|2 dr +
1

2a

b∫
a

|Vr|2 dr (48)

−
b∫
a

(rv◦θ,r − v◦θ)(VrV̄θ)∗ dr ≤
q(t)

2

b∫
a

|Vr|2 dr +
q(t)

2

b∫
a

|Vθ|2 dr (49)

q(t) = sup
a<r<b

|rv◦θ,r − v◦θ |

−
b∫
a

rv◦z,r(VrV̄z)∗ dr ≤
m(t)

2

b∫
a

|Vr|2 dr +
m(t)

2

b∫
a

|Vz|2 dr (50)

m(t) = sup
a<r<b

|rv◦z,r|.

С учетом неравенств (46) – (50) из (45) будем иметь

1

2

d

dt

b∫
a

r|V |2 dr ≤
b∫
a

r
(
Φr|Vr|2 + Φθ|Vθ|2 + Φz|Vz|2

)
dr (51)

Φr(r, t) =
1

r2

(
C +

qr

2
+
mr

2
− 2π2aνr

(b− a)2
− ν(n2 + 2)− νs2r2 +

2νnr

a

)
(52)

Φθ(r, t) =
1

r2

(
−C +

qr

2
− π2aνr

(b− a)2
− ν − νs2r2 + νsnr +

2νnr

a

)
(53)

Φz(r, t) =
1

r2

(mr
2
− π2aνr

(b− a)2
− νn2 + νnsr

)
. (54)

4. Оценки затухания возмущений.
Пусть на интервале времени t0 ≤ t ≤ t1 ≤ ∞ для всех r ∈ [a(t); b(t)] верны три

неравенства
Φr(r, t) < 0, Φθ(r, t) < 0, Φz(r, t) < 0. (55)

Продолжим тогда оценку (51):

1

2

d

dt

b∫
a

r|V |2 dr ≤ Φ0
r(t)

b∫
a

r|Vr|2 dr + Φ0
θ(t)

b∫
a

r|Vθ|2 dr+

+Φ0
z(t)

b∫
a

r|Vz|2 dr ≤ Q(t)

b∫
a

r|V |2 dr

(56)
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Φ0
α(t) = sup

a<r<b
Φα(r, t) < 0, Q(t) = max

α=r,θ,z
Φ0
α(t) < 0. (57)

На основании (56) несложно получить окончательную верхнюю интегральную оцен-
ку экспоненциального затухания функционала

∫ b
a r|V |

2 dr на интервале t0 ≤ t ≤ t1:
b∫
a

r|V |2 dr ≤
b0∫
a0

r|V |2t=t0 dr · exp

(
2

t∫
t0

Q(τ) dτ

)
, (58)

что говорит об экспоненциальной устойчивости (в интегральном смысле) развития
возмущений, накопленных к моменту t0.

Подставив условия (52) – (54) в систему неравенств (55) получим достаточные усло-
вия ее удовлетворения:

sup
a<r<b

[qr
2
− ν
(

1 +
π2a

(b− a)2
r − nsr − 2n

a
r + s2r2

)]
< C(t) <

< inf
a<r<b

[
−r(q +m)

2
+ ν
(
n2 + 2 +

2π2a

(b− a)2
r − 2n

a
r + s2r2

)] (58)

s <
1

n

(
−m

2ν
+

π2a

(b− a)2
+
n2

b

)
, (59)

предъявляемых к расходу 2πC(t) и волновым числам n и s возмущений вдоль угловой
координаты и оси цилиндрического слоя Ωt.
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EVOLUTION OF PERTURBATIONS IN SPREADING VISCOUSCYLINDRIC
LAYER, SUBJECT TO ROTATION AND AXIALMOTION

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Abstract. An evolution in time of 3D picture of perturbations imposed on a radial-rotational
spreading of a viscous cylindric layer moving axially is investigated. The parameters of the main
deformation depend on both time and radial coordinate. A motion of the boundaries of the cylindric
layer is given in the main process as well as in perturbed one. On the basis of the integral relations
method [1], [2] applied to the linearized problem in terms of perturbations some sufficient estimates
of exponential stability of the main process are derived.
Keywords: spreading, viscous fluid, flow, perturbation, axial motion, integral relations method,
Friedrichs inequalities, stability bounds.
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Аннотация. Приводится решение одномерной задачи теории температурных напряжений о
локальном прямолинейном нагреве пластины со свободными краями, изготовленной из упру-
гопластического материала. Полагается, что поперечный размер пластины конечен, а про-
дольный размер бесконечен. Зависимость предела текучести материала от температуры пред-
полагается квадратичной, упругих модулей – линейной. Изучается эволюция температурных
напряжений при быстром возрастании температуры на продольной прямой и последующем
остывании материала вплоть до комнатной температуры. Оценивается уровень распределе-
ния по пластине остаточных напряжений.

Ключевые слова: упругость, пластичность, температурные напряжения, плосконапряжен-
ное состояние, упругопластическая граница.

УДК: 539.374+ 539.224

Введение. Задача теории температурных напряжений о локальном линейном на-
греве пластины является модельной задачей для процесса сварки и поэтому рассмат-
ривалась неоднократно [1]–[5] в самых различных постановках. Но уже в одной из
первых постановок академика Н.Н. Рыкалина [1] материал свариваемых пластин по-
лагался упругопластичекским, то есть отказаться в вычислениях от необратимого
деформирования в окресности сварного шва оказалось принципиально невозможно.
Расчеты, учитывающие влияние пластических свойств металлов при сварке, получа-
ются наиболее приближенными к натурным испытаниям процесса сварки. Хотя спе-
циалистами по материаловедению скрупулезно были изучены процессы структурных
и твердотельных фазовых превращений в зоне термического влияния, но по-прежнему
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рассчитать уровень распределения напряжений в зоне термического воздействия яв-
ляется актуальной задачей.
Постановка задачи. Основные уравнения. Пусть пластина шириной 2s неогра-

ничена по длине. Свяжем ее геометрией систему прямоугольных декартовых коорди-
нат xi (i = 1, 2, 3) так, чтобы оси абцисс и ординат располагались в плоскости пласти-
ны, а ось опликат x3 была бы ей ортогональна. Полагаем при этом, что ось ординат
совпадает с краем пластины. До момента времени t = 0 пластины находятся при ком-
натной температуре T0. Принимаем такое положение в качестве начального условия
для температуры T

T |t=0 = T0. (1)

Считаем, что с момента времени t = 0 по центральной линии пластины x = s
действует поток тепла

ψT,1|x1=s = q, (2)

где ψ -коэффициент теплопроводности, q− const, индексом после запятой обозначена
производная по этой пространственной координате. Принимаем, что условие (2) спра-
ведливо до некоторого последующего момента времени t∗, после которого источник
тепла отводится от пластины и при этом T (s, t∗) = τTp, где τ − const и 0 < τ ≤ 1, Tp –
температура плавления материала пластины. Далее при t > t∗ за счет теплоотвода от
поверхности пластины

ψT,3 = χ (T0 − T ) , (3)

где χ – коэффициент теплоотдачи от пластины в окружающую среду, происходит
ее остывание. Как при нагреве, так и при остывании распределение температуры по
пластине в каждый момент времени удовлетворяет уравнению теплопроводности

T,t = aT,11, (4)

где a – коэффициент температуры проводности, теплотвороное влияние деформиро-
вания не учитывается, то есть механическую задачу далее считаем несвязной. Тео-
рию, построенную на таком допущении, называют теорией температурных напряже-
ний [10], [11]. Теперь следует по рассчитанному согласно (1)–(4) полю температур в
каждый момент времени вычислить механические параметры деформирования: де-
формации и напряжения.

Считаем, что деформации dij в пластине возможно полагать малыми и состоящими
из обратимой (упругой) eeij и необратимой (пластической) epij состовляющих

dij = eeij + epij = 0.5(ui,j + uj,i). (5)

Здесь ui – комонент вектора перемещений в используемой прямоугольной декартовой
системе координат. Обратимые деформации eeij , напряжения σij и текущую темпера-
туру T связывают зависимости закона Дюамеля –Неймана

σij = (λeekk −Kθ) δij + 2µeeij , (6)

θ = 3α (T − T0) ,

где α – коэффициент линейного расширения, модуль всестороннего сжатия К и пара-
метры Ламе λ и µ представляются следующими зависимостями через модуль Юнга
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E и коэффициент Пуассона ν:

λ =
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
, µ =

E

2 (1 + ν)
. (7)

В условиях значительного изменения температуры упругие модули E и ν нельзя по-
лагать постоянными. Такая зависимость до настоящего времени изучена недостаточ-
но [6]–[9], поэтому не существует общепризнанного закона. Примем ее в простейшей
линейной форме.

E (t) = E0τ (t) ,
ν (t) = 0.5− (0.5− ν0) τ (t) ,

τ (T ) = τ (t) = (Tp − T (t)) (Tp − T0)−1 .
(8)

Здесь постоянные E0 и ν0 – модуль Юнга и коэффициент Пуасона при комнатной
температруре, Tp – температура плавления металла. Необратимые деформации накап-
ливаются в пластине в условиях соответствия напряжений поверхности нагружения
f (σij) = 0 в пространстве напряжений. Принимаем таким способом независимость по-
верхности нагружения от кинематики и истории деформирования. В качестве условия
пластичности принимаем условие максимального приведенного касательного напря-
жения (критерий Ишлинского – Ивлева), тогда поверхность нагружения принимает
форму призмы Ивлева в пространстве главных напряжений σi [11]

max |σi − σ| =
4

3
k, σ =

1

3
σkk. (9)

Для предела текучести k (T ) полагаем следующую зависимость:

k (T ) = k0τ
2 (T ) . (10)

Принимая условия принципа максимума Мизеса, имеем соотношения ассоцииро-
ванного закона пластического течения

depij = dψ
∂f (σij)

∂σij
, dψ > 0. (11)

Теперь для замыкании системы уравнений достаточно записать уравнение равно-
весия

σij,j = 0. (12)
В нашем простейшем случае температурная задача (1)–(4) имеет аналитическое

решение [10]. В дальнейшем будем считать распределение температуры известным и
укажем зависимости, по которым можно будет рассчитать в каждый момент времени
по вычисленной таким способом температуре деформации и напряжения.
Обратимое деформирование и термоупругие напряжения. Первоначально

с ростом температуры на линии x = s и ее распространения по пластине за счет
процесса теплопроводности материал пластины деформируется упруго. Соотношения
(6) в рассматриваемом случае сведутся к зависимостям (x1 = x; x2 = y; x3 = z)

σx = (λ+ 2µ)eex + λeez − 3Kθ,
σy = λ(eez + eex)− 3Kθ,

σz = (λ+ 2µ)eez + λeex − 3Kθ = 0.
(13)

Исключая в (13), компоненту eez деформаций будем иметь

σx = (λ+ 2µ)−1(4µ(λ+ µ)eex − 6Kµθ),
σy = (λ+ 2µ)−1(2µλeex − 6Kµθ).

(14)
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Уравнение равновесия (12) в данном случае имеет вид: σx,x = 0, что заставляет σx
считать не зависящим от x и меняющимся только со временем. Но если учесть, что
при x = 0 данная компонента напряжений равна нулю, то получаем, что всегда σx = 0
во всей пластине. Следовательно, решение задачи имеем в форме

еex = 0.5K(λ+ µ)−1θ,
σy = −2Kµ2θ(λ+ µ)−1(λ+ 2µ)−1.

(15)

В условиях роста температуры решение (15) оказывается справедливым только до
некоторого момента времени t > 0. Начиная с этого момента времени, в материале
пластины возникает и развивается область пластического течения.
Пластическое течение и разгрузка. Итак, в момент времени t = t1 на линии

x = s пластины напряженное состояние в ней выходит на поверхность нагружения (на
грань призмы Ивлева). В рассматриваемом случае плоского напряженного состояния
уравнение данной грани (линии в плоскости (σx, σy)) имеет вид σy = −2k. При t > t1
от линии x = s перемещается к оси ординат (x = 0) упругопластическая граница
x = n1(t) (рис.1). Прямая x = s является осью симметрии задачи, поэтому в области
x > s движется аналогичная упругопластическая граница. В области необратимого
деформирования для компонент тензора напряжений согласно (6) следует

σx = (λ+ 2µ)(dx − epx) + λ (dz − epz − epy)− 3Kθ,
σy = (λ+ 2µ) (−epy) + λ (dz − epz + dx − epx)− 3Kθ,
σz = (λ+ 2µ) (dz − epz) + λ (dx − epx − epy)− 3Kθ = 0.

(16)

Если учесть следствие уравнения рановесия и то обстоятельство, что линии x = 0
и x = 2s являются свободными гранями плоскости, а также, что dy = eey + epy, то для
расчетов напряженно–деформированных состояний в области пластического течения
получим зависимости

σx = 0, σy = −2k,

epx = epz = −(λ+ µ) (3µK)−1 k + 1.5Kθ, epy = −2epx.
(17)

В момент времени t = t2, связанный с отводом источника тепла от пластины t > t∗,
на линии симметрии скорость роста необратимых деформаций падает, здесь зарожда-
ется упругопластическая границаm1 (t), которая отделит пластическую область от об-
ласти упругого деформирования m1 (t) ≤ x ≤ s. Напряжения в области m1 (t) ≤ x ≤ s
будут определяться соотношениями

σx = 0, σy = 6µK (g)−1 ех − 3Kµθg−1. (18)

Повторное пластическое течение и остаточные напряжения. Из-за высо-
кого уровня необратимых деформаций в момент времени t = t3, когда произойдет
полная разгрузка, возникает повторное пластическое течение. На линии симметрии
выполняется условия Ишлинского – Ивлева вида σy = 2k, здесь образуется упруго-
пластическая граница n2 (t). Закон Дюамеля – Неймана в условиях существования
необратимых деформаций (px, py, pz) и развивающихся пластических деформаций
(epx, epy, epz) примет вид

σx = w (dx − epx − px) + λ
(
dz − epz − epy − pz − py

)
− 3Kθ,

σy = w
(
−epy − py

)
+ λ (dz − epz − pz + dx − epx − px)− 3Kθ,

σz = w (dz − epz − pz) + λ
(
dx − epx − epy − pz − py

)
− 3Kθ = 0.

(19)
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Рис. 1. Схематичное представление возникновения и исчезновения различных областей пла-
стического деформирования: а) термоупругое деформирование, b) развитие первой области
пластического течения и т. д.

Используя ассоциированный закон пластического течения (11) и выполняемый
условия пластического течения σy = 2k, учитывая, что σx = 0 и ux|x=S = 0 выражаем
пластическую деформацию

epx = (λ+ µ) (3µK)−1 k + 0.5θ − px, epy = −2epx, epz = epx. (20)

Напряжения в области пластического n2 (t) ≤ x ≤ s течения σx = 0, σy = 2k.
В момент времени t = t3 температура во всей пластине становится равной комнат-
ной T = T0. Хотя все процессы активного температурного деформирования замерли
и предел текучести принимает свое наибольшее значение, разгрузки не произойдет.
Материал пластины, как и прежде, будет разделен на две области: область пластиче-
ского течения σy = 2k и область упругого деформирования. Остаточные напряжения
приведены на рис. 2. Помимо напряжений особый интерес представляют остаточная
полная деформация dx и перемещение ux. В области упругого деформирования де-
формация dx будут находиться из соотношения

dx = −λpxg−1, (21)

а в области нейтрального нагружения n2 ≤ x ≤ s – из соотношения

dx = k0 (3K)−1 . (22)

Для определения перемещений в платине следует проинтегрировать значения (21)
и (22) с учетом граничного условия, которое задает равенства нулю перемещения на
линии симметрии ux|x=s = 0. Тогда перемещения в области нейтрального нагружения
будут находиться из соотношения

ux = хk0 (3K)−1 − sk0 (3K)−1 .
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Рис. 2. Распределение остаточных напряжений в материале пластины со свободными краями

В области упругого деформирования, интегрируя выражения (21) с учетом равен-
ства перемещений на границе n2 находим

ux = −λg−1
∫ x

0 px (ρ) dρ+ (n2 − s) k0 (3K)−1 + λg−1
∫ n2

0 px (ρ) dρ.

В результате высокого градиента температуры, возникающего вблизи термического
воздействия, появляется пластическое течение, которое приводит к росту необрати-
мых деформаций. Величина необратимых деформаций зависит от величины темпера-
туры. Когда температура в области термического воздействия достигает достаточно
больших значений, в дальнейшем при ее понижении возможно повторное платическое
течение в области, где ранее развились необратимые деформации. Хотя повторное
пластическое течение протекает с обратным знаком, но достаточно медленно, посколь-
ку процесс охлаждения медленнее процесса нагревания, необратимые деформации не
могут исчезнуть полностью и приводят к возникновению нейтрального нагружения.
Остаточное напряжение и перемещение изображено на рисунках 2 и 3, из которых
видно, что наибольшие перемещения расположены в области упругопластической гра-
ницы, на которой происходит падение напряжения.

Рис. 3. Распределение перемещений материала пластины со свободными краями
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THERMAL STRESSES PLATE

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia
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Abstract. The solution of the one-dimensional problem of the theory of thermal stress on local
rectilinear heating of the plate with free edges made of elastic-plastic material is given. It is believed
that the transverse dimension of the plate is finite, and the longitudinal dimension is infinite. The
dependence of the yield strength of the material on the temperature of the quadratic, elastic
modules – linear. The evolution of the temperature stresses during rapid to high temperature on
the direct material and subsequent cooling down to room temperature. We estimate the level of
distribution of the plate residual stresses.

Keywords: elasticity, plasticity, thermal stresses, plane stress state, elastoplastic border.

REFERENCES

[1] Rykalin N.N. Raschety teplovyh processov pri svarke. M. : Mashgiz, 1951. 295 s. (in
Russian).

[2] Slepcova E.A., Pavlov A.R. Opredelenie ostatochnyh svarochnyh naprjazhenij i
deformacij pri stykovoj svarke tonkih plastin // Vestnik SamGU. Estestvennonauchnajach
serija. 2008. № 2 (61). S. 273–287. (in Russian).

[3] Bilenko G. A., Morgunov E. A., Korobov Ju. S. Komp’juternoe modelirovanie
naprjazhennogo sostojanija svarnogo soedinenija iz nerzhavejushhej stali 03H18N9M3,
vypolnennogo mnogoprohodnoj orbital’noj svarkoj // Svarka i diagnostika : sbornik
dokladov mezhdunarodnogo foruma (Ekaterinburg, 25–27 nojabrja 2014 g.). Ekaterinburg :
UrFU, 2015. S. 35–41. (in Russian).

[4] Vinokurov V.A., Grigor’janc A. G. Teoreticheskoe opredelenie vremennyh i
ostatochnyh deformacij i naprjazhenij pri svarke plastin primenitel’no k titanovym i
aljuminievym splavam // Svarochnoe proizvodstvo. 1968. № 5. S. 2–4. (in Russian).

[5] Burenin A.A., Dac E. P., Murashkin E.V. Fomrirovanie polja ostatonyh naprjazhenij
v uslovijah lokal’nogo teplovogo vozdejstvija // Izv. RAN MTT. 2014. S. 124–131. (in
Russian).

[6] Badamshin I. H., Kusova O. I. Temperaturnaja zavisimost’ modulja uprugosti
intermetallidov TIAL i Nl3AL – osnovnyh komponentov splavov lopatok gazovyh turbin
// Vestnik UGATU. 2012. T. 16. № 5 (50). S. 41–43. (in Russian).

[7] Baramshin I. H. Ot chetyreh k odnomu. Sily vnutriatomnogo vzaimodejstvija i
prochnost’ materialov. M. : Akademija Estestvoznanija 2014. 89 s. (in Russian).

Abashkin Evgeny Evgenyevich, Junior Research Fellow, Institute of Engineering and Metallurgy
FEB RAN, Komsomolsk-on-Amur, Russia.
Khaing Myat, Graduate Student Komsomolsk-on-Amure State Technical University, Komsomolsk-
on-Amur, Russia.
Tkacheva Anastasia Valerevna, Junior Research Fellow, Institute of Engineering and Metallurgy
FEB RAN, Komsomolsk-on-Amur, Russia.



32 Е.Е. АБАШКИН, М.КАИНГ, А.В. ТКАЧЕВА

[8] Burenkov Ju.A., Nikanorov S. P., Smirnov B. I., Kopylov V. I. Vosstanovlenie
modulja Junga pri otzhige nanostrukturnogo niobija, poluchennogo v uslovijah intensivnoj
plasticheskoj deformacii // Fizika tverdogo tela. 2003. T. 45. Vyp. 11. (in Russian).

[9] Tokij N.V., Tokij V.V., Pilipenko A.N., Pis’menova N.E. Temperaturnaja
zavisimost’ modulja uprugosti submikrokristollicheskoj medi // Fizika tverdogo tela. 2014.
T. 56. Vyp. 5. S. 966–969. (in Russian).

[10] Poljanin A.D. Spravochnik po linejnym uravnenijam matematicheskoj fiziki. M. :
Fizmatlit, 2001. 576 s. (in Russian).

[11] Bykovcev G. I., Ivlev D.D. Teorija plastichnosti. Vladivostok : Dal’nauka, 1998. (in
Russian).



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2016. №4 (30). С. 33–41

Е. А. Микишанина, А. Г. Терентьев
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Аннотация. Рассматривается деформация тонкой упруго-пористой плиты, лежащей на
упругом основании. Задача разбивается на две последовательные задачи: изгиб пластины
на упругом основании и фильтрация жидкости сквозь пористую среду. Для решения первой
задачи используется аппарат почти-периодических функций, для второй – численный метод
граничных элементов.

Ключевые слова: упруго-пористая среда, плита, изгиб, почти-периодические функции,
фильтрация, метод граничных элементов.

УДК: 532.685

Введение. Процессы фильтрации жидкости через изогнутые под действием внеш-
ней нагрузки упруго-пористые пластины и плиты малой толщины представляют прак-
тический интерес в различных технологических процессах, связанных с фильтрацией
загрязненной жидкости, очищением среды от твердых фракций, а также при филь-
трации жидкости в грунт (подпочвенный полив) или, напротив, извлечении жидкости
из грунта (дренажные устройства, эксплуатационные скважины и др.). Фильтрация
через мелкопористый материал может использоваться, например, для извлечения кис-
лорода из воды. Ниже рассматривается фильтрация через тонкую упруго-пористую
плиту, контактирующую с упругим основанием (грунтом). Предполагается, что из-
гиб плиты слабый, что позволяет краевую задачу формулировать на горизонтальной
плоскости и воспользоваться методами теории оболочек.

Постановка задачи. Рассматривается деформация жесткой упруго-пористой пли-
ты при одновременном выполнении обобщенного закона упругости Гука и закона
фильтрации Дарси. Плита имеет форму бесконечной полосы −∞ < x < +∞, 0 ≤
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y ≤ 1 толщиной h и жестко защемлена по краям y = 0 и y = 1. На верхней поверхно-
сти этой пластины z = h/2 действуют нагрузка q0 = q0 (y)1 и атмосферное давление
pa = 0, на нижней поверхности z = −h/2 давление жидкости равно p0 = αw(x, y), где
w(x, y) – функция прогиба серединной плоскости плиты, α – коэффициент пропорци-
ональности.

Тензор напряжений при установившейся через пластину фильтрации изменяется за
счет гидростатического давления P = P (x, y, z):

σ̃i,k = σi,k − Pδi,k, P = p+ ρg(h/2− z).
В соответствии с гипотезами Кирхгофа-Лява [1], на поверхности пластины

σ̃1,3 = σ̃2,3 = 0. Напряжение σ̃3,3 в противоречии гипотезам Кирхгофа-Лява отлично
от нуля, доказано в [2]. С учетом известных выражений для напряжений σ̃1,1, σ̃2,2, σ̃1,2

[3], напряжения σ1,1, σ2,2, σ1,2 определятся как

σ1,1 = − Ez

(1− v2)

(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
+ P,

σ2,2 = − Ez

(1− v2)

(
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)
+ P,

σ1,2 = σ2,1 = − Ez

(1− v2)
(1− v)

∂2w

∂x∂y
,

где E, v – коэффициенты упругости и Пуассона соответственно.
Из уравнений равновесия и условия равенства нулю на поверхностях z = ±h/2

напряжения σ1,3, σ2,3 определяются как

σ1,3 =
E
(
z2 − h2/4

)
2 (1− v2)

∂

∂x
∆w,

σ2,3 =
E
(
z2 − h2/4

)
2 (1− v2)

∂

∂y
∆w.

(1)

Из последнего уравнения равновесия с учетом парности касательных напряжений
и с учетом (1) получим

∂ (σ3,3 − P )

∂z
= −

E
(
z2 − h2/4

)
2 (1− v2)

∆2w. (2)

Проинтегрируем правую и левую части равенства (2):

σ3,3(h/2)− P (h/2)− σ3,3(−h/2) + P (−h/2) = D∆2w,

где D =
Eh3

12(1− v2)
.

В соответствии cо статическими граничными условиями на поверхностях плиты

σ3,3

∣∣
z=h/2 = q0, σ3,3

∣∣
z=−h/2 = p0 ,

уравнение чистого изгиба тонкой плиты, сквозь которую происходит установившаяся
фильтрация, определяется уравнением Софи Жермен [3]

1Считается, что нагрузка на поверхности пластины тоже является проницаемой и не препятствует
процессу фильтрации.



ФИЛЬТРАЦИЯ ЧЕРЕЗ... 35

∆2w =
q0

D
. (3)

Таким образом, изменяющееся внутри пластины давление при установившейся
фильтрации не влияет на изгиб.

Если пластина на упругом проницаемом основании, то уравнение (3) преобразуется
к виду [4]:

∆2w +
k

D
w =

q0

D
, (4)

где k – положительная постоянная, характеризующая жесткость основания (коэффи-
циент постели).

Для упрощения введем обозначения K2 =
k

D
, q =

q0

D
, тогда уравнение (4) перепи-

шется в виде

∆2w +K2w = q. (5)

В силу уравнения неразрывности давление является решением уравнения Лапласа

∆P = 0,

где ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Учитывая, что решение w = w(x, y) дифференциального уравнения (5) характе-
ризует изгиб серединного сечения пластины z = 0, то при изгибе на поверхностях
пластины выполняются граничные условия

P |z=−w(x,y)+h/2 = pa,

P |z=−w(x,y)−h/2 = αw(x, y),

где α – коэффициент пропорциональности.
Приведенная задача разбивается на две последовательные задачи: изгиб пластины

на упругом основании и фильтрация жидкости сквозь пористую среду. Для реше-
ния первой будем использовать аппарат почти-периодических функций, для решения
второй – численный метод граничных элементов.
Расчет изгиба однородно-изотропной тонкой пористой плиты на упругом

основании. Найти непрерывную вместе со своими производными до четвертого по-
рядка в области −∞ < x < +∞, 0 ≤ y ≤ 1 функцию w = w(x, y), удовлетворяющую
дифференциальному уравнению (5), если на границе заданы условия:

w|y=0 = 0, w|y=1 = 0,
∂w

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂w

∂y

∣∣∣∣
y=1

= 0.

Решение. Воспользуемся аппаратом почти-периодических функций и обобщенного
дискретного преобразования Фурье, введенного и изученного в работе [5]. Ранее этот
аппарат уже применялся в [6] при решении некоторых задач фильтрации.

Будем искать решение уравнения (5) в виде почти-периодических функций [5], [6],
то есть в виде
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w(x, y) = A0(y) +
∑
λ

Aλ(y) eiλx, w(x, y) ∈ Πy
W ,

где {λ} – множество действительных чисел, не сгущающихся к нулю.
Применяя обратное преобразование Фурье к системе (5), переходим к следующим

дифференциальным уравнениям:

λ = 0, A0
(4) +K2A0 − q = 0, (6)

λ 6= 0, Aλ
(4) − 2λ2Aλ

(2) +
(
λ4 +K2

)
Aλ = 0, (7)

где A0 = A0(y), Aλ = Aλ(y). Решения уравнений (6) и (7) имеют вид:
при λ = 0

A0(y) = a0(y) + d1e
n y cosny + d2e

n y sinny + d3e
−n y cosny + d4e

−n y sinny,

где n =
√
K/2, a0(y) – некоторое частное решение уравнения (6);

при λ 6= 0

Aλ(y) = c1e
αy cosβy + c2e

αy sinβy + c3e
−αy cosβy + c4e

−αy sinβy,

где α =

√√
λ4 +K2 + λ2

2
, β =

√√
λ4 +K2 − λ2

2
.

Итак, искомая функция прогибов имеет вид

w(x, y) = a0(y) + d1e
n y cosny + d2e

n y sinny + d3e
−n y cosny + d4e

−n y sinny+
+
∑
λ 6=0

(c1e
αy cosβy + c2e

αy sinβy + c3e
−αy cosβy+c4e

−αy sinβy) · eiλx.

Константы cm = cm(λ), dm, m = 1, 4 находятся из граничных условий, то есть из
системы уравнений

d1 + d3 = −a0(0),
d1e

n cosn+ d2e
n sinn+ d3e

−n cosn+ d4e
−n sinn = −a0(1),

d1 + d2 − d3 + d4 = −a
′
0(0)

n
d1 (en cosn− en sinn) + d2 (en sinn+ en cosn) +

+d3 (−e−n cosn− e−n sinn) + d4 (−e−n sinn+ e−n cosn) = −a
′
0(1)

n
,

c1 + c3 = 0,
αc1 + βc2 − αc3 + βc4 = 0,
c1e

α cosβ + c2e
α sinβ + c3e

−α cosβ + c4e
−α sinβ = 0,

c1 (αeα cosβ − βeα sinβ) + c2 (αeα sinβ + βeα cosβ) +
+c3 (−αe−α cosβ − βe−α sinβ) + c4 (−αe−α sinβ + βe−α cosβ) = 0.

(8)

Из системы (8) постоянные cm = 0, а постоянные dm определяются единственным
образом.

Таким образом, функция прогиба зависит только от y, то есть имеет вид

w(y) = a0(y) + d1e
n y cosny + d2e

n y sinny + d3e
−n y cosny + d4e

−n y sinny, (9)

где постоянные dm определяются из системы уравнений
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d1 + d3 = −a0(0),
d1e

n cosn+ d2e
n sinn+ d3e

−n cosn+ d4e
−n sinn = −a0(1),

d1 + d2 − d3 + d4 = −a
′
0(0)

n
,

d1 (en cosn− en sinn) + d2 (en sinn+ en cosn) +

+d3 (−e−n cosn− e−n sinn) + d4 (−e−n sinn+ e−n cosn) = −a
′
0(1)

n
.

(10)

Определение давления внутри однородно-изотропной пористой плиты
при установившейся фильтрации. При условии, что давление в области не за-
висит от x (граничные условия не зависят от x), задача его определения сводится к
решению уравнения

∂2P

∂y2
+
∂2P

∂z2
= 0 (11)

с граничными условиями

∂P

∂n

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂P

∂n

∣∣∣∣
y=1

= 0, (12)

P
∣∣−w(y)+h/2 = 0, P

∣∣−w(y)−h/2 = αw(y), (13)
Граничные условия (12) характеризуют непроницаемые (твердые) границы, усло-

вия (13) – проницаемые.
Итак, необходимо найти непрерывную вместе со своими производными до второго

порядка в области 0 ≤ y ≤ 1, −w(y)−h/2 ≤ z ≤ −w(y) +h/2 функцию P (y, z), удо-
влетворяющую дифференциальному уравнению (11), если на границе заданы условия
(12), (13).

Решение последней задачи целесообразно получить численно с помощью метода
граничных элементов [7].

Для составления численного алгоритма следует воспользоваться интегральным
тождеством Грина

εP (z) =

∮
∂T

Pn (τ)G (r) ds−
∮
∂T

P (τ)Gn (r) ds (14)

где r – расстояние между точками z и τ , ε = 0.5 для z ∈ ∂T , ε = 1 для z ∈ T.
В соответствии с методом граничных элементов аппроксимируем границу области

N-вписанным многоугольником с вершинами (узлами) в точках
(
yk, zk

)
. Граничные

условия выполняются в средней (контрольной) точке
(
Y k, Zk

)
. Тогда каждый ин-

теграл может быть представлен в виде произведения значения искомой функции в
контрольной точке и интеграла по хорде, например,

sj∫
sj−1

P (Y (s) , Z (s))Gn

(
s, Y k, Zk

)
ds = P

(
Y j , Zj

) sj∫
sj−1

Gn

(
s, Y k, Zk

)
ds = AkjPj .

Выражая все интегралы в виде аналогичных сумм, запишем интегральное уравне-
ние (14) в матричной форме:
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(εE + A) P−BQ = 0,

где E – единичная матрица, A, B – матрицы с элементами

Akj =

sj∫
sj−1

Gn

(
s, Y k, Zk

)
ds, Bkj =

sj∫
sj−1

G
(
s, Y k, Zk

)
ds,

P, Q – вектор-столбцы с элементами Pj = P (Y j , Zj), Qj = Q(Y j , Zj).
Для определения давления в любой точке области достаточно принять ε = 1 в

равенстве (14).
Числовой пример. Сквозь однородно-изотропную тонкую плиту

−∞ < x < +∞, 0 ≤ y ≤ 1, −w(y) − h/2 ≤ z ≤ −w(y) + h/2, h = 0.1 на упругом

основании с коэффициентом, характеризующим жесткость основания K =

√
k

D
= 2,

происходит установившаяся фильтрация несжимаемой жидкости, которая оказывает
на нижней поверхности пластины давление p0 = 106w(y). На верхней поверхности
плиты действует изгибающая нагрузка q = 4 + 16y2.
Решение. Функция прогиба имеет вид (9), то есть в данном случае

w(y) = 1 + 4y2 − 0.11951375 ey cos(y)− 2.231724 ey sin(y)−
−0.88048625 e−y cos(y) + 1.4707515 e−y sin(y).

График функции прогиба изображен на рис. 1.

Рис. 1. Функция прогиба

Максимального прогиба z = 0.0222 плита достигает в точке y = 0.525.
Теперь решаем задачу стационарной фильтрации в области 0 ≤ y ≤ 1,

−w(y)− h/2 ≤ z ≤ −w(y) + h/2. Изменение давления внутри области на каждой кри-
вой z = −w(y) + a, a ∈ [−h/2, h/2], параллельной средней линии, изображено на
рис. 2:
a = −h/2 (1), a = −2h/5 (2), a = −h/5 (3), a = 0 (4), a = h/5 (5), a = 2h/5 (6).
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Рис. 2. Изменение давления в плите

Графики распределения давления и его нормальной производной на границе обла-
сти представлены на рис. 3 и 4. Обход контура производится против часовой стрелки,
начиная с нижней крайней правой точки границы.

Рис. 3. Изменение функции давления на границе
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Рис. 4. Изменение нормальной производной функции давления на границе

По рис. 2 можно сделать вывод: давление падает при движении от нижней грани-
цы области к верхней, а на каждой кривой z = −w(y) + a максимального значения
давление достигает в месте наибольшего прогиба плиты.

Композиционное использование метода граничных элементов и аппарата почти-
периодических функций позволило решить задачу изгиба тонкой упруго-пористой
плиты на упругом основании при одновременной фильтрации через плиту жидкости.
Стоит отметить, что область применения этих методов довольно широка.
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Воронежский государственный университет, г. Воронеж, Россия

Аннотация. В работе рассматривается задача упругопластического кручения стержня
некругового поперечного сечения. Материал стержня предполагается анизотропным и обла-
дает свойствами анизотропии, частными случаями которой являются анизотропия согласно
Хиллу и трансляционная анизотропия. С использованием метода малого параметра опре-
делены напряженно-деформированное состояние стержня и упругопластическая граница в
первом приближении.

Ключевые слова: деформации, напряжение, упругопластическое кручение, анизотропия по
Хиллу, трансляционная анизотропия.

Определению напряженно-деформированного состояния в цилиндрических трубах
при температуре и сжимаемости посвящены работы [5], [7], [8]. В работе [1] в рам-
ках метода возмущений определено напряженное состояние в цилиндрической трубе,
подверженной действию внешнего и внутреннего давлений, с границами поперечно-
го сечения близкими к круговым. При этом рассмотрен вопрос о существовании и
единственности решения задачи на основе теоремы о неявных функциях. В работах
[3], [11] представлены соотношения трансляционной идеальнопластической анизотро-
пии и анизотропии по Хиллу при кручении. Работы [6], [9] посвящены исследованию
напряженно-деформированного состояния пластически анизотропной толстостенной
трубы при упругопластическом кручении в случае трансляционной анизотропии, а
в работе [10] рассмотрена анизотропия согласно Хиллу. Случай анизотропии общего
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вида, включающей в себя, как частные случаи, анизотропию по Хиллу и трансля-
ционную анизотропию, рассмотрен в работе [13] при упругопластическом состоянии
толстостенной трубы, находящейся под действием внутреннего давления. В данной
работе с использованием метода малого параметра [2], [12] исследована задача упру-
гопластического кручения цилиндрического стержня некругового поперечного сече-
ния в случае анизотропии общего вида. Определены в первом приближении поле на-
пряжений и перемещений в пластической и упругой областях и упругопластическая
граница.

Рассмотрим цилиндрический стержень, находящийся под действием кручения [4].
Боковые поверхности стержня свободны от нагрузки. Поперечное сечение стержня
ограничено контурами внешним L1 и внутренним L2 (рис. 1).

Рис. 1. Упругопластическое кручение стержня кругового попереченого сечения.

Условие пластичности анизотропии общего вида в случае кручения может быть
записано в виде

A(τxz − k1)2 +B(τyz − k2)2 = k2
0, (1)

где A,B, k1, k2 — параметры анизотропии, k0 — предел текучести материала.
Для определения напряженно-деформированного состояния стержня будем исполь-

зовать определяющие соотношения, записанные в цилиндрической системе координат
в безразмерном виде (ρ, θ, z — цилиндрическая система координат, ось z направлена
по оси стержня). Величины, имеющие размерность напряжения, отнесены к пределу
текучести k0, величины, имеющие размерность длины, отнесены к радиусу упруго-
пластической границы в нулевом приближении ρ0.

Используя известную связь между компонентами напряжений в декартовой и ци-
линдрической системах координат [6]

τxz = τρz cos θ − τθz sin θ,

τyz = τρz sin θ + τθz cos θ,
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и осуществляя переход к безразмерным координатам, соотношения (1) получим в виде

A(τpρz cos θ − τpθz sin θ − k1)2 +B(τpρz sin θ + τpθz cos θ − k2)2 = 1. (2)
Уравнение равновесия для задачи кручения имеет вид

∂τρz
∂ρ

+
1

ρ

∂τθz
∂θ

+
τρz
ρ

= 0. (3)

В упругой области имеют место соотношения Коши

εeρz =
ω

2

∂we

∂ρ
, εeθz =

ω

2

(1

ρ

∂we

∂θ
+ ρ
)
, (4)

связывающие компоненты тензора деформаций с функцией we, характеризующей де-
планацию поперечного сечения. Через ω обозначена крутка или угол кручения на
единицу длины.

Соотношения закона Гука в упругой области имеют вид

τ eρz = 2Gεeρz, τ eθz = 2Gεeθz, (5)

где G — модуль сдвига.
Полная деформация в пластической области складывается из упругой и пластиче-

ской составляющих

ερz = εeρz + εpρz, εθz = εeθz + εpθz. (6)

Согласно ассоциированному закону пластического течения для приращения пла-
стических деформаций, учитывая (2), будем иметь

dεpρz = dλ
(

(A cos2 θ +B sin2 θ)τpρz + (B −A)τpθz cos θ sin θ −Ak1 cos θ −Bk2 sin θ
)
, (7)

dεpθz = dλ
(

(B cos2 θ +A sin2 θ)τpθz + (B −A)τpρz sin θ cos θ +Ak1 sin θ −Bk2 cos θ
)
, (8)

где dλ —неизвестный скалярный множитель.
Упругие деформации связаны с напряжениями в пластической области законом

Гука

εeρz =
τpρz
2G

, εeθz =
τpθz
2G

. (9)

Полные деформации связаны с перемещениями в пластической области соотноше-
ниями Коши

ερz =
1

2

∂wp

∂ρ
, εθz =

1

2

(1

ρ

∂wp

∂θ
+ ωρ

)
. (10)

В соотношениях (2)–(10) и далее символ “e” вверху обозначает принадлежность
величин к упругой области, а символ “p” — к пластической.

Граничные условия в напряжениях на внешнем L1 и внутреннем L2 контурах по-
перечного сечения имеют вид
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{τpρznρ1 + τpθznθ1}
∣∣∣
L1

= 0, (11)

{τ eρznρ2 + τ eθznθ2}
∣∣∣
L2

= 0, (12)

где nρi, nθi (i = 1, 2) являются компонентами единичной нормали к контуру Li.
Уравнение внешнего контура поперечного сечения стержня L1 примем в виде

Φ1(ρ, θ) = 0, (13)
внутреннего L2

Φ2(ρ, θ) = 0. (14)
Компоненты единичной нормали к контуру Li (i = 1, 2) поперечного сечения стержня
определяются по формулам

nρi =
∂Φi

∂ρ

[(∂Φi

∂ρ

)2
+
(1

ρ

∂Φi

∂θ

)2]− 1
2
,

nθi =
1

ρ

∂Φi

∂θ

[(∂Φi

∂ρ

)2
+
(1

ρ

∂Φi

∂θ

)2]− 1
2
.

(15)

На упругопластической границе Ls (рис. 1), которая заранее неизвестна и опреде-
ляется в процессе решения, выполняются условия непрерывности компонент напря-
жений и функции перемещения

[τρz]
∣∣∣
Ls

= [τθz]
∣∣∣
Ls

= [w]
∣∣∣
Ls

= 0. (16)

В упругой области из уравнения равновесия (3), учитывая (5) и (4), получим урав-
нение

∆we = 0, (17)

где ∆ = ∂2

∂ρ2
+ 1

ρ2
∂2

∂θ2
+ 1

ρ
∂
∂ρ — оператор Лапласа.

Следуя методу возмущений [2], параметры анизотропии представим в виде [13]

A = 1 + δa1 + δ2a2 + . . . , B = 1 + δb1 + δ2b2 + . . . ,

k1 = δk
(1)
1 + δ2k

(2)
1 + · · · , k2 = δk

(1)
2 + δ2k

(2)
2 + · · · ,

(18)

где δ — безразмерный малый параметр, δ � 1.
Уравнение контуров поперечного сечения (13), (14) представим в виде

Φ1(ρ, θ) = ρ− (R0 + δ2R1 + δ2
2R2 + . . . ), (19)

Φ2(ρ, θ) = ρ− (r0 + δ1r1 + δ2
1r2 + . . . ), (20)

где δ1, δ2 — безразмерные малые параметры, r0, R0 — константы, ri = ri(θ), Ri =
Ri(θ)—функции координаты θ.

Примем δ1 = d1δ, δ2 = d2δ, где −1 6 di 6 1.(i = 1, 2).
Решение будем искать в виде разложения по степеням малого параметра δ
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τij = τ
(0)
ij + δτ

(1)
ij + δ2τ

(2)
ij + . . . , (21)

εij = ε
(0)
ij + δε

(1)
ij + δ2ε

(2)
ij + . . . , (22)

w = w(0) + δw(1) + δ2w(2) + . . . , (23)
ρs = ρ0 + δρ1 + δ2ρ2 + . . . , (24)

где соотношение (24) – представление упругопластической границы.
Согласно методу малого параметра [2], [12] подставляя разложение (18)–(24) в (2)–

(17) и приравнивая члены при одинаковых степенях параметра δ, получим системы
уравнений для каждого приближения.

В нулевом приближении имеет место известная задача упругопластического круче-
ния изотропного стержня с поперечным сечением в виде кругового кольца радиусов
r0 = α и R0 = β (α < β).

Решение этой задачи имеет вид [4]

τ
p(0)
θz = 1, τp(0)

ρz = 0, wp(0) = 0,

τ
e(0)
θz = Gωρ, τ e(0)

ρz = 0, we(0) = 0, ρ0 = 1.
(25)

Рассмотрим первое приближение.
Уравнение внешней границы (19) примем в виде, следуя [12]

ρ = β(1 + δd1 cosmθ). (26)
Уравнение внутреннего контура (20) согласно [12] представим в форме

ρ = α(1 + δd2 cosmθ). (27)
Условие пластичности (2) в первом приближении с учетом известного решения в

нулевом приближении (25) дает соотношение для компоненты τ
p(1)
θz в виде

τ
p(1)
θz = −k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ − 1

2

(
a1sin

2θ + b1cos
2θ
)
. (28)

Подставляя (15), (19) и (21) в граничное условие на внешнем контуре (11), получим

τp(1)
ρz

∣∣∣
ρ=R0

=
Ṙ1

R0
τ
p(0)
θz

∣∣∣
ρ=R0

−R1
∂τ

p(0)
ρz

∂ρ

∣∣∣
ρ=R0

. (29)

Для определения компоненты напряжений τp(1)
ρz из уравнения равновесия (3) и гра-

ничного условия (29), учитывая (25) и (26), получим систему ∂
∂ρ

(
ρτ

p(1)
ρz

)
= −∂τ

p(1)
θz
∂θ ,

τ
p(1)
ρz

∣∣∣
ρ=β

= −d1m sinmθ.

Решая эту систему с учетом (28), найдем

τp(1)
ρz =

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

1

2
(a1 − b1) sin 2θ

)(
1− β

ρ

)
− d1βm

ρ
sinmθ. (30)
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В упругой области из соотношений (4) и (15) получим компоненты напряжений в
виде

τ e(1)
ρz = Gω

∂we(1)

∂ρ
, τ

e(1)
θz = Gω

1

ρ

∂we(1)

∂θ
. (31)

Граничное условие на внутреннем контуре (12) с учетом (15), (20) и (21) примет
форму

τ e(1)
ρz

∣∣∣
ρ=r0

=
1

Gω

( ṙ1

r0
τ
e(0)
θz

∣∣∣
ρ=r0
−r1

∂τ
e(0)
ρz

∂ρ

∣∣∣
ρ=r0

)
. (32)

Условия непрерывности для компонент напряжений на упругопластической грани-
це (16) при подстановке (21) и (24) в первом приближении дают соотношения

(∂τp(0)
ρz

∂ρ
ρ1 + τp(1)

ρz

)∣∣∣
ρ=ρ0

=
(∂τ e(0)

ρz

∂ρ
ρ1 + τ e(1)

ρz

)∣∣∣
ρ=ρ0

, (33)

(∂τp(0)
θz

∂ρ
ρ1 + τ

p(1)
θz

)∣∣∣
ρ=ρ0

=
(∂τ e(0)

θz

∂ρ
ρ1 + τ

e(1)
θz

)∣∣∣
ρ=ρ0

. (34)

Объединяя (17), а также (32) и (33) с учетом (31),(27) и (25), получим задачу Ней-
мана для определения функции перемещений в упругой области

∆we(1) = 0, α < ρ < 1, 0 6 θ < 2π,
∂we(1)

∂ρ

∣∣∣
ρ=1

= 1
Gω τ

p(1)
ρz

∣∣∣
ρ=1

,

∂wp(1)

∂ρ

∣∣∣
ρ=α

= −d2m sinmθ.

(35)

Подставляя найденное ранее выражение для τp(1)
ρz (30) и решая систему (34), полу-

чим

we(1) = − (β − 1)

Gω(1− α2)

(
ρ+

α2

ρ

)(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ

)
−

−(a1 − b1)(β − 1)

4Gω(1− α4)

(
ρ2 +

α4

ρ2

)
sin 2θ+

+
(−d1β +Gωd2α

m+2

Gω(1− α2m)

(
ρm +

α2m

ρm

)
+
d2α

m+2

ρm

)
sinmθ.

(36)

Напряженное состояние в упругой области определяется подстановкой (36) в (31).

τ e(1)
ρz = − β − 1

1− α2

[(
1− α2

ρ2

)(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ

)
+

(a1 − b1)

2(1 + α2)

(
ρ− α4

ρ3

)
sin 2θ

]
+

+m

(
−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m

(
ρm−1 − α2m

ρm+1

)
− Gωd2α

m+2

ρm+1

)
sinmθ,

(37)
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τ
e(1)
θz = − β − 1

1− α2

[(
1 +

1

ρ2

)(
−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ

)
+

a1 − b1
2(1 + α2)

(
ρ+

α4

ρ3

)
cos 2θ

]
+

+m

(
−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m

(
ρm−1 +

α2m

ρm+1

)
− Gωd2α

m+2

ρm+1

)
cosmθ.

(38)

Из условия (34), учитывая (25), получим соотношение для определения радиуса
упругопластической границы

ρ1 = (τ
p(1)
θz − τ e(1)

θz )
∣∣∣
ρ=1

. (39)

Подставляя в (39) полученные выше выражения для компоненты напряжений τ (1)
θz

(28) и (38), найдем

ρ1 =
((β − 1)(1 + α2)

1− α2
+ 1
)(
−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ

)
+

+
a1 − b1

4

(2(β − 1)(1 + α4)

1− α4
+ 1
)

cos 2θ − a1 + b1
4
−

−m
(−d1β +Gωd2α

m+2

1− α2m
−Gωd2α

m+2
)

cosmθ.

(40)

Определим в первом приближении функцию перемещений в пластической области
wp(1).

Из соотношений ассоциированного закона пластического течения (7), (8) получим

dεpρz

(
(A sin2 θ +B cos2 θ)τpθz + (B −A)τpρz cos θ sin θ +Ak1 sin θ −Bk2 cos θ

)
=

dεpθz

(
(A cos2 θ +B sin2 θ)τpρz + (B −A)τpθz cos θ sin θ −Ak1 cos θ −Bk2 sin θ

)
.

(41)

Подставляя в (41) разложения (18), (21), (22), в первом приближении будем иметь

dεp(0)
ρz

(
τ
p(0)
θz (a1 sin2 θ + b1 cos2 θ) + τ

p(1)
θz + (b1 − a1)τp(0)

ρz cos θ sin θ + k
(1)
1 sin θ − k(1)

2 cos θ
)

+dεp(1)
ρz τ

p(0)
θz =

= dε
p(0)
θz

(
τp(0)
ρz (a1 cos2 θ + b1 sin2 θ) + τp(1)

ρz + (b1 − a1)τ
p(0)
θz cos θ sin θ − k(1)

1 cos θ − k(1)
2 sin θ

)
+dε

p(1)
θz τp(0)

ρz .
(42)

Учет нулевого приближения (25) в (42) позволяет получить ассоциированный закон
в виде

dεp(1)
ρz = dε

p(0)
θz

(
τp(1)
ρz +

b1 − a1

2
sin 2θ − k(1)

1 cos θ − k(1)
2 sin θ

)
, (43)

где, следуя [9],
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ε
p(0)
θz = λ0 =

Gωρ− 1

2G
, (44)

λ(0) — скалярный множитель в нулевом приближении.
Подставляя (30) в (43), получим

dεp(1)
ρz = −β

ρ

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ + d1m sinmθ
)
dλ(0). (45)

В процессе нагружения частица тела переходит в пластическое состояние в момент
прохождения через нее упругопластической границы, что соответствует ρ = 1. Сле-
довательно, в процессе пластического деформирования безразмерный радиус в точке
будет изменяться от 1 до некоторого значения ρ, соответствующего текущему значе-
нию приложенных внешних усилий [12].

Соотношение (44) позволяет в (45) перейти от интегрирования по λ(0) к интегриро-
ванию по радиусу упругопластической границы, в результате чего получим

εp(1)
ρz =

ωβ

2

(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ + d1m sinmθ
)

ln
1

ρ
. (46)

Определить перемещения в пластической зоне позволяет уравнение, полученное из
первых соотношений в (6),(9),(10), а также выражений (30) и (45),

∂wp(1)

∂ρ
=
β

G

[(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ
)(
Gω ln

1

ρ
− 1

ρ
+

1

β

)
+

+d1m sinmθ
(
Gω ln

1

ρ
− 1

ρ

)]
.

(47)

Решая уравнение (47), найдем wp(1) с точностью до функции координаты θ.

wp(1) =
β

G

[(
k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ +

a1 − b1
2

sin 2θ
)(
Gωρ(ln

1

ρ
+ 1)− ln ρ+

ρ

β

)
+

+d1m sinmθ
(
Gωρ(ln

1

ρ
+ 1)− ln ρ+

ρ

β

)]
+ ϕ(θ).

(48)

Функция ϕ(θ) определяется из условия непрерывности перемещений на упругопла-
стической границе (16). В первом приближении это условие с учетом (23), (24) и (25)
будет иметь вид

wp(1)
∣∣∣
ρ=1

= we(1)
∣∣∣
ρ=1

. (49)

Подставляя (48) и (36) в (49), а затем найденное выражение для функции ϕ(θ) в
(48), получим поле перемещений в пластической области в первом приближении



50 А. В. КОВАЛЕВ, И. Э. СВИРИДОВ, Ю. Д. ЩЕГЛОВА

wp(1) =
1

G

[
(k

(1)
1 cos θ + k

(1)
2 sin θ)

{
Gωβρ

(
ln
(1

ρ

)
+ 1
)
− β ln ρ+ ρ+

+
(β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

}
+

+
a1 − b1

2
sin 2θ

{
Gωβρ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β ln ρ+ ρ+

(β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

}
+

+ sinmθ
{
d1m

(
Gωβρ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β ln ρ−Gωβ

)
−

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}]
.

(50)

Используя вторые соотношения в (6), (9) и (10), а также и (28), (50), найдем ком-
поненты деформации ε(1)

θz и εp(1)
θz :

ε
(1)
θz =

1

2G

[
(−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ)

{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

)
+ 1
}

+

+(a1 − b1) cos 2θ
{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

)
+ 1
}

+

m cosmθ
{
d1m

(
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ− Gωβ

ρ

)
−

−1

ρ

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}]
,

ε
p(1)
θz =

1

2G

[
(−k(1)

1 sin θ + k
(1)
2 cos θ)

{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α2)

1− α2
−Gωβ − 1

)}
+

+(a1 − b1) cos 2θ
{
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ+

+
1

ρ

((β − 1)(1 + α4)

2(1− α4)
−Gωβ − 1

)
+

3

4

}
+

m cosmθ
{
d1m

(
Gωβ

(
ln

1

ρ
+ 1
)
− β 1

ρ
ln ρ− Gωβ

ρ

)
−

−1

ρ

−d1β + 2Gωd2α
m+2

1− α2m

}
+
a1 + b1

4

]
.
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На рис. 2 изображена упругопластическая граница в нулевом приближении ρ0 и
в первом приближении ρs = ρ0 + δρ1 при δ = 0.04, k1 = 0.5, k2 = 0.6, b1 = 0.4,
a1 = 0.3, α = 0.5, β = 2, m = 3, Gω = 1, G = 323.67.

На рис. 3, при тех же значениях параметров, представлено поле перемещений в
упругой и пластической областях.

Рис. 2. Упругопластическая граница в нулевом и первом приближении.

Рис. 3. Поле перемещений в упругой и пластической областях при первом приближении.
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A. V. Kovalev, I. E. Sviridov, Ju. D. Scheglova

ELASTOPLASTIC TORSION OF THICK-WALLED NON-CIRCULAR
CROSS-SECTION SHAFT IN CASE OF GENERAL FORM ANISOTROPY

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. The present work is devoted to the problem of elastoplastic torsion of the thick-walled
non-circular cross-section shaft. It is considered as an anisotropic material that in particular cases
is in the kinematic properties of the anisotropy and anisotropy according to Hill. With using
perturbation method, stress-strain state and elastoplastic boundary at first approximate is defined.

Keywords: stress, strain, elastoplastic torsion, anisotropy according to Hill, kinematic anisotropy.
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Аннотация. Представлены составы противопригарных покрытий для литейных форм и
стержней, рекомендуемых к применению в литейном производстве на машиностроительных
и металлургических предприятиях.
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Введение противопригарных добавок в состав формовочных и стержневых смесей
не всегда может обеспечить получение отливок без пригара. Одним из наиболее рас-
пространенных способов предупреждения образования пригара на отливках является
нанесение защитного покрытия на поверхность изготовленных форм и стержней, ко-
торое препятствует проникновению жидкого металла в поры смеси и химическому
взаимодействию, вследствие чего образуются различные оксиды металла и материа-
ла формы. Наиболее распространенным является образование оксида железа FeO и
его взаимодействие с диоксидом кремния и образование фаялита 2FeO*SiO2, отли-
чающегося повышенной жидкотекучестью по сравнению с металлом. Формовочные
краски должны обладать следующими свойствами: иметь повышенную термостой-
кость и не размягчаться от соприкосновения с расплавом, оставаться постоянной по
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составу во время приготовления, хранения и использования, то есть должны обла-
дать высокой седиментационной устойчивостью, обладать хорошей кроющей способ-
ностью, не трескаться при сушке форм и стержней, после подсушки удерживаться
на поверхности формы или стрежня. Вне зависимости от их вида противопригарные
покрытия должны отвечать следующим основным требованиям: иметь высокие про-
тивопригарные свойства; обладать высокой седиментационной устойчивостью, т. е. не
расслаиваться после перемешивания компонентов и в течение определенного времени
вплоть до применения; иметь хорошую кроющую способность, т. е. способствовать
покрытию форм и стержней равномерным слоем заданной толщины; формировать
хорошую адгезионную и когезионную прочность сцепления с поверхностью формы и
стержня, предотвращающую отслаивание и осыпаемость красочного слоя при заливке
форм жидким расплавом. На поверхность форм и стержней перед сборкой необходи-
мо наносить противопригарные покрытия, которые представляют собой суспензии –
дисперсные структуры, состоящие из огнеупорного наполнителя, связующего матери-
ала, стабилизатора, растворителя и вспомогательных компонентов с заданными тех-
нологическими свойствами. После нанесения таких покрытий процесс формирования
защитного слоя заключается в переходе жидкообразной системы в твердое деформи-
руемое состояние.

Современные противопригарные покрытия могут использоваться при окраске форм
и стержней, при производстве средних и крупных чугунных отливок, мелких, сред-
них и крупных отливок из углеродистой и легированной стали. Наиболее изученны-
ми и распространенными связующими при изготовлении фосфатных противопригар-
ных покрытий и красок являются: алюмофосфатное (АФС), алюмохромфосфатное
(АХФС), магнийалюмофосфатное (МАФС). В составе фосфатных связующих отсут-
ствуют фенол, формальдегид и другие токсичные вещества, что очень важно в услови-
ях литейного производства. Применяемое в составах покрытий алюмохромфосфатное
связующее является высокотемпературным (до 1800 ◦ С) связующим на основе фос-
фатов алюминия и магния, оксидов хрома, стойкость в 3–4 раза выше по сравнению со
связками на основе жидкого стекла. АХФС – это полимер, который обладает клеящей
способностью в исходном состоянии и дополнительно способностью к отвертдению на
воздухе. При нагревании до 150–200 ◦ С происходит интенсивная полимеризация свя-
зующего с образованием аморфных и кристаллических фаз, которые и обеспечивают
прочностные свойства покрытий и смесей [1].

Состав противопригарного покрытия готовят следующим образом. В смеситель за-
ливают воду, затем при перемешивании загружают алюмохромфосфатное связующие,
отход электросталеплавильного производства, дистенсиллиманит и бентонит в опре-
деленных количествах. Приготовленный состав наносят на формы и стержни извест-
ными способами и сушат по стандартной (общепринятой) технологии.

Отличием предлагаемого решения от известных является введение в состав про-
тивопригарного покрытия новых ингредиентов – пылевидного отхода электростале-
плавильного производства и бентонита, а также использование в данной совокупности
ингредиентов, а в качестве огнеупорного наполнителя – дистенсиллиманита, что обес-
печивает улучшение физико-механических свойств покрытия, а именно: повышение
прочности покрытия к истиранию и улучшение кроющей способности.

Выбор оптимальных количеств ингредиентов обусловлен тем, что при меньшем
содержании отхода электросталеплавильного производства снижается прочность на
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истирание покрытия, а при большем – резко снижается седиментационная устойчи-
вость, ухудшается кроющая способность.

Количество бентонита повышает склонность красочного слоя к трещинообразова-
нию, а при уменьшении содержания бентонита снижается седиментационная устой-
чивость покрытия.

Состав противопригарного покрытия для литейных форм и стержней, включаю-
щий огнеупорный наполнитель, алюмохромфосфатное связующее и воду, отличается
тем, что он дополнительно содержит бентонит и пылевидный отход электросталепла-
вильного производства, содержащий, мас. %:

Оксид магния 10–15
Оксид кальция 4–6
Оксид алюминия 11–13
Диоксид кремния 8–10
Углерод 0.5–2.0
Оксид железа остальное.
В качестве огнеупорного наполнителя используется дистенсиллиманит при следу-

ющем соотношении ингредиентов покрытия, мас.%:
Дистенсиллиманит 33–35
Бентонит 2–4
Алюмохромфосфатное связующее 2–30
Пылевидный отход

электросталеплавильного производства,
улавливаемый системой Бигхауз 4–6

Вода – остальное.
Многие известные составы противопригарных покрытий характеризуются неста-

бильными показателями кроющей способности и невысокими показателями прочно-
сти к истиранию получаемого покрытия. Данный состав решает задачу улучшения
физико–механических свойств противопригарных покрытий. Это достигается тем, что
в состав, содержащий алюмохромфосфатное связующее (АХФС), воду, огнеупорный
наполнитель, дополнительно вводят бентонит и отход электросталеплавильного про-
изводства (ОЭСП), образующийся в электродуговых печах, улавливаемый фильтрами
в виде пыли вышеприведенного химического состава.

На кафедре «Материаловедение и металлургические процессы» Чувашского госу-
дарственного университета имени И.Н. Ульянова под руководством д. т. н., профес-
сора, заслуженного деятеля науки и техники Российской Федерации и заслуженного
деятеля науки Чувашской Республики Илларионова И.Е., разработаны и запатен-
тованы современные противопригарные составы и покрытия для литейных форм и
стержней, которые успешно прошли опытно–промышленные испытания в производ-
ственных условиях концерна «Тракторные заводы». Противопригарная краска для
литейных форм и стержней, содержащая огнеупорный наполнитель, бентонит и воду,
отличается тем, что она дополнительно содержит лигносульфонат технический и мы-
ло хозяйственное, а в качестве огнеупорного наполнителя используется цирконовый
концентрат при следующем соотношении компонентов, мас.% [2]:

Цирконовый концентрат 60–67
Бентонит 1–3
Лигносульфанат технический 2–5
Мыло хозяйственное 0,5–2
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Вода – остальное.
Задачей изобретения является создание противопригарной краски для литейных

форм и стержней с улучшенными технологическими и эксплуатационными характери-
стиками. Отличительными признаками заявляемого изобретения являются вышепе-
речисленные дополнительные компоненты и соотношение их с уже известными. Такое
соотношение новых признаков с известными позволяет получить противопригарную
краску с улучшенными физико-механическими характеристиками, удовлетворяющи-
ми требованиям нормативно-технической документации, что позволяет расширить ас-
сортимент составов для производства противопригарных красок.

Противопригарную краску готовят следующим образом. В специальную краскоме-
шалку загружают бентонит, предварительно просеянный через сито и замоченный на
сутки в воде из расчета 1:5 до сметанообразного состояния. Затем в краскомешалку
добавляют мыло хозяйственное, растворенное в воде. К полученной смеси добавляют
лигносульфонат технический и тщательно перемешивают, после чего вводят цирко-
новый порошок и остальное количество воды и перемешивают 10–15 мин.

Состав противопригарного покрытия для литейных форм и стержней, содержащий
огнеупорный наполнитель – дистенсиллиманит, алюмохромфосфатное связующее и
воду, отличается тем, что оно дополнительно содержит каолинитовую глину и трепел
при следующих соотношениях компонентов, мас. % [3]:

Дистенсиллиманит 33–35
Алюмохромфосфатное

связующее 12–30
Каолинитовая глина 2–5
Трепел 4–7
Вода – остальное.
Задачей изобретения является создание состава противопригарного покрытия для

литейных форм и стержней с улучшенными качественными показателями, расши-
ряющими ассортимент противопригарных материалов для литейного производства.
Технический результат – улучшение технологических и эксплуатационных характери-
стик. Отличием заявляемого состава от известного является использование трепела
с каолинитовой глиной, алюмохромфосфатным связующим и водой. Образуется до-
статочно прочная суспензия, за счет чего уменьшается толщина проникновения ее в
поверхность литейных форм. А присутствие огнеупорного наполнителя – дистенсил-
лиманита – снижает гигроскопичность покрытия, улучшает его седиментационную
устойчивость, а также увеличивает прочность покрытия к истиранию. Также соче-
тание огнеупорного наполнителя с фосфатным связующим увеличивает термостой-
кость противопригарного покрытия. Состав противопригарного покрытия для литей-
ных форм и стержней готовят следующим образом. В смеситель наливают воду, затем
при перемешивании загружают алюмохромфосфатное связующее, дистенсиллиманит,
каолинитовую глину и трепел. После перемешивания приготовленный состав наносят
на формы и стержни известным способом и сушат по известной технологии.

Карбонатно-кремниевые цеолитсодержащие породы Чувашской Республики, из-
вестные под названием трепелов, распространены в юго-восточной части Алатырского
района, в пределах водораздельных площадей. Химический состав их следующий: ок-
сиды кремния – 60,3–72,5; оксиды железа – 2,8–4,2; оксид алюминия – 8,4–10,1; оксид
кальция – 2,6–12,3; оксид магния – 0,9–1,2; оксид натрия – 0,18–0,29; оксид калия – 1,4–
1.5, мас.%. Запасы вышеуказанной породы в Чувашии исчисляются сотнями тысяч
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тонн, что вполне достаточно для обеспечения потребностей литейного производства
России и стран ближнего и дальнего зарубежья.

Технический результат достигается тем, что противопригарная краска для литей-
ных форм и стержней, содержащая маршалит, цирконосодержащий компонент, воду и
связующее, согласно изобретению в качестве связующего содержит водно-дисперсное
связующее на основе коллоидного кремния, а в качестве цирконосодержащего компо-
нента – цирконовую пасту при следующем соотношении компонентов в масс. % [4]:

Цирконовая паста 0,5–3
Водно-дисперсное связующее на основе коллоидного кремния 1–3
Маршалит 86–91,5
Вода – остальное.
Отличительными признаками заявляемого изобретения являются вышеперечислен-

ные дополнительные компоненты и соотношение их с уже известными. Такое со-
отношение позволяет получить противопригарную краску с улучшенными физико-
механическими характеристиками, удовлетворяющими требованиям нормативно-
технической документации, что позволяет расширить ассортимент составов для про-
изводства противопригарных красок. Количественный состав противопригарной крас-
ки является оптимальным. Увеличение содержания составляющих выше указанных
пределов приводит к снижению седиментационной устойчивости и резкому повыше-
нию плотности, что ухудшает кроющую способность краски, тем самым затрудняет
получение ровного покровного слоя. При уменьшении содержания составляющих так-
же ухудшается кроющая способность и снижается прочность покрытия. Противопри-
гарную краску готовят следующим образом: в специальную краскомешалку загружа-
ют маршалит, цирконовую пасту и водно-дисперсное связующее на основе коллоидно-
го кремния (Армосил А). К полученной смеси добавляют воду и перемешивают 10–15
мин. Полученная противопригарная краска имеет плотность 1,8–1,9 г/см 3.

Представленные и запатентованные современные составы противопригарных по-
крытий для литейных форм и стержней, рекомендуются к применению в литейном
производстве.
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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ТЯЖЕЛОЙ УПРУГОЙ
ПЛАСТИНЫ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ

ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ИЗУЧЕНИЮ
ПРОЧНОСТИ ЛЕДЯНОГО ПОКРОВА

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Применяя теорию малых упругих деформаций и апробированный численный
метод, строится математическая модель для исследования напряженно-деформированного
состояния упругой изотропной пластины конечной толщины, находящейся под воздействием
системы нагрузок. Показано применение разработанной модели для анализа напряженно-
деформированного состояния ледяного покрова, претерпевающего деформирующее воздей-
ствие со стороны ледокольного устройства, а также показана пригодность данной модели
для анализа эффективности ледоразрушающей способности устройств.

Ключевые слова: математическая модель, численное моделирование, сложное нагружение,
теория упругости, деформирование, напряжения, ледяной покров.

УДК: 539.3

Введение. Проблеме разработки математических моделей для анализа
напряженно-деформированного состояния (НДС) материалов, исследования по-
ведения объектов, находящихся под действием нагрузок, решения контактных задач
посвящено много работ российский и зарубежных исследователей. Проведение тео-
ретических исследований с применением математического моделирования позволяет
получать новые знания с минимальными временными и сырьевыми затратами, а
также дает возможность детально изучать образование и распространение трещин
в материале, спрогнозировать возможные области, являющиеся концентраторами
напряжений, и предупреждать возможные нежелательные разрушения.

Моделирование исследуемых объектов в качестве упругой изотропной пластины ко-
нечной толщины часто используется для исследования бетонных металлических кон-
струкций, но также может быть применено к исследованиям ледяного покрова [1], [2].
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Разрабатывая матмодель процесса деформирования или разрушения объекта необхо-
димо учитывать особенности материалов, их поведение при внешнем воздействии и
воздействии температурных полей. Моделируя процессы, протекающие в ледяном по-
крове, необходимо учитывать, что физические и механические свойства исследуемого
материала являются зависимыми от температуры.

Исследуя особенности ледяного покрова и процессы нарушения его сплошности в
результате внешнего деформирующего воздействия методами математического моде-
лирования, еще на стадии разработки математической модели необходимо учитывать,
что некоторые задаваемые величины являются известными (например, параметры
ледоразрушающего устройства), тогда как другие могут быть случайными (толщи-
на льда, скорость ледового поля и т. д.). Необходимо также максимально учитывать
всевозможные сочетания параметров окружающей среды, которые могут оказывать
существенное влияние на протекание процессов в исследуемом объекте или объектах.
Проводя исследования ледяного покрова, необходимо учитывать тот факт, что напря-
жения растяжения или сдвига, при которых происходит полное разрушение ледяного
покрова, должны в несколько раз превышать предел прочности льда, определенный
для образца в лабораторных условиях [3]. В случае, если напряжения незначительно
превышают предел прочности, то может образовываться трещина или группа тре-
щин, а лед при этом переходит в новое устойчивое состояние и способен выдерживать
внешнюю нагрузку.

Разрабатывая математическую модель, необходимо учитывать не только физиче-
ские особенности моделируемого процесса, но необходимо прорабатывать модель для
решения широкого круга задач с применением такой модели, например, модель долж-
на позволять решать задачи о нагружении объекта не только квазистационарной на-
грузкой, но и движущейся или даже внедряющейся. По возможности математическая
модель должна быть универсализирована и при необходимости легко адаптироваться
для конкретного случая.

В данной работе рассмотрено построение математической модели для проведения
исследований объектов, которые можно представить в виде упругой изотропной пла-
стины конечной толщины, находящейся под действием квазистатических и динамиче-
ских нагрузок, а также инородных исследуемому объекту нагрузок, которые имеют
возможность внедряться в пластину. После построения математической модели по-
казано ее практическое применения для анализа НДС ледяного покрова, претерпе-
вающего сложное нагружение. Проведен анализ полученных результатов и сделано
заключение о практической применимости рассмотренной математической модели.
Математическая модель. Разрабатывая математическую модель для анализа

НДС деформируемой внешним воздействием упругой изотропной пластины конеч-
ной толщины, необходимо определиться с рядом допущений: во-первых, физические
и механические свойства материалов, составляющих исследуемый объект, не являют-
ся константами, а зависят от условий окружающей среды, а именно от температуры;
во-вторых, при моделировании движущейся нагрузки система отсчета может быть
привязана как к подвижной нагрузке, так и к пластине. В зависимости от того, с
каким объектом связана система отсчета, будут определяться и назначаться скорости
объектов, являющихся составляющими исследуемой системы; в-третьих, сила тяже-
сти относится к внешним силам.

Используя уравнения теории упругости для малых деформаций, запишем систему
дифференциальных уравнений в эйлеровой системе координат:
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Уравнение движения

σij,j + F ti = Iti ; i, j, k = 1, 2, 3; t = 1, 2 . . . n – номер нагрузки (1)

Iti = ρt

(
v̇i + vk

∂vi

∂xk

)
– в случае подвижной нагрузки (2)

Iti = ρt

(
vk
∂vi

∂xk

)
– в случае стационарного движения нагрузки (3)

Iti = 0 – в случае неподвижной нагрузки (4)
Закон Гука

σij − σδij = 2Gεij ; где σ =
1

3
σii ; εij =

1

2
(ui,j + uj,i) , (5)

δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
.

Дополнительное условие в случае всестороннего сжатия
dσ

dτ
− kt

∂vi

∂xi
= 0 (6)

для стационарного случая

εii = 3ktσ ; εij =
1

2
(ui,j + uj,i) . (7)

Уравнение теплопроводности (только для пластины)

∂

∂xi

(
λ
∂θ

∂xi

)
= 0 , i = 1, 2, 3. (8)

В уравнениях (1)–(8) используется суммирование по повторяющимся индексам, θ –
температура льда, ρ = ρ(θ) – плотность льда, G = G(θ) – модуль сдвига льда, σij –
тензор напряжений, εij – тензор деформаций, vi, Fi – проекции скорости перемещений
и удельной объемной силы по координатным осям xi, i = 1, 2, 3, λ – коэффициент

теплопроводности, v̇i =
∂vi

∂τ
, τ – время деформации.

По краям пластины при необходимости можно задавать условия закрепления урав-
нением:

σij = −ψτS
vск
|v|
, i, j, k = 1, 2, 3, (9)

где τS – предел текучести на сдвиг материала пластины, vск – скорость перемещения
пластины относительно основы закрепления, ψ – коэффициент трения, |v| – норми-
рующая скорость.
Постановка и решение задачи с применением математической модели.

Применение предлагаемой математической модели рассмотрим на примере решение
задачи о деформировании упругой изотропной пластины, материал которой – прес-
ный лед. Ледяная пластина претерпевает деформирующее воздействие со стороны
ледокольного судна. Ледокольное устройство представляет собой приставку [4] и схе-
матично представлено на рис. 1. В носовой части судна 1 при помощи креплений 2
устанавливают ледокольную приставку 3, перед которой в ледяном покрове 4 создают
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свободную кромку 5. Приставку 3 выполняют в виде плавучей конструкции, в верти-
кальной плоскости 6 которой устанавливают форштевень 7, наклоненный под углом к
горизонтальной поверхности, а по бортам – боковые ножи 8 с углом β и наклоненные к
горизонту под таким же, но отрицательным по отношению к форштевню углом. Бла-
годаря такой геометрической форме форштевня и боковым ножам при их контакте
со свободной кромкой 5 в ледяном покрове между ножами 8 будут возникать сжима-
ющие усилия 9. При определенном расстоянии 2b0 усилиях 9 это приведет к потере
устойчивости формы участка льда 10 и его разрушению. Отломанный участок льда
10 от сплошного льда 4 притопится наклонным днищем приставки 3, и его обломки
бортами 11 судна раздвинутся под кромки образовавшегося канала 12.

Рис. 1. Схема ледокольного устройства

Известно, что ледяной покров неоднороден из-за условий его формирования и нали-
чия всевозможных включений: пузырьков воздуха, песчинок, камней и др. Сплошным
лед также трудно назвать, в нем имеются температурные и деформационные трещи-
ны, образующиеся в процессе роста льда и движения ледовых масс. Возникающие в
процессе жизненного цикла льда сквозные трещины могут залечиваться, в результа-
те заполнения их водой на 90% и последующей ее кристаллизации, причем в случае
такого восстановления сплошности ледяного покрова прочностные свойства льда воз-
растают. Достаточно сложно учесть все возможные особенности льда, поэтому при ре-
шении задач, связанных с анализом напряженно-деформированного состояния льда,
применяют модели упругих изотропных пластин конечной толщины. Предложенную
в работе модель упругой изотропной пластины конечной толщины с учетом ее сжи-
маемости можно применить к решению задачи о деформировании и разрушении льда
ледокольной приставкой. Примем, что рассматриваемая ледяная пластина имеет рас-
пределение температур по толщине от –5 ◦С до –30 ◦С, в таком диапазоне температур
лед ведет себя упруго. Для решения задачи примем модуль Юнга и коэффициент
Пуассона зависимыми от температуры и согласно работам [5], [6] равными соответ-
ственно E =

(
87.6− 0.21θ − 0.0017θ2

)
102 МПа, ν = 0.5 + 0.003θ; коэффициент объем-

ного сжатия (k) примем равным k = (1− 2ν) /E, модуль сдвига – G = E/2 (1 + ν). В
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качестве критических напряжений примем напряжения σрас
кр = 4 МПа, σсж

кр = −8МПа,
установленные в работе [5]. Процессы, происходящие в материале, из которого выпол-
нены клин и форштевень устройства, не являются объектами исследования в данной
работе, поэтому трением на контактных со льдом поверхностях устройства пренебре-
гаем. Воспользуемся решением уравнения теплопроводности, приведенным в работах
[7], [8] с учетом λ = λ0 (1 + aθ), где a = −0.0159 град−1.

θ = −
1

a
+

√
1

a2
+
x1

h0

(
2θ1

a
+ θ1

)
(10)

Рассмотрим половину области деформирования ледяного покрова в сечении Oх1х2,
проходящим вдоль судна. На рис. представлена схема, поясняющая назначение гра-
ничных условий для решения указанной задачи.

а) б)
Рис. 2. Схема к расчету деформации ледяной пластины:

а) в плоскости Oх1х2; б) в плоскости Oх2х3

В представленной схеме выделены поверхности, характеризующие взаимодействия
ледяного покрова с нагрузками и окружающей средой. В плоскости Oх2х3 на рас-
стоянии h0 (толщина ледяного покрова) от нижней плоскости льда определены три
области S1, S3, S5, моделирующие соответственно поверхность взаимодействия льда
с атмосферой, поверхность взаимодействия клина с атмосферой, поверхность взаи-
модействия льда с форштевнем. На поверхности льда, расположенной в плоскости
Oх2х3, при h0 = 0 выделены поверхности S2, S4, характеризующие соответственно
взаимодействие нижней поверхности ледяной пластины и нижней поверхности клина
с водой. Также выделена поверхность S15 с целью имитации закрепления исследуемой
области льда с неподвижным полем ледяного покрова. В плоскости Oх1х3 выделен
ряд поверхностей, ограничивающих исследуемую область и характеризующих: S6 –
взаимодействие исследуемой области льда и с ледяным полем, S10 – взаимодействие
свободного края льда с атмосферой, S13 – взаимодействие рассматриваемой части
клина с основной частью ледокольной приставки, S11 – взаимодействие острия кли-
на со льдом, S9 – взаимодействие исследуемого льда с ледяным полем. В плоскость
симметрии смоделирована поверхностью S8, поверхность S7, расположенная в плос-
кости Oх1х2 на расстоянии b от плоскости симметрии, характеризует взаимодействие
исследуемой ледяной области с неподвижным ледяным полем. Поверхности S12, S14

ограничивают область, моделирующую внедрение инородного льду объекта клино-
видной формы, деформационные процессы в области ограниченной поверхностями
S11, S12, S13, S14 в рамках данной задачи не исследуются.
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Начальные условия задачи:

vi|τ=0 = 0, εij |τ=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Граничные условия задачи, в соответствии с рис. :

σ11|S1
= −p0; σ11|S2

= − (p0 + γh0) ; σ11|Si = 0, i = 1, 2, 3;

(σ12 = σ13)|Si = 0, i = 1, 2, 3, 4, 5, 15; σ22|Si = 0, i = 6, 13;

(σ21 = σ23)|Si = 0, i = 6, 10, 11, 12, 13, 14; σ22|S10
= −p0;

σ22|S13
= 0; (σ31 = σ32)|Si = 0, i = 7, 8, 12, 14; v1|S5

= −V tg (β) ;

v1|S15
= 0; v2|Si = 0, i = 7, 8; v2|S11

= −V ; v2|S9
= 0;

v3|Si = 0, i = 7, 8, 14; v3|S12
= V sin (α) .

(11)

Здесь p0 – атмосферное давление; γ – удельный вес льда, h0 – толщина льда; V –
скорость движения ледокольной приставки; β – угол наклона форштевня относитель-
но верхней поверхности льда, принят равным 10◦; α – угол острия клина, принят
равным 25◦.

При решении задачи применялся численный метод [9], в соответствии с которым ис-
следуемая область представляется в виде объемных ортогональных ячеек конечных
размеров, количество ячеек – 2500 штук. Для каждой ячейки записывается систе-
ма уравнений в разностном виде в количестве 7680. Расчетное время одной итера-
ции, произведенной на компьютере с процессором на базе INTEL(R) Core (TM)i5CPU
760@2.80GHz составило 54 с. Для сходимости решения с установленной точностью
0.001 потребовалось 24 итерации на каждом временном шаге. Решение системы урав-
нений производится по алгоритму, описанному в работах [10], [11], с применением
программного продукта [12].
Результаты исследований. Исследованию напряженно-деформированного со-

стояния подвергался ледяной покров, находящийся под воздействием ледокольного
устройства [2]. Для проведения численных исследований в соответствии со схемой,
представленной на рис. , для льда и устройства назначались следующие параметры:
а – 35 м, а1 – 3 м, а2 – 1 м, а3 – 0,03 м, b – 25.6 м, b1 – 3 м, b2 – 1,5 м, b3 – 0.8 м, с
– 20 м. Скорость устройства задавалась последовательно равной 6 км/ч, 8 км/ч, 10
км/ч. Время всего исследуемого процесса принималось τ = 0,4 с, ∆τ = 0,1 с. Тол-
щина ледяного покрова h0 принималась равной 0,5 м, так как авторы, предлагающие
устройство для разрушения льда, полагают, что данное судно способно преодолеть
лед толщиной до 1 метра, причем рабочая толщина должна быть не более 0,5 м.

Устойчивость полученных решений проверялась численно при варьировании зада-
ваемых параметров в пределах 0.01%. В результате вычислений решения, полученные
при задании параметров с погрешностью, и без нее совпали, соответственно получае-
мые решения можно считать устойчивыми. При проведении вычислений проводился
контроль значений касательных напряжений. Расчетные значения касательных на-
пряжений всегда на порядок были меньше нормальных напряжений, поэтому нор-
мальные напряжения принимались главными.

Рассмотрим более подробно результаты численного решения, и определим возмож-
ность разрушения льда данным ледокольным судном на основании анализа НДС ле-
дяной пластины, претерпевающей сложное нагружение.
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а) б)

в)
Рис. 3. Схема распределения напряжении σ22 в приповерхностных слоях

ледяного покрова, находящегося под действием системы
нагрузок при скорости движения ледокольного судна

а) 6 км/ч; б) 8км/ч; в) 10км/ч

В данной работе рассматривается процесс до зарождения и развития трещин во
льду. На рис. приведено распределение напряжений в верхних слоях ледяной пла-
стины, при контакте льда с ледокольным судном при различных скоростях движения
судна до момента столкновения со льдом. Сжимающий характер напряжений пре-
имущественно фиксируется в ледяном покрове вдоль прямой движения устройства.
Наибольшие сжимающие напряжения σ22 характерны для областей, расположенных
фронтально от клина. При всех рассматриваемых скоростях движения устройства в
ледяном покрове напряжения σ22 по всей исследуемой области деформирования рас-
пределяются волнообразно и с удалением от устройства – сглаживаются. Волнообраз-
ное распределение напряжений σ22, выражающееся в чередовании растягивающих и
сжимающих напряжений, при скорости устройства 8 км/ч просматривается наиболее
четко, чем при скоростях 6 км/ч и 10 км/ч (рис. , б).

Анализируя рис. и можно с уверенностью утверждать, что в ледяном покро-
ве, находящемся под действием нескольких нагрузок, обеспечиваемых ледокольным
устройством, имеется достаточно большое количество областей, в которых напряже-
ния превышают критические. Чередование областей с большими растягивающими и
сжимающими напряжениями свидетельствует о том, что ледяная пластина будет ак-
тивно деформироваться, причем наличие областей с растягивающими напряжениями
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в верхних слоях сопровождается наличием сжимающих напряжений на противопо-
ложной стороне ледяной пластины. Таким образом, можно утверждать, что в ледяном
покрове будет наводиться изгибающий момент, который в свою очередь будет способ-
ствовать еще большему деформированию льда, приводящему к нарушению сплош-
ности. В настоящей работе не рассматривается вопрос о возникновении и развитии
нарушений сплошности, которые могут приводить лед к разрушению, а также не за-
трагивается вопрос о перераспределении нагрузок вследствие нарушения сплошности
ледяного покрова и его переход в новое устойчивое состояние.

а) б)

в)
Рис. 4. Схема распределения напряжении σ33 в приповерхностных слоях

ледяного покрова, находящегося под действием системы
нагрузок при скорости движения ледокольного судна

а – 6 км/ч; б – 8 км/ч; в – 10 км/ч
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Наиболее эффектная деформационная картина наблюдается при скорости передви-
жения устройства 8 км/ч. При скоростях перемещения устройства равных 6 км/ч и 10
км/ч, ледяная пластина, в силу своих физических свойств и инерционности, соответ-
ственно успевает перераспределить возникающие в ней напряжения или не успевает
отреагировать на нагрузку. Схемы распределения напряжений, представленные на
рис. и не противоречат известным положениям о физических и механических свой-
ствах пресного льда.
Вывод. Проведенные в работе исследования ледяного покрова, находящегося под

действием нескольких нагрузок, с применением разработанной математической моде-
ли однородной изотропной пластины конечной толщины, находящейся под действием
системы нагрузок, показали пригодность разработанной модели для проведения ис-
следований напряженно-деформированного состояния нагруженных пластин.

Результаты численных исследований показали, что данное ледокольное устройство
может быть использовано для разрушения ледяного покрова толщиной 0,5 м, причем
оптимальная скорость устройства равна 8 км/ч.

Предложенная математическая модель деформирования системой нагрузок од-
нородной изотропной пластины конечной толщины и результаты исследования
напряженно-деформированного состояния ледяного покрова могут быть использо-
ваны для разработок инновационных способов разрушения льда и прокладывания
судоходных каналов в зимние периоды на реках северных регионов.
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ABOUT THE PECULIARITIES DEFORMATION OF SEVERE ELASTIC PLATE
OF FINITE THICKNESS UNDER THE ACTION OF A MOVING LOAD FOR

EXPLORING OF STRENGTH OF THE ICE COVE
Institute of Machinery and Metallurgy of Far Eastern Branch of Russian Academy of Sciences,

Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. The mathematical model has been made with the applying of theory of small elastic
strains and well-tested numerical method for research of stress-strain state of elastic isotropic plate
of finite thickness under the influence of the system load. The application of the developed model
for the analysis of stress-strain state of the ice cover, which undergoes of deformation by the
icebreaking device was shown. Also, it shows the suitability of this model for the analysis of the
efficiency of ice-breaking ability of devices.
Keywords: mathematical model, numerical simulation, complex loading, theory of elasticity,
deformation, stress, ice cover.
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Аннотация. Предлагается подход к формулировке четырех константных определяющих со-
отношений изотропно упругой среды, заключающийся в использовании первых двух инвари-
антов тензора напряжений и параметра жесткости вида напряженного состояния. Показано,
что для определения констант, характеризующих механические свойства упругой среды, до-
статочно двух базовых экспериментов на одноосное растяжение и сжатие.

Ключевые слова: инварианты напряженного состояния, параметр жесткости нагружения,
квази линейная упругая среда, четырехконстантный упругий потенциал.

УДК: 539.3

Довольно подробный обзор работ, посвященный построению определяющих соот-
ношений, учитывающих чувствительность деформирования упругой среды к виду на-
пряженного состояния, представлен в статьях [3]–[5].

Рассмотрим возможности построения четырех константных квазиквадратичных по-
тенциалов изотропной среды на базе двух первых инвариантов тензора напряжений
и весового коэффициента равного в трехмерном векторном пространстве главных на-
пряжений косинусу угла между направлением гидростатической оси и вектора тензо-
ра напряжений. Показано, что для определения четырех констант достаточно экспе-
риментов на одноосное растяжение и сжатие.
1. Инварианты напряженного состояния. Сплошную среду отнесем к декарто-

вой системе координат хi (i = 1, 2, 3). Напряженное состояние в элементе сплошной
среды характеризуется симметричным тензором напряжений σij = σji. Растягиваю-
щее усилие считается положительным.
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Напряженное состояние изотропной среды также можно характеризовать триэдром
направлений главных напряжений σi и тремя инвариантами напряженного состояния.
Далее рассмотрим сплошные среды, механические характеристики, которые не зави-
сят от третьих инвариантов тензора напряжений.

В качестве примера выберем следующие первый и второй инварианты тензора на-
пряжений [8], [9]: инварианты, полученные сверткой произведения тензоров напряже-
ний,

HI = σ1 + σ2 + σ3, HII = σ2
1 + σ2

2 + σ2
3; (1.1)

естественные инварианты

II = σ1 + σ2 + σ3, III = (σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2; (1.2)

алгебраические инварианты

JI = σ1 + σ2 + σ3, JII = σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1. (1.3)

Заметим, что некоторые из приведенных инвариантов имеют ясный механический
смысл. Так, например, первые инварианты равны между собой и пропорциональны
гидростатическому давлениюHI = II = JI = (σ1+σ2+σ3) = 3σ. Инвариант

√
HII = Σ

равен модулю вектора напряжений ~Σ в трехмерном векторном пространстве главных
напряжений [6]. Инвариант III =

√
3Σd пропорционален модулю вектора девиаторных

напряжений ~Σd.
2. Квадратичные потенциалы линейноупругой среды. Квадратичные по-

тенциалы линейноупругой среды Гука можно представить через приведенные выше
инварианты (1.1)–(1.3):

W = (AhH
2
I +BhHII), (2.1)

или

W = (AiI
2
I +BiIII), (2.2)

или

W = (AjJ
2
I +BjJII). (2.3)

Используя потенциалы (2.1)–(2.3), можно получить выражения для главных де-
формаций ei. Например, из потенциала (2.1) следует

e1 = 2(AhHI +Bhσ1) (123). (2.4)

Знак (123) означает, что выражения для главных деформаций e2, e3 получаются из
(2.4) круговой перестановкой.

Механические характеристики линейно упругой среды находятся из эксперимента
на одноосное растяжение (или сжатие). Напряженное состояние при этом задается в
виде σ1 = ω, σ2 = σ3 = 0.

Из (2.1) следует

e1 = 2(Ah +Bh)ω, e2 = e3 = 2Ahω.

Учитывая, что
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e1/ω = 2(Ah +Bh) = 1/E, e2/ω = e3/ω = 2Ah = −ν/E,
получим

Ah = −ν/2E, Bh = (1 + ν)/2E.

где E – модуль упругости, ν – коэффициент Пуассона.
Рассуждая аналогично, в соответствии с формулировкой потенциала (2.2) запишем

e1 = 2[AiII +Bi(2σ1 − σ2 − σ3)] (123),

Ai = (1− 2ν)/6E, Bi = (1 + ν)/6E.

Аналогично, потенциалу (2.3) соответствует

e1 = 2AjJI +Bj(σ2 + σ3) (123),

Aj = 1/2E, Bj = −(1 + ν)/E.

Следовательно, константы, входящие в потенциалы (2.1)–(2.3), вычисляются через
две механические характеристики среды: модуль упругости и коэффициент Пуассона.

Модель линейноупругой среды Гука постулирует независимость механических ха-
рактеристик сплошной среды от вида напряженного состояния. Потенциалы (2.1)–
(2.3), записанные через различные инварианты, прогнозируют в эксперименте на чи-
стый сдвиг одинаковые значения модуля сдвига Gτ = E/2(1 + ν) и отсутствие дила-
тации e1 + e2 + e3 = 0.
3. Четырехконстантные потенциалы. Рассмотрим сплошные среды, механиче-

ские характеристики которых различны при одноосном растяжении и сжатии. Введем
предположение, что коэффициенты квадратичных потенциалов (2.1)–(2.3) являются
линейными функциями параметра жесткости нагружения [2]

χ =
σ1 + σ2 + σ3√
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3

. (3.1)

Параметр χ является инвариантом напряженного состояния и пропорционален ко-
синусу угла между вектором главных напряжений ~Σ и направлением гидростатиче-
ской оси в трехмерном векторном пространстве главных напряжений [6]. Это предпо-
ложение позволяет сформулировать четырехконстантные квазиквадратичные потен-
циалы:

W = (Ah + ahχ)H2
I + (Bh + bhχ)HII , (3.2)

или

W = (Ai + aiχ)I2
I + (Bi + biχ)III , (3.3)

или

W = (Aj + ajχ)J2
I + (Bj + bjχ)JII . (3.4)
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Покажем, что четыре константы, входящие в каждый из квазиквадратичных потен-
циалов (3.2)–(3.4), однозначно определяются в эксперименте на одноосное растяжение
и сжатие.

Из потенциала (3.2) следует

e1 = 2AhHI + ah[(Σ− χσ1)χ+ 2HI ] + 2Bhσ1 + bh(Σ + χσ1) (123).

Из эксперимента на одноосное растяжение и сжатие имеем

2(Ah + ah +Bh + bh) = 1/E+, 2Ah + 3ah + bh = −ν+/E+,

2(Ah − ah +Bh − bh) = 1/E−, 2Ah − 3ah − bh = −ν−/E−. (3.5)

Решая совместно уравнения (3.5), получим

Ah = −1

4

(
ν+

E+
+
ν−
E−

)
, Bh =

1

4

(
1 + ν+

E+
+

1 + ν−
E−

)
,

ah = −1

4

[
1

2

(
1

E+
− 1

E−

)
+

(
ν+

E+
− ν−
E−

)]
, bh =

1

4

[
3

2

(
1

E+
− 1

E−

)
+

(
ν+

E+
− ν−
E−

)]
.

где E+, E− – модули упругости, ν+, ν− – коэффициенты Пуассона при одноосном
растяжении и сжатии соответственно.

Из потенциала (3.3) имеем следующие определяющие соотношения:

e1 = 2(Ai + aiχ)II + [aiχ
2 + bi(1 + III/Σ

2)](Σ− χσ1) + 2Bi(2σ1 − σ2 − σ3) (123).

Обрабатывая данные, полученные в экспериментах на одноосное растяжение и сжа-
тие, получим следующие выражения для констант:

Ai =
1

12

(
1− 2ν+

E+
+

1− 2ν−
E−

)
, Bi =

1

12

(
1 + ν+

E+
+

1 + ν−
E−

)
,

ai = −1

6

(
ν+

E+
− ν−
E−

)
, bi =

1

12

[(
ν+

E+
− ν−
E−

)
+

3

2

(
1

E+
− 1

E−

)]
.

Аналогично, рассматривая потенциал (3.4), получим определяющие соотношения

e1 = 2(Aj + ajχ)JI + [ajχ
2 + bjJII/Σ

2](Σ− χσ1) + (Bj + bjχ)(σ2 + σ3) (123).

Эксперименты на одноосное растяжение и сжатие позволяют установить зависимо-
сти

Aj =
1

4

(
1

E+
+

1

E−

)
, aj =

1

4

(
1

E+
− 1

E−

)
,

Bj = −1

2

(
1 + ν+

E+
+

1 + ν−
E−

)
, bj = −1

2

[
3

2

(
1

E+
− 1

E−

)
+

(
ν+

E+
− ν−
E−

)]
.

Отметим, что при чистом сдвиге все три потенциала (3.2)–(3.4) дают одинаковый
прогноз значений как для модуля сдвига Gτ
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1

Gτ
=

1 + ν+

E+
+

1 + ν−
E−

,

так и для объемной деформации

θτ = e1 + e2 + e3 =
3

2
√

2

[
3

2

(
1

E+
− 1

E−

)
+

(
ν+

E+
− ν−
E−

)]
τ,

где τ – максимальное касательное напряжение.
4. Частный случай. В связи с тем, что при формулировке трех константных по-

тенциалов, использующих только первые два инварианта, допускаются ошибки, сде-
лаем несколько замечаний.

Если механические характеристики материала таковы, что ah = 0, то из потенциала
(3.2) следует трех константный потенциал деформаций [1]

W = AhH
2
I +BhHII + bhHI

√
HII . (4.1)

Потенциал (4.1) аналогичен потенциалу напряжений В.П.Мясникова [7]

W = 0, 5λΛ2
I + µΛII − εΛI

√
ΛII , (4.2)

где ΛI = e1 + e2 + e3, ΛII = e2
1 + e2

2 + e2
3.

А.А.Трещев в монографии [10] утверждает, что потенциалы, построенные на ис-
пользовании инвариантов свертки произведения тензоров, противоречат физическому
смыслу.

Покажем, что это утверждение А.А. Трещева несостоятельно. Сначала приведем
вариант физически противоречивого потенциала. Например, в работе [1] был рассмот-
рен квазиквадратичный трех константный потенциал вида

W = fσ2 + gστ + hτ2, (4.3)

где 3σ = I1, 3τ =
√
I2.

Поскольку потенциал (4.3) не зависит от третьего инварианта, то вариация энергии
упругого деформирования вычисляется по формуле [9]

W = 3(eδσ + γδτ), (4.4)

где e = (e1+e2+e3)/3 – средняя деформация, 3γ =
√

(e1 − e2)2 + (e2 − e3)2 + (e3 − e1)2

– параметр формоизменения.
Из (4.3) и (4.4) следуют определяющие соотношения

3e = 2fσ + gτ, 3γ = gσ + 2hτ. (4.5)

Подвергнем изотропный материал, механические свойства которого описывается
потенциалом (4.2), воздействию гидростатического давления σ1 = σ2 = σ3 = σ, τ = 0.

Соотношения (4.5) принимают вид

3e = 2fσ, 3γ = gσ. (4.6)

Из второго соотношения в формулах (4.6) следует, что воздействие гидростати-
ческого давления на изотропный материал приводит к его формоизмене-
нию, что противоречит физическому смыслу.
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Рассмотрим теперь потенциал (4.1). Учитывая, что H1 = 3σ, H2 = 9(σ2 + τ2), из
потенциала (4.1) следуют определяющие соотношения

e = 3

[
2(Ah +Bh)σ + bh

(√
σ2 + τ2 +

σ2

√
σ2 + τ2

)]
,

γ = 3

[
2Bh + bh

(
σ√

σ2 + τ2

)]
τ. (4.6)

При воздействии на изотропный материал только гидростатического давления со-
отношения (4.6) принимают вид

e = 6(Ah +Bh + bh)σ, γ = 0. (4.7)

Из второго соотношения в (4.7) видно, что наложение гидростатического давления
на изотропный материал, подчиняющийся потенциалу (4.1), не приводит к формоиз-
менению, следовательно, потенциал (4.1) физически не противоречив.
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РАСТЯЖЕНИЕ ИДЕАЛЬНОПЛАСТИЧЕСКОГО АНИЗОТРОПНОГО
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Аннотация. В работе рассмотрено растяжение прямоугольного бруса из идеальнопластиче-
ского материала при трансляционной анизотропии.

Ключевые слова: напряжение, пластичность, растяжение, брус.

УДК: 539.375

Уравнения поверхностей боковых граней представим в виде:

x = ± (a+ δf1 (y, z)) , (1)

y = ± (b+ δf2 (x, z)) . (2)

Брус растягивается вдоль оси z, боковые грани свободны от напряжений. Материал
бруса анизотропный идеальнопластический, удовлетворяющий условию пластичности

A ((σx − σy)− (kx − ky))2 +B ((σy − σz)− (ky − kz))2 + C ((σz − σx)− (kz − kx))2 +

+6
[
D (τxy − kxy)2 + F (τyz − kyz)2 + E (τxz − kxz)2

]
= 6k2

0,

(3)
где σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz – компоненты напряжения, A,B,C,D, F,E, kij , k0 − const,
определяющие предел текучести и параметры анизотропии.
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εx = 2λ [C (σx − σz − (k1 − k3)) +B (σx − σy − (k1 − k2))] ,
εy = 2λ [B (σy − σz − (k2 − k3)) +A (σy − σx − (k2 − k1))] ,
εz = 2λ [B (σz − σy − (k3 − k2)) + C (σz − σx − (k3 − k1))] ,

εxy = λD (τxy − k6) ,
εyz = λF (τyz − k4) ,
εxz = λE (τxz − k5) ,

(4)

где εx, εy, εz, εxy, εyz, εxz– компоненты скорости деформации.
От компонент скоростей деформаций εij перейдем к скоростям перемещений u, v, w

по формулам Коши

εx =
∂u

∂x
, εxy =

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
,

εy =
∂v

∂y
, εyz =

1

2

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
,

εz =
∂w

∂z
, εxz =

1

2

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
,

(5)

где u, v, w − скорости перемещения.
Решение будем искать в виде

σij = σ0
ij + δσ′ij , εij = ε0

ij + δε′ij , u = u0 + δu′, ..., λ = λ0 + δλ′, (6)

σ0
z = k

√
6

B + C
, σ0

x = σ0
y = τ0

xy = τ0
xz = τ0

yz, σ
0 =

1

3
σ0
z > 0. (7)

Граничные условия согласно (1), (2), (6), (7) примут вид

σ′x = 0, τ ′xy = 0, τ ′xz ∓ σ0
z

∂f1

∂z
= 0, x = ±a. (8)

σ′y = 0, τ ′xy = 0, τ ′yz ∓ σ0
z

∂f2

∂z
= 0, y = ±b. (9)

Линеаризируя условие пластичности (3), используя (6), (7) получим

(B + C)
(
σ′z − k′z

)
−B

(
σ′y − k′y

)
− C

(
σ′x − k′x

)
= 0. (10)

Из (5)–(7) получаем

ε0
x = −λ0Cσ0

z , ε
0
y = −λ0Bσ0

z , ε
0
z = λ0 (B + C)σ0

z , λ
0 =

ε0
z

(B + C)σ0
z

,

ε0
xy = ε0

xz = ε0
yz = 0, u0 = −λ0Cσ0

zx,
v0 = −λ0Bσ0

zy, w
0 = λ0 (B + C)σ0

zz.

(11)

Согласно (4)–(7), (11) будем иметь
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∂u′

∂x
= 2λ0

[
C (σ′x − σ′z − (k′1 − k′3)) +B

(
σ′x − σ′y − (k′1 − k′2)

)]
− λ′Cσ0

z ,

∂v′

∂y
= 2λ0

[
B
(
σ′y − σ′z − (k′2 − k′3)

)
+A

(
σ′y − σ′x − (k′2 − k′1)

)]
− λ′Bσ0

z ,

∂w′

∂z
= λ′ (B + C)σ0

z ,

∂u′

∂y
+
∂v′

∂x
= 2λ0D

(
τ ′xy − k′6

)
,

∂v′

∂z
+
∂w′

∂y
= 2λ0F (τyz − k4) ,

∂u′

∂z
+
∂w′

∂x
= 2λ0E (τ ′xz − k′5) ,

(12)

Согласно (12) выполняется условие несжимаемости

ε′x + ε′y + ε′z = 0,
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z
= 0.

(13)

Удовлетворим уравнению (13), положив

u′ =
∂Ψ

∂y
, v′ = −∂Ψ

∂x
,w′ = λ′ = 0. (14)

Согласно (14), (12), (10) будем иметь

∂2Ψ

∂x∂y
= λ◦

(AB +AC +BC)

B + C

(
σ′x − σ′y

)
,

∂2Ψ

∂y2
− ∂2Ψ

∂x2
= 6λ◦Dτ ′xy,

∂2Ψ

∂y∂z
= 6λ◦Eτ ′xz,

∂2Ψ

∂x∂z
= −6λ◦Fτ ′xy.

(15)

Из первого уравнения системы (15) и условия пластичности (10) получим

σ′x = σ′y +
B + C

λ◦ (AB +AC +BC)

∂2Ψ

∂x∂y
,

σ′z = σ′y +
C

λ◦ (AB +AC +BC)

∂2Ψ

∂x∂y
.

(16)

Подставим выражения (16) и (15) в уравнения равновесия

∂σ′x
∂x

+
∂τ ′xy
∂y

+
∂τ ′xz
∂z

= 0,

∂τ ′xy
∂x

+
∂σ′y
∂y

+
∂τ ′yz
∂z

= 0,

∂τ ′xz
∂x

+
∂τ ′yz
∂y

+
∂σ′z
∂z

= 0.

и получим
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∂σ′y
∂x

+
B + C

λ◦ (AB +AC +BC)

∂3Ψ

∂x2∂y
+

1

6λ◦D

(
∂3Ψ

∂y3
− ∂3Ψ

∂x2∂y

)
+

1

6λ◦E

∂3Ψ

∂z2∂y
= 0,

∂σ′y
∂y

+
1

6λ◦D

(
∂3Ψ

∂y2∂x
− ∂3Ψ

∂x3

)
− 1

6λ◦F

∂3Ψ

∂z2∂x
= 0, (17)

1

6λ◦E

∂3Ψ

∂x∂y∂z
− 1

6λ◦F

∂3Ψ

∂x∂y∂z
+
∂σ′y
∂z

+
C

λ◦ (AB +AC +BC)

∂3Ψ

∂x∂y∂z
= 0.

Из третьего уравнения системы (17) найдем

σ′y =

(
1

6λ◦F
− 1

6λ◦E
− C

λ◦ (AB +AC +BC)

)
∂2Ψ

∂x∂y
+ f (x, y) . (18)

Подставим выражение (18) в два первых уравнения системы (17) и получим

∂f

∂x
+

(
1

6λ◦F
− 1

6λ◦E
− 1

6λ◦D
+

B

λ◦ (AB +AC +BC)

)
∂3Ψ

∂x2∂y
+

+
1

6λ◦D

∂3Ψ

∂y3
+

1

6λ◦E

∂3Ψ

∂z2∂y
= 0,

∂f

∂y
+

(
1

6λ◦F
− 1

6λ◦E
+

1

6λ◦D
+

C

λ◦ (AB +AC +BC)

)
∂3Ψ

∂x∂y2
−

− 1

6λ◦D

∂3Ψ

∂x3
+

1

6λ◦F

∂3Ψ

∂z2∂x
= 0.

(19)

Из уравнений (19) найдем(
− 1

3λ◦D
+

B + C

λ◦ (AB +AC +BC)

)
∂4Ψ

∂x2∂y2
+

+
1

6λ◦D

(
∂4Ψ

∂y4
+
∂4Ψ

∂x4

)
+

1

6λ◦E

∂4Ψ

∂z2∂y2
+

1

6λ◦F

∂4Ψ

∂z2∂x2
= 0.

(20)

Решение уравнения (20) будем искать в виде

Ψ = sin (mx) sin (ny)Z (z) , (21)

тогда уравнение (20) примет вид

m2n2

(
− 1

3λ◦D
+

B + C

λ◦ (AB +AC +BC)

)
Z (z) +

+
1

6λ◦D

(
m4 + n4

)
Z (z)−

(
n2

6λ◦E
+

m2

6λ◦F

)
Z ′′ (z) = 0.

(22)

Уравнение (22) является дифференциальным уравнением второго порядка с посто-
янными коэффициентами, поэтому его решение будем искать в виде

Z (z) = eλz,

тогда коэффициент λ будет определяться из уравнения
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m2n2

(
− 1

3λ◦D
+

B + C

λ◦ (AB +AC +BC)

)
+

+
1

6λ◦D

(
m4 + n4

)
=

(
n2

6λ◦E
+

m2

6λ◦F

)
λ2.

(23)

Если λ2 > 0, то функция Z (z) имеет вид

Z (z) = C1e
λz + C2e

−λz,

если λ2 < 0, то функция Z (z) имеет вид

Z (z) = C1 cos (λz) + C2 sin (λz) ,

если λ2 = 0, то функция Z (z) имеет вид

Z (z) = C1z + C2,

где C1, C2 – const.
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I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. In operation the tension of the rectangular bar of idealsolution layer in translational
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Д. А. Абруков

ИЗГИБ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ,
ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПО ДЛИННЫМ СТОРОНАМ, НА ТОРЦЕ

КОТОРОЙ ЗАДАНЫ ПРОГИБ ИЛИ УГОЛ ПОВОРОТА. ТОЧНОЕ
РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Построено точное аналитическое решение краевой задачи изгиба полубеско-
нечной прямоугольной пластины с защемлёнными длинными сторонами, на торце которой
заданы прогиб или угол поворота (краевые функции четные). Решение представляется в ря-
дах по функциям Фадля – Папковича. Искомые коэффициенты ряда находятся с помощью
систем функций, биортогональных к функциям Фадля – Папковича.

Ключевые слова: изгиб пластины, изгиб полубесконечной прямоугольной пластины, функ-
ции Фадля – Папковича, аналитические решения.

УДК: 539.3+624.073

Введение. В работах [1]–[3] изучались свойства систем функций Фадля-
Папковича, возникающих при решении двумерной краевой задачи теории упругости в
прямоугольнике (полуполосе) с однородными граничными условиями по двум проти-
воположным сторонам. Функции Фадля-Папковича комплекснозначны и не образуют
базиса на отрезке в обычном смысле [1]. Поэтому разложения по ним невозможно
построить, опираясь на классический аппарат теории базиса функций [4]. Решению
краевой задачи предшествует изучение, так называемых разложений Лагранжа [1].
Разложения Лагранжа являются аналогами разложений по тригонометрическим си-
стемам функций и играют такую же роль при решении краевых задач, какую три-
гонометрические ряды играют в решениях Файлона-Рибьера. Аналогичная ситуация
имеет место и в задаче изгиба тонких прямоугольных пластин, а также её частного
случая – изгиба полубесконечной прямоугольной пластины.
1. Постановка задачи. Рассмотрим пластину, отнесенную к декартовым коорди-

натам x, y. Дифференциальные уравнения равновесия можно записать в виде [5]

c© АбруковД.А., 2016
Абруков Денис Александрович
e-mail: AbrukovDA@yandex.ru, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры ма-
тематического анализа, алгебры и геометрии, Чувашский государственный педагогический
университет им.И.Я.Яковлева, г. Чебоксары, Россия.

Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта РФФИ № 15-41-02-644
р_поволжье_а.

Поступила 12.07.2016
87



88 Д. А. АБРУКОВ



∂Qx
∂x

+
∂Qy
∂y

= −P (x, y),

∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
= Qx(x, y),

∂Mxy

∂x
+
∂My

∂y
= Qy(x, y),

(1.1)

где P (x, y) – произвольная поперечная нагрузка, Qx, Qy – перерезывающие силы,
Mx, My, Mxy – изгибающие и крутящий моменты.

Моменты и углы поворота Φx, Φy можно выразить через прогиб w = w(x, y):

Mx(x, y) = −D
[
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

]
, My(x, y) = −D

[
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

]
,

Mxy(x, y) = −Myx(x, y) = −D(1− ν)
∂2w

∂x∂y
, Φx(x, y) = D

∂w

∂x
, Φy(x, y) = D

∂w

∂y
,

(1.2)
где ν – коэффициент Пуассона, а

D =
Eρ3

12(1− ν2)

– цилиндрическая жесткость пластины (E – модуль упругости, ρ – толщина пласти-
ны).

Кроме того,

Qx = −D ∂

∂x
∇2w, Qy = −D ∂

∂y
∇2w, (1.3)

где ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
– оператор Лапласа на плоскости.

Подставляя выражения (1.3) в первое из уравнения (1.1) получим основное диффе-
ренциальное уравнение теории изгиба пластин

D∇2∇2w = P (x, y). (1.4)

Помимо обычных сил Qx, Qy вводятся также обобщенные в смысле Кирхгоффа
перерезывающие силы

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
= −D

[
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂3w

∂x∂y2

]
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
= −D

[
∂3w

∂y3
+ (2− ν)

∂3w

∂y∂x2

]
.

(1.5)

Будем строить решение, пользуясь методом начальных функций [6], позволяющим
эффективно получать выражения для функций Фадля-Папковича. Основные соотно-
шения метода имеют вид

W (x, y) = LWW (y)W0(x) + LWΦ(y)Φ0(x) + LWM (y)M0(x) + LWQ(y)Q0(x),
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Φy(x, y) = LΦW (y)W0(x) + LΦΦ(y)Φ0(x) + LΦM (y)M0(x) + LΦQ(y)Q0(x),
My(x, y) = LMW (y)W0(x) + LMΦ(y)Φ0(x) + LMM (y)M0(x) + LMQ(y)Q0(x),

(1.6)

Ky(x, y) = LQW (y)W0(x) + LQΦ(y)Φ0(x) + LQM (y)M0(x) + LQQ(y)Q0(x).

где LWW (h), LWM (h) и т. д. – операторы метода начальных функций [6].
ФункцииW (x, y), Φy(x, y), My(x, y), Ky(x, y), определенные при y = 0,

W0(x) = Dw(x, 0), Φ0(x) =
∂W (x, 0)

∂y
,

M0(x) = My(x, 0), Q0(x) = Ky(x, 0),
(1.7)

называются начальными. Решение задачи будем искать с разделением на симметри-
ческое и обратно симметрическое относительно линии симметрии пластины y = 0. В
случае симметрической задачи начальные функции Φ0(x) = Q0(x) = 0. Зная началь-
ные функции, по формулам (1.6), (1.7) можно найти основные факторы.

Рассмотрим полубесконечную прямоугольную пластину {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h }
шириной 2h с защемленными краями y = ±h:

W (x,±h) = Φy(x,±h) = 0, (1.8)

и с некоторыми граничными условиями на торце x = 0.
С помощью формул (1.6) удовлетворим граничным условиям (1.8), которые примут

вид:

LΦW (α, h)W0(x) + LΦM (α, h)M0(x) = 0,
LWW (α, h)W0(x) + LWM (α, h)M0(x) = 0.

(1.9)

Здесь W0(x) = Dw(x, 0), M0(x) = My(x, 0) – начальные функции, определенные при
y = 0, α = d/dx – оператор дифференцирования.

Введем разрешающую функцию F (x) по формулам

W0(x) = −LΦM (α, h)F (x), M0(x) = LΦW (α, h)F (x). (1.10)

При этом первое из уравнений (1.9) будет тождественно удовлетворено, а второе
примет вид

[LWM (α, h)LΦW (α, h)− LWW (α, h)LΦM (α, h)]F (x) = 0. (1.11)

Раскрывая выражения для дифференциальных операторов, получим обыкновенное
дифференциальное уравнение бесконечного порядка(

2αh+ sin 2αh

4α

)
F (x) = 0. (1.12)

Будем искать его решение в виде

F (x) = eλx. (1.13)

Подставляя (1.13) в (1.11), получим трансцендентное характеристическое уравне-
ние
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L(λ, h)

λ
= 0, (1.14)

L(λ, h) =
1

4
(2λh+ sin 2λh) . (1.15)

Уравнение (1.15) имеет бесконечное множество комплексных корней
{±λk,±λ̄k} = Λ, k = 1, 2.... Ниже для иллюстрации приведены значения пяти

корней уравнения (1.15) при h = 1, ν =
1

3
, принадлежащих первой координатной

четверти (табл. 1).
Таблица 1

№ корня λk Reλk Imλk
1 2.10619611524533 1.12536430580093
2 5.356268698639631 1.551574372912625
3 8.536682426575915 1.77554367351104
4 11.69917761282565 1.929404496552787
5 14.85405991263802 2.046852462382667

Для определения точных значений λk можно воспользоваться асимптотической
формулой

λk ≈
1

h

[
kπ − π

4
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
+ i

1

h

[
ln(4kπ)

2
− ln(4kπ − π)

4kπ

]
.

Итак, решение уравнения (1.11), имеет вид

F (x) =
∞∑
k=1

(
Ake

λkx + Āke
λ̄kx
)
(λk ∈ Λ). (1.16)

Подставляя (1.16) в формулы (1.9) найдем начальные функции, а затем по форму-
лам (1.6) – прогиб, углы поворота и моменты (Reλk < 0, W (x, y) = Dw(x, y)):

W (x, y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h)eλkx + Ākω(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Φx(x, y) =
∞∑
k=1

Akλkω(λk, y, h)eλkx + Ākλ̄kω(λ̄k, y, h) eλ̄kx,

Φy(x, y) =
∞∑
k=1

Akφy(λk, y, h)eλkx + Ākφy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mx(x, y) =
∞∑
k=1

Akmx(λk, y, h)eλkx + Ākmx(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

(1.17)

My(x, y) =
∞∑
k=1

Akmy(λk, y, h)eλkx + Ākmy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

Mxy(x, y) =
∞∑
k=1

Akmxy(λk, y, h)eλkx + Ākmxy(λ̄k, y, h) eλ̄kx ,

где
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ω(λk, y, h) =
1

2
[λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky] ;

φx(λk, y, h) =
λk
2
{λky sinλkh sinλky + (sinλkh+ λkh cosλkh) cosλky} ;

φy(λk, y, h) = −
λ2
k

2
[h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky] ;

mx(λk, y, h) =
λ2
k

2
{(ν − 1)λk sinλkh sinλky − [(ν + 1) sinλkh− (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky} ;

(1.18)

my(λk, y, h) = −
λ2
k

2
((ν − 1)λky sinλkh sinλky+

+ [(ν + 1) sinλkh+ (ν − 1)λkh cosλkh] cosλky) ;

mxy(λk, y, h) = −
λ3
k

2
(ν − 1) {h cosλkh sinλky − y sinλkh cosλky}

– функции Фадля – Папковича.
Функции (1.18) назовем s-представлением функций Фадля – Папковича. Если же

разрешающую функцию F (x) вводить по формулам:

W0(x) = −LWM (α, h)F (x), M0(x) = LWW (α, h)F (x), (1.19)

то получим другие выражения для функций Фадля – Папковича, которые назовем
с-представлением функций Фадля-Папковича.

На продольных границах y = ±h полубесконечной прямоугольной пластины гра-
ничные условия (1.8) удовлетворяются автоматически. Удовлетворяя с помощью вы-
ражений (1.17) граничным условиям, заданным на торце пластины x = 0, приходим
к задаче определения коэффициентов Ak, Āk из двух разложений по двум системам
функций Фадля – Папковича, например

W (y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

Φx(y) =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(1.20)

где W (y) = W (0, y), Φ
(
xy) = Φ

(
x0, y) – заданные при x = 0 прогиб и угол поворота

(краевые функции четные). Коэффициенты Ak находятся из системы (1.20), как и в
работах [7]–[9], с помощью функций, биортогональных к функциям Фадля-Папковича.
2. Биортогональные функции. Построим функции Wk(y), Φxk(y), биортого-

нальные к функциям Фадля-Папковича (1.18). Функции, получающиеся из функций
Фадля-Папковича путем замены λk комплексным параметром λ, называются порож-
дающими [7], [10].

Как и в статьях [7], [10], биортогональные функции будем искать, как решения
уравнений, полагая в них λ вещественным:

∞∫
−∞

ω(λ, y, h)Wk(y)dy =
L(λ, h)

λ2 − λ2
k

;

∞∫
−∞

φx(λ, y, h)Φxk(y)dy =
λL(λ, h)

λ2 − λ2
k

. (2.1)
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Для комплексных значений λ, в частности при λ = λk ∈ Λ, прямую интегрирования
в формулах (2.1) надо заменить T -образным контуром T , лежащим в плоскости ком-
плексного переменного z = x + iy и составленным из отрезка мнимой оси y ∈ [−h, h]
и луча x ∈ (−∞, 0] [7], [10].

При λ→ λk, в соответствии с асимптотическим равенством [11]

f(λ)− f(λk) = f ′(λk) (λ− λk) ,
из формул (2.1) получаются следующие соотношения биортогональности:∫

T

ω(λm, y, h)Wk(y)dy =

{
Mk при λm = λk;
0 при λm 6= λk,

(2.2)

∫
T

φx(λm, y, h)Φxk(y)dy =

{
λkMk при λm = λk;
0 при λm 6= λk,

где

Mk =
L′(λk, h)

2λk
=
h cos2(λkh)

2λk
, (2.3)

а L′(λk, h) – производная функции L(λ, h) при λ = λk.
Понятие биортогональности включает в себя также равенства вида (k, m – любые)∫

T

ω(λ̄,my, h)W̄k(y)dy =

{
M̄k при λ̄=

k λ̄m;

0 при λ̄ 6k = λ̄m
(2.4)

и ∫
T

ω(λ̄m, y, h)Wk(y)dy =

∫
T

ω(λm, y, h)W̄k(y)dy = 0. (2.5)

Они сразу следуют из формул (2.1), (2.2).
Разложения порождающих функций и функции L(λ, h) в ряды по степеням пара-

метра λ имеют вид:

L(λ, h) = hλ− h3

3
λ3 + ... ; ω(λ, y) = hλ− h3

3
λ3 + ...;

φx(λ, y, h) = hλ2 − h3

3
λ4 + .... (2.6)

Биортогональные функцииWk(y), Φxk(y) можно представить в виде суммы финит-
ных, равных нулю вне отрезка |y| ≤ h, и не финитных частей [7], [10]. Финитные части
имеют вид (|y| ≤ h, k = 1, 2, ...):

ωk(y) = − cos(λky)

2λk sin(λkh)
, φxk(y) = ωk(y). (2.7)

Простой способ их построения указан в статье [10].
3. Решение краевой задачи при условии, что на торце пластины задан

прогиб. Пусть на торце x = 0 пластины {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h } задан прогиб
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W (y) = W (0, y), а угол поворота Φ
(y)
x = Φ

(0,y)
x = 0. Тогда система уравнений (1.20)

примет вид

W (y) =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

0 =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(3.1)

Умножая равенства (3.1) соответственно на Wk(y) + W̄k(y) и Φxk(y) + Φ̄xk(y) и ин-
тегрируя обе части полученных равенств по контуру T , с учетом соотношений (2.2),
(2.4)–(2.5) для каждого номера k = 1, 2, ..., получим систему алгебраических уравне-
ний (2.3), (2.7)

w∗k = AkMk + ĀkM̄k ,
0 = λkAkMk + λ̄kĀkM̄k,

(3.2)

где

w∗k = w+
k w̄

,
k (3.3)

wk =

h∫
−h

W (y)ωk(y)dy, w̄k =

h∫
−h

W (y)ω̄k(y)dy. (3.4)

Поочерёдно умножая первое уравнение системы (3.2) на λ̄k и λk, и вычитая второе
уравнение, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (3.2)

Ak = −
w∗kλ̄k(

λk − λ̄k
)
Mk

, Āk =
w∗kλk(

λk − λ̄k
)
M̄k

. (3.5)

Дальнейшее построение решений состоит в подстановке выражений (3.5) в равен-
ства (1.17) и последующем выделении по аналогии с работами [12], [13] нуль-рядов. В
результате получим выражения для прогиба, углов поворота и моментов в полубес-
конечной прямоугольной пластине (ak = Reλk, bk = Imλk, ak < 0):

W (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
ω (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; Φx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
φx (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
;

Φy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
φy (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
;

Mx (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
mx (λk, y, h)

Mk
wkC(x)

}
; (3.6)

(x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
my (λk, y, h)

λ2
kMk

wkT (x)

}
;Mxy (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wkS(x)

}
;

где

C(x) =

{
cos(bkx)− ak sin(bkx)

bk

}
eakx; S(x) = −(a2

k + b2k)
sin(bkx)

bk
eakx;
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T (x) = −(a2
k + b2k)

{
cos(bkx) +

ak sin(bkx)

bk

}
eakx.

На основании зависимостей (1.1) и (1.5), получим:

Qx(x, y) =
∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
, Qy(x, y) =

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
; (3.7)

Kx = Qx +
∂Mxy

∂y
=
∂Mx

∂x
+ 2

∂Mxy

∂y
,

Ky = Qy +
∂Mxy

∂x
=
∂My

∂y
+ 2

∂Mxy

∂x
.

(3.8)

Подставляя выражения (3.5) в равенства (3.6), (3.7), получим формулы для пере-
резывающих сил Qx(x, y), Qy(x, y)и Kx(x, y),Ky(x, y):

Qx (x, y) =

∞∑
k=1

2Re

{
λkmx (λk, y, h) ·dC(x)/dx+ S(x) · dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wk

}
,

Qy (x, y) =
∞∑
k=1

2Re

{
T (λk, x, l) · dmy (λk, y, h)/dy + λkmxy (λk, y, h) ·dS(x)/dx

λ2
kMk

wk

}
,

(3.9)

Kx (x, y) = Qx (x, y) +
∞∑
k=1

2Re

{
dmxy (λk, y, h)/dy

λkMk
wkS(x)

}
,

Ky (x, y) = Qy (x, y) +
∞∑
k=1

2Re

{
mxy (λk, y, h)

λkMk
wk·dS(x)/dx

}
.

Пример. Пусть ν =
1

3
, h = 1,E = 0, 69 · 105 МПа, ρ = 0, 1,W (y) =

(y2 − h2)2

24
(ма-

териал – катанный алюминий). На рис. 1–4 показаны кривые распределения прогиба,
моментов и перерезывающих сил на торце полубесконечной прямоугольной пластины.

Рис. 1
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Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4



96 Д. А. АБРУКОВ

4. Решение краевой задачи при условии, что на торце пластины задан
угол поворота. Пусть на торце x = 0 пластины {Π : |x| ≥ 0, |y| ≤ h } задан угол
поворота Φ

(y)
x = Φ

(0,y)
x , а прогиб W (y) = W (0, y) = 0. Тогда система уравнений (1.20)

примет вид

0 =
∞∑
k=1

Akω(λk, y, h) + Ākω(λ̄k, y, h) ,

Φx(y) =
∞∑
k=1

Akφx(λk, y, h) + Ākφx(λ̄k, y, h) ,
(4.1)

Умножая равенства (4.1) соответственно на Wk(y) + W̄k(y) и Φxk(y) + Φ̄xk(y) и ин-
тегрируя обе части полученных равенств по контуру T , с учетом соотношений (2.2),
(2.4)–(2.5) для каждого номера k = 1, 2, ..., получим систему алгебраических уравне-
ний (2.3), (2.7)

0 = AkMk + ĀkM̄k ,
w∗k = λkAkMk + λ̄kĀkM̄k,

(4.2)

где

w∗k = wk + w̄k, (4.3)

wk =

h∫
−h

Φxk(y)φxk(y)dy, w̄k =

h∫
−h

Φxk(y)φ̄xk(y)dy. (4.4)

Поочерёдно умножая первое уравнение системы (4.2) на λ̄k и λk, и вычитая второе
уравнение, для каждого номера k = 1, 2, ... получим решение системы (4.2)

Ak =
w∗k(

λk − λ̄k
)
Mk

, Āk = −
w∗k(

λk − λ̄k
)
M̄k

. (4.5)

Дальнейшее построение решений состоит в подстановке выражений (4.5) в равен-
ства (1.17) и последующем выделении по аналогии с работами [12], [13] нуль-рядов.
В результате получим выражения (3.6) для прогиба, углов поворота и моментов в
полубесконечной прямоугольной пластине, где

C(x) =
sin(bkx)

bk
eakx; S(x) =

{
cos(bkx) +

ak
bk

sin(bkx)

}
eakx;

T (x) =

{
2ak cos(bkx) +

a2
k − b2k
bk

sin(bkx)

}
eakx. (4.6)

Формулы для перерезывающих сил Qx(x, y), Qy(x, y) иKx(x, y),Ky(x, y) примут вид
(3.8).

Пример. Приведем примеры расчетов при ν =
1

3
, h = 1,E = 0, 69·105 МПа, ρ = 0, 1,

Φx(y) =
(y2 − h2)2

24
(материал – катанный алюминий). На рис. 5–8 показаны кривые

распределения прогиба, моментов и перерезывающих сил.
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Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7
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Рис. 8

Заключение. Впервые дано точное аналитическое решение краевой задачи изги-
ба полубесконечной прямоугольной пластины, продольные стороны которой защем-
лены, а на торце заданы прогиб или угол поворота (краевые функции четные). Как
и в случае плоской задачи теории упругости [7]–[9], решение строится в виде разло-
жений по функциям Фадля – Папковича (однородным решениям), по существу, по
той же схеме, что и решение в тригонометрических рядах. Искомые коэффициенты
разложений находятся с помощью систем функций, биортогональных к функциям
Фадля-Папковича.
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D. A. Abrukov
THE BENDING OF A SEMI-INFINITE RECTANGULAR PLATE, CLAMPED

ON THE LONG SIDES, AT WHICH END-WALL A DEFLECTION OR AN
ANGLE OF TURN IS GIVEN

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The exact analytical solution of a boundary value problem of a bend of a semi-infinite
rectangular plate which long sides are clamped, and at an end-wall a deflection or an angle of turn
is given (boundary function is even). The solution is submitted in series on Fadle-Papkovich
functions. Required coefficients of series are by means of systems of functions, biorthogonal to
Fadle – Papkovich functions.

Keywords: plate bending, semi-strip bending, Fadle – Papkovich functions, analytical solutions.
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ВОЗМУЩЕННОГО СОСТОЯНИЯ МАССИВА
ПРИ УСЛОВИИ ПОЛНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия, г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Методом малого параметра получено решение аналитической задачи опреде-
ления нулевых и первых приближений компонент напряжений в упругой и пластической
областях при условии полной пластичности для сжимаемого пространства, ослабленного по-
лостью.

Ключевые слова: напряжения, деформации, пластичность, упругость.

УДК: 539.3+624.073

В работе исследуется напряженное состояние идеальнопластического сжимаемого
массива. В постановке задачи массив ослаблен полностью, внутри которого давле-
ние отсутствует, а на бесконечности приложены взаимно-перпендикулярные усилия.
Задача решена методом малого параметра, в сферической системе координат, в без-
размерных единицах длины (все величины, имеющие размерность длины отнесены к
радиусу сферической полости ρ0).

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды определено в виде
[1]:

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)

где σ′ij – компоненты девиатора напряжения, k0 – коэффициент сцепления, a = tgα –
коэффициент внутреннего трения, α – угол внутреннего трения.

Для решения задачи в сферической системе координат используем уравнения рав-
новесия [2]:

∂σρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τρθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τρφ
∂φ

+
1

ρ
(2σρ − σθ − σφ + τρθctgθ) = 0,

∂τρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τθφ
∂φ

+
1

ρ
((σθ − σφ)ctgθ + 3τρθ) = 0, (2)
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∂τρφ
∂ρ

+
1

ρ

∂τθφ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂σφ
∂φ

+
1

ρ
(3τρφ + 2τθφctgθ) = 0.

Условия пластичности Треска-Сен-Венана [3] с учетом (1):(
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σθ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

ρθ = 0,(
σθ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σφ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

θφ = 0, (3)(
σφ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
·
(
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
− τ2

ρφ = 0,

а также (
σρ − σ +

2

3
(k0 + aσ)

)
· τθφ = τρθ · τρφ,(

σφ − σ +
2

3
(k0 + aσ)

)
· τρθ = τρφ · τθφ, (4)(

σθ − σ +
2

3
(k0 + aσ)

)
· τρφ = τρθ · τθφ.

Граничные условия:

σρl + τρθm+ τρφn = Pρ,

τρθl + σθm+ τθφn = Pθ, (5)

τρφl + τθφm+ σφn = Pφ,

где σρ, τρθ.... – компоненты девиатора напряжения, l, m, n – направляющие косинусы
нормали, Pρ,Pθ,Pφ – проекции усилий на оси ρ, θ, φ, σ = (σρ + σθ + σφ)/3 – среднее
давление.

Компоненты напряжения представим в виде рядов по малому параметру δ(δ � 1):

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σφ = σ0
φ + δσ′φ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρφ = τ0

ρφ + δτ ′ρφ, τθφ = τ0
θφ + δτ ′θφ.

(6)

Условия пластичности (3) и (4) могут быть удовлетворены в трех случаях. Случай,
соответствующий сферической полости был рассмотрен в [4].

В работе рассматривается аналитическая задача, соответствующая случаю:

σ0
ρ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,

σ0
θ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) = 0,
σ0
φ − σ0 + 2

3(k0 + aσ0) 6= 0.
(7)

Решая совместно (7) и (3), получим:

σ0
θ = σ0

ρ, τ
0
ρθ = τ0

ρφ = τ0
θφ = 0. (8)

Тогда (6) с учетом (8) примет вид:
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σ0 = (2σ0
ρ + σ0

φ)/3. (9)
Решая совместно (7) и (9), получим:

σ0
ρ = σ0

φ/А +D, (10)
где А = (3 + 4a)/(3− 2a), D = −6k0/(3 + 4a).

Уравнения равновесия (2) с учетом (8) примут вид:

∂σ0
ρ

∂ρ
+

1

ρ
(σ0
ρ − σ0

φ) = 0,
∂σ0

φ

∂φ
= 0,

∂σ0
ρ

∂θ
+ (σ0

ρ − σ0
φ)ctgθ = 0. (11)

Решая совместно (10) и (11), получим для компонент нормального напряжения в
нулевом приближении в пластической области:

σ0р
θ = σ0р

ρ = (с(ρ sin θ)
6a

3−2a − k0)/a, σ0р
φ = Аσ0р

θ −AD, (12)
где с – const, A и D определены выше.

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (3), получим:

σ′ρ − σ′
(

1− 2

3
а
)

= 0, σ′θ − σ′
(

1− 2

3
а
)

= 0. (13)

Тогда

σ′ρ = σ′θ (14)

σ′ = (2σ′ρ + σ′φ)/3. (15)
Решая совместно (13) и (15), получим

σ′φ = Аσ̃′, (16)
где

σ̃′=σ
′
ρ = σ′θ. (17)

Решая совместно (7), (8) и линеаризированные условия пластичности (4), получим:

τ ′ρθ = 0. (18)
Уравнения равновесия (2) с учетом (17), (18) примут вид:

∂σ̃′

∂ρ
+

1

ρ sin θ

∂τ ′ρφ
∂φ

+
σ̃′

ρ
(1−A) = 0,

∂σ̃′

∂θ
+

1

sin θ

∂τ ′θφ
∂φ

+ σ̃′ (1−A) ctgθ = 0,

∂τ ′ρφ
∂ρ

+
1

ρ

∂τ ′θφ
∂θ

+
A

ρ sin θ

∂σ̃′

∂φ
+

1

ρ

(
3τ ′ρφ + 2τ ′θφctgθ

)
= 0.

(19)

Для решения (14) водится функция U(ρ, θ, φ) таким образом, чтобы выполнялись
равенства:
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σ̃′ =
∂U

∂φ
, τ ′ρφ = −ρ∂U

∂ρ
sin θ − (1−A)U sin θ, τ ′θφ = −∂U

∂θ
sin θ − (1−A)U cos θ. (20)

Тогда первые два уравнения (20) тождественно удовлетворяются, а последнее при-
мет вид:

ρ2∂
2U

∂ρ2
+ (5−A)ρ

∂U

∂ρ
+
∂2U

∂θ2
+ (4−A)ctgθ

∂U

∂θ
− A

sin2 θ

∂2U

∂φ2
+

2(1−A)

sin2 θ
U = 0. (21)

Решение (21) найдено методом разделения переменных:

U =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)

(
amn cos

m√
A
φ+ bmn sin

m√
A
φ

)
(sin θ)

A−3

2
+αP (α,α)

n (cos θ),

(22)
где первый сомножитель (22) представляет решение уравнения Эйлера, в котором:

χ1,2 =
A

2
− 2±

√(
A

2
− 2

)2

+ λ, (23)

С1 ,С2 – константы, которые могут быть определены из граничных условий и условий
сопряжения.

λ = (2α+ 1)(n+ 0, 5) + n2 −m2 + 5A/2− 4, (24)

α =
√

(А + 1)2 − 4m2/2. (25)

Второй сомножитель представляет решение уравнения Фурье, в котором amn, bmn –
коэффициенты Фурье, определяемые:

amn = 1
Nmn

2π∫
0

π∫
0

ρ1(θ, φ) · Pmn (cos θ) · cosmφ · sin θ · dθ · dφ,

bmn = 1
Nmn

2π∫
0

π∫
0

ρ1(θ, φ) · Pmn (cos θ) · sinmφ · sin θ · dθ · dφ,

Nmn = 2πεm(n+m)!
(2n+1)(n−m) , εm = 2(m = 0), 1(m > 0),

(26)

где P (α,α)
n (cos θ) – полином Якоби.

Подставляя (22) в (20) и принимая во внимание (16), получим для первого прибли-
жения компонент напряжения в пластической области:
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σ′ρ = σ′θ =
1√
А

∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)(bmn cos
mφ√
А
− amn sin

mφ√
А

)·

·m(sin θ)

A−3

2
+α
P

(α,α)
n (cos θ),

σ′ = Aσ′ρ,

τ ′ρφ = −
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1(χ1 + 1−A) + C2ρ

χ2(χ2 + 1−A))·

·(amn cos
mφ√
А

+ bmn sin
mφ√
А

)(sin θ)

A−1

2
+α
× P (α,α)

n (cos θ),

τ ′θφ = −
∞∑
n=0

n∑
m=0

(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)(amn cos
mφ√
А

+ bmn sin
mφ√
А

)(sin θ)

A−1

2
+α
·

·(ctgθ
(
α− A+ 1

2

)
P

(α,α)
n (cos θ) +

∂P
(α,α)
n (cos θ)

∂θ
),

τ ′ρθ = 0.

(27)
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ON THE DEFINITION OF THE DISTURBED STATE ARRAY UNDER THE

CONDITION OF FULL PLASTICITY

Chuvash State Agricultural Academy, Cheboksary, Russia

Abstract. With the method of small parameter we solve the problem of determining the analytical
zero and first approximation of the stress in the elastic and plastic regions with the full plasticity
of compressed space, attenuated byoral.

Keywords: stress, strain, flexibility, elasticity.
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ДЕФОРМИРОВАНИЕ УПРОЧНЯЮЩЕГОСЯ ПЛАСТИЧЕСКОГО
ПРУТА, ОСЛАБЛЕННОГО ПОЛОГОЙ ВЫТОЧКОЙ

Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Одним из основных свойств металлов является упрочнение, характеризующее
влияние пластического деформирования на механическое поведение среды. Исследованию
методом возмущений осесимметрической задачи деформирования тел из упрочняющегося
материала и посвящена данная работа. В ней приведен алгоритм определения первого при-
ближения в задаче пластического деформирования прута из упрочняющегося материала.

Ключевые слова: пластичность, деформация, линеаризация, упрочнение.

УДК: 539.375

Рассмотрим пластическое деформирование круглого в плане прута радиуса R,
ослабленного пологой выточкой, при растяжении вдоль оси апликат. Материал стерж-
ня считается изотропным и несжимаемым.

Уравнения равновесия пространственной задачи в цилиндрической системе коор-
динат имеют вид [1]

∂σρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τρθ
∂θ

+
∂τρz
∂z

+
σρ − σθ

ρ
= 0,

∂τρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σθ
∂θ

+
∂τθz
∂z

+
2τρθ
ρ

= 0,

∂τρz
∂ρ

+
1

ρ

∂τθz
∂θ

+
∂σz
∂z

+
τρz
ρ

= 0.

Уравнения равновесия для осесимметричной задачи, в предположении, что σij =
σij(ρ, z), eij = eij(ρ, z), τρθ = τθz = 0, запишутся в виде

∂σρ
∂ρ

+
∂τρz
∂z

+
σρ − σθ

ρ
= 0,

∂τρz
∂ρ

+
∂σz
∂z

+
τρz
ρ

= 0.

Условие несжимаемости имеет вид
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e+
ρ e

+
θ e

=
z 0.

Будем считать, что боковая поверхность цилиндра свободна от напряжений

σn = 0, τn = 0, при ρ = R+ f(z),

где

f(z) = A cosnz

уравнение, задающее форму пологой выточки.
Положим

σij = σ0
ij + σ′ij , eij = e0

ij + e′ij ,

uρ = u0
ρ + u′ρ, uθ = 0, uz = u0

z + u′z,

где uρ, uθ, uz – компоненты перемещения в цилиндрической системе координат, ком-
поненты с нуликом наверху соответствуют невозмущенному состоянию, компоненты
со штрихом – возмущению.

В качестве невозмущенного состояния примем однородное напряженно-
деформированное состояние:

σ0
ρ = σ0

θ = 0, σ0
z 6= 0, τ0

ρθ = τ0
θz = τ0

ρz = 0,

e0
ρ + e0

θ + e0
z = 0, e0

ρθ = e0
θz = e0

ρz = 0.
(1)

Линеаризованное уравнение несжимаемости запишется в виде

e0
ρ + e0

θ + e0
z = 0, e′ρ + e′θ + e′z = 0. (2)

Линеаризовав условия пластичности [2] для невозмущенного состояния, получим

σ0
z = 2k + c

(
e0
z − e0

ρ

)
,

0 = σ0
z + 3ce0

θ − 2k.

Из (2) имеем {
e0
z − e0

ρ = 3e0
θ,

e0
θ = −e0

z − e0
ρ.

(3)

Разрешая систему (3), получим

e0
ρ = e0

θ = −1
2e

0
z,

σ0
z = 2k +

3c

2
e0
z.

Для компонент со штрихом получим

σ′z − σ′ρ = c
(
e′z − e′ρ

)
,

σ′θ =
1

2
(σ′ρ + σ′z) +

3c

2
e′θ − k,

e′ρ + e′θ + e′z = 0.

Линеаризованные граничные условия запишутся в виде
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σ′ρ = 0, τ ′ρz = σ0
z

∂f

∂z
при ρ = R.

Линеаризуя уравнения равновесия, получим

∂σ′ρ
∂ρ

+
∂τ ′ρz
∂z

+
σ′ρ − σ′θ

ρ
= 0,

∂τ ′ρz
∂ρ

+
∂σ′z
∂z

+
τ ′ρz
ρ

= 0.

Обобщенный ассоциированный закон пластического течения запишем в виде

deij = dλ1
∂f1

∂σij
+ dλ2

∂f2

∂σij
, (4)

где

f1 = [(σρ − σz)− c (eρ − ez)]2 + 4(τρz − c eρz)2 − 4k2,

f2 = σθ −
1

2
(σρ + σz)−

3

2
c eθ + k ,

а λ1, λ2 – неопределенные множители.
Из обобщенного ассоциированного закона течения (4) следует

deρ = 2dλ1 [(σρ − σz)− c (eρ − ez)]−
1

2
dλ2,

dez = −2dλ1 [(σρ − σz)− c (eρ − ez)]−
1

2
dλ2,

deθ = dλ2, 2deρz = 8dλ1(τρz − c eρz).

(5)

Линеаризуя соотношения ассоциированного течения (5), с учетом (1) в нулевом
приближении получим

de0
ρ = 4kdλ0

1 −
1

2
dλ0

2, de0
z = −4kdλ0

1 −
1

2
dλ0

2, (6)

de0
θ = dλ0

2, 2de0
ρz = 0. (7)

Из (6), (7), (1) находим

dλ0
2 = de0

θ = −1

2
de0
z, dλ0

1 =
1

8k

(
2de0

ρ + de0
θ

)
= −3de0

z

16k
.

Для компонент со штрихом из (5) с учетом (3) получим

de′ρ = 4kdλ′1 −
1

2
dλ′2, de′z = −4kdλ′1 −

1

2
dλ′2,

de′θ = dλ′2, 2de′ρz = 8dλ0
1(τ ′ρz − c e′ρz), (8)

Из (8) следует

de′ρz = −3de0
z

4k
(τ ′ρz − c e′ρz),
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τ ′ρz = c e′ρz −
3

4k

de′ρz
ds

, (9)

где введено обозначение s = e0
z.

Используя известные формулы связи между компонентами тензора деформации и
компонентами перемещений при условии, что uθ = 0

eρ =
∂uρ
∂ρ

, eθ =
1

ρ

∂uθ
∂θ

+
uρ
ρ
, ez =

∂uz
∂z

,

eρθ =
1

2

(
ρ
∂

∂ρ

(
uθ
ρ

)
+

1

ρ

∂uρ
∂θ

)
,

eθz =
1

2

(
1

ρ

∂uz
∂θ

+
∂uθ
∂z

)
, eρz =

1

2

(
∂uρ
∂z

+
∂uz
∂ρ

)
,

запишем (4), (2), (9) в виде

∂σ′

∂ρ
+
∂τ ′ρz
∂z

+ c

[
∂2u′ρ
∂ρ2

+
1

ρ

(
∂u′ρ
∂ρ
−
u′ρ
ρ

)]
= 0,

∂σ′

∂z
+
∂τ ′ρz
∂ρ

+
τ ′ρz
ρ

+ c
∂2u′z
∂z2

= 0,

(10)

∂u′ρ
∂ρ

+
u′ρ
ρ

+
∂u′z
∂z

= 0, (11)

τ ′ρz =
c

2

(
∂u′ρ
∂z

+
∂u′z
∂ρ

)
− 3

8k

d

ds

[
∂u′ρ
∂z

+
∂u′z
∂ρ

]
. (12)

Удовлетворим уравнение несжимаемости (11) с помощью замены

u′ρ = −1

ρ

∂ψ

∂z
, u′z =

1

ρ

∂ψ

∂ρ
.

В уравнениях равновесия (9) продифференцируем первое выражение по z, второе
по ρ

∂2σ′

∂ρ∂z
+
∂2τ ′ρz
∂z2

+ c

[
∂3u′ρ
∂ρ2∂z

+
1

ρ

(
∂2u′ρ
∂ρ∂z

− 1

ρ

∂u′ρ
∂z

)]
= 0,

∂2σ′

∂z∂ρ
+
∂2τ ′ρz
∂ρ2

−
τ ′ρz
ρ2

+
1

ρ

∂τ ′ρz
∂ρ

+ c
∂3u′z
∂z2∂ρ

= 0,

и вычитая из полученного первого соотношения второе, исключим из выражения σ′

∂2τ ′ρz
∂z2

+ c

[
∂3u′ρ
∂ρ2∂z

+
1

ρ

(
∂2u′ρ
∂ρ∂z

− 1

ρ

∂u′ρ
∂z

) ]
−

−
∂2τ ′ρz
∂ρ2

+
τ ′ρz
ρ2
− 1

ρ

∂τ ′ρz
∂ρ
− c ∂

3u′z
∂z2∂ρ

= 0,

или
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(
∂2

∂z2
− ∂2

∂ρ2
− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

)
τ ′ρz − c

∂3u′z
∂z2∂ρ

−

− ∂

∂z

[
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

]
u′ρ = 0.

(13)

Подставив (12) в (13), получим

c

(
∂2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
∂

∂z
u′ρ −

∂

∂ρ
u′z

]
−

− 3

4k

∂

∂t

(
∂2

∂z2
− ∂2

∂ρ2
− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

)[
∂

∂z
u′ρ +

∂

∂ρ
u′z

]
= 0.

(14)

Из (13), (14) находим

c

(
∂2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
∂

∂z

(
−1

ρ

∂ψ

∂z

)
− ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂ψ

∂ρ

)]
−

− 3

4k

∂

∂s

(
∂2

∂z2
− ∂2

∂ρ2
− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

)[
∂

∂z

(
−1

ρ

∂ψ

∂z

)
+
∂

∂ρ

(
1

ρ

∂ψ

∂ρ

)]
= 0.

(15)

Решение (15) представим в виде [3]

ψ = ϕ(ρ, z)S(s). (16)
Подставив (16) в (15), получим

c

(
∂2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
∂

∂z

(
−1

ρ

∂ϕ

∂z

)
− ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂ϕ

∂ρ

)]
− 3

4k

(
− ∂

2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
∂

∂z

(
−1

ρ

∂ϕ

∂z

)
+
∂

∂ρ

(
1

ρ

∂ϕ

∂ρ

)] =

.
S

S
= −λ, λ − const.

(17)
Из (17) имеем

S + λS = 0,

c

(
∂2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
−1

ρ

∂2ϕ

∂z2
− 1

ρ

∂2ϕ

∂ρ2
+

1

ρ2

∂ϕ

∂ρ

]
−

−3λ

4k

(
− ∂

2

∂z2
+
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
−1

ρ

∂2ϕ

∂z2
+

1

ρ

∂2ϕ

∂ρ2
− 1

ρ2

∂ϕ

∂ρ

]
= 0.

(18)

Решение (18) представим в виде

ϕ(ρ, z) = R(ρ) cosnz. (19)
Подставляя (19) в (18), получим

c

(
−n2 +

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
n2

ρ
− 1

ρ

∂2ϕ

∂ρ2
+

1

ρ2

∂ϕ

∂ρ

]
−

−3λ

4k

(
n2 +

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2

)[
n2

ρ
+

1

ρ

∂2ϕ

∂ρ2
− 1

ρ2

∂ϕ

∂ρ

]
= 0.

(20)
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Решение (17) имеет вид S(s) = exp(λs). Постоянная λ определяет характер на-
грузки или деформирования. Величина ϕ может быть определена согласно (20). В
этом случае выражения для пластических перемещений и напряжений определяются
согласно (9)–(11).
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ
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ПОДВИЖНОЙОСОБОЙТОЧКИ
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2Чувашский государственный педагогический университет им. И. Я. Яковлева,
г. Чебоксары, Россия

Аннотация. Нелинейные дифференциальные уравнения имеют особенности, которые не поз-
воляют использовать классическую теорию линейных дифференциальных уравнений. Нали-
чие подвижных особых точек актуализируют разработку своей теории. В связи с этим имеют-
ся публикации, посвященные основным задачам (теоремам существования и единственности
решения нелинейных дифференциальных уравнений), и новый подход к их доказательству,
который позволяет использовать эти результаты в решении всех задач, возникающих в ана-
литическом приближенном методе решения нелинейных дифференциальных уравнений. В
данной работе представлено обобщение на комплексную область ранее полученных результа-
тов в вещественной области.

Ключевые слова: теорема существования и единственности, аналитическое приближенное
решение, подвижная особая точка, априорная погрешность, комплексная область.

УДК: 517.95:515.172.22

При разработке аналитического приближенного метода решения нелинейных диф-
ференциальных уравнений необходим третий вариант теорем существования [1] и но-
вый подход в доказательстве теорем существования, метод мажорант не к правой
части дифференциального уравнения, как это дается в классической теореме Коши,
а к самому решению исходного нелинейного дифференциального уравнения. В этом
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случае получаем теорему существования, относящуюся к третьему варианту приве-
денной классификации. Такой подход позволяет решить задачи, составляющие ос-
нову приближенного метода решения нелинейных дифференциальных уравнений с
подвижными особыми точками:

1. Доказательство теорем существования решения нелинейного дифференциально-
го уравнения для области аналитичности и окрестности подвижной особой точки.

2. Построение аналитического приближенного решения, как в области аналитично-
сти, так и в окрестности подвижной особой точки, в случае точных значений началь-
ных условий и подвижной особой точки.

3. Исследование влияния возмущения начальных условий и подвижной особой точ-
ки на аналитическое приближенное решение, как в вещественной, так и в комплексной
областях.

4. Получение точных границ для аналитического приближенного решения в окрест-
ности возмущенного значения подвижной особой точки.

5. Получение точных критериев существования подвижной особой точки, как в
вещественной [2], так и комплексной областях.

6. Разработка алгоритма и программного обеспечения для нахождения подвижной
особой точки с заданной точностью на основе разработанной математической теории.

Рассматривается задача Коши

y′′′ = y4 (z) + r (z) , (1)

y (z0) = y0, y′ (z0) = y1, y′′ (z0) = y2. (2)
Ранее были доказаны теоремы существования и единственности решения в области

аналитичности [3] и в окрестности подвижной особой точки [4]. При обобщении на
комплексную область получаем следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) r (z) ∈ C1 в области |z − z0| < ρ1, ρ1 = const;

2) ∃M1 :

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣ ≤M1 , где n = 0, 1, ....

Тогда y (z) — решение задач (1) и (2), является аналитической функцией

y (z) =
∞∑
n=0

Cn (z − z0)n в области

|z − z0| < ρ2,

где

ρ2 = min

{
ρ1,1

M + 1

}
,M = maZ

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство. На основании условий теоремы функцию r (z) представляем в
виде регулярного ряда:

r (z) =

∞∑
n=0

An (z − z∗)n . (3)

Ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), в виде
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y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n . (4)

Подставляем (3) и (4) в уравнение (1):

∞∑
n=3

Cnn (n− 1) (n− 2) (z − z0)n−3 =

=
∞∑
n=3

C∗∗n (z − z0)n +
∞∑
n=0

An (z − z0)n . (5)

Из (5) следует:

Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n−3 +An−3, ∀n = 4, 5, 6... (6)
Выражение (6) позволяет однозначно определить все выражения коэффициентов

Cn:

C3 =
1

6

(
C4

0 +A0

)
; C4 =

1

24

(
4C3

0C1 +A1

)
; C5 =

1

60

(
4C3

0C2 + 6C2
0C

2
1 +A2

)
и т. д.,

где C0 = y (z), C1 = y′ (z) , C2 = y′′ (z).
С помощью программного обеспечения на ПК получены аналитические выражения

коэффициентов Cn.
На основании выражений коэффициентов Cn строим гипотезу их оценок

|Cn| ≤
1

n (n− 1) (n− 2)
(M + 1)n+1 , ∀n ≥ 3. (7)

Докажем методом математической индукции нашу гипотезу. Из рекуррентного со-
отношения (6) следует:

|Cn+1| ≤
1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣C∗∗n−2 +An−2

∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣∣∣n−2∑
i=0

C∗i C
∗
n−i−2 +An−2

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)

∣∣∣∣n−2∑
i=0

(
i∑

k=0

CkCi−k ·
n−i−2∑
k=0

CkCn−i−k−2

)
+An−2

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(n+ 1)n (n− 1)
(M + 1)n+2 .

На основании достаточного признака сходимости формально построенный регуляр-
ный ряд будет сходиться:

|z − z0| <
1

(M + 1)
.

Аналогичным образом получаем обобщение на комплексную область и теоремы
существования и единственности решения в окрестности подвижной особой точки.
Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) z∗ – подвижная особая точка задачи (1) и (2);
2) r (z) ∈ C1 в |z − z∗| < ρ1, ρ1 = const;
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3) ∃M1 :

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣ ≤M1, M1 = const.

Тогда решение задачи Коши (1), (2) является мероморфной функцией

y (x) = (z − z∗)−1
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n (8)

в области

|z − z∗| < ρ2,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
4
√
M + 1

}
, M = maZ

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство. На основании условий теоремы функцию r (x) представляем в
виде регулярного ряда:

r (z) =

∞∑
n=0

An (z − z∗)n. (9)

Ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее условие (2), в виде

y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n . (10)

Подставляем (9) и (10) в уравнение (1):

∞∑
n=0

Cn (n+ ρ) (n+ ρ− 1) (n+ ρ− 2) (z − z∗)n+ρ−3 =

=
∞∑
n=0

C∗∗n (z − z∗)n+4ρ +
∞∑
n=0

An (z − z∗)n .

Из последнего следует:
1) n+ ρ− 3 = n+ 4ρ;
2) Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n , ∀n = 1, 2, 3;

Cn (n− 1) (n− 2) (n− 3) = C∗∗n +An−4, ∀n = 4, 5, 6.... (11)

Первое соотношение определяет значение ρ = −1, а второе позволяет однозначно
определить все выражения коэффициентов Cn:

C0 = 3
√
−6; C1 = 0; C2 = 0; C3 = 0; C4 =

1

30
A0; C5 =

1

48
A1 и т. д.

С помощью специализированного программного обеспечения получаем аналитиче-
ские выражения коэффициентов Cn.

На основании выражений коэффициентов Cn строим гипотезу их оценок
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|C4m| ≤
1

(4m− 1) (4m− 2) (4m− 3)
(M + 1)m ,

|C4m+1| ≤
1

4m (4m− 1) (4m− 2)
(M + 1)m ,

|C4m+2| ≤
1

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
(M + 1)m ,

|C4m+3| ≤
1

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
(M + 1)m .

Методом математической индукции докажем нашу гипотезу для коэффициента
C4m+4.

Из рекуррентного соотношения (11) следует:

|C4m+4| =
1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
|C∗∗4m +A4m−4| =

=
1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)

∣∣∣∣∣ 4m∑
k=0

(
k∑
i=0

CiCk−i

)(
4m−k∑
j=0

CjC4m−k−j

)
+A4m−4

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
·

·

∣∣∣∣∣∣∣∣
4m∑
k=0

 k∑
i=0

(M + 1)

i

4

(i+ 1) (i+ 2) (i+ 3)


 (M + 1)

k

4
−
i

4

(k − i+ 1) (k − i+ 2) (k − i+ 3)

·

·

4m−k∑
j=0

(M + 1)

j

4

(j + 1) (j + 2) (j + 3)

(M + 1)
m−

k

4
−
j

4

(4m− k − j + 1) (4m− k − j + 2) (4m− k − j + 3)

+

+ |M || ≤ 1

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
(M + 1)m+1 .

Аналогичным образом доказываются оценки для коэффициентов C4m+1, C4m+2,
C4m+3.

Так как

∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n−1 =
∞∑
n=0

C4m (z − z∗)4m−1 +

+
∞∑
n=0

C4m+1 (z − z∗)4m +
∞∑
n=0

C4m+2 (z − z∗)4m+1 +
∞∑
n=0

C4m+3 (z − z∗)4m+2 ,

а каждый из рядов в правой части последнего равенства имеет область сходимости
на основании достаточного признака сходимости

|z − z∗| < 1
4
√
M + 1

.

Следовательно, ряд в (10) будет иметь ту же область сходимости.
На основании теорем 1 и 2 строим приближенные решения задачи (1) — (2) в обла-

сти аналитичности и в окрестности подвижной особой точки соответственно.
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Теорема 3. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для приближенного
решения

yN =

N∑
n=0

Cn |z − z0|n

справедлива оценка погрешности

∆yN (z) ≤ (M + 1)N+2 |z − z0|N+1

(N + 1)N (N − 1) (1− |z − z0|)
в области

|z − z0| < ρ1,

где

ρ1 = min

{
ρ0,

1

M + 1

}
, M = max

{
|y0| , |y1| , |y2| ,

∣∣∣∣∣r(n) (z0)

n!

∣∣∣∣∣
}
, N ≥ 2.

Доказательство (на основании классического подхода):

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| =

=

∣∣∣∣∞∑
0
Cn (z − z0)n −

N∑
0
Cn (z − z0)n

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ ∞∑N+1

Cn (z − z0)n

∣∣∣∣∣ .
(12)

С учетом оценки для коэффициентов Cn (7), из (12) следует:

∆yN (x) =

∣∣∣∣∣ ∞∑N+1

Cn (z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (M + 1)N+2 |z − z0|N+1

(N + 1)N (N − 1)
· 1

(1− |z − z0|)
,

где N ≥ 2.
На основании достаточного признака сходимости степенных рядов получаем об-

ласть справедливости теоремы 2

|z − z0| < ρ1, ρ1 = min

{
ρ0,

1

M + 1

}
.

Пример:

y′′′ = y4 (z) + z2, y (1, 1 + 0, 1i) = 0, 5, y′ (1, 1 + 0, 1i) = 1, y′′ (1, 1 + 0, 1i) = 1, 5.

Расчеты представлены в таблице 1.
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Таблица 1
Приближенное решение и его характеристика в области аналитичности

z 1, 2 + 0, 2i
y3 (z) 1, 07 + 1, 23i
∆y3 (z) 0,004717
∆1y3 (z) 0,001

где y3 (z) – структура приближения, ∆y3 (z) – априорная погрешность, ∆1y3 (z) –
апостериорная погрешность.

Апостериорная оценка позволяет оптимизировать структуру приближенного реше-
ния. В нашем случае для ε = 0, 001 получаем значение N = 6. Слагаемые в структуре
приближенного решения с 4 по 6 не превышают требуемой точности. Таким образом,
получаем, что в структуре приближенного решения при N = 3 погрешность решения
не будет превышать ε = 0, 001.

В окрестности подвижной особой точки, в случае комплексной области, следующая
теорема определяет структуру аналитического приближенного решения.
Теорема 4.Пусть выполняются условия 1 — 3 теоремы 2, тогда для приближенного

решения задачи (1) и (2)

yN (x) = (z − z∗)−1
N∑
n=0

Cn (z − z∗)n ,

в области

|z − z∗| < ρ2

справедлива оценка погрешности

∆yN (z) ≤ (M + 1)(N+1)/4 |z − z∗|N/4−0,75

1− (M + 1) |z − z∗|

(
1

N (N − 1) (N − 2)
+

+
1

(N + 1)N (N − 1)
+

1

(N + 2) (N + 1)N
+

1

(N + 3) (N + 2) (N + 1)

)
,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
4
√
M + 1

}
, M = max

{
|y0| , |y1| , |y2| , sup

n

∣∣∣∣∣r(n) (z∗)

n!

∣∣∣∣∣
}
.

Доказательство.

∆yN (z) = |y (z)− yN (z)| =
∣∣∣∣ ∞∑
n=0

Cn (z − z∗)n−1 −
d∑

n=0
Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣∣ .
Рассмотрим случай N + 1 = 4m.
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∆yN (z) =

∣∣∣∣ ∞∑
n=4m

Cn (z − z∗)n−1

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣C4m (z − z∗)m−1 + C4m+1 (z − z∗)m−1 + C4m+2 (z − z∗)m−1 +

+C4m+3 (z − z∗)m−1 + C4m+4 (z − z∗)m−1 + C4m+5 (z − z∗)m−1 +

+C4m+6 (z − z∗)m−1 + C4m+7 (z − z∗)m−1 + C4m+8 (z − z∗)m−1 + ...
∣∣∣ =

=
∣∣∣(C4m (z − z∗)m−1 + C4m+4 (z − z∗)m + C4m+8 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+1 (z − z∗)m−1 + C4m+5 (z − z∗)m + C4m+9 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+2 (z − z∗)m−1 + C4m+6 (z − z∗)m + C4m+10 (z − z∗)m+1 + ...

)
+

+
(
C4m+3 (z − z∗)m−1 + C4m+7 (z − z∗)m + C4m+11 (z − z∗)m+1 + ...

)∣∣∣ .
С учетом оценок для коэффициентов получаем:

∆yN (z) ≤

∣∣∣∣∣ (M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m− 1) (4m− 2) (4m− 3)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

4m (4m− 1) (4m− 2)
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

4m (4m− 1) (4m− 2)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m+ 1) 4m (4m− 1)
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
+ ...

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣(M + 1)m (z − z∗)m−1

(4m+ 2) (4m+ 1) 4m
+

(M + 1)m+1 (z − z∗)m

(4m+ 3) (4m+ 2) (4m+ 1)
+ ...

∣∣∣∣∣
или

(M + 1)(N+1)/4 |z − z∗|N/4−0,75

1− (M + 1) |z − z∗|

(
1

N (N − 1) (N − 2)
+

+
1

(N + 1)N (N − 1)
+

1

(N + 2) (N + 1)N
+

1

(N + 3) (N + 2) (N + 1)

)
.

Аналогичным образом получаем выражение оценок в случаях N + 1 = 4m+ 1, N +
1 = 4m+2,N+1 = 4m+3 дляN ≥ 3. На основании достаточного признака сходимости
степенных рядов получаем, что оценки погрешности приближенного решения будут
справедливы в области

|z − z∗| < 1
4
√
M + 1

.

Численный эксперимент требует знания подвижных особых точек, а это является
следующей задачей, требующей решения.
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