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ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ КРУГЛЫХ И КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИН
ИЗ РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩИХСЯ МАТЕРИАЛОВ

1Институт теоретической и прикладной механики СО РАН, г. Новосибирск, Россия
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Аннотация. Предельное состояние круглых и кольцевых пластин из разносопротивляющих-
ся материалов рассматривается на основе условия пластичности П. Баландина. Использованы
вписанные и описанные кусочно-линейные аппроксимации эллипса напряжений Баландина и
на их основе для обобщенных характеристик (моментов и скоростей кривизн) получены зако-
ны осесимметричного деформирования круглых и кольцевых пластин при осесимметричном
поперечном изгибе.

Ключевые слова: Поперечный изгиб, круглые и кольцевые пластины, разносопротивляю-
щиеся предельное состояние, пластические материалы, условие пластичности, закон пласти-
ческого течения, изгибающие моменты, скорости кривизны.

УДК: 539.3

Анализ испытаний различных материалов (модифицированных сталей, чугунов,
титановых и аллюминиевых сплавов, пластмасс, полимербетонов и др. [1-5] указыва-
ет на совершенно различный характер их деформирования при растяжении и сжатии.
При этом с достаточной достоверностью можно считать модули упругости практиче-
ски одинаковыми при растяжении и сжатии, а пластические характеристики (пределы
текучести, временного сопротивления, и предельные деформационные характеристи-
ки)при растяжении и сжатии могут отличаться в несколько раз (или даже десятки
раз). Учет этого обстоятельства безусловно важен при расчете предельного равнове-
сия конструкций из таких материалов. В работах [6, 7] на основе условия пластично-
сти В. Прагера [8,9] получено параметрическое описание гиперповерхноститекучести
в пространстве обобщенных усилий и моментов и на их основе построены верхние
границы предельных давлений для циллиндрических сосудов со сферическими дни-
щами.
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4 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ

В предлагаемой работе за основу принято достаточно хорошо экспериментально
проверенное условие пластичности П. Баландина [10,11], которое в случае плоского
напряженного состояния имеет вид

σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2 + a0 (σ1 + σ2) = σ+
0 σ
−
0 (1)

где σ1, σ2 – главные напряжения; a0 = σ−0 − σ+
0 ; σ−0 , σ+

0 – пределы текучести при
сжатии (−) и растяжении (+). Если ввести замену

σ1 = σ1 + a0, σ2 = σ2 + a0

то условие (1) можно представить в виде

σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2 = b20, b
2
0 = σ−0 σ

+
0 + a2

0 (2)

Рис. 1.

Уравнение (2) соответствует условию пластичности Мизеса с пределом текучести b0
и в плоскости σ1, σ2 определяет эллипс Мизеса (рис. 1), который удобно аппроксими-
ровать вписанным A1, A2, A3, A4, A5, A6 или описанным B1, B2, B3, B4, B5, B6 шести-
угольниками. В соответствии с такой аппроксимацией в случае внутреннего шести-
угольника условие пластичности и закон пластического течения для соответствующих
режимов будет описываться соотношениями:
а) внутренний шестиугольник

A1A2 : σ2 = b0 − a0, −a0 ≤ σ1 ≤ b0 − a0, ε̇1 = 0, ε̇2 > 0;

A2A3 : σ2 − σ1 = b0, ε̇2 + ε̇1 = 0, ε̇2 > 0, ε̇1 < 0;

A3A4 : σ1 = − (b0 + a0) , − (b0 + a0) ≤ σ2 ≤ −a0, ε̇1 > 0, ε̇2 < 0; (3)
A4A5 : σ2 = − (b0 + a0) , − (b0 + a0) ≤ σ1 ≤ −a0, ε̇1 = 0, ε̇2 < 0;

A5A6 : σ2 − σ1 = −b0, ε̇1 + ε̇2 = 0, ε̇1 > 0, ε̇2 < 0;

A6A1 : σ1 = b0 + a0, −a0 ≤ σ2 ≤ b0 − a0, ε̇1 > 0, ε̇2 = 0;
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Координаты вершин:

A1{(b0 − a0), (b0 − a0)}, A2{(−a0), (b0 − a0)}, A3{−(b0 + a0), (−a0)},
A4{−(b0 + a0),−(b0 + a0)}, A5{(−a0),−(b0 + a0)}, A6{(b0 − a0), (−a0)}

b0 =
√

(σ−0 − σ
+
0 )2 + σ−0 σ

+
0 , b0 > |a0|

б) Внешний шестиугольник

B1B2 : σ2 + σ1 = 2 (b0 − a0) , ε̇2 − ε̇1 = 0, ε̇2 > 0, ε̇1 > 0,

B2B3 : 2σ2 − σ1 = 2b0 − a0, ε̇2 + 2ε̇1 = 0, ε̇2 > 0, ε̇1 < 0,

B3B4 : σ2 − 2σ1 = 2b0 + a0, 2ε̇2 + ε̇1 = 0, ε̇2 > 0, ε̇1 < 0, (4)
B4B5 : σ2 + σ1 = −2 (b0 − a0) , ε̇2 − ε̇1 = 0, ε̇2 < 0, ε̇1 < 0,

B5B6 : 2σ2 − σ1 = −2 (b0 − a0) , ε̇2 + 2ε̇1 = 0, ε̇2 < 0, ε̇1 > 0,

B6B1 : σ2 − 2σ1 = −2b0 + a0, 2ε̇2 + ε̇1 = 0, ε̇2 < 0, ε̇1 > 0,

Координаты вершин:

B1

{(
4b0 − 3a0

3

)
,

(
2b0 − 3a0

3

)}
, B2

{(
2b0 − 3a0

3

)
,

(
4b0 − 3a0

3

)}
,

B3

{(
−2b0 − 3a0

3

)
,

(
2b0 − 3a0

3

)}
, B4

{(
− 4b0 − a0

3

)
,

(
−2b0 + 5a0

3

)}
,

B5

{(
−2b0 + 2a0

3

)
,

(
−4b0 + 4a0

3

)}
, B6

{(
6b0 − 2a0

3

)
,

(
6b0 − a0

3

)}
.

В соответствии с гипотезами Кирхгофа-Лява имеем:

ε̇1 = ε̇01 + zχ̇1, ε̇2 = ε̇02 + zχ̇2, (5)

где z – координата вдоль нормали к отсчетной поверхности пластины,

ε01 =
dU̇0

dr
, ε02 =

U̇0

r
, χ̇1 = −d

2ω̇

dr2
, χ̇2 = −1

r

dω̇

dr
, (6)

ω̇, U̇0 – скорости прогиба и радиальногоперемещения отсчетной поверхности, r – те-
кущий радиус.

Нетрудно проверить, опираясь на зависимости (3)–(6), что в случае по-
перечного изгиба пластин, при аппроксимации внутренним шестиуголь-
ником, в них могут реальзоваться пластические состояния, соответствую-
щие парам режимов A4A5, A1A2, (A1A2, A4A5), A5A6, A2A3 (A2A3, A5A6),
A3A4, A6A1 (A6A1, A3A4), а при аппроксимации наружным шестиуголь-
ником – пластические состояния, соответствующие парам режимов
B4B5, B1B2 (B1B2, B4B5) , B5B6, B2B3 (B2B3, B5B6) , B6B1, B3B4 (B3B4, B6B1).

Тогда для изгибающих моментов и скоростей кривизн при поперечном изгибе круг-
лыхи кольцевых пластин в случае аппроксимации внутренним шестиугольником бу-
дем иметь предельную кривую, изображенную на рис. 2, где прямая C1C2 соответ-
ствует реализации режимов A4A5, A1A2 и для нее

M2 = M0, −M01 ≤M1 ≤M0,

χ̇1 = 0, χ̇2 > 0, (7)

M0 =
σ+

0 σ
−
0 H

2

4b0
, M01 =

a2
0

σ+
0 σ
−
0

M0,
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Рис. 2.

где H – толщина пластинки.
Прямая C2C3 соответствует реализации режимов A5A6, A2A3 и для нее справедливы
соотношения:

M2 −M1 =
b20

σ+
0 σ
−
0

M0, −M0 ≤M1 ≤ −M01, (8)

χ̇1 + χ̇2 = 0, χ̇1 < 0, χ̇2 > 0

Прямая C3C4 соответствует реализации режимов A1A6, A3A4 и для нее справедливы
соотношения:

M1 = −M0, −M0 ≤M2 ≤M01 (9)
χ̇2 = 0, χ̇1 < 0,

Прямая C5C6 соответствует реализации режимов A2A3, A5A6 и для нее

M1 −M2 = − b20
σ+

0 σ
−
0

M0, M01 ≤M1 ≤M0, (10)

χ̇1 + χ̇2 = 0, χ̇1 > 0, χ̇2 < 0

При аппроксимации наружным шестиугольником предельная кривая в плоскости
M1,M2 будет иметь вид изображенный на рис. 3.

Прямая D1D2 соответствует реализации режимов B4B5, B1B2 и для нее имеем

M2 +M1 = 2M0, k2M0 ≤M1 ≤ k1M0,

χ̇2 − χ̇1 = 0, χ̇1 > 0, χ̇2 > 0 (11)

k1 =
8b20 − 5a2

0

6σ−0 σ
+
0

, k2 =
4b20 − 7a2

0

6σ−0 σ
+
0

.

Прямая D2D3 соответствует реализации режимов B5B6, B2B3 и для нее имеем

2M2 −M1 = 3k2M0, −k3M0 ≤M1 ≤ k2M0, (12)
χ̇2 + 2χ̇1 = 0, χ̇2 > 0, χ̇1 < 0
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Рис. 3.

Прямая D3D4 соответствует реализации режимов B6B1, B3B4 и для нее имеем

M2 − 2M1 = 3k2M0, −k1M0 ≤M1 ≤ −k3M0,

2χ̇2 + χ̇1 = 0, χ̇2 > 0, χ̇1 < 0 (13)

k3 =
4b20 − a2

0

6σ−0 σ
+
0

.

Прямая D4D5 соответствует реализации режимов B1B2, B4B5 и для нее

M2 +M1 = −2M0, −k1M0 ≤M1 ≤ −k2M0, (14)
χ̇2 − χ̇1 = 0, χ̇2 < 0, χ̇1 < 0

Полученные соотношения с точностью до несущественных деталей подобны соотно-
шениям соответствующим условиям пластичности Треска и максимального приведен-
ного напряжения для пластин из материалов одинаково сопротивляющихся растяже-
нию и сжатию. Поэтому многие известные решения классической теории предельного
равновесия круглых и кольцевых пластин при незначительной модификации могут
быть использованы для пластин из разносопротивляющихся материалов, а соотноше-
ния для внутренней и наружной аппроксимации условия пластичности П. Баландина
будут полезны при использовании многих известных в литературе решений с усло-
виями текучести Треска и максимального приведенного напряжения для получения
верхних и нижних оценок предельных нагрузок в конструкциях из материалов, под-
чиняющихся условию пластичности П. Баландина.
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В качестве примера рассмотрим круглую пластину радиуса R, опертую на контуре,
нагруженную на этом контуре изгибающим моментом M∗ и равномерно распределен-
ной нагрузкой интенсивности p0. Уравнения равновесия имеют вид

d

dr
(rQ) +rp0 = 0 (15)

d

dr
(rM1)−M2 = rQ,

Q – перерезывающая сила, M1,M2 – радиальный и окружной изгибающие моменты.
Интегрируя первое уравнение, получим

rQ(r) = −p0r
2

2
(16)

Если в качестве предельной кривой использовать шестиугольник изображенный на
рис. 2, то решение рассматриваемой задачи соответствует состоянию C1C2 на рис. 2,
для которого M2 = M0. Подставляя это значение во второе уравнение равновесия и
интегрируяего при условии M1(0) = M0, получим

M1(r) = M0 −
p0r

2

6
(17)

Используя граничное условие M1(R) = M∗ получим соотношения для предельных
нагрузок

M∗ +
p0R

2

6
= M0 (18)

Рассматриваемое решение будет справедливо при M∗ ≥ −M01

Если предельная кривая соответствует шестиугольнику на рис. 3, то в зависимости
от M∗ в пластинке может быть реализовано либо состояние D1D2 во всей пластинке,
либо состояние D1D2 на участке 0 ≤ r ≤ r1 и состояние D2D3 на участке r1 ≤ r ≤ R.

В случае реализации режима D1D2 во всей пластинке 0 ≤ r ≤ R, будем иметь

M2 = 2M0 −M1 (19)

и второе уравнение равновесия примет вид
dM1

dr
+ 2M1 = 2M0 −

p0r
2

2
Его решение

M1(r) = M0

(
2− e−2r

)
− p0

2

∫ r

0
r2e2rdr (20)

Используя граничное условие M1(R) = M∗ получаем предельное соотношение между
распределенной и контурной нагрузками

M∗ +
p0

2

∫ R

0
r2e2rdr = M0

(
2− e−2R

)
(21)

Данное решение емеет место, если момент M∗ на контуре пластинки удовлетворяет
неравенству

M∗ ≥ k2M0

При нарушении этого неравенства решение (20) реализуется в области 0 ≤ r ≤ r1.
Граница r1 определяется из условия

M1(r1) = k2M0 (22)
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или

M0

(
2− e−2r

)
− p0

2

∫ r1

0
r2e2rdr = k2M0

В области r1 ≤ r ≤ R реализуется режим D2D3 для которго

M2 =
1

2
M1 +

3

2
k3M0

В этом случае второе уравнение равновесия примет вид

dM1

dr
+

1

2
M1 =

3

2
r3M0 −

p0r
2

2

решение которого с учетом условия (22) будет иметь вид

M1(r) = [Φ1(r) + k2M0] exp

(
r1 − r
r

)
, (23)

Φ1(r) =

∫ r

r1

[
3
2k3M0 − p0r2

2

]
exp

(
r − r1

2

)
dr

и тогда с помощью условияM1(R) = M∗ получим следующее предельное соотношение
между распределенной и контурной нагрузками

[Φ1(R) + k2M0] exp

(
r1 −R

2

)
= M∗ (24)

Это соотношение будет иметь место, если M∗ удовлетворяет неравенству

M∗ ≥ −k3M0
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КОНТАКТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА О РАСТЕКАНИИ
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ПЛОСКОСТИ

Московский государственный гуманитарно-экономический университет, г.Москва, Россия

Аннотация. Еще в середине прошлого века А. А. Ильюшин предложил эффективную дву-
мерную, осредненную по толщине слоя, математическую модель течения тонкого пластиче-
ского слоя между сближающимися жесткими плитами. В рамках этой модели он сформу-
лировал краевую задачу для «вязкой жидкости» относительно трех неизвестных функций,
двух компонент скорости течения и контактного давления, в области с подвижной границей.
Он также указал на возможность упрощения постановки задачи до течения «идеальной жид-
кости». Все последующие исследователи в своих работах ограничивались этой упрощенной
постановкой. В работе рассмотрены такие течения пластического слоя, которые невозможно
описать в модели «идеальной жидкости». В рамках упрощенной постановки решена краевая
задача течения тонкого пластического слоя в клиновидной области, составленного из двух
разных сред. Проверено, что полученное решение не удовлетворяет одному из динамических
условий на границе раздела двух пластических сред. Для корректного описания представ-
ленной задачи надо использовать модель «вязкой жидкости», или более простую теорию
пограничного слоя.

Ключевые слова: осадка слоя из пластического материала; квазистатическая постановка
краевой задачи; свободное растекание на плоскости.

УДК: 539.3

1. Введение. Выделим один класс задач пластического течения материала в срав-
нительно тонком слое между сближающимися поверхностями тел инструмента[1-3].
К таковым примыкает подавляющее большинство технологических задач обработки
давлением, таких как штамповка и прессование тонкостенных элементов конструкций,
тонколистовая прокатка, дрессировка и др. Это сложные объемные задачи пласти-
ческого формоизменения с разнообразием параметров, определяющих свойства ма-
териала. В рассматриваемых процессах развиваются высокие давления, на порядок
превышающие сдвиговые свойства материала слоя. Требования к точности конечной
детали определяют другую особенность этих процессов. Как известно [3], большие

c© КадымовВ.А., 2018
Кадымов Вагид Ахмедович
e-mail: vkadymov@yandex.ru, доктор физико-математических наук, профессор, Московский
государственный гуманитарно-экономический университет, г.Москва, Россия.

Поступила 10.02.2018
12



КОНТАКТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА О РАСТЕКАНИИ... 13

контактные давления вызывают нормальные упругие перемещения рабочих поверхно-
стей тел инструмента, соизмеримые с толщиной пластического слоя. А следовательно,
неучет упругих перемещений тел инструмента становится неоправданным. На указан-
ные процессы растекания пластических слоев заметное влияние могут оказывать силы
инерции, температуры и тепловые потоки, объемная сжимаемость, касательные на-
пряжения. Перечисленные выше особенности, присущие процессам течения в тонком
пластическом слое, достаточно подробно изучены и представлены в научной лите-
ратуре. Для описания указанного течения тонкого пластического слоя А.А.Ильюшин
предложил эффективную двумерную, осредненную по толщине слоя математическую
модель [1], к которой приводит исходная трехмерная задача течения идеально пласти-
ческого тела. Переход к двумерной задаче проводился на основе специальных гипотез,
предложенных в результате анализа известного решения Прандтля в задаче об осадке
плоского, в вертикальном разрезе, слоя пластического материала [2]. На контактных
поверхностях принимается условие полного проскальзывания материала, а касатель-
ные напряжения достигают максимального значения, равного пределу текучести ма-
териала слоя на сдвиг. В рамках этой модели сформулирована краевая задача для
«вязкой жидкости» в области с подвижной границей относительно трех неизвестных
функций- контактного давления p и двух компонент u, v скорости течения. Такая кра-
евая задача описывается дифференциальными уравнениями в частных производных
второго порядка. Он же указал на возможность упрощения постановки до задачи
для «идеальной жидкости», в которой принимаются условия полной пластичности,
и соответственно, пренебрегают касательными напряжениями. Все последующие ис-
следователи до недавнего времени в своих работах ограничивались этой упрощенной
постановкой [3], представленной нелинейными уравнениями в частных производных
первого порядка; она достаточно наглядна и доступна для инженерных расчетов. На
ее основе разработаны различные математические методы решения задач течения
в тонком пластическом слое. Однако, не все процессы течения в тонком пластиче-
ском слое могут быть описаны в рамках упрощенной модели «идеальной жидкости».
Недавно такие случаи были рассмотрены в работах автора: теоретическое исследо-
вание задачи о растекании пластического слоя, состоящего из двух разных сред [5],
и экспериментальная работа по исследованию процесса растекания слоя в области с
неподвижной границей [6]. Для корректного описания в таких случаях необходимо
использовать более общую модель «вязкой жидкости». В настоящей работе подробно
исследуется постановка задачи о растекании пластического слоя, состоящего из двух
разных сред, и дается ее решение для клиновидной области в модели «идеальной
жидкости».
2. Постановка краевой задачи (модель «вязкой жидкости») в размерных

величинах. В процессах течения тонкого пластического слоя, как известно [1], дости-
гаются большие давления, на порядок превышающие сдвиговые свойства материала,
и, в начальном приближении, свойства материала пластического слоя близки к свой-
ствам гидродинамической жидкости. При этом, однако, влияние сдвиговых свойств
остается заметным в задачах растекания слоя, составленного из разных идеально-
пластических сред. Пусть слой, составленный из разных идеально-пластических сред,
сжимается между двумя параллельно сближающимися по нормали плоскостями жест-
ких шероховатых плит (рис.1).
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Рис. 1. Слой, составленный из двух идеально-пластических сред, в плане

Тогда основные уравнения краевой задачи течения пластического слоя на плоскости
имеют вид:

∂p
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=
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3

dt
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, (2)
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= 0, (3)

p, u, v− контактное давление и скорости течения; σsk =
√

3τsk (k = 1, 2) – предел
текучести пластического материала в области S1 и S2 соответственно; h = h(t) –
известный закон изменения толщины слоя; λ(t) = ln(h0/h(t)) – степень деформации;
h0 = h(t0).

Выпишем условия на границе раздела двух пластических сред Γ12 : y = ϕ0(x, t):
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и свободной границе Γk : y = ϕk(x, t), (k = 1, 2):
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где
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3. Краевая задача в безразмерных величинах. Упрощение краевой зада-
чи. Пусть h0, L0, v0, p0− характерные значения толщины слоя, линейного разме-
ра слоя, скорости течения и контактного давления; ε = h0/L0 << 1 – малый па-
раметр, характеризующий тонкость пластического слоя. Примем, что p0 = σs1/ε,
v0 = − (dh(t0)/dt) /ε. Тогда, в безразмерных величинах:
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∆̄ū− 2√

3

1

h̄

ū√
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где δ = σs1/σs2.
Динамические условия (4),(5) на Γ12 (черточки над безразмерными величинами

убираем) разрешим относительно контактного давления:
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Как видно из (15), p1−p2 есть малый параметр, который определяется однозначно,
если:

A+B
∂ϕ0

∂x
= 0, (16)
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или: [(
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Аналогично поступаем с динамическими условиями (7),(8) на свободной границе:

pk
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= εA1, pk = εB1, (17)

где pk – малый параметр, определяемый однозначно, если только(
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Если отказаться от условий (16) и (18),то, в главном приближении, (ε = 0) исход-
ная краевая задача для «вязкой жидкости» сводится к известной задаче о растекании
слоя, составленного из идеально-пластического материала, в приближении «идеаль-
ной жидкости» относительно искомых переменных u, v, p:

∂p
∂x = − 2√

3
1
h

u√
u2+v2

; ∂p
∂y = − 2√

3
1
h

v√
u2+v2

, в S1

p1 = p2 на Γ12,
pk = 0 на Γk(k = 1, 2).

Отметим, что уравнение несжимаемости (14), а также кинематические граничные
условия (6) и (9) остаются без изменения.
4. Задача о свободном растекании пластического слоя, состоящего из раз-

ных сред, в постановке модели «идеальной жидкости». В рамках упрощенной
постановки ставится краевая задача течения тонкого пластического слоя в клиновид-
ной области, составленной из двух разных сред. Пусть пластический слой постоянной
толщины в начальный момент имеет форму клиновидной области и состоит из двух
разных сред с начальными углами раствора α1 и α2 соответственно (рис.2). Пред-
положим, что такой слой свободно растекается между параллельно сближающимися
жесткими шероховатыми плитами. Подобная задача, в условиях симметрии области,
в постановке «модели идеальной жидкости» решена в [5].

Выберем неподвижную систему координат oxy, в которой в начальный момент
t = t0 указанная область задается углом β2 > 0. При этом уравнения границ рас-
текающейся области в начальный момент заданы уравнениями:

Γ1 : y = k1x, k1 > 0,

Γ2 : y = k2x, k2 6 0,

Γ12 : y = k0x,

где k1, k2, k0 определяются через α1, α2 и β2:

tg β2 = −k2,

tg (α2 − β2) = k0,

tg[α1 + (α2 − β2)] = k1.
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Рис. 2. О растекании в клиновидной области пластического слоя, состоящего из двух разных
сред

Выпишем основные уравнения краевой задачи течения пластического слоя на плос-
кости (в размерных величинах, ):

∂p

∂x
= −2τsk

h

u√
u2 + v2

,

∂p

∂y
= −2τsk

h

v√
u2 + v2

,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
− ∂λ

∂t
= 0,

а также условия на неизвестной границе раздела двух сред Γ12 (y = ϕ0(x, t), t > t0) ,
которая в начальный момент задана уравнением ϕ0(x, t0) = k0x:

p1 = p2,

∂ϕ0

∂t
+ u

∂ϕ0

∂x
= v,

и на неизвестных свободных границах Γm (y = ϕm(x, t), t > t0, m = 1, 2), которые в
начальный момент также известны (ϕm(x, t0) = kmx):

p = 0,

∂ϕk
∂t

+ u
∂ϕk
∂x

= v.

Здесь p, u, v – контактное давление и скорости течения; σsk =
√

3τsk(k = 1, 2) – пре-
дел текучести пластического материала в области S1 и S2 соответственно, причем
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для определенности положим, что σs1 6 σs2; h = h(t) – известный закон измене-
ния толщины слоя; λ(t) = ln(h0/h(t)) – степень деформации; h0 = h(t0). Пусть L0 –
характерное значение линейного размера слоя. Вводя безразмерные величины:

ε = h0/L0, δ = σs1/σs2 > 1, p0 = σs1/ε, v0 = −(dh(t0)/dt)/ε,

перепишем соотношения задачи в безразмерных величинах:

∂p̄

∂x̄
= − 2√

3

1

h̄

ū√
ū2 + v̄2

, (19)

∂p̄

∂ȳ
= − 2√

3

1

h̄

v̄√
ū2 + v̄2

, в S1, (20)

δ
∂p̄

∂x̄
= − 2√

3

1

h̄

ū√
ū2 + v̄2

, (21)

δ
∂p̄

∂ȳ
= − 2√

3

1

h̄

v̄√
ū2 + v̄2

, в S2 (22)

∂ū

∂x̄
+
∂v̄

∂ȳ
− dλ

dt̄
= 0, в S1 ∪ S2, (23)

p̄1 = p̄2, (24)

∂ϕ̄0

∂t̄
+ ū

∂ϕ̄0

∂x̄
= v̄, на Γ12, (25)

p̄ = 0, (26)

∂ϕ̄k
∂t̄

+ ū
∂ϕ̄k
∂x̄

= v̄, на Γk(k = 1, 2). (27)

Задача решается в безразмерных величинах. Для удобства записи черточки над
безразмерными величинами ниже опускаем. Как известно [1], внутри области тече-
ния существует линия ветвления течения, образованная пересечением двух различ-
ных линий тока и на которой u2 + v2 = 0. С другой стороны, при h = h(t) линиями
тока служат прямые, ортогональные к контуру свободно растекающегося пластиче-
ского слоя. Пусть M0(x0, y0) – некоторая точка на линии раздела двух сред Γ12. Для
определенности положим, что:

σs1 sinα1 > σs2 sinα2. (28)
Предположение (28) означает лишь, что линия ветвления течения в начальный мо-

мент t = t0 располагается в области S1. Поэтому продолжим линию тока, исходящую
из области S2, в область S1, отсчитывая от точки M0 ∈ Γ12. Для этого найдем угол
преломления π/2− α3 линии тока в точке M0 [5]:

dp(s)

ds
=
∂p

∂x

dx

ds
+
∂p

∂y

dy

ds
=

2√
3hδ

cos
(π

2
− α2

)
=

2√
3h

cosα3,

δ cosα3 = sinα2, (29)
где s — параметр длины дуги вдоль линии Γ12. Формула (29) означает, что при пересе-
чении линии раздела двух пластических сред линия тока преломляется, причем угол
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преломления увеличивается при прохождении в «менее плотную» среду (аналогия с
оптикой). Из (29) следует, что все линии тока входят в область S2 под постоянным
углом к оси ox. Теперь, зная линию тока, исходящую из точкиM0 ∈ Γ12, можем найти
на ней точку MB(xB, yB) ветвления течения из следующего условия:

2√
3h

1

δ
(OM0 sinα2) +

2√
3h

(M0MB) =
2√
3h

(k1xB − yB)√
1 + k2

1

(30)

В (30) справа стоит выражение для контактного давления в точке MB, найденного
вдоль другой линии тока, исходящей от контура Γ1, причем величина:

s =
|k1xB − yB|√

1 + k2
1

=
k1xB − yB√

1 + k2
1

,

есть расстояние от точки MB до границы Γ1.
Находим оставшиеся в (30) величины:

OM0 =
√
x2

0 + y2
0 = x0

√
1 + k2

0.

Уравнение прямой M0MB:

y0 − y = tg (β0 + α3) (x− x0) , (31)
где β0 ≡ arctg k0 > 0.

Из (29) получаем:

k5 ≡ tg (β0 + α3) =
tg β0 + tgα3

1− tg β0 tgα3
=
k0 sinα2 +

√
δ2 − sin2α2

sinα2 − k0

√
δ2 − sin2α2

. (32)

С другой стороны:

tgα2 = tg[(α2 − β2) + β2] =
tg(α2 − β2) + tg β2

1− tg(α2 − β2) tg β2
=

k0 − k2

1 + k0k2
;

sinα2 =

√
tg2 α2

1 + tg2 α2
=

k0 − k2√
(1 + k0k2)2 + (k0 − k2)2

> 0. (33)

Подставим (33) в (32) и найдем k5 в зависимости от k2, k0 и δ:

k5 =
k0 (k0 − k2) +

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

(k0 − k2)− k0

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

. (34)

В частности, при δ = 1 (т.е. пластическая среда – однородная) из (34) и (31) соот-
ветственно получаем:

k5 = − 1
k2
,

M0MB =
√

(yB − y0)2 + (xB − x0)2 = |xB − x0|
√

1 + k2
5,

(35)

где учтено, что
yB = y0 + k5 (xB − x0) = k0x0 + k5 (xB − x0) .
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Подставим (33), (34), (35) в (30):

1

δ

(
x0

√
1 + k2

0

)
sinα2 + |xB − x0|

√
1 + k2

5 =
k1xB − (y0 + k5(xB − x0))√

1 + k2
1

.

Разрешим последнее соотношение относительно xB (xB > x0):

xB = x0
f1 (k1, k2, k0, δ)

f2 (k1, k2, k0, δ)
, (36)

где

f1 ≡ −
1

δ

√
1 + k2

0 sinα2 +
√

1 + k2
5 +

k5 − k0√
1 + k2

1

=

= −1

δ

√
1 + k2

0 (k0 − k2)√
(1 + k0k2)2 + (k0 − k2)2

+
√

1 + k2
5 +

k5 − k0√
1 + k2

1

;

f2 ≡
√

1 + k2
5 −

k1 − k5√
1 + k2

1

.

Как видно из (35), (36), линия ветвления (ЛВ) в момент t = t0 есть прямая:

yB = kBxB, kB ≡
f1k5 + f2 (k0 − k5)

f1
. (37)

В частности, при δ = 1 формула (37) упрощается:

kB =
k2

√
1 + k2

1 + k1

√
1 + k2

2√
1 + k2

1 +
√

1 + k2
2

,

arctg kB − arctg k2 = arctg k1 − arctg kB =
1

2
(arctg k1 − arctg k2) .

Последняя формула означает, что для однородного пластического слоя линия ветвле-
ния равноотстоит от линий свободных контуров Γ1 и Γ2. Если дополнительно принять,
что k2 = −k1 то получаем:

kB = 0,

т.е. линия ветвления совпадает с осью ox.
Получим теперь зависимости для контактного давления и скорости течения в на-

чальный момент. Рассмотрим сперва область S1B, ограниченную линиями Γ1 и ΓB.
Линия тока, проходящая через точку M (x, y) ∈ S1B:

y − yB = − 1

k1
(x− xB) .

Последнее условие, с учетом (37), разрешается относительно xB:

xB =
k1y + x

k1kB + 1
.
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Тогда,

p(x, y) =
2√
3h

(k1x− y)√
1 + k2

1

,

V (x, y) =
dλ

dt
|xB − x|

√
1 +

1

k2
1

=
dλ

dt

(xB − x)
√

1 + k2
1

k1
=

=
dλ

dt

√
1 + k2

1

k1kB + 1
(y − kBx) ,

u = −V cos
(π

2
− β1

)
= −V sinβ1 = − V k1√

1 + k2
1

= −dλ
dt

(xB − x) =

= −dλ
dt

k1 (y − kBx)

k1kB + 1
,

v = V sin
(π

2
− β1

)
= V cosβ1 =

V√
1 + k2

1

=
dλ

dt

(xB − x)

k1
=
dλ

dt

(y − kBx)

k1kB + 1
, (38)

где β1 ≡ arctg k1 > 0.
Рассмотрим теперь область SB0, ограниченную линиями ΓB и Γ12. Линия тока,

проходящая через точку M (x, y) ∈ SB0, имеет вид:

y − yB = k5 (x− xB) .

Разрешим последнее условие относительно xB :

xB =
y − k5x

kB − k5
.

Тогда,

p (x, y) = p (MB) +
2√
3h

(MBM) =
2√
3h

(k1xB − yB)√
1 + k2

1

+

+
2√
3h

√
(y − yB)2 + (x− xB)2 =

2√
3h

(
y − k5x

kB − k5

)
(k1 − kB)√

1 + k2
1

+

2√
3h

(
y − kBx
kB − k5

)√
1 + k2

5,

V (x, y) =
dλ

dt
(MBM) =

dλ

dt

√
(xB − x)2 + (yB − y)2 =

=
dλ

dt
|x− xB|

√
1 + k2

5 = −dλ
dt

(xB − x)
√

1 + k2
5 = −dλ

dt

√
1 + k2

5

y − kBx
kB − k5

,

(39)

u = −V cos (α3 + β0) = − V√
1 + k2

5

= −dλ
dt

(xB − x) = −dλ
dt

y − kBx
kB − k5

,

v = −V sin (α3 + β0) = − V tg (α3 + β0)√
1 + tg2 (α3 + β0)

= −dλ
dt

(xB − x) k5 =

= −dλ
dt

(y − kBx) k5

kB − k5
.

(40)
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Рассмотрим, наконец, область SB2, ограниченную линиями Γ12 и Γ2. Линия тока,
проходящая через точку M (x, y) ∈ SB2, имеет вид:

y − y0 = − 1

k2
(x− x0) .

Разрешим последнее условие относительно :

x0 =
k2y + x

k2k0 + 1
.

Тогда,

p (x, y) =
2√
3hδ

|k2x− y|√
1 + k2

2

=
2√
3hδ

−k2x+ y√
1 + k2

2

.

Скорость течения в точке M0 допускает разрыв. Найдем скорость в точке M0, со сто-
роны рассматриваемой части области течения, используя непрерывность нормальной
скорости, а также условие (39):

V (M02) = V (M01)
sinα3

cosα2
=
dλ

dt

√
1 + k2

5

y0 − kBx0 sinα3

kB − k5 cosα2
.

С другой стороны, согласно (29) и (33),

cosα2 =
1√

1 + tg2α2

=
1 + k0k2√

(1 + k0k2)2 + (k0 − k2)2
,

sinα3 =
√

1− cos2α3 =

√
1− 1

δ2
sin2α2 =

=

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

δ
√

(1 + k0k2)2 + (k0 − k2)2
,

В результате,

V (M02) =
dλ

dt

√
1 + k2

5

k0 − kB
kB − k5

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

δ (k2k0 + 1)
x0,

V (x, y) = V (M02) +
dλ

dt
(M0M) = V (M02) +

+
dλ

dt

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 = V (M02) +

dλ

dt
(x0 − x)

√
1 + k2

2

−k2
=

=
dλ

dt
ψ (x, y) ,

ψ ≡ 1

k2k0 + 1

[
ψ1 −

√
1 + k2

2 (y − k0x)

]
,

ψ1 ≡
√

1 + k2
5

k0 − kB
kB − k5

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

δ (k2k0 + 1)
(k2y + x) ,

u (x, y) = −V (M) cos
(π

2
− β2

)
= −V (M) sinβ2 =

dλ

dt

ψk2√
1 + k2

2

,
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v (x, y) = −V (M) sin
(π

2
− β2

)
= −V (M) cosβ2 = −dλ

dt

ψ√
1 + k2

2

. (41)

Итак, нашли распределение p, u, v во всей области течения в начальный момент.
Покажем, что линии Γ1,Γ2,Γ12 остаются прямыми. Допустим, что они остаются пря-
мыми, то есть их можно задать уравнениями:

Γ1 : y = k1 (t)x, (42)

Γ2 : y = k2 (t)x, (43)

Γ12 : y = k0(t)x.

Подставим (42) в кинематические условия (27):

Γ1 : k̇1x− k1
dλ

dt

k1 (y − kBx)

k1kB + 1
=
dλ

dt

(y − kBx)

k1kB + 1
,

в которой использованы формулы (38)относительно скоростей, а y = k1x. Или:

Γ1 : k̇1 − dλ
dt
k21(k1−kB)
k1kB+1 = dλ

dt
(k1−kB)
k1kB+1 ,

Γ1 : dk1dλ =
(k1−kB)(1+k21)

k1kB+1 .
(44)

Аналогично получаем дифференциальное уравнение относительно Γ2:

Γ2 : k̇2x+ k2
dλ

dt

ψk2√
1 + k2

2

= −dλ
dt

ψ√
1 + k2

2

,

где ψ определяется из (41), в которой y = k2x:

ψ (x) = ψ0x,

ψ0 ≡
1

k2k0 + 1

[
ψ2 −

√
1 + k2

2 (k2 − k0)

]
,

ψ2 ≡
√

1 + k2
5

k0 − kB
kB − k5

√
δ2(1 + k0k2)2 + (δ2 − 1) (k0 − k2)2

δ (k2k0 + 1)

(
k2

2 + 1
)
,

или
Γ2 :

dk2

dλ
= −ψ0

√
1 + k2

2. (45)

В частности, при δ = 1 и k2 = −k1 формулы (44) и (45) упрощаются:

Γ1 :
dk1

dλ
= k1

(
1 + k2

1

)
,

Γ2 :
dk2

dλ
= k2

(
1 + k2

2

)
, ψ0 = −k2

√
1 + k2

2,

т.е. получили известное дифференциальное уравнение задачи о растекании однород-
ного пластического слоя , занимающей область формы клина.

И, наконец, третье дифференциальное уравнение (25) относительно Γ12:

Γ12 : k̇0x− k0
dλ

dt

y − kBx
kB − k5

= −dλ
dt

(y − kBx) k5

kB − k5
,
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где использованы формулы (40) для скоростей, в которых y = k0x. Или,

Γ12 :
dk0

dλ
=

(k0 − kB) (k0 − k5)

kB − k5
. (46)

Система нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка (44), (45), (46)
в общем случае решается численными методами. В результате получаем законы (42)
изменения границ пластических областей в процессе растекания. Таким образом, мы
представили в полном виде точное решение несимметричной задачи о растекании пла-
стического слоя, составленного из двух клиньев, в «модели идеальной жидкости». 5.
Заключение. 1. В работе обсуждается краевая задача течения в тонком пластиче-
ском слое, которая в общей, первоначальной постановке впервые нашла применение в
работах автора – все предыдущие исследователи ограничивались упрощенной ее по-
становкой. 2. Представлено в полном виде точное решение несимметричной задачи
о растекании пластического слоя, составленного из двух клиньев, в модели «идеаль-
ной жидкости». Показано, что границы этих клиньев остаются прямыми в процессе
растекания. Выведены уравнения для эволюции их границ. Установлено, что линия
ветвления течения остается прямой в процессе растекания. Получена формула для
нахождения линии ветвления течения. Проверено, что полученное решение не удо-
влетворяет одному из динамических условий на границе раздела двух пластических
сред в виде (16), (18). Отметим, что ранее (в задаче о растекании пластического слоя
в области с неподвижными границами) было показано, что полученные на основе
упрощенной модели решения не согласуются с результатами эксперимента [6]. 3. Для
решения задач течения в тонком пластическом слое в общей постановке предлагается
известный метод погранслоя, разработанный применительно к указанным задачам в
работах автора [4].
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Abstract. In the middle of last century A.Iljushin suggested an efficient two-dimentional, averaged
on the layer thickness, mathematical theory of the thin plastic layer flow between two converging
rigid plates, formulated the boundary-value problem for «viscous fluid» regarding three unknown
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of simplification of the formulation of boundary-value problem till the flow for «ideal fluid». It
should be noted, that all successive researchers used the same approach. The flows of plastic layer,
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their correct description it is necessary to use the model of «viscous fluid», or the simplified theory
of boundary layer, which for indicated proplems is developed in the works of the author.
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СДАВЛИВАНИЕ ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСКОЙ СФЕРЫ ПЛОСКИМИ
ШТАМПАМИ
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Аннотация. Приведено моделирование пластического сдавливания жесткопластической
сферы плоскими штампами при условии полной пластичности на ребре призмы Треска. Рас-
считываются линии скольжения, напряжения и скорости пластического течения с учетом
контактного трения, изменения границ пластической области и формы сферы. Результаты
работы представляют интерес для оценки предельной нагрузки и формоизменения сферы
при больших перемещениях штампов.

Ключевые слова: сжатие сферы, плоский штамп, идеальная пластичность, осевая сим-
метрия, условие полной пластичности, линии скольжения, напряжения, скорости течения,
контактное трение.

УДК: 539. 374

Введение. Первая задача осесимметричного пластического течения идеально пла-
стического тела при давлении плоского кругового штампа и вдавливании жесткой
сферы в пластическое полупространство при условии полной пластичности решена
А.Ю. Ишлинским [1-3]. В последующих работах Р. Шилда [4,5] получены уравнения
кинематики пластического течения, ассоциированные с ребром условия пластично-
сти Треска, показана непрерывность скоростей на жесткопластических границах, и
получены сингулярные поля скоростей в окрестности оси симметрии для гладкого
плоского штампа и штампа с максимальным контактным трением.

В [6] решение А.Ю. Ишлинского о вдавливании гладкой сферы дополнено расчета-
ми поля скоростей пластического течения с проверкой положительности диссипатив-
ной функции. В [7-10] задача А.Ю. Ишлинского о вдавливании плоского кругового
штампа и сферы рассматривалась с учетом контактного трения и изменения формы
свободной границы пластической области. Показано, что искривление свободной пла-
стической границы в процессе вдавливания жесткой гладкой сферы незначительно
влияет на среднее контактное давление, полученное А.Ю. Ишлинским для прямоли-
нейной свободной границы.
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В настоящей работе представлено моделирование обратной задачи о пластическом
сдавливании жесткопластической сферы плоскими штампами при изменении границы
контакта и свободной пластической границы деформируемой сферы с учетом контакт-
ного трения. Свободная пластическая граница принимается прямолинейной и вычис-
ляется из условия несжимаемости с последующими вычислениями линий скольже-
ния, напряжений, скоростей перемещений и контролем положительности диссипатив-
ной функции. Предположение о линейности свободной границы пластической области
подтверждается практически линейной формой смещения этой границы по расчетно-
му полю скоростей при малом перемещении штампов.

Результаты моделирования представляют интерес для оценки предельной нагрузки
на жесткопластическую сферу по пластическому отпечатку и пластического формо-
изменения сферы в диск, сжимаемый жесткими штампами.

Форма деформируемой сферы. При сжатии жесткопластической сферы плос-
кими штампами образуются круговые границы контакта с выдавливанием материала
на свободную поверхность сферы. Свободная пластическая граница выдавливаемого
материала, определяющая область двухмерного пластического течения, принимает-
ся прямолинейной с непрерывной касательной к недеформируемой части сферы. Это
предположение подтверждается ниже практически линейным смещением свободной
границы пластической области по расчетному полю скоростей при малом перемеще-
нии штампов на различных стадиях деформирования сферы.

Изменение формы сферы с увеличением радиуса контакта, длины и угла наклона
свободной границы пластической области при сжатии сферы определяется услови-
ем пластической несжимаемости материала в координатах r, z с началом отсчета в
центре неподвижной сферы. В этих координатах расчетная область имеет плоскость
симметрии z = 0. Вследствие осевой симметрии задача рассматривается в первом
квадранте плоскости r, z (рис. 1). Радиус R недеформированной сферы принимается
за характерный размер. При перемещении s штампа относительно начальной точ-
ки контакта с недеформированной сферой (показана штриховой линией) образуется
граница контакта с радиусом rA и свободная граница AB длиной l касательная к
недеформируемой сфере с углом наклона α к границе плиты. Деформируемый сег-
мент сферы с высотой 1– cosα принимает форму усеченного конуса с высотой h. Из
условия пластической несжимаемости следует равенство объема сегмента сферы и
усеченного конуса, приводящее к кубическому уравнению для h при заданном угле α

h3–3h(h cosα– sin2 α) tg2 α = (1– cosα)2(2 + cosα) tg2 α. (1)
Переменные rA, l и s связаны с α и h соотношениями

rA = sinα–l cosα, l = h/ sinα, s = 1–h– cosα, α > 0. (2)
При α = 0 и s = 0 уравнение (1) имеет решение h = 0. При α = π/2 из уравнения

(1) находим h = 2/3 и s = 1/3. При 0 < α < π/2 уравнение (1) решаем по формулам
Кардано для переменной l = h/ sinα, так как при малых углах α левая и правая части
в уравнении (1) стремятся к нулю. Кубическое уравнение для переменной l имеет вид

l3 + al2 + bl = c, (3)
где

a = –3 tgα, b = 3 tg2 α, c = (1– cosα)2(2 + cosα)/(sinα cos2 α).
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Рис. 1. Сдавливание жесткопластической сферы плоским штампом

Подстановка l = u + tgα приводит уравнение (3) к виду u3 = c– tg3 α с одним
действительным корнем для переменной u, и решение уравнений (3) и (1) имеет вид

l = (c– tg3 α)1/3 + tgα, h = l sinα, (4)
где c — правая часть уравнения (3) При α = π/2 и s = 1/3 сфера деформируется в
цилиндр, сжимаемый плоскими штампами с отношением диаметра к высоте цилиндра
D/H = 3/2. При s > 1/3 происходит сжатие цилиндра с увеличением отношения
D/H, которое исследовано в [11]. При больших отношениях D/H при сжатии тонкого
диска среднее давление q на границах контакта определяется отношением D/H и
коэффициентом пластического трения µ

q = 1 + 1/3µD/H, 0 < µ < 0.5. (5)
Линии скольжения. Осесимметричное пластическое течение при сдавливании

сферы плоскими штампами происходит сдвигом материального элемента по двум
плоскостям скольжения при условии полной пластичности на ребре призмы Треска.
В пространстве главных напряжений, отнесенных к напряжению текучести σY = 1,
при положительной радиальной скорости Vr условие полной пластичности имеет вид

σ1–σ2 = 1, σ3 = σ1, (6)

где σ1 и σ2 − главные напряжения в плоскости r, z и σ3 = σθ − нормальное напря-
жение в окружном направлении. Дифференциальные уравнения равновесия осесим-
метричной задачи пластичности при условии (6) относятся к гиперболическому типу
с характеристиками, совпадающими с ортогональными линиями скольжения ξ, η на
плоскости r, z [3]

dz/dr = tgϕ для ξ, dz/dr = –сtgϕ для η, (7)
где ϕ – угол наклона касательной к линии скольжения ξ с осью r. Вдоль линий сколь-
жения касательные напряжения максимальны τ = 1/2, а нормальные напряжения
σ = 1/2(σ1–σ2) и угол ϕ удовлетворяют дифференциальным соотношениям

dσ–dϕ = (dr + dz)/2r вдоль ξ, dσ + dϕ = (dr–dz)/2r вдоль η. (8)
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Уравнения (7) и (8) при заданных статических граничных условиях представляют
замкнутую систему для координат r, z и переменных σ и ϕ. Напряжения в цилиндри-
ческих координатах определяются по формулам

σr = σ–
1

2
sin 2ϕ, σz = σ +

1

2
sin 2ϕ, σθ = σ +

1

2
, τrz =

1

2
cos 2ϕ. (9)

При расчете линий скольжения и скоростей перемещений в пластической области
за характерный размер принимаем радиус контакта rA = 1 с началом координат r,
z в центре границы контакта (рис. 2). Линии скольжения определяются граничными
условиями сжатия вдоль границы AB с длиной l и углом наклона α

σ2 = –1, σ1 = σ3 = 0, σ = –
1

2
, ϕ = π/4–α, (10)

контактным трением µ на границе скольжения AF

ϕ = γ–π/2, γ =
1

2
arcos(2µ), 0 < µ <

1

2
(11)

и условием симметрии τrz = 0 на оси z в точке G

ϕ = –π/4, r = 0. (12)

Рис. 2. Пластическая область при сдавливании сферы плоским штампом

Линии скольжения и распределение напряжений в пластической области вычис-
ляются численным интегрированием уравнений (7) и (8) с граничными условиями
(10) — (12) с использованием конечно-разностной аппроксимации и вычислительных
процедур решения краевых задач Коши, Гурса и смешанного типа, приведенных в
[10,11]. В области ABC решается задача Коши от границы AB с координатами уз-
ловых точек r = 1 + i∆l cosα, z = –i∆l sinα, ∆l = l/N, i = 1, 2, . . . , N и граничны-
ми условиями (10). Используется циклическая процедура с возобновлением значений
r, z, σ, ϕ переменного массива AB и передачей их в переменные массивы ETA и KSI



30 Р. И.НЕПЕРШИН

линий скольжения AC и BC. Затем решается задача Гурса для центрированных ли-
ний скольжения с вырожденными ξ и η линиями скольжения в точках A и B. В этих
точках σ и ϕ находятся из уравнений (8) при равенстве нулю правых частей.

В области ACD решается задача Гурса от линии скольжения AC и точки A с
увеличением угла веера φ1 в точке A с малым шагом ∆ϕ до значения

φ1 = 3π/4–α–γ, γ =
1

2
arcos(2µ),

ограниченного углом γ, и возобновлением данных массивов ETA и KSI на линиях
скольжения, проходящих через точки A и C. Затем вычисляются линии скольжения
в области ADEH от линии скольжения AD решением смешанной задачи с условиями
(11) на контактной границе и определением точки E по условию ϕ = –π/4. От точки
E вычисляется траектория EG главного напряжения σ1 до малой окрестности оси
симметрии r = ε при приближенном выполнения граничного условия (12). В области
EHFG продолжается решение смешанной задачи от η линии скольжения EH с гра-
ничными условиями (11). В области BCDEGD1C1 решается задача Гурса от ξ линии
скольжения BCDE с вырожденной η линией скольжения в точке B при увеличении
угла веера φ2 с малым шагом ∆ϕ до выполнения условия r 6 ε в точке G. Коорди-
наты траектории EG находятся решением элементарной задачи Гурса по значениям
r, z, σ, ϕ в ближайших к EG точках η линий скольжения, где ϕ < –π/4, и ξ линий
скольжения, где ϕ > –π/4.

Несущая способность жесткой зоны сферы со свободной границей в точке B опре-
деляется неравенством ϕ < π/4, которое выполняется для всех значений rA, l и α
определяющих пластическую область.

В FORTRAN-программе выполняется передача значений r, z, σ, ϕ в переменные
массивы KSI и ETA с выводом на экран монитора узловых точек линий скольжения
для контроля вычислительного процесса. По второй формуле (9) вычисляется дав-
ление p = –σz в точках контактной границы AF . После вычисления линий скольже-
ния сохраняются значения r, z, σ, ϕ на жесткопластических границах BC1D1G и GF
необходимые для последующего расчета поля скоростей. Нормальные и касательные
напряжения на линии скольжения BC1D1G используются для вычисления среднего
давления q

q = −2

∫ B

G
(σ cosϕ+

1

2
sinϕ)rds. (13)

Для приближения к оси симметрии с точностью ε ≈ 0.02 сетка линий скольжения
вычисляется при задании 20 – 30 точек на границе AB с шагом ∆ϕ = 0.02− 0.03 цен-
трированных вееров в точках A и B, с числом точек на линии скольжения BC1D1G
более 100. При этом число узловых точек сетки линий скольжения достигает несколь-
ких тысяч. При детальном анализе напряженного состояния напряжения (9) могут вы-
числяться на любой линии скольжения, определяемой переменными массивами KSI
и ETA.

Поле скоростей. После вычисления линий скольжения определяются кинемати-
ческие граничные условия для скоростей перемещений на жесткопластических гра-
ницах и на границе контакта пластической области с плоскими штампами. Проекции
вектора скорости Vξ и Vη на линии скольжения ξ и η удовлетворяют дифференциаль-
ным соотношениям
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dVξ–Vηdϕ = –
1

2
(Vξdr–Vηdz)/r вдоль ξ, (14)

dVη + Vξdϕ = –
1

2
(Vξdz + Vηdr)/r вдоль η. (15)

Проекции вектора скорости на оси r, z определяются формулами

Vr = Vξ cosϕ–Vη sinϕ, Vz = Vξ sinϕ+ Vη cosϕ. (16)
В рассматриваемой задаче задана скорость штампа Vz = –1, Vr = 0 при r = 0 и

неподвижная жесткая область сферы ниже жесткопластической границы BC1D1G
(рис. 2). Вследствие непрерывности скоростей на жесткопластических границах
BC1D1G и FG, пересекающих ось симметрии [3], из уравнений (16) следуют гра-
ничные условия для скоростей Vξ, Vη

Vξ = Vη = 0 на BC1D1G, (17)

Vξ = – sinϕ, Vη = – cosϕ на FG, (18)

Vξ = V η tgϕ на AF. (19)
Вследствие скачка скорости на оси симметрии в точке G возникает полярная осо-

бенность поля скоростей, которая при ϕ = –π/4 имеет вид [5]

Vr =
√

1− tg2 ψ/π, Vz = arcos(tgψ)/π–1, –π/4 ≤ ψ ≤ π/4. (20)
В случае гладкого штампа при µ = 0 граница FG стягивается к центру O с поляр-

ной особенностью скоростей в окрестности этой точки [4]

Vr =
2

π

√
cos 2ψ

cosψ
, Vz =

2

π
arctg

√
cos 2ψ

sinψ
, –π/4 ≤ ψ ≤ 0. (21)

Условие совместности полей напряжений и скоростей для идеально пластического
тела [3] требует проверки положительности диссипативной функции пластического те-
чения, которое для направлений главных напряжений и скоростей деформаций имеет
вид

D = σ1ε1 + σ2ε2 + σ3ε3 ≥ 0, (22)
где ε1, ε2 и ε3 = Vr/r − главные скорости деформаций. Подстановка соотношений
(10) в (22) и условие несжимаемости ε1 + ε2 + ε3 = 0 приводят к неравенствам −ε2 ≥
0, ε1 + ε3 ≥ 0 из которых следует неравенство

Γ + Vr/r ≥ 0, (23)
где Γ – максимальная скорость сдвига вдоль линий скольжения

Γ =
∂Vξ
∂sη
− Vη

∂ϕ

∂sη
+
∂Vη
∂sξ

+ Vξ
∂ϕ

∂sξ
, (24)

которая находится при интегрировании уравнений (14) и (15). Скорости Vξ, Vη на-
ходятся численным интегрированием уравнений (14), (15) с граничными условиями
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(17) – (19) при вычислении линий скольжения в обратном направлении от жестко-
пластических границ BC1D1G и FG с граничным условием (11) на AF . При этом в
уравнениях (14) и (15) координаты r, z и углы ϕ известны, и конечно-разностная ап-
проксимация этих уравнений приводит к линейной системе уравнений для скоростей
Vξ, Vη [10], которые вычисляются в процедуре решения элементарных задач Гурса и
смешанного типа.

Массивы данных KSI и ETA на жесткопластических границ BC1D1G и FG до-
полняются значениями скоростей (17), (18). Затем вычисляются линии скольжения,
скорости и проверяется неравенство (23) при решении задачи Гурса в областиD1DFG,
задачи смешанного типа в области ADF , задачи Гурса в области ADD1C1C, задачи
Гурса в области CC1B и задачи Гурса в области ABC до свободной границы AB. В
узловых точках линий скольжения определяются скорости (16) и выводятся на экран
монитора в виде годографа на плоскости Vr, Vz.

Численные результаты. На рис. 3 и 4 показаны линии скольжения и годограф
скоростей при перемещении штампа s = 0.0248 с радиусом контакта rA = 0.312, дли-
ной l = 0.179 и углом наклона свободной границы пластической области α = 0.4987
при µ = 0.2. Сетка линий скольжения вычислена с числом узлов N = 21 на свободной
границе AB и угловым шагом ∆ϕ = 0.024 веера линий скольжения в точке A с углом
φ1 = 1.287. Граничные условия (12) выполняются с точностью rG = 0.001 в окрест-
ности оси симметрии для углового шага ∆ϕ = 0.012 веера линий скольжения в точке
B с углом φ2 = 0.144. Узловые точки сетки линий скольжения и скорости Vr, Vz этих
точек на плоскости годографа изображаются пикселями на экране монитора.

Рис. 3. Линии скольжения при сдавливании сферы при s = 0.0248, µ = 0.2

Полярная особенность (20) поля скоростей в окрестности оси симметрии около точ-
ки G показана на годографе штриховой линией. Жесткопластические границы BG и
GF линий скольжения на годографе скоростей стягиваются в точки. На ближайших
к этим границам линиях скольжения напряжения σ и углы ϕ непрерывны и близ-
ки вследствие малых элементов сетки линий скольжения. Но полярная особенность
поля скоростей в окрестности точки G приводит к быстрому изменению скоростей
при переходе к пластической области в узкой полосе жесткопластических границ BG,
GF и вдоль линии скольжения FB. В этих полосах быстрое изменение скоростей
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Рис. 4. Годограф скоростей

Рис. 5. Жесткопластические границы, контактное давление и смещение свободной границы
AB при s = 0.0248, ∆s = 0.05 и µ = 0.2
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происходит по касательной к указанным линиям скольжения при высокой скорости
максимального сдвига Γ. Переход полосы с максимальной скоростью сдвига в точке F
от линии скольжения GF к линии скольжения FB показан на годографе точками F ′ и
F ′′ в окрестности точки F . Поле скоростей с границей скольжения AF изображается
на годографе областью ADF . Остальная часть пластической области изображается
на годографе ξ линиями, стягивающимися к точке O, с максимальными скоростями
в особой точке A. η-линия скольжения ACC1, на которой кривизна ξ линий сколь-
жения меняет знак (рис. 3), изображается на годографе точками возврата ξ линий
скольжения с полем скоростей областей ABC и BCC1. Граница AB на годографе
прямолинейна с углом наклона ≈ π/4–α с линейным возрастанием вектора скорости
от точки B к точке A. Диссипативная функция положительна во всей пластической
области с положительными значениями обоих слагаемых в неравенстве (23).

На рис. 5 показано распределение давления на границе контакта, жесткопластиче-
ские границы и смещение границы AB пластической области при малом перемещении
штампа ∆s = 0.05. Угол наклона смещенной прямолинейной границы AB увеличи-
вается на ∆α = 0.05. Нормальное давление на контактной границе скольжения AF
возрастает от 2.254 в точке A до 2.804 в точке F при среднем давлении q = 2.451 на
границе контакта OA, вычисленном по интегралу (13) на жесткопластической границе
BG.

На рис. 6 и 7 показаны линии скольжения и годограф скоростей, на рис. 8 показана
жесткопластическая граница с распределением контактного давления и смещением
свободной границы пластической области при перемещении штампа ∆s = 0.05, вы-
числения проводились для параметров rA, l и α соответстующих рис. 3-5 при гладкой
границе контакта с плитой µ = 0. В этом случае жесткая область в центре штампа от-
сутствует. Точка G жесткопластической границы BG совпадает с началом координат
O с точностью 0.001 для линий скольжения, определяемых углами центрированных
вееров φ1 = 1.082 в точке A и φ2 = 0.047 в точке B с угловым шагом ∆ϕ = 0.0233.
На годографе скоростей штриховой линией показана полярная особенность (21), ко-
торая порождает быстрое изменение скоростей по касательной к жесткопластической
границе BG в узкой полосе с ближайшей к ней ξ линией скольжения с высокими зна-
чениями максимальной скорости сдвига Γ. Диссипативная функция положительна во
всей пластической области. Пластическая область с границей скольжения AG отоб-
ражается на годографе областью ADG. Остальная часть пластической области на
годографе определяется центрированными веерами линий скольжения в точках A и
B, и изменением знака кривизны ξ линий скольжения на η−линии скольжения ACC1,
которая отображается точками возврата ξ линий скольжения на годографе скоростей.

Контактное давление возрастает от 2.095 в точке A до 3.193 на оси симметрии
(рис. 8). Среднее давление q = 2.319 снижается по сравнению с шероховатым штампом
при µ = 0.2. Линейное возрастание скоростей от точки B к точке A на годографе
приводит к линейной смещенной границе AB при малом перемещении штампа ∆s =
0.05, за исключением малой окрестности точки B.

Пластическое деформирование сферы в зависимости от перемещения штампа s при-
ведено в табл.1. При s = 1/3 радиус контакта rA равен радиусу начальной сферы.
Граница l пластической области вертикальна при α = π/2. Деформированная сфера
принимает форму цилиндра с отношением D/H = 1.5.
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Рис. 6. Линии скольжения при сдавливании сферы при s = 0.0248, µ = 0

Рис. 7. Годограф скоростей для линий скольжения

В табл. 2 приведены зависимости среднего давления q от перемещения штампа s
рассчитанные по интегралам (13) для линий скольжения, вычисленных для коэффи-
циентов трения µ = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2. При увеличении s угол α наклона границы l
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Рис. 8. Жесткопластические границы, контактное давление и смещение свободной границы
AB при s = 0.0248, ∆s = 0.05 и µ = 0

Таблица 1. Пластическое деформирование сферы

s rA l α s rA l α
0.001 0.055 0.032 0.087 0.100 0.550 0.336 0.873
0.004 0.110 0.065 0.174 0.121 0.606 0.372 0.960
0.009 0.165 0.097 0.262 0.145 0.661 0.410 1.047
0.016 0.220 0.130 0.349 0.170 0.717 0.449 1.135
0.025 0.275 0.163 0.436 0.198 0.772 0.489 1.222
0.036 0.330 0.196 0.524 0.228 0.829 0.531 1.309
0.049 0.385 0.230 0.611 0.261 0.885 0.574 1.396
0.064 0.440 0.265 0.698 0.296 0.942 0.619 1.484
0.081 0.495 0.300 0.785 0.333 1.000 0.667 1.571

пластической области увеличивается. Угол φ1 веера линий скольжения и давление в
точке A уменьшаются, что приводит к снижению среднего давления q. Увеличение
коэффициента трения µ в указанном интервале приводит к небольшому увеличению
давления q. При s > 1/3 происходит пластическое сжатие тонкого диска с увеличе-
нием отношения D/H и среднего давления (5). Сила сопротивления пластическому
деформированию сферы монотонно возрастает вследствие увеличения радиуса кон-
такта rA.
Заключение.Получено полное решение задачи о сжатии жесткопластической сфе-

ры плоскими штампами при условии полной пластичности Треска и изменении формы
сферы с линейной границей пластической области. Результаты решения представля-
ют интерес для оценки несущей способности сферы по пластическому отпечатку и
для моделирования конечного формоизменения сферы при больших перемещениях
штампа.
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Таблица 2. Давление на штамп

µ 0.05 0.1 0.15 0.2 µ 0.05 0.1 0.15 0.2
s q s q

0.001 2.811 2.847 2.876 2.898 0.100 1.912 1.944 1.972 2.002
0.004 2.715 2.746 2.777 2.805 0.121 1.810 1.838 1.870 1.900
0.009 2.615 2.648 2.679 2.707 0.145 1.705 1.734 1.767 1.798
0.016 2.517 2.550 2.580 2.607 0.170 1.600 1.628 1.663 1.695
0.025 2.417 2.453 2.482 2.508 0.198 1.495 1.525 1.559 1.592
0.036 2.319 2.351 2.380 2.408 0.228 1.385 1.420 1.457 1.489
0.049 2.218 2.250 2.278 2.306 0.261 1.278 1.316 1.352 1.384
0.064 2.116 2.150 2.178 2.204 0.296 1.171 1.211 1.248 1.280
0.081 2.013 2.046 2.073 2.104 0.333 1.070 1.109 1.145 1.179
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COMPRESSION OF THE RIGID-PLASTIC SPHERE BY THE FLAT DIES

Moscow State Technological University STANKIN, Moscow, Russia

Abstract. Computer simulation of the rigid-plastic sphere compression by the flat dies is presented
for the full plasticity regime on the rib of Tresca prism. The slip lines, stresses and velocities
plastic flow fields are calculated with contact friction, the sphere form and the plastic region
boundaries variation considerations. The results of the problem solution can be used for the limit
force estimation of the sphere plastic compression, and for the sphere plastic forming simulation
with large displacements of the dies.
Keywords: sphere plastic compression, flat dies, ideal plasticity, axial symmetry, full plasticity,
slip lines, stresses, velocities, contact friction
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О НЕКОТОРЫХ АСПЕКТАХ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ
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Аннотация. Рассматриваются известные альтернативные формы записи условий пластично-
сти Треска. Отмечается, что особенности представления условия пластичности Треска через
основные инварианты тензора напряжений являются общими для кусочно-линейных условий
пластичности. Обсуждается подход к определению эквивалентных напряжений и пластиче-
ских деформаций. Предложены иные инвариантные определения эквивалентных напряжений
и деформаций.

Ключевые слова: условие пластичности, пластический потенциал, обобщенный ассоцииро-
ванный закон пластического течения, математическая теория пластичности, эквивалентные
напряжения, эквивалентные деформации.

УДК: 539.214

Введение. Математическая теория пластичности является основой многих инже-
нерных направлений. Фундаментальный вклад в эту науку внесли многие отечествен-
ные и зарубежные ученые. Полное перечисление всех исследователей, занимающихся
математической теорией пластичности, вряд ли уместно в рамках небольшой замет-
ки, поэтому сошлемся лишь на некоторые книги по теории пластичности, содержащие
обширную библиографию [1–15].
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Несмотря на то, что математическая теория пластичности является вполне разви-
той и достаточно содержательной наукой, всегда можно найти вопросы, требующие
уточнения. В настоящей заметке рассматриваются два вопроса: об альтернативных
формах записи условия пластичности Треска и об определении эквивалентных напря-
жений и деформаций. Такой выбор обусловлен тем, что условие пластичности Трес-
ка и его модификации используются во многих последних публикациях. Кроме то-
го, условие пластичности Треска, имея много общего с кусочно-линейными условими
пластичности общего вида, все-таки выделяется из них, что проявляется как в вопро-
сах теории, так и при решении прикладных задач. Рассматриваемые альтернативные
формы записи условия пластичности Треска также присущи всем кусочно-линейным
условиям пластичности. Выбор эквивалентов для тензорных величин нередко встре-
чается в ряде работ, связанных с решением задач упрочняющегося упругопластиче-
ского тела, например [16–18]. На наш взгляд, рассмотрение этих и ряда других вопро-
сов математической и прикладной теории пластичности целесообразно обсуждать.
Альтернативные формы записи условия пластичности Треска. В силу ис-

торических причин из всех кусочно-линейных условий пластичности особо выделяют
условие Треска [19]

max{|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|} = 2k. (1)

Равенство (1) имеет альтернативную форму записи [9–11]

|σ1 − σ2|+ |σ2 − σ3|+ |σ3 − σ1|} = 4k.

Хотя эта форма записи условия пластичности Треска не содержит условия выбо-
ра, тем не менее при использовании ассоциированного закона пластического течения
необходимо явно выделять отдельные режимы пластичности.

В ряде работ, например, [8–11], следуя Леви [20], в качестве условия пластичности
Треска, записанного через основные инварианты девиатора напряжений, предлагает-
ся соотношение

4(J2 − k2)(J2 − 4k2)2 − 27J2
3 = 0, (2)

которое следует из равенства [21](
(σ1 − σ2)2 − 4k2

)(
(σ2 − σ3)2 − 4k2

)(
(σ3 − σ1)2 − 4k2

)
= 0. (3)

На неэквивалентность равенств (2) и (3) условию Треска указывается, например, в ра-
ботах [22, 23].

Используя процедуру аналогичную получению записи (2) из (3), можно найти со-
отношения в основных инвариантах, рассматривая другие кусочно-линейные условия
пластичности.
К выбору эквивалентных напряжений и деформаций. Обсудим вопрос о вы-

боре эквивалентных (или эффективных) напряжений и деформаций.
Для упругопластических тел в качестве эквивалентного напряжения можно выби-

рать, например, функцию пластичности или пластический потенциал.
Рассмотрим кусочно-линейное условие пластичности общего вида

F = max
i=1÷n

{αiσ1 + βiσ2 + γiσ3} = k, (4)

где αi, βi, γi — константы.
Если для получения определяющего уравнения, устанавливающего связь пласти-

ческих деформаций и напряжений, выбрать ассоциированный закон пластического
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течения (закон нормальной связи), то приращения компонент пластических дефор-
маций будут удовлетворять соотношениям:

dεp1
αi

=
dεp2
βi

=
dεp3
γi
. (5)

Примем, что элементарная работа напряжений на приращениях пластических дефор-
маций

σ ·· dεp = σij dε
p
ij = σeq dε

p
eq, σeq = F. (6)

Тогда, используя гипотезу естественного состояния [4] для процесса активного нагру-
жения и учитывая (4), (5), получаем

εpeq =
εp1
αi

=
εp2
βi

=
εp3
γi
. (7)

Если выбирается кусочно-линейная функция пластичности, учитывающая трансля-
ционное упрочнение,

F = max
i=1÷n

{
αi(σ1 − cεp1) + βi(σ2 − cεp2) + γi(σ3 − cεp3)

}
= k, (8)

то, полагая
σeff ·· dεp = σeff

eq dε
p
eq, σeff = σ − cεp, σeff

eq = F

и учитывая (8), приходим к определению (7).
Равенство (6) для определения эквивалентной пластической деформации, когда

рассматривается режим |σ1 − σ2| = k условия пластичности Треска, было использо-
вано, например, в работах [16–18].

Если пластический потенциал определяется гладкой функцией F (σ), тогда соглас-
но ассоциированному закону течения

dεp = dλ
∂F

∂σ
. (9)

Из (9) следует, что

dλ =

√
dεp ·· dεp

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
.

Принимая, что

σ ·· dεp = σ ·· ∂F
∂σ

√
dεp ·· dεp

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
= σeqdε

p
eq,

определяем

σeq =
σ ·· ∂F/∂σ√

∂F/∂σ ·· ∂F/∂σ
, dεpeq =

√
dεp ·· dεp. (10)

Для режимов кусочно-линейных условий пластичности (4)

∂F

∂σ
= αil⊗ l + βim⊗m + γin⊗ n,

где l, m, n — собственные векторы тензора напряжений. Тогда

σeq =
F√

α2
i + β2

i + γ2
i

.
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Учитывая (5), получаем

σeqdε
p
eq =

Fdεpeq√
α2
i + β2

i + γ2
i

= F
dεp1
αi

= F
dεp2
βi

= F
dεp3
γi
.

Для условия пластичности Мизеса

F =
√

tr s2 = k,

принимая (10), имеем
σeq = F, dεpeq =

√
dεp ·· dεp.

Для тензора второй валентности свертка

J = dεp ·· dεp

определяет квадратичный инвариант. Инвариант
√
J (с точностью до числового мно-

жителя) часто выбирается для оценки величины тензора dεp. Величина
√
dεp ·· dεp

является одной из инвариантных норм матрицы тензора dεp.
Отметим, что мера упрочнения (параметр Одквиста, накопленная пластическая

деформация) была предложена в [24]

q =

∫ √
2dεp ·· dεp.

Для определения εpeq можно использовать процедуру построения изотропных ска-
лярнозначных функций [25]. Если f — изотропная скалярнозначная однородная функ-
ция, то из (9) следует, что

dλm =
f(dεp)

f(∂F/∂σ)
.

Например, когда

tr
∂F

∂σ
6= 0,

из условия (9) следует, что

dλ =
tr dεp

tr (∂F/∂σ)
,

поэтому, принимая, что

σ ·· dεp =
tr dεp

tr (∂F/∂σ)
σ ·· ∂F

∂σ
= σeqdε

p
eq,

определяем

dεpeq = |tr dεp|, σeq =
σ ·· ∂F/∂σ
tr(∂F/∂σ)

.

В общем случае, принимая
σ ·· dεp = σeqdε

p
eq,

и
dεpeq =

√
dεp ·· dεp,

получаем
σeq 6= F.

Для упругопластического тела вполне уместно полагать, что

σeq = F.
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Поэтому для определения εpeq вместо равенства

σ ·· dεp = σeqdε
p
eq,

можно выбирать иной подход, например, εpeq определять как функцию инвариантов
тензора пластических деформаций.

Вопрос определения dεpeq при рассмотрении сингулярных точек поверхности пла-
стичности не обсуждается.
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Abstract. We consider alternative forms of Tresca’s yield condition. It is noted that features
of the representation of Tresca’s condition by the principal invariants of the stress tensor are
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО
СОСТОЯНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

МЕТОДОМ МАЛОГО ПАРАМЕТРА
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Аннотация. Рассмотрена упругопластическая труба из неоднородного материала под дей-
ствием внутреннего и внешнего гидростатических давлений. Контуры поперечного сечения
близки к круговым. Неоднородность материала и отклонения формы сечения от канониче-
ской характеризуются функциями, известными с точностью до малых параметров. Найдено
условие, определяющее границу области сходимости метода возмущений. Получено решение,
описывающее напряженно-деформированное состояние трубы, с точностью до величин вто-
рого порядка малости.

Ключевые слова: упругость, пластичность, толстостенная труба, сходимость, метод малого
параметра.

УДК: 539.3

Рассмотрим неоднородную упругопластическую толстостенную трубу, находящую-
ся под воздействием внутреннего и внешнего давлений. Отличие ее поперечного сече-
ния от кругового кольца и неоднородность материала характеризуются функциями
fi.

Пусть функции r = a+f1(θ) и r = b+f2(θ) описывают в полярной системе координат
внутренний и внешний контуры поперечного сечения трубы, а функция r = rs(θ) –
контур, отделяющий упругую зону от пластической.

Следуя [12]-[14], будем полагать, что для материала трубы в случае плоской задачи
потенциал деформации имеет в следующий вид

w =
1

8G
[(σr − σθ)2 + 4τ2],

где G – модуль сдвига, σr, σθ, τ – компоненты тензора напряжений.
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Рис. 1. Сечение трубы в нагруженном состоянии

Пусть материал характеризуется функцией

G = G0 +G1(r, θ); G0 = const

В упругой области (е) в случае плоской деформации напряженно-деформированное
состояние тела будет описываться решением следующей задачи

∂σeρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τ e

∂θ
+
σeρ − σeθ

ρ
= 0

∂τ e

∂ρ
+

1

ρ

∂σeθ
∂θ

+
2τ e

ρ
= 0

ρ
∂ue

∂ρ
+
∂ve

∂θ
+ ue = 0

σeρ − σeθ = 4(1 + f3)
∂ue

∂ρ

τ e = (1 + f3)

(
∂ve

∂ρ
+

1

ρ

∂ue

∂θ
− ve

ρ

)
(1)

σen|ρ=Ψ2(θ) = −q2; τ en|ρ=Ψ2(θ) = 0, (2)

где ρ = r
b , q2 = p2

G0
, f3(ρ, θ) = G1(bρ,θ)

G0
; все величины, имеющие размерность на-

пряжений отнесены к модулю сдвига G0, функция Ψ2(θ) описывает внешний контур
поперечного сечения трубы в деформированном состоянии.

В пластической области (р) напряжённо-деформированное состояние характеризу-
ется решением следующей задачи [1-3,7]

∂σpρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τp

∂θ
+
σpρ − σpθ

ρ
= 0

∂τp

∂ρ
+

1

ρ

∂σpθ
∂θ

+
2τp

ρ
= 0

ρ
∂up

∂ρ
+
∂vp

∂θ
+ up = 0

(σpρ − σpθ)
2 + 4(τp)2 = 8k2(1 + f3)

4
∂up

∂ρ
τp −

(
∂vp

∂ρ
+

1

ρ

∂up

∂θ
− vp

ρ

)
(σpρ − σ

p
θ) = 0

(3)
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σpn|ρ=Ψ1(θ) = −q1; τpn|ρ=Ψ1(θ) = 0, q1 =
p1

G0
, (4)

где функция Ψ1(θ) описывает внутренний контур поперечного сечения трубы в де-
формированном состоянии.

К (1)-(4) следует добавить условия сопряжения решения задач (1), (2) и (3),(4) при
ρ = ρs(θ) (ρs = rs/b).

Пусть fi(θ) заданы с точностью до малых параметров, т.е. f1 = ε1ϕ1(θ), f2 =
ε2ϕ2(θ), f3 = ε3ϕ3(ρ, θ), . Будем искать решение методом возмущений в виде степен-
ных рядов:

σpρ =
∞∑

l,m,n=0

σlmn pρ εl1ε
m
2 ε

n
3 , σpθ =

∞∑
l,m,n=0

σlmn pθ εl1ε
m
2 ε

n
3 , ... v

e =
∞∑

l,m,n=0

vlmn eεl1ε
m
2 ε

n
3 (5)

Функцию, описывающую границу пластической зоны также ищем в виде:

ρs =
∞∑

l,m,n=0

ρlmns εl1ε
m
2 ε

n
3 ρ000

s = ρ0
s. (6)

Ряды (5), (6) будут сходящимися, если выполняются условия, содержащиеся в кри-
терии аналитичности по малым параметрам в окрестности εi = 0 (i = 1, 2, 3) [11].
Основным из них является требование непрерывной зависимости решения задачи (1)-
(4) от fi при fi = 0. Для проведения исследования этой проблемы, согласно критерию
непрерывной зависимости решения от исходных данных [4,9,11], необходимо рассмот-
реть вспомогательную задачу относительно функций ζi(ρ, θ), полученную из (1)-(4).
Эти функции определяются следующим образом

σρ = σ0
ρ + ζ1, σθ = σ0

θ + ζ2, τ = τ0 + ζ3, u = u0 + ζ4, v = v0 + ζ5 (7)

Чтобы условия непрерывной зависимости были удовлетворены, нужно, чтобы ли-
неаризованная однородная задача для ζi(ρ, θ) имела только тривиальное решение.

В (7) σ0
ρ, ..., v

0 является решением задачи (1)–(4) при f3(ρ, θ) = f2(θ) = f1(θ) = 0.
Оно имеет вид [9]

σ0p
ρ = 2ηlnρ+ C1; σ0p

θ = 2η(1 + lnρ) + C1;
σ0e
ρ = −η(ρ0

s)
2ρ−2 + C2; σ0e

θ = η(ρ0
s)

2ρ−2 + C2;
τ0p = τ0e = 0; v0p = v0e = 0;

u0p = u0e = η(ρ0
s)

2ρ−1

(8)

C1 = −q1 − 2ηln
[
α+

η

2α
(ρ0
s)

2
]

C2 = η − q2 + 2ηlnρ0
s − 2ln

[
α(ρ0

s)
−1 +

η

2α
ρ0
s

]
η = ±

√
2

G0
k2; α =

a

b
; signη = sign(q1 − q2)

(9)

Величина ρ0
s находится из уравнения

η + q2 − q1 − 2ηln
[
α(ρ0

s)
−1 +

η

2α
ρ0
s

]
− η(ρ0

s)
2
[
1 +

η

2
(ρ0
s)

2
]−2

(10)

В результате проведенных исследований найдено одно из соотношений, при котором
вспомогательная задача допускает нетривиальное решение, т.е. нарушается непрерыв-
ная зависимость решения задачи (1)-(4) от fi при fi = 0:
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∆ = η(ρ0
s)

4

{
η(ρ0

s)
2α−2 − 1− η

2
(ρ0
s)

2 − η

2
(ρ0
s)
−2 + 2ηln

α

ρ0
s

+
[
(ρ0
s)
−1 +

η

2
ρ0
s

]4
}

= 0 (11)

Обозначим через q∗ наибольший отрицательный корень системы уравнений (10) и

(11) при q2 = 0, κ = − k
G
, а через q∗∗ – наименьший положительный корень этой

системы уравнений при q2 = 0, κ =
k

G
. Тогда условия существования нетривиального

решения вспомогательной задачи запишутся так

q1 − q2 = q∗
q1 − q2 = q∗∗

(12)

Таким образом, если точка с координатами q1, q2 находится внутри полосы, опре-
деляемой прямыми (12), то решение задачи (1)-(4) непрерывно зависит от функций
fi при fi = 0. Например, для α = 0, 8 получено q∗ ≈ −0, 502, q∗∗ ≈ 0, 034. На рис. 2
для этого частного случая изображена область непрерывной зависимости от fi, и, как
следствие, аналитичности по εi, решения исходной задачи (1)-(4).

Рис. 2. Область непрерывной зависимости

Пусть параметры внешнего воздействия таковы, что соответствующая им точка
принадлежит указанной области. Тогда, учитывая, что (8), (9) задают компоненты
нулевого приближения, ряды (5), (6) будут сходящимися. В соответствии с методом
малого параметра, для первого приближения были получены следующие задачи:

1. Для компонент с индексом «100»
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Для пластической области

∂σ100p
ρ

∂ρ
+

1

ρ

∂τ100p

∂θ
+
σ100p
ρ − σ100p

θ

ρ
= 0

∂τ100p

∂ρ
+

1

ρ

∂σ100p
θ

∂θ
+

2τ100p

ρ
= 0

ρ
∂u100p

∂ρ
+
∂v100p

∂θ
+ u100p = 0

(σ0p
ρ − σ0p

θ )(σ100p
ρ − σ100p

θ ) = 0

4
∂u0p

∂ρ
τ100p −

(
∂v100p

∂ρ
+

1

ρ

∂u100p

∂θ
− v100p

ρ

)
(σ0p
ρ − σ

0p
θ ) = 0

(13)

при ρ = α+ u0p(α)

σ100p
ρ +

∂σ0p
ρ

∂ρ

[(
1− u0(α)

α

)
ϕ1 + u100p(α, θ)

]
= 0

τ100p +
σ100p
ρ − σ100p

θ

ρ

[(
1− u0(α)

α

)
dϕ1

dθ
+
∂u100p(α, θ)

∂θ

]
= 0

(14)

Для упругой области:

∂σ100e
ρ

∂ρ
+

1

ρ

∂τ100e

∂θ
+
σ100e
ρ − σ100e

θ

ρ
= 0

∂τ100e

∂ρ
+

1

ρ

∂σ100e
θ

∂θ
+

2τ100e

ρ
= 0

ρ
∂u100e

∂ρ
+
∂v100e

∂θ
+ u100e = 0

σ100e
ρ − σ100e

θ = 4
∂u100e

∂ρ

τ100e =
∂v100e

∂ρ
+

1

ρ

∂u100e

∂θ
− v100e

ρ

(15)

при ρ = 1 + u0e(1)

σ100e
ρ +

∂σ0e
ρ

∂ρ
u100e(1, θ) = 0

τ100e +
σ0e
ρ − σ0e

θ

ρ

∂u100e(1, θ)

∂θ
= 0

(16)

Условия сопряжения решений задач (13)-(14) и (15)-(16) будут такими (при ρ = ρ0
s)

σ100e
ρ +

∂σ0e
ρ

∂ρ
ρ100
s = σ100p

ρ +
∂σ0p

ρ

∂ρ
ρ100
s

τ100e +
σ0e
ρ − σ0e

θ

ρ

∂ρ100
s

∂θ
= τ100p +

σ0p
ρ − σ0p

θ

ρ

∂ρ100
s

∂θ

σ100e
θ +

∂σ0e
θ

∂ρ
ρ100
s = σ100p

θ +
∂σ0p

θ

∂ρ
ρ100
s

u100e +
du0e

dρ
ρ100
s = u100p +

du0p

dρ
ρ100
s

v100e = v100p

(17)
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2. Для σ010p
ρ , ..., v010e система уравнений, а также условия сопряжения имеют вид

аналогичный (13), (15) и (17). Граничные условия будут такими
при ρ = α+ u0p(α)

σ010p
ρ +

∂σ0p
ρ

∂ρ
u010p(α, θ) = 0

τ010p +
σ0p
ρ − σ0p

θ

ρ

∂u010p(α, θ)

∂θ
= 0

при ρ = α+ u0e(1)

σ010e
ρ +

∂σ0e
ρ

∂ρ

[
(1 + c2)ϕ2 + u010e(1, θ)

]
= 0

τ010e +
σ0e
ρ − σ0e

θ

ρ

[
(1 + c2)

dϕ2

dθ
+
∂u010e(1, θ)

∂θ

]
= 0

c2 = −κ
2

(ρ0
s)

2

3. Для σ001p
ρ , ..., v001e уравнения равновесия и условия сопряжения также аналогич-

ны (13), (15), (17). Реологические соотношения примут вид:
для пластической зоны

σ001p
ρ − σ001p

θ = ηϕ3

4
∂u0p

∂ρ
τ001p −

(
∂v001p

∂ρ
+

1

ρ

∂u001p

∂θ
− v001p

ρ

)
(σ0p
ρ − σ

0p
θ ) = 0

для упругой области:

σ001e
ρ − σ001e

θ = 4

(
∂u001e

∂ρ
+ ϕ3

du0e

dρ

)
τ001e =

∂v001e

∂ρ
+

1

ρ

∂u001e

∂θ
− v001e

ρ

Граничные условия для соответствующих задач будут такими
при ρ = α+ u0p(α)

σ001p
ρ +

∂σ0p
ρ

∂ρ
u001p(α, θ) = 0

τ001p +
σ0p
ρ − σ0p

θ

ρ

∂u001p(α, θ)

∂θ
= 0

при ρ = 1 + u0e(1)

σ001e
ρ +

∂σ0e
ρ

∂ρ
u001e(1, θ) = 0

τ001e +
σ0e
ρ − σ0e

θ

ρ

∂u001e(1, θ)

∂θ
= 0

Следуя [5,10], было найдено решение задач первого приближения для ϕi =
cos θ (i = 1, 2, 3):

σ100p
ρ = σ100p

θ = M1
1
ρ cos θ; τ100p = M1

1
ρ sin θ;

u100p = −
(
M2 +M3 ln ρ+ 1

2M1c2ρ
−2
)

cos θ;
v100p =

(
M2 +M3(1 + ln ρ)− 1

2M1c2ρ
−2
)

sin θ;
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σ100e
ρ =

(
M4ρ

−3 +M5ρ
)

cos θ; σ100e
θ =

(
−M4ρ

−3 + 3M5ρ
)

cos θ;
τ100e =

(
M4ρ

−3 +M5ρ
)

sin θ; ρ100
s = M6 cos θ;

u100e = −1
4

(
M4ρ

−3 +M5ρ
2 +M6

)
cos θ; v100e = −1

4

(
M4ρ

−3 − 3M5ρ
2 −M6

)
sin θ;

где
M1 = 2(ρ0

s)
2M5; M3 = (ρ0

s)
2M5; M4 = (ρ0

s)
4M5;

M6 = 4(ρ0
s)

2 ln ρ0
s + 4M2; M5 =

4κc2(1 + c2α
−2)

4
M2 =

κ(1 + c2α
−2)[(1 + c2)(ρ0

s)
4 + 4c2(ρ0

s)
2 ln ρ0

s + (1− c2)4 + c2]

4

σ010p
ρ = σ010p

θ = N1
1
ρ cos θ; τ010p = N1

1
ρ sin θ;

u010p = −
(
N2 +N3 ln ρ+ 1

2N1c2ρ
−2
)

cos θ;
v010p =

(
N2 +N3(1 + ln ρ)− 1

2N1c2ρ
−2
)

sin θ;

σ010e
ρ =

(
N4ρ

−3 +N5ρ
)

cos θ; σ010e
θ =

(
−N4ρ

−3 + 3N5ρ
)

cos θ;
τ010e =

(
N4ρ

−3 +N5ρ
)

sin θ; ρ010
s = N6 cos θ;

u010e = −1
4

(
N4ρ

−2 +N5ρ
2 +N6

)
cos θ; v010e = −1

4

(
N4ρ

−2 − 3N5ρ
2 −N6

)
sin θ;

где
N1 = 2(ρ0

s)
2N5; N3 = (ρ0

s)
2N5; N4 = (ρ0

s)
4N5;

N6 = 4(ρ0
s)

2 ln ρ0
s + 4N2; N5 =

κ2(1 + c2)

4
N2 =

κ(ρ0
s)

2(1 + c2)(1 + c2α
−2 − κ lnα)

4

σ001p
ρ = (L1ρ

−1 − η) cos θ; σ001p
θ = (L1ρ

−1 − 2η) cos θ;
τ001p = (L1ρ

−1 − η) sin θ;
u001p = −

(
L2 + L3 ln ρ+ 1

2L1c3ρ
−2 + 4c3ρ

−1
)

cos θ;
v001p =

(
−L2 + L3(1 + ln ρ)− 1

2L1c3ρ
−2
)

sin θ;

σ001e
ρ =

(
L4ρ

−3 + L5ρ− 8
3c3ρ

−2
)

cos θ; σ001e
θ =

(
−L4ρ

−3 + 3L5ρ
)

cos θ;

τ001e =
(
L4ρ

−3 + L5ρ− 8
3c3ρ

−2
)

sin θ; ρ001
s = L6 cos θ;

u001e = −1
4

(
L4ρ

−2 + L5ρ
2 + L6 − 32

3 c3ρ
−1
)

cos θ;
v001e = −1

4

(
L4ρ

−2 − 3L5ρ
2 − L6

)
sin θ;

где
L1 = 2(ρ0

s)
2L5; L3 = (ρ0

s)
2L5; L4 = (ρ0

s)
4L5;

L6 = 4(ρ0
s)

2 ln ρ0
s + 4L2; L5 =

45

4
L2 =

42

4
42 =

[
2(ρ0

s)
2 lnα− (ρ0

s)
2

η
(1 + 2c3α

−2)

]
45+

+
[

1
2(α− 6c3α

−1) + 11
12ηρ

0
s lnα− 8

3ρ
0
s(1 + 2c3α

−2)
]
4

45 = c3

[
2α+ 8

3 − 11ρ0
s + c3

3 (16− ρ0
s − 36α−1 − 64α−2)+

+
ηρ0

s

3
(11 lnα− 11 ln ρ0

s +
5

2
)

]
; c3 = −1

2η(ρ0
s)

2
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Итак, с точностью до величин первого порядка малости решение задачи (1)–(4),
характеризующее напряженно-деформированное состояние трубы, имеет следующий
вид

σpρ = σ0p
ρ + σ100p

ρ ε1 + σ010p
ρ ε2 + σ001p

ρ ε3;
. . . . . . .

vp = v100pε1 + v010pε2 + v001pε3;
σeρ = σ0e

ρ + σ100e
ρ ε1 + σ010e

ρ ε2 + σ001e
ρ ε3;

. . . . . . .
ve = v100eε1 + v010eε2 + v001eε3,

(18)

так как остаточные члены рядов будут величинами второго порядка малости. Граница
пластической зоны также с точностью до величин первого порядка малости будет
описываться следующей функцией

ρs = ρ100
s ε1 + ρ010

s ε2 + ρ001
s ε3 (19)

Поскольку решение задачи (1)-(4) при указанных выше условиях являются анали-
тическими функциями, то (5), (6) совпадают с рядами Тейлора (εi = 0 (i = 1, 2, 3)).
Следовательно, в качестве оценки погрешности решения (18), (19) можно использо-
вать одну из оценок ряда Тейлора.
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TUBE BY SMALL PARAMETER METHOD
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Abstract. We considered the elastic-plastic tube made of non-uniform material under the action
of internal and external hydrostatic. The contours of the cross section are close to circular. The
inhomogeneous material and the deviation of the section shape from the canonical characterizes
by of the functions known to small parameters. We found a condition defining the boundary of the
convergence region of the perturbation method. We obtained a solution describing the stress-strain
state of the tube up to the first order of terms.

Keywords: elastic-plastic, thick-walled tube, convergence, method of small parameter.
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Аннотация. Рассматривается двумерная стационарная задача фильтрации жидкости, опи-
сывающая проникание жидкости через упругую пористую плиту, в рамках гипотезы о за-
висимости коэффициента фильтрации среды от первого инварианта тензора напряжений.
Аналитически методом Чарного определяется давление жидкости внутри плиты, строятся
графики давления в тестовом примере.

Ключевые слова: упруго-пористая плита, фильтрация, коэффициент фильтрации, напря-
жения, метод Чарного.

УДК: 532.685

Введение. Решение двумерной задачи стационарной фильтрации в пористой
среде с переменным коэффициентом фильтрации k(x1, x2) (или проницаемостью
kп(x1, x2) = µk(x1, x2\ρ, ρ, µ - плостность и вязкость жидкости соответственно) сво-
дится к определению функции давления P (x1, x2) из дифференциального уравнения
[1]

∇ · (k(x1, x2) · ∇P (x1, x2)) = 0. (1)

Среда считается слабо деформируемой, изотропной, подчиняется обобщенному закону
Гука, фильтрация подчиняется линейному закону Дарси.

Решение подобных задач, но с постоянным коэффициентом фильтрации, приво-
дилось автором ранее в работах [2,3]. Однако, при возникновении на границе среды
гидравлического напора, будет изменяться поровое пространство, что повлечет за со-
бой изменение проницаемости и коэффициента фильтрации.

Аналитическое решение краевой задачи для уравнения (1) довольно трудоемко. В
случае, если коэффициент фильтрации зависит только от одной переменной, напри-
мер, k = k(x1), аналитическое решение задачи значительно упрощается.
Коэффициент фильтрации. Представляя поровое пространство в виде капи-

лярных трубок малого радиуса [4], зависимость между средним радиусом поры a,
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коэффициентом фильтрации k и вязкостью жидкости µ примет вид

a2 =
8µk

ρg
. (2)

В силу того, что при возникновении в среде напряжений в результате внешнего
распределенного силового воздействия, количество пор остается постоянным, относи-
тельное изменение поперечного сечения трубки определится следующим образом:

a2 − a2
0

a2
0

=
1− 2ν

E
J1(σ),

где E - модуль Юнга, ν - коэффициент Пуассона, J1 (σ) = σ11 + σ22 + σ33 - первый
инвариант тензора напряжений, a0, a - средний радиус недеформированной и дефор-
мированной поры соответственно.

Следовательно, с учетом (2)для коэффициента фильтрации справедливо

k = k0

(
1 +

1− 2ν

E
J1(σ)

)
, (3)

где k0, k - коэффициенты фильтрации недеформированной и деформированной сред
соответственно.
Постановка задачи. Пусть оси декартовой системы координат ориентированы

как показано на рисунке 1. Cделаем следующие допущения. Плита −∞ < x < +∞,
0 ≤ y ≤ 1, −h/2 ≤ z ≤ h/2 (рисунок 1) под действием приложенных моментов тер-
пит чистый цилиндрический изгиб в плоскости Oyz, R – заданный радиус кривизны
нейтральной «линии» сечения z = 0.

Рис. 1. Плита

Пренебрегая напряжением σz,z в силу его малости по сравнению с напряжения-
ми σx,x = νE

(1−ν2)R
z, σy,y = E

(1−ν2)R
z, скорректированный коэффициент фильтрации

согласно формуле (3) можно записать в виде:

k = k0 (1 +Az) , (4)

где A = (1−2ν)
(1−ν)R .

Пусть на поверхности z = −h/2 задано давление жидкости p0(y), а границы y = 0 и
y = 1 являются для жидкости непроницаемыми. Считая радиус кривизны большим,
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а изгиб малым, двумерную краевую задачу фильтрации через плиту в поперечном
сечении можно записать в виде

∇ · ((1 +Az) · ∇P (y, z)) = 0, (5)

P (y,−h/2) = p0(y), P (y, h/2) = 0,

∂P
∂y (0, z) = ∂P

∂y (1, z) = 0.
(6)

Далее воспользуемся методом Чарного [5].
Аналитическое решение. Для решения задачи (5) с граничными условиями (6)

введем новые переменные:
z̃ = 1 +Az, ỹ = Ay. (7)

Преобразование (7) переводит отрезки [0, 1], [−h/2, h/2] в отрезки [0, A],
[1−Ah/2, 1 +Ah/2] соответственно. Тогда уравнение (5) и граничные условия
(6) в новых переменных примут вид

∂2P

∂ỹ2
+
∂2P

∂z̃2
+

1

z̃

∂P

∂z̃
= 0. (8)

P (ỹ, 1− Ah
2 ) = p(ỹ), P (ỹ, 1 + Ah

2 ) = 0,

∂P
∂ỹ (0, z̃) = ∂P

∂ỹ (A, z̃) = 0.
(9)

Уравнение (8) является уравнением Лапласа в цилиндрических координатах в оси-
симметричном случае.

Разделяя переменные в искомой функции P (ỹ, z̃) = Y (ỹ)·Z(z̃) перепишем уравнение
(8) в виде

Y ′′Z + Y Z ′′ +
1

z̃
Z ′Y = 0.

Последнее дифференциальное уравнение после разделения переменных сведется к
решению двух дифференциальных уравнений

Y ′′ ± λ2Y = 0, Z ′′ +
1

z̃
Z ′ ∓ λ2Z = 0. (10)

При λ = 0 решение уравнений (10) примет вид

Y = a0 + a1ỹ, Z = b0 + b1 ln z̃.

Решение дифференциальных уравнений

Y ′′ − λ2Y = 0, Z ′′ +
1

z̃
Z ′ + λ2Z = 0.

имеет вид
Y = Aλe

λỹ +Bλe
−λỹ

Z = CλJ0(λz̃) +DλY0(λz̃),

где J0, Y0 - функции Бесселя 1 и 2 рода нулевого порядка вещественного аргумента,
λ ∈ R\ {0}.

Решение дифференциальных уравнений

Y ′′ + λ2Y = 0, Z ′′ +
1

z̃
Z ′ − λ2Z = 0.

имеет вид
Y = Aλ cos(λỹ) +Bλ sin(λỹ)
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Z = CλI0(λz̃) +DλK0(λz̃),

где I0,K0 - функции Бесселя 1 и 2 рода нулевого порядка мнимого аргумента, λ ∈
R\ {0}. С учетом граничных условий (9) искомая функция запишется в виде

P (ỹ, z̃) = b0 + b1 ln z̃ +
∞∑
n=1

(
CnI0

(
πnz̃

A

)
+DnK0

(
πnz̃

A

))
cos

(
πnỹ

A

)
. (11)

Раскладывая граничную функцию p(ỹ) в ряд по косинусам и используя граничные
условия (9), получим выражения для постоянных:

b1 =
p0

ln
(

2−Ah
2+Ah

) , b0 =
−p0 ln

(
2+Ah

2

)
ln
(

2−Ah
2+Ah

) .

Cn =
−pnK0

(
πn2+Ah

2A

)
I0

(
πn2+Ah

2A

)
K0

(
πn2−Ah

2A

)
− I0

(
πn2−Ah

2A

)
K0

(
πn2+Ah

2A

)
Dn =

pnI0

(
πn2+Ah

2A

)
I0

(
πn2+Ah

2A

)
K0

(
πn2−Ah

2A

)
− I0

(
πn2−Ah

2A

)
K0

(
πn2+Ah

2A

)
Возвращаясь к исходным переменным, получим функцию давления в виде:

P (y, z) =
p0 ln

(
2+2Az
2+Ah

)
ln
(

2−Ah
2+Ah

) +

∞∑
n=1

(
CnI0

(
πn(1 +Az)

A

)
+DnK0

(
πn(1 +Az)

A

))
cos (πny) ,

где постоянные Cn, Dn определятся из предыдущих формул.
Числовой пример. Через однородно-изотропную тонкую плиту (коэффициент

Пуассона ν = 0.2 ) в виде полосы −∞ < x < +∞, −1 ≤ y ≤ 1, −h/2 ≤ z ≤ h/2,
h = 0.1, подверженную чистому цилиндрическому изгибу с заданным радиусом кри-
визны R = 20 в плоскости Oyz происходит установившаяся фильтрация несжимаемой
жидкости, которая оказывает на верхней поверхности плиты давление p0 = 1 + y2.
Грани y = −1 и y = 1 непроницаемы. Определить давление жидкости внутри плиты
и на ее границах.

Скорректированный коэффициент фильтрации примет вид

k = k0(1 + 0.0375z).

Разложение граничной функции в ряд по косинусам на итервале (-1,1) имеет вид

p0 =
4

3
+
∞∑
n=1

4 · (−1)n

π2n2
cos(πny).

На рисунке 2 представлены графики функции давления жидкости (с точностью до
двадцати членов ряда Фурье). Учитывая симметричность функции давления, кривые
построены при y ∈ [0, 1] на каждой прямой z = −0.05 (1), z = −0.025 (2), z = 0 (3),
z = 0.025 (4), z = 0.05 (5). Линии (1) и (5) соответствуют граничным условиям.
Заключение. В работе была решена двумерная задача фильтрации жидкости че-

рез тонкую плиту с переменной проницаемостью (или переменным коэффициентом
фильтрации) аналитическим методом Чарного. Переменность коэффициента филь-
трации связана с возникающими в среде напряжениями. Решение задачи строилось в
рамках гпотезы о линейной зависимости коэффициента фильтрации с первым инва-
риантом тензора напряжений.
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Рис. 2. Функция давления
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Abstract. A two-dimensional stationary problem of fluid filtration is considered, which describes
the liquid penetration through an elastic porous plate, within the framework of the hypothesis
of the dependence of the medium filtration coefficient on the first invariant of the stress tensor.
Analytically, the pressure of the liquid inside the plate is determined by the Charny method, the
pressure graphs in the test example are constructed.
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Аннотация. Исследуется процесс установившейся ползучести во вращающемся цилиндре
со свободными концами. Предполагается, что в цилиндре имеет место осевая симметрия и
обобщенная плоская деформация. Приведена постановка задачи на основе степенного зако-
на ползучести. Сформулированная система дифференциальных уравнений решается методом
конечных разностей. Получены численные зависимости напряжений и деформаций в цилин-
дре от времени.

Ключевые слова: упругость, ползучесть, вращающийся цилиндр, метод конечных разно-
стей

УДК: 539.3

Введение. Способность материала необратимо деформироваться даже при посто-
янных во времени нагрузках называется ползучестью. Серьезный интерес к этому яв-
лению возник в середине XX-го века при анализе работы паровых турбин [1, 2]. Под
действием центробежных сил в дисках и лопатках турбин возникают напряжения,
которые приводят к медленному накоплению деформаций ползучести. В результа-
те этого сокращается срок службы турбины. Ползучесть характерна в той или иной
степени для всех материалов. С увеличением температуры ползучесть материалов
становится более выраженной, при этом многие материалы, например, лед, бетон, по-
лимеры и композиты проявляют заметные свойства ползучести даже при комнатной
температуре.

К настоящему времени опубликовано множество работ по изучению и моделирова-
нию явления ползучести, в т.ч. монографии [1–6]. Расчеты на ползучесть широко при-
меняются при анализе конструкций и сооружений на длительную прочность. С другой
стороны явление ползучести оказалось полезным в технологических процессах фор-
мования, поскольку в этом случае возможно достижение значительных деформаций
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при относительно небольших и постоянных нагрузках, что приводит к существенной
экономии энергии по сравнению с пластическим формованием [2].

Для построения математической модели процесса ползучести предполагается су-
ществование потенциала ползучести [4–6], конкретный вид которого определяется из
экспериментов по одноосной деформации. Следует отметить, что определяющие со-
отношения теории ползучести являются достаточно сложными для изучения и их
точные решения известны лишь в некоторых простейших случаях, например [7].

В настоящей работе изучается процесс ползучести во вращающемся цилиндре со
свободными концами. Этой задаче и близкой к ней задачам о вращающемся цилиндре
с закрепленными концами о вращающемся диске посвящено множество публикаций.
В известной монографии Ю.Н. Работнова [1] исследуется неустановившаяся ползу-
честь вращающегося изотропного цилиндра с использованием экспоненциального за-
кона ползучести. Влияние начальной анизотропии материала на процесс ползучести
во вращающемся полом цилиндре анализировалось в работах [8, 9]. Установлено, что
использование ортотропного материала может повысить срок службы цилиндра. В
рамках теории больших деформаций данная задача решена в [10, 11]. Следует отме-
тить, что в работах [8–11] используется степенной закон ползучести, а также пред-
полагается, что напряжения в цилиндре не зависят от времени. Неустановившаяся
ползучесть цилиндра под действием сил инерции, внутреннего и внешнего давления с
учетом анизотропии и упрочнения исследовалась в работе [12]. В ней определены за-
кономерности развития ползучести и релаксации напряжений в цилиндре для разных
вариантов анизотропии. В последние годы публикуется большое количество работ,
посвященных ползучести в функционально-градиентных материалах, отметим из них
лишь наиболее близкие к теме данной работы [13–17].
Постановка задачи. Рассмотрим полый цилиндр бесконечной длины с внутрен-

ним и внешним радиусом a и b соответственно. Цилиндр вращается вокруг собствен-
ной оси с угловой скоростью ω(t). Введем цилиндрическую систему координат r, φ, z,
ось Z которой совпадает с образующей цилиндра. Предполагаем, что имеет место
осевая симметрия и обобщенная плоская деформация, в этом случае вектор переме-
щений имеет две ненулевые компоненты: ur и uz. В дальнейшем компоненту ur будем
обозначать кратко u. Для удобства перейдем к безразмерной радиальной координате:

β = r/b, δ = a/b, δ ≤ β ≤ 1.

Для компонент тензора упругих деформаций введем обозначение eij , а для дефор-
маций ползучести — pij . Предполагаем, что полные деформации состоят из упругих
деформаций и деформаций ползучести:

err + prr =
∂u

∂β
, eφφ + pφφ =

u

β
, ezz + pzz =

∂uz
∂z

= const (1)

Напряжения (в безразмерном виде) связаны с упругими деформациями законом
Гука:

σrr =
E

σy

1

(1 + ν) (1− 2ν)
((1− ν) err + νeφφ + νezz)

σφφ =
E

σy

1

(1 + ν) (1− 2ν)
(νerr + (1− ν) eφφ + νezz)

σzz =
E

σy

1

(1 + ν) (1− 2ν)
(νerr + νeφφ + (1− ν)ezz)

(2)
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где E — Модуль Юнга, σy — предел текучести, ν — коэффициент Пуассона.
Из последних соотношений можно получить:

σzz = ν (σrr + σφφ) +
E

σy
ezz (3)

При этом суммарная осевая сила, действующая на цилиндр равна нулю:

2π

∫ 1

δ
βσzz dβ = 0. (4)

Единственное нетривиальное уравнение равновесия имеет вид:

∂σrr
∂β

+
σrr − σφφ

β
= −Ωβ,Ω =

ρb2ω2

σy
. (5)

Выразим напряжения через перемещения и деформации ползучести с помощью
соотношений (1) и (2), подставим в уравнение равновесия и получим:

∂2u

∂β2
+

1

β

∂ur
∂β
− 1

β2
u =− (1 + ν) (1− 2v)

(1− ν)

σy
E

Ωβ+

+
∂prr
∂β

+
ν

(1− ν)

(
∂pφφ
∂β

+
∂pzz
∂β

)
+

1

β

(1− 2v)

(1− ν)
(prr − pφφ) .

(6)

Скорости деформаций ползучести определяются законом [3]:

∂pij
∂t

=
∂C

∂σij
, (7)

где C — потенциал ползучести.
Запишем потенциал ползучести в соответствии со степенным законом ползучести:

C = BΣn, (8)

где B,n — параметры материалы, определяемые экспериментально, Σ — эквивалент-
ное напряжение.

Эквивалентное напряжение Σ примем в следующей форме:

Σ =

√
3

2
·
√

(σrr − σ)2 + (σφφ − σ)2 + (σzz − σ)2, (9)

где σ = (σ1 + σ2 + σ3)/3.
Введем безразмерные величины: τ = t/T,X = (BTσn−1

y )/2, тогда для потенциала
(8) можно получить выражения для скоростей деформаций ползучести:

ṗrr =
∂prr
∂τ

= XnΣn−2 (2σrr − σφφ − σzz) ,

ṗφφ =
∂pφφ
∂τ

= XnΣn−2 (2σφφ − σrr − σzz) ,

ṗzz =
∂pzz
∂τ

= XnΣn−2 (2σzz − σrr − σφφ) .

(10)

здесь T — длительность процесса.
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Для определения напряжений в цилиндре помимо перемещений и деформаций пол-
зучести также необходимо знать полную осевую деформацию. Воспользуемся соотно-
шениями (2)–(4) и после преобразований получим:

err + prr =
2

(1− δ2)

(
ν

1− ν

∫ 1

δ
β (prr + pφφ) dβ+

+

∫ 1

δ
βpzz dβ −

ν

1− ν
(ur (1)− δur (δ))

)
.

(11)

Система уравнений (1), (2), (6), (10) и (11) описывает процесс установившейся пол-
зучести во вращающемся цилиндре. Полученная система уравнений сводится к урав-
нениям теории упругости, если предположить, что деформации ползучести в среде не
накапливаются. Также, если предположить, что полная осевая деформация равна ну-
лю ezz+pzz = ∂uz/∂z = 0, то получим задачу о развитии ползучести во вращающемся
цилиндре с закрепленными концами (плоское деформированное состояние).

Перейдем к формулировке начальных и граничных условий. В начальный момент
времени τ = 0 деформации ползучести в цилиндре отсутствуют:

prr = pφφ = pzz = 0. (12)

На внутренней поверхности трубы используются два варианта граничных условий.
Первый — цилиндр с жестким включением:

u|β=δ = 0. (13)

Второй вариант — полый цилиндр:

σrr|β=δ = 0. (14)

Внешняя поверхность трубы свободна от напряжений:

σrr|β=1 = 0. (15)

Численная схема. Для численного решения поставленной начально-краевой зада-
чи для системы дифференциальных уравнений в частных производных воспользуемся
методом конечных разностей [18]. Построим в области деформирования δ ≤ β ≤ 1 рав-
номерную сетку из N узлов. Шаг сетки ∆β вычисляется, как: ∆β = (1 − δ)/(n − 1),
а координаты i-го узла: βi = δ + i∆β. Для аппроксимации пространственных произ-
водных некоторой неизвестной функции y(β, τ) воспользуемся конечно-разностными
операторами 2-го порядка точности:

∂2y(β, τ)

∂β2
∼=
y(β + ∆β, τ)− 2y(β, τ) + y(β −∆β, τ)

∆β2 ;

∂y(β, τ)

∂β
∼=
y(β + ∆β, τ)− y(β −∆β, τ)

2∆β
.

(16)

В граничных узлах сетки также используются односторонние шаблоны:

β = δ :
∂y(β, τ)

∂β
∼=
−y(β + 2∆β, τ) + 4y(β + ∆β, τ)− 3y(β, τ)

2∆β
;

β = 1 :
∂y(β, τ)

∂β
∼=
y(β − 2∆β, τ)− 4y(β −∆β, τ) + 3y(β, τ)

2∆β
.

(17)
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Весь процесс деформирования разобъем на K равных шагов продолжительностью
∆τ . В уравнения (10) входит производная по времени, для ее аппроксимации восполь-
зуемся явной схемой:

pii(β, τ + ∆τ)− pii(β, τ)

∆τ
∼= ṗii(β, τ) (18)

Заметим, что в этом случае первый временной шаг соответствует численному ре-
шению упругой задачи. Определенные интегралы из уравнения (11) вычисляются с
помощью метода трапеций.
Результаты расчетов. Для проведения расчетов использовались следующие па-

раметры материала: ρ = 7700 кг/м3, E = 210 ГПа, σy = 250 МПа, ν = 0.3, n = 3,
B = 4.1 ·10−22с−1 ·Па−n. Размеры цилиндра: a = 0.02 м., b = 0.1 м. Длительность про-
цесса деформирования T = 1000 с. Параметры сетки: N = 2500, K = 1000. Скорость
вращения цилиндра: ω = 500 рад/с.

На рис. 1–2 представлены графики эквивалентных напряжений в цилиндре с жест-
ким включением (13) и полом цилиндре (14) для моментов времени τ = 0.0, 0.5, 1.0.
Аналогичные графики для деформаций ползучести prr, pφφ представлены на рис. 3,
4. Проведенные расчеты показали, что в процессе деформирования напряжения в ци-
линдре перераспределяются от начального упругого решения и к некоторому моменту
времени τ0 стабилизируются. В результате этого накопление деформаций ползучести
происходит с постоянной скоростью ṗii(β, τ0) и дальнейшие вычисления можно значи-
тельно упростить, в частности для деформаций ползучести принять: pii(β, τ0 + ∆τ) =
pii(β, τ0) + ∆τ · ṗii(β, τ0). Видим, что деформирование полого цилиндра происходит
более интенсивно, чем цилиндра с жестким включением, при этом стабилизация на-
пряженного состояния в полом цилиндре также происходит быстрее.

Интересно сравнить полученные результаты с расчетами для цилиндра с закреп-
ленными концами (∂uz∂z = 0). Анализ показал, что в свободном цилиндре имеют место
более высокие напряжения и скорости деформаций ползучести, в особенности это ха-
рактерно для цилиндра с жестким включением. Для него эквивалентные напряжения
к концу процесса выше приблизительно в два раза.

Для оценки точности используемого алгоритма построим точное решение для упро-
щенной постановки задачи. Далее воспользуемся идеями работы [8], где впервые было
получено решение для ортотропного цилиндра. Положим, что в цилиндре имеет ме-
сто плоская деформация, а упругие деформации и напряжения не зависят от времени,
тогда:

.
prr =

∂v

∂β
=
XnΣn−2

2
(2σrr − σφφ − σzz) ,

.
pφφ =

v

β
=
XnΣn−2

2
(2σφφ − σrr − σzz) ,

.
pzz = 0 =

XnΣn−2

2
(2σzz − σrr − σφφ) .

(19)

где v — скорости.
Из последнего уравнения можно найти:

σzz =
(σrr + σφφ)

2
(20)
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Решение уравнения несжимаемости .
prr +

.
pφφ +

.
pzz = 0:

v =
C

β
;
.
prr = − C

β2
;
.
pφφ =

C

β2
. (21)

где C — константа интегрирования.
Далее из уравнений (19)–(21) найдем:

σφφ − σrr =

(
2√
3

) n
n−1

(
C

Xn

) 1
n−1

β−
2

n−1 (22)

Подставим найденное выражение в уравнение равновесия (5), решая которое полу-
чим:

σrr = −n− 1

2

(
2√
3

) n
n−1

(
C

Xn

) 1
n−1

β−
2

n−1 − 1

2
Ωβ2 +D (23)

где D — константа интегрирования.
С помощью граничных условий (13)–(15) можно найти значения констант C,D и

получить окончательные выражения для напряжений σrr, σφφ, σzz и скоростей дефор-
маций ползучести .

prr,
.
pφφ. Сравнение результатов полученных с помощью численного

алгоритма для случая плоской деформации и по формулам (21), (23) показало, что в
ходе процесса деформирования напряжения и скорости деформаций ползучести стре-
мятся к аналитическому решению задачи (19) с высокой степенью точности.

Рис. 1. Эквивалентное напряжение Σ в цилиндре с жестким включением
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Рис. 2. Эквивалентное напряжение Σ в полом цилиндре

Рис. 3. Деформации ползучести prr и pφφ в цилиндре с жестким включением
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Рис. 4. Деформации ползучести prr и pφφ в полом цилиндре
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CREEP ANALYSIS OF ROTATING CYLINDER WITH FREE ENDS
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Abstract. The process of steady-state creep in rotating cylinder with free ends is investigated.
Axial symmetry and generalized plane strain in cylinder are assumed. Piecewise linear potential
and power creep law are used in problem statement. Finite difference method is utilized to solve
governing system of differential equations. Dependences of stresses and strains in cylinder on the
time are examined.
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Аннотация. С использованием теории малых упругих деформаций и апробированно-
го численного метода разработана математическая модель для проведения исследований
напряженно-деформированного состояния упругой изотропной пластины конечной толщины,
находящейся под действием динамической нагрузки. Показана целесообразность использова-
ния данной математической модели для исследования несущей способности ледяного покрова.
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Введение. До настоящего времени остается актуальной проблема разработки ма-
тематических моделей для описания сложных процессов деформирования материалов
с целью исследования их напряженно-деформированного состояния и оптимизации
инженерных решений для достижения требуемого результата. Проведение теорети-
ческих исследований с применением математического моделирования позволяет по-
лучать новые знания с минимальными временными и сырьевыми затратами, а также
дает возможность детально изучать образование и распространение трещин в матери-
але, спрогнозировать возможные области, являющиеся концентраторами напряжений
и предупредить возможные нежелательные разрушения, а также несущей способности
материала.
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Представление исследуемых объектов в качестве упругой изотропной пластины ко-
нечной толщины, часто используется для исследования бетонных, металлических кон-
струкций, но также может быть применено к исследованиям ледяного покрова [1, 2].

При математическом описании процесса деформирования или разрушения объекта
необходимо учитывать особенности материалов, их поведения при внешнем воздей-
ствии, воздействии температурных полей, а также взаимовлияние отдельных частей
деформируемого объекта друг на друга. Моделируя процессы, протекающие в ледя-
ном покрове необходимо учитывать, что физические и механические свойства иссле-
дуемого материала являются зависимыми от температуры, от химического состава
льда и от наличия включений, примесей и внутренних дефектов.

Анализируя процессы деформирования ледяного покрова, нарушения его сплош-
ности, разрушения в результате внешнего деформирующего воздействия методами
математического моделирования, необходимо учитывать, что некоторые задаваемые
величины являются известными (например, параметры ледоразрушающего устрой-
ства), тогда как другие могут быть случайными (толщина льда, скорость ледово-
го поля и т.д.). Необходимо также максимально учитывать всевозможные сочетания
параметров окружающей среда, которые могут оказывать существенное влияние на
протекание процессов в исследуемом объекте или объектах. Проводя исследования
несущей способности ледяного покрова, необходимо учитывать тот факт, что напря-
жения растяжения или сдвига, при которых происходит полное разрушение ледяного
покрова, должны в несколько раз превышать предел прочности льда, определенный
для образца в лабораторных условиях [3]. В случае, если напряжения незначительно
превышают предел прочности, то может образовываться трещина или группа тре-
щин, а лед при этом переходит в новое устойчивое состояние и способен выдерживать
внешнюю нагрузку.

Рассматриваемая в работе математическая модель разработана для решения ши-
рокого круга задач. Позволяет проводить исследования пластины, нагруженной не
только квазистационарной нагрузкой, но и движущейся или даже внедряющейся.
Представленная математическая модель универсализирована и позволяет проводить
исследования для различных вариантов деформирования пластины, ее нагружения и
исследования ее несущей способности.

Целью данной работы является апробация возможности применения разработанной
математической модели изотропной пластины конечной толщины для теоретического
исследования несущей способности ледяного покрова, находящегося под воздействием
динамической нагрузки. В работе также проведен анализ полученных результатов и
сделано заключение о практической применимости, рассмотренной математической
модели.
Математическая модель. Используя уравнения теории упругости для малых де-

формаций, разработана математическая модель, подробное построение которой пред-
ставлено в работах [3,4]. В данной работе остановимся на конечной системе уравнений:

Уравнение движения

σij,j + F ti = Iti ; i, j, k = 1, 2, 3; t = 1, 2 . . . n – номер нагрузки (1)

Iti = ρt

(
vk
∂vi

∂xk

)
– в случае установившегося (стационарного) движения нагрузки

(2)
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Закон Гука

σij − σδij = 2Gεij ; где σ =
1

3
σii ; εij =

1

2
(ui,j + uj,i) , (3)

δij =

{
1 i = j

0 i 6= j

Дополнительное условие в случае всестороннего сжатия

3Kt
dσ

dτ
−
∂vi

∂xi
= 0 (4)

Уравнение теплопроводности (только для пластины)

∂

∂xi

(
λ
∂θ

∂xi

)
= 0 , i = 1, 2, 3; (5)

для стационарного случая
∂θ

∂τ
= 0 . (6)

В уравнениях (1 – 6) используется суммирование по повторяющимся индексам; θ –
температура льда; ρ = ρ(θ) – плотность льда, G = G(θ) – модуль сдвига льда; [σij ] –
тензор напряжений; [εij ] – тензор деформаций; vi, Fi – проекции скорости перемеще-
ний и удельной объемной силы по координатным осям xi, i = 1, 2, 3; λ – коэффициент

теплопроводности; v̇i =
∂vi

∂τ
, τ – время деформации.

По краям пластины при необходимости можно задавать условия закрепления урав-
нением:

σij = −ψτS
vск
|v|
, i, j, k = 1, 2, 3, (7)

где τS — условный предел текучести материала пластины, vск — скорость переме-
щения пластины относительно основы закрепления, ψ — коэффициент трения, |v| —
нормирующая скорость.
Постановка и решение задачи с применением математической модели.

Применение предлагаемой математической модели рассмотрим на примере решения
задачи о деформировании упругой изотропной пластины, материал которой — прес-
ный лед. Ледяная пластина претерпевает деформирующее воздействие со стороны
движущейся ледокольной приставки.

Принцип работы устройства [5] достаточно прост. Перед судном создают свобод-
ную кромку льда. Из рис.1 видно, что рассматриваемое устройство выполнено в виде
ледокольной приставки и содержит контейнеры 1, которые соединены крепежами 2
в линию, перпендикулярную движению судна. В носовой части судна при помощи
тяг 8 устанавливают ледокольную приставку. Для удобства конструкцию и работу
устройства будем рассматривать на примере одного из контейнеров.

При заполнении области 5 водой рис.2, контейнер приобретает отрицательную пла-
вучесть, т.е. подтапливается, а при откачке воды — контейнер приобретает положи-
тельную плавучесть, т.е. всплывает. Для обеспечения более удобного продвижения
контейнера подо льдом передний край приставки (дальний от судна) и задний край
(ближний к судну) оснащены полозьями 11 (рис.2), причем передний край имеет вы-
пуклую форму 10.
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Рис. 1. Схема ледокольного устройства

Чтобы завести приставку под лед, при помощи насосов 7, установленных в области
5, контейнеру 1 сообщают отрицательную плавучесть, т.е. контейнер подтапливают.
Далее из области 5, регулирующей выталкивающую силу, откачивают воду насоса-
ми 7, тем самым заставляют всплывать контейнер до контакта с ледяным покровом.
Так как боковые стенки 6 контейнера, контактирующие со льдом, имеют острые края
12 (рис.2), то приставка практически врезается боковыми стенками в лед. Вода из
контейнеров откачивается насосами 7, в результате чего в рабочей области 4 образу-
ется разряжение, поэтому под действием атмосферного давления и собственного веса
лед, расположенный над разряженной полостью рушится при определенных геомет-
рических параметрах контейнера и скорости его продвижения. Контейнер начинает
подтапливаться в результате активного заполнения его водой, обломки льда всплыва-
ют, таким образом, происходит очищение контейнера ото льда. Далее обломки льда
раздвигаются обводами движущегося судна. Так как разрушение льда происходит без
остановки судна, то контейнер автоматически продвигается далее под ледяным покро-
вом и процесс продолжается. Для предотвращения попадания осколков льда в насо-
сы, устанавливается решетка 9, зернистость которой зависит от того, каких размеров
включения может пропускать используемые в установке насосы 7. Контейнер имеет
перегородку 3 (рис.2), которая отделяет рабочую область 4 от области 5, регулирую-
щей выталкивающую силу. Необходимо отметить, что суммарная длина установки L1

должна быть больше ширины судна L0, чтобы образовавшийся канал был безопасен
для дальнейшего продвижения судна. Количество насосов, установленных в нижней
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части контейнера, зависит от их подачи и максимальной толщины льда, на которую
рассчитана приставка.

Рис. 2. Сечения плоскостями А-А, В-В, показывающие устройство конструкции для разру-
шения ледяного покрова.

Известно, что ледяной покров неоднороден из-за условий его формирования и нали-
чия всевозможных включений: пузырьков воздуха, песчинок, камней и др. Сплошным
лед также трудно назвать, в нем имеются температурные и деформационные трещи-
ны, образующиеся в процессе роста льда и движения ледовых масс. Возникающие в
процессе жизненного цикла льда сквозные трещины могут залечиваться, в результа-
те заполнения их водой на 90% и последующей ее кристаллизации, причем в случае
такого восстановления сплошности ледяного покрова прочностные свойства льда воз-
растают. Достаточно сложно учесть все возможные особенности льда, поэтому при ре-
шении задач, связанных с анализом напряженно-деформированного состояния льда,
применяют модели упругих изотропных пластин конечной толщины. Предложенная
в работе модель упругой изотропной пластины конечной толщины с учетом ее сжима-
емости, можно применить к решению задачи о деформировании и разрушении льда
ледокольной приставкой. Примем, что рассматриваемая ледяная пластина имеет рас-
пределение температур по толщине от -5◦С до -30◦С, в таком диапазоне температур
лед ведет себя упруго. Для решения задачи примем модуль Юнга и коэффициент
Пуассона зависимыми от температуры и согласно работам [6,7], равными соответ-
ственно E =

(
87.6− 0.21θ − 0.0017θ2

)
102МПа, ν = 0.5 + 0.003θ; коэффициент объем-

ного сжатия (k) примем равным k = (1− 2ν) /E, модуль сдвига — G = E/2 (1 + ν). В
качестве критических напряжений примем напряжения σрас

кр = 4МПа, σсж
кр = −8МПа,

установленные в работе [6]. Процессы, происходящие в материале, из которого выпол-
нены клин и форштевень устройства, не являются объектами исследования в данной
работе, поэтому трение на контактных со льдом поверхностях устройства пренебре-
жем. Воспользуемся решением уравнения теплопроводности, приведенное в работах
[8,9] с учетом λ = λ0 (1 + aθ), где a = −0.0159 град−1

θ = −
1

a
+

√
1

a2
+
x1

h0

(
2θ1

a
+ θ1

)
(8)

Рассмотрим 1/2 области деформирования ледяного покрова в сечении Oх1х2, про-
ходящим вдоль контейнера. На рис.3 представлена схема, поясняющая назначение
граничных условий для решения указанной задачи.
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Рис. 3. Схема к расчету деформации ледяной пластины.

В представленной схеме выделены поверхности, характеризующие взаимодействия
ледяного покрова с нагрузками и окружающей средой. В плоскости Oх2х3 определе-
но три области S4, S5, S6 моделирующие соответственно поверхность взаимодействия
льда с водой, разряженной областью в контейнере и с кромками контейнера соот-
ветственно. На расстоянии h (толщина ледяного покрова) от нижней плоскости льда
определена поверхность S2, которая моделирует контакт льда с воздухом.

В плоскости Oх1х3 выделено несколько поверхностей, ограничивающих исследу-
емую область льда и характеризующих: S1 — взаимодействие исследуемой области
льда с ледяным полем, S3 — взаимодействие свободного края льда с атмосферой.

В плоскости Oх2х3 выделены поверхности S8 и S7, моделирующие соответственно
взаимодействие исследуемой области льда с ледяным полем и поверхность располо-
женную в плоскости симметрии.

Начальные условия задачи условия задачи:

vi|τ=0 = 0, εij |τ=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Граничные условия задачи, в соответствии с рис.3:

σ11|S2
= −p0; σ11|S4

= −p0 − γh; σ11|S5
= 0, σ11|S6

= −p0 − γh− p1;

(σ12 = σ13)|Si
= 0, i = 2, 4, 5, 6; (σ21 = σ23)|Si

= 0, i = 1, 3; σ22|S3
= 0;

σ32|Si
= 0; i = 7, 8; σ31|S8

= 0; σ33|S7
= 0; v2|S1

= v∗; v3|S8
= 0.

(9)

Здесь p0 — атмосферное давление; γ — удельный вес льда, h — толщина льда;
p1 = bLh1γ0/δ (L+ 2 (b+ δ)) — выталкивающее давление, появляющееся, когда в кон-
тейнере образовалась полость высотой h1; v∗ — скорость перемещения ледяного покро-
ва; γ0 — удельный вес воды; b — половина ширины контейнера; L — длина контейнера;
δ — ширина кромки контейнера (рис.3).
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Для стабилизации системы в вертикальном направлении на периферийной плоско-
сти S7 задавалось уравнение

σ31|S7
= −ψτS

vск
|v|
, i, j, k = 1, 2, 3. (10)

Где ψ — коэффициент ( ψ = 1000 ); vск — скорость скольжения льда относительно ос-
новы; vск = v1|S7

−v∗∗1 ; v∗∗ — скорость перемещения основы (в нашем случае v∗∗ = 0);
τS — условный предел текучести льда. Как показали расчеты, при принятом значе-
нии ψ величина касательных напряжений на плоскости S7 не превышает 0,1 МПа,
величина скорости v1 вблизи поверхности S7 не превышает 0,01 мм/сек.

При решении задачи применялся численный метод [10], в соответствии с которым
исследуемая область представляется в виде объемных ортогональных ячеек конечных
размеров, количество ячеек — 2340 штук. Для каждой ячейки записывается система
уравнений в разностном виде в количестве 74820. Расчетное время одной итерации,
произведенной на компьютере с процессором INTEL R© CoreTMi5CPU 760@2.80GHz со-
ставило 48с. Для сходимости решения с установленной точностью 0.001 потребовалось
18 итерации на каждом временном шаге. Решение системы уравнений производится
по алгоритму, описанному в работах [11,12], с применением программного продукта
[13].
Результаты исследований. Исследованию напряженно-деформированного со-

стояния подвергался ледяной покров толщиной 0.5 м, 0.75 м, 1.0 м, находящийся под
воздействием динамической нагрузки в виде ледокольной приставки, движущейся с
постоянной скоростью 10 км/ч, 20км/ч, 30км/ч. Длинна контейнера принималась рав-
на 4 м, ширина 3 м, причем контейнер подо льдом располагается так, что его длина
параллельна движению судна и приставки. Температура окружающей среды прини-
маем -30◦С.

Устойчивость полученных решений проверялась численно при варьировании зада-
ваемых параметров в пределах 0.01%. В результате вычислений решения, полученные
при задании параметров с погрешностью, и без нее совпали, соответственно получае-
мые решения можно считать устойчивыми. При проведении вычислений проводился
контроль значений касательных напряжений. Расчетные значения касательных на-
пряжений всегда на порядок были меньше нормальных напряжений, поэтому нор-
мальные напряжения принимались главными.

Рассмотрим более подробно результаты численного решения, и определим возмож-
ность разрушения льда данным способом на основании анализа НДС ледяной пла-
стины, находящейся под действием динамической нагрузки.

В данной работе рассматривается НДС ледяной пластины. На рис.4, 5 приведено
распределение напряжений в верхних слоях ледяной пластины, при квазипостоянном
движении ледяного контейнера подо льдом. Из рис.2, 5 видно, что при исследуемых
скоростях передвижения 30 км/ч, 20 км/ч, 10 км/ч в ледяном покрове наибольших
значений достигают напряжения в ледяном покрове, расположенном над серединой
полости контейнера.

Для льда рассматриваемых толщин характерно распределение напряжений, при
котором характер σ22 и σ33 одинаков. На поверхности льда, контактирующей с воз-
духом, наблюдаются сжимающие напряжения, а на противоположной поверхности
растягивающие. Лед деформируясь провисает в разряженную полость контейнера.
Перемещение льда в направлении противоположном оси х1 у полуметрового льда не
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a)

б)

в)

Рис. 4. Схема распределения напряжений σ22 в приповерхностных слоях ледяного покрова,
находящегося под действием системы нагрузок при скорости движения ледокольной пристав-
ки а) — 30 км/ч; б) — 20 км/ч; в) — 10 км/ч.

превышает 2.8 см, а у метрового 0.4 см, для льда толщиной 0.75 м провисание не
превышает 1.2 см.

У льда толщиной 0.5 м наибольшие растягивающие напряжения достигают σ33 =
6.9 МПа, а сжимающие σ33 = −7.1 МПа в том же сечении при скорости движения
ледокольной приставки v = 30 км/час. Напряжения при v = 20 км/час и v = 10
км/час меньше по своим численным значениям напряжений при v = 30 км/час.

Рассматривая лед толщиной 0.75 м наибольшие, установлено, что растягивающие
напряжения достигают σ33 = 4.7 МПа, а сжимающие σ33 = −5.2 МПа в том же сече-
нии при скорости движения ледокольной приставки v = 30 км/час. Напряжения при
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a)

б)

в)

Рис. 5. Схема распределения напряжений σ33 в приповерхностных слоях ледяного покрова,
находящегося под действием системы нагрузок при скорости движения ледокольной пристав-
ки а) — 30 км/ч; б) — 20 км/ч; в) — 10 км/ч.

v = 20 км/час и v = 10 км/час меньше по своим численным значениям напряжений
при v = 30 км/час.

Во льду толщиной 1 м максимальные растягивающие и сжимающие напряжения
равны соответственно σ33 = 1.9 МПа и σ33 = −1.6 МПа. Напряжения, возникающие в
толще метрового льда, в 3.8 раза меньше напряжений возникающих в полуметровом
ледяном покрове при тех же параметрах контейнера. Наибольшие значения напряже-
ний в толще метрового льда отмечены также при v = 30 км/час.

В сечении, проходящем по задней стенке контейнера на расстоянии k = 2.5 м пе-
ред контейнером, наблюдается изменение характера распределения напряжения. На
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поверхности льда и на нижней его части имеют место растягивающие напряжения
равные, соответственно, у льда толщиной 0.5 м. 1.7 МПа и 0.5 МПа, у льда толщиной
0.75 м 1.1 МПа и 0.3 МПа, а у метрового - 0.5МПа и 0.1МПа.

Если в качестве критерия разрушения принять напряжение растяжения σпр.раст. =
1 МПа, а напряжение сжатия σпр.сжим = −2.7 МПа, то, в данном случае, можно с
уверенностью утверждать, что лед толщиной 0.5 м будет полностью разрушаться при
всех рассматриваемых скоростях передвижения ледокольной приставки. Если ско-
рость движения контейнера v = 10 км/час, то начальные разрушения будут наблю-
даться уже на расстоянии 6 метров перед контейнером, при v = 20 км/час — 5 м, при
v = 30 км/час — 4 м. В окрестности контейнера разрушение полуметрового льда будет
полным. При таких параметрах контейнера у метрового льда характер распределения
напряженного состояния будет несколько иным. Сжимающие напряжения, в отличии
от растягивающих, не превышают принятого критерия разрушения. Вероятнее всего у
льда толщиной 1 м будет иметь место только начальное разрушение, возникающее над
полостью контейнера. В этом случае, необходимо доламывание льда, которое может
быть осуществлено обводами судна движущего приставку. Ледяной покров толщиной
0.75 м будет разрушен частично, а именно, будет иметь место начальное нарушение
сплошности с вероятностью его эволюционирования до разрушения.

Рассмотрим второй вариант расположения ледокольной приставки подо льдом, ко-
гда контейнер вытянут в направлении перпендикулярном движению судна. В этом
случае параметры будут следующими L = 3 м, 2b = 4 м, e = 2.4 м, r = 4 м. Ха-
рактер распределения напряжения во льду толщиной 0.5 м при скоростях v = 10
км/час, v = 20 км/час и v = 30 км/час по сравнению с ранее рассмотренным случаем
остается практически без изменений. Изменение конфигурации контейнера привело
к росту численных значений напряжений σ22 у полуметрового льда в интервале от
0.5–0.6 МПа, а σ33 — от 0.1–0.2 МПа. У льда толщиной 0.75 м — σ22 от 0.2–0.3 МПа,
а σ33 — от 0.05—0.1 МПа, у метрового льда увеличение σ22 колеблется в интервале
от 0.1–0.2 МПа, а σ33 — от 0.03–0.05 МПа. Безусловно, малое изменение напряжений
не может оказать значительного влияния на изменение распределения напряжений в
исследуемой области деформирования.

Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод о том, что движущая-
ся подо льдом ледокольная приставка вызывает значительные деформации ледяного
покрова толщиной 0.5 м, 0.75 м и 1 м. Различные варианты расположения контейнера
под метровым льдом не вызывают изменений в характере распределения напряже-
ния в толще льда на всем интервале задания скоростей. Полное разрушение льда над
полостью контейнера будет происходить при толщине льда 0.5 м.
Вывод.Проведенные в работе исследования ледяного покрова, находящегося под

действием движущейся нагрузоки, с применением разработанной математической мо-
дели однородной изотропной пластины конечной толщины, находящейся под действи-
ем системы нагрузок, показали пригодность разработанной модели для проведения
исследований напряженно-деформированного состояния нагруженных пластин.

Результаты численных исследований показали, что данное ледокольное устройство
может быть использовано для разрушения ледяного покрова толщиной 0.5 м, причем
оптимальная скорость устройства равна 30 км/ч.

Предложенная математическая модель деформирования системой нагрузок од-
нородной изотропной пластины конечной толщины и результаты исследования
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напряженно-деформированного состояния ледяного покрова, могут быть использо-
ваны для разработок инновационных способов разрушения льда и прокладывания
судоходных каналов в зимние периоды на реках северных регионов.
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THE MATHEMATICAL MODEL OF ELASTIC ISOTROPIC PLATE OF FINITE
THICKNESS INTENDED FOR STUDYING THE STRESS-STRAIN STATE OF

THE ICE COVER UNDER THE INFLUENCE OF A DYNAMIC LOAD.
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Abstract. The mathematical model has been made with the applying of theory of small elastic
strains and well-tested numerical method for research of stress-strain state of elastic isotropic
plate of finite thickness, under the influence of the dynamic load. The practicability of using this
mathematical model to study the bearing capacity of the ice cover was shown.

Keywords: mathematical model, numerical simulation, complex loading, elasticity theory,
deformation, stresses, ice cover.
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