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Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2018. №3 (37). С. 5–17

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

ПРЕЗИДЕНТ САРАТОВСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО
УНИВЕРСИТЕТА ИМ. Н.Г. ЧЕРНЫШЕВСКОГО ЛЕОНИД ЮРЬЕВИЧ

КОССОВИЧ. К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г. Москва, Россия

15 октября 2018 г. исполняется 70 лет известному российскому ученому, доктору
физико-математических наук, профессору, президенту Саратовского государственно-
го университета Л.Ю. Коссовичу. Основными направлениями научной деятельности
Л.Ю. Коссовича являются асимптотические методы теории упругости, колебания и
распространение нестационарных волн, динамика тонкостенных упругих и вязкоупру-
гих конструкций, биомеханика, одномерные и двумерные наноматериалы и нанострук-
туры. По результатам научно-исследовательской работы им опубликовано более 200
научных и учебно-методических работ, три монографии (одна из них, в соавторстве
с профессором Ю.Д. Каплуновым, вышла в Великобритании). Под его руководством
подготовлены и защищены 12 кандидатских и одна докторская диссертации.

Леонид Юрьевич Коссович, родился 15 октября 1948 г. в г. Саратове в семье воен-
нослужащего. В 1956 г. начал обучение в средней школе №37 г. Саратова. В 1966 г. он
окончил с серебряной медалью полный курс средней физико-математической школы
№13 г. Саратова. В том же году поступил на первый курс механико-математического
факультета Саратовского государственного университета им. Н.Г. Чернышевского
(СГУ) и в 1971 г. получил диплом по специальности «Механика». После окончания
университета Л.Ю. Коссович работает старшим инженером в лаборатории математи-
ческих методов научно-исследовательского института геологии СГУ.

В 1973 г. он поступает в аспирантуру механико-математического факультета СГУ
на кафедру теории упругости. Затем, с 1975 по 1978 гг. работает ассистентом ка-
федры вычислительной математики механико-математического факультета СГУ. В
1977 г. он защитил кандидатскую диссертацию «Некоторые вопросы динамической
теории упругих оболочек переменной толщины» и получил ученую степень кандида-
та физико-математических наук.

c© МурашкинЕ.В., РадаевЮ. Н., 2018
Мурашкин Евгений Валерьевич
e-mail: murashkin@ipmnet.ru, кандидат физико-математических наук, старший научный со-
трудник, Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва, Россия.
Радаев Юрий Николаевич
e-mail: radayev@ipmnet.ru, y.radayev@gmail.com, доктор физико-математических наук, про-
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РАН, г. Москва, Россия.
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С 1978 по 1989 гг. Л.Ю. Коссович работает в должности доцента кафедры мате-
матической кибернетики Саратовского госуниверситета. В 1982 г. его направляют на
стажировку в Институт проблем механики АН СССР (г. Москва), где он занимается
изучением асимптотических методов решения динамических задач теории упругости
для тонких оболочек под руководством профессора А.Л. Гольденвейзера.

В 1984 г. Л.Ю. Коссович был переведен с должности доцента кафедры математи-
ческой кибернетики на должность старшего научного сотрудника сроком на два года
для завершения работы над докторской диссертацией. С этой же целью в 1984 г. был
прикомандирован в Институт проблем механики АН СССР, где и защитил в 1989 г.
диссертацию на соискание ученой степени доктора физико-математических наук по
теме «Нестационарные задачи теории упругих тонких оболочек вращения».

Сразу после защиты докторской диссертации Л.Ю. Коссович был избран за-
ведующим кафедрой теории упругости СГУ, переименованной позднее в кафедру
математической теории упругости и биомеханики, в 1993 г. — деканом механико-
математического факультета СГУ. В 1991 г. ему было присвоено ученое звание про-
фессора. В 2003 г. Л.Ю. Коссович был избран на должность ректора СГУ.

Следует выделить наиболее крупные проекты, которые реализовывались под его
руководством в данный период. В 2007 г. СГУ победил в конкурсе „Инновационные
ВУЗы“, что положило начало новой миссии университета — инновационной деятель-
ности (наряду с учебной, научной, исследовательской, воспитательной). В 2010 г. СГУ
выиграл конкурс Программ развития инновационной инфраструктуры Минобрнауки
на 2010–2012 гг.

В 2013 г. Л.Ю. Коссович был избран на должность президента СГУ. В это время
успешно реализуются проект Фонда перспективных исследований „Разработка ком-
плекса перспективных защитных и маскирующих материалов экипировки военнослу-
жащего“ (2014–2017 гг.) и аванпроект „Обоснование исходных данных для разработки
программно-аналитической системы обеспечения эффективного хирургического лече-
ния патологий позвоночно-тазового комплекса“ (2016 г.). На базе СГУ в 2018 г. под
его научным руководством началась реализация аванпроекта Фонда перспективных
исследований „Обоснование возможности создания „умных“ терморегулирующих ма-
териалов экипировки“ и проекта „Разработка прототипа системы поддержки приня-
тия врачебных решений в реконструктивной хирургии позвоночно-тазового комплек-
са“ (2018–2021 гг.). В настоящее время Л.Ю. Коссович со стороны СГУ руководит
проектом по созданию серийного производства рулонных мембранных материалов,
получаемых методом электроформования полимеров.

Главным своим учителем Л.Ю. Коссович считает выдающегося российского учено-
го, профессора А.Л. Гольденвейзера. Научные исследования Л.Ю. Коссовича в основ-
ном связаны с построением математических моделей нестационарных (в том числе
динамических) волновых процессов в тонкостенных оболочках, основанных на ис-
пользовании асимптотических методов. Эти исследования Л.Ю. Коссовича отражены
в более чем ста научных публикациях и двух монографиях. С помощью указанных
методов Л.Ю. Коссовичем были решены прикладные задачи, имеющие важное на-
роднохозяйственное и оборонное значение. В основном эти задачи касались проблем
излучения, поглощения и рассеяния волн в акустическом диапазоне. Вклад профессо-
ра Л.Ю. Коссовича в эту область механики был по достоинству оценен присуждением
ему в 1998 г. Государственной премии РФ в области науки и техники за цикл работ
„Фундаментальные проблемы теории тонкостенных конструкций“.
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В настоящее время тематика научных исследований Л.Ю. Коссовича сконцентри-
рована в области расчета ударного воздействия на оболочечные конструкции, выяв-
ления краевого эффекта в подобного рода задачах, учета влияния диссипативных
механизмов (таких как вязкость) на поведение и прочность оболочек. Значительное
внимание он уделяет исследованиям в области биомеханики: проблемам эластичности
стенок кровеносных сосудов, гидродинамике кровотока в патологически измененных
сосудах и капиллярах, реологическому моделированию биоматериалов.

Профессор Л.Ю.Коссович — крупный организатор научной работы в России. Он
является членом Российского национального комитета по теоретической и приклад-
ной механике; членом коллегии Министерства промышленности и энергетики Сара-
товской области; председателем диссертационного совета Д 212.243.10 по защите дис-
сертаций на соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степе-
ни доктора наук по научным специальностям: 01.02.04 –– механика деформируемо-
го твердого тела и 01.02.08 –– биомеханика; почетным приглашенным профессором
Брюнельского университета (г. Лондон, Великобритания); почетным доктором Баш-
кирского государственного университета (г. Уфа); почетным профессором Западно-
Казахстанского аграрно-технического университета имени Жангир хана (г. Уральск,
Казахстан); депутатом Саратовской городской думы. В разные годы Л.Ю. Коссович
являлся членом Общественного совета по профессиональному образованию при Ко-
митете Государственной Думы по образованию и науке; являлся членом коллегии Ми-
нистерства образования и науки Российской Федерации; членом Экспертного совета
Председателя Военно-промышленной комиссии при Правительстве РФ

Плодотворный труд Л.Ю. Коссовича по достоинству отмечен государством и на-
учным сообществом. Он удостоен Почетной грамоты Председателя Государствен-
ной Думы Федерального Собрания Российской Федерации за активную общественно-
политическую деятельность (2009 г.); Благодарственного письма Полномочного пред-
ставителя Президента Российской Федерации в Приволжском федеральном округе
за большой вклад в развитие высшего профессионального образования, многолетний
добросовестный труд в связи со 100-летием со дня основания университета (2009 г.);
Патриаршей Грамоты, данной в благословение за усердные труды во славу Русской
Православной Церкви (2009 г.); Ордена дружбы (2010 г.); Ордена Русской Православ-
ной церкви святителя Макария митрополита Московского III степени (2014 г.); звания
почетный работник высшего профессионального образования (2011 г.).

Деятельность Л.Ю. Коссовича — ученого, педагога, организатора науки и образова-
ния в Саратовской области и в различных научных, научно–технических и экспертных
советах, активная работа в диссертационных советах и редакциях научных журналов,
наряду с его активным участием в подготовке высококвалифицированных научных
кадров, без сомнения, имеют огромное значение для развития науки и техники в на-
шей стране.

Мы присоединяемся к поздравлениям и желаем Леониду Юрьевичу отменного здо-
ровья, долгой активной творческой жизни и новых достижений в научной, педагоги-
ческой и организационной деятельности.
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СПИСОК ИЗБРАННЫХ НАУЧНЫХ ПУБЛИКАЦИЙ
Л.Ю. КОССОВИЧА1

2008

Бокерия Л.А., Пирцхалаишвили З.К., Морозов К.М., Каменский А.В., Сальков-
ский Ю.Е., Десятова А.С., Дзенис Ю.А., Коссович Л.Ю., Кириллова И.В., Гуля-
ев Ю.П., Островский Н.В., Поляев В.О. Реконструкция сонной артерии человека за-
платами из различных материалов (поиск оптимального материала для улучшения
результатов пластики сонных бифуркаций) // Анналы хирургии, 2008. №2. С. 5–19.

Kamenskiy A.V., Pipinos I.I., Desyatova A.S., Salkovskiy Y.E., Kossovich L.Yu.,
Kirillova I.V., Bockeria L.A., Morozov K.M., Polyaev V.O. Finite element model of the
patched human carotid // Бюллетень НЦССХ им. А.Н. Бакулева РАМН Сердечно-
сосудистые заболевания, 2008. Т. 9. №S6. С. 155.

Голубов Б.И., Кашин Б.С., Коссович Л.Ю., Сидоров С.П., Хромов А.П. 14-Я Сара-
товская зимняя школа „Современные проблемы теории функций и их приложения“,
посвященная памяти академика П.Л. Ульянова (1928-2006) // Вестник Российского
фонда фундаментальных исследований, 2008. №2(58). С. 22–24.

Коссович Л.Ю., Хромов А.П., Сидоров С.П. 14-Я Саратовская зимняя школа „Совре-
менные проблемы теории функций и их приложения“, посвященная памяти академи-
ка П.Л. Ульянова (1928–2006) // Известия Саратовского университета. Новая серия.
Серия: Математика. Механика. Информатика, 2008. Т. 8. №1. С. 76–77.

Коссович Л.Ю. Асимптотические методы в динамике оболочек при ударных воздей-
ствиях // Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика.
Механика. Информатика, 2008. Т. 8. №2. С. 12–33.

Коссович Л.Ю. Международная конференция „XVIII Сессия международной шко-
лы по моделям механики сплошной среды“ // Известия Саратовского университета.
Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика, 2008. Т. 8. №2. С. 85–87.

Kossovich L.Yu., Kirillova I.V. Dynamics of sheels under shock loading: An asymtotic
approach / Proceedings of the Ninth International conference on computational structures
technology. Athens. 2008. P. 1–20.

Kossovich L.Yu., Kirillova I.V., Gulaev Yu.P., Ivanov D.V., Kamenskiy A.V., Polgaev V.O.,
Ostrovskiy N.V., Morozov K.M. Mathematical Modelling of Human Carotid in Healthy,
Affected or Post-Corrective Surgery Conditions / Topical Problems in Solid Mechanics.
Elite Publishing House PVT. LTD., New Delhi, 2008. Pp. 235–250.

Коссович Л.Ю. Предисловие / В сборнике: Инновационные методы и технологии в
условиях новой образовательной парадигмы сборник научных трудов. Саратовский
государственный университет им. Н.Г. Чернышевского; Е. Г. Елина (отв. ред.). Сара-
тов, 2008. С. 10–12.

1Работы располагаются в хронологическом порядке
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2009

Кириллова И.В., Коссович Л.Ю. Гиперболические погранслои в составных цилиндри-
ческих оболочках // Известия Российской академии наук. Механика твердого тела,
2009. №3. С. 89–101.

Коссович Л.Ю. Саратовский государственный университет: традиции и инновации //
Высшее образование в России, 2009. №12. С. 42–49.

Коссович Л.Ю., Кириллова И.В., Вениг С.Б. Образовательно-научный институт на-
ноструктур и биосистем // Высшее образование в России, 2009. №12. С. 61–66.

Коссович Л.Ю. Всероссийская конференция „III Сессия научного совета РАН по меха-
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Аннотация. В работе рассматриваются проблемы математического моделирования нелиней-
ного гиперболического термоупругого континуума и вывода дивергентных законов сохране-
ния в терминах физических теорий поля. Приводятся действие и плотность действия для
гиперболического термоупругого континуума. В условиях трансляционных симметрий плот-
ности действия конструируется тензор энергии–импульса. Выведены точные формы гамиль-
тониана, вектора Умова–Пойнтинга, вектора псевдоимпульса и тензора напряжений Эшелби.
Изучены масштабные симметрии действия и получены соответствующие законы сохранения.

Ключевые слова: термоупругость, микроструктура, поле, действие, ковариантность, закон
сохранения, 4-ток, тензор энергии—импульса.

УДК: 539.374

1. Введение
Современные структурные и функциональные материалы проявляют физические

свойства, которые невозможно описать в рамках классической механики сплошных
сред. Например, поведение нематических жидких кристаллов, аномальный пьезоэлек-
трический эффект в кварце, дисперсия упругих волн, эффект “второго звука” и ряд
других экспериментально наблюдаемых аномальных физических свойств. Поэтому
разработка математических моделей процессов синтеза и эксплуатации материалов
с нелинейными термомеханическими особенностями и описание их свойств является
актуальной проблемой современной механики континуума. Математические теории
сложных гиперболических континуумов могут быть построены в рамках формализма
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теории поля [1-17]. Законы сохранения играют большую роль в математической физи-
ке; например, они служат для верификации результатов численного моделирования в
качестве первых интегралов системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, определяющих математическую модель. Кроме того, интегральная форма
законов сохранения может быть использована при разработке метода конечных эле-
ментов и критериев физической корректности математической модели [18-20], а также
в расчетах сильных разрывов физических полей.

Применение теории поля как инструмента математического моделирования при-
водит к естественным формулировкам определяющих соотношений и законов со-
хранения. В представляемой работе, опираясь на терию Нетер [21] инвариантных
вариационных функционалов относительно однопараметрических групп преобразо-
ваний пространственно–временных координат и физических полей, конструируется
тензор энергии–импульса, выводятся точные формы гамильтониана, вектора Умова–
Пойнтинга, вектора псевдоимпульса и тензора напряжений Эшелби.
2. Интеграл действия. 4-вектор тока. Тензор энергии–импульса, гамиль-

тониан, псевдоимпульс, тензор напряжений Эшелби
Формализм теории поля основан на математическом описании физических полей

интегральным функционалом действия. Общая форма вариацонного интеграла дей-
ствия в заданной области 4-пространства–времени имеет вид

I =

∫
L(Xβ, ϕk, ∂αϕ

k)d4X, (1)

где ϕk — физические поля, L — плотность Лагранжиана, d4X = dX1dX2dX3dX4 —
элементарный 4-объем в пространстве–времени.

Принцип наименьшего действия утверждает, что фактическое поле реализуется в
пространстве-времени таким образом, что действие (1) минимально, т. е. для любых
допустимых вариаций физических полей ϕk и неизменных координатах Xβ справед-
ливо следующее уравнение:

δI = 0. (2)

В этом случае можно получить классические уравнения Эйлера–Лагранжа:

Ek(L) =
∂L
∂ϕk

− ∂α
∂L

∂(∂αϕk)
= 0.

В общем случае закон сохранения (2) имеет следующую дивергентную 4-
ковариантную форму

∂βJ
β = 0,

где Jβ — 4-вектор тока. Закон сохранения выполняется в силу уравнений поля, т.е.
когда физические поля удовлетворяют уравнениям Эйлера–Лагранжа, и не может
быть интерпретирован независимо от уравнений поля.

Используя конечные вариации δO = δ/ε, 4-вектор тока на основании теории Нетер
может быть получен в виде [4, 5]

Jβ =
∂L

∂(∂βϕk)
δOϕk +

(
Lδβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)

)
δOXα, (3)

если известны вариационные симметрии действия (1).
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В наиболее важных случаях интегральная плотность действия L инвариантна от-
носительно сдвигов координат Xα. Очевидно, это имеет место, когда L не зависит от
переменных Xα явно. В этом случае можно без труда определить 4-вектор тока и 4-
ковариантный тензор энергии–импульса и сформулировать соответствующие законы
сохранения. Тензор энергии–импульса T β··α (α, β = 1, 2, 3, 4) определяется следующей
формулой [4, 5]:

T β··α = Lδβα − (∂αϕ
k)

∂L
∂(∂βϕk)

. (4)

Компоненты тензора энергии–импульса естественным образом разделяются на 4
группы (λ, µ = 1, 2, 3):

(i) Tµ··λ = Lδµλ − (∂λϕ
k)

∂L
∂(∂µϕk)

,

(ii) Tµ··4 = Lδβ4 − (∂4ϕ
k)

∂L
∂(∂µϕk)

,

(iii) T 4·
·λ = Lδ4

λ − (∂λϕ
k)

∂L
∂(∂4ϕk)

,

(iv) T 4·
·4 = Lδ4

4 − (∂λϕ
k)

∂L
∂(44ϕk)

.

(5)

Из (i)–(iv) следует, что компоненты тензора энергии–импульса включают извест-
ные физические величины: T 4·

·4 = H — гамильтониан, Tµ··4 = Γµ — вектор Умова–
Пойнтинга, T 4·

·λ = Pλ вектор псевдоимпульса, Tµ··λ = −Pµ··λ — тензор напряжений Эшел-
би.

Законы сохранения, соответствующие трансляционным симметриям действия,
можно представить в форме квазилинейного уравнения

∂µT
µ·
·λ = 0 (λ, µ = 1, 2, 3, 4). (6)

Уравнения (6) можно разделить на следующие симметричные канонические урав-
нения

−Ḣ + ∂µΓµ = 0, −Ṗλ + ∂µP
µ·
·λ = 0. (λ, µ = 1, 2, 3) (7)

Уравнения (7) — это уравнение баланса энергии и уравнение баланса псевдоим-
пульса соответственно.
3. Законы сохранения для гиперболического термоупругого поля
Лагранжиан связанного термоупругого поля в рамках 4 × 4-формализма в декар-

товой системе координат можно представить как разность кинетической энергии и
свободной энергии Гельмгольца ψ

L(Xα, ẋj , ϑ̇, ∂αxj , ∂αϑ) =
1

2
ρR(Xα)ẋkẋk − ψ(Xα, ϑ̇, ∂αxj , ∂αϑ). (8)

Здесь ρR обозначает референциальную массовую плотность, xj — переменные Эйлера,
ϑ — поле температурного смещения, связанное с температурой θ уравнением θ =
ϑ̇. Уравнения поля, соответствующие лагранжиану (8), могут быть представлены в
следующем виде

∂αS
α·
·j − ∂4Pj = 0 (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), (9)

∂αj
α
R + ∂4s = 0. (10)
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Здесь мы использовали следующие обозначения:

Sα··j = − ∂L
∂(∂αxj)

, Pj =
∂L

∂(∂4xj)
, s =

∂L
∂(∂4ϑ)

, jαR =
∂L

∂(∂αϑ)
. (11)

Законы сохранения, соответствующие транcляционной инвариантности интеграла
термоупругого действия, т.е. когда плотность лагранжиана не зависит от простран-
ственных координат Xβ (β = 1, 2, 3) и временной переменной записываются в форме

∂β(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j
β
R∂αϑ)− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)· = 0, (12)

∂β(Sβ··j ẋj − j
β
Rθ) + (L − ρRẋj ẋj − sθ)· = 0. (13)

(α, β = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) (14)

Первое уравнение в (12) является уравнением баланса псевдоимпульса термоупру-
гого поля.

Второе уравнение в (12) путем замены плотности лагранжиана (8) может быть
представлено как

∂β

(
Sβ··j vj − j

β
Rθ
)
−
(

1

2
ρRvkvk + ψ + sθ

)·
= 0. (15)

Заметим, что для вывода закона сохранения (15) достаточно принять инвари-
антность интеграла термоупругого действия при трансляционных преобразованиях
пространства–времени и выполнение уравнений поля (9).

Предполагая, что термоупругий континуум неоднороден, т.е. плотность лагранжи-
ана явно зависит от лагранжевых координат Xβ , но не зависит от временной пере-
менной, получим

∂expl
β L 6= 0 (β = 1, 2, 3), (16)

вместо закона сохранения мы имеем уравнение баланса

∂β(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j
β
R∂αϑ)− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)· = ∂expl

β L. (17)

Другие законы сохранения соответствуют однопараметрической группе масштаб-
ных преобразований [22-24] переменных Эйлера и Лагранжа

X̃α = Xα + εXα,
x̃j = xj − εxj ,

(18)

где x4 = ϑ.
Инфинитизимальный оператор однопараметрической группы (18) находится в виде

ς · ∂ = Xγ

(
∂

∂Xγ

)
expl

− xk
∂

∂xk
. (19)

Инфинитизимальный оператор один раз продолженной группы (18) получается в
форме

ς
1
· ∂ = Xγ

(
∂

∂Xγ

)
expl

− xk
∂

∂xk
− 2(∂αxj)

∂

∂(∂αxj)
. (20)
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Критерий инфинитизимальной инвариантности функционала действия выражает-
ся уравнением

Xγ∂
expl
γ L − 2

(
∂L

∂(∂βxj)

)
∂βxj + 4L = 0. (21)

Если термоупругий континуум однороден и лагранжиан инвариантен относитель-
но сдвигов по времени, то любой лагранжиан, квадратично зависящий от градиентов
∂βxj , удовлетворяет критерию (21), а термоупругое поле имеет масштабные симмет-
рии (18). В этом случае можно получить соответствующие законы сохранения с по-
мощью теории Нетер. Таким образом, для термоупругой деформации и смещения
температуры однородного гиперболического термоупругого континуума, удовлетво-
ряющего уравнениям поля (9), справедлив следующий закон сохранения

∂σJ
σ = 0 (σ = 1, 2, 3, 4),

где 4-вектор тока может быть представлен в виде

Jσ = XσL+
∂L

∂(∂σxk)
(−xk −Xγ∂γxk) (σ, γ = 1, 2, 3, 4; k = 1, 2, 3, 4).

Окончательно, рассматриваемый закон сохранения можно получить в следующей
дивергентной форме

∂β

[
(Lδβα + Sβ··j ∂αxj − j

β
R∂αϑ)Xα + (Sβ··j ẋj − j

β
Rθ)t+ Sβ··j xj − ϑj

β
R

]
+

+ [Ht− (ρRẋj∂αxj + s∂αϑ)Xα − ρRẋjxj − sϑ]· = 0,
(22)

с гамильтонианом поля, определяемым согласно

H =
1

2
ρRẋkẋk + ψ + sϑ.

Подводя итоги, заметим, что в рамках теоретико–полевого формализма определены
все канонические физические переменные, относящиеся к теории связанной гипербо-
лической термоупругости.
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Abstract. The mathematical modelling of hyperbolic thermoelastic continuum is carried out
in terms of the field theory formalism. The action and the action density for the hyperbolic
thermoelastic continuum are discussed. The energy–momentum tensor is constructed in virtue
of translational symmetries of the action density. The Hamiltonian, the Umov–Poynting vector,
the pseudomomentum vector and the Eshelby stress tensor are derived сomprising the all physical
quantaties of the classical field theory. Scale symmetries of the action are investigated and the
corresponding conservation laws are obtained.
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ДОПРЕДЕЛЬНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ГИБРИДНЫХ
АРМИРОВАННЫХ БЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ
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Аннотация. Анализируются возможные общие соотношения для описания напряженно-
деформированного состояния конструкций из гибридных армированных бетонов, как сло-
истых неоднородных конструкций с кусочно-непрерывными изменениями свойств за счет из-
менения структур армирования и физико-механических характеристик фазовых материалов.
Применительно к стержневым конструкциям обсуждаются возможные и удобные для рас-
четов уравнения состояния. Дан обзор решений полученных с их помощью задач продольно
поперечного изгиба армированных балок разных сечений: однотаворных, двутаворных, тра-
пецевидных, и в виде срезанного эллиптического пояса, а также исследование рационального
распределения в них арматуры.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, гибридные армированные бето-
ны, слоисто-волокнистые конструкции, физико-механические характеристики, фазовые мате-
риалы, продольно-поперечный изгиб, стержневые конструкции, рациональное армирование.

УДК: 539.374

Теория создания современных гибридных армированных строительных сооруже-
ний с физико-механической точки зрения при математическом моделировании про-
цессов деформирования и предельных состояний требует рассматривать их как неод-
нородные слоисто-волокнистые конструкции с непрерывным во времени изменением
физико-механических свойств вследствие изменений внешних условий термосиловых
воздействий и взаимодействия состовляющих общую среду фазовых материалов. При
этом следует выделять два различных типа таких комбинированных сред в конструк-
ции: дисперсно-упрочненные среды матриц-бетонов и среды с выделенными направ-
лениями усиления – армирующие среды.Последние проявляют неоднородные и анизо-
тропные свойства в зависимости от степени укладки и направлений траекторий арми-
рования. Такие среды с гетерогенными структурами обычно называют композитными
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материалами (КМ) и их поведение можно изучать на основе законов механики сплош-
ных сред в случаях когда градиенты прилагаемых внешних нагрузок и температур на
расстояниях порядка масштаба неоднородности δ столь незначителен, что ими можно
пренебречь.

В этих условиях можно ввести представительный элемент среды с достаточно ма-
лым объемом V , характерный размер которого сравним с δ. После чего можно за счет
осреднения по объему V перейти от исследования микронапряжений σij к макрона-
пряжениям < σij >

< σij >=
1

V

∫
V
σijdV. (1)

Это позволяет при известных законах деформирования микронапряжений фазовых
материалов построить закон деформирования соответствующего КМ [1-7].

В большинстве случаев такие закономерности можно построить опираясь на мо-
дели линейно-упругих или линейных упруго-вязких фазовых материалов с установ-
лением определенных усредненных характеристик упругих жесткостей и вязких со-
противлений [8]. При малых уровнях нагрузок и температур использование такого
подхода вполне приемлемо. Однако при средних и относительно высоких уровнях на-
гружения и нагрева в силу гетерогенности КМ и больших различий в особенностях
деформирования фазовых материалов возникает необходимость учета их нелинейных
свойств, что очень часто приводит к необходимости разработок специальных конечно-
элементных программ для анализа поведения даже простейших микрообразцов из
гибридных КМ.

Сложность прогнозирования термомеханического состояния заключается в том,
что многие факторы оказывают существенное влияние на деформационные свой-
ства КМ-бетонов: начальные технологические напряжения, термочувствительность
фазовых материалов, химическая и климатическая чувствительность, пористость,
состав бетонной смеси, температурный режим твердения и эксплуатации конструк-
ций, скорость процессов деформирования, уровень водоцементного отношения, при-
рода и структура расположения армирующих элементов. При разработке математиче-
ской модели деформирования требуется проведение большой программы испытаний
образцов-свидетелей соответствующих фазовых материалов в рамках широкого из-
менения влияющих факторов и испытаний изготовленных контролируемой единой
технологии образцов-свидетелей КМ. Такая информация зачастую неизвестна для
многих фазовых материалов. Чаще всего для них известны лишь модули упругости
Ei, характеристики максимального упрочнения (σi∗, εi∗), разрушения (σi∗∗, εi∗∗) для
i-го фазового материала. Поэтому при разработке аппроксимирующих зависимостей
диаграмм деформирования следует исходить из максимально упрощенных и учиты-
вающих основные наблюдаемые в экспериментах качественные свойства и количе-
ственно зафиксированные характеристики. Анализ многочисленных экспериментах
на образцах армирующих волокон (металлических, пластиковых, базальтовых) при
растяжении чаще всего дает практически линейную диаграмму, а при сжатии сильно
нелинейную, бетоны – обладают тем же свойством [10,13–15,20].

Учитывая это, примем, как и в [5, 21] для всех фазовых материалов однонаправ-
ленного гибридного композита аппроксимации в виде кубических полиномов

σi = σ0
i +A1iεi +A2iε

2
i +A3iε

3
i , εi = ε− εθi , (i = 1, 2, ..., n), (2)
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здесь σ0
i – начальные напряжения; εθi – температурные деформации; σi – напряжение

в i-ом фазовом материале, ε – деформация; A1i, A2i, A3i – параметры аппроксима-
ции i-го фазового материала, зависящие в общем случае от температуры и скорости
деформации. Эта зависимость справедлива в диапазоне деформирования

−min
(
ε−i∗ − ε

θ
i

)
≤ ε ≤ min

(
ε+
i∗ + εθi

)
, (3)

где ε±i∗ – предельные деформации предразрушения i-го фазового материала при рас-
тяжении (+) и сжатии (-).

Тогда на основании структурной модели композита разработанной в [1] для однона-
правленного микрокомпозита в условиях продольного растяжения - сжатия получим
зависимость

σ = σ0 +B1ε+B2ε
2 +B3ε

3, σ0 =

n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i −A2i

(
εθi

)2
−A3i

(
εθi

)3
]
, (4)

B1 =

n∑
i=1

ωi

[
A1i − 2A2iε

θ
i + 3A3i

(
εθi

)2
]
, B2 =

n∑
i=1

ωi

[
A2i − 3A3iε

θ
i

]
, (5)

B3 =

n∑
i=1

ωiA3i, ω0 +

n∑
i=1

ωi = 1,

здесь ω0 – коэффициент пористости, ωi – коэффициент заполнения i-го фазового ма-
териала.

Предполагается, что коэффициенты A1i, A2i, A3i определены из проведенных экс-
периментов для образцов соответствующих фазовых материалов. Для этого необхо-
димо располагать полными диаграммами растяжения-сжатия. При этом некоторые
из коэффициентов в выражении (2) могут занулятся. Например, известно, что высо-
копрочные и высокомодульные волокна ведут себя практически как упруго-хрупкие.
Следовательно, для такой фазы можно принять значения A3i = 0 или A2i = A3i = 0.

Тогда для соответствующего фазового материала будем иметь зависимости

σi = σ0
i +A1iεi +A2iε

2
i , εi = ε− εθi , (6)

или

σi = σ0
i +A1iεi. (7)

Если все фазы вполне удовлетворительно описываются зависимостями (6), то для
микрокомпозита диаграмма деформирования будет описываться зависимостью

σ = σ0 +B1ε+B2ε
2, (8)

B1 =
n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i −A2i

(
εθi

)2
]
, B2 =

n∑
i=1

ωiA2i, ω0 +
n∑
i=1

ωi = 1. (9)

В ряде случаев диаграммы фазовых материалов лучше аппроксимируются зависи-
мостями
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σi = σ0
i +Aiε+A2iε

βi
i .

Тогда вместо (8) будем иметь для КМ

σ =
n∑
i=1

ωi

[
σ0
i −A1iε

θ
i

]
+

n∑
i=1

ωi

[
A1iε+A2i

(
ε− εiθ

)βi] . (10)

Принимая ωi = 0 будем иметь соответствующие зависимости для соответствующих
образцов матриц-бетонов. Бетон является ключевым элементом в функционировании
армированных бетонных конструкций и в разработке математических расчетных мо-
делей. В общем случае диаграмма растяжения-сжатия бетона имеет вид

Рис. 1. Диаграмма расширения-сжатия бетона

где участок C−OC+ соответствует участку сохранения сплошности, участки разу-
прочнения C+D+ и C−D− – участки нарушения сплошности за счет развития скры-
тых механизмов внутренней трещинноватости. Поэтому участок C−OC+ в расчетах
будем считать предельно допустимым по деформациям для бетона при использовании
модели механики сплошной среды, а деформации деформациями предразрушения.

а) б)

Рис. 2. Балки а) трапециевидного и б) эллиптического сечений.

Испытания многих марок бетонов на растяжение и сжатие показывают, что ε−∗ >>
ε+
∗ [10-20]. Поэтому чаще всего в целях упрощения методики расчетов в армированных
и неармированных бетонных конструкций считают, что бетон не сопротивляется рас-
тяжению, воспринимает только сжатие, что не позволяет рассматривать даже такие
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простые задачи, как поперечный и продольно-поперечный изгиб балок произвольно-
го поперечного сечения. В то же время современные тенденции совершенствования
бетонных конструкций за счет введения в вяжущие суспензии полимерных и резино-
подобных добавок (полимербетоны, каучукбетоны) приводит к увеличению предель-
но допустимых деформаций ε+

∗ . Поэтому аппроксимацию паспортной характеристики
σ = f(ε) следует определять на участке −ε−∗ ≤ ε ≤ ε+

∗ , сохраняя для нее по возможно-
сти простое математическое выражение. В работах [21-23] для бетона и железобетона
была использована зависимость в форме (4) и с ее помощью решены задачи плоско-
го продольно-поперечного изгиба балок трапециевидного и эллиптического сечений
(рис. 2) при различных вариациях форм сечения и структур армирования.

Разработанный алгоритм позволяет в рамках единой расчетной методики рассмат-
ривать конструкции разных сечений: треугольных, прямоугольных, трапецивидных,
эллиптических, круговых, полуэллиптических, эллептический пояс с различными ти-
пами армирования и решать задачи рационального распределения арматуры.

Принимая во внимание существенно разный характер диаграмм деформирования
бетона при растяжении и сжатии бетона их можно аппроксимировать различными,
но сходными по виду зависимостями в зоне сжатия (−ε−∗ ≤ ε ≤ 0) и растяжении
(0 ≤ ε ≤ ε+

∗ )

σ = p+
1 ε+ p+

2 ε
2, 0 ≤ ε ≤ ε+

∗ , (p
+
1 > 0, p+

2 < 0), (11)

σ = p−1 ε+ p−2 ε
2, −ε−∗ ≤ ε ≤ 0, (p−1 > 0, p−2 > 0). (12)

Подбор параметров p±1 , p
±
2 выполняется таким образом, чтобы расчетная модель

(11), (12) наилучшим образом соответствовала данным эксперимента. Поскольку
опубликованные данные конкретных испытаний обычно являются недостаточно пол-
ными, то для определения параметров могут быть применены следующие варианты
необходимых условий [6].

Если выявлены начальные модули упругости E±об и предельные напряжения σ±∗ , то
будем иметь

dσ±

dε

∣∣∣∣
ε=0

= E±об, σ±
(
±ε±∗

)
= ±σ±∗ , (13)

откуда получим

p±1 = E±об, p±2 = ∓
(
E±обε

±
∗ − σ±∗

)
/
(
ε±∗
)2
. (14)

Если начальные модули упругости не известны, то заменяя первое условие на ра-
венство нулю касательных модулей в предельных точках (при растяжении и сжатии),
получим

dσ±

dε

∣∣∣∣
ε=±ε±∗

= 0, σ±
(
±ε±∗

)
= ±σ±∗ , (15)

откуда

p±1 = 2σ±∗ /ε
±
∗ , p±2 = ∓σ±∗ /

(
ε±∗
)2
. (16)
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Весьма распространенной является ситуация, когда по результатам испытаний мо-
дули упругости E±об и пределы прочности σ±∗ , но не указаны значения ε±∗ . В этом
случае примем p±1 = E±об и согласно первому равенству из (15)

E±об ± 2p±2 ε
±
∗ = 0, (17)

и в соответствии со вторым равенством в (15)

±E±обε
±
∗ + p±2

(
ε±∗
)2

= 0. (18)
После совместного решения этих равенств получим

ε±∗ = ±2σ±∗ /E
±
об, p±2 = ∓E±об/

(
4σ±∗

)
. (19)

В четвертом варианте, используя условия прохождения аппроксимирующих кри-
вых (11), (12) в области растяжения и сжатия через две опытные точки со значениями
напряжений ±σ±i при деформациях ±ε±i (i = 1, 2) для параметров p±1 , p

±
2 получим

выражения

p±1 =
[
σ±1
(
ε±2
)2 − σ±2 (ε±1 )2] / [ε±1 ε±2 (ε±1 − ε±2 )] ,

p±2 =
[
σ±1 ε

±
2 − σ

±
2 ε
±
1

]
/
[
ε±1 ε

±
2

(
±ε±1 ∓ ε

±
2

)]
.

Метод расчета армированных бетонных балок однотаврового и двутаврового се-
чений (рис. 3) при использовании аппроксимаций типа (11), (12) был использован в
работах [24-27].

а) б)

Рис. 3. Балки а) однотаврового и б) двутаврового сечений.

Традиционно решения задач поперечного и продольного изгиба железобетонных
стержневых элементов получают для одномерных напряженных состояний учитывая
лишь нормальные осевые напряжения и используя классические гипотезы Кирхгофа-
Лява для описания деформированного состояния. Для достоверного расчета предраз-
рушающих состояний армировнных бетонных конструкций следовало бы исполь-
зовать управления состояния фазовых материалов в виде общих нелинейных за-
висимостей между тензорами напряжений и деформаций с учетом свойств разно-
сопротивляемости при растяжениях и сжатиях в разных направлениях. В общем
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случае автору неизвестны такие зависимости. Поэтому анализ пространственных на-
пряженно деформированных состояний можно осуществлять лишь при сравнительно
малых уровнях нагрузок и температур, при которых все фазовые материалы будут
оставаться упругими. Некоторые разработки в этом направлении проведены в [28-30].
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POTENTIALS
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of theRAS, Novosibirsk, Russia

Abstract. Possible general ratios for the description of the intense deformed condition of
designs from the hybrid reinforced concrete as layered non-uniform designs with piecewise and
continuous changes of properties due to change of structures of reinforcing and physicomechanical
characteristics of phase materials are analyzed. In relation to rod designs the state equations,
possible and convenient for calculations, are discussed. The review of solutions of the problems
of longitudinally cross bend of the reinforced beams of different sections received with their help
is given and in the form of the cut-off elliptic belt and also a research of rational distribution of
fittings in them.

Keywords: the intense deformed state, the hybrid reinforced concrete, layered and fibrous designs,
physicomechanical characteristics, phase materials, longitudinally cross bend, rod designs, rational
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Аннотация. В статье представлены результаты моделирования в программном комплексе
ANSYS процесса раздачи торца тонкостенной трубчатой заготовки по жесткому пуансону сед-
ловидной формы. Задача решается в квазистатической постановке без учета температурных
эффектов. Пуансон моделируется как абсолютно жесткое тело, заготовка считается выпол-
ненной из алюминиевого сплава АМг6М. Проведен анализ напряженно-деформированного
состояния трубчатой заготовки, исследовано утонение стенок в зависимости от геометриче-
ских параметров пуансона.

Ключевые слова: обработка материалов давлением, формообразование, ANSYS, конечно-
элементное моделирование, деформации, напряжения, контактная задача.

УДК: 539.3,621.7

Введение. Трубопроводы являются очень распространенными и важными элемен-
тами конструкций в машиностроении. Одной существенной проблемой при их про-
изводстве являются дефекты сварочных швов в местах соединения магистральной
и отводной труб [1]. Может оказаться, что электродный металл проникает внутрь
трубопровода и уменьшает площадь сечения отводного канала (рис. 1, а). Одним из
способов преодоления указанной проблемы оказывается создание соединительных па-
трубков, у которых один торец предварительно подвергнут технологической операции
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раздачи [2-7]. В этом случае сварочный шов переносится в область магистральной тру-
бы и даже в случае появления дефекта площадь ее поперечного сечения изменяется
незначительно (рис. 1, б).

а) б)

Рис. 1. Возможные дефекты сварочного шва при создании трубопровода: а) шов в области
отводной трубы; б) шов в области магистральной трубы.

Однако необходимо учитывать, что ширина сварочного шва составляет порядка 1
мм. Поэтому крайне желательно, чтобы после раздачи форма патрубка максимально
повторяла форму двух соединенных труб с выбранным радиусом сопряжения (рис. 2).

Рис. 2. Желаемая форма деформированного патрубка.

С этой целью в настоящей работе методами компьютерного моделирования изучает-
ся процесс формообразования соединительного патрубка в процессе раздачи цилин-
дрической трубчатой заготовки. Используется пуансон седловидной формы, форма
которого обеспечивает производство патрубка как на рис. 2. Определяются остаточ-
ные напряжения и деформации, утонение стенок детали.
1. Геометрическая модель и граничные условия. На рис. 3 изображена гео-

метрическая модель пуансона и трубчатой заготовки в разрезе, выполненная в CAD-
редакторе ANSYS DesignModeler. Длина заготовки l = 40 мм, внешний диаметр d = 20
мм, толщина стенки h = 1 мм. Сам пуансон получен как объединение прямого круго-
вого цилиндра, соответствующего внутреннему объему отводной трубы, и половины
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кругового цилиндра, соответствующего половине внутреннего объема магистральной
трубы. Оси цилиндров пересекаются под прямым углом, поверхности сопряжены. Раз-
меры пуансона представлены на чертежах сечений пуансона координатными плоско-
стями OXY и OY Z (рис. 4, а, б). Радиус сопряжения R варьировался от 3 до 6 мм с
шагом 1 мм.

Рис. 3. Геометрическая модель трубчатой заготовки (в разрезе) и пуансона

Рис. 4. Сечение пуансона плоскостями OXY (а) и OY Z (б).

Конечно-элементная модель представлена на рис. 5. Координатные плоскости OXY
и OY Z являются плоскостями симметрии, поэтому в целях уменьшения размерности
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задачи расчет производился на четверти геометрической модели. Пуансон считает-
ся абсолютно жестким телом, поэтому представляет интерес лишь его поверхность,
контактирующая с заготовкой. При выполнении расчетов модель пуансона содержит
один конечный элемент по толщине. Граничное условие соответствует его неподвиж-
ному закреплению. Следует отметить, что такие допущения не влияют на точность
полученных результатов. Для сравнения решалась задача, где пуансон считался упру-
гопластическим телом с геометрическими параметрами, представленными на рис. 3
и 4. Деформации пуансона оказались пренебрежимо малы, поэтому в дальнейшем
было решено вовсе отказаться от их учета в пользу ускорения вычислений.

После дискретизации пуансон состоит из 1200 20-узловых элементов SOLID186 с
промежуточными узлами [8]. Стенка трубы составлена из 4000 20-узловых элементов
SOLID186. По толщине бралось 4 элемента. На поверхностях контакта коэффициент
сухого трения считается равным 0,1. Контактная и целевая поверхности моделируют-
ся с использованием конечных элементов CONTA174 и TARGE170.

Верхний торец трубы подвергался перемещению в вертикальном направлении вниз.
Величина перемещений s зависела от радиуса сопряжения: s = Rπ/2.

а) б)

Рис. 5. Конечно-элементная модель пуансона (а) и заготовки (б).

Задача решается в модуле ANSYS Static Structural. Описание напряженно-
деформированного состояния трубчатой заготовки производится с использованием
упругопластической модели с линейным упрочнением [9,10]. Для разделения полных
деформаций на обратимую и необратимую составляющие используется алгебраиче-
ское соотношение

εij = εeij + εpij . (1)

Упругие деформации связаны с напряжениями обобщенным законом Гука

σij =
E

1 + ν
εeij +

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
εekkδij , (2)
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где σij и εeij– компоненты тензоров напряжений и обратимых деформаций, E – модуль
Юнга, ν – коэффициент Пуассона, δij – символ Кронекера. Критерием появления
пластических деформаций выбрано условие текучести Мизеса, которое в главных осях
имеет вид

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = 2σ2
T , (3)

где σT – предел текучести материала при одноосном напряженном состоянии.
Труба считается выполненной из алюминиевого сплава АМг6М [11]. Параметры

материала [11-13] E = 7, 1 · 104 МПа, ν = 0, 33, σT = 170 МПа, модуль упрочнения
ET = 71 МПа, предел прочности σB = 340 МПа.
2. Результаты расчетов.
На рис. 6 показано распределение поля эквивалентных напряжений (по Мизесу)

σэкв =

(
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

2

)1/2

(4)

в детали в момент ее максимального вертикального перемещения для пуансонов с
радиусами сопряжения от 3 до 6 мм. На рис. 7 остаточные поля напряжений σэкв для
тех же геометрических параметров получены после извлечения остастки. Напряжения
нигде не превышают предел прочности материала σB.

а) б) в) г)

Рис. 6. Эквивалентные напряжения (по Мизесу) в момент максимального вертикального сме-
щения: а) R = 3 мм; б) R = 4 мм; в) R = 5 мм; г) R = 6 мм.

Рис. 8 иллюстрирует поле остаточных упругих эквивалентных деформаций

εeэкв =
1

1 + ν

(
(εe1 − εe2)2 + (εe2 − εe3)2 + (εe3 − εe1)2

2

)1/2

. (5)

Наибольшее утонение стенок деформируемой детали достигается при наибольшем
из рассматриваемых радиусов сопряжения R = 6 мм. На рис. 9 показана толщина
стенок в плоскостях OY Z (а), OXY (б) и под 45◦ к ним (в). Максимальное утонение
не превосходит 29 процентов.
Заключение. Результаты проведенных расчетов демонстрируют возможность со-

здания соединительных патрубков из трубчатых заготовок, выполненных из алюми-
ниевого сплава АМг6М, способом раздачи по жесткому пуансону седловидной формы.
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а) б) в) г)

Рис. 7. Остаточные эквивалентные напряжения (по Мизесу) после извлечения инструмента:
а) R = 3 мм; б) R = 4 мм; в) R = 5 мм; г) R = 6 мм.

а) б) в) г)

Рис. 8. Остаточные эквивалентные упругие деформации (по Мизесу) после извлечения ин-
струмента: а) R = 3 мм; б) R = 4 мм; в) R = 5 мм; г) R = 6 мм.

Рис. 9. Толщина стенки трубы после деформирования в плоскостях OY Z (а), OXY (б) и под
45◦ к ним (в).
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Напряжения в детали не превосходят предела прочности материала. Зазор между па-
трубком и стенкой отверстия в магистральной трубе не превосходит 0,5 мм, следова-
тельно, полностью перекроется сварочным швом. Сварочный шов при этом, в случае
дефекта, не уменьшит поперечное сечение отводной трубы. Таким образом, показана
возможность создания соединительных патрубков для отводных труб в трубопрово-
дах, не требующих дополнительной механической обработки, за одну технологиче-
скую операцию.
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ON THE STRESS-STRAIN STATE OF A TUBULAR BLANK DURING
EXPANSION BY SADDLE-SHAPED DIE
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Abstract. In this paper, the process of thin-walled tubular blank end expansion by saddle-shaped
die is simulated in ANSYS software package. The problem is solved in a quasistatic formulation
without taking into account temperature effects. The die is modeled as an absolutely rigid body,
the workpiece is considered to be made of aluminum alloy AMg6M. The analysis of the stress-
strain state of the tubular detail was carried out. Wall thinning was investigated depending on the
geometrical parameters of the die.
Keywords: processing of materials by pressure, shaping, ANSYS, finite element simulation,
deformations, stresses, contact problem.
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МЕТОД РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ В ПРОЦЕССЕ ОБТЯЖКИ
ПАНЕЛИ
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Россия

Аннотация. Представлено моделирование технологии обтяжки на прессе для изготовления
обшивок двойной кривизны. Точность формы детали зависит от точности вычисленной и из-
готовленной формы оснастки, задающей упреждающую форму панели. Упреждающая фор-
ма должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после освобождения ее от
силовой оснастки. Задача определения такой формы оснастки по заданной остаточной кри-
визне панели представляет собой обратную задачу. Разработаны математические модели и
численные методы решения обратных задач формообразования монолитных панелей путем
обтяжки на пуансоне. Алгоритмы, реализованные в MSC.Marc, позволяют вычислить необхо-
димую форму пуансона. Рассмотрены результаты сходимости итерационных методов решения
обратных задач.

Ключевые слова: обратная задача, вариационные принципы, метод конечных элементов,
обтяжка, пружинение, итерационный метод.
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Введение
В отечественном и зарубежном производстве самолетов в качестве деталей все боль-

ше применяются крупногабаритные монолитные панели, которые позволяют повы-
сить прочность и жесткость конструкций с одновременным снижением массы и улуч-
шением аэродинамических характеристик. Монолитные панели изготавливаются из
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одной пластины или листа и могут иметь перепады толщин, вырезы, ребра жесткости.
Задание аэродинамической формы таких монолитных панелей проводится процесса-
ми формообразования, осуществляющихся в режимах пластического деформирования
[1,2,3].

Среди возможных технологических процессов для изготовления обшивок двойной
кривизны можно отметить технологию обтяжки на прессе. В настоящее время обтяж-
ным оборудованием с числовым программным управлением оснащены предприятия
авиационной промышленности. Данное оборудование имеет широкие технологические
возможности [4], в частности адаптируемость к различным формам. Автоматизиро-
ванное формообразование деталей на прессе поперечной обтяжки FET требует раз-
работку управляющей программы и электронной модели обтяжного пуансона. Про-
граммное обеспечение S3F-FET, поставляемое к данному оборудованию предостав-
ляет информацию только о параметрах рабочих элементов пресса. Для моделирова-
ния процессов обтяжки в CAE-системе вычисляются граничные условия траектории
движения с помощью разработанной программы [5]. Предлагается гибридный метод
моделирования процесса обтяжки, включающий предварительное моделирование по
методу сечений и уточнение параметров методом конечных элементов [6]. Метод се-
чений реализован в программе S3F фирмы ACB и позволяет получить следующие
данные: рекомендуемое положение пуансона на столе пресса; программу для рабо-
ты пресса (траектория движения зажимов); количество переходов; предварительно
рассчитанные максимальные деформации в заготовке. С помощью обтяжного прес-
са FET отрабатывается технология изготовления детали из прессованного профиля
методом изгиба с растяжением [7].

Траектория движения рабочих органов пресса (обтяжных губок) значительно за-
висит от размеров заготовки и параметров размещения пуансона на столе пресса.
Рассмотрен метод анализа процесса изготовления деталей на прессах поперечной об-
тяжки типа FET, который позволяет еще на стадии технологической подготовки про-
изводства оптимизировать параметры для сокращения цикла отработки технологи-
ческого процесса и исключения затрат на доработку технологической оснастки [8].
Для повышения устойчивости процесса обтяжки оболочек выпукло-вогнутой формы
применяют заготовку с увеличенной шириной, которая охватывает закругленные вер-
шины пуансона [9].

Развитие технических решений в способах формообразования не гарантирует полу-
чение высокой точности окончательной геометрической формы детали. Точность фор-
мы детали, полученной технологиями обработки материалов давлением при задан-
ных параметрах процесса, зависит от точности вычисленной и изготовленной формы
оснастки (пуансона), задающей упреждающую форму панели. Упреждающая форма
должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после освобождения ее
от силовой оснастки. В связи с этим возникает обратная задача: определить форму
оснастки, создающую такую упреждающую кривизну, которая обеспечивает задан-
ную остаточную форму панели после разгрузки.

Вариационная формулировка обратных задачи формообразования и ме-
тод решения

Пусть V ⊂ R3 — ограниченная область с достаточно регулярной границей S. Кон-
тактная поверхность пуансона с деформируемым обозначается через Sc. Область
задания краевых смещений Sb. Обозначим через u = (u1, u2, u3), ũ = (ũ1, ũ2, ũ3),
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u = (u1, u2, u3) — вектора текущих, остаточных перемещений деформируемого те-
ла и вектора перемещений поверхности пуансона, u, ũ ∈ [W 1

2 (Q)]3, u ∈ [W 1
2 (Qc)]

3,
Q = V × [0 ≤ t ≤ T ], Qc = Sc × [0 ≤ t ≤ T ], t — параметр деформирования. Точ-
кой сверху обозначаются скорости перемещений u̇, ˙̃u, u̇. Скалярное произведение в
L2(S) имеет вид (·, ·)S : (u, v)S =

∫
S

∑3
i=1 uividS. Соответствующая этому скалярному

произведению норма имеет вид ||u||S =
√

(u, v)S = {
∫
S

∑3
i=1 u

2
i dS}1/2.

Обратная задача кинематического формообразования обтяжкой на пуансоне фор-
мулируется, аналогично [10–14], в виде квазистатического вариационного принципа в
общей лагранжевой формулировке (TL) с функционалом:

J(u̇, ˙̃u, u̇) =
1

2ε1
[||u̇− u̇∗||2Sc + ||u̇− u̇∗||2Sb ] +Wc + a(u̇, u̇) + a( ˙̃u, ˙̃u) +

1

2ε2
|| ˙̃u− ˙̃u∗||2S , (1)

ε1 > 0, ε2 > 0, ε1 → 0, ε2 → 0,

где ˙̃u∗, u̇∗ — заданные остаточные скорости перемещений тела и контактные скорости
перемещений точек пуансона; Wc — контактный потенциал, имеющий вид

Wc = −
∫
Sc

[ṗ · (u− u) + p · (u̇− u̇)]dS (2)

либо

Wc =

∫
Sc

[
1

εn
gnġn +

1

εt
gtġt]dS, εn > 0, εt > 0, εn → 0, εt → 0, (3)

p — вектор поверхностных контактных сил, действующих на Sc, gn = n · (u− u), ġn =
n·(u̇−u̇) — нормальный перехлест (взаимное проникновение по нормали к границе Sc)
контактирующих частиц и его скорость, gt = τ · (u−u), ġt = τ · (u̇− u̇) — касательный
перехлест и его скорость, n — единичный вектор нормали к контактной поверхности, τ
— единичный касательный вектор к контактной поверхности; потенциальные формы

определяются в виде a(u̇, v̇) =
∫
V

∂E(u̇i,j)

∂u̇i,j
v̇i,jdV , a( ˙̃u, ˙̃v) =

∫
V

∂Ẽ( ˙̃ui,j)

∂ ˙̃ui,j
˙̃vi,jdV , E(u̇i,j) =

1
2cijklε̇ij ε̇kl− cijklε̇ij ε̇

p
kl +

1
2σij u̇k,iu̇k,j , Ẽ( ˙̃ui,j) = 1

2cijkl
˙̃εij ˙̃εkl− cijkl ˙̃εij ε̇pkl +

1
2ρij

˙̃uk,i ˙̃uk,j [15],
cijkl — компоненты симметричного тензора упругих констант, ε̇pij – компоненты ско-

ростей пластических деформаций (ε̇pij = λ
∂f

∂σij
, λ > 0 — функция требующая опре-

деления,
∂f

∂σij
— вектор в пространстве компонент девиатора тензора напряжений,

направленный по нормали к поверхности текучести, уравнение f = 0 определяет по-
верхность в пространстве компонент девиатора тензора напряжений [15]), σij , ρij —
компоненты текущего и остаточного второго тензора напряжений Пиола–Кирхгофа,
ε̇ij , ˙̃εij — компоненты скоростей текущих и остаточных деформаций Грина–Лагранжа,
ε̇ij = 1

2(u̇i,j + u̇j,i+ u̇k,iuk,j +uk,iu̇k,j), ˙̃εij = 1
2( ˙̃ui,j + ˙̃uj,i+ ˙̃uk,iũk,j + ũk,i ˙̃uk,j), u̇i, ˙̃ui — ком-

поненты скоростей текущих и остаточных перемещений, ui,j =
∂ui
∂xj

, i, j, k, l = 1, 2, 3.

Потенциалы Wc (2), (3) в квазистатических задачах представляют собой производ-

ные по t контактных потенциаловWc = −
∫
Sc

[p ·(u−u)]dS,Wc =
∫
Sc

[
1

2εn
g2
n+

1

2εt
g2
t ]dS,

полученных наложением контактных условий на формулировку уравнений движения
тел методом множителей Лагранжа и методом штрафных функций, соответственно,
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[15,16] (n, τ приняты постоянными). При контакте тел возможно скольжение отно-
сительно друг друга и слипание. В первом случае должно выполняться ограничение
(uk − uk) · n = 0 на Sc (т.е. потенциалы примут вид Wc = −

∫
Sc

[pn · n · (u− u)]dS или

Wc =
∫
Sc

[
1

2εn
g2
n]dS), а контактные касательные силы определяются по контактным

нормальным силам по закону трения Кулона. Во втором случае — uk = uk на Sc. При
рассмотрении обратной задачи с функционалом в виде (1) предполагается, что в рас-
сматриваемый момент t имеется контакт жесткого штампа с деформируемым телом,
иначе данные потенциалы не должны входить в функционал.

Будем понимать под произвольным полем скоростей перемещений скорости пере-
мещений с учетом условий, исключающие жесткое перемещения тела в задаче дефор-
мирования и разгрузки.

Для компонент скорости второго тензора напряжений Пиола–Кирхгофа выполня-
ются определяющие соотношения

σ̇ij = cijkl(ε̇kl − ε̇pkl), ρ̇ij = cijkl( ˙̃εkl − ε̇pkl).

Стационарное значение вариации функционала (1), с учетом независимости u̇i, ˙̃ui,
дают два вариационных принципа: вариационный принцип задачи деформирования
и упругой разгрузки (пружинения). Достаточными условиями единственности [15]
решения задач деформирования и разгрузки с введенными потенциалами будут∫

V
4(

∂E(u̇i,j)

∂u̇i,j
4u̇i,jdV > 0,

∫
V
4(

∂Ẽ( ˙̃ui,j)

∂ ˙̃ui,j
˙̃ui,jdV > 0, (4)

для всех пар непрерывно дифференцируемых полей скоростей перемещений, прини-
мающих заданные значения на границе. Здесь 4 означает разность соответствующих
величин в любых двух различных формах деформации.

Аналогично работам [10,12] строится итерационный метод решения обратных задач
в виде

Ak1(u̇
k+1−u̇k, v̇−u̇k+1

)Sc+A
k
1(u̇k+1−u̇k, v̇−u̇k+1)Sb+(

∂Wc

∂u̇
k
, v̇−u̇k+1

)Sc+(
∂Wc

∂u̇k
, v̇−u̇k+1)Sc

+a(u̇k, v̇ − u̇k+1) + a( ˙̃uk, ˙̃v − ˙̃u∗) +Ak2( ˙̃u∗ − ˙̃uk, ˙̃v − ˙̃u∗)S = 0, ∀v̇, ∀ ˙̃v, ∀v̇, (5)

где Ak1 > 0, Ak2 > 0, k = 1, 2, ..., limk→∞A
k
1 =∞, limk→∞A

k
2 =∞. Для потенциала (2),

должно рассматриваться еще дополнительное уравнение (uk − uk, λ̇− ṗk+1)Sc = 0 ∀λ̇.
Пусть u̇k, u̇k, ˙̃uk — решения контактной задачи деформирования и задачи разгруз-

ки, S = Sc
⋃
Sb. Тогда итерационный процесс (5) решения обратной задачи формооб-

разования представляется в виде

u̇
k+1
i = u̇

k
i + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) на Sc, u̇k+1

i = u̇ki + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) на Sb, αk =
Ak2
Ak1

. (6)

Действительно, если принять, что в данный момент времени имеется контакт жест-
кого тела с деформируемым и u̇k, u̇k, ˙̃uk — решения контактной задачи деформиро-
вания и задачи разгрузки, то должны быть выполнены контактные условия. Пусть в
(5) v̇i = u̇

k+1
i − u̇ki + ˙̃uki , v̇i = u̇k+1

i − u̇ki + ˙̃uki , ˙̃vi = ˙̃u∗ + u̇ki − ˙̃uki , тогда

Ak1(u̇
k+1−u̇k, u̇d)Sc+Ak1(u̇k+1−u̇k, u̇d)Sb+a(u̇k, u̇d)−a( ˙̃uk, u̇d)−Ak2( ˙̃u∗− ˙̃uk, u̇d)S = 0, (7)
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где u̇di = ˙̃uki − u̇ki . Но a( ˙̃uk, u̇d)− a(u̇k, u̇d) ≥ 0 [10,14], тогда (7) примет вид

(u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc + (u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)S ≥ 0.

При условии S = Sc
⋃
Sb, последнее неравенство можно представить

(u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc + (u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sc −
Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sb ≥ 0.

Это неравенство будет выполняться, если (u̇
k+1 − u̇k, u̇d)Sc −

Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sc ≥ 0,

(u̇k+1 − u̇k, u̇d)Sb −
Ak2
Ak1

( ˙̃u∗ − ˙̃uk, u̇d)Sb ≥ 0. Данные неравенства определяют операцию

проектирования [17], поэтому приходим к итерационному процессу (6) в области Sc и
Sb.

На основе теорем сходимости [10,11,14] можно показать сходимость и для данного
итерационного метода при 0 < αk < 2.

Основываясь на выводах [14], итерационный метод (6) для решения обратных задач
формообразования обтяжкой по перемещениям может быть представлен в виде

u̇
k+1
i = u̇

k
i + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) + βk( ˙̃uki − u̇ki ) на Sc,

u̇k+1
i = u̇ki + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ) + βk( ˙̃uki − u̇ki ) на Sb, (8)

где 0 < αk < 2, βk → 0 при k →∞, i = 1, 2, 3.
Применяя основные процедуры метода конечных элементов [15,16,18] к вариацион-

ным принципам задач деформирования под нагрузкой и разгрузкой, полученным из
функционала (1), найдем систему линейных алгебраических уравнений двух задач

t+∆tK(i−1)∆U(i) =t+∆t R(i−1), t+∆tK̂
(i−1)

∆Û
(i)

=t+∆t R̂
(i−1)

, (9)

где t+∆tK(i−1), t+∆tK̂
(i−1)

— матрицы касательной жесткости (в матрице t+∆tK(i−1)

включены дополнительные элементы, образующиеся от контактных ограничений),
t+∆tR(i−1), t+∆tR̂

(i−1)
— вектора внешних и внутренних сил. Верхние индексы ве-

личин t+ ∆t указывают на момент времени, для которого она вычисляется. Верхние
индексы величин (i− 1) указывают на номер итерации при уточнении решения мето-
дом Ньютона-Рафсона. Решение следующего шага t+∆tU =t U + ∆U.

В результате решения первой задачи по заданным перемещениям, обеспечиваю-
щих прижатие заготовки к пуансону и растяжение, получаем деформированную мо-
дель с распределением напряжений и деформаций. Вторая задача на основе данных о
начальных напряжениях и деформациях определяет перемещения разгрузки. После
этого можно найти остаточные узловые перемещения Ũ = U + Û.

Основные процедуры контактных задач включают метод множителей Лагранжа,
метод штрафа [15,16] и непосредственный учет контактных ограничений. MSC.Marc
делит контактные задачи на две области [19]; первое — когда деформируемое тело
контактирует с жесткой поверхностью, а второе — когда деформируемое тело контак-
тирует с другим деформируемым телом или с самим собой. Целевой узел на деформи-
руемом теле не имеет ограничений, пока контакт не случился. В случае возникновения
контакта узлы деформируемого тела принимают перемещения узлов жесткого кон-
тактного тела, т.е контактные условия преобразуются в кинематические unormal = u·n.
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Численные результаты решения обратных задач.
Рассматривается задача расчета формы пуансона, создающей такую упреждающую

кривизну панели при обтяжки, которая обеспечивает заданную остаточную форму по-
сле разгрузки. Моделирование формообразования панели двойной кривизны толщи-
ной 2 мм проводится методом конечных элементов в MSC.Marc. Размеры заготовки
309х83 мм. Заготовка имеет свойства материала 1163Т. Материал изотропен и его
характеристики равны следующим значениям: модуль Юнга E = 7000кг/мм2, коэф-
фициент Пуассона ν = 0.34, предел текучести σT = 29.85кг/мм2, модуль линейного
упрочнения σT = 200.75кг/мм2. Процесс деформирования, при условии утонения ли-
ста менее 20%, проходит в два этапа: прижатие заготовки к пуансону перемещениями
(8) и растяжение панели. После разгрузки вычисленное поле остаточных перемещений
панели используется в (8). Изменение геометрии пуансона проводится путем решения
задачи деформирования поверхности по полю перемещений (8). Данные задачи ре-
шаются на каждой итерации, пока не обеспечиться необходимая точность.

Итерационный метод реализован в системе MSC.Marc с помощью ряда пользова-
тельских процедур [19]. Для подготовки расчетной модели с заданными граничными
условиями и определения проекций контактных тел применялись пользовательские
программы, разработанные в MSC.Patran. В результате расчета найдена геометрия
пуансона, которая уменьшает отклонения заготовки от заданной формы после обтяж-
ки и разгрузки (рис.1,2). На рис.1 представлена остаточная форма заготовки после
обтяжки по заданной поверхности, на рис.2. — остаточная форма заготовки после
обтяжки, полученной итерационным методом на 6 итерации. На рисунках представ-
лена урезанная часть заготовки (выбраны элементы находящиеся непосредственно
над поверхностью пуансона). В результате расчета отклонения от заданной геомет-
рии уменьшились в 1.6 раз.

Для сравнения был произведен расчет итерационным методом (6) при αk = 0.
Сходимость итерационных методов оценивалась по среднеквадратичной норме (ek =
ξk
ξ1

, ξk = (
∑

S(ũk3 − ũ∗3)2)1/2, S - нижняя поверхность панели, k – номер итерации).

Как видно, из рис.3 (сплошная линия расчет по (8), пунктирная – (6)) метод (8) дает
устойчивое решение.

Моделирование обтяжки проводилось без дополнительных переходов с промежу-
точной термообработкой. Включение в модель процесса деформирования таких пере-
ходов возможно. Это обеспечит снижение остаточных напряжений и улучшит сходи-
мость итерационного метода решения обратных задач.

При моделирование процесса обтяжки заготовки при кинематических нагрузках в
системе MSC.Marc с учетом больших деформаций (Updated Lagrange) напряженно-
деформированное состояние изменяется незначительно в сравнении с общей лагран-
жевой формулировкой (Total Lagrange), но в разработанном алгоритме решение задач
разгрузки при Updated Lagrange некорректное.

Заключение
Обтяжные прессы с программным управлением обеспечивают реализацию различ-

ных схем формообразования оболочек. Выбор рациональных схем осуществляется в
зависимости от геометрических параметров оболочки, предельного коэффициента об-
тяжки и типа обтяжного оборудования. Разработанный алгоритм предлагается для
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Рис. 1. Остаточная конфигурация заготовки (сверху) после первой итерации в сравнении с
заданной поверхностью.

Рис. 2. Остаточная конфигурация заготовки (сверху) после шестой итерации в сравнении с
заданной поверхностью.
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Рис. 3. График сходимости.

уточнения геометрии пуансона при формообразовании с известной технологией об-
тяжки. В рассмотренной задаче взят наиболее простой закон нагружения обшивки и
он не оптимизировался.

Разработанные алгоритмы могут использоваться в промышленных приложениях,
таких как формирование обшивок для самолетов, и позволить моделировать и эф-
фективно оценивать параметры технологических процессов изготовления деталей.
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METHOD OF SOLVING THE INVERSE PROBLEM IN THE PROCESS OF
PANEL STRETCH-FORMING

Komsomolsk-na-Amure State University, Komsomolsk - on - Amur, Russia

Abstract. Modeling of the stretch-forming technology on a die for manufacturing of double
curvature sheaths is presented. The precision of the part shape obtained depends on the accuracy
of the computed and manufactured form of the tool (punch), which determines the anticipatory
shape of the panel. The anticipatory shape should provide the given residual curvature of the panel
after its release from the force tool. The problem of determining this form of the tool for a given
residual curvature of the panel is an inverse problem. Mathematical models and numerical methods
for solving inverse problems of shaping monolithic panels by stretch-forming on a die have been
developed. The algorithms implemented in MSC.Marc allow to calculate the required punch shape.
The results of iterative methods convergence for solving inverse problems are considered.

Keywords: inverse problem, variational principles, finite element method, stretch-forming,
springback, iterative method.
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ВЛИЯНИЕ ТЕПЛОВОГО РЕЖИМА НА
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ
НЕРАЗЬЕМНОЙ МЕТАЛЛОКОНСТРУКЦИИ, ПОЛУЧЕННЫХ ПРИ
ЭЛЕКТРОДУГОВОМ И АЛЮМОТЕРМИТНОМ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Предприятия, ориентированные на получение неразъемных металлоконструк-
ций, характеризующихся долговременной эксплуатационной прочностью, обладают значи-
тельными конкурентными преимуществами при условии использования технологий, позво-
ляющих сократить потребление ресурсов. К числу таких технологических решений можно
отнести процесс получения сварного шва, образующегося за счет тепла, выделившегося в ре-
зультате совместного электродугового и алюмотермического воздействий. Локальный нагрев
обеспечивается подведением к зоне стыка поверхностей протяженного стержня-электрода
(СЭ), выполненного в виде стальной оболочки с термитный порошковым наполнителем, со-
стоящим из смеси оксида железа, восстановителя и легирующих компонентов. Материалы
такой смеси являются, преимущественно, отходами предприятий машиностроительного и ме-
таллургического комплекса, что позволяет обеспечить их возврат в производство. Основной
целью работы является экспериментальное определение параметров теплового режима, при
которых достигаются требуемые прочностные характеристики неразъемного соединения. В
работе представлены результаты эксперимента, в ходе которого определено влияние энерге-
тического воздействия на напряженно-деформированное состояние и прочностные характе-
ристики получаемых неразъемных соединений.

Ключевые слова: отходы машиностроения, электродуговое воздействие, алюмотермическая
реакция, тепловой режим, зона термического влияния, напряженно-деформированное состоя-
ние, неразъемное соединение, разрыв, прочность
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Важной задачей для предприятий, специализирующихся на производстве метал-
локонструкций является получение качественной конкурентоспособной продукции за
счет технологий, направленных на сокращение энергетических ресурсов и материалов,
использование вторичного сырья. Одной из характеристик качества стальных неразъ-
емных соединений и конструкций является способность сопротивляться статическим
и динамическим нагрузкам, что определяет их долговременную эксплуатационную
прочность. К числу таких технологических решений можно отнести процесс получе-
ния сварного шва, образующегося за счет тепла, выделившегося в результате совмест-
ного электродугового и алюмотермического воздействий [1]. В основе алюмотермит-
ной составляющей процесса лежит экзотермическая окислительно-восстановительная
реакция, в результате которой железо восстанавливается из окалины с получением,
так называемой, термитной стали [2]. Исходными компонентами для термитной стали
являются оксид железа, восстановитель, легирующие добавки или наполнители, сме-
шанные в определенной пропорции. В качестве восстановителя применяют сплавы,
содержащие алюминий [3], а наполнителями могут быть стружка черных металлов,
ферросплавы, лигатуры и модификаторы, необходимые для доведения стали по хими-
ческому составу. Подобные смеси применяют для сварки железнодорожных рельсов.
В таком процессе разовая порция расплава, полученного в результате алюмотермит-
ной реакции, заполняет полость стыка торцевых частей рельсов и, после затверде-
вания, формирует их неразъемное соединение. Получение протяженных соединений
при помощи термитной смеси, помещенной в сердечник порошковой проволоки пред-
ставляется новым [4]. Такое соединение достигается в процессе автоматической сварки
под слоем флюса, позволяющей получить экономию сварочных материалов и электро-
энергии, обеспечить поставку металла в зону термического влияния. Ввиду новизны
этого процесса сведения о прочностных и эксплуатационных характеристиках соеди-
нения весьма скудны. Таким образом, исследование условий формирования соедине-
ний, возможностей управления их свойствами путем регуляции параметров теплово-
го воздействия и определения их предельных величин представляется актуальным. В
ходе предварительно проведенных теоретических и экспериментальных исследований
определено воздействие зоны термического влияния, образующейся при локальном
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нагреве стыка металлических протяженных элементов, на картину деформации по-
лученного неразъемного соединения [5, 6].

В ходе теоретического блока исследований изучена эволюция напряжений при
быстром росте температуры на продольной прямой при нагреве и охлаждении матери-
ала до значений температуры окружающей среды. В результате проведения оценки
уровня распределения по пластине остаточных напряжений отмечено, что высокий
градиент температуры в зоне термического влияния приводит к появлению пластиче-
ского течения, что, в свою очередь, определяет рост значений необратимых деформа-
ций, зависящих от температуры [7]. При остывании зоны термического влияния может
наблюдаться медленно протекающее (с обратным знаком) повторное пластическое те-
чение в области необратимых деформации. Пластические деформации полностью не
исчезают даже при медленном охлаждении и приводят к появлению нейтрального
нагружения. Теоретическими исследованиями установлено, что наибольшие переме-
щения характерны для области упругопластической границы, где происходит падение
напряжения. Проведенные расчеты позволяют прогнозировать деформацию неразъ-
емного соединения, полученного автоматической сваркой под флюсом проволокой
сплошного сечения. Однако получение реальной картины деформации и прочностных
характеристик соединения, изготовленного при помощи сварки порошковой проволо-
кой с термитным наполнителем, представляется затруднительным.

В результате практической части предварительных исследований установлена воз-
можность получения неразъемного соединения, состоящего из стальных протяженных
элементов за один проход сварочного электрода (СЭ), выполненного в виде порошко-
вой проволоки с алюмотермическим наполнителем [8, 9]. При этом размер и струк-
тура зоны термического влияния формируются в результате локального нагрева от
совместного электродугового и алюмотермического воздействий. Применение такой
порошковой проволоки обеспечивает получение большей вязкости металла шва, чем
при классическом методе сварки. Лучшие, в сравнении с традиционными, механиче-
ские свойства металла зоны термического влияния, а также значения деформаций
соединения, достигаются за счет уменьшения размеров зерен его структуры. Такие
показатели достигаются при равных энергозатратах и режимах теплового воздей-
ствия на зону соединения стальных элементов в процессе использования порошковой
проволоки с термитным наполнителем. Термитная смесь, использованная в порош-
ковой проволоке, обеспечивает дополнительную регуляцию температуры и поставку
электродного металла в зону стыка деталей.

Однако механизм формирования прочности материала зоны термического влияния
и методы управляемого воздействия на этот параметр остаются малоизученными. Ин-
терес представляет изучение возможностей управления прочностными характеристи-
ками зоны стыка протяженных стальных деталей посредством совмещения энергий
электродугового и алюмотермитного воздействий, в том числе при неблагоприятных
условиях: без разделки кромок деталей и без подготовки сварочных материалов.

Таким образом, целью работы является изучение влияния теплового режима на
напряженно-деформированное состояние элементов неразъемной металлоконструк-
ции, полученной при электродуговом и алюмотермическом воздействиях.

В рамках поставленной цели решались следующие задачи:
— получение «за один проход» неразъемных соединений стальных протяженных

элементов в условиях различного времени их пребывания в зоне локального нагрева
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и изменяющихся электрических параметрах сварки под флюсом электродом в виде
порошковой проволоки с алюмотермическим наполнителем;

— регистрация изменения зоны термического влияния соединения в зависимости
от величины тепловой мощности локального нагрева;

— изучение напряженно-деформированного состояния материала шва неразъемно-
го соединения в процессе определения его физико-механических свойств;

— на основании комплекса экспериментальных данных определение теплового ре-
жима воздействия на стыковую зону, удовлетворяющего критериям прочности и
устойчивости к деформациям получаемого неразъемного соединения.

Автоматическую сварку стальных элементов под слоем флюса (АН-348) осуществ-
ляли устройством АДФ-1000-5Е. В качестве электрода использовали порошковую про-
волокуШ 2,8 мм с термитным наполнителем, коэффициент заполнения которой соста-
вил Кз ≈ 0,4. Алюмотермитный порошок получали смешиванием компонентов фрак-
ций 0,16 – 0,315 мм [10]: железной окалины (Fe3O4), алюминиевых сплавов, ферро-
марганца ФМн78(А), ферросилиция ФС50, электродного порошка ЭГ15. Соотношение
компонентов в смеси регламентировалось содержанием элементов в ванне расплава,
соответствующего низкоуглеродистым и низколегированным маркам сталей [11].

Получение неразъемных соединений сваркой в условиях производства осуществля-
ют при различных режимах теплового воздействия, отличающихся скоростью пере-
мещения СЭ и электрическими параметрами. Основными электрическими параметры
дуги, определяющими ее эффективную тепловую мощность q (кал/с), являются паде-
ние напряжения U(В) и сила тока I(А) [10]. Для определения эффективной тепловой
мощности, учитывающей технологические условия расплавления металла в стыковой
зоне целесообразно применять выражение, представляющее собой количество тепло-
ты, введенное за единицу времени в металл изделия и затраченное на его нагрев:

q = 0.24UIη

где 0,24 – коэффициент перевода электрических величин в тепловые, кал/Вт с; η -
эффективный коэффициент полезного действия (КПД) нагрева, который для про-
цессов образования жидкой ванны металла под слоем флюса составляет 0,90 – 0,99
[10]. Величина η зависит от длины дуги и глубины ее проникновения в ванну. На эти
параметры влияет удельная плотность СЭ, которая определяется коэффициентом ее
заполнения [11]. При получении расплава часть энергии дуги концентрируется у рас-
плавленного торца СЭ и в момент передачи теплоты от дуги к электродной капле
поглощается жидким металлом. Тепло передается металлу основы, нагревая и рас-
плавляя СЭ [12]. В результате, значение η возрастает пропорционально увеличению
объема металла, поступающего в ванну с электродом, что достигается при исполь-
зовании проволоки только сплошного сечения. Величина коэффициента заполнения
сердечника порошковой проволоки (Кз) в большинстве случаев находится в диапа-
зоне 0,15 < Кз < 0,4 [13]. При этом, использование СЭ с высоким Кз обеспечивает
величину эффективного КПД нагрева η = 0,9. Таким образом, эффективная тепло-
вая мощность дуги при использовании СЭ1 несколько ниже, чем при использовании
проволоки сплошного сечения (СЭ2). В связи с отмеченным выше при получении
экспериментальных неразъемных соединений применялись автоматические режимы,
отличающиеся по основным параметрам от традиционного (табл.1). где 0,24 – коэф-
фициент перевода электрических величин в тепловые, кал/Вт с; η - эффективный
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коэффициент полезного действия (КПД) нагрева, который для процессов образова-
ния жидкой ванны металла под слоем флюса составляет 0,90 – 0,99 [10]. Величина
η зависит от длины дуги и глубины ее проникновения в ванну. На эти параметры
влияет удельная плотность СЭ, которая определяется коэффициентом ее заполнения
[11]. При получении расплава часть энергии дуги концентрируется у расплавленного
торца СЭ и в момент передачи теплоты от дуги к электродной капле поглощается
жидким металлом. Тепло передается металлу основы, нагревая и расплавляя СЭ [12].
В результате, значение η возрастает пропорционально увеличению объема металла,
поступающего в ванну с электродом, что достигается при использовании проволоки
только сплошного сечения. Величина коэффициента заполнения сердечника порош-
ковой проволоки (Кз) в большинстве случаев находится в диапазоне 0,15 < Кз < 0,4
[13]. При этом, использование СЭ с высоким Кз обеспечивает величину эффектив-
ного КПД нагрева η = 0,9. Таким образом, эффективная тепловая мощность дуги
при использовании СЭ1 несколько ниже, чем при использовании проволоки сплош-
ного сечения (СЭ2). В связи с отмеченным выше при получении экспериментальных
неразъемных соединений применялись автоматические режимы, отличающиеся по ос-
новным параметрам от традиционного (табл.1).

Таблица 1
Характеристики режимов формирования металла

Режим Ii, A Ui, B Vi,м/ч qi, кал/с
0.1* 250 35 20 2,08
1** 200 35 10 1,52
2∗∗ 200 35 20 1,52
3∗∗ 250 35 10 1,89
4∗∗ 250 35 20 1,89
5∗∗ 300 35 10 2,27
6∗∗ 300 35 20 2,27
7∗∗ 250 40 20 2,16
8∗∗ 250 30 20 1,62
9∗∗ 250 35 30 1,89

где i – порядковый номер режима.
* режим № 0.1 (традиционный процесс автоматической наплавки под флюсом низ-

коуглеродистой стали СтЗсп) на АДФ с СЭ2 марки Св-08ГС — является образцом-
свидетелем для режима № 4 с аналогичными параметрами процесса, для которого
при расчете q использован η = 0,99;

** при расчете q для случаев применения режимов №1–9 наплавка материала СЭ1

(при условии Кз = 0,4) использовали значение η = 0,9.
Неразъемное соединение получали свариванием пластин с необработанными кром-

ками из Ст3 толщиной (δ) 10 мм, шириной 150 мм и длиной 500 мм однократным
тепловым воздействием на зону контакта, температуру в которой регулировали си-
лой тока, напряжением и скорости перемещения сварочного электрода, V(м/ч). После
охлаждения шва определяли его физико-механические свойства: прочность на разрыв,
ударную вязкость. Испытания проводили с учетом требований ГОСТ 9454-78 (Метал-
лы. Метод испытания на ударный изгиб при пониженных, комнатной и повышенных
температурах), ГОСТ 1497-84. (Металлы. Методы испытаний на растяжение). Вели-
чину ударной вязкости определяли маятниковым копром типа МК, выполненным по
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ГОСТ 10708-82. Напряжение и предел текучести образцов при растяжении опреде-
ляли при помощи универсальной испытательной машины AG-X plus SHIMADZU при
постоянной скорости перемещения захватов 0,05 мм/c. В табл. 2 приведены значения
площади образующегося металла наплавки и ударной вязкости этого материала, по-
лученных при различных режимах теплового воздействия в сравнении с образцом,
полученным проволокой сплошного сечения.

Таблица 2
Сравнение площади, образующегося при различных режимах наплавля-

емого металла, и ударной вязкости полученных из него образцов

Параметр Режим
0.1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Площадь металла
шва, см2

0,44 0,45 0,33 0,48 0,23 0,96 0,44 0,27 0,28 0,3

Ударная вязкость
KCU, Дж/см2

34 47,8 36,4 66,7 52 102 50 44,4 42,9 67

Из табл. 2. видно, что значения KCU всех образцов металла, полученных с применени-
ем порошковой проволоки с алюмотермитным наполнителем выше, чем при режиме
0.1. Наибольшими значениями ударной вязкости обладают образцы, полученные при
режимах 3 и 9, т.е. при значениях тепловой мощности q = 1,89 кал/с. Сопоставляя
данные табл.2, полученные по этим режимам с данными табл.1 можно сделать вы-
вод, что при таких режимах время нахождения зоны стыка соединяемых пластин в
расплаве металла существенной роли на показатель KCU не оказывает. Интересным
представляется факт достижения значения KCU = 52 Дж/см2 образцом, полученного
на режиме 4 при значении площади образующегося металла равном 0,23 см2.

На рис.1 представлены зависимости деформаций от напряжений, возникающих на
штоке испытательной машины при разрыве образцов, полученных из металла шва при
различных тепловых режимах при однократном проходе СЭ. На рис.2 представлена
характеристика напряженно-деформированного состояния образца, полученного при
тепловом режиме 5, отличающегося наибольшими значениями I и U, а также макси-
мальным временем пребывания зоны стыка в ванне расплава ввиду минимальной ско-
рости перемещения СЭ. По указанной выше причине эта графическая зависимость,
характеризующаяся на порядок большими значениями деформаций, размещена на
отдельной иллюстрации.

Из рис.1 видно, что прочность металла швов, полученных при показателях тепло-
вой мощности, лежащих в интервале значений 1,52 ≤ q ≤ 1,62 кал/с, не превышает 170
МПа, при значениях деформации не более 0,04 %. Кривые нагружения характеризу-
ются упруго-пластическими зонами, что, в целом приводит к хрупкому разрушению.
Очевидно, что такой тепловой мощности недостаточно для создания удовлетворитель-
ной прочности наплавленного материала шва, полученного «за один проход». При та-
ких значениях внесенной тепловой мощности скорость сварки заметного влияния на
прочностных характеристики образующегося металла не оказывает. Повышение теп-
ловой мощности, в целом, приводит к увеличению прочностных характеристик ме-
талла шва. Так, при значениях 1,89 ≤ q ≤ 2,27 кал/с прочность образцов при разрыве
лежит в интервале значений 180≤σв ≤ 400 МПа. Кривые, построенные по результатам
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Рис. 1. Зависимости деформаций от напряжений, возникающих при разрыве образцов, полу-
ченных при тепловых режимах 0.1, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 и 9

испытания на разрыв образцов, полученных по режимам 3, 4, 6, 7 и 9 характеризуют-
ся упругопластическим нагружением. Характер нагружения образца 0.1, полученного
с применением проволоки сплошного сечения пилообразный, со значениями σв < 190
МПа. Ширина зоны термического влияния образца, полученного при использовании
проволоки сплошного сечения составила 10 мм.

Максимальной прочностью на разрыв обладают образцы, полученные при режиме
5 и скорости перемещения электрода 10 м/ч (рис.2), характеризующимся значением
эффективной тепловой мощности дуги q = 2,27 кал/с и протяженным пластическим
участком кривой нагружения. На рис.2. представлены зоны термического влияния об-
разцов, полученных при режимах 0.1 и 5. Цифрами на рис.2. показаны структурные
отличия материала в направлении от центра шва к периферии: 1 – металл шва; 2 –
зона сплавления и участок перегрева; 3 – участок перекристаллизации и рекристал-
лизации; 4 – основной металл. Как видно из рис.2 максимальная протяженность зоны
термического влияния, более чем в 1,7 раза превышает таковую, полученную с при-
менением проволоки сплошного сечения. При такой тепловой мощности существенно
увеличивается протяженность участков перегрева и рекристаллизации.

Образцы, полученные при режиме 4 и имеющие прочность σв ≈ 310 МПа, при
скорости перемещения электрода 20 м/ч, отличаются меньшей протяженностью зо-
ны термического влияния (составляющей не более 1,1 от протяженности зоны тер-
мического влияния образцов, полученных при использовании проволоки сплошного
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Рис. 2. Зависимость деформации от напряжения, возникающего при разрыве образца, по-
лученного при тепловом режиме 5 и сравнение протяженности зон термического влияния
образцов, полученных при использовании проволоки сплошного сечения при режиме 0.1 и
проволоки с термитным наполнителем при режиме 5

сечения), а значит, по завершении релаксационных процессов будут иметь меньшую
деформацию, что подтверждено экспериментальными данными [8].

Предел текучести образца, полученного при режиме 4 составил σв = 197 МПа,
что, с учетом применяемого понижающего коэффициента, регламентируемого ГОСТ
Р 52857.1-2007, соответствуют нижнему пределу прочностных требований к Ст3сп
согласно ГОСТ 535-2005.

Таким образом, по результатам исследований можно заключить:
— эффективная тепловая мощность дуги при использовании СЭ1 несколько ниже,

чем при использовании электрода в виде проволоки сплошного сечения СЭ2;
— при меньшей площади образующегося в ходе наплавки металла проволокой по-

рошковой с термитным наполнителем значения KCU существенно выше, чем при ис-
пользовании СЭ2;

— в аспекте достижения максимальных прочностных характеристик наиболее пред-
почтительным представляется режим 4 получения наплавляемого металла электро-
дом СЭ1
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THE INFLUENCE OF THERMAL MODE ON THE STRESS-DEFORMED
STATE ELEMENTS ONE-PEACE METAL-CONSTRUCTION OBTAINED IN

ELECTRIC ARC AND ALUMOTHERMAL IMPACT
Institute of Machinery and Metallurgy of Far-Eastern Branch of Russian Academy of Sciences,

Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. Enterprises focused on obtaining one-peace metal structures that characterize by
long-term operational strength, have significant competitive advantages, provided technologies
that reduce resource consumption are used. Among these technological solutions is the process
of obtaining a weld seam, which is formed due to the heat released as a result of joint electric arc
and aluminothermic influences. Local heating is provided by feed to the joint area the surfaces
of an extended rod-electrode (SE) made in the form of a steel shell with a thermite powder filler
that consist of a mixture of iron oxide, a reducing agent and alloying components. The materials
of such a mixture are mainly waste from the enterprises of the machine-building and metallurgical
complex, which makes it possible to ensure their return to production. The main purpose of the
work is the experimental determination the parameters of the thermal mode, at which the required
strength characteristics of an one-peace joint are achieved. In this work are presented results of the
experiment in which the influence of the energy effect on the stress-strain state and the strength
characteristics of the obtained one-piece joint is determined.
Keywords: mechanical engineering waste, electric arc impact, aluminothermic reaction, thermal
mode, heat-affected zone, stress-strain state, one-peace joint, fracture, strength
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Аннотация. Рассмотрена возможность увеличения резонансного метода разрушения ледя-
ного покрова за счет использования интерференции, возбуждаемых изгибно-гравитационных
волн, возникающих при одновременном движении нескольких судов на воздушной по-
душке (СВП). СВП движутся по ледяному покрову фронтом с постоянной скоростью.
Экспериментально-теоретически исследуется влияние расстояния между нагрузками на
напряженно-деформированное состояние ледяного покрова. Анализ проводится на основе
решения дифференциального уравнения, описывающего вязко-упругие колебания ледяного
покрова от действия движущейся нагрузки. Решение уравнения получено в интегральной
форме. Экспериментальные исследования проведены в ледовом бассейне на естественном ле-
дяном покрове.

Ключевые слова: Резонансный метод, ледяной покров, изгибно-гравитационные волны,
разрушение, интерференция.
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Многие страны имеют замерзающие реки, омываются морями, которые в различной
степени и на разные сроки покрываются льдом. Лед является серьезным препятствием
на пути судоходства, осложняя, а иногда делая невозможной своевременную доставку
грузов по назначению. Он также затрудняет разведку и добычу полезных ископае-
мых, огромные запасы которых содержатся в шельфовой зоне арктических морей
и Антарктики. Для решения указанных ледотехнических проблем может быть ис-
пользован резонансный метод разрушения ледяного покрова амфибийными суднами
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на воздушной подушке (СВП), т.е. посредством возбуждения резонансных изгибно-
гравитационных волн (ИГВ).

Сущность резонансного метода разрушения ледяного покрова, изложена в рабо-
тах [3; 6] и заключается в возбуждении в ледяном покрове резонансных изгибно-
гравитационных волн. Многие авторы занимались исследованием движения нагруз-
ки по ледяному покрову [9-10, 13,15] или влияния периодической внешней нагрузки
на колебания полубесконечной упругой пластины и полосы [11-12] как теоретически,
так и экспериментально [14]. Использование ледяного покрова в качестве взлетно-
посадочных полос исследовалось в работах[18-20].

В известных исследованиях рассматривалось движение одиночной нагрузки. Од-
нако, при выполнении ледокольных работ одним СВП его параметры могут оказать-
ся недостаточными для разрушения ледяного покрова заданной толщины. В таких
случаях эффективность ледокольных работ можно повысить за счет одновременно-
го использования нескольких судов, т.е. за счет интерференции возбуждаемых ими
ИГВ. При этом наиболее интенсивное разрушение ледяного покрова будет происхо-
дить позади судов на расстоянии от них равном примерно λр/4 [6; 14; 7] (где λр –
длина резонансных ИГВ [6]).

Данная работа посвящена исследованиям закономерностей напряженно-
деформированного состояния ледяного покрова при движении по нему двух
нагрузок. Предварительно выполненные экспериментальные исследования с полу-
натурными и натурными СВП показали перспективность такого подхода (рис.1-2)
[4].

Рис. 1. Спаренная работа СВП ”КнАПИ-1” и ”КнАПИ-2” при выходе на берег

Теоретические исследования влияния взаимного расположения СВП на парамет-
ры возбуждаемых ими ИГВ проводились на основании решения дифференциально-
го уравнения малых колебаний плавающей вязко-упругой пластины под действием
внешней нагрузки, которое можно записать в виде [9]:

Gh3

3 (1− τφu ∂
∂x)∇4w + ρ2gw + ρ1hu

2 ∂2w
∂x2
− ρ2u

∂Φ
∂x = −q, (1)
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Рис. 2. Счаливание кораблей на воздушной подушке ”Скат” для групповой работы по разру-
шению льда

где: G = 0.5E/(1 + ν) - модуль упругости льда при сдвиге; ν – коэффициент Пуас-
сона; h – толщина ледяного покрова; τφ - время релаксации деформаций; w - прогиб
льда; ρ1, ρ2 - плотность льда и воды; g – ускорение силы тяжести; ∇ - оператор на-
бла; u – скорость движения нагрузки; q – система перемещающихся давлений; Φ –
потенциал движения жидкости, удовлетворяющий уравнению Лапласа ∆Φ = 0.

Выражение для w получено в виде [17]:

w(x, y) = 4q0
π2·ρ2·υ2 ·

∫∞
0 λ2 · th(λH)×

∫ λ
0

cos (y
√
λ2−α2) sin (αLn

2
) sin (Bn

2

√
λ2−α2)

α(λ2−α2)(ζ2+η2)
× (cos (αx) ·

ζ + sin (αx) · η)dαdλ, (2)
где:
η =

Gh3λ5th(λH)ατφ
3ρ2u

;

ζ = −Gh3λ5th(λH)
3ρ2u2

− gλth(λH)
u2

+ ρ1hα2λth(λH)
ρ2

+ α2,
здесь: q0 – интенсивность нагрузки; Ln – длина нагрузки; Вn – ширина нагрузки;

Н – глубина воды.
Работоспособность полученных зависимостей подтверждена путем сопоставления

результатов теоретических расчетов с экспериментальными данными, полученными
на упругих пленках [4; 7], в натурных условиях [2; 8] и естественном льду в ледовом
бассейне лаборатории «Ледотехника» Приамурского государственного университета
имени Шолом-Алейхема.

Масштаб моделирования ИГВ в ледовом бассейне размерами L× B× H=10×3×1 м
λ = 1:50 был выбран исходя из его размеров, при этом длина бассейна обеспечивала
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выход на стационарный режим движения моделей нагрузки [1]. Опыты проводились
при глубине воды 1 м и толщине намораживаемого модельного льда 0.3 см.

Для определения суммарных теоретических прогибов ледяного покрова при дви-
жении по нему двух нагрузок использовались зависимости:
wf (x, y) = w(x, y) + w(x, y − Ly),
здесь: Ly – расстояние между нагрузками при движении фронтом.
В качестве нагрузки использовалась схематизированная модель СВП «Мурена».

Ее параметры составляли: `m = 0.60 м; bm = 0.26 м; mm = 0.85 кг. Модель ледяного
покрова в ледовом бассейне приготавливалась намораживанием естественного льда
естественным холодом при температуре воздуха t = – (9 – 16)◦C, а его толщина со-
ставляла hm = 0.003 м. Глубина бассейна в опытах составила 40 см. Расстояние между
нагрузками изменялось от полного счаливания до расстояния Ly = 0.65 м. Дальней-
шее увеличение расстояния между моделями было ограничено влиянием размеров
бассейна на деформации модельного льда.

Расчеты были выполнены для полученных экспериментальных данных при пара-
метрах льда: ρл = 900кг/м3;h = 0.5м;Н = 20м;E = 1 · 109Н/м2.

На первоначальном этапе исследований с целью определения резонансной скорости
были выполнены эксперименты по буксировке одной модели (рис. 3).

Рис. 3. Характер разрушения модельного льда.

На втором этапе исследований проводились эксперименты по движению двух мо-
делей фронтом (рис. 4). Буксировка двух моделей осуществлялась с резонансной ско-
ростью, которая, так же как и для одиночной нагрузки равна 2.2 м/с.

Результаты сопоставления экспериментальных и теоретических исследований дви-
жения двух нагрузок по ледяному покрову достаточно хорошо совпадают (рис. 5).

При выполнении ледокольных работ путем возбуждения ИГВ возникает вопрос -
как оценить ледоразрушающую способность возбуждаемых ИГВ. Существуют раз-
личные критерии [16], в том числе и силовой.

Силовой критерий – теоретический уровень изгибных напряжений 2.1σu, при до-
стижении которого достигается полное разрушение льда при нагружении его резо-
нансными ИГВ.

Устойчивые результаты расчётов позволяют в качестве критерия для оценки ле-
доразрушающих способностей СВП принять теоретическое значение максимальных
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Рис. 4. Характер разрушения модельного льда толщиной hm=0.003 м после прохождения мо-
делей СВП массой mm=0.85 кг с резонансной скоростью um=2.2 м/с: а – счаливание моделей;
б – расстояние между моделями Ly = 0.52 м; в – расстояние между моделями Ly = 0.65 м.

изгибных напряжений, уровень которых соответствует началу полного разрушения
льда за движущимся СВП. Т. е. если при движении СВП во льду возникают напря-
жения, максимальные теоретические значения которых оказываются равными или
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Рис. 5. Сопоставление результатов теоретических исследований с экспериментальными при
движении одиночной нагрузки: 1 – экспериментальные исследования; 2 – теоретические ис-
следования.

больше найденного σх, то за судном, возбуждающим такие ИГВ, будет происходить
непрерывное полное разрушение ледяного покрова.

Средняя величина максимальных относительных напряжений σ̄x определялась по
формуле [16]:
σ̄x = σx

σu
, (4)

где: при σu =1.2 МПа (средний предел прочности пресноводного льда на изгиб во
время экспериментов) σ̄x составила 2.08, т.е. больше 2.

Максимальные нормальные по толщине пластины напряжения записываются в ви-
де:
σx = 6Mx

h2
, (5)

где: Мx – изгибающий момент, определяемый как:
Mx = −Gh3

3 ( ∂2

∂x2
(w + τφ

∂w
∂t ) + µ ∂2

∂y2
(w + τφ

∂w
∂t )).

В начале исследований были выполнены расчеты максимальных σx в зависимости
от скорости движения одного СВП и определена резонансная скорость, а затем для
двух.

Из рис.6 видно, что величина σ̄x превышала значение в 2.1 раза, что соответство-
вало полному разрушению ледяного покрова, подтвержденному результатами экспе-
риментальных исследований.

В результате экспериментально-теоретических исследований можно сделать следу-
ющие выводы:

1. Исследования показали целесообразность использования интерференции ИГВ,
возбуждаемых двумя СВП при движении фронтом для повышения эффективности
резонансного метода разрушения ледяного покрова.

2. Показана работоспособность использованных математических зависимостей при
исследованиях напряженно-деформированного состояния ледяного покрова от воз-
буждаемых в нем ИГВ, что позволяет использовать силовой критерий и посредством
теоретического прогноза разработать рекомендации для повышения ледоразрушаю-
щей способности группы СВП.
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Рис. 6. Зависимость σ̄x от расстояния между СВП при их движении фронтом

3. Использования СВП при движении «фронтом» достаточно перспективно, т.к.
есть возможность существенно повысить эффективность резонансного метода раз-
рушения ледяного покрова при его реализации группой, превышающей два и более
судов.

Выполненная работа показывает целесообразность дальнейших исследований в об-
ласти совершенствования ранее предложенного и оправдавшего себя резонансного ме-
тода разрушения ледяного покрова
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INCREASE IN OPPORTUNITIES OF A RESONANT METHOD OF
DESTRUCTION OF AN ICE COVER DUE TO USE OF AN INTERFERENCE
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Komsomolsk-on-Amur, Russia

Amur State University of Humanities and Pedagogy, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. The possibility of increasing the resonant method of the ice cover failure through the
use of interference excited by flexural-gravitational waves arising from the simultaneous motion of
several amphibian hovercrafts (AHC). AHCs move over the ice cover abreast. Experimental and
theoretical study the influence of the distance between loads on the stress-strain state of the ice
cover. The analysis is carried out on the basis of the solution of the differential equation describing
the visco-elastic oscillations of the ice cover from the action of a moving load. Solution of the
equation is obtained in integral form. Experimental studies were carried out in an ice basin on a
natural ice sheet.
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Аннотация. Экспериментально изучено влияния геометрических параметров и сыпучего за-
полнителя на форму потери устойчивости тонкостенных цилиндрических оболочек и критиче-
ское значение поперечной нагрузки при изгибе. Исследуемые образцы выполнены из алюми-
ниевых сплавов. Один торец оболочки жестко закреплен, а на другой торец прикладывалась
вертикально направленная сила. Исследовались пустые и заполненные на 90% по объему
сыпучим материалом оболочки. В качестве заполнителя использовался железный порошок
ПЖ-5. В каждой серии экспериментов испытывались по 5-10 образцов. После статистиче-
ской обработки экспериментальных данных построены графики зависимости перемещений
нагружаемого торца оболочки от приложенной силы. Критическая нагрузка определялась
методом точки перегиба, согласно которому нагрузка считается критической, если ее после-
дующее малое приращение приводит к резкому увеличению прогиба оболочки. Установлено,
что заполнение сыпучим материалом на 90% создает при изгибе оболочки давление на ее
внутреннюю поверхность, которое препятствует образованию локальных вмятин и увеличива-
ет значение критической нагрузки. Проведено сопоставление экспериментально полученных
значений критического изгибающего момента для пустых оболочек с результатами аналити-
ческого решения других авторов, не учитывающего влияние длины на устойчивость оболочки.
Показано, что аналитическое решение в этом случае дает завышенное значение изгибающе-
го момента. Расхождение результатов расчетов и экспериментов по этому параметру может
достигать 80% . Уточнение теоретических результатов требует решения задачи в трехмер-
ной, геометрически и физически нелинейной постановке с привлечением численных методов
и реализующих их программных комплексов.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, заполнитель, устойчивость, пластические де-
формации, эксперимент.
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Введение. Круговые цилиндрические оболочки применяются во многих областях
техники в качестве основных элементов конструкций. Широкое распространение та-
ких оболочек определяется прежде всего простотой изготовления и высокой прочно-
стью при минимальном весе. В то же время форма цилиндрической оболочки опасна
в отношении устойчивости. Различные аспекты потери устойчивости пустых тонко-
стенных оболочек теоретически и экспериментально изучались в работах [1] - [25].
Анализу потери устойчивости и закритического поведения тонкостенных оболочек,
заполненных сыпучим материалом, посвящены работы [14], [16], [19] - [22]. Влияние
геометрических параметров тонкостенных оболочек, заполненных сыпучим материа-
лом, на устойчивость при изгибе экспериментально не исследовалось. Цель настоящей
работы - экспериментальное изучение влияния размеров тонкостенных цилиндриче-
ских оболочек, заполненных сыпучим материалом (железным порошком ПЖ-5), на
форму потери устойчивости и значение критической поперечной нагрузки при изгибе.
Экспериментальное исследование устойчивости тонкостенной оболочки. Схема уста-
новки для испытаний изображена на рис. 1. Экспериментальная установка состоит
из жесткой стальной стенки (1), оправки (2), образца (3), двух полуколец (4), че-
тырех болтов для крепления полуколец к жесткой стенке (5), индикатора часового
типа ИЧ-10 (6), тензодатчиков с измерителем деформаций (7). Металлическая оправ-
ка (2), выточенная по внутреннему диаметру образца, жестко приваривалась к стенке
(1). На оправку плотно насаживался один торец испытываемого образца (3) и на его
наружную поверхность надевались полукольца (4), которые стягивались между собой
и болтами (5) крепились к стальной стенке (1). Нагрузка F пошагово доводилась до
критического значения, при котором происходила потеря устойчивости образца (3).
Начальный шаг ∆F нагрузки задавался равным 10 Н и при приближении к крити-
ческому значению ∆F уменьшался до 1 Н. Вертикальное перемещение торца образца
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(3) измерялось с помощью индикатора часового типа (6). Изготовлены образцы двух
типов, отличающиеся материалом и геометрическими параметрами. Первый тип об-
разцов был изготовлен глубокой вытяжкой из алюминиевого сплава 3004 в состоянии
Н 19. Второй тип образцов был изготовлен точением на токарном станке за одну уста-
новку из трубы наружным диаметром 85 мм из алюминиевого сплава марки Д16Т.
Образцы протачивались по внутренней и наружной поверхностям трубы. Размеры
образцов приведены в таблице 1.

Рис. 1. Схема установки

Первый тип образцов

Серия
испытаний

Радиус R,
мм

Толщина
стенки h,

мм

Длина L,
мм h/R L/R

1 32,80 0,10 135 0,0030 4,12
2 32,80 0,10 270 0,0030 8,24
3 41,65 0,12 165 0,0029 3,96

Второй тип образцов
4 41,20 0,42 171 0,0100 4,15
5 41,20 0,42 348 0,0100 8,30

Таблица 1.

Размеры образцов подбирались с учетом условий физического и геометрическо-
го подобия с большегабаритными автоцистернами, изготавливаемых на заводе ЗАО
«Чебоксарское предприятие «Сеспель» [26]. Коэффициенты подобия образцов и ав-
тоцистерн равны следующим значениям [27]:
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α1 =
Rmin

R
′
min

= 36, 59, α1 =
Rmax

R′max

= 36, 40, α2 =
Lmax

L′max

= 37, 00, (1)

α2 =
Lmin

L
′
min

= 37, 00, α3 =
hmax

h′max

= 36, 90, α3 =
hmin

h
′
min

= 37, 00.α3 =
h

h′
= 37, 00

В (1) Rmin, Rmax, Lmin, Lmax, hmin, hmax, h относятся к размерам натурных ци-
стерн, а R′

min
, R

′

max
, L

′

min
, L

′

max
, h
′

min
, h
′

max
, h
′ к модельным образцам. В соответствии

с коэффициентами подобия (1) размеры натурных цистерн должны быть следующи-
ми: R = (1200 ÷ 1500) мм, h = (3, 7 ÷ 15, 5)мм, L = (6100 ÷ 10000) мм . Материалом
автоцистерн должен быть алюминиевый сплав, тождественный материалу модельных
образцов. Результаты экспериментов. В каждой серии экспериментов испытывались
от 5 до 10 образцов. Статистически обработанные в соответствии с [28] результаты
экспериментов приведены в таблице 2.

Серия
испы-
таний

β
степень
заполне-

ния
образ-
цов,
%

Критическая
сила (экспе-
римент) Fcr,

кН

% увели-
чения Fcr

для
β = 90%

Критический
изгибающий
момент (экс-
перимент),
M exp
cr , кН*м

Критический
изгибающий

момент
(расчет)

Mnum
cr , кН*м

δ,%

1
0

(пустой) 0,153 40,5 0,021 0,0242 15,2

90 0,215 0,029

2 0 0,060 16,9 0,016 0,0242 51,2
90 0,070 0,019

3 0 0,262 30,2 0,043 0,0448 4,2
90 0,341 0,056

4 0 1,770 26,3 0,300 0,536 79
90 2,235 0,382

5 0 0,830 12,3 0,290 0,536 85
90 0,932 0,324

Таблица 2.

Статистически обработанные в соответствии с [28] результаты экспериментов при-
ведены в таблице 2.

Фотографии образцов первой и пятой серий после испытаний показаны на рис.2 а,
б. Зависимости прогиба U нагружаемого торца образцов первой и второй серии от
поперечной силы F показаны на рис. 3. Статистическая обработка результатов изме-
рений [28] показывает, что среднеквадратичная погрешность измерений перемещений
равняется 0,01 мм. Относительная погрешность результатов измерений составляет 6,5
%.

По экспериментальным данным в начале нагружения происходило сплющивание
образца в нижней сжатой зоне около заделки, которое исчезало после снятия нагруз-
ки. Из рис. 3 видно, что зависимость U (F) до потери устойчивости линейная. Это
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Рис. 2. Форма оболочки после снятия нагрузки: а) образец серии 1 (h/R=0,003, L/R=4,12),
б) образец серии 5 (h/R=0,01, L/R=8,3)

позволяет предположить, что на докритической стадии образец деформируется упру-
го. На закритической стадии изгиб оболочки сопровождается пластическим деформи-
рованием и приводит к образованию в этой зоне вмятины ромбовидной формы, пер-
пендикулярно направленной к продольной оси оболочки. Дальнейшее выпучивание
оболочки зависит от ее длины. На коротких оболочках (серии 1, 3 и 4) образуются вмя-
тины на боковых поверхностях, направленные под углом к продольной оси (рис.2а).
На длинных оболочках (серии 2 и 5) вмятины на боковых поверхностях отсутствуют.
Таким образом, для длинных оболочек на закритической стадии деформирования ре-
ализуется "изгибная"форма с локальной вмятиной в зоне максимальных сжимающих
продольных напряжений. Для коротких оболочек после достижения критической на-
грузки сначала происходит выпучивание по "изгибной"форме, а затем реализуется
"сдвиговая"форма выпучивания в зоне максимальных (по окружности) касательных
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Рис. 3. Зависимость прогиба свободного торца образцов от поперечной силы: сплошные линии
- для образцов с сыпучим материалом, пунктирные линии - для пустых образцов, 1 - образцы
первой серии(h/R = 0, 003, L/R = 4, 12), 2 - образцы второй серии (h/R = 0, 003, L/R = 8, 24)

напряжений. Аналогичные результаты исследования формы потери устойчивости ци-
линдрических консольно закрепленных оболочек при изгибе поперечной силой по-
лучены в [13] на основе компьютерного моделирования. Как показали результаты
проведенных экспериментов, сыпучий заполнитель практически не влияет на форму
потери устойчивости оболочек.

Сопоставление экспериментальных и теоретических данных. Результаты испыта-
ний пустых образцов сравнивались с результатами расчетов критического изгибаю-
щего момента для тонкостенной цилиндрической трубы по формуле, представленной
в работах [1,5,29]:

Mnum
cr ≈ E ·R · h2

√
1− ν2

(2)

где E – модуль упругости материала оболочки; ν – коэффициент Пуассона. В табли-
це 2 приведены вычисленные по формуле (2) значения Mnum

cr и их расхождение δ с
результатами проведенных испытаний M exp

cr .

δ = (Mnum
cr −M exp

cr )× 100/M exp
cr (3)

Из таблицы 2 видно, что формула (2) в рассмотренных вариантах изгиба консоль-
но закрепленной цилиндрической оболочки завышает значение критического изгиба-
ющего момента, что соответствует результатам экспериментальных исследований [5].
Расхождение δ результатов расчетов и экспериментов существенно зависит от разме-
ров образца: с увеличением h/R и L/R этот параметр также увеличивается. Следует
отметить, что с увеличением h/R влияние L/R на точность формулы (2) опреде-
ления Mnum

cr уменьшается. Сыпучий материал ПЖ-5 создает давление на внутрен-
нюю поверхность, препятствующее образованию вмятин. Как видно из табл. 2 для
заполненных порошком на 90% образцов критическая поперечная сила Fcr возросла
на (12, 3 ÷ 40, 5%. Измеренные продольные и окружные деформации в зоне потери
устойчивости позволили посчитать осевое критическое напряжение σcr. Например,
для пустых образцов первой серии σcr = (45÷ 60) МПа . Максимальное критическое
напряжение, подсчитанное по формуле из [13]:
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σmax
cr =

Fcr · L
π · h ·R2

(4)

равно 61 МПа. Критическое напряжение, посчитанное по балочной теории изгиба и
полученное в эксперименте, почти совпадают. Однако, по балочной теории изгиба
нельзя определить критическое состояние. В работе [30] приводится эмпирическая
формула определения критического продольного напряжения для пустых оболочек
следующего вида:

σcr =
0, 35 · E

(1− µ2)5/8
· ( h
R

)5/4 · L
R

(5)

Согласно этой формуле для образцов первой серии σcr равно 75,3 МПа. Этот ре-
зультат отличается от полученного нами в проведенных экспериментах критического
напряжения на 25,3 %.

Заключение 1. Результаты экспериментов показывают, что для всех рассмотренных
образцов сыпучий заполнитель слабо влияет на форму потери устойчивости, но увели-
чивает критическую нагрузку. Поэтому при проектировании цистерн теоретический
анализ их устойчивости можно выполнять без учета загружаемого сыпучего материа-
ла, что упрощает постановку задачи и сокращает затраты вычислительных ресурсов.
2. С увеличением длины образца критическая поперечная нагрузка уменьшается, а с
увеличением отношения h/R критическая нагрузка увеличивается. 3. Приближенная
формула (2) завышает значение критического изгибающего момента. С увеличени-
ем h/R и L/R оболочки погрешность этой формулы возрастает. 4. Для уточнения
теоретической оценки критической нагрузки, а также исследования формы потери
устойчивости и закритического деформирования оболочки необходимо численное ре-
шения задачи в трехмерной, геометрически и физически нелинейной постановке с
привлечением современных программных комплексов.
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EXPERIMENTAL STUDY OF THE INFLUENCE OF THE GEOMETRIC
PARAMETERS ON THE STABILITY OF THIN-WALL CYLINDRICAL SHELLS

COMPLETED BY LOOSE MATERIAL, WITH THE CROSSING OF THE
TRANSVERSE STRING

I.N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Kazan Branch of the Russian State University of Justice, Kazan, Russia

Abstract. The influence of geometric parameters and loose filler on the form of loss of stability of
thin-walled cylindrical shells and the critical value of the transverse load during bending are studied
experimentally. The test samples are made of aluminum alloys. One end of the shell is rigidly fixed,
and the other end is applied vertically directed force. Empty and filled to 90 % by volume bulk
shell material were investigated. As an aggregate, iron powder PZh-5 was used. In each series of
experiments, 5-10 samples were tested. After the statistical processing of the experimental data,
graphs of the dependence of the displacements of the loaded end of the shell on the applied force
are plotted. The critical load was determined by the inflection point method, according to which
the load is considered critical if its subsequent small increment leads to a sharp increase in the
deflection of the shell. It is established that the filling of bulk material with 90 % creates, under
the bending of the shell, pressure on its internal surface, which prevents the formation of local
dents and increases the value of the critical load. The experimental values of the critical bending
moment for empty shells are compared with the results of an analytical solution of other authors,
which does not take into account the effect of length on the stability of the shell. It is shown
that the analytical solution in this case gives an overestimated value of the bending moment. The
discrepancy between the results of calculations and experiments on this parameter can reach 80 %.
The refinement of the theoretical results requires the solution of the problem in three-dimensional,
geometrically and physically nonlinear formulation involving numerical methods and implementing
program complexes.

Keywords: cylindrical shell, aggregate, stability, plastic deformation, experiment.
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ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ДИСКЕ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Рассматривается упруговязкопластическое деформирование вращающегося
тонкого диска в условиях плоского напряженного состояния. Деформации в диске принима-
ются малыми и аддитивно раскладываются на упругие и вязкопластические составляющие.
Напряжения определяются упругими деформациями с помощью закона Гука. В качестве
условия пластичности используется обобщение условия Мизеса, учитывающее вязкость ма-
териала. Определяющая система дифференциальных уравнений решается с помощью метода
конечных разностей. Полученные результаты численных расчетов проиллюстрированы с по-
мощью графиков.

Ключевые слова: вязкость, пластичность, вращающийся диск, метод конечных разностей

УДК: 539.374

Введение. Расчет упругопластического состояния вращающихся дисков представ-
ляет значительный теоретический интерес и имеет широкое практическое примене-
ние. Для решения данного класса задач обычно используется теория малых упруго-
пластических деформаций вместе с условием пластичности Треска. В первых рабо-
тах, например [1], рассматривалось идеальное пластическое течение в сплошном дис-
ке. Течение начинается в центре диска, где напряжения удовлетворяют неравенству
σϕϕ = σrr > σzz, что позволяет получить распределение напряжений в пластической
области напрямую из уравнения равновесия без рассмотрения перемещений. Однако,
Гамер в [2] показал, что поле перемещений при использовании данного подхода ока-
зывается разрывным на упругопластической границе. Годом спустя [3] Гамер привел
корректное решение упругопластической задачи во вращающемся диске. При дости-
жении критической скорости вращения в центре диска возникают две области пласти-
ческого течения, внутренняя соответствует условию Треска в виде σϕϕ = σrr > σzz,
а внешняя — σϕϕ > σrr > σzz. С увеличением скорости вращения обе области од-
новременно продвигаются в сторону внешней границы диска. Аналогичная задача
для вращающегося кольцевого диска и сплошного цилиндра также решена Гамером
[4, 5]. В цикле работ Гювена [6–9] исследуется упругопластическое деформирование
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кольцевых дисков переменной толщины. Гювеном [10] также решена задача для вра-
щающегося диска с жестким включением. В работе [11] упругопластическая задача
для сплошного и кольцевого диска решается с помощью условия пластичности Мизеса
и приведено сравнение с условием Треска. Установлено, что при одинаковой скорости
вращения условие Треска предсказывает бо́льшую область пластического течения,
при этом скорость, при которой диск полностью переходит в состояние пластичности
для условия Мизеса оказывается выше. Статья [12] посвящена исследованию упру-
гопластического деформирования в анизотропном диске. В работах [13, 14] рассмат-
ривается условие пластичности Друкера-Прагера, в которое, как известно, входит за-
висимость от среднего напряжения. Показано, что распределение напряжений в этом
случае может значительно отличаться от условий Треска и Мизеса.

При высоких температурах на пластическое поведение металлов существенное вли-
яние оказывает скорость приложения нагрузки. В отличие от исследования упруго-
пластических и вязкоупругих деформаций, теме упруговязкопластического деформи-
рования вращающихся дисков и цилиндров посвящено относительно небольшое число
работ, среди которых можно отметить [15, 16]. В настоящей работе вязкопластическое
течение во вращающемся диске исследуется с помощью обобщения условия Мизеса,
которое учитывает эффект вязкости материала.
Постановка задачи. Рассмотрим тонкий диск с внутренним и внешним радиусом

a и b соответственно. Диск вращается вокруг собственной оси с угловой скоростью
ω(t). Введем цилиндрическую систему координат r, ϕ, z. Предполагаем, что имеет
место осевая симметрия и плоское напряженное состояние (σzz = 0). Для удобства
перейдем к безразмерной радиальной координате:

β = r/b, δ = a/b, δ ≤ β ≤ 1.

Вектор перемещений имеет две ненулевые компоненты: ur и uz. В дальнейшем ком-
поненту ur будем обозначать кратко u. Считаем, что полные деформации представ-
ляют собой сумму упругих eij и пластических деформаций pij :

err + prr =
∂u

∂β
, eϕϕ + pϕϕ =

u

β
, ezz + pzz =

∂uz
∂z

. (1)

Напряжения (в безразмерном виде) связаны с упругими деформациями законом
Гука:

σrr =
E

σy

1

(1− ν2)
(err + νeϕϕ) ;

σϕϕ =
E

σy

1

(1− ν2)
(νerr + eϕϕ) .

(2)

где E — Модуль Юнга, σy — предел текучести, ν — коэффициент Пуассона.
Уравнение равновесия в диске имеет вид:

∂σrr
∂β

+
σrr − σϕϕ

β
= −Ωβ,Ω =

ρb2ω2

σy
. (3)

Используя соотношения (1) и (3) запишем уравнение равновесия через перемещения
и пластические деформации:

∂2u

∂β2
+

1

β

∂u

∂β
− u

β2
= −σy

E

(
1− ν2

)
Ωβ +

∂prr
∂β

+ ν
∂pϕϕ
∂β

+ (1− ν)

(
prr − pϕϕ

β

)
. (4)
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Скорости пластических деформаций εpij определяются ассоциированным законом
пластического течения:

εpij =
∂pij
∂t

= λ
∂Φ

∂σij
, (5)

где λ — положительный множитель, Φ — пластический потенциал.
В качестве условия текучести воспользуемся модификацией условия Мизеса на слу-

чай вязкопластического течения:

Φ
(
σij , ε

p
ij

)
=

(
sij −

η

σy
εpij

)(
sji −

η

σy
εpij

)
=

2

3
,

sij = σij −
1

3
σkkδij ; ε

p
ij = εpij −

1

3
εpkkδij ,

где η — вязкость, sij — компоненты девиатора тензора напряжений, εpij — компоненты
девиатора тензора скоростей пластических деформаций.

Заметим, что при η = 0 используемое условие сводится к классическому условию
Мизеса для идеальной пластичности.

Преобразуем условие текучести к виду:(
σrr − σϕϕ − Z

(
εprr − εpϕϕ

))2
+
(
σϕϕ − σzz − Z

(
εpϕϕ − εpzz

))2
+

+(σzz − σrr − Z (εpzz − εprr))
2 = 2, (6)

где Z = η/σy.
С помощью ассоциированного закона найдем выражения для скоростей пластиче-

ских деформаций:

εprr =
λ

(1 + 3λη)
(2σrr − σϕϕ) ,

εpϕϕ =
λ

(1 + 3λη)
(2σϕϕ − σrr) ,

εpzz = − λ

(1 + 3λη)
(σrr + σϕϕ) .

Подставим найденные выражения обратно в условие пластичности, найдем оттуда
неизвестный множитель λ

(1+3λη) , а также перейдем к безразмерной координате τ , в
результате получим:

∂prr
∂τ

=
1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(2σrr − σϕϕ) ,

∂pϕϕ
∂τ

=
1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(2σϕϕ − σrr) ,

∂pzz
∂τ

= −1

3
X

(
1− 1√

σrr2 − σrrσϕϕ + σϕϕ2

)
(σrr + σϕϕ) ,

τ =
t

T
,X =

σyT

η
,

(7)

где T — продолжительность процесса.
Также для удобства введем величину: Σ̄ = Σ/

√
2.
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Начальные напряжения и деформации в диске отсутствуют. Граничные условия:

σrr(δ) = 0, σrr(1) = 0. (8)

При определенной скорости вращения Ωp на внутренней поверхности диска начи-
нается вязкопластическое течение. Скорость вращения Ωp можно найти из упругого
решения (при pij = 0) уравнения (4). Получим:

Ωp =
4

3 + ν + δ2 (1− ν)
(9)

При скорости вращения Ω ≥ Ωp диск состоит из внутренней области пластиче-
ского течения и внешней области чисто упругого деформирования. При критической
скорости вращения Ωfp диск полностью переходит в пластическое состояние.

Для решения уравнения (4) с учетом (7) и граничных условий (8) используется ме-
тод конечных разностей. Для проведения численных расчетов использовалась сетка,
состоящая из 1000 узлов и 2500 шагов по времени.

Вращение диска происходит по закону (рис. 1):

Ω (τ) =

{
(Ωmax+Ωp)

2 + (Ωmax − Ωp) sin
(
2πτ − π

2

)
, 0 ≤ τ ≤ 1

2 .

Ωmax , 1
2 < τ ≤ 1.

где Ωmax — максимальная скорость вращения диска.

Рис. 1. Зависимость скорости вращения от времени.

Результаты. При проведении численных расчетов использовались следующие
значения параметров: соотношение между внутренним и внешним радиусом диска:
δ = 0.2. Предел текучести: σy = 2.5 · 108 Па. Модуль Юнга: E = 2.1 · 1011 Па. Пре-
дел текучести (безразмерный): σy/E ∼= 0.00119. Коэффициент Пуассона: ν = 0.3.
X =

σyT
η = 0.1. Ωmax = 2.5 · Ωp.

На рис. 2 представлен график движения упругопластической границы. Положение
границы β = 1 соответствует случаю, когда пластическое течение имеет место во всем
диске. Видим, что при заданных параметрах диск полностью переходит в пластиче-
ское состояние примерно к середине процесса.

Перемещения u в диске представлены на рис. 3a. Следует отметить, что в начале
процесса максимум перемещений имеет место на внешней границе диска, а в конце
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— на внутренней. На рис. 3b показано эквивалентное напряжение по Мизесу Σ̄. При
этом значение Σ̄ < 1 говорит о том, что пластическое течение в данной точке еще не
началось. После перехода в состояние полной пластичности и при постоянной скоро-
сти вращения напряжения в диске постепенно стабилизируется и далее пластическое
деформирование происходит с постоянной скоростью.

Графики напряжений σrr и σϕϕ и пластических деформаций prr и pϕϕ изображены
на рис. 4 и 5. Видим, что качественная картина тангенциальных напряжений суще-
ственно меняется со временем (рис. 4b), в то время как характер радиальных напря-
жений остается постоянным (рис. 4a). Максимальное значение пластических дефор-
маций достигается на внутренней поверхности диска (рис. 5).

Рис. 2. Движение упругопластической границы в диске.

(a) (b)

Рис. 3. Перемещения в диске u (a) и напряжения по Мизесу Σ̄ (b).
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(a) (b)

Рис. 4. Напряжения в диске σrr (a) и σϕϕ (b).

(a) (b)

Рис. 5. Пластические деформации в диске prr (a), pϕϕ (b).
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[7] Güven U. Elastic-plastic stresses in a rotating annular disk of variable thickness and
variable density // International Journal of Mechanical Sciences. 1992. № 2 (34). P. 133–
138.
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VISCOPLASTIC FLOW IN THE ROTATING DISK

Institute of Machinery and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. Elastoviscoplastic deforming of rotating thin disk under plane stress state is considered.
Strains in the disk are assumed to be small and additively split up into elastic and viscplastic parts.
Stresses are determined by elastic strains using Hooke’s law. Generalized Mises criteria considering
viscosity of material is used. System of differential equations is solved by finite difference method.
Obtained results of numerical computations are illustrated by figures.

Keywords: viscocity, plasticity, rotating disk, finite difference method
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НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ ПЛАСТИН ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ
МАТЕРИАЛОВ
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Аннотация. Рассмотрено упругое поведение ортотропной пластины, моделирующей ламини-
рованный композит, при нагружении её в плоскости, образованной двумя осями анизотропии
материала. Использованы определяющие соотношения, учитывающие нелинейную зависи-
мость деформаций от напряжений. Получены зависимости компонент тензора деформаций
от угла ориентации главных осей анизотропии в плоскости пластины. Проведено сравнение с
известными решениями и экспериментальными данными.

Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, анизотропные материалы, пла-
стины, композиты

УДК: 539.3

Структура большого числа естественных и искусственных материалов обладает
элементами симметрии, которые во многом определяют их физические свойства. В
настоящее время широкое распространение получили композиционные материалы,
обладающие существенной анизотропией свойств. Для расчёта и проектирования кон-
струкций из композитных материалов общепринятыми являются модели двух уров-
ней: микроскопического и феноменологического. Модели первого типа содержат эле-
менты структурного анализа и основаны на представлении материала в виде упоря-
доченно или случайно расположенных в изотропной среде армирующих элементов.
Такие модели рассматривались в работах [2, 6, 8]. Модели второго типа основаны
на замене гетерогенного материала условной однородной анизотропной средой, эф-
фективные свойства которой определяются на основе теории осреднения процессов
в периодических [1, 6, 7] и непериодических [3] средах. Именно такого типа модель
положена в основу методики расчёта анизотропных оболочек вращения в книге [5].
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В современной технике широко применяются элементы конструкций в виде пла-
стин, которые изготавливаются из композиционных материалов путём укладки слоёв
(волокон) под разными углами к границе пластины. Такие слои, как правило, имеют
существенно различные упругие свойства во взаимно-перпендикулярных направлени-
ях (вдоль волокон и поперёк волокон). Материал пластины, полученной из нескольких
слоёв, оказывается анизотропным.

Рассмотрим квадратную ортотропную пластину, у которой одна ось анизотропии a3

перпендикулярна плоскости, а две другие a1, a2 образуют угол ϕ со сторонами пла-
стины (рис. 1). Направим оси Ox, Oy декартовой системы координат вдоль сторон
пластины и рассмотрим одноосное растяжение пластины, заданное тензором напря-
жений S = te1e1.

Рис. 1. Ориентация главных осей анизотропии пластины
Для описания деформированного состояния используем тензор деформаций Коши–

Грина εεε. Тензору εεε поставим в соответствие его векторный образ

e = eαiα, α = 0, 1, 2, 3, 4, 5

в шестимерном декартовом пространстве с ортонормированным базисом iα. При про-
извольном ортогональном преобразовании векторных образов в шестимерном про-
странстве (вращении или отражении) длина векторных образов тензоров деформаций
не изменяется, то есть сохраняет своё значение квадратичный инвариант, определя-
емый свёрткой e2 = e · e = εεε · ·εεε. Аналогично определяется вектор напряжений σσσ,
который является образом тензора напряжений S.

Для описания механического отклика пластины на приложенное напряжение ис-
пользуем определяющие соотношения нелинейной теории упругости в виде

e =

(
c +

m−1∑
α=0

cα (iασσσ + σσσiα + (σσσ · iα) i)

)
· σσσ, (1)

предложенные в работе [9]. В этих соотношениях в общем случае e — вектор деформа-
ций в шестимерном пространстве, σσσ — вектор напряжений в шестимерном простран-
стве, c, cα — константы материала,m — число линейных инвариантов для какого-либо
материала, i — единичный тензор, σα = σσσ · iα — линейные инварианты вектора напря-
жений, t2(γ) = σσσ ·ΥΥΥγ · σσσ — квадратичные инварианты вектора напряжений, которые
определяются через базисные тензоры квадратичных инвариантных подпространств
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ΥΥΥγ [4], σσσ(γ) = σσσ · ΩΩΩγ — проекция вектора напряжений в собственное подпростран-
ство ΩΩΩγ . Для большинства материалов тензоры ΥΥΥγ совпадают с базисными тензорами
неодномерных собственных подпространств ΩΩΩγ . Линейные и квадратичные инвариан-
ты вектора деформаций определяются аналогично.

При плоском напряжённом состоянии компоненты тензора S связаны с компонен-
тами вектора напряжений σσσ соотношениями [4]

S11 =
√

2σ2, S22 =
√

3σ0 −
√

2σ2. (2)
Обратные соотношения имеют вид

σ0 =
1√
3

(S11 + S22), σ1 = − 1√
6

(S11 + S22) = − 1√
2
σ0,

σ2 =
1√
2

(S11 − S22), σ3 =
√

2S12. (3)

Компоненты тензора εεε связаны с компонентами вектора деформаций e соотноше-
ниями

ε11 =
1√
3
e0 −

1√
6
e1 +

1√
2
e2, ε22 =

1√
3
e0 −

1√
6
e1 −

1√
2
e2,

ε33 =
1√
3
e0 +

√
2

3
e1, ε12 =

1√
2
e3. (4)

В соотношениях (2)–(4) компоненты тензоров Sij , εij отнесены к главным осям
анизотропии материала.

Ортотропный материал имеет три линейных инварианта

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33), e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22), e2 =
1√
2

(ε11 − ε22)

и три квадратичных инварианта [4]

s2
(1) = e2

3, s2
(2) = e2

4, s2
(3) = e2

5

или

s2
(1) = ε2

12, s2
(2) = ε2

23, s2
(3) = ε2

31.

Тензор упругих постоянных c для ортотропного материала имеет вид [4]

c = c00i00 + 2c01i01 + 2c02i02 + c11i11 + 2c12i12 + c22i22 + c33i33 + c44i44 + c55i55,

где iαβ — базисные тензоры второго ранга в шестимерном пространстве. В связи с
этим определяющие соотношения (1) для ортотропного материала принимают форму

e =
(
c00σ0 + c01σ1 + c02σ2 + c0(σ2 + 2σ2

0) + 2c1σ1σ0 + 2c2σ2σ0

)
i0+

+
(
c01σ0 + c11σ1 + c12σ2 + c1(σ2 + 2σ2

1) + 2c0σ0σ1 + 2c2σ2σ1

)
i1+

+
(
c02σ0 + c12σ1 + c22σ2 + c2(σ2 + 2σ2

2) + 2c0σ0σ2 + 2c1σ1σ2

)
i2 + c33σ3i3,
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где σ2 = σ2
0 + σ2

1 + σ2
2 + σ2

3. Учитывая соотношения (3), преобразуем выражение σ2 =
= 3

2σ
2
0 + σ2

2 + σ2
3 = S2

11 + S2
22 + 2S2

12. Тогда компоненты вектора деформаций примут
вид

e0 = c00σ0 + c01σ1 + c02σ2 + c0

(
7

2
σ2

0 + σ2
2 + σ2

3

)
−
√

2c1σ
2
0 + 2c2σ0σ2,

e1 = c01σ0 + c11σ1 + c12σ2 −
√

2c0σ
2
0 + c1

(
5

2
σ2

0 + σ2
2 + σ2

3

)
−
√

2c2σ0σ2, (5)

e2 = c02σ0 + c12σ1 + c22σ2 + 2c0σ0σ2 −
√

2c1σ0σ2 + c2

(
3

2
σ2

0 + 3σ2
2 + σ2

3

)
, e3 = c33σ3.

Используя выражения (2)–(4), запишем связь между компонентами тензора дефор-
маций и компонентами тензора напряжений в главных осях анизотропии a1, a2, a3:

ε11 = A11S11 +A12S22 + α1

(
3S2

11 + S2
22 + 2S2

12

)
+ 2α2S11S22,

ε22 = A12S11 +A22S22 + α2

(
S2

11 + 3S2
22 + 2S2

12

)
+ 2α1S11S22, (6)

ε33 = A13S11 +A23S22 + α3

(
S2

11 + S2
22 + 2S2

12

)
, ε12 = c33S12,

где

A11 =
1

3
c00 −

√
2

3
c01 +

2√
6
c02 +

1

6
c11 −

1√
3
c12 +

1

2
c22,

A12 =
1

3
c00 −

√
2

3
c01 +

1

6
c11 −

1

2
c22,

A22 =
1

3
c00 −

√
2

3
c01 −

2√
6
c02 +

1

6
c11 +

1√
3
c12 +

1

2
c22,

α1 =
c0√

3
− c1√

6
+

c2√
2
, α2 =

c0√
3
− c1√

6
− c2√

2
, α3 =

c0 +
√

2c1√
3

.

Связь между деформациями и напряжениями (6) записана в главных осях анизо-
тропии a1, a2, a3.

Для определения компонент тензора деформаций в декартовой системе координат
Oxy необходимо выполнить переход от базиса главных осей анизотропии a1, a2, a3 к
базису e1, e2, e3. Компоненты тензора напряжений в базисе a1, a2, a3 имеют вид

S11 = t cos2 ϕ, S22 = t sin2 ϕ, S12 =
1

2
t sin 2ϕ. (7)

Компоненты тензора деформаций в базисе e1, e2, e3 имеют вид

εxx = ε11 cos2 ϕ+ ε12 sin 2ϕ+ ε22 sin2 ϕ,

εyy = ε11 sin2 ϕ− ε12 sin 2ϕ+ ε22 cos2 ϕ, (8)

εxy = ε12 cos 2ϕ+
1

2
(ε22 − ε11) sin 2ϕ.
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Зависимость деформаций пластины от величины приложенных напряжений t и уг-
ла ϕ ориентации главных осей анизотропии материала относительно сторон пластины
определяется формулами (8), (6), (7).

На рисунках 2, 3 приведены графики зависимостей напряжения t от продольных
εxx и поперечных εyy деформаций пластины при различных значениях угла ϕ.

а б в

Рис. 2. Зависимости напряжений от продольных (εxx) и поперечных (εyy)
деформаций при растяжении: а) ϕ = 0; б) ϕ = π

8 ; в) ϕ = π
4

а б в

Рис. 3. Зависимости напряжений от продольных (εxx) и поперечных (εyy)
деформаций при сжатии: а) ϕ = 0; б) ϕ = π

8 ; в) ϕ = π
4

Графики на рисунках 2, 3 показывают, что использование определяющих соотноше-
ний в виде (1) позволяет описать нелинейную зависимость напряжений от деформа-
ций в анизотропном материале, а также зависимость напряжённо-деформированного
состояния от ориентации приложенной нагрузки относительно направлений главных
осей анизотропии материала.

В статье [10] приведены экспериментальные и теоретические кривые зависимостей
напряжений от продольных и поперечных деформаций образца из ламинированно-
го композита при растяжении и сжатии под различными углами к волокнам. Рас-
смотренная в настоящей работе модель (1) может быть использована для описания
поведения материала при одноосном нагружении, поэтому такие экспериментальные
данные можно использовать для идентификации параметров модели c0, c1, c2, отвеча-
ющих за описание нелинейно-упругого поведения анизотропного материала. Анализ
результатов, приведённых на рисунке 2, позволяет отметить, что полученные кривые
качественно описывают известные экспериментальные данные при различных углах
ориентации осей анизотропии. Модель, предложенная в работе [10] и основанная на
использовании нелинейных соотношений для сдвигов, не описывает нелинейный ха-
рактер зависимости напряжений от продольных и поперечных деформаций при рас-
тяжении (сжатии) вдоль осей анизотропии.
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M. Yu. Sokolova, D. V. Khristich, V. V. Rudakov

A NONLINEAR MODEL OF PLATES MADE OF COMPOSITE MATERIALS

Tula State University, Tula, Russia

Abstract. An elastic behavior of an orthotropic plate, which simulates a laminated composite, at
loading in its plane, formed by two axes of anisotropy of the material, is considered. Constitutive
relations, taking into account nonlinear strain-stress dependence, are used. Strain components
dependences on the angle of orientation of main anisotropy axes in the plane of the plate are
obtained. The comparison of received solution and both known ones and experimental data is
carried out.

Keywords: nonlinear constitutive relations, anisotropic materials, plates, composites.
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Аннотация. Приводятся результаты экспериментального исследования деформирования и
потери устойчивости заполненных сыпучим материалом замкнутых цилиндрических оболо-
чек. Анализируется влияние продольного ребра жесткости на упругопластическое выпучи-
вание оболочки. Показано, что способ крепления ребра жесткости существенно влияет на
величину критической нагрузки и закритическое деформирование оболочки.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, сыпучий заполнитель, подкрепление, упруго-
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Цель настоящей работы - экспериментальное исследование влияния продольного
ребра жесткости на величину критической нагрузки и закритическое формоизмене-
ние замкнутой цилиндрической оболочки с заполнителем при поперечном изгибе для
верификации вычислительной модели больше габаритной емкости для транспорти-
ровки сыпучих материалов [13], основанной на методе конечных элементов и явной
схеме интегрирования по времени типа "крест"[14] - [16]. Экспериментальная уста-
новка и методика испытаний. Экспериментальная установка представлена на рис.1 и
включает в себя: домкрат (1), динамометр (2), нагружающее устройство (3), испытуе-
мый образец (4) и индикатор часового типа (5). В соответствии с теорией подобия [17]
и расчетами по балочной схеме [18] в качестве испытуемых образцов для верифика-
ции вычислительной модели [13] были выбраны стальные (Ст3) тонкостенные трубы
с наружным диаметром D = 160 мм, толщиной стенки h=0,75 мм, длиной 2500 мм.
Внутрь трубы равномерно загружается речной песок массой m=60 кг. Труба с пес-
ком устанавливается по торцам на две шарнирные опоры. Расстояние между опорами
L = 2400 мм. Поскольку труба под действием весовой нагрузки в этом случае не те-
ряет устойчивость, к ней прикладывается дополнительные поперечные силы, которые
создаются домкратом (отмечен цифрой 1 на рис.1) и передаются на оболочку через
нагружающее устройство (3).
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Рис. 1. Экспериментальная установка: 1 - домкрат, 2 - динамометр, 3 - нагружающее устрой-
ство, 4 - образец, 5 - индикатор часового типа.

Экспериментальное исследование поперечного изгиба замкнутой цилиндрической
оболочки, заполненной песком, производится по следующей программе [19], [20]. По-
сле установки на опоры образец нагружается поперечным силами F , величина кото-
рых увеличивается с шагом ∆F = 0, 5 кН. По мере приближения к критическому
значению ∆F уменьшается до 0,1 кН. На каждом шаге нагружения выполняются
следующие операции: 1. индикатором часового типа ИЧ-10 замеряется прогиб на се-
редине длины оболочки; 2. с помощью прямоугольной рамки с двумя индикаторами
часового типа замеряются диаметры в горизонтальном и вертикальном направлении;
3. двумя тензодатчиками в продольном и окружном направлениях определяются де-
формации на середине длины образца в верхней и нижней точках; 4. осуществляется
фотосъемка гофрообразования. Критическая нагрузка определялась методом точки
перегиба [4], [13]. Согласно этому методу анализируется зависимость нагрузка - про-
гиб оболочки. Нагрузка считается критической, если ее последующее малое прираще-
ние приводит к резкому увеличению прогиба оболочки. Проведены 3 серии испыта-
ний, в которых рассматривались: а) гладкая цилиндрическая оболочка, б) оболочка,
усиленная продольным ребром жесткости, прикрепленным болтами через 100 мм, в)
оболочка, соединенная с продольным ребром жесткости сплошным сварным швом
в предполагаемой зоне потери устойчивости и прерывистым швом с шагом 100 мм
вне этой зоны. Ребра жесткости выполнялись из стальных (Ст3сп ГОСТ 8509-93)
уголков 25х25х4 мм. Ребро закрепляли двумя полочками на нагружаемой наружной
поверхности образца. Длина ребра жесткости равнялась длине образца. В каждой се-
рии испытывалось по 5 образцов. Результаты экспериментов. Результаты измерений,
полученные после статистической обработки экспериментальных данных [21], приве-
дены в таблице 1, где Fкрит – критическая нагрузка, Uкрит - прогиб в нижней точке
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Номер Испытуемый образец Fкрит, кН Uкрит, мм
1 гладкая оболочка 4,9 9,9
2 ребро жесткости прикреплено к оболочке болтами 5,0 7,6
3 ребро жесткости соединено с оболочкой сваркой 12,2 15,3

Таблица 3.

оболочки в ее среднем поперечном сечении, соответствующий критической нагрузке.
На рис.2-4 изображены фотографии зон потери устойчивости гладкой оболочки, обо-
лочки с ребром жесткости, прикрепленном болтами и сваркой, соответственно. Для
этих же образцов на рис.5 приведены графики зависимости прогиба U в центре ниж-
ней поверхности оболочки от нагружающей силы F .

Анализ результатов экспериментов для гладкой оболочки показывает следующее.
При смещении нагружающего устройства, примерно, на 10 мм в средней части на-
гружаемой поверхности цилиндрической оболочки образуется локальная поперечная
вмятина. При дальнейшем нагружении длина вмятины увеличивается в окружном на-
правлении, пока не достигнет, приблизительно, половины диаметра оболочки, после
чего ее развитие прекращается. Последующее смещение нагружающего устройства
приводит к расширению зоны потери устойчивости оболочки в окружном направле-
нии за счет образования новых вмятин, расположенных в шахматном порядке отно-
сительно первой. На момент окончания нагружения на оболочке образовалось 5 гофр
длиной 70-80 мм в окружном направлении (рис. 2).

Рис. 2. Образец без подкрепления (фрагмент центральной части оболочки после потери устой-
чивости)

Потеря устойчивости образцов подкрепленных при помощи болтов уголком про-
исходит следующим образом. Сначала в оболочке между закреплениями образуют-
ся гофры в верхней части оболочки (рис.3). При последующем увеличении нагрузки
происходит общая потеря устойчивости конструкции с захватом подкрепляющего эле-
мента (уголка). Критическая нагрузка при таком креплении ребра жесткости прак-
тически не меняется (рис.5), но прогиб оболочки, при котором происходит потеря
устойчивости, уменьшается, примерно, на 40 %.
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Рис. 3. Форма потери устойчивости образца, усиленного уголком 25х25х4 мм (крепление бол-
тами через 100 мм)

Если уголок приварен к оболочке, критическая нагрузка увеличивается в 2,5 ра-
за и оболочка не испытывает больших формоизменений в рассмотренном диапазоне
нагружения (рис.4).

Рис. 4. Образец, усиленный уголком 25х25х4 мм (крепление сваркой) после потери устойчи-
вости/

Рис. 5. Зависимость прогиба оболочки от нагрузки: 1 - гладкая оболочка, 2 - ребро жесткости
прикреплено к оболочке болтами, 3 - ребро жесткости прикреплено к оболочке сваркой.
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Заключение. Проведены экспериментальные исследования потери устойчивости и
последующего упругопластического деформирования гладких и подкрепленных ци-
линдрических оболочек, заполненных песком. В ходе экспериментов регистрирова-
лись формоизменение оболочки, прогиб в характерных точках, значение изгибающей
нагрузки. Показано, что условия крепления продольных ребер жесткости существенно
влияют на величину критической силы и закритическое деформирование цилиндри-
ческой оболочки. Полученные экспериментальные данные могут быть использованы
для верификации вычислительной модели большегрузной емкости для автомобильной
транспортировки сыпучих грузов [13].
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF THE ELASTIC PLASTIC EXPANSION
OF CIRCLIN LINES WITH COLLECTOR UNDER ACTION OF CROSS-SIDED

FORCES
Research Institute of Mechanics, N.I. Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Nizhny

Novgorod, Russia

I.N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. The results of an experimental study of deformation and loss of stability of closed
cylindrical shells filled with loose material are presented. The effect of the longitudinal stiffener
on elastoplastic buckling of the shell is analyzed. It is shown that the method of fastening the
stiffener significantly affects the magnitude of the critical load and the supercritical deformation
of the shell.
Keywords: cylindrical shell, loose filler, reinforcement, elastoplastic bending, stability, critical
load, experiment.

REFERENCES

Bazhenov Valentin Georgievich
e-mail: bazhenov@mech.unn.ru, Doctor of Physics and Mathematics, Professor, Chief Researcher,
Research Institute of Mechanics, N.I. Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Nizhny
Novgorod, Russia.
Kibets Alexander Ivanovich



114 В. Г. БАЖЕНОВ, А. И. КИБЕЦ, М. В. ПЕТРОВ, Т. Г. ФЕДОРОВА, Е. Г. ГОНИК

[1] Vol’mir A. S. Ustojchivost’ deformiruemyh sistem. M. : Nauka, 1967. 984 s. (in
Russian)

[2] Alfutov N. A. Osnovy rascheta na ustojchivost’ uprugih sistem. M. : Mashinostroenie,
1978. 312 s. (in Russian)

[3] Grigolyuk EH. I., Kabanov V. V. Ustojchivost’ obolochek. M. : Nauka, 1978. 360 s.
(in Russian)

[4] Abrosimov N. A., Bazhenov V. G. Nelinejnye zadachi dinamiki kompozitnyh
konstrukcij: Monografiya. N. Novgorod : Izd-vo NNGU, 2002. 400 s. (in Russian)

[5] Simitsen G. J. Buckling and Postbuckling of Imperfect Cylindrical Shell: A review
// Applied Mechanics Reviews. 1986. V. 39. № 10. Pr. 1517–1524.

[6] Terebushko O. I. Ustojchivost’ i zakriticheskie deformacii obolochek, podkreplennyh
redko rasstavlennymi rebrami // Raschet prostranstven. konstrukcij. M. : Strojizdat, 1964.
Vyp. 9. S. 131 – 160. (in Russian)

[7] Ryabov V. M. Ustojchivost’ podkreplennyh poperechnym naborom cilindricheskih
obolochek pri vneshnem davlenii i osevom szhatii // Raschet prostranstvennyh konstrukcij.
M. : Strojizdat, 1969. Vyp. 12. S. 156–167. (in Russian)

[8] Vybornov V. G., Konoplev I. G., Konoplev YU. G. EHksperimental’noe issledovanie
racional’nogo podkrepleniya cilindricheskih obolochek pri dejstvii lokal’nyh nagruzok //
Issledovaniya po teorii plastin i obolochek. 1975. Vyp. 11. S. 174–180. (in Russian)

[9] Terebushko O. I. O vliyanii parametrov podkrepleniya na dinamicheskuyu
ustojchivost’ cilindricheskoj obolochki // Prikladnaya mekhanika. 1977. T. 13. № 3. S. 10–
16. (in Russian)

[10] Kabanov V. V., ZHeleznov L. P., Fadeev V. T. Issledovanie prochnosti i ustojchivosti
podkreplennoj krugovoj cilindricheskoj obolochki pri neodnorodnom nagruzhenii // Izv.
VUZ Aviacionnaya tekhnika. 1990. № 2. S. 17–21. (in Russian)

[11] SHarypov D. V. Ustojchivost’ cilindricheskoj obolochki, podkreplyonnoj
shpangoutami // Vestnik SPbGU. 1998. № 4. S. 132–136. (in Russian)

[12] Postnov V. A., Tumashik G. A., Moskvina I.V. Ob ustojchivosti podkreplennoj
cilindricheskoj obolochki // Problemy prochnosti i plastichnosti. 2007. №69. S. 18—23. (in
Russian)

[13] Bazhenov V. G., Gonik E. G., Kibec A. I., Petrov M. V., Fedorova T. G.
Ustojchivost’ i zakriticheskoe povedenie bol’shegabaritnyh cistern dlya transportirovki
sypuchih gruzov // Problemy mashinostroeniya i nadezhnosti mashin. 2015. № 5. S. 34–40.
(in Russian)

e-mail: kibec@mech.unn.ru, Doctor of Physics and Mathematics, Professor, Chief Researcher,
Research Institute of Mechanics, N.I. Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Nizhny
Novgorod, Russia.
Petrov Mikhail Vasilyevich
e-mail: rimmapetrova20@gmail.com, Doctor of Technical Sciences, Associate Professor of
the Department of Building Structures, Professor of I.N. Ulyanov Chuvash State University,
Cheboksary, Russia.
Fedorova Tatyana Georgievna
e-mail: tanusha2884@mail.ru, Cand.Tech.Sci., the senior lecturer of faculty of building designs
I.N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia.
Gonik Ekaterina Grigoryevna
e-mail: katya.gonik@mail.ru, Senior Lecturer of the Department of Building Structures I.N.
Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia.



ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО ВЫПУЧИВАНИЯ 115

[14] Bazhenov V. G., Gonik E. G., Kibec A. I., SHoshin D. V. Ustojchivost’ i predel’nye
sostoyaniya uprugoplasticheskih sfericheskih obolochek pri staticheskih i dinamicheskih
nagruzheniyah // Prikladnaya mekhanika i tekhnicheskaya fizika. 2014. T. 55. № 1. S. 13–
22. (in Russian)

[15] Bazhenov V. G., Kibec A. I., Cvetkova I. N. CHislennoe modelirovanie
nestacionarnyh processov udarnogo vzaimodejstviya deformiruemyh ehlementov
konstrukcij // Problemy mashinostroeniya i nadezhnosti mashin. 1995. № 2. S. 20–
26. (in Russian)

[16] Bazhenov V. G., ZHestkov M. N., Zamyatin V. A., Kibec A. I. Matematicheskoe
modelirovanie razvitiya zaproektnoj avarii vnutri korpusa reaktora na bystryh nejtronah
// Vestnik PNIPU. Mekhanika. 2015. № 3. S. 5–14. (in Russian)

[17] Sedov L. I. Metody podobiya i razmernosti v mekhanike. – 8-e izd., pererab. M. :
Nauka, 1977. 440 s. (in Russian)

[18] Prochnost’. Ustojchivost’. Kolebaniya //Spravochnik v trekh tomah. Tom 3. Pod
red. I.A. Birgera i YA.G. Panovko. M. : Mashinostroenie, 1968. 567 s. (in Russian)

[19] Bazhenov V. G., Gonik E. G., Kibets A. I., Petrov M. V., Fedorova T. G., Frolova
I. A. Stability and supercritical behaviour of thin-walled cylindrical shell with discrete
aggregate in bending // Materials Physics and Mechanics. 2016. V. 28. № 1–2. Pr. 16–20.

[20] Gonik E. G., Kibec A. I., Petrov M. V., Fedorova T. G., Frolova I. A. Vliyanie
approksimacii diagrammy deformirovaniya na kriticheskie nagruzki pri poperechnom izgibe
cilindricheskoj obolochki // Problemy prochnosti i plastichnosti. 2017. № 79. № 2. S. 169–
181. (in Russian)

[21] Rumshiskij L. Z. Matematicheskaya obrabotka rezul’tatov ehksperimentov. M. :
Nauka, 1971. 192 s. (in Russian)



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2018. №3 (37). С. 116–126

М. Каинг1, С. А. Кузнецов2, А. В. Ткачева3

ОБ ЭВОЛЮЦИИ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В УСЛОВИЯХ
ЗАПРЕССОВАНИЯ ДИСКА В РАЗОГРЕТУЮ КРУГЛУЮ

ПЛАСТИНУ

1 Комсомольский-на-Амуре государственный университет, г. Комсомольск-на-Амуре,
Россия

2 ООО Торэкс – Хабаровск, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

3 Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре„ Россия

Аннотация. С помощью теории температурных напряжений моделируется процесс горячей
посадки круглой пластины в кольцо. При этом материал кольца не равномерно разогрет и
имеет на момент посадки, накопленные необратимые деформации. Из-за высокой температу-
ры нагрева локальной области кольца учитываются зависимости предела текучести и упругих
модулей от температуры.

Ключевые слова: упругость, пластичность, неустановившиеся температурные напряжения,
кусочно-линейные пластические потенциалы, остаточные напряжения.

УДК: 539.374+ 539.224

Введение. Исследованию процесса горячей посадки посвящено большое количе-
ство работ [1-7]. В них описываются процессы, происходящие в материале сборки как
обратимые, так и необратимые. Во всех расчетах охватывающая деталь цилиндриче-
ской формы (труба, кольцо) разогрета равномерно и не имеет необратимых деформа-
ций на момент посадки. Но в современной практике часто используется индукционный
разогрев охватывающей детали. Это диктуется требованиями технологичности опе-
рации сборки горячей посадкой. С помощью индукционных переносных устройств,
помещаемых вовнутрь охватывающей детали, материал прогревается неравномерно
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с достаточно высокой температурой на такой поверхности детали. В данной работе
с использованием теории температурных напряжений [8, 9] и теории пластического
течения [10, 11] исследуется процесс горячей посадки пластины в кольцо, при этом
материал кольца в момент посадки считается неравномерно разогретым и имеет на-
копленные в процессе разогрева необратимые деформации.
Исходные зависимости. Деформации eij полагаются малыми и складывающи-

мися из обратимой eeij и необратимой (пластической) составляющих epij

eij = eeij + epij (1)

Упругие деформации вместе с температурой T задают напряжения σij в материале

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij (2)

В (2) λ, µ, K = λ+ 2
3µ – упругие модули материала тела, α - коэффициент линей-

ного расширения, T0 – начальная (комнатная) температура, при которой осуществ-
ляется свободное состояние. Пластические деформации растут в условиях соответ-
ствия напряженных состояний поверхности f (σij , k) = 0 нагружения в пространстве
напряжений. В условиях принимаемого принципа максимума Мизеса [17] уравнение
поверхности нагружения является пластическим потенциалом, поэтому следует ассо-
циированный закон пластического течения

εpij =
depij
dt = φ

∂f(σij ,k)
∂σij

; φ > 0 (3)

В качестве поверхности нагружения здесь принимаем поверхность наклонной приз-
мы Ивлева в пространстве главных напряжений

max |σi − σ| = 4
3k, σ = 1

3σkk = 1
3 (σ1 + σ2 + σ3) (4)

Предел текучести k в (3) и (4) считаем зависимым от температуры

k = k0τ (t)2 , τ (t) = (Tp − T ) (Tp − T0)
−1
. (5)

В (5) k0 – предел текучести при температуре T0, Tp – температура плавления мате-
риала.

Отличие от классического случая температурных напряжений, описываемого за-
висимостями (2), когда в них λ, µ постоянные величины, свяжем с зависимостью
последних от температуры [2]. Такие зависимости принимаем в их простейшем виде:

E (t) = Ep − (Ep − E0) τ (t) ,
v (t) = 0.5− (0.5− v0) τ (t) ,

λ = vE (1 + v)−1 (1− 2v)−1 , µ = 0.5E (1 + v)−1 .
(6)

Замыкает эту систему единственное уравнение равновесия

σr,r + r−1 (σr − σϕ) = 0 (7)

Постанова задачи. К внутренней границе кольца с размерами R ≤ r ≤ R2 под-
водится источник тепла, который, нагревая материал кольца, увеличивает его внут-
ренний радиус до r = R1, при этом температура на внутреннем радиусе достигает
T = 0.85Tp (Tp температура плавления материала). Процесс нагрева задается уравне-
нием теплопроводности

T,t = a
(
T,rr + r−1T,r

)
− χ (T − T0) (8)
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с краевыми и начальными условиями

T,t|r=R1
= q,

ψ1T,r|r=R2
= χ (T − T0) ,

T |t=0 = T0.

(9)

В (8) и (9) a – коэффициент температуропроводности, q – скорость подвода тепла,
ψ1 – коэффициент теплопроводности материала кольца, χ– коэффициент теплоотда-
чи от поверхности кольца в окружающую среду. Равенство R = R1 достигается в
некоторый момент времени t = t∗, являющий моментом посадки кольца на круглую
пластину, которая находится при температуре T0. Краевыми условиями для последу-
ющего процесса теплопроводности будут

T (1)
∣∣
r=R1

= T (2)
∣∣
r=R1

,

ψ2T
(2)
,r

∣∣∣
r=R1

= ψ1T
(1)
,r

∣∣∣
r=R1

,

ψ1 T
(1)
,r

∣∣∣
r=R2

= χ (T0 − T ) ,

(10)

где T (1) и T (2) температура кольца и пластины соответственно, ψ1 – коэффициент
теплопроводности материала пластины. Распределение температуры по сборке опре-
деляется численно без дополнительных трудностей в любой момент времени решением
уравнения (8) с условиями (9) (до момента посадки) или (10) (после момента посад-
ки). Далее считаем его известным (найденным). В предлагаемом алгоритме расчетов
распределение температуры приходится вычислять на каждом последовательном вре-
менном шаге расчетов.

До начала нагрева предполагаем, что материал кольца не имеет необратимых де-
формаций и деформируется упруго. С ростом температуры растут и напряжения с
деформациями, связь которых описывается законом Дюамеля – Неймана:

σr =
(
4µ (λ+ µ)ur,r + 2λµr−1ur − 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµur,r + 4µ (λ+ µ) r−1ur − 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(11)

Подставляя (11) в уравнение равновесия (7), получаем дифференциальное уравне-
ние относительно перемещений ur

ξur,rr + ςur,r + ωur + β = 0, (12)

где ξ, ς, ω, β некоторые финкции от температуры и радиуса. В случае зависимости
упругих модулей от температуры (6) они запишутся в виде

ξ = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 ,

ς = 4
(
µ2λ,r + µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 + 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−1,

ω = 2
(
2µ2λ,r + λ2µ,r

)
(λ+ 2µ)−2 r−1 − 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−2,

β = −θ
(
8µ2λ,r + 2

(
3λ2 + 4λµ+ 4µ2

)
µ,r
)

(λ+ 2µ)−2 − 6Kµθ,r (λ+ 2µ)−1 .

(13)

И тогда уравнение равновесия (12) можно решить на каждом временном шаге толь-
ко численно, к примеру, разносным методом, используя граничные условия, модели-
рующие свободную границу на r = R и r = R2

σr|r=R = 0, σr|r=R2
= 0. (14)

В момент времени t = t1 в материале кольца на свободной поверхности
r = R начинает выполняться условие пластического течения Ишлинского-Ивлева
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2σϕ − σr = 4k (рис. 1 б)). Здесь образуется продвигающаяся упругопластическая
граница r = n1 (t) , которая разделит материал кольца на две области обратимо и
пластически деформируемые. В области обратимого деформирования, как и прежде,
напряжения и перемещения находятся из решения дифференциального уравнения
равновесия (12) (13).

В области пластического течения R ≤ r ≤ n1 (t) развиваются необратимые дефор-
мации epr , epϕ, epz, которые связаны между собой следствием, вытекающим из ассоции-
рованного закона пластического течения:

epr = epz = −0.5epϕ (15)

Закон Дюамеля – Неймана принимает вид:

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − epr) + 2λµ

(
r−1ur − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − epr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(16)

Из выполняемого условия пластического течения и (15) и (16) находим необрати-
мую деформацию

epr =
(
ur,rµ+ 1.5Kαµ−1 (λ+ 2µ) k − 0.5r−1ur (3λ+ 4µ)

)
(3λ+ 5µ)−1 (17)

Подставляя (16) с учетом (17) в уравнение равновесия (7), получаем дифференци-
альное уравнение (12) с коэффициентами:

ξ = 12µK (3λ+ 5µ)−1 ,

ς =
(
4
(
9λ2 + 12λµ+ 10µ2

)
µ,r + 9µ2λ,r

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+12µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

ω =
((

18λ2 + 24λµ+ 20µ2
)
µ,r + 18µ2λ,r

)
r −1 (3λ+ 5µ)−2−

−3µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

β =
(
θ
(
18 (λµ,r − µλ,r)− 3Kr−1

)
+ 12k (λµ,r − µλ,r)

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+ (4µk,r − 6Kα”,r) (3λ+ 5µ)−1 + 6 (λ+ 2µ) kr −1 (3λ+ 5µ)−1 .

(18)

Перемещения, напряжения и деформации в условиях зависимости упругих моду-
лей от температуры (6) на каждой временной итерации после начала необратимого
деформирования определяются из численного решения уравнения равновесия (11),
(17) и граничными условиями (13). В ходе решения равенство радиальных напряже-
ний в материале кольца на упругопластической границе r = n1 (t) выполняется без
дополнительных условий.

На рис. 2 изображены распределения напряжений в материале алюминивой пла-
стины, обладающей следующими характеристиками: a = 77, 1 · 10−6м2/с, λ =
40, 384ГПа, µ = 26, 92ГПа, α = 23, 4 · 10−61/◦C, k0 = 210 МПа, Tp = 660◦C, T0 = 20◦C.

После отвода источника тепла на свободной границе образуется разгружающая
упругопластическая граница r = n2 (t) (рис. 1 в)). Она довольно быстро достигает
границы r = n1 (t). В области разгрузки R1 ≤ r ≤ n2 (t) присутствуют накопившиеся
необратимые деформации pr, pϕ, pz. Закон Дюамеля – Неймана (10) принимает вид:

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − pr) + 2λµ

(
r−1ur − pϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − pr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(19)

Это приводит к изменению коэффициентов (12) в уравнении равновесия (11). Они
принимают вид:
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Рис. 1. Схема дефорирования материала сборки

Рис. 2. Распределение напряжений в материале кольца до момента посадки

ξ = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 ,

ς = 4
(
µ2λ,r + µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 + 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−1,

ω = 2
(
2µ2λ,r + λ2µ,r

)
(λ+ 2µ)−2 r−1 − 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 r−2,

β = −θ
(
8µ2λ,r + 2

(
3λ2 + 4λµ+ 4µ2

)
µ,r
)

(λ+ 2µ)−2 − 6Kµθ,r (λ+ 2µ)−1 +

+
(

4
(
−λ,rµ2 − µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
(λ+ 2µ)−2 − 2r−1µ

)
pr+

+2
(
r−1µ−

(
2λ,rµ

2 + µ,rλ
2
)

(λ+ 2µ)−2
)
pϕ−

−4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 pr,r − 2λµ (λ+ 2µ)−1 pϕ,r.

(20)
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Посадка. В момент t = t4 посадки (рис. 1 д)) внутренний радиус кольца равня-
ется внешнему радиусу круглой пластины R1 = R. Материал обоих деформируется
обратимо. Перемещения находятся из решения уравнения равновесия (19), при этом
следует задать граничное условие равенства радиальных напряжений на границе кон-
такта r = R1 (t). Численно решается уравнение равновесия в области разгрузки (19)
и в области обратимого деформирования (12).

Делая шаги по времени, замечаем, что в момент времени t = t5, в материале кольца
вновь теперь уже на границе сопряжения выполняется условие пластического течения
Ишлинского-Ивлева 2σϕ − σr = 4k . Здесь образуется упругопластическая граница
r = n3 (t) (рис. 1 е)), которая продвигается по материалу кольца. В области пла-
стического течения R1 ≤ r ≤ n3 (t) присутствуют ранее накопленные необратимые
деформации pr, pϕ, pz. От их значений будут развиваться новые необратимые де-
формации epr , epϕ, epz. В результате вышесказанного следует переписать соотношения
(18)

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − pr − epr) + 2λµ

(
r−1ur − pϕ − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − pr − epr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ − epϕ

)
− 6µKθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(21)

Необратимые деформации находятся из выполняемого условия пластического те-
чения и следствия (14)

epr =
(
ur,rµ+ 1.5Kαµ−1 (λ+ 2µ) k − 0.5r−1ur (3λ+ 4µ)

)
(3λ+ 5µ)−1 − pr (22)

Уравнение равновесия (7) с учетом (20) и (21) принимает вид

ξ = 12µK (3λ+ 5µ)−1 ,

ς =
(
4
(
9λ2 + 12λµ+ 10µ2

)
µ,r + 9µ2λ,r

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+12µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

ω =
((

18λ2 + 24λµ+ 20µ2
)
µ,r + 18µ2λ,r

)
r −1 (3λ+ 5µ)−2−

−3µKr −1 (3λ+ 5µ)−1 ,

β =
(
θ
(
18 (λµ,r − µλ,r)− 3Kr−1

)
+ 12k (λµ,r − µλ,r)

)
(3λ+ 5µ)−2 +

+ (−4µk,r − 6Kα”,r) (3λ+ 5µ)−1 − 6 (λ+ 2µ) kr −1 (3λ+ 5µ)−1−
−
((

36λ,rµ
2 + µ,r

(
36λ2 + 48λµ+ 40µ2

))
(3λ+ 5µ)−2

)
pr−

−
(

6Kr−1µ (3λ+ 5µ)−1
)
pr−

−
(

3Kµr−1 (3λ+ 5µ)−1
)
pϕ−

−
((
λ,rµ

2 + µ,r
(
18λ2 + 24λµ+ 20µ2

))
(3λ+ 5µ)−2

)
pϕ−

−12µK (3λ+ 5µ)−1 pr,r − µ (3λ+ 5µ)−1 pϕ,r.

(23)

Напряжения и необратимые деформации находим, подставляя решение (23), полу-
ченное численно в соотношения (21) и (22).

В результате распределения температуры и последующего остывания рост необра-
тимых деформаций замедляется, и на границе контакта образуется разгружающая
упругопластическая граница r = n4 (t) (рис. 1 з)), которая продвигаясь по материа-
лу кольца, достигает в момент t = t7 (рис. 1 и)) времени границу r = n3 (t). Теперь
материал сборки деформируется обратимо.
Остаточные напряжения. Когда температура во всем материале сборки ста-

нет равной комнатной, напряжения, перемещения и деформации далее со временем
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меняться не будут, поэтому их называют остаточными. Уровень и распределение оста-
точных напряжений зависит от наличия необратимых деформаций в материале сбор-
ки и от начального распределения температуры во внешнем кольце. Как и необра-
тимые деформации распределены в материале сборки, в нашем случае и начальная
температура имеет свое распределение в материале кольца (θ (r) 6= 0). В материале
круглой пластины нет необратимых деформаций и θ = 0. Что касается упругих моду-
лей и предела текучести они принимают свои максимальные значения во всем мате-
риале и не изменяются по радиусу. Учитывая вышесказанное, подставив соотношения
(11) в уравнение равновесия (7) найдем дифференциальное уравнение относительно
перемещения.

∂
∂r

(
1
r
∂
∂r (rur)

)
=

= 1.5K (λ+ µ)−1 θ,r − 0.5 (λ+ 2µ) (r (λ+ µ))−1 (pϕ − pr)−
−pr,r − 0.5λ (λ+ µ)−1 pϕ,r

(24)

Интегрируя (23) получаем соотношения для перемещений в материале пластины

u
(1)
r = 0.5rC

(1)
1 (t) + r−1C

(1)
2 (t) , C2 = 0 (25)

и в материале кольца

u
(2)
r = 0.25 (λ+ µ)−1 ((λ+ 2µ) r

∫ r
0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ

)
+

+0.25 (λ+ µ)−1 (3Kr−1
∫ r

0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ
)

+

1.5K (λ+ µ)−1 α (T0 − T (r)) + 0.5rC
(2)
1 + r−1C

(2)
2

(26)

Подставляя найденные перемещения в соотношения (11) запишем остаточные напря-
жения для пластины

σ(1)
r (r) = 3µKw−1C

(1)
1 , σ(1)

ϕ (r) = 3µKw−1C
(1)
1 (27)

для кольца

σ
(2)
r = 1.5Kµ (λ+ µ)−1 (∫ r

0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ

)
−1.5Kµ (λ+ µ)−1 (r−2

∫ r
0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ

)
−

−3µK (λ+ µ)−1 r−2
∫ r

0 ρθ (ρ) dρ+ 3µKw−1C
(2)
1 − 2µr−2C

(2)
2 ,

σ
(2)
ϕ = 1.5Kµ (λ+ µ)−1 ∫ r

0 ρ
−1 (pr (ρ)− pϕ (ρ)) dρ+

+1.5Kµ (λ+ µ)−1 r−2
∫ r

0 ρ (pr (ρ) + pϕ (ρ)) dρ−
−3Kµ (λ+ µ)−1 pϕ + 3µK (λ+ µ)−1 r−2

∫ r
0 ρθ (ρ) dρ+

+3µKw−1C
(2)
1 + 2µr−2C

(2)
2 .

(28)

В (24) – (27) C(1)
1 , C(1)

2 , C(2)
1 , C(2)

2 – коэффициенты интегрирования находятся из
граничных условий:

u(1)
r

∣∣∣
r=0

= 0, σ(2)
r

∣∣∣
r=R2

= 0,

σ
(1)
r

∣∣∣
r=R1

= σ
(2)
r

∣∣∣
r=R1

, u
(1)
r

∣∣∣
r=R1

= u
(2)
r

∣∣∣
r=R1

.

На рис. 3 показано распределение остаточных напряжений в материале сборки.
Характеристики материала круглой пластины соответствуют характеристикам вы-
шеописанного материала кольца.

Если предположить, что упругие модули достигают при высокой температуре зна-
чения, которое далее не изменяется, таким образом смоделировать фазовые переходы



ОБ ЭВОЛЮЦИИ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 123

Рис. 3. Распределение остаточных напряжений в материале сборки

материала сборки, то распределение остаточных напряжений будет другим. Оно при-
ведено на рис. 4. Если сравнить результаты вычислений приведенных на рис. 3 и
рис. 4, то можно сделать вывод о том, что фазовые переходы в расчетах уменьшают
уровень напряжений. Поэтому в источниках, посвященных горячей посадке рекомен-
довано не подвергать большим температурным воздействием охватываемую деталь.

Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в материале сборки

Работа выполнена при подержке гранта №116/2018Д Минобрнауки Хабаровского
края.
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Abstract. Using the theory of temperature stresses, the process of hot insertion of a circular
plate into a ring is simulated. In this case, the material of the ring is not heated evenly and has
accumulated irreversible deformations at the time of planting. Due to the high temperature region
of the ring, the dependence of the flow and elastic moduli on temperature is taken into account.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ РАЗНОМОДУЛЬНОЙ
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Рассмотрены предельные состояния разномодульной цилиндрической трубы
в момент зарождения пластического течения и в момент исчерпания несущей способности. Ис-
пользуются тензорно-линейная модель разномодульной теории упругости и ассоциированный
с поверхностью текучести Мора – Кулона закон. В работе определены критические деформа-
ции, которые могут быть использованы при диагностике конструкций, эксплуатирующихся в
условиях неизвестной внешней нагрузки.

Ключевые слова: разномодульная теория упругости, условие Мора – Кулона, предельные
состояния, плоская упруго-пластическая задача.

УДК: 539.374

Геоматериалы, а также ряд конструкционных материалов (бетоны, чугуны) про-
являют свойство разносопротивляемости сжатию и растяжению. Происходит это как
на этапе упругого деформирования, так и в процессе необратимого изменения фор-
мы и объема. В области обратимых деформаций такое поведение среды описывается
тем или иным вариантом разномодульной теории упругости (РМТУ). Этот раздел
механики начал развиваться во второй половине XX века с работ Амбарцумяна, Ха-
чатряна, Шапиро [1, 2]. Динамическим и статическим проблемам РМТУ посвящен
ряд работ [3–8], в частности — [4], в которой отмечается комплексный характер рас-
пространения возмущений по среде, обладающей указанными свойствами. Наиболее
простым способом описания качественных особенностей разномодульных материалов
представляется использование квазилинейных теорий. Что касается пластического
деформирования (или разрушения) таких материалов, то наиболее известными явля-
ются кусочно-линейное условие Мора – Кулона, а также гладкие условия Мизеса –
Шлейхера и Друкера – Прагера, чувствительные к знаку среднего напряжения.

В настоящей работе будем рассматривать предельное равновесие конструкции в
виде полого цилиндра, нагруженного на внешней поверхности, в момент начала пла-
стического течения, а также предельное состояние исчерпания несущей способности
такой конструкции, соответствующее полному развитию пластического течения.
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Определяющая система уравнений сплошной среды в предположении малых де-
формаций включает:
– модель РМТУ

σσσ =
∂W

∂eee
, W =

λ

2
I2

1 + µI2 − ξI1

√
I2, (1)

– уравнение равновесия
∇·σσσ = 000, (2)

– аддитивное разделение полных деформаций

εεε = eee+ ppp, 2εεε = (∇⊗ uuu) + (∇⊗ uuu)T , (3)

– ассоциированный с условием Мора – Кулона закон пластического течения

Φ = (σ1 − σ3) + ϑ (σ1 + σ3)− 2κ, ppp = Λ
∂Φ

∂σσσ
. (4)

В формулах (1) – (4): σσσ – тензор напряжений Коши, W – упругий потенциал (ис-
пользован потенциал РМТУ, предложенный в [3]), eee – тензор упругих деформаций
с инвариантами I1 = tr(eee), I2 = tr(eee2), λ, µ, ξ > 0 – упругие модули материала, ∇
– оператор Гамильтона, εεε – тензор полных деформаций, ppp – тензор необратимых
(пластических) деформаций, uuu – вектор перемещений, Φ – пластический потенци-
ал, σ1, σ3 – собственные значения тензора напряжений (наибольшее и наименьшее по
модулю соответственно), ϑ, κ – пластические константы материала, параметр κ имеет
размерность напряжений, ϑ – безразмерный параметр, Λ – пластический множитель.

Будем искать две предельные величины: εcr1ϕϕ – значение компоненты тензора де-
формаций на внутренней поверхности цилиндра, которое соответствует началу пла-
стического течения, и εcr2ϕϕ > εcr1ϕϕ – аналогичную величину, соответствующую полному
развитию пластического течения и исчерпанию несущей способности конструкции.
Эта величина – отношение радиального перемещения к радиусу – легко измерима и
ее критические значения могут оказаться полезными при оценке прочности инженер-
ных сооружений в геотехнике, гидротехнике и других областях.

На внутренней поверхности цилиндра отсутствуют радиальные напряжения, внеш-
няя поверхность находится под действием некоторого давления.

Будем полагать, что точки среды испытывают чисто радиальное смещение, ur –
ненулевая компонента вектора перемещений. В этом случае все тензорные величины,
входящие в определяющие соотношения (1) – (4) будут диагональными. Полагаем,
что условие текучести (4) Φ = 0 при нагружении впервые выполнится на внутренней
свободной поверхности, как и в классической линейной теории упругости.

Модель (1) устанавливает между тензором напряжений Коши и тензором обрати-
мых деформаций связь вида:

σσσ = λI1111 + 2µeee− ξ
(

111
√
I2 + eee

I1√
I2

)
.

где 111 – единичный тензор.
Тогда

σrr
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + 2µ cotψ + ξ [cscψ + cosψ(1 + cotψ)] , (5)

σϕϕ
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + 2µ+ 2ξ cosψ(1 + cotψ), (6)

σzz
eϕϕ

= λ(1 + cotψ) + ξ cscψ,
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cotψ =
err
eϕϕ

< 0, ψ ∈
(
−π

2
, 0
)
.

Отсюда следует σϕϕ < σzz < σrr ≤ 0, тогда в (4) σ1 = σrr, σ3 = σϕϕ.
Появление пластической области характеризуется выполнением условия текуче-

сти (4) на границе r = r0. Учитывая, что на этой поверхности σrr = 0, имеем

σϕϕ(r0) = − 2κ

1− ϑ
.

В момент наступления пластического течения значение тензора полных деформа-
ций в точке среды совпадает со значением тензора упругих деформаций. Согласно (6)

εcr1ϕϕ = eϕϕ(r0) = − 2κ

1− ϑ
[λ(1 + cotψ0) + 2µ+ 2ξ cosψ0(1 + cotψ0)]−1 , (7)

где значение ψ0 по (5) является корнем уравнения

λ(1 + cotψ0) + 2µ cotψ0 + ξ [cscψ0 + cosψ0(1 + cotψ0)] = 0. (8)

При дальнейшем нагружении конструкции развивается пластическая область. Ис-
черпание несущей способности конструкции происходит в момент, когда пластическое
течение возникает на внешней границе цилиндра r = r1. При этом, согласно ассоции-
рованному закону (4)

pϕϕ = −Λ(1− ϑ), prr = Λ(1 + ϑ) (9)
и

εcr2ϕϕ = εcr1ϕϕ + pϕϕ(r0) = εcr1ϕϕ − (1− ϑ)Λ(r0). (10)
Таким образом, задача отыскания εcr2ϕϕ сводится к указанию значения пластического

множителя Λ на границе r = r0 в тот момент, когда упругопластическая граница
достигнет поверхности r = r1.

Далее, учитывая, что компоненты тензора полных деформаций имеют вид
εrr = ∂ur/∂r и εϕϕ = ur/r, имеем

∂εϕϕ
∂x

= εrr + εϕϕ, (11)

сделана замена x = ln(r/r1).
Аддитивное разложение (3) полных деформаций на обратимую и необратимую со-

ставляющие εϕϕ = eϕϕ + pϕϕ, εrr = err + prr и формулы (9) позволяют записать (11)
в виде

(1− ϑ)
∂Λ

∂x
+ 2ϑΛ =

∂eϕϕ
∂x
− eϕϕ(1 + cotψ), (12)

здесь учтено err = eϕϕ cotψ.
Тогда исходная задача сводится к интегрированию (12) с краевым условием

Λ
∣∣
x=0

= 0, так как в момент зарождения пластического течения на внешней грани-
це цилиндра там еще отсутствуют необратимые деформации.

Представим (12) в следующем виде, сделав замену независимой переменной на мо-
нотонный параметр ψ:

(1− ϑ)
∂Λ

∂ψ

∂ψ

∂x
+ 2ϑΛ =

∂eϕϕ
∂ψ

∂ψ

∂x
− eϕϕ(1 + cotψ). (13)

Для замыкания уравнения (13) необходимо знать функциональную зависимость
eϕϕ = eϕϕ(ψ), значение ψ1 = ψ

∣∣
x=0

, при котором Λ = 0, а также связь между ∂ψ/∂x
и ψ. После интегрирования (13) требуется найти значение Λ при ψ = ψ0.
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Подставим выражения (5) и (6) в условие пластичности (4) Φ = 0, имеем:

eϕϕ = 2κ

[
2λϑ(1 + cotψ)− 2µ (1− ϑ− (1 + ϑ) cotψ) +
+ξ(1 + ϑ) cscψ − ξ(1− 3ϑ) cosψ(1 + cotψ)

]−1

. (14)

Значение ψ
∣∣
x=0

получим следующим образом. Рассматриваемая задача статически
определима: в пластической области компоненты напряжений σrr и σϕϕ связаны усло-
вием (4) Φ = 0, откуда

σϕϕ =
σrr(1 + ϑ)− 2κ

1− ϑ
, (15)

и уравнение равновесия
∂σrr
∂x

+ (σrr − σϕϕ) = 0

интегрируется с краевым условием σrr
∣∣
x=ln(r0/r1)

= 0:

σrr =
κ

ϑ

[
1−

(
r1

r0
ex
) 2ϑ

1−ϑ
]
. (16)

Из (16) известна величина радиального напряжения на внешней поверхности тру-
бы. С другой стороны, уравнения (5) и (14) позволяют выразить σrr через ψ. Тогда
значение ψ на внешней поверхности трубы ψ1 = ψ

∣∣
x=0

есть корень уравнения

eϕϕ(ψ1) [(λ+ ξ cosψ1) (1 + cotψ1) + 2µ cotψ1 + ξ cscψ1] =
κ

ϑ

[
1−

(
r1

r0

) 2ϑ
1−ϑ
]
. (17)

Наконец

∂ψ

∂x
=
∂σrr
∂x

(
∂σrr
∂ψ

)−1

= (σϕϕ − σrr)
(
∂σrr
∂ψ

)−1

=
2

1− ϑ
(ϑσrr − κ)

(
∂σrr
∂ψ

)−1

. (18)

Здесь использовано уравнение равновесия и равенство (15). Последнее соотношение
с учетом (5) и (14) определяет ∂ψ/∂x как функцию ψ.

Таким образом, уравнение (13) с учетом (14) и (18) представляет собой обыкновен-
ное линейное дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции
Λ(ψ) с краевым условием Λ(ψ1) = 0, где ψ1 определяется по (17).

Нетрудно убедиться, что критические деформации могут быть представлены в виде

εcr1ϕϕ = − 2

1− ϑ
κ

ξ
f1

(
λ

ξ
,
µ

ξ

)
,

εcr1ϕϕ = − 2

1− ϑ
κ

ξ

[
f1

(
λ

ξ
,
µ

ξ

)
+ f2

(
λ

ξ
,
µ

ξ
, ϑ, ψ1

)]
, ψ1 = ψ1

(
r1

r0
, ϑ

)
.

Расчетные значения f1 и f2 при различных λ/ξ, µ/ξ для фиксированного значения
пластического параметра ϑ = 1/2 и геометрического параметра r1/r0 = 2 представле-
ны на рисунке.
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Рис. 1. К определению критических деформаций
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LIMIT STATES OF A BIMODULAR ELASTIC-PLASTIC PIPE

Institute of machinery and metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. The limiting states of a bimodular cylindrical tube at the moment of the initiation of
plastic flow and at the moment of exhaustion of bearing capacity are considered. The tensor-linear
model of the bimodular theory of elasticity and the yield condition of Mohr-Coulomb are used.
The flow rule is given by an associated flow rule. The results are critical strain values, which can
be used in the diagnosis of constructions operating in conditions of unknown external load.
Keywords: bimodular theory of elasticity, Mohr – Coulomb condition, limiting states, plane strain
elastic-plastic problem.
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Аннотация. Рассматривается способ создания заклепочного соединения с помощью азотного
охлаждения заклепок. В цилиндрическое отверстие в пластине, находящейся при комнатной
температуре, помещается охлажденная до криогенной температуры заклепка. Нагреваясь
до комнатной температуры, заклепка подвергается тепловому всестороннему расширению
и создает посадку с натягом. Моделирование термомеханического поведения заклепочного
соединения производится в конечно-элементном программном комплексе ANSYS. Решается
несвязанная задача в осесимметричной постановке. На первом этапе находится распределение
температуры в системе заклепка-пластина. Полученное температурное поле используется как
параметр на втором этапе при решении деформационной задачи. Учитывается зависимость
свойств материалов от температуры. Получены поля остаточных деформаций и остаточных
напряжений в пластине и заклепке.
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Введение. Неразъемные заклепочные соединения находят широкое применение в
машиностроении, в частности, в производстве летательных аппаратов. К соединениям
предъявляются требования прочности, жесткости и герметичности в зависимости от
их назначения, регламентируемые отраслевыми стандартами. Отверстия под заклепки
в деталях получают продавливанием или сверлением. Поверхности таких отверстий
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могут иметь дефекты в виде трещин, шероховатостей или острых кромок, что умень-
шает герметичность и прочность соединения на срез. Одним из способов преодоления
таких последствий поверхностных дефектов является горячая клепка. Стальную за-
клепку нагревают до 1100 ◦C и вставляют в отверстие соединяемых элементов. При
остывании заклепка укорачивается и плотно стягивает соединяемые детали.

Однако в конструкциях из алюминиевых сплавов допускается только холодный спо-
соб клепки, при этом сплав заклепки и сплав соединяемых элементов должны быть
близкими по химическому составу для предотвращения коррозии. В работе [1] пред-
ложен способ создания заклепочного соединения с помощью азотного охлаждения за-
клепок. В отверстия соединяемых элементов чуть меньшего диаметра, чем у заклепки,
находящихся при комнатной температуре, помещают предварительно охлажденную
в азоте заклепку. Нагреваясь до комнатной температуры, заклепка подвергается теп-
ловому всестороннему расширению и создает посадку с натягом. Затем производится
расклепывание обычным способом.

«Холодная» посадка в основных чертах подобна широко изученной и регламенти-
рованной горячей посадке. Однако метод горячей посадки предполагает возможность
нагрева внешнего элемента сборки. При посадке заклепки в отверстие в пластине на-
гревать алюминиевый сплав запрещается. Поэтому натяг можно обеспечить, наоборот,
охлаждением внутреннего элемента. Моделирование процесса «холодной» посадки за-
клепки проводилось в работе [2]. В статьях [3,4] изучалась горячая посадка кольца
в кольцо. Также изучались процессы горячей посадки муфты на вал [5] и трубы на
трубу [6]. В указанных работах учитывалась зависимость предела текучести от тем-
пературы.

В настоящем исследовании представлены результаты моделирования теплового
расширения предварительно охлажденной в азоте заклепки, помещенной в отверстие
пластины в конечно-элементном пакете ANSYS. Считается, что поверхность отвер-
стия идеально гладкая, без дефектов. В рамках данной работы при моделировании
использовались заклепки 3–8–Ан.Окс с плоско-скругленными головками с компенса-
торами, изготовленные по ОСТ 1 34040–79 из сплава В65 [7]. В начальный момент вре-
мени заклепка имеет температуру кипения азота. Диаметр отверстия равен диаметру
охлажденной заклепки. Учитывается теплообмен с окружающей средой. Материал
пластины В65. Учитывается зависимость параметров материала от температуры.

Решение задачи производилось в два этапа в расчетной платформе конечно-
элементного анализа ANSYS Workbench. Длительность процесса задавалось равной
5 с. Этого времени практически достаточно для установления теплового равновесия
материала с окружающей средой. На первом этапе в модуле Transient Thermal реша-
лась нестационарная температурная задача в системе заклепка–пластина с началь-
ными и граничными температурными условиями. Результатом вычислений является
нестационарное распределение поля температуры. Это температурное поле передава-
лось в качестве параметра в модуль нестационарного прочностного расчета Transient
Structural.
1. Математическая модель и граничные в задаче о распределении темпе-

ратуры. На рис. 1 представлена геометрическая модель заклепки 3–8–Ан.Окс–ОСТ
1 34040-79 [7] (тело I) и пластины (тело II), выполненная в CAD-редакторе ANSYS
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DesignModeler. Заклепка и пластина считаются выполненными из алюминиевого спла-
ва В65 [8]. Для решения задачи в осесимметричной постановке достаточно рассмот-
реть половину осевого сечения, ось заклепки AB является осью симметрии задачи.
Толщина пластины 3 мм, диаметр 23 мм.

Рис. 1. Геометрическая модель системы «заклепка-пластина»

Внутри материала распределение температуры T описывается уравнением

cρ
∂T

∂t
= (λT,j),j , (1)

где t – время. Плотность ρ, удельная теплоемкость c и коэффициент теплопроводности
λ зависят от температуры. По повторяющемуся индексу здесь и далее производится
суммирование.

В начальный момент времени заклепку, охлажденную до температуры T I0 =
−196 ◦С, помещают в цилиндрическое отверстие диаметром 3 мм в пластине, находя-
щейся при комнатной температуре T II0 = T e = 22 ◦С. Предполагается, что диаметры
заклепки и отверстия совпадают, и тела вступают в тепловой контакт. Такое пред-
положение не противоречит реальности, потому что стандарт предполагает наличие
отклонения диаметра заклепки до 0,04 мм в большую сторону. Значит, при крио-
генных температурах диаметры заклепки и отверстия действительно будут равны. В
силу симметрии задачи граница AB рассматривается как теплоизолированная:

∂T

∂n

∣∣∣∣
AB

= 0. (2)

Контактными поверхностями считаются ломаные линии CDGF со стороны заклепки
и CGF со стороны пластины. Теплообмен происходит по закону Ньютона-Рихмана:

−λ ∂T
∂n

∣∣∣∣
II

= κ(T II − T I). (3)

На всех оставшихся поверхностях теплоотдача также заданы условия третьего рода:

−λ ∂T
∂n

∣∣∣∣
I,II

= κe(T I,II − T e). (4)
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В граничных условиях (3) и (4) κ – коэффициент теплопередачи на контактной по-
верхности, κe – коэффициент теплоотдачи с поверхности тела в окружающую среду,
T I и T II – температура заклепки и пластины на соответствующей контактной границе
в текущий момент времени.

Решая уравнение (1) с граничными условиями (2)–(4) методом конечных элементов
в модуле нестационарного теплового анализа ANSYS Transient Thermal, получаем рас-
пределение поля температуры в зависимости от времени. При решении температурной
задачи температурные деформации не учитываются и условия контакта сохраняются.
2. Математическая модель и граничные условия в задаче о распределе-

нии напряжений и деформаций. При решении задачи о распределении парамет-
ров напряженно-деформированного состояния в модуле ANSYS Transient Structural
для разделения полных деформаций на обратимую и необратимую составляющие ис-
пользуется алгебраическое соотношение

εij = εeij + εpij . (5)

Упругие деформации связаны с напряжениями законом Дюамеля-Неймана

σij =
E

1 + ν
εeij +

(
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
εekk −

E

1− 2ν
αT (T − T0)

)
δij . (6)

Здесь σij и εeij– компоненты тензоров напряжений и обратимых деформаций, E – мо-
дуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона, αT – коэффициент линейного температурного
расширения, δij – символ Кронекера. Константы материала зависят от температуры.
Температурные деформации считаются равными нулю при температуре T0 = 22 ◦С.
Критерием появления пластических деформаций выбрано условие текучести Мизеса,
которое в главных осях имеет вид

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = 2σ2
T , (7)

где σT – предел текучести материала при одноосном напряженном состоянии, также
зависящий от температуры. Для описания напряженно-деформированного состояния
заклепки и пластины используется идеальная упруго-пластическая модель без упроч-
нения.

На рис. 2 приведена двумерная конечно-элементная сетка. Пластина составлена из
1340 плоских прямоугольных 8-узловых элементов PLANE183 c промежуточными уз-
лами [9]. Каждый узел сеточной модели имеет две степени свободы (перемещения в
направлении осей X и Y). Плоскость элемента PLANE183 не искривляется, а сам он
применим для моделирования осесимметричных напряжений, поддерживает большие
перемещения и большие деформации. Область заклепки состоит из 693 прямоуголь-
ных 8-узловых и треугольных 6-узловых элементов PLANE183.

В отличие от тепловой задачи, в механической задаче задается единственная кон-
тактная поверхность AB. Как будет видно из анализа решения, этот шаг абсолют-
но оправдан, так как при тепловом расширении головка заклепки отдаляется от по-
верхности пластины. На общей границе задан коэффициент сухого трения 0,1. Кон-
тактная и целевая поверхности моделируются с применением контактных элементов
CONTAC172 и TARGET169, соответственно, по 40 элементов каждого типа. Контакт
учитывает поведение обоих тел как упругопластических.

На оси симметрии заклепки задан запрет радиальных перемещений (в направлении
оси X). В точке K осевого сечения пластины (рис. 1) запрещены аксиальные переме-
щения (в направлении оси Y), что соответствует физической постановке задачи, при
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Рис. 2. Сеточная модель системы «заклепка-пластина»

которой пластина лежит на ровной поверхности, опираясь на нее нижним ребром.
Таким образом, единственной причиной возникающих напряжений и деформаций яв-
ляется температурное расширение заклепки.
Результаты расчетов. В табл. 1 приведены значения теплофизических и механи-

ческих коэффициентов сплава В65 в зависимости от температуры, которые исполь-
зовались для вычислений [8,10,11]. Между крайними значениями они изменяются по
линейному закону. Из-за недостатка информации о свойствах сплава В65 некоторые
значения взяты из справочников для сплава Д16Т, также широко используемого в
авиастроении.

Температура, ◦СПараметр
-196 22

Модуль Юнга E, ГПа 51 44
Коэффициент Пуассона ν 0,33 0,31
Предел текучести, МПа 420 290
Плотность ρ, кг/м3 2850 2800
Коэффициент температурного расширения αT , ◦С−1 2, 0 · 10−5 2, 28 · 10−5

Коэффициент теплопроводности λ, Вт/(м ·◦С) 61 120
Удельная теплоемкость c, Дж/(кг ·◦С) 376 755
Коэффициент теплопередачи κ, Вт/(м2 ·◦ С) 10000
Коэффициент теплоотдачи κ, Вт/(м2 ·◦ С) 1000

Таблица 4. Механические и теплофизические свойства материалов
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На рис. 3 показано распределение поля температуры в моменты времени 0,1 с, 0,5
с, 2 с и 5 с после возникновения теплового контакта. Видно, что температура в си-
стеме выравнивается достаточно быстро. Процесс деформирования рассматривается
на протяжении 5 секунд. Этому моменту времени соответствуют все представленные
ниже графики и изополя остаточных напряжений и деформаций.

а) б)

в) г)

Рис. 3. Распределение температуры в моменты времени 0,1 с (а); 0,5 с (б); 2 с (в); 5 с (г).

На рис. 4 показано изменение температуры в зависимости от радиальной коорди-
наты в серединной поверхности пластины и соответствующем сечении заклепки на
временном промежутке от 0,01 до 1 секунды.

Рис. 5 иллюстрирует поле остаточных эквивалентных упругих деформаций (по Ми-
зесу)

εeэкв =
1

1 + ν

(
(εe1 − εe2)2 + (εe2 − εe3)2 + (εe3 − εe1)2

2

)1/2

. (8)
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Рис. 4. Распределение температуры в заклепке и пластине на уровне серединной поверхности
после установления теплового контакта: а) через 0,01 с; б) через 0,1 с; в) через 0,5 с; г) через
1 с.

Рис. 5. Остаточные деформации (эквивалентные по Мизесу)

Пластические деформации в системе при заданных параметрах не возникают. На
рис. 6 показано распределение остаточных эквивалентных напряжений (по Мизесу)

σэкв =

(
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

2

)1/2

. (9)
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Рис. 6. Остаточные напряжения (эквивалентные по Мизесу)

На рис. 7 приведены графики радиальных перемещений заклепки и пластины для
аксиальных координат, соответствующих верхней, нижней и серединной поверхно-
стям пластины. По горизонтальной оси отложена радиальная координата в недефор-
мированном состоянии. Графики перемещений нижней и верхней поверхностей прак-
тически не отличаются друг от друга. На границе двух тел графики имеют излом,
свободная граница вследствие общего охлаждения тела смещается в отрицательном
направлении.

Рис. 7. Радиальные перемещения точек заклепки и пластины для аксиальных координат,
соответствующих: а) нижней поверхности; б) верхней поверхности; в) серединной поверхности
пластины.

Заключение. Методом конечных элементов в программном комплексе ANSYS ре-
шена термомеханиеская контактная задача о тепловом расширении предварительно
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охлажденной заклепки, помещенной в цилиндрическое отверстие в пластине, находя-
щейся при комнатной температуре. Постановка задачи максимально приближена к
реальности, учитывается теплообмен металлических деталей с окружающей средой,
а также зависимость теплофизических и механических параметров материала от тем-
пературы. Найдено нестационарное поле температуры, поля остаточных деформаций
и остаточных напряжений в пластине и заклепке. Несмотря на то, что в постановке
задачи предполагалось возникновение пластических деформаций в материале взаи-
модействующих тел, уровень возникающих напряжений оказался недостаточным для
их появления. Остаточные напряжения и деформации в системе заклепка–пластина
обеспечивают посадку с натягом, следовательно, соединение герметично. Значит, рас-
смотренный способ может оказаться полезным в технологической практике. Однако
самым главным его недостатком является очень большая скорость теплообмена метал-
лических деталей с окружающим воздухом. Следовательно, время между извлечени-
ем заклепки из жидкого азота и установкой в отверстие должно быть минимальным.
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CALCULATION OF THE STRESS-STRAIN STATE OF A RIVET JOINT
OBTAINED WITH NITROGEN COOLING OF A RIVET
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Abstract. A method for creating a rivet connection using nitrogen cooling rivets is considered.
A rivet cooled to a cryogenic temperature is placed in a cylindrical hole in a plate located at room
temperature. During heating to room temperature, the rivet undergoes thermal expansion and
creates a tight fit. Simulation of the thermomechanical behavior of a riveted joint is performed in
the ANSYS finite-element software package. The uncoupled problem is solved in the axisymmetric
formulation. At the first stage, the temperature distribution in the rivet-plate system is found. The
obtained temperature field is used as a parameter in the second stage when deformation problem
is solved. The dependence of the properties of materials on temperature is taken into account. The
fields of residual deformations and residual stresses in the plate and rivet were obtained.

Keywords: ANSYS, deformations, stresses, finite element simulation, thermo-elastoplasticity,
contact problem, rivet joint.
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Аннотация. В работе представлены результаты экспериментальных исследований зависи-
мости высоты изгибно-гравитационных волн, возбуждаемых движущейся в сторону берега
нагрузкой в ледяном покрове, от угла наклона дна. Приведены рекомендации по использова-
нию угла наклона дна для повышения эффективности разрушения льда.
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Важное значение для нашей страны имеют решения таких проблем, как: борьба с
ледовыми осложнениями в виде заторов и зажоров на реках, текущих с юга на се-
вер; продление навигации на внутренних водных путях и пр. Использование для этих
целей разработанного резонансного метода разрушения ледяного покрова (РМРЛ)
[6] позволит снизить энергозатраты при их осуществлении. Его сущность заключа-
ется в следующем. При движении по льду нагрузки в последнем развивается систе-
ма изгибно-гравитационных волн (ИГВ). Если скорость движения нагрузки близка к
минимальной фазовой скорости этих волн, то возникает изгибно-гравитационный ре-
зонанс [6,7], т.е. амплитуда колебаний ледяного покрова резко возрастает вследствие
того, что вода перестаёт поддерживать ледяной покров и лёд при определённых па-
раметрах нагрузки начинает разрушаться с большей эффективностью по сравнению
с существующими средствами и традиционными технологиями [5].

У нас в стране с явлением резонансного разрушения льда впервые столкнулись
водители на Ладожской трассе ”Дорога жизни”, когда автомашины на резонансных
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Рис. 1. Разрушение льда СВП ”Скат” при выходе на берег

скоростях [6] проваливались под лёд. При этом прочность льда не вызывала сомне-
ний, т.к. рядом с образовавшейся майной с меньшими скоростями проходили более за-
груженные машины. Позже сотрудниками Арктического и Антарктического научно-
исследовательского института высказывалось предположение о возможности исполь-
зования судов на воздушной подушке (СВП) для реализации РМРЛ после испытаний
в 1962 г. СВП ”Сормович” на Волге. Появление значительных деформаций льда при
движении по нему нагрузки отмечалось и в процессе испытаний первых отечествен-
ных СВП проф. В.И. Левкова в 1932 г. [2]. Аналогичные наблюдения отмечались и в
1924 г. при эксплуатации ледяных железнодорожных переправ [1]. Однако, этим фак-
там не придавалось значения и работы в этом направлении не проводились. Поэтому
до недавнего времени исследования резонансного увеличения амплитуд колебаний
льда и разрушения вследствие этого ледяного покрова проводились с точки зрения
их нежелательности [3].

С другой стороны, если использовать явление резкого возрастания амплитуд ко-
лебаний льда при движении нагрузок с определённой (резонансной) скоростью, то
можно существенно снизить энергозатраты на разрушение ледяного покрова по срав-
нению с ледоколами и ледокольными приставками РМРЛ может осуществляться лю-
бым транспортным средством, обладающим способностью перемещаться по ледяному
покрову с достаточной скоростью и возбуждающим ИГВ необходимой для разруше-
ния льда амплитудой. С точки зрения эффективного использования и безопасности
эксплуатации при реализации РМРЛ наиболее пригодны амфибийные СВП, ледораз-
рушающие качества которых исследовались в натурных условиях. При этом во время
проведения испытаний СВП ”Скат” на реке Амур (1984 — 1987гг.) было обнаружено,
что в случаях, когда ледяной покров не удавалось разрушить при движении судна
с резонансной скоростью (вес судна был недостаточен для данной толщины льда),
то кромка льда легко разрушалась при выходе судна на берег (рис. 1). Очевидно,
что это связано с трансформацией параметров ИГВ при выходе на мелководье и с
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Рис. 2. Проходы СВП вдоль береговой линии

Рис. 3. Опытовый бассейн лаборатории механики сплошных сред

их взаимодействием с отражёнными от берега волнами. После чего полоса разру-
шенного вдоль берега ледяного покрова расширялась за счёт последующих проходов
СВП вдоль неё с резонансной скоростью, т.к. наличие свободной кромки значительно
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уменьшает несущую способность ледяного покрова. Таким образом, лёд разрушался
на большой площади (рис. 2).

Этот факт послужил основанием для более детальных исследований с целью изуче-
ния возможностей повышения эффективности РМРЛ за счёт использования подобных
условий и вышеописанного маневрирования СВП.

Рис. 4. Схема установки: а) — вид сверху, б) — сечение по А–А: 1 — чаша бассейна; 2 —
модельный лёд; 3 — подвесное дно; 4 — место установки датчика; 5 — наклонное дно; 6 —
направление движения нагрузки

Эксперименты проводились в опытовом бассейне (L × B × H = 5, 0 × 1, 9 ×
0, 7м) лаборатории механики сплошных сред ФГБОУ ВО ”Амурского гуманитарно-
педагогического государственного университета” и в соответствии с известной мето-
дикой моделирования ИГВ в ледяном покрове [4].

Моделирование ледяного покрова осуществлялось с использованием модели нераз-
рушаемого льда. В качестве модельного льда применялась листовая резина толщиной
2 мм, наиболее удовлетворяющая геометрическому масштабу и физико-механическим
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характеристикам модельного материала. Значение модуля упругости резины опреде-
лялось путем испытаний образцов материала на растяжение при различных скоро-
стях нагружения на специальном стенде. Его среднее значение составило 6 МПа, что
обеспечивало проведение модельных экспериментов в масштабе 1:500, т.е. в опытах
моделировался ледяной покров толщиной 1 м. ИГВ возбуждались движущейся за
счет буксировочной системы бассейна нагрузкой (моделью) массой 75,7 г и площадью
основания 39,39 см2 (рис. 3).

Исследования проводились при различных углах наклона дна β (10◦, 20◦, 30◦) и при
глубине акватории H = 30м (после пересчёта на натуру). Наклонность дна модели-
ровалась по схеме, представленной на рис. 4, где S — длина наклонного дна. Для 30◦

S состовляла 0,3 м, для 20◦ — 0,44 м, для 10◦ — 0,86 м.
В процессе проведения экспериментов были получены зависимости относительной

высоты ИГВ A (где A = A
ωр

; A — высота волны; ωр — статический прогиб модельного
льда под нагрузкой) от относительных скоростей нагрузки χ (где χ = u√

gH
; u —

скорость нагрузки; g — ускорение свободного падения) при различных углах наклона
дна (рис. 5).

Рис. 5. Зависимость относительной высоты волны от относительной скорости движения на-
грузки при различных углах наклона дна (H = 30м), β, град: 1 (�) − β = 10◦; 2 (N) − β =
20◦; 3 (×)− β = 30◦

На рис. 5 приведена зависимость высоты волны от скорости движения нагрузки
при различных углах наклона дна. Как видно из графика, в области низких скоростей
РМРЛ при выходе нагрузки на берег наиболее эффективен. При увеличении скорости
нагрузки высота ИГВ начинает снижаться по сравнению с движением нагрузки без
выхода на берег. Максимальная высота ИГВ наблюдается при угле наклона дна 30◦.
Уменьшение наклонности дна ведёт к уменьшению высоты ИГВ.

Таким образом, для увеличения возможностей РМРЛ (в случаях, когда имеющееся
СВП не способно разрушить ледяной покров при его движении с резонансной скоро-
стью) следует найти участок акватории с крутым, но одновременно безопасным для
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выхода СВП со льда, берегом. Затем на разных скоростях, близких к резонансным
для средней глубины водоема на данном участке, сделать несколько выходов СВП на
берег под прямым углом к береговой линии. Если масса СВП и давление в воздушной
подушке окажутся достаточными для разрушения примерзшей к берегу кромки льда,
то затем следует начинать движение по образовавшейся кромке льда с резонансной
для соответствующих глубин скоростью. В результате за счет использования рельефа
дна будет разрушен более толстый лёд т.е. повышена эффективность РМРЛ.
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Аннотация. В статье предложена методика получения критериев прочности полимерных ма-
териалов, обладающих свойством изотропии и армированных полимеров с ярко выраженной
анизотропией. Рассматривается статический критерий для изотропных материалов Х. Аль-
тенбаха – К. Туштева, а также предложенные авторами две зависимости между инвариантами
напряжений, которые представлены в виде степенных рядов. Проведена экспериментальная
проверка полученных критериев для изотропных полимеров и однонаправленных углепла-
стиков.

Ключевые слова: критерий прочности, давление гидростатическое, полимер изотропный,
материал композитный армированный, углепластик однонаправленный.

УДК: 539.4

Введение. При разработке феноменологических критериев прочности, построен-
ных на основании выдвинутых теорий, как правило, не рассматриваются процессы
деформирования и разрушения, сопровождаемые структурными изменениями. На-
пример, часто принимается, что предельное условие перехода материала из прочного
состояния к разрушенному состоянию можно выразить в виде математической зави-
симости первого инварианта тензора напряжений I1 и второго инварианта девиатора
тензора напряжений ID2 в сочетании с прочностными характеристиками материала.
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Существует ряд материалов, для которых предельная кривая, связывающая ком-
поненты напряжения через указанные инвариантные параметры, аппроксимируется
экспоненциальной зависимостью Х. Альтенбаха – К. Туштева [1].

Как показывают расчеты [1], если зависимость между I1 и ID2 линейная в ви-
де критерия Друккера – Прагера, то погрешность для некоторых видов изотропных
полимеров может доходить до 25%. Более точные результаты можно получить по
параболической кривой Баландина и экспоненциальной кривой [1].

В работах [2,3] предложен метод получения критериев прочности для изотропных
материалов, различно сопротивляющихся растяжению и сжатию, относящихся к ком-
позитным материалам, которые имеют возможность варьироваться и интерпретиро-
ваться различными кривыми.

Линейная, параболическая и другие формы критериев Друккера – Прагера, Балан-
дина, Шлейхера – Боткина и другие, связывающие I1 и ID2 с прочностными харак-
теристиками материалов, в дальнейшем должны проверяться экспериментально.

Статический критерий прочности для изотропных полимеров, предложенный Х.
Альтенбахом и К. Туштевым [1], имеет экспоненциальную форму и две введенные
прочностные характеристики. Подобный подход разработки условий текучести пла-
стичных материалов можно встретить в работах В.В. Соколовского [4], который при-
нимал геометрическую интерпретацию условий текучести в виде синусоидальной ли-
нии и дуги циклоиды в координатной системе максимальных касательных напряже-
ний и полусуммы максимальных и минимальных главных нормальных напряжений.

В последние годы проводились исследования, которые показали, что гидростати-
ческое давление существенное влияние оказывает на полимерные, чем на материалы
с более прочной структурой. Работы [5,6] так же показали, что механические свой-
ства полимерных однонаправленных композитов сильно зависят от гидростатического
давления.

В работе [7] были исследованы высокопрочные однонаправленные композитные ма-
териалы при действии продольного растяжения и наложенного высокого гидростати-
ческого давления. Испытанию подвергались кольцевые образцы. Результаты экспе-
риментов показали, что продольный модуль упругости практически не зависит от
величины гидростатического давления, а прочность при растяжении в направлении
армирования этих материалов возрастает с увеличением давления до некоторого уров-
ня. При дальнейшем повышении давления прочностные характеристики материалов
уменьшаются. Виды разрушения также значительно зависят от величины наложен-
ного гидростатического давления. На основе экспериментальных данных получена
зависимость прочности от величины наложенного гидростатического давления.

Свойства материалов при растяжении и сжатии в условиях высокого гидростатиче-
ского давления были также исследованы в работах [8,9]. Испытывались образцы труб-
чатой формы, а давление к материалу передавалось через жидкость (типа керосина
или масла). Был отмечен важный эффект действия гидростатического давления –
высокие поперечные напряжения увеличивают поверхностное сцепление, тем самым
делая композит более устойчивым к разрушению. Гидростатическое давление может
также снизить влияние дефектов в композитных материалах, таких как микротрещи-
ны, поры и отслоения путем их эффективного закрытия и увеличения объема работы,
необходимой для роста трещин.

Приведенный анализ показывает, что сложность проведения экспериментов, а так-
же работы по изготовлению образцов требует теоретической разработки зависимости
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прочностных характеристик от всестороннего давления, исходя из результатов про-
стых экспериментов.
1. Метод получения критериев прочности путем разложения в ряды
Пусть критерий прочности описывается кривой экспоненциальной формы

B − ξ = A
(
e
η
A − 1

)
. (1)

Здесь A и B – постоянные, зависящие от характеристик прочности материала;

η = 1√
3

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ1 − σ3)2 – полярная координата в девиаторной

плоскости;
ξ = 1√

3
(σ1 + σ2 + σ3) – длина гидростатической оси, соответствующей направлению

σ1 = σ2 = σ3; σ1 > σ2 > σ3 – главные напряжения.
Преобразуем (1), разложив в ряд Тейлора и взяв в рассмотрение два члена ряда.

В результате получим следующее выражение

η2 + C (η + ξ) = D, (2)
где C = 2A; D = 2AB.

Если рассмотреть три члена ряда, то выражение (1) примет вид

η3 +

√
C1

b0
η2 + C1(η + ξ) = D1, (3)

где C1 = 6A2; D1 = 6A2B; b0 = η
√

2√
3
.

Если зависимость между η и ξ будет иметь вид

B − ξ
A

= arcsin
η

A
, (4)

то получим следующий критерий прочности [10]

η3 + C1(η + ξ) = D1. (5)
Постоянные, входящие в уравнения (2), (3) и (5) можно определить из двух простых

испытаний материалов: на одноосное растяжение и одноосное сжатие.
Приняв при одноосном растяжении σ1 = σp, σ2 = σ3 = 0, при одноосном сжатии

σ1 = σ2 = 0, σ3 = −σс, получим системы уравнений для нахождения постоянных A и
B:

- для выражения (2)

1

d0
σ2
p + C(b0 + e0)σp = D, (6)

1

d0
σ2
e + C(b0 + e0)σс = D, (7)

где d0 = 3
2 ; e0 = 1√

3
;

- для выражения (3)

b30σ
3
p + b0

√
C1σ

2
p + C1(b0 + e0)σp = D1; (8)

b30σ
3
с + b0

√
C1σ

2
с + C1(b0 + e0)σс = D1; (9)
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- для выражения (5)

a0σ
3
p + C1(b0 + e0)σp = D1; (10)

a0σ
3
с + C1(b0 + e0)σс = D1; (11)

где a0 = 2
√

2
3
√

3
.

Здесь σp – предел прочности при растяжении; σс – предел прочности при сжатии.
Решением систем уравнений (6)–(7), (8)–(9) и (10)–(11) получаем значения посто-

янных материала.
Таким же образом можно представить другие кривые, соответствующие существу-

ющим экспериментам, результаты которых могут быть заимствованы из различных
источников.
2. Применения метода разложения в ряды для критерия Х. Альтенбаха

– К. Туштева
Используя методику получения полиномиальных критериев [2], приведем экспонен-

циальный критерий Х. Альтенбаха – К. Туштева

η + (η + k) exp

(
ξ

ξ0
− 1

)
− k = 0 (12)

к полиномиальному виду.
Преобразовывая (12), получим

ln
A− η
A+ η

=
ξ

B
− 1 при A > η,

где A = k; B = ξ0 – постоянные, зависящие от характеристик прочности материала.
После разложения в ряд Тейлора и математических преобразований с двумя чле-

нами ряда, получим

η3 + 3A2η +
3

2

A3

B
ξ =

3

2
A3. (13)

Отсюда обнаруживаем, что, в отличие от [4], параметры ξ и имеют различные коэф-
фициенты. Если оставить только один член ряда, то выражение (13) превращается в
линейный критерий Друккера – Прагера. Постоянные, входящие в (13), также можно
определить из испытаний материалов на одноосное растяжение и одноосное сжатие.
Из выражения (13) получим следующие уравнения для нахождения постоянных A и

a0σ
3
p + 3b0A

2σp + c0
A3

B
σp = d0A

3, (14)

a0σ
3
c + 3b0A

2σc + c0
A3

B
σc = d0A

3, (15)

где c0 =
√

3
2 .

Проведем сравнение характеристик k и ξ0 для изотропных полимеров (результа-
ты экспериментов взяты в [1] из работ других исследователей [11]): ПММА (поли-
метилметакрилат), эпоксидного связующего, эпоксидного компаунда и полиэфирного
связующего, для трех случаев представления критерия Альтенбаха – Туштева: без
разложения в ряд Тейлора (12), после разложения с двумя членами ряда (13) и после
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разложения с тремя членами ряда (имеет пятую степень и здесь формула не приве-
дена). Результаты сравнения приведены в таблице 1.

Полимер
До разложения в
ряд, по [1]

После разложе-
ния (2 члена ря-
да)

После разложе-
ния (3 члена ря-
да)

k ξ0 k ξ0 k ξ0

ПММА 168,75 390,39 167,03 405 168,45 393,8
Эпоксидное связующее 179,04 235,63 176,7 245 178,52 238,2
Эпоксидный компаунд 55,51 77,28 54,8 81,1 55,36 78,12

Полиэфирное связующее 96,22 195,5 95,2 203 96,05 197,1

Как видно из таблицы 1, расхождение результатов между параметрами прочности
критериев с двумя и тремя членами ряда незначительно. На рисунке 1 представлены
предельные кривые для полиэфирного связующего, построенные по критерию Аль-
тенбаха–Туштева и по критерию (2). С целью сравнения кривых было рассчитано их
среднеквадратичное отклонение по отношению к экспериментальным данным. Полу-
чено, что отклонение для кривой, построенной по уравнению (2), составляет 4, 76%,
по уравнению (12) – 5,65%, по уравнению (13) - 6,25% и с тремя членами ряда – 4,59%.

Рис. 1. Предельные кривые для полиэфирного связующего
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Таким образом, расхождение между кривыми незначительно.
Целью разложения критериев (1), (4), (12) является приведение к традиционному

виду зависимости между η и ξ, оценивание их по внешнему виду и на соответствие
экспериментальным данным. Критерии прочности (1), (4) и (12) после разложения
в ряды и взятии в рассмотрение одного, двух и т.д. членов ряда имеют различные
степени η и ξ, входящих в исходные их виды.

Как известно, в практике проектирования широкое распространение получили кри-
терии Друккера – Прагера и Баландина, имеющие линейную и параболическую зави-
симости между η и ξ. Критерий (12) – экспоненциальный. Такую же экспоненциаль-
ную зависимость имеет критерий (1), однако при взятии в рассмотрение двух членов
ряда он имеет квадратичную форму.

Таким образом, при сравнении (2), (5) и (13) преимущество должен иметь критерий
(2) из-за его квадратичности, если такой вид критерия удовлетворительно согласуется
с экспериментами, не хуже чем (5) и (13), что и видно из рисунка 1.
3. Армированные композитные материалы
Напряженное состояние однонаправленно армированного композитного материа-

ла (например, углепластика) в условиях действия всестороннего давления является
трехосным. Рассмотрим зависимость (4) в следующем виде

η

A
= sin

B − ξ
A

при
∣∣∣∣B − ξA

∣∣∣∣ ≤ 1. (16)

При разложении правой части (16) в ряд Тейлора и рассмотрении двух первых
членов ряда, получим критерий прочности в виде

η

A
= m− 1

A

(
1− 1

2
m2

)
ξ − 1

6
m3 − 1

2A2
mξ2 +

1

6A3
ξ3, (17)

где m = B
A .

Постоянные A и B могут быть определены из испытаний на одноосное растяжение
вдоль направления армирования и на одноосное сжатие неармированного углепласти-
ка. При этом вводим допущение: при сжатии сжимающие напряжения воспринима-
ются скелетом углепластика.

На рисунке 2 представлены кривые зависимости прочности однонаправленно ар-
мированного углепластика от гидростатического давления по критерию (17) и по за-
висимости, полученной в работе [7], а также результаты экспериментов из этой же
работы. Здесь р – гидростатическое давление.

Проведем также сравнение результатов экспериментальных данных, полученных в
условияхрастяжения и сжатия с наложенным гидростатическим давлением, и резуль-
татов, полученных исходя из критерия (17). На рисунках 2, 3 и 4 представлены кри-
вые зависимости прочности материалов от гидростатического давления, соответству-
ющие критерию (17), а также результаты экспериментов [7-9]. В условиях растяжения
на экспериментальных кривых имелись участки как возрастания, так и уменьшения
прочности. На рисунках 2 и 3 предельные кривые, соответствующие критерию (17),
имеют зависимость, близкую к прямой, а согласно [7] – криволинейную, более точ-
но описывающую эксперименты. Однако в области максимума имеет место наиболь-
ший разброс экспериментальных данных и, как отмечают авторы [7], равновероятны
различные виды разрушения. Кривая, приведенная в работах [8,9], по результатам
экспериментов на растяжение представляет собой практически прямую линию.
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Рис. 2. Зависимость прочности углепластика от гидростатического давления при продольном
растяжении

Рис. 3. Зависимость прочности углепластика с содержанием углерода 60% от гидростатиче-
ского давления при продольном растяжении

При сравнении экспериментальных прочностных характеристик [8,9] при сжатии с
характеристиками, соответствующими критерию (17), можно отметить, что предель-
ные кривые по (17) достаточно точно соответствуют результатам экспериментов. При
этом можно предположить, что причиной некоторого несоответствия является изме-
нение механизма разрушения. Для таких видов армированных пластиков очевидно,
что при большом давлении растяжение сопровождается интенсивным сдвигом, а при
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Рис. 4. Зависимость прочности углепластика с содержанием углерода 60% и полиэстра от
гидростатического давления при сжатии

сжатии высокое давление упрочняет материал, начиная с первых шагов увеличения
всестороннего давления.
Выводы. Критерии прочности, полученные в данной работе, можно использовать

для оценки прочности изотропных полимеров и однонаправленно армированных пла-
стиков, работающих в условиях высокого давления. Заимствованные из различных
источников экспериментальные данные подтверждают достоверность этих критери-
ев. Исследования показывают, что для изотропных полимеров удовлетворительные
результаты можно получить, если применять экспоненциальные зависимости [1,2], а
для армированных пластиков – кривые в виде синусоидальной зависимости, представ-
ленной разложением в ряды.
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Аннотация. Представлена математическая модель теплопроводности многослойных компо-
зитных пластин. Слои таких пластин могут быть набраны как из изотропных, так и из орто-
тропных материалов, таких как армированные волокнами, либо частицами компози-ционные
материалы, сотовые структуры с различными параметрами армирования. Предложена мето-
дика аналитического решения стационарных и нестационарных задач теплопроводности для
таких многослойных пластин.

Ключевые слова: теплопроводность, аналитические решения, композитные материалы, сло-
истые конструкции.

УДК: 536.21

1. Введение
Исследование различных проблем теплопроводности и теплопередачи играет важ-

ную роль при проектировании газотурбинных двигателей и установок, авиационной
и ракетной техники [1; 2]. При этом помимо увеличения термического сопротивления
по толщине стенок несущих и теплоотводящих конструкций требуется обеспечить
достаточную прочность и жесткость при ограниченном весе таких конструкций. Од-
новременное выполнение таких требований может быть реализовано в подкрепленных
конструкциях коробчатого типа или в трехслойных панелях с легкими алюминие-
выми или стеклопластиковыми сотовыми наполнителями. Теплопроводность таких
конструкций была исследована, например, в работах [3; 4]. В настоящее время
разработаны технологии производства многослойных сотопластовых конструкций,
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разделяющих среды с различными температурами. Все составляющие конструкцию
слои могут состоять из различных материалов, иметь различные структурные
параметры армирования, различную форму, плотность и взаимное расположение сот
и, в связи с этим, могут позволять в широких пределах управлять температурным
полем в направлении нормали к поверхности многослойной конструкции. Решение
такой задачи нам неизвестно и должно быть основано на относительно разумных
и простых гипотезах, позволяющих построить сравнительно простую расчетную
модель, обеспечивающую возможность решения соответствующих задач управления
тепловым полем и оптимизации.

2. Постановка задачи В общем случае распределение тепла в анизотропном теле
описывается уравнением:

ρCv
∂T

∂t
= div (Λ∇T ) + f, (1)

с начально-краевыми условиями

T |t=0 = Φo, β1
∂T

∂n

∣∣∣∣
Γ

− β2T |Γ = −ϕ (t) . (2)

При β1 = 0, β2 = 1 получим первую краевую задачу.
При β1 = Λ, β2 = 0 получим вторую крае-вую задачу.
При β1 = −Λ, β2 = α, ϕ (t) = αT получим третью краевую задачу. Здесь ρ —
плотность, Cv — объемная теплоемкость материала, Λ — тензор теплопроводности
анизотропной среды, f — внутренний распределенный источник тепла, n — внешняя
нормаль к границе области Γ, α — коэффициент теплопередачи, Tср — температура
окружающей среды при конвективном теплообмене.

В общем случае для анизотропной среды тензор теплопроводности имеет вид

Λ =

λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ33

 (3)

Рассмотрим прямоугольную слоистую в направлении оси Oz композитную пластин-
ку (рис. 1) толщины H, состоящую из N слоев постоянной толщины δi (i = 1, 2, ..., N).
Примем все слои композиции либо ортотропными, либо изотропными. Структура
каждого слоя является либо армированной тонкими волокнами композицией, либо
армированной частицами, либо изотропной, что позволяет использовать модель теп-
лопроводности из [5; 6; 7]. Граница между i-м и (i+1 )-м слоями имеет координату
lzi (i = 1, 2, ..., N − 1). На границе раздела i-го и (i+1 )-го слоев задаются условия
идеального теплового контакта:

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λi
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

(i = 1, 2, ..., N − 1) (4)

Здесь λi, λi+1 — эффективные значения коэффициента теплопроводности i-го и
(i+1 )-го слоев соответственно в направлении оси Oz в точках с координатой z = lzi.
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Рис. 1. Слоистая в направлении оси Oz прямоугольная пластинка.

Эффективные значение компонент тензора теплопроводности для рассматриваемой
пластинки найдем по формулам [8]:

Λij =

N∑
k=1

Ω̄kΛ
(k)
ij , i, j = 1, 2, Λ33 =

(
N∑
k=1

Ω̄k

Λ
(k)
33

)−1

. (5)

Здесь Λ
(k)
ij — эффективные значение компонент тензора теплопроводности k -го слоя,

взятые из [6; 7],

Ω̄k =
ckε
cε

δk
H
,

ckε — осредненное значение массовой теплоемкости k -го слоя, cε —осредненное значение
массовой теплоемкости по всей пластинке [6].

Предполагая, что направление армирования во всех слоях либо совпадает, либо
угол между направлениями армирования в различных слоях составляет π/2 , полу-
чим ортотропный композитный материал (во втором случае путем переименования
компонент тензора теплопроводности Λ11 → Λ̃22, Λ22 → Λ̃11).

Тогда тензор теплопроводности (3) преобразуется к виду:

Λ =

Λ11 0 0
0 Λ22 0
0 0 Λ33

 ,
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а выражения (5) примут вид:

Λii =

N∑
k=1

Ω̄kΛ
(k)
ii , i = 1, 2, Λ33 =

(
N∑
k=1

Ω̄k

Λ
(k)
33

)−1

. (6)

3. Методика решения
3.1 Одномерная стационарная задача. Распространение тепла вдоль

плоскости слоев
Рассмотрение задачи теплопроводности многослойной композитной пластинки нач-

нем со стационарной задачи, когда температурное поле не за-висит от времени. Тогда
в декартовых координатах уравнение теплопроводности (1), (2) запишется в виде:

∂

∂x

(
λx (x)

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λy (y)

∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
λz (z)

∂T

∂z

)
+ f (x, y, z) = 0, (7)

{0 ≤ x ≤ Lx; 0 ≤ y ≤ Ly; 0 ≤ z ≤ Lz} ,[
βx11

∂T i

∂x
− βx21T

i

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T i

∂x
− βx22T

i

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 ,[
βy11

∂T i

∂y
− βy21T

i

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T i

∂y
− βy22T

i

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2,[
βz11

∂T 0

∂z
− βz21T

0

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂TN

∂z
− βz22T

N

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2.

(8)

Здесь и далее предполагается, что Λ11 = λx, Λ22 = λy, Λ33 = λz.
Решение задачи (7), (8) начнем с рассмотрения одномерного случая одномерного

случая.
Положим

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=Ly

= 0,
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=Lz

= 0.

Такая ситуация может возникнуть, например, в случае, когда градиент температуры
вдоль оси Ox много больше, чем вдоль осей Oy, Oz.

Тогда задача (7), (8) запишется в виде

d

dx

(
λ (x)

dT

dx

)
+ f (x, y, z) = 0, {0 ≤ x ≤ L} , (9)

β11
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

− β21T |x=0 = −ϕ1, β12
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

− β22T |x=L = −ϕ2. (10)

Такая задача модельно может представлять собой, например, теплоотводящие эле-
менты систем охлаждения.

Решение уравнения (9) путем двукратного интегрирования находится в виде

T (x) = C1K (x)− P (x) + C2, (11)

где

K (x) =

∫
[λx (x)]−1dx, P (x) =

∫
F (x) [λx (x)]−1dx, F (x) =

∫
f (x) dx,
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а константы интегрирования C1 , C2 находятся из краевых условий (10) и записыва-
ются в виде:

C1 =
β21 [β12P

′
L − β22PL + β22P0] + β22ϕ1 − β22β11P

′
0

β21 [β12K ′L − β22KL + β22K0]− β22β11K ′0
,

C2 =
1

β21

[
C1

(
β11K

′
0 − β21K0

)
− β11P

′
0 + β21P0 + ϕ1

]
.

Здесь нижний индекс при K, P означает точку в которой вычисляются значения
функций K(x), P (x), штрих сверху означает производную, например K ′L = K ′ (L).

3.2 Одномерная стационарная задача. Распространение тепла перпен-
дикулярно плоскости слоев

В случае, когда градиент температуры вдоль оси Oz максимален:
∂T

∂z
� ∂T

∂x
,
∂T

∂z
� ∂T

∂y
, (12)

целесообразно переписать задачу (7) – (8) в виде:

∂

∂x

(
λix
∂T i

∂x

)
+

∂

∂y

(
λiy
∂T i

∂y

)
+

∂

∂z

(
λiz
∂T i

∂z

)
+ fi (x, y, z) = 0, (13)[

βx11

∂T i

∂x
− βx21T

i

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T i

∂x
− βx22T

i

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 ,[
βy11

∂T i

∂y
− βy21T

i

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T i

∂y
− βy22T

i

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2, i = 1, 2, ..., N,

(14)

[
βz11

∂T 1

∂z
− βz21T

1

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂TN

∂z
− βz22T

N

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2, (15)

и дополнить ее условиями сопряжения слоев (4):

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λiz
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
z

∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

, i = 1, 2, ..., N − 1. (16)

Учитывая (12), уравнения (13) – (14) можно переписать в виде:

d

dz

(
λiz (z)

dT i

dz

)
+ fi (z) = 0, i = 1, 2, ..., N. (17)

Уравнения (17) дополним краевыми условиями (15) – (16). Решение уравнений (17),
получается в виде аналогичном (11):

T i (z) = AiKi (z)− Pi (z) +Bi, (18)

где

Ki (x) =

∫ [
λiz (z)

]−1
dz, Pi (z) =

∫ ∫
fi (z)dz

λiz (z)
dz,

а значения констант Ai , Bi находятся из краевых условий (15) – (16).

3.3 Нестационарная задача
Рассмотрим прямоугольную слоистую в направлении оси Oz композитную пла-

стинку (рисунок 1) толщины H, состоящую из N слоев постоянной толщины δi (i =



ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КОМПОЗИТНЫХ ПЛАСТИН 167

1, 2, ..., N). Примем допущение о независимости приведенных коэффициентов тепло-
проводности от в каждом слое от пространственных координат, а также о равен-стве
приведенных коэффициентов теплопроводности вдоль осей Ox, Oy :

λix = λiy = λi, i = 1, 2, ..., N. (19)

Тогда уравнение теплопроводности (1), (2) запишется в виде:

∂T i

∂t
−
(
aix
∂2T i

∂x2
+ aiy

∂2T i

∂y2
+ aiz

∂2T i

∂z2

)
=

1

ρiCvi
f (x, y, z, t) , (20)

{0 ≤ x ≤ Lx; 0 ≤ y ≤ Ly; 0 ≤ z ≤ Lz} ,
T i (x, y, z, 0) = Φ0i (x, y, z) , i = 1, 2, ..., N, (21)[

βx11

∂T

∂x
− βx21T

]∣∣∣∣
x=0

= −ϕx1 ,
[
βx12

∂T

∂x
− βx22T

]∣∣∣∣
x=Lx

= −ϕx2 , (22)[
βy11

∂T

∂y
− βy21T

]∣∣∣∣
y=0

= −ϕy1,
[
βy12

∂T

∂y
− βy22T

]∣∣∣∣
y=Ly

= −ϕy2, i = 1, 2, ..., N, (23)[
βz11

∂T

∂z
− βz21T

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂T

∂z
− βz22T

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2, (24)

с условиями сопряжения слоев (4). Здесь aik = λik/ρiCvi (k = «x», «y», или «z»).
Решение задачи (20) – (24) будем искать с помощью метода конечных интегральных

преобразований [8].
Для исключения координат x, y используем формулу перехода к изображениям

(индекс i опущен):

T̄ (z, t) =

Lx∫
0

Ly∫
0

T (x, y, z, t)P (x, y) dydx, (25)

где P (x, y) — ядро интегрального преобразования, являющееся решением задачи
Штурма-Лиувилля с однородными граничными условиями:

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+ µ2P (x, y) = 0, (26)[

βx11

∂P

∂x
− βx21P

]∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
βx12

∂P

∂x
− βx22P

]∣∣∣∣
x=Lx

= 0 (27)[
βy11

∂P

∂y
− βy21P

]∣∣∣∣
y=0

= 0,

[
βy12

∂P

∂y
− βy22P

]∣∣∣∣
y=Ly

= 0. (28)

Общее решение уравнения (26) имеет вид [9]:

P (x, y) = [C1x cos (γx) + C2x sin (γx)] [C1y cos (ηy) + C2y sin (ηy)]

Значения коэффициентов C1x , C2x , C1y , C2y определяются из однородных граничных
условия (27), (28).

Обратное преобразование задается формулой:

T (x, y, z, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Pnm (x, y)

‖Pnm‖2
T̄ (z, t), (29)

где ‖Pnm‖2 — квадрат нормы функции P (x, y).
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Применяя преобразование (25) к задаче (20) – (24) и учитывая что µ2 = η2 + γ2 [9]
получаем:

∂T̄ i

∂t
−
(
aiµ2T̄ + aiz

∂2T i

∂z2

)
=

1

ρiCvi
f̄ (z, t) + I1 + I2 + I3 + I4, (30)

T̄ i (z, 0) = Φ̄0i (z) , i = 1, 2, ..., N, (31)[
βz11

∂T̄ i

∂z
− βz21T̄

i

]∣∣∣∣
z=0

= −ϕz1,
[
βz12

∂T̄ i

∂z
− βz22T̄

i

]∣∣∣∣
z=Lz

= −ϕz2. (32)

Здесь ai = λi/ρiCvi , I1, I2, I3, I4 — выражения определяемые из краевых условий
(22) – (23),

f̄i(z, t) =

Lx∫
0

Ly∫
0

fi(x, y, z, t)P (x, y) dydx,

Φ̄0i (r, µ) =

Lx∫
0

Ly∫
0

Φ0i (x, y, z)P (x, y) dydx.

Аналогичным методом исключим из уравнения (30) координату z. Положим:

¯̄T
i
(t) =

λiz
aiz

Lzi∫
Lz(i−1)

T̄ i (z, t)W i (z) dz.

Для исключения координаты z, вдоль которой свойства тела изменяются ступен-
чато воспользуемся формулой [10]:

¯̄T (t) =
N∑
i=1

¯̄T
i

=

N∑
i=1

λiz
aiz

Lzi∫
Lz(i−1)

T̄ i (z, t)W i (z) dz. (33)

Здесь W i (z) — ядро интегрального преобразования, являющееся решением задачи
Штурма-Лиувилля с однородными граничными условиями:

d2W i

dz2
+
ς2

a2
W i (z) = 0, (34)[

βz11

∂W i

∂z
− βz21W

i

]∣∣∣∣
z=0

= 0,

[
βz12

∂W i

∂z
− βz22W

i

]∣∣∣∣
z=Lz

= 0, i = 1, 2, ..., N, (35)

T i
∣∣
z=lzi

= T i+1
∣∣
z=lzi

, λi
∂T i

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

= λi+1
∂T i+1

∂z

∣∣∣∣
z=lzi

i = 1, 2, ..., N − 1. (36)

Общее решение уравнения (34) ищется в виде:

W i (z) = C1i cos (ςx) + C2i sin (ςx) , i = 1, 2, .., N.

Обратное преобразование задается в виде:

T̄ i (z, t) =

∞∑
n=1

W i (z)

‖Wn‖2
¯̄T
i
(t). (37)
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Применяя преобразование (33) к задаче (30) – (32), получаем:

d ¯̄T

dt
+ ξ2 ¯̄T = ¯̄f (t) + ¯̄G, (38)

¯̄T (0) = ¯̄Φ0, (39)

где ξ2 =
∑
aiµ

2 +ς2, ¯̄G определяется из краевых условий (4), (32) с учетом выражений
I1, I2, I3, I4 из формулы (30),

¯̄f (t) =

N∑
i=1

λi
ai

Lzi∫
Lz(i−1)

f̄i (z, t)W (r) dz, ¯̄Φ0 =

N∑
i=1

Lzi∫
Lz(i−1

Φ̄0i (z)W (r) dz.

Решение задачи (38), (39) ищется в виде
¯̄T (t) = ¯̄Φ0 exp

(
−ξ2t

)
+ ¯̄K (t) , (40)

где ¯̄K (t) — какое-то частное решение неоднородного уравнения (40).
Обратное преобразование по формулам (29), (37) дает нам решение исходной задачи

(20) – (24) в виде тройного бесконечного ряда:

T i (x, y, z, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

∞∑
k=1

P inm (x, y)W i
k (z)

‖Pnm‖2‖Wm‖2
¯̄T (t). (41)

Отметим, что если отказаться от допущения (19), то задача решается аналогичным
образом с тем лишь исключением, что координаты x, y исключаются последовательно.

3.4 Случай тонких слоев
Для случая тонких слоев, когда

Lz � Lx, Lz � Ly

задачу (20) – (24) можно упростить, аппроксимировав распределение температуры
вдоль оси Oz по квадратичному закону [11]. Положим

T i (x, y, z, t) = T i1(x, y, t)T iz(z),

где
T iz(z) = z2 + biz + ci.

Коэффициенты bi , ci находятся из краевых условий (4), (24). Далее, повторяя
рассуждения (25) – (32) практически дословно, получим решение задачи (20) – (24) в
виде аналогичном (41) за исключением того, что общее решение будет представлено
в виде двойного ряда, а не тройного.

Заключение
Таким образом получена функциональная связь между структурными парамет-

рами армирования (интенсивность и направление армирования в каждом из слоев
композиции, удельное содержание каждого из слоев в многослойном пакете) и распре-
делением температуры в теле, что позволяет поставить как задачу оптимального про-
ектирования, так и задачу управления температурными полем внутри композитной
пластинки путем варьирования структурных параметров армирования. Такие задачи
особенно важны при конструировании систем охлаждения технических устройств и
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особенно летательных аппаратов, где широко применяются композитные конструк-
ции, позволяющие создавать требуемые условия теплообменников при минимальном
расходе материала теплообменника или его весе.
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SOME PROBLEMS OF THERMAL CONDUCTIVITY OF RECTANGULAR
MULTILAYER COMPOSITE PLATES

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics, the Siberian Branch RAS,
Novosibirsk, Russia

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. The paper presents the structural mathematical model of thermal conductivity of
multilayer composite plates. Each layer of plate which is under consideration is either isotropic
material or fi-ber composite or dispersion-strengthened composite or honeycomb composite
structure. An analytical solution method for steady and non-steady heat conduction problem is
proposed for specified plates.
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КРУЧЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ С
ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ СЕЧЕНИЕМ

Российский университет транспорта (МИИТ), г. Москва, Россия

Московский технический университет связи и информатики, г. Москва, Россия

Аннотация. В работе рассмотрено кручение неоднородного цилиндрического стержня с эл-
липтическим сечением. Определено напряженное состояние стержня, построено поле харак-
теристик основных соотношений, найдены линии разрыва напряжений.

Ключевые слова: Кручение, напряжение, пластичность, анизотропия, неоднородность.

УДК: 539.735

Кручение изотропных и анизотропных идеальнопластических стержней рассмотре-
но в работах [1]-[4]. Кручение неоднородных идеальнопластических стержней иссле-
довано в [5]-[7].

Рассмотрим цилиндрический идеальнопластический стержень, ориентированный в
прямоугольной системе координат xyz. Ось z направлена параллельно образующим
стержня. Контур сечения стержня плоскостью z = const есть эллипс: x

2

a20
+ y2

b20
= 1.

Предположим, что сечение стержня состоит из двух анизотропных областей, раз-
деленных ломаной AOB (рис. 1).

Стержень закручивается вокруг оси z равными и противоположными парами сил.
Боковая поверхность стержня считается свободной от нагрузок.

Напряженное состояние стержня определяется соотношениями

σx = σy = σz = τxy = 0,
τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y),

(1)

условиями пластичности
τ2
xz

a2
1

+
τ2
yz

b21
= 1 (2)
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Рис. 1.

в области I,
τ2
xz

a2
2

+
τ2
yz

b22
= 1 (3)

в области II,
уравнением равновесия

∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0, (4)

где b1 ≤ b2, a1 ≤ a2.
Согласно [3] характеристики соотношения (4) в каждой области есть прямые, орто-

гональные вектору градиента к кривым (2) и (3) соответственно. Вектор касательного
напряжения

τ = τxzi+ τyzj, (5)
не меняется вдоль характеристик и направлен по касательной к контуру поперечного
сечения стержня.

Пусть
b1
a1

=
b2
a2

=
b0
a0
. (6)

Тогда уравнение характеристик в обоих областях имеет вид

y =
y0

x0
x, (7)

где
x2

0

a2
0

+
y2

0

b20
= 1. (8)

Вектор касательного напряжения τ в областях I и II определяется соответственно
соотношениями

τ = −a1

b0
y0i+

b1
a0
x0j, (9)

τ = −a2

b0
y0i+

b2
a0
x0j. (10)
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На линии неоднородности AOB неизбежен скачок касательных напряжений. Поэто-
му при переходе через ломанную AOB вектор касательного напряжения τ , а соответ-
ственно и характеристики соотношения (4) меняют свое направление. A это приводит
к дополнительным линиям разрыва напряжений AC, BC и CO области II (рис. 2а,
2б).

Пусть точка A имеет координаты( x1, y1) а точка B – ( x2, y2). Тогда

tgϕ1 =
y1

x1
, tgϕ2 =

y2

x2
, (11)

где ϕ1 – угол, образованный линией неоднородности OA с осью Ox, ϕ2 – угол, образо-
ванный линией неоднородности OB с осью Ox. Предположим, что 0 < γ < 2π , γ =
ϕ2 − ϕ1

Рис. 2.

Тогда вектор касательного напряжения
−→
τ ′2 в области, ограниченной замкнутой кри-

вой OACO, определяется соотношением
−→
τ ′2 = (mx1 −

a1

b0
y1)
−→
i +

(
b1
a0
x1 +my1

)
−→
j , (12)

где m =

√
a22−a21
a0

=

√
b22−b21
b0

.
Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(
mx1 −

a1

b0
y1

)
x+ a2

2

(
b1
a0
x1 +my1

)
y = const. (13)

Линия разрыва напряжений AC определяется из дифференциального уравнения(
b2b0x√

b20x
2 + a2

0y
2
−
(
b1
a0
x1 +my1

))
dx+

+

(
a2a0y√

b20x
2 + a2

0y
2
− (mx1 −

a1

b0
y1)

)
dy = 0. (14)

Согласно (14) уравнение линии разрыва напряжений AC имеет вид
b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 −
(
b1
a0
x1 +my1

)
x+ (mx1 −

a1

b0
y1)y = a0(b2 − b1). (15)
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Вектор касательного напряжения
−→
τ ′′2 в области, ограниченной замкнутой кривой

OBCO, определяется соотношением

−→τ ′′2 =

(
mx2 −

a1

b0
y2

)
−→
i +

(
b1
a0
−my2

)
−→
j . (16)

Характеристики в этой области задаются уравнением

b22

(
−mx2 −

a1

b0
y2

)
x+ a2

2

(
b1
a0
x2 −my2

)
y = const. (17)

Линия разрыва напряжений BC определяется из дифференциального уравнения(
b2b0x√

b20x
2 + a2

0y
2

+

(
− b1
a0
x2 +my2

))
dx+

+

(
a2a0y√

b20x
2 + a2

0y
2
− (mx2 +

a1

b0
y2)

)
dy = 0. (18)

Согласно (18) уравнение линии разрыва напряжений BC имеет вид
b2
b0

√
b20x

2 + a2
0y

2 +

(
− b1
a0
x2 +my2

)
x− (mx2 +

a1

b0
y2)y = a0(b2 − b1). (19)
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TORSION OF A NON-UNIFORM CYLINDRICAL ROD WITH AN ELLIPTICAL
SECTION

Federal State Institution of Education "Russian University of Transport Moscow, Russia
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Abstract. The torsion of an inhomogeneous cylindrical rod with an elliptic cross section is
considered. The stress state of the rod was determined, the field of the characteristics of the
main relations was constructed, the lines of stress rupture were found.
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ском языке с указанием всех авторов; список ключевых слов на английском
языке; аннотацию на английском языке; сведения о всех авторах на русском
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и английском языках: должность, степень, звание, вуз, его полный почтовый ад-
рес, email. Название работы должно адекватно отражать ее содержание и быть, по
возможности, кратким. Не допускается включение формул в название работы и текст
аннотации.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной десятичной классифи-
кации (УДК).

4. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы Latex
2e с использованием стиля predel.sty. Стиль predel.sty и пример оформления статьи
размещены на сайте издания. Рисунки представляются отдельно в формате wmf, jpg с
разрешением не менее 600 dpi. Изменение стандартных стилевых файлов недопустимо.

5. Библиографические ссылки оформляются в соответствии с действующим ГОСТ.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. В случае су-

щественной переработки статьи указывается также дата получения редакцией окон-
чательного текста. Просьба редакции о переработке статьи не означает, что статья
принята к печати; после переработки она вновь рассматривается редколлегией жур-
нала.
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