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Светлой памяти
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УРАВНЕНИЕ ВОЗМОЖНЫХ МОЩНОСТЕЙ В ДИНАМИКЕ
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ТЕЛ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Приводится вывод уравнений возможных мощностей для случая, когда в сре-
де возможно распространение поверхностей разрывов скоростей, на которых терпят разрыв
необратимые деформации.
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ные волны, диссипативные разрывы.
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1. Введение.
Уравнение возможных мощностей в математической теории пластического течения

служит вариационной постановке задач теории. С помощью данного уравнения ука-
зываются ограничения, при которых задачи теории пластичности имеют единственное
решение [1,2]. Это же уравнение служит основанием для формирования экстремаль-
ных принципов теории упругопластического деформирования и предельных теорем
[1,2] теории. Здесь запишем такое уравнение в условиях, когда в среде возможно рас-
пространение поверхностей сильных разрывов (ударных волн), где претерпевают раз-
рывы не только скорости и напряжения, но и необратимые деформации.
2. Исходные модельные зависимости.
Деформации dij в деформируемом теле полагаем малыми и содержащими обрати-

мую eij и необратимую pij составляющие [1,2]

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) (1)
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4 А.А. БУРЕНИН

Соотношения (1) записаны в прямоугольной декартовой системе координат xi
(i = 1, 2, 3); ui – компоненты вектора перемещений. Смысл составляющей pij не уточ-
няем. Это могут быть и пластические деформации, и вязкие (деформации ползуче-
сти), и некоторая сумма их. Важно, что в составе полных деформаций dij присутству-
ют обратимые eij , задающие консервативный механизм деформирования, определяе-
мый упругими свойствами среды. Поэтому eij иногда называем упругими деформа-
циями, то есть далее упругие деформации и обратимые деформации означают одно и
то же. Если в некотором объеме сплошной среды отсутствуют поверхности разрывов
скоростей перемещений и, следовательно, деформаций и напряжений, то в любой ее
точке выполняется локальное следствие закона сохранения энергии [3,4]

ρdedt + qj,j = σijεij ,

εij = 1
2 (vi,j + vj,i) ; vi = dui

dt
= ∂ui

∂t

(2)

В (2) ρ – плотность среды, σij – компоненты тензора напряжений, qj – компо-
ненты вектора теплового потока, e – плотность распределения внутренней энергии.
Последняя является функцией деформаций dij и плотности распределения энтропии
s (t, x1, x2, x3), то есть e = e (dij , s). При этом согласно второму закону термодинамики
[5]

de

ds
= T, (3)

где T – абсолютная температура. Относительно функции e = e (eij , s) принимаем еще
одно предположение. Пусть такая функция ответственна только за консервативный
механизм деформирования, когда e = e (eij , s), то есть является функцией только
обратимых (упругих) деформаций [4]. Тогда, следуя (1) и (2), имеем:

ρ ∂e
∂eij

εeij + ρ∂e∂s
ds
dt + qj,j = σijε

e
ij + σijε

p
ij

εij = εeij + εpij ; εeij =
deij
dt ; εpij =

dpij
dt

(4)

Отсюда, с учетом (3)(
ρ
∂e

∂eij
− σij

)
εeij + ρT

ds

dt
+ qj,j = σijε

p
ij

Отдельная возможность существования консервативного процесса упругого дефор-
мирования, диссипативных процессов деформирования и теплопроводности является
термодинамическим следствием. Согласно этому следствию, получаем

σij = ρ
∂e

∂eij
(5)

ρT
ds

dt
+ qj,j = σijε

p
ij (6)

Перепишем уравнение баланса энтропии (6) в форме именно уравнения баланса
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∂(ρs)
∂t = −Jj,j + 1

T σijε
p
ij − 1

T 2 qjT,j

Jj = ρsvj + T−1qj

(7)

Вектор с компонентами Jj является полным потоком энтропии. Он определяет по-
ток энтропии в объеме, занимаемый телом, и перераспределения энтропии внутри де-
формируемого объема. За производство энтропии внутри объема ответственны два его
источника внутри этого объема. Последний слагаемый правой части (7) задает произ-
водство энтропии за счет необратимого процесса теплопроводности, предпоследний –
за счет процесса необратимого деформирования. Обратимый процесс только упругого
деформирования является таким образом изоэнтропическим.

Далее принимаем адиабатическое приближение для процесса деформирования.
Опираясь на то, что механические процессы являются неизмеримо более быстры-
ми по сравнению с процессом передачи тепла, считаем qj ≡ 0. Иначе, коэффициент
теплопроводности полагаем равным нулю. Тогда, следуя (6) и (7) запишем

ρT dS
dt = σijε

p
ij ;

∂(ρs)
∂t = − (ρsvj) ,j +σijε

p
ij (8)

Зависимость (5) приводит к закону Гука, если положить ρ = const и ρe = W (eij).
Для изотропной среды имеем

W = λ
2 I

2
1 + µI2;

I1 = ekk; I2 = eijeji ;

σij = λekkδij + 2µeij

(9)

Здесь λ, µ – параметры Ламе. Выбор инвариантов I1 и I2 произволен. Если
по соображениям следующим из практики применения линейных законов связи
«напряжения-деформации», например, не устраивает нормальная изотропия мате-
риала среды уже на стадии обратимого деформирования, то можно принять I1 =

ekk, I2 =
√

3
2

{
(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2

}1/2
. Инвариант I2 в этом случае, где

σ = σ1 + σ2 + σ3, а σi главные значения тензора напряжений, называют интенсивно-
стью напряжений. При таком выборе инвариантов непосредственно в квадратичном
приближении для W (I1, I2) приходим к материалам по – разному сопротивляющим-
ся растяжению и сжатию [6]. Имеются примеры, когда в теории и расчетах удобно
использовать зависимость, обратимую (9). Получим такое соотношение, введя термо-
динамический потенциал γ (σij , s) вида

γ (σij , s) = ρ−1e (eij , s)− σijeij (10)

Подстановка (10)в (2) позволяет записать(
eij − ρ

∂γ

∂σij

)
dσij
dt

+ ρT
ds

dt
+ qj,j = σijε

p
ij

Отсюда следует и определяющее соотношение, связывающее деформации с напря-
жениями
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eij = ρ
∂γ

∂σij
(11)

и уравнение баланса энтропии (6) или (7).

Рис. 1. Деформируемый объем и его деление на части поверхностью разрывов Σ (t)

Полагаем теперь, что в области V занимаемого деформируемым телом, движется
поверхность Σ, делящая обьем V на две части V + и V − (рис.1). В случае малых де-
формаций (1) и линейной зависимости деформаций от напряжений (9), (11) скорость
продвижения данной поверхности G является постоянной. Динамические условия сов-
местимости разрывов, являющиеся следствием законов сохранения, в общем случае
имеют вид [7]:

[σij ] νj = ρ+
(
v+
j νj −G

)
[vi]

σ+
ij [vi] νj = ρ+

(
v+
j νj −G

){
[vi][vi]

2 + [e]
}
− [qj ] νj

Здесь квадратными скобками обозначен разрыв переменной, так [m] = m+ −m−,
где m+ вычисляется непосредственно перед Σ, m− – сразу за Σ; νj –компоненты
единичной нормали к Σ. В рассматриваемом адиабатическом приближении для де-
формируемой среды qj ≡ 0. В силу принятой малости деформаций пренебрегаем где
это возможно слагаемыми, содержащими квадраты компонент vj скоростей переме-
щений. В таком случае динамические условия совместности разрывов упрощаются и
могут быть записаны в форме

[σij ] νj + ρG [vi] = 0

[σijvi] νj + 1
2ρG [vivi + 2e] = 0

(12)

Разрыв [e] плотности распределения внутренней энергии e = e (eij , s) можно вычис-
лить представив ударную волну Σ тонким переходным слоем, где одинаково проявля-
ются как консервативные, так и диссипативные свойства процесса деформирования.
Проинтегрировав по переходному слою найдем
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ρ [e] =
1

2
[σijeij ] +

∫ p−ij

p+ij

σijdpji (13)

Подстановка (13) во второе соотношение (12) позволяет переписать следствие зако-
на сохранения энергии в виде

1

2
ρG [vivi] + [σijvi] νj +

G

2
[σijeij ] +G

∫ p−ij

p+ij

σijdpij = 0 (14)

Если воспользоваться геометрическими и кинематическим условиями совместности
разрывов [8]

[m,j ] = γνj + gαβ [m],α xj,β

[ṁ] = −Gγ + δ[m]
δt ; gαγgγβ = δαβ

(15)

то можно получить зависимости

[vi] = G [ui,j ] νj
[eij ] = − 1

2G ([vi] νj + [vj ] νi)

Используем последнее в следующих тождественных преобразованиях

[σijvi] νj = σ+
ij [vi] νj + vi

[
σij

]
νj −

[
σij

]
[vi] νj =

= 1
2σ

+
ij ([vi] νj + [vj ] νi)− ρGv+

i [vi] + ρG [vi] [vi] =

= −Gσ+
ij [eij ]− ρGv+

i [vi] + ρG [vi] [vi]

1
2ρ [vivi] = ρGv+

i [vi]− 1
2ρG [vi] [vi]

Эти соотношения позволяют переписать (14) в виде:

−1
2ρG [vi] [vi] + ρGv+

i [vi]−Gσ+
ij [eij ]− ρGv+

i [vi] + ρG [vi] [vi] +

+1
2G [σijeij ] +G

∫ p−ij
p+ij

σijdpij = 0,

или, приводя в последнем равенстве подобные и вычисляя разрыв произведений, за-
пишем

−1
2ρG [vi] [vi]−Gσ+

ij [eij ]−Gσ+
ij [pij ] + 1

2Gσ
+
ij [eij ] + 1

2Ge
+
ij [σij ]−

−1
2G [σij ] [eij ] +G

∫ p−ij
−p+ij

σijdpij = 0,

Замечаем, что согласно теореме Бетти для линейной упругой среды
σ+
ij

[
eij

]
− e+

ij

[
σij

]
= 0 . Тогда из последнего равенства следует

−1

2

(
σ+
ij + σ−ij

)
[pij ] =

∫ p−ij

p+ij

σijdpij (16)
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Соотношение (16) представляет таким образом прямое следствие закона сохранения
энергии на поверхности разрывов Σ. Важно, что оно является следствием только
предположения об изотропной линейной связи «напряжения-деформации», то есть в
рамках закона Гука (9). Механизм необратимого деформирования может быть любым.

Отмечаем, что второй слагаемый в правой части уравнения баланса энтропии, яв-
лясь источником энтропии, обязан быть при εpij 6= 0 строго положительным. Так как
всегда T > 0, то σijε

p
ji > 0. Следовательно σijdpji > 0 (dt > 0). Но тогда

∫ p−ij
p+ij

σijdpij > 0; −σ+
ij+σ

−
ij

2 [pij ] > 0 (17)

Данные ограничения на процессы в ударной волне накладывает второй закон тер-
модинамики. Замечаем, что в случае только обратимого деформирования неравенства
(17) обращаются в тождество. Они имеют смысл только при εpij 6= 0. Но ударная волна
в упругой (гиперупругой [9]) также является необратимым процессом; в [10] показа-
но, что в этом случае требование второго закона термодинамики сводится также к
неравенству, накладываемому только на [e] или [γ]. Причем эти разрывы полностью
определяются параметрами обратимого деформирования. Следовательно, в упругой
среде существует аналог теоремы Цемплена, известной в газовой динамике [11]. В рас-
сматриваемом случае диссипативной поверхности разрывов скоростей роль теоремы
Цемплена играют неравенства (17).

В объемах V + и V −, на которые делит поверхность Σ (t) объем V наряду с уравне-
нием баланса внутренней энергии (1) выполняется уравнение движения

σij,j + ρχi = ρ
d2u

dt2
(18)

Обозначим через nj компоненты внешней единичной нормали к поверхности S =
S+ + S− динамически деформируемого тела (рис. 1)

Проведем цепочку следующих тождественных преобразований∫
S σijvinjdS =

∫
S+ σijvinjdS +

∫
S− σijvinjdS =

=
∫
S+ σijvinjdS +

∫
Σ σ
−
ijv
−
i νjdΣ−

∫
Σ σ

+
ijv

+
i νjdΣ +

∫
Σ

[
σijvi

]
νjdΣ =

=
∫
V + ρvi

∂vi
∂t dV +

∫
V − ρvi

∂vi
∂t dV +

∫
V + σijvi,jdV +

∫
V − σijvi,jdV−

−
∫
V + ρχividV −

∫
V − ρχividV +

∫
Σ

[
σijvi

]
νjdΣ =

= 1
2

[∫
V +

∂
∂t (ρvivi + σijeij) dV +

∫
V −

∂
∂t (ρvivi + σijeij) dV

]
+

+
∫
V + σijε

p
ijdV +

∫
V − σijε

p
ijdV −

∫
V ρχividV +

∫
Σ

[
σijvi

]
νjdΣ =

= d
dt

∫
V

(
ρvivi2 +

σijeij
2

)
dV +

∫
V σijε

p
ijdV −

∫
V ρχividV+

+
∫

Σ

(
ρG [vivi]

2 +G
[σijeij ]

2 + [σijvi] νj

)
dΣ
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Здесь с целью исключения объемов V + и V − использовалось следствие закона со-
хранения массы

d

dt

∫
V +

g (t, x1, x2, x3) dt =

∫
V +

∂g

∂t
dV +

∫
S+

gvjnjdS −
∫

Σ
gGdΣ

и аналогичное соотношения для V −. Для подынтегрального выражения в поверхност-
ном интеграле по Σ после некоторых тождественных преобразований можно получить

ρG
[vivi]

2
+
G

2
[σijvi] νj = −

σ+
ij + σ−ij

2
[pij ]

Таким образом получаем окончательное соотношение∫
S σijvinjdS +

∫
V ρχividv =

= d
dt

∫
V

(
ρvivi2 +

σijeji
2

)
dV +

∫
V σijε

p
ijdV −

∫
Σ

σ+
ij+σ

−
ij

2 [pji] dΣ
(19)

Соотношение (19) и является искомым уравнением возможных мощностей, или по
терминологии [1] уравнением скорости виртуальных работ. Согласно этому уравнению
мощность внешнего воздействия на тело (левая часть (19)) расходуется на скорость
изменения кинетической и потенциальной (упругой) энергии в теле (первое слагаемое
правой части (19)), и на диссипацию энергии в объеме V и на поверхности Σ (соот-
ветсвующие последующие слагаемые правой части). Соотношение (16) подчеркивает
термодинамический смысл последнего слагаемого в (19).
3. Заключение.
Отдельно следует заметить, что уравнение (19) записано в условиях, что деформа-

ции являются малыми, полные деформации считаются складывающимися из своих
обратимых и необратимых составляющих. Для напряжений и обратимых (упругих)
деформаций выполняются зависимости линейной изотропной теории упругости ( в
частности теорема Бетти [12]). Диссипативный механизм деформирования не конкре-
тизируется; он может быть любым по предпочтениям исследователя.

Очевидно, что уравнение (19) может быть распространено на случаи, когда в теле
присутствуют не одна, а несколько поверхностей разрывов.

ЛИТЕРАТУРА

[1] Быковцев Г.И., Ивлев Д.Д. Теория пластичности. Владивосток: Дальнаука, 1998. 528 с.
[2] Ишлинский А.Ю., Ивлев Д.Д. Математическая теория пластичности. М.: Физматлит, 2001. 704 с.
[3] Курапатенко В.Ф. Модели механики сплошных сред. Челябинск: Геотур, 2007. 303 с.
[4] Буренин А.А., Ковтанюк Л.В. Большие необратимые деформации и упругое последействие. Вла-

дивосток: Дальнаука, 2013. 312 с.
[5] Де Гроот С., Мазур П. Неравновесная термодинамика. М.: Мир, 1964. 457 с.
[6] Буренин А.А., Ярушина В.М. К моделированию деформирования материалов, по-разному сопро-

тивляющихся растяжению и сжатию // В кн. «Проблемы механики деформируемых твердых тел
и горных пород». К 75-летию академика Шемякина Е.И. М.: Физматлит. 2006. С. 100-106.

[7] Седовский В.М. Разрывные решения в задачах динамики упругопластических сред. М.: Наука-
Физматлит, 1997. 208 с.

[8] Томос Т. Пластическое течение и разрушение в твердых телах. М.: Мир, 1964. 308 с.
[9] Прагер В. Введение в механику сплошных сред. М.: Изд-во иностр. лит„ 1963. 312 с.
[10] Буренин А. А., Чернышов А. Д. Ударные волны в изотропном упругом пространстве //ПММ.

1978. Т. 42. В.4. С. 711–717
[11] Рахматуллин Х.А., Сагомонян А.Я., Бунимович А.И., Зверев Н.Н. Газовая динамика. М.: Высш.

Школа, 1965. 722 с.



10 А.А. БУРЕНИН

[12] Новацкий В. Теория упругости. М.: Мир, 1975. 872 с.

A. A.Burenin

VIRTUAL POWER PRINCIPLE IN DYNAMICS OF ELASTIC-PLASTIC SOLIDS

Institute of Machine Science and Metallurgy of FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. The derivation of the equations of virtual powers is given for the case when it is
possible to propagate the surfaces of velocity discontinuities in the medium at which irreversible
deformations undergo rupture.
Keywords: elasticity, plastic flow, equation of possible powers, shock waves, dissipative
discontinuities

REFERENCES

[1] Bykovtsev G.I., Ivlev D.D. Theory of plasticity. Vladivostok: Dalnauka, 1998. 528 p. (in Russian)
[2] Ishlinsky A.Yu., Ivlev D.D. Mathematical theory of plasticity. M.: Fizmatlit, 2001. 704 p. (in Russian)
[3] Kuropatenko V.F. Model of continuum mechanics. Chelyabinsk: Geotur, 2007. 303 p. (in Russian)
[4] Burenin A.A., Kovtanyuk L.V. Large irreversible deformations and elastic aftereffect. Vladivostok:

Dalnauka, 2013. 312 p. (in Russian)
[5] De Groot S., Mazur P. Nonequilibrium thermodynamics. Moscow: Mir, 1964. 457 p. (in Russian)
[6] Burenin A.A., Yarushina V.M. To modeling of deformation of materials, differently resisting stretching

and compression // In in. "Problems of mechanics of deformable solids and rocks". To the 75th
anniversary of Shemyakin E. I. M.: Fizmatlit. 2006. pp. 100–106. (in Russian)

[7] Sadovsky V.M. Discontinuous solutions in problems of dynamics of elastic-plastic media. Moscow:
Nauka-Fizmatlit, 1997. 208 p. (in Russian)

[8] Tomoe T. Plastic flow and fracture in solids. Moscow: Mir, 1964. 308 p. (in Russian)
[9] Prager V. Introduction to continuum mechanics. M.: Izd-vo Inostr. lit, 1963. 312 p. (in Russian)
[10] Burenin A.A., Chernyshov A.D. Shock waves in an isotropic elastic space //PMM. 1978. Vol. 42. I.

4. p. 711–717. (in Russian)
[11] Rakhmatullin H.A., Sagomonyan A.Ya., Bunimovich A. I., Zverev N.N. Gas dynamics. M.: No. School,

1965. 722 p. (in Russian)
[12] Novatsky V. Theory of elasticity. Moscow: Mir, 1975. 872 p. (in Russian)

Burenin Anatoliy Aleksandrovich, Dr. Sci. Phys. & Math., Corresponding member of RAS,
Principal researcher of the Institute of Machinery and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-
Amur, Russia.



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2019. №3 (41). С. 11–29

Ю.Н.Радаев, Е.В.Мурашкин

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ НА
РАСТУЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. Работа посвящена выводу определяющих соотношений на поверхности наращи-
вания. Предложенный подход основывается на результатах, известные из алгебры рациональ-
ных инвариантов. Аргументы тензорных функционалов выбраны с учетом их инвариантно-
сти относительно локальных поворотов координатного репера относительно нормали к по-
верхности наращивания. Построена полная система совместных рациональных инвариантов
тензора напряжений и единичного вектора нормали к поверхности наращивания. Проведена
геометрическая визуализация рассматриваемых рациональных инвариантов. Приведен вывод
формул преобразования операторов дифференцирования вдоль координатных направлений
на касательной плоскости к поверхности наращивания при переходе от заданной ортогональ-
ной сетки к произвольной (необязательно ортогональной) криволинейной сетке. Полученные
граничные условия на поверхности наращивания геометрически и механически непротиворе-
чивы. Сформулированные дифференциальные ограничения подразумевают эксперименталь-
ную идентификацию нескольких определяющих функций. Симметрия тензора напряжений
при моделировании не учитывается.

Ключевые слова: аддитивное производство, 3D-печать, поверхностный рост, поверхность
наращивания, остаточное напряжение, определяющее уравнение, рациональный инвариант,
дифференциальное ограничение, полная система, производная по направлению

DOI: 10.26293/chgpu.2019.40.2.012

УДК: 539.374

© РадаевЮ.Н., МурашкинЕ.В. 2019
Радаев Юрий Николаевич
e-mail: radaev.iurii.8e@kyoto-u.jp, radayev@ipmnet.ru, y.radayev@gmail.com, доктор физико-
математических наук, профессор, ведущий научный сотрудник, Институт проблем механики
им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия.
Мурашкин Евгений Валерьевич
e-mail: murashkin@ipmnet.ru, кандидат физико-математических наук, старший научный со-
трудник, Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 17–19–01257).

Поступила 20.03.2019
11



12 Ю.Н. РАДАЕВ, Е.В.МУРАШКИН

Введение. Традиционные методы изготовления изделий сложной формы подразу-
мевают разнообразные технологические процессы обработки, как связанные со сняти-
ем материала, так и основанные на синтезе изделий путем последовательного нанесе-
ния материала на поверхность произвольной формы. Изготовление изделий путем до-
бавления нового материала широко используется в современной инженерной практике
[1]. К таким способам аддитивного производства относятся: лазерная стереолитогра-
фия [2], селективное лазерное спекание, электронно-лучевая плавка, моделирование
методом наплавления, метод многоструйного моделирования, изготовление объектов
с использованием ламинирования, 3D–печать [3], компьютерная осевая литография,
послойное бетонирование [4].

3D Printing (3DP) аналогичен технологии селективного лазерного спекания, толь-
ко здесь не используется плавление: объект формируется из порошкового материала
путём склеивания, с использованием струйной печати для нанесения жидкого клея.
Технология 3D–печати позволяет производить цветное моделирование за счет добав-
ления в клей красителей (непосредственно во время печати), или за счет использова-
ния нескольких печатающих головок с цветным клеем [3].

Послойное бетонирование конструкций также относится к методам аддитивных
технологий [4]. Послойное бетонирование можно разделить на два вида, в зависи-
мости от времени между заливками. В случае “горячего шва” перерыв между слоями
меньше 12 часов. Второй тип послойной заливки — “холодный шов”. В этом случае
необходимо дождаться полного затвердевания предыдущего слоя для исключения воз-
можного растреcкивания не затвердевшей части под действием вновь добавленного
материала.

Методы аддитивного производства, описанные выше, в основе своей используют
хорошо известные природные процессы: аккреция космических объектов, формирова-
ние лавин и ледников, процессы роста кристаллов, рост атеросклеротических бляшек
[5, 6]. Для всех этих явлений характерен поверхностный рост. Рост атеросклероти-
ческой бляшки можно описать как процесс изначальной инфильтрации компонентов
плазмы крови в тонкий приповерхностный слой внутренней стенки артерии. Рост за-
родыша кристалла происходит путем присоединения к его поверхности отдельных
атомов или их групп.

Основная особенность наращиваемого тела состоит в том, что тело формируется
(“достраивается”) в процессе деформирования. Это обстоятельство, разумеется, суще-
ственно осложняет анализ таких процессов деформирования по сравнению с телами,
состав материальных частиц которых в ходе деформирования не меняется. Достаточ-
но упомянуть ситуацию, которая имеет место в динамике абсолютно твердого тела
переменной массы — учет переменности массы, с одной стороны, приводит к более
сложным математическим задачам, а с другой стороны, — порождает качественно
новые эффекты в поведении тел. Естественно ожидать, что при обобщении этой мо-
дели на деформируемые тела произойдет дальнейшее усложнение начально-краевых
задач, а влияние параметров наращивания на реакцию тела станет более многообраз-
ным.

Некоторые наиболее существенные отличия математической модели наращиваемо-
го тела от классической модели тела постоянного состава кратко анализируются в
работе обзорного характера [1]. Эти различия проявляются уже при описании движе-
ния наращиваемого тела как увеличивающейся совокупности материальных частиц.
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Решение каждой конкретной задачи наращивания деформируемых тел представ-
ляет собой самостоятельную и трудоемкую проблему [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. Суще-
ственной особенностью постановки краевых задач механики наращиваемых тел явля-
ется постановка граничных условий на поверхности раздела исходного материала и
наращиваемой части [14, 15, 16]. В настоящей работе будут рассматриваться несколь-
ко вариантов определяющих соотношений на поверхности наращивания, начиная от
простейших соотношений (см. известную книгу Г.И. Быковцева: [16], С. 288–292) до
некоторых существенных обобщений теории. При изложении будем придерживаться
терминологии и обозначений, принятых в публикациях [16, 17, 18, 19, 20].
1. Понятия и уравнения, связанные с наращиваемой поверхностью. 1.1.

Концептуальные особенности механики поверхностного роста. В силу особен-
ностей наращиваемого тела изменение его геометрической формы обусловлено двумя
факторами — искажением под действием нагрузок (это обычный в механике деформи-
руемых тел фактор) и формоизменением за счет добавления материала по его внеш-
ней поверхности. Последний фактор характерен именно для тел переменного состава.
Для правильного описания напряженно-деформированного состояния тела необходи-
мо четко различать оба механизма формоизменения тела в рамках соответствующей
математической модели. Укажем здесь на такой элементарный пример. Предполо-
жим, что первоначально имеется сплошной шар из сжимаемого материала. Внешним
давлением он обжимается в радиальном направлении. Бели он при этом не наращива-
ется, то его внешний радиус при прогрессирующем обжатии будет уменьшаться и это
изменение размеров будет очевидным признаком наличия напряжений внутри его. В
случае же наращивания внешний радиус шара может вести себя по-разному в зависи-
мости от конкретных обстоятельств — как убывать, так и возрастать. В частности,он
может оставаться и постоянным, если скорость притока материала к внешней поверх-
ности соответствующим образом согласована с нарастанием интенсивности внешнего
давления на шар. Можно также наращивать исходный шар в отсутствие внешнего дав-
ления и снова получать разительно различающиеся распределения напряжений, если
варьировать окружное “натяжение” приращиваемых элементарных слоев. Во всяком
случае совершенно ясно, что изменение геометрических характеристик наращиваемо-
го тела почти ничего не говорит о его напряженном состоянии. В этом состоит одно
из принципиальных отличий наращиваемого тела от тела постоянного состава.

В классической механике деформируемого твердого тела обычно считается, что
множество материальных частиц, образующих данное тело, не изменяется в процессе
его деформирования. Такие материальные объекты условимся называть телами по-
стоянного состава. Однако, многообразие процессов деформирования, с которыми мы
сталкиваемся в окружающей нас действительности, не укладывается в рамки этих
представлений. Под воздействием разнообразных факторов множество частиц, обра-
зующих тело, может изменяться в очень широких пределах. Такие тела называются
далее телами переменного состава. Встречаются ситуации, когда тело в процессе де-
формирования теряет свои частицы — так происходит, например, при коррозионных
повреждениях, износе, абляции, эрозии, расплавлении. В подобных ситуациях мож-
но говорить о телах уменьшающегося состава или, короче, распадающихся телах.
Весьма часто приходится сталкиваться также со случаями увеличения массы дефор-
мируемого тела за счет добавления к нему новых материальных частиц. Так происхо-
дит, например, при последовательном возведении массивных бетонных конструкций,
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намораживании льда, изготовлении деталей способами намотки и напыления, выра-
щивании кристаллов и т. д. Тела, переменность состава которых обусловлена прито-
ком материала к ним извне, будем называть наращиваемыми телами. Заметим, что в
динамику абсолютно твердого тела понятие тела переменного состава (массы) было
введено И.В.Мещерским еще в конце прошлого века, однако понятие деформируемого
твердого тела переменного состава появилось в механике существенно позднее.

Важно отметить, что “зарождение” или “исчезновение” материальных частиц мо-
жет, в принципе, происходить как внутри тела, так и на его поверхности. По первому
типу протекают, например, процессы биологического роста или деградации тканей, а
по второму типу — разнообразные технологические процессы (напыление, затверде-
вание, намотка и т. п.). В дальнейшем будут рассматриваться только процессы нара-
щивания деформируемых тел, поскольку этот случай значительно сложнее с точки
зрения его математического моделирования, чем случай распадающегося тела. Кро-
ме того, все рассмотрения будут ограничены процессами наращивания по внешней
поверхности тела. Явления зарождения частиц во внутренних точках тела из рас-
смотрения исключаются.

Процесс присоединения к телу новых элементов будем называть наращиванием, а
соответствующую часть внешней поверхности, к которой в текущий момент времени
присоединяются бесконечно тонкие слои материала, — поверхностью наращивания.
Поверхностью наращивания может быть вся свободная внешняя поверхность тела
(односвязная или многосвязная) или ее часть. Тело, существовавшее до начала на-
ращивания, будем называть основным телом. Тело, составленное из материальных
элементов, которые присоединились к основному телу за промежуток времени от мо-
мента начала наращивания до рассматриваемого момента времени, назовем дополни-
тельным телом, а объединение основного тела с дополнительным телом — растущим
телом или наращиваемым телом. Возможны процессы наращивания, начинающиеся
с зарождения единственной материальной частицы, когда основное тело, как таковое,
отсутствует. Такая возможность в последующих рассуждениях, как правило, не ис-
ключается. Однако, учитывая особенности реальных процессов наращивания, будем
предполагать, что основное тело существует.

Процессы наращивания целесообразно классифицировать еще по одному призна-
ку — на дискретные и непрерывные. При дискретном наращивании к телу в от-
дельные моменты времени присоединяются объемы материала конечных размеров,
а при непрерывном к телу постоянно добавляются бесконечно малые частицы или,
скажем,бесконечно тонкие слои материала. Итак, основными характерными черта-
ми рассматриваемой здесь концепции наращиваемого деформируемого твердого тела
являются следующие: 1) дополнительные элементы материала присоединяются к те-
лу по его внешней поверхности; 2) процесс наращивания протекает непрерывно — за
каждый бесконечно малый промежуток времени к телу присоединяется инфинитези-
мальный объем материала; 3) наращивание происходит одновременно с нагружением
тела поверхностными и/или массовыми силами. Одна из принципиально важных осо-
бенностей процесса наращивания состоит в том, что приращиваемые элементы могут
находиться как в ненапряженном (естественном) состоянии, так и в, вообще говоря,
произвольном состоянии “преднапряжения”, которое никак не согласовано с состоя-
нием поверхностного слоя тела, к которому они присоединяются.
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n

P

P ′

Σ(t)

Σ(t+ δt)

Σ(t− δt)

t =
∗
τ

t+ δt =
∗
τ

t− δt =
∗
τ

Рис. 1. Распространяющаяся в пространстве поверхность наращивания Σ (Propagating
Growing Surface).

1.2. Основные уравнения, связанные с растущей поверхностью. Зададим
перемещающуюся в пространстве поверхность наращивания Σ в неявном виде урав-
нением

t =
∗
τ(xi). (1)

В этом случае единичная нормаль n к поверхности τ , направленная в сторону ее
распространения, вычисляется через вектор пространственного градиента от (1), т.е.

ni = c ∂i
∗
τ , c = |∇∗τ |−1, (2)

где ∇ — оператор Гамильтона, c — линейная скорость поверхности наращивания в
направлении нормали n, которая определяется согласно (Рис. 1)

c = lim
δt→0

|−−→PP ′|
δt

. (3)

Для восстановления напряжений по известным скоростям можно воспользоваться
формулами, данными в [16]:

τ ij =

t∫
∗
τ+0

[∂·τ
ij(xk, t′)]dt′ + Iji +

∗
τ ij(xk),

Iij =

∗
τ+0∫
∗
τ−0

[∂·τ
ij(xk, t′)]dt′,

(4)

где τ ij — тензор напряжений Коши, ∂· — производная по времени при фиксирован-
ных координатах xk, Iji — интеграл скачков напряжений, ∗τ ij(xk) = τ ij(xk, t)|

t=
∗
τ(xs)−0

компоненты тензора напряжений, вычисленные в момент времени t =
∗
τ(xs) − 0 пря-

мо перед моментом включения элемента в состав основного тела (Рис. 2). Момент
времени t =

∗
τ(xs) + 0 соответствует моменту сразу после присоединения элемента к

поверхности наращивания .
Подставим актуальные напряжения (4) в уравнение равновесия

∇jτ ji +Xi = 0. (5)
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1

2

∗
τ ij

τ ij

t =
∗
τ

t =
∗
τ + 0

t =
∗
τ − 0

0

Рис. 2. Процесс поверхностного роста. 0) Основное тело. 1) Состояние элемента за момент
до присоединения к основному телу. 2) Состояние элемента сразу после вхождения в состав
основого тела.

Здесь Xi = Xi(xk, t) — объемные силы.
В результате получим

∇j
{ t∫
∗
τ+0

[∂·τ
ji(xk, t′)]dt′ + Iji +

∗
τ ji(xk)

}
+Xi = 0 (t ≥ ∗τ + 0). (6)

Раскрывая скобки по правилу дифференцирования интеграла, зависящего от пара-
метра1, преобразуем соотношение (6) к виду

t∫
∗
τ+0

∇j [∂·τ ji(xk, t′)]dt′ +∇jIji − (∇j
∗
τ)[∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

+∇j
∗
τ ji(xk) +Xi = 0. (7)

Подставим формулу (2) в (7)
t∫

∗
τ+0

∇j [∂·τ ji(xk, t′)]dt′ +∇jIji − c−1[nj∂·τ
ji(xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

+∇j
∗
τ ji(xk) +Xi = 0. (8)

Меняя местами дифференцирования по пространственной и временной координате и
вычисляя интеграл в (8) с учетом (5), получим

−Xi +
∗
Xi(xk) +∇jIji − c−1[nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=
∗
τ(xk)+0

+∇j
∗
τ ji(xk) +Xi = 0, (9)

1Параметрами здесь выступают пространственные координаты xk, причем нижний предел инте-
грирования зависит от xk.



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ УРАВНЕНИЙ... 17

где
∗
Xi(xk) = Xi(xk, t)

∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

.

Окончательно, группируя подобные слагаемые и умножая обе части равенства (9)
на c, получим дифференциальное ограничение на поверхности наращивания в тен-
зорной форме

c[∇ · ∗τ (xk) + ∇ · I +
∗
X(xk)]− [n · ∂·τ (xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ + 0), (10)

и координатной записи

c[∇j
∗
τ ji(xk) +∇jIji +

∗
Xi(xk)]− [nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ + 0). (11)

На самом деле соотношения (10) и (11) не зависят от времени t.
Условие (10) следует рассматривать как дифференциальное ограничение для на-

пряжений на поверхности наращивания. Действительно, если удастся выразить на-
пряжения

∗
τ через актуальные напряжения τ на поверхности наращивания Σ, то из

соотношения (10) можно получить дифференциальное уравнение для напряжений τ .
Альтернативные способы получения граничных условий на поверхности наращивания
подробно обсуждались, например в публикациях [14, 15].

Отметим несколько специальных случаев формулировки дифференциального огра-
ничения (11):

(1) При самоуравновешенности скачков напряжений (∇jIji = 0) дифференциаль-
ное ограничение (11) можно записать в форме

c[∇j
∗
τ ji(xk) +

∗
Xi(xk)]− [nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ + 0). (12)

(2) Пусть, кроме того, напряженные состояния присоединяемых элементов само-
уравновешены, т.е. справедливо

∇j
∗
τ ji(xk) = 0, (13)

следовательно, дифференциальное ограничение (11) преобразуется к более
простому виду

c[
∗
Xi(xk)]− [nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ). (14)

(3) Если вдобавок к (12) и (13) отсутствуют объемные силы

Xi(xk, t) = 0, (15)

то условие (11) можно записать в виде

[nj∂·τ
ji(xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ). (16)

или
[∂·njτ

ji(xk, t)]− [τ ji(xk, t)]∂·nj = 0 (t =
∗
τ + 0). (17)

(4) Если скорость распространения поверхности наращивания c равна нулю, то
соотношение (11) преобразуется

[nj∂·τ
ji(xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= ∂·[njτ
ji(xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0. (18)
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Откуда, после интегрирования по времени получаем хорошо известное из тео-
рии упругости краевое условие (без указания значений правой части):

[njτ
ji(xk, t)]

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= ti(xk). (19)

В общем случае напряжения
∗
τ будут связаны с актуальными напряжениями на

поверхности наращивания тензорно–функциональной зависимостью
∗
τ = F(τ ,n, . . .). (20)

Многоточие в соотношении (20) означает возможную зависимость функции F от до-
полнительных параметров, характеризующих процесс наращивания. В простейшей
модели множество дополнительных параметров может быть пустым. В частности,
функция F может зависеть от микроструктурных директоров и теплофизических пе-
ременных связанных с растущей поверхностью. Физический смысл дополнительных
директоров [17, 18, 19, 20] может быть связан с характерными направлениями выклад-
ки волокон в тканных композитных материалах, арматуры в бетонных конструкциях,
намотке нитей в катушке и т.д. Функция F, на самом деле, должна зависеть от таких
комбинаций аргументов, которые инвариантны относительно поворотов вокруг оси,
определяемой директором n.
2. Простейший вариант дифференциального ограничения на поверхно-

сти наращивания. Рассмотрим инвариантно–геометрическую интерпретацию слу-
чая, обсуждаемого в работе [16]. Пусть на поверхности наращивания τ известны по-
верхностные усилия t:

t = n · τ . (21)

В этом случае примем для сужения на двумерный плоский элемент T тензора
∗
τ обо-

значение
∗
τ
2d

и будем оперировать с простейшей зависимостью

∗
τ
2d

= F
2d

(t,n). (22)

В декартовой системе координат тензоры
∗
τ
2d

и F
2d

представляются в форме 2 × 2

матриц:
∗
τ
2d

=

( ∗
τ11

∗
τ12

∗
τ21

∗
τ22

)
, F

2d
=

(
F11 F12

F21 F22

)
. (23)

В дальнейшем удобно воспользоваться разложением вектора поверхностных усилий
(Рис. 3) на сумму составляющих в виде

t = t⊥ + t‖. (24)

Здесь t⊥ — проекция вектора поверхностных усилий на касательную плоскость T к
мгновенной поверхности наращивания Σ, t‖ — проекция на нормальное направление
к поверхности наращивания.

В качестве аргументов тензорной функции F выберем совместные рациональные
инварианты тензора второго ранга τ и вектора n, неизменные при повороте коор-
динатного репера вокруг директора n. В таком случае, рационально независимую
систему рациональных инвариантов [21] выпишем в следующем виде:

|t|2 = t · t, |t‖| = |t · n|, |t⊥|2. (25)
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t

t⊥

t‖

n

l
m

T

Рис. 3. Геометрическая визуализация вектора поверхностных усилий.

При этом, в системе инвариантов (25) существует очевидная сизигия

|t|2 = |t‖|2 + |t⊥|2. (26)

Поэтому, устраняя первый инвариант в списке (25), система независимых рацио-
нальных инвариантов примет вид

|t‖|, |t⊥|2. (27)

Определяющее соотношение на поверхности наращивания τ , с учетом (27), можно
принять в форме

∗
τ
2d

= F
2d

(|t‖|, |t⊥|2). (28)

Соотношение (28) имеет ясный механический смысл. Выберем декартову систему
координат (Рис. 3) таким образом, чтобы орт k был направлен вдоль нормали n к
поверхности наращивания, а для проекции вектора поверхностных усилий t в каса-
тельной плоскости T к поверхности наращивания справедливо следующее разложение

|t⊥|2 = |t⊥·l|2 + |t⊥·m|2. (29)

Тогда проекции вектора t на орты выбранной системы координат можно выразить
через актуальные напряжения (здесь и далее индексы, заключенные в скобки < . . . >,
относятся к системе координат с базисом l, m, n)

|t‖| = |τ<33>|, |t⊥·l|2 = τ2
<31>, |t⊥·m|2 = τ2

<32>. (30)

В итоге, определяющее соотношение (28) запишем в форме
∗
τ
2d

= F
2d

(|τ<33>|, τ2
<31> + τ2

<32>). (31)

Отметим, что соотношение (31) совпадает с аналогичным условием в работе [16]. Од-
нако, в отличие от работы [16] тензор F

2d
не является шаровым, т.е. имеется четыре

определяющих функции на поверхности наращивания2.

2В симметричном случае определяющих функций будет три. Для изотропного симметричного
случая остается одна определяющая функция.
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Подставив условие (31) в уравнение (11), получим дифференциальное ограничение
для напряжений на поверхности наращивания в координатной форме

c[djF<ji> +
∗
X<i>(xk)]− ∂·τ<3i>(xk, t)

∣∣∣
t=
∗
τ(xs)+0

= 0 (i, j = 1, 2, 3), (32)

где dj — оператор дифференцирования по направлениям:

d3 = n ·∇, d1 = l ·∇, d2 = m ·∇, (33)

т.е. в (33) индекс 3 соотвествует направлению нормали, а индексы 1 и 2 — касатель-
ным направлениям к поверхности наращивания. Подробное исследование аппарата
операторов дифференцирования по направлению см. в [22]

Заметим, что система независимых совместных рациональных инвариантов (27)
не является полной, в ней не учтены совместные инварианты, содержащие квадрат
тензора напряжений τ .
3. Инвариантно-полная формулировка дифференциального ограничения

на поверхности наращивания. Полная система совместных инвариантов тензора
второго ранга τ и вектора n, кроме инвариантов (27), включает в себя дополнитель-
ные инварианты

|t
2
‖| = |t

2
· n|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2. (34)

В соотношении (34) вектор t
2
вычисляется в произвольной координатной сетке соглас-

но
t
2

= n · τ 2, t
2
s = njτ

jiτis = tiτis. (35)

Кроме того, следуя рассуждениям предыдущего раздела, для вектора t
2
в (34) (Рис. 4)

справедливо
t
2

= t
2
‖ + t

2
⊥. (36)

Вместо инварианта |t⊥ · t
2
⊥|2 в (34) можно использовать cos2$, в силу справедли-

вости равенства
|t⊥ · t

2
⊥|2 = |t⊥|2|t

2
⊥|2 cos2$. (37)

Полная система совместных рациональных инвариантов тензора напряжений τ и
вектора n примет вид

|t‖|, |t⊥|2, |t
2
‖|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2. (38)

Тогда определяющее соотношение (20) на поверхности наращивания в терминах
полной системы совместных инвариантов (38) асимметричного тензора второго ранга
τ и вектора n, для сужения на двумерный плоский элемент T тензора

∗
τ , примет вид

∗
τ
2d

= F
2d

(|t‖|, |t⊥|2, |t
2
‖|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2). (39)

Выберем, как и в предыдущем случае, декартову прямоугольную систему коорди-
нат (Рис. 4) таким образом, чтобы орт k был направлен вдоль нормали n к поверх-
ности наращивания. Для вектора проекции поверхностных усилий t в касательной
плоскости T к поверхности наращивания примем (29), а для вектора t

2
⊥ соответсвует

очевидное равенство
|t
2
⊥|2 = |t

2
⊥·l|2 + |t

2
⊥·m|2. (40)
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Рис. 4. Геометрическая визуализация векторов t, t
2
и его проекций.

Инварианты (27) и (38) и длин проекций (29) и (40) вычисляются через актуальные
напряжения τ на поверхности наращивания согласно

|t⊥·l|2 = τ2
<31>, |t⊥·m|2 = τ2

<32>, |t‖| = |τ<33>|,
|t
2
⊥ ·l|2 = |τ<3s>τ<s1>|2 = |τ<31>τ<11> + τ<32>τ<21> + τ<33>τ<31>|2,

|t
2
⊥ ·m|2 = |τ<3s>τ<s2>|2 = |τ<31>τ<12> + τ<32>τ<22> + τ<33>τ<32>|2,

|t
2
‖| = |τ<3s>τ<s3>| = |τ<31>τ<13> + τ<32>τ<23> + τ2

<33>|,

|t⊥ · t
2
⊥|2 = |τ<31>τ<3l>τ<l1> + τ<32>τ<3l>τ<l2>|2 =

= |τ2
<31>τ<11> + τ<31>τ<32>τ<21> + τ2

<31>τ<33> + τ<32>τ<31>τ<12>+

+ τ2
<32>τ<22> + τ2

<32>τ<33>|2.

(41)

Последнее из данных выше соотношений, содержащее кубические по напряжениям
слагаемые, следует отнести к классу никогда не используемых в механике деформи-
руемого твердого тела.

Определяющее соотношение на поверхности наращивания (39) с учетом выражений
(41) и приняв следующие обозначения для инвариантов,

I = |τ<33>|, II = τ2
<31> + τ2

<32>, III = |τ<31>τ<13> + τ<32>τ<23> + τ2
<33>|,

IV = |τ<31>τ<11> + τ<32>τ<21> + τ<33>τ<31>|2+

+ |τ<31>τ<12> + τ<32>τ<22> + τ<33>τ<32>|2,
V = |τ2

<31>τ<11> + τ<31>τ<32>τ<21> + τ2
<31>τ<33> + τ<32>τ<31>τ<12>+

+ τ2
<32>τ<22> + τ2

<32>τ<33>|2.

(42)

можно выписать в форме
∗
τ
2d

=F
2d

(I, II, III, IV, V ). (43)
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Рис. 5. Исходный и искаженный базисы в касательной плоскости к поверхности наращивания.
ψ1, ψ2 — углы, характеризующие поворот и одновременно искажение ортогональной сетки на
поверхности наращивания

или в упрощенной форме
∗
τ
2d

=F
2d

(I, II, III, IV ). (44)

Граничные условия в форме дифференциальных ограничений на поверхности нара-
щивания (10), (11), в случае, когда приращиваемый материал обладает микрострук-
турными особенностями, можно обобщить введением в аргументы функции (20) до-
полнительных микроструктурных директоров, связанных с характерными направле-
ниями выкладки материала в процессах намотки нитей или производстве тканных
композитов.
4. Формулы преобразования для дифференциальных операторов d1, d2. В

этом разделе мы рассмотрим вывод формул преобразования операторов dk(k = 1, 2)
дифференцирования вдоль координатных направлений в касательной плоскости T
при переходе от данной ортогональной сетки к произвольной (необязательно ортого-
нальной) криволинейной сетке.

Предположим, что на плоскости T имеется локальный ортонормированный базис l,
m, a другой локальный базис состоит, вообще говоря, из неортогональных единичных
векторов l, m, первый из которых отклоняется от орта l на угол ψ1 по ходу часовой
стрелки, а второй отклоняется от орта l на угол ψ2 против хода часовой стрелки. Мы
считаем, что оба угла положительны ψ1 > 0, ψ2 > 0, ψ1 + ψ2 6= π. Углы ψ1, ψ2 мо-
гут, вообще говоря, изменяться при движении вдоль координатных линий локальной
базисной системы l, m (Рис. 5).

Найдем формулы преобразования дифференциальных операторов

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇,

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇,

при переходе от одной локальной базисной системы к другой. Эти операторы, как
следует из их определения, представляют собой производные вдоль соответствующих
координатных линий.
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Коэффициенты разложения базисного вектора l вычислим по формуле

l = lk1 + mk2, (45)

тогда, на основании следующих соотношений

l · l = cosψ1 = k1 + k2 cos(ψ1 + ψ2),

l ·m = cosψ1 = k2 + k1 cos(ψ1 + ψ2),
(46)

коэффициенты в разложении (45) вычисляются в следующем виде

k1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

k2 =
cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

(47)

Аналогично для разложения базисного директора m имеем

m = ls1 + ms2, (48)

откуда с помощью уравнений

m · l = − sinψ1 = s1 + s2 cos(ψ1 + ψ2),

m ·m = sinψ1 = s2 + s1 cos(ψ1 + ψ2),
(49)

можно получить выражения для коэффициентов в разложении (48)

s1 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

s2 =
sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

(50)

Поскольку справедливы следующие зависимости

d1 = l ·∇ = (lk1 + mk2) ·∇ = d1k1 + d2k2,

d2 = m ·∇ = (d1s1 + d2s2) ·∇ = d1s1 + d2s2,

то в итоге искомые формулы преобразования имеют вид

d1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2,

d2 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2,

(51)

В случае преобразования поворота исходного базиса l, m, т. е. когда

ψ1 =
π

2
− ψ, ψ2 = ψ

полученные формулы (51) несколько упрощаются:

d1 = sinψd1 + cosψd2,

d2 = − cosψd1 + sinψd2,
(52)

Обратное по отношению к (52) преобразование есть

d1 = sinψd1 − cosψd2,

d2 = cosψd1 + sinψd2,
(53)
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Далее в рамках указанного выше случая (поворот исходного базиса l, m) рассмот-
рим преобразование повторных дифференциальных операторов. Сначала положим,
что угол ψ постоянен. Несложные вычисления показывают, что справедливы соотно-
шения

d1d1 = sin2 ψd1d1 + sinψ cosψ(d1d2 + d2d1) + cos2 ψd2d2,

d2d2 = cos2 ψd1d1 − sinψ cosψ(d1d2 + d2d1) + sin2 ψd2d2,

откуда следуют формулы для операторов повторного дифференцирования

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2,

d1d1 − d2d2 = − cos 2ψd1d1 + sin 2ψ(d1d2 + d2d1) + cos 2ψd2d2,

первая из которых указывает на инвариантность оператора d1d1 +d2d2 при поворотах
локального базиса l, m. Замечая, что имеют место равенства

− d1d2 = sinψ cosψ(d1d1 − d2d2) + cos2 ψd2d1 − sin2 ψd1d2,

− d2d1 = sinψ cosψ(d1d1 − d2d2) + cos2 ψd1d2 − sin2 ψd2d1,

приходим к формулам для смешанных производных по направлениям

d1d2 − d2d1 = d1d2 − d2d1,

d1d2 + d2d1 = sin 2ψ(d1d2 − d2d1) + cos 2ψ(d1d2 + d2d1),

Первая из них устанавливает инвариантность оператора d1d2 − d2d1 при поворотах
локального базиса l, m.

В случае поворота локального базиса на половину прямого угла имеем

ψ =
π

4
,

и полученные только что формулы позволяют заключить, что

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2,

d1d2 − d2d1 = d1d2 − d2d1,

Если угол ψ не является постоянным, то формулы преобразования повторных опе-
раторов несколько усложняются. Вычисления показывают, что

d1d1 = sin2 ψ(d1d1 − (d1ψ)d2) + sinψ cosψ(d1d2 + d2d1 − (d1ψ)d1 + (d2ψ)d2)+

+ cos2 ψ(d2d2 + (d2ψ)d1),

d2d2 = cos2 ψ(d1d1 − (d1ψ)d2)− sinψ cosψ(d1d2 + d2d1 − (d1ψ)d1 + (d2ψ)d2)+

+ sin2 ψ(d2d2 + (d2ψ)d1),

откуда сразу находим выражение для суммы смешанных производных по направле-
нию второго порядка

d1d1 + d2d2 = d1d1 + d2d2 + (d2ψ)d1)− (d1ψ)d2), (54)

На основании формул преобразования

− d1d2 = sinψ cosψ(d1d1 − d2d2 − (d1ψ)d2 − (d2ψ)d1)+

+ cos2 ψ(d2d1 − d2ψ)d2)− sin2 ψ(d1d2 − d1ψ)d1),

− d2d1 = sinψ cosψ(d1d1 − d2d2 − (d1ψ)d2 − (d2ψ)d1)+

+ cos2 ψ(d1d2 + d1ψ)d1)− sin2 ψ(d2d1 − d2ψ)d2),
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приходим к очевидному равенству

d1d2 − d2d1 = d1d2 − d2d1 + (d1ψ)d1) + (d2ψ)d2), (55)

Тензор напряжений τ можно записать как линейную комбинацию базисных тен-
зорных произведений в базисе l, m, n

τ =τ<11>l⊗ l + τ<12>l⊗m + τ<21>m⊗ l + τ<22>m⊗m + τ<23>m⊗ n+

+ τ<32>n⊗m + τ<33>n⊗ n + τ<13>l⊗ n + τ<31>n⊗ l
(56)

Преобразуем тензор напряжений τ для этого подставим в формулу (56) разложения
базисных директоров l, m, n (45) и (48)

τ = τ<11>(lk1 + mk2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<12>(lk1 + mk2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<21>(ls1 + ms2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<22>(ls1 + ms2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<23>(ls1 + ms2)⊗ n + τ<32>n⊗ (ls1 + ms2) + τ<33>n⊗ n+

+ τ<13>(lk1 + mk2)⊗ n + τ<31>n⊗ (lk1 + mk2)

(57)

Раскроем скобки в (57) и получим выражение:

τ = τ<11>(l⊗ lk2
1 + l⊗mk1k2 + m⊗ lk2k1 + m⊗mk2

2)+

+ τ<12>(l⊗ lk1s1 + l⊗mk1s2 + m⊗ lk2s1 + m⊗mk2s2)+

+ τ<21>(l⊗ ls1k1 + l⊗ms1k2 + m⊗ ls2k1 + m⊗ms2k2)+

+ τ<22>(l⊗ ls2
1 + l⊗ms1s2 + m⊗ ls2s1 + m⊗ms2

2)+

+ τ<23>(l⊗ ns1 + m⊗ ns2) + τ<32>(n⊗ ls1 + n⊗ms2)+

+ τ<33>n⊗ n + τ<13>(l⊗ nk1 + m⊗ nk2) + τ<31>(n⊗ lk1 + n⊗mk2)

(58)

Соберем слагаемые с одинаковыми тензорными произведениями базисных дирек-
торов l, m, n. После ряда преобразований получим:

τ = (k2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s2

1τ<22>)l⊗ l+

+ (k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>)l⊗m+

+ (k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>)m⊗ l+

+ (k2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s2

2τ<22>)m⊗m+

+ (k2τ<13> + s2τ<23>)m⊗ n + (k2τ<31> + s2τ<32>)n⊗m+

+ τ<33>n⊗ n + (k1τ<13> + s1τ<23>)l⊗ n + (k1τ<31> + s1τ<32>)n⊗ l

(59)
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Откуда, окончательно, формулы преобразования компонент тензора напряжений τ
от исходного базиса к искаженному запишем в форме:

τ<11> = k2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s2

1τ<22>,

τ<12> = k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<21> = k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<22> = k2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s2

2τ<22>,

τ<23> = k2τ<13> + s2τ<23>,

τ<32> = k2τ<31> + s2τ<32>,

τ<33> = τ<33>,

τ<13> = k1τ<13> + s1τ<23>,

τ<31> = k1τ<31> + s1τ<32>.

(60)

Заключение.
(1) В работе выполнено исследование возможных, геометрически и механически

непротиворечивых граничных условий на поверхности наращивания в форме
дифференциальных ограничений.

(2) Получена общая форма дифференциальных ограничений для асимметричного
тензора напряжений, справедливая для весьма широкого круга материалов и
метаматериалов.

(3) Введен интеграл скачков напряжений на поверхности наращивания.
(4) Аргументы определяющей тензорной функции на поверхности наращивания

определяются набором инвариантов, неизменных по отношению к поворотам
координатного репера.

(5) Рассмотрена геометрическая интерпретация простейшего варианта дифферен-
циального ограничения. Дана инвариантно–полная формулировка.

(6) Развитый подход подразумевает экспериментальную идентификацию опреде-
ляющих тензорных функций на поверхности наращивания.

(7) Полученные результаты могут служить общей основой в прикладных иссле-
дованиях по механике растущих тел с асимметричным тензором напряжений.

(8) Приведены формулы преобразования дифференциальных операторов на каса-
тельной плоскости к поверхности наращивания.

(9) Симметрия тензора напряжений не учитывается, что позволяет использовать
результаты и в асимметричных моделях механики континуума.
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ON A CLASS OF CONSTITUTIVE EQUATIONS ON PROPAGATING
GROWING SURFACE
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Abstract. The present work is devoted to an approaches to derivation of constitutive equations
on the propagating growing surface. The proposed approach is based on notion known from the
algebra of rational invariants. The arguments of tensor functionals are elucidated taking account
of their invariance with respect to rotational transformations of the coordinate frame. A complete
system of joint rational invariants of the stress tensor and the unit normal vector to growing
surface is discussed. The geometric visualization of the considered rational invariants is given. A
number of variants of constitutive equations on PGS of different complexity levels are derived
and discussed. The derivation of the transformation formulae for the directional derivatives on
the tangent plane element to growing surface for transition from a given orthogonal frame to
an arbitrary curvilinear one are obtained. The obtained boundary conditions on growing surface
are geometrically and mechanically consistent. The formulated differential constraints imply an
experimental identification of consitutive functions.
Keywords: 3D-Printing, surface growth, stress, constitutive equation, rational invariant,
differential constraint, complete system
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Аннотация. Рассматривается модель деформирования слоистого композита на основе кон-
цепции слоя взаимодействия в линейно упругой постановке при нормальном отрыве. Из вари-
ационной постановки задачи о равновесии двух тел, соединенных посредством тонкого слоя,
с учетом упрощающих гипотез распределения поля перемещений консоли получена система
дифференциальных уравнений. Из аналитического решения полученной системы анализиру-
ется возможность использования энергетического произведения в качестве критерия разру-
шения адгезионного слоя.

Ключевые слова: нормальный отрыв, слой взаимодействия, слоистый композит, энергети-
ческое произведение.
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Введение. В механике деформируемого твердого тела используются множество
моделей для плоских слоистых материалов, объединенных в композит адгезионным
слоем (АС) [1-4]. В такого рода материалах толщина адгезионного слоя (АС) являет-
ся естественным линейным параметром (ЛП). В зависимости от толщины АС (ядра),
относительной жесткости между ядром и сопрягаемыми телами, граничных условий
применяют различные модели. Постановка и решение задач, учитывающих изгибную
жесткость ядра слоистого композита предложена в работах [5-7]. В работах [5,6] де-
формация обжатия ядра полагается постоянной по толщине, а в работе [7] - линейной.

В настоящее время основным подходом в этом направлении является моделиро-
вание АС слоем нулевой толщины [8-10]. Однако, в этом случае теряется различие
между когезионным разрушением АС (по его массиву) и адгезионным механизмом
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отслоения. Особая роль в этих моделях отводится определению адгезионных сил вза-
имодействия [11]. Если сопрягаемые материалы контактируют не по всей длине, в
модели будет присутствовать сингулярность. Аналитические решения для тел конеч-
ных размеров в этом случае получаются, как правило, в рамках упрощающих гипотез
[12-14].

Учет размера АС при незначительной его изгибной жесткости, присутствует в мо-
дели с введением «мягкого слоя» [1,15,16] и слоя взаимодействия [17-19]. В данных
моделях размер АС существенно меньше сопрягаемых им тел, кроме того, отметим,
что он не является постоянной величиной в готовой продукции. В этом случае речь
может идти об определенном допуске или диапазоне значений, в рамки которого укла-
дывается толщина АС в образцах. Для нахождения напряженно-деформированного
состояния (НДС) и связанного с ним критического состояния в рамках известных
локальных критериев необходимо знать точное значение толщины АС, что проблема-
тично. Таким образом, необходим критерий разрушения, обеспечивающий независи-
мость критериальной величины от точных значений ЛП при выполнении расчета при
любом значении ЛП из заданного диапазона с определенной степенью точности. В
работе [28] было введено понятие энергетического произведения (ЭП) для материаль-
ного слоя в виде произведения приращения удельной свободной энергии и толщины
слоя.

В данной работе для случая нормального отрыва в АС рассматривается зависи-
мость ЭП от толщины слоя в зоне обрыва связей АС с сопрягаемыми телами при
упругом деформировании. Показано, что, рассматривая ЭП в качестве критерия раз-
рушения можно проводить расчеты на прочность тонкого по сравнению с толщинами
сопрягаемых тел АС, используя в качестве его толщины фиксированное значение из
некоторого диапазона.
Постановка задачи. На Рис. 1 показан слоистый композит длиной l+a, состоя-

щий из трех тел. Пластины 1 и 2 с одинаковыми толщинами по длине и механически-
ми свойствами связаны слоем взаимодействия 3 толщиной δ0. Правый торец образца
жестко закреплен от горизонтальных перемещений, на левых торцах консолей дей-
ствует вертикальная антисимметричная нагрузка интенсивностью P. Вся остальная
поверхность образца свободна от внешней нагрузки.

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 применим концепцию «слоя
взаимодействия». В этом случае равновесие тел 1 и 2 согласно работе [17] запишем в
вариационной форме для тела 1:

∫
S1

σ · ·δεds+
∫̀
σ̄22δu

+
2 dx1 +

∫̀
σ̄12δu

+
1 u1dx1+

+0.5δ0

(∫̀
σ̄11

∂δu+1
∂x1

dx1 +
∫̀
σ̄12

∂δu+2
∂x1

dx1

)
=
∫
L1

P 1 · δudl
(1)

и тела 2:

∫
S2

σ · ·δεds−
∫̀
σ̄22δu

−
2 dx1 −

∫̀
σ̄12δu

−
1 dx1+

+0.5δ0

(∫̀
σ̄11

∂δu−1
∂x1

dx1 +
∫̀
σ̄12

∂δu−2
∂x1

dx1

)
=
∫
L2

P 2 · δudl,
(2)
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Рис. 1. Модель ДКБ-образца

где S1, S2 - площади тел 1 и 2; σ, ε - тензоры напряжений и деформаций; σ̄, ε̄ -
тензоры средних напряжений и деформаций слоя с соответствующими компонентами:

σ̄21 (x1) = σ̄12 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ21 (x1, x2) dx2,

σ̄22 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ22 (x1, x2) dx2, σ̄11 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ11 (x1, x2) dx2,

ε̄11 (x1) = 0.5
(
∂u+1 (x1)
∂x1

+
∂u−1 (x1)
∂x1

)
, ε̄21 (x1) = ε12 (x1) =

0.5
(
u+1 (x1)−u−1 (x1)

δ0
+ 0.5

(
∂u+2 (x1)
∂x1

+
∂u−2 (x1)
∂x1

))
.

где u+
k соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней границ

слоя; k = 1,2; L1, L2 - граница приложения внешней нагрузки для тела 1 и 2.
Постулируется жесткое сцепление между границами области 3 и областями 1, 2:

u+ = u (x1, δ0/2) ; u− = u (x1,−δ0/2) ; x1 ∈ [0, `] (3)

наряду с равенством компонент векторов напряжений границ слоя и сопрягаемых им
пластин.

Рассмотрим определяющие соотношения в форме закона Гука:

σij =
E1

1 + ν1

(
εij +

ν1

1− 2ν1
εδij

)
, (4)

где E1, ν1 - модуль упругости и коэффициент Пуассона тела пластин 1 и 2; ε =
ε11 + ε22 + ε33 - объемное расширение; δij - символ Кронекера; i, j = 1, 2, 3.

Для материала слоя взаимодействия 3 определяющие соотношения считаем спра-
ведливыми для средних компонент тензоров напряжений и деформаций:
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σ̄ij =
E3

1 + ν3

(
ε̄ij +

ν3

1− 2ν3
ε̄δij

)
. (5)

В силу симметрии задачи проекции поля перемещений удовлетворяют условиям
u1

1 (x1) = u2
1 (x1), u1

2 (x1) = −u2
2 (x1). Таким образом достаточно ограничится рассмот-

рением тела 1. С учетом, что в слое взаимодействия для данного нагружения имеет
место u+

1 (x1) = u−1 (x1), u+
2 (x1) = −u−2 (x1) из (4) и (7) получаем σ̄12 = 0. В этом

случае разрешающая система уравнений преобразуется в вариационное уравнение:∫
S1

σ · ·δεds+

∫
`

σ̄22δu
+
2 dx1 + 0.5δ0

∫
`

σ̄11
∂δu+

1

∂x1
dx1 =

∫
L1

P 1 · δudl (6)

Таким образом, решение системы (6)-(8) сводится к определению поля перемещений
u (x1, x2) в теле 1 (см. Рис. 1) c учетом граничных условий на его торцах:

u1 (x1)|x1=` = 0, (7)

σ12|x1=` = 0, (8)

σ11|x1=−a = 0, (9)

σ12|x1=−a = −P. (10)
Для упрощения задачи принимаем, что поле перемещений в теле 1 определено сле-

дующим образом с учетом условия (5):

u1 (x1, x2) = u+
1 (x1)− ϕ (x1) (x2 − δ0/2) , (11)

u2 (x1, x2) = u+
2 (x1) . (12)

Входящие в представление (11), (12) параметр имеет геометрический смысл мало-
го угла поворота материальной нормали к плоскости x2 = δ0/2 в теле 1. Согласно
распределению (11)-(12) деформации будут определяться в виде:

ε11 (x1, x2) =
du+

1 (x1)

dx1
− ϕ′ (x1) (x2 − δ0/2) , (13)

ε21 (x1, x2) = ε12 (x1) = 0.5

(
du+

2 (x1)

dx1
− ϕ (x1)

)
, (14)

ε22 (x1, x2) = 0. (15)
Выражения (13), (14), как теория Тимошенко [14] и работа [7], учитывают сдвиго-

вые деформации и повороты нормалей в теле.
Рассмотрим работу внутренних напряжений для тела 1 с учетом заданных полей

деформаций (13)-(14):∫
S1

σ · ·δεds =

=
∫ −0
−a
∫ h+δ0/2
δ0/2

(
σ11

(
dδu+1
dx1
− (x2 − δ0/2) dδϕdx1

)
+ σ12

(
dδu+2
dx1
− δϕ

))
dx1dx2+

+
∫ `

+0

∫ h+δ0/2
δ0/2

(
σ11

(
dδu+1
dx1
− (x2 − δ0/2) dδϕdx1

)
+ σ12

(
dδu+2
dx1
− δϕ

))
dx1dx2

(16)



34 А. А. АБДУРАХМАНОВ, В. В. ГЛАГОЛЕВ

Введем в рассмотрение обобщенные силы:

Q11 (x1) =

∫ h+δ0/2

δ0/2
σ11dx2, (17)

Q12 (x1) =

∫ h+δ0/2

δ0/2
σ12dx2, (18)

и обобщенный момент:

M11 (x1) =

∫ h+δ0/2

δ0/2
σ11 (x2 − δ0/2) dx2. (19)

Интегрируем по частям ряд слагаемых в (16) с учетом (17)-(19) и третье слагаемое
в левой части (6):∫ −0

−a
Q1k

dδu+
k

dx1
dx1 = Q1kδu

+
k

∣∣x1=−0

x1=−a −
∫ −0

−a

dQ1k

dx1
δu+

k dx1, (20)

∫ `

+0
Q1k

dδu+
k

dx1
dx1 = Q1kδu

+
k

∣∣x1=`

x1=+0
−
∫ `

+0

dQ1k

dx1
δu+

k dx1, (21)∫ −0

−a
M11

dδϕ

dx1
dx1 = M11δϕ|x1=−0

x1=−a −
∫ −0

−a

dM11

dx1
δϕdx1, (22)∫ `

+0
M11

dδϕ

dx1
dx1 = M11δϕ|x1=`

x1=+0 −
∫ `

+0

dM11

dx1
δϕdx1, (23)∫ `

+0
σ̄11

dδu+
1

dx1
dx1 = σ̄11δu

+
1

∣∣x1=`

x1=+0
−
∫ `

+0

dσ̄11

dx1
δu+

1 dx1. (24)

Рассмотрим правую часть (6). Найдем вектор напряжений на левом торце консоли

P1 = −e1 · σ = Pe2.

При положительном обходе контура работа напряжений равна:∫
L1

P 1 · δudl =

δ0/2∫
h+δ0/2

Pδu+
2 (−dx2)

∣∣∣∣∣∣∣
x1=−a

= Phδu+
2

∣∣
x1=−a

= Q2δu
+
2

∣∣
x1=−a (25)

Подставив (16), (20)-(25) в (6) и приравняв слагаемые при равных вариациях при-
ходим к двум системам дифференциальных уравнений:
для участка x1 ∈ [−a; 0):

dM11

dx1
−Q12 = 0,

dQ11

dx1
= 0,

dQ12

dx1
= 0, (26)

для участка x1 ∈ (0; `]:
dM11

dx1
−Q12 = 0,

dQ11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11

dx1
= 0,

dQ12

dx1
= σ̄22, (27)

с условиями сопряжения:
u+

1

∣∣
x1=−0

= u+
1

∣∣
x1=+0

, (28)
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u+
2

∣∣
x1=−0

= u+
2

∣∣
x1=+0

, (29)

ϕ+|x=−0 = ϕ+|x=+0, (30)

M11|x1=−0 = M11|x1=+0, (31)

Q12|x1=−0 = Q12|x1=+0, (32)

Q11|x1=−0 = (Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=+0, (33)

и естественными граничными условиями:

Q12|x1=−a = −Q2, (34)

Q11|x1=−a = 0, (35)

M11|x1=−a = 0. (36)
На правом торце рассматриваем граничные условия:

u+
1

∣∣
x1=`

= 0, (37)

ϕ|x1=` = 0, (38)

Q12|x1=` = 0. (39)
С учетом (13)-(15) и условия плоской деформации ε33 = 0, определяющие соотно-

шения (4) запишем в виде:

σ11 = D

(
du+

1 (x1)

dx1
− ϕ′ (x1) (x2 − δ0/2)

)
, (40)

σ12 = L

(
du+

2 (x1)

dx1
− ϕ (x1)

)
, (41)

где D = E1(1−ν1)
(1+ν1)(1−2ν1) , L = E1

2(1+ν1) .

Из (5) получим связь напряженного состояния в слое взаимодействия и его гранич-
ным перемещением:

σ̄11 = D1
du+

1

dx1
+D2u+

2 , (42)

σ̄22 = C1u+
2 + C2

du+
1

dx1
, (43)

где D1 = E3(1−ν3)
(1+ν3)(1−2ν3) , D2 = 2E3ν3

(1+ν3)(1−2ν3)δ0
, C1 = 2E3(1−ν3)

(1+ν3)(1−2ν3)δ0
, C2 = E3ν3

(1+ν3)(1−2ν3) .

Запишем выражения обобщенных сил и моментов:

Q11 (x1) =

∫ h+δ0/2

δ0/2

(
D

(
du+

1

dx1
− ϕ′ (x2 − δ0/2)

))
dx2 = D

(
h
du+

1

dx1
− h2

2
ϕ′
)
, (44)
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Q12 (x1) =

∫ h+δ0/2

δ0/2
L

(
du+

2

dx1
− ϕ

)
dx2 = Lh

(
du+

2

dx1
− ϕ

)
, (45)

и моментов:

M11 (x1) =
∫ h+δ0/2
δ0/2

(
D
(
du+1
dx1
− ϕ′ (x2 − δ0/2)

))
(x2 − δ0/2) dx2 =

= D
(
h2

2
du+1
dx1
− h3

3 ϕ
′
)
.

(46)

В результате задача (26)-(33) с учетом (42)-(46) становится замкнутой относитель-
но трех неизвестных функций: u+

1 (x1), u+
2 (x1), ϕ (x1). Каждая неизвестная функция

входит в систему со второй производной включительно и для их однозначного опре-
деления необходимо шесть граничных условий. Граничные условия (34)-(39) дают
решение поставленной задачи.
Решение задачи.Проинтегрировав систему (26) с учетом граничных условий (34-

36) и выражений (44-46), находим значения вертикального и горизонтального пере-
мещений (u+

1 и u+
2 ), угла поворота нормали к консоли (ϕ), при x1 ∈ [a; 0):

u+
1 =

h

2
ϕ+ k3, (47)

u+
2 =

Q2(x1 + a)3

6S
+ k1x1 + k2, (48)

ϕ =
Q2

Lh
+
Q2(x1 + a)2

2S
+ k1, (49)

где k1, k2, k3 - постоянные; S = Dh3

12 .
Из системы (27) получаем систему дифференциальных уравнений второго порядка

для участка x1 ∈ (0; `]: {
ϕ′′ = K1ϕ−K2u2;(
u+

2

)′′
= K3ϕ

′ −K4u2 + C2
Lhb1;

(50)

где b1 - постоянная, K1 = C1(2Dh+δ0D1)−δ0D2C2

Lh(2Dh+δ0D1) , K2 = C2Dh2+Lh(2Dh+δ0D1)
Lh(2Dh+δ0D1) , K3 =

6Lh(2Dh+δ0D1)
Dh3(Dh+2δ0D1)

, K4 = 3Dh2δ0D2+6Lh(2Dh+δ0D1)
Dh3(Dh+2δ0D1)

.
Систему (50) сводим к системе четырех уравнений первого порядка для которой

находим собственные значения:

λ1,2 = ±

√√√√K1 +K3 −K2K4

2
+

√
(K2K4 −K1 −K3)2 − 4K1K3

4
,

λ3,4 = ±

√√√√K1 +K3 −K2K4

2
−

√
(K2K4 −K1 −K3)2 − 4K1K3

4
.

Решение (50) запишем в виде:

u+
2 = S1e

λ1x1 + S2e
λ2x1 + S3e

λ3x1 + S4e
λ4x1 − C2

LhK1
b1, (51)

ϕ = S1B1e
λ1` + S2B2e

λ2` + S3B3e
λ3` + S4B4e

λ4`, (52)
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u+
1 = S1B5e

λ1x1 + S2B6e
λ2x1 + S3B7e

λ3x1+

+S4B8e
λ4x1 + b1x1

(
1 + δ0D2C2

LhK1(2Dh+δ0D1)

)
+ b2,

(53)

где b2 - постоянная,
Bi = λi +K1/λi, i = 1..4,

Bi =

(
BjDh

2 − δ0D2/λj
2Dh+ δ0D1

)
, i = 5..8, j = 1..4.

Таким образом, НДС консоли и слоя на данном участке полностью определяется
шестью постоянными S1, S2, S3, S4, b1, b2.

Подставив полученное решение в условие сопряжения (33), получаем b1 = 0.
Для нахождения оставшихся постоянных в решении (47)-(49) и (51)-(53) составим

систему восьми уравнений из условий сопряжения решений (28-32) и граничных усло-
вий на правом торце (37-39):

S1

(
B5
2 − hB1

3

)
+ S2

(
B6
2 − hB2

3

)
+ S3

(
B7
2 − hB3

3

)
+ S4

(
B8
2 − hB4

3

)
= Q2a

Dh2

S1(λ1 −B1) + S2(λ1 −B1) + S3(λ1 −B1) + S4(λ1 −B1) = −Q2

Lh
S1B1e

λ1l + S2B2e
λ2l + S3B3e

λ3l + S4B4e
λ4l = 0

S1B5e
λ1l + S2B6e

λ2l + S3B7e
λ3l + S4B8e

λ4l + b2 = 0
S1e

λ1l(λ1 −B1) + S2e
λ2l(λ1 −B1) + S3e

λ3l(λ1 −B1) + S4e
λ4l(λ1 −B1) = 0

Q2a3

6S + k3 = S1 + S2 + S3 + S4
Q2

Lh + Q2a2

2S + k2 = S1B1 + S2B2 + S3B3 + S4B4
Q2

2L + Q2ha2

4S + k2h
2 + k1 = S1B5 + S2B6 + S3B7 + S4B8 + b2

(54)

Решение системы (54) запишем в виде:

S1 =
Q2(6La(λ3 −B3)(e2λ3` − 1) +Dhλ3(3B7 − 2B3h)(e2λ3` + 1))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
,

S2 =
Q2e

2λ1`(6La(λ3 −B3)(e2λ3` − 1) +Dhλ3(3B7 − 2B3h)(e2λ3` + 1))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
,

S3 = −Q2(6La(λ1 −B1)(e2λ1` − 1) +Dhλ1(3B5 − 2B1h)(e2λ1` + 1))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
,

S4 = −Q2e
2λ3`(6La(λ1 −B1)(e2λ1` − 1) +Dhλ1(3B5 − 2B1h)(e2λ1` + 1))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
,

k1 =
(2B5 −B1h)(6LaB13(λ3 −B3) +DhB11B16)

4LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
−

− (2B7 −B3h)(6LaB13(λ1 −B1) +DhB11B15)

4LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
,

k2 =
Q2(6La(B14(B1(λ3 −B3)−B3(λ1 −B1))) +Dh(B1B11B16 −B3B12B15))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
−

−Q2

Lh
− Q2a

2

2S
,

k3 =
Q2(6La(λ3 −B3)(B16 +B15) +DhB13(B12 −B11))

2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1)
− Q2a

3

6S
,
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b2 = 0,
где:
B9 = (((−B1 −B3)h+ 3B5

2 + 3B7
2 )λ3 +B3(hB1 − 3B5

2 ))λ1 + λ3B1(hB3 − 3B7
2 ),

B10 = (((B1 −B3)h− 3B5
2 + 3B7

2 )λ3 −B3(hB1 − 3B5
2 ))λ1 + λ3B1(hB3 − 3B7

2 ),

B11 = λ3(3B7 − 2B3h), B12 = λ1(3B5h− 2B1h), B13 = (e2λ1` + 1)(e2λ3` + 1),
B14 = (e2λ1` − 1)(e2λ3` − 1), B15 = (e2λ1` + 1)(e2λ3` − 1), B16 = (e2λ1` − 1)(e2λ3` + 1).
Результаты решения. В качестве материала для расчета рассмотрим композит

со следующими характеристиками консолей:E1 = 2∗1011 Па, ν1 = 0.3, и адгезионного
слоя: E3 = 9 ∗ 109 Па, ν3 = 0.3. Геометрические характеристики слоистого композита
выбираем следующими: ` = 0.5, a = 0.05, h = 0.05.

На Рис. 2 и Рис. 3 построены зависимости горизонтальных и вертикальных переме-
щений верхней границы слоя для различных значений коэффициента Пуассона при
единичной внешней нагрузки. Значения компонент вектора перемещения отнесены к
величине вертикального перемещения на левом торце слоя. Координата по оси абсцисс
отнесена к толщине слоя.

Рис. 2. Перемещения слоя при ν1=0.3:1 - вер-
тикальные, 2 – горизонтальные.

Рис. 3. Перемещения слоя при ν1=0: 1 – го-
ризонтальные, 2 - вертикальные.

Напряженное состояние в АС для рассматриваемых характеристик слоистого ком-
позита показано на Рис.4 и Рис.5. Значения компонент тензора напряжений отнесены
к величине напряжения σ̄22 на левом торце слоя. Координата по оси абсцисс отнесена
к толщине слоя.

Из анализа представленных зависимостей видно, что учет коэффициента Пуассона
существенно влияет на распределение напряжённого состояния в АС.

С учетом полученного решения, из (42) и (43) определяем напряженное состояние
в вершине слоя взаимодействия:

σ̄11|x1=0 =
Q2(K7D3 −K8D4)

2LDh2(B13(e2λ1` − e2λ3`) +B14(e2`(λ1+λ3) − 1))
(55)

σ̄22|x1=0 =
Q2(K7C3 −K8C4)

2LDh2(B13(e2λ1` − e2λ3`) +B14(e2`(λ1+λ3) − 1))
(56)

где:
K7 = 6LaB15(λ3−B3)+DhB11B13, K8 = 6LaB16(λ1−B1)+DhB12B13, D3 = D1λ1B5 +
D2, D4 = D1λ3B7 +D2, C3 = C2λ1B5 + C1, C4 = C2λ3B7 + C1.
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Рис. 4. Напряжения в слое при ν1=0.3:1 – на-
пряжения отрыва, 2 – осевые напряжения.

Рис. 5. Напряжения в слое при ν1=0: 1 – на-
пряжения отрыва, 2 – осевые напряжения.

Рассмотрим значение приращения свободной энергии в вершине слоя взаимодей-
ствия:

ϕ =
1

2
(ε̄11σ̄11 + ε̄22σ̄22) (57)

Введем в рассмотрение ЭП [19]:

2γ = δ0ϕ. (58)

Подставим (55)-(57) в (58). Выразим расклинивающую силу через ЭП:

Q2 =
2LDh2(B9(e2λ1` − e2λ3`) +B10(e2`(λ1+λ3) − 1))

√
2Eγ√

δ0(K2
7 (D2

3 + C2
3 )− 2K7K8(D3D4 + C3C4) +K2

8 (D2
4 + C2

4 ))
. (59)

В таблице приведены значения расклинивающего усилия для различных значений
толщины АС.

δ0 10−2 5 ∗ 10−3 10−3 5 ∗ 10−4 10−4

Q2 (Н/м) 1 1 1 1 1

Таблица 1. Зависимость критической силы от толщины АС.

Из результатов значений расклинивающей силы в таблице видно, что ее величина
не зависит от толщины слоя и определяется механическими и геометрическими харак-
теристиками образца. В критическом состоянии образца сила Q2 достигает значения
Qc2, а 2γ - 2γC .

Для выреза в виде математического разреза значение критической силы имеет вы-
ражение:

QC2 =
h3/2

2
√

3a
KIC , (60)

где KIC - вязкость разрушения.
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Из (59) и (60) получаем отношение коэффициента вязкости разрушения и энерге-
тического произведения:

f
(
a
h

)
=

K2
IC
Eγ =

=

(
4LDh2(B13(e2λ1`−e2λ3`)+B14(e2`(λ1+λ3)−1))

√
6a

h
√
hδ0(K2

7 (D2
3+C2

3 )−2K7K8(D3D4+C3C4)+K2
8 (D2

4+C2
4 ))

)2 (61)

В работе [18] было найдено выражение энергетическое произведение для аналогич-
ной задачи в частном случае, когда ν1 = ν3 = 0, E1 = E2 = E3, и ` → ∞. Ниже
представлено соответствующее значение ЭП для данного случая:

2γ1 =

Q22
(√

3 ah + 1√
2

)
Eh

2

(62)

Рис. 6. Функция f: 1 - при ν3=0.3, 2 - при
ν3=0

Рис. 7. Относительное энергетическое произ-
ведение: 1 - при ν3=0.3, 2 - при ν3=0

На рис. 6 представлено изменение функции f в зависимости от длины a, сегмента
балки не взаимодействующего с адгезионным слоем, при изменении отношения дли-
ны сегмента к высоте балки

(
a
h

)
. Отношение толщины адгезионного слоя к высоте

балки
(
δ0
h

)
равнялось значению 5 · 10−5. График 1 соответствует расчетным значени-

ям, а график 2 – нулевым значениям коэффициентов Пуассона и равенства модулей
упругости материалов композита.

На Рис.7 представлено изменение ЭП в зависимости от толщины АС. Толщина АС
изменялась в пределах от 5 · 10−8 до 5 · 10−2. Значения ЭП отнесены к значению ЭП
для случая, когда δ0 = 5 · 10−8 и ν = 0.3.

Результаты Рис. 7 дает неплохое соответствие формул (58) и (62) при нулевых
значениях коэффициентов Пуассона и равенства модулей упругости материалов ком-
позита. Однако увеличение значений коэффициентов Пуассона и различие в модулях
упругости АС и сопрягаемых им материалов приводит к существенному различию
ЭП, вычисляемому по формулам (58) и (62).

Данный результат дает связь между критическим значением энергетического про-
изведения и механическими характеристиками материала.
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Заключение. Из найденных распределений полей перемещений границы АС полу-
чены зависимости ЭП на торце слоя. Рассматривая критическое значение ЭП в каче-
стве критерия разрушения тонкого АС, можно в определенном диапазоне проводить
расчеты без фиксации значения толщины АС. В этом случае расчет критического
состояния АС может быть следующим. Так в образце с заданными геометрически-
ми и механическими характеристиками при δ∗0 = δ0/h ≤ 10−5 из эксперимента можно
найти внешнюю критическую нагрузку. По данной нагрузке находится критическое
значение ЭП. Для образцов, выбирая любой относительный параметр из диапазона
δ0 ∈ (0; δ∗0 ], при данном виде нагружения можно определить критическую внешнюю
нагрузку, сопоставляя значение ЭП на торце слоя с критическим.
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MODEL OF FINDING THE STRESSED-DEFORMED STATE OF THE
ADHESION LAYER AT NORMAL SEPARATION
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Abstract. A model of deformation of a layered composite is considered on the basis of the concept
of an interaction layer in a linearly elastic formulation with normal separation. From the variational
formulation of the equilibrium problem for two bodies connected by means of a thin layer, taking
into account the simplifying hypotheses of the distribution of the console displacement field, a
system of differential equations is obtained. From the analytical solution of the resulting system,
the possibility of using the energy product as a criterion for the destruction of the adhesive layer
is analyzed.
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ИЗОГНУТОЙ ОСИ БАЛКИ С
ПЕРЕМЕННЫМ СЕЧЕНИЕМ С ПОМОЩЬЮ РЯДОВ ФУРЬЕ
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университет, г. Москва, Россия

Аннотация. Рассматривается новый метод решения уравнения изогнутой оси балки с пе-
ременным сечением с помощью рядов Фурье. Вводится специальное скалярное произведение
учитывающе дифференциальное уравнение и граничные условия, что позволяет получить ре-
шение в виде ряда Фурье. Полученный ряд обладает хорошей сходимостью и ее сохранением
после дифференцирования.

Ключевые слова: чистый изгиб, балка с переменным сечением, ряды Фурье, ортогональные
полиномы, линейный дифференциальный оператор.

DOI: 10.26293/chgpu.2019.41.3.001

УДК: 539.311

Введение. Уравнение изогнутой оси балки с переменным сечением [1, c. 293] ши-
роко применяется на практике и имеет множество методов решения. Классический
аналитический метод [2, c. 139] сводит уравнение к системе дифференциальных урав-
нений первого порядка, которая часто не может быть явно решена. Среди численных
методов решения можно выделить метод конечных разностей, метод Рунге-Кутты и
им подобные [3, с. 237]. Они позволяют найти приближенное решение, но имеют огра-
ничения по устойчивости и точности решения. В настоящий статье будет описан новый
метод решения основанный на рядах Фурье по ортогональным полиномам, но со спе-
циальным условием ортогональности включающим дифференциальный оператор и
граничные условия. Подобные скалярные произведения содержащие дополнительные
слагаемые рассматривались раннее [4-6], но отсутствие дифференциального операто-
ра в них не позволяло раскрыть физическую природу этих слагаемых и использовать
для решения прикладных задач.
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Постановка задачи. Рассмотрим уравнение изогнутой оси балки с переменным
сечением с корректными граничными условиями записанными в общем виде:

d2

dx2

(
EI(x)

d2u

dx2

)
= q(x) (1){

L1u|x=0 = f1

L2u|x=0 = f2
(2){

L3u|x=l = f3

L4u|x=l = f4
(3)

где u(x) - функция прогиба, l - длина балки, EI(x) - изгибная жесткость балки, q(x)
- распределенная внешняя нагрузка, fi ∈ R(i = 1, 2, 3, 4). Предполагается, что EI(x)

- положительная непрерывная функция, а q(x) - непрерывная функция. {Li}4x=1 - ли-
нейные дифференциальные операторы с переменными коэффициентами не выше 3-го
порядка, т.е. Li =

∑3
j=0 aij(x) dj

dxj
, и предполагается, что старший ненулевой коэффи-

циент равен 1.
Перепишем уравнение (1) в виде

Lu =
d4u

dx4
+ 2

EI ′(x)

EI(x)

d3u

dx3
+
EI ′′(x)

EI(x)

d2u

dx2
=

q(x)

EI(x)
(4)

Основной результат. Основная идея решения заключается том, что функции u(x)
для всевозможных q(x) порождают линейное пространство S (следует из линейности
уравнения (4) и граничных условий (2),(3)). Следовательно, мы можем определить
скалярное произведение в пространстве S в следующем виде

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
Lf · Lgdx+ f(0)g(0) + f ′(0)g′(0) + f ′′(0)g′′(0) + f ′′′(0)g′′′(0) (5)

Введем систему полиномов {qi(x)}∞i=0 ортонормированную в (5), то есть 〈qi, qj〉 = δij ,
где δij - символ Кронекера. Такую систему можно построить применив процесс ор-
тогонализации Гильберта-Шмидта[7, с. 140] к системе степенных функций

{
xi
}∞
i=0

.
Предполагается, что система {qi(x)}∞i=0 полна в пространстве S, а значит любой эле-
мент пространства S может быть представлен в виде ряда Фурье по данной системе.

Далее, рассмотрим задачу Коши для уравнения (4),где начальные условия
u(0) = A

u′(0) = B

u′′(0) = C

u′′′(0) = D

(6)

где A,B,C,D - произвольные числа.
Тогда решение задачи Коши принадлежит пространству S и может быть представ-

лено в виде

u(x) =

∞∑
i=0

ciqi(x), (7)

где

ci = 〈u, qi〉 =

∫ 1

−1
Lu · Lqidt+ u(0)qi(0) + u′(0)q′i(0) + u′′(0)q′′i (0) + u′′′(0)q′′′i (0). (8)



46 П. С. ИВАНОВ, В. И. ПРОКОПЬЕВ

Подставляя (4) и (6) в (8) получим

ci = 〈u, qi〉 =

∫ 1

−1
q(t) · Lqidt+Aqi(0) +Bq′i(0) + Cq′′i (0) +Dq′′′i (0). (9)

Подставим (9) в (7) и введем обозначения D(n,m)(t, x) =
∞∑
i=0
q(n)(t)q(m)(x) - ядро Дири-

хле, u0(x) =
∫ 1
−1 q(t) · LD(0,0)(t, x)dt, получим

u(x) = u0(x) +A ·D(0,0)(0, x) +B ·D(1,0)(0, x)+

+ C ·D(2,0)(0, x) +D ·D(3,0)(0, x). (10)

Так как A,B,C,D - произвольные числа, можно их подобрать так, чтобы u(x)
удовлетворяла граничным условиям (2) и (3), тем самым решив краевую задачу (1)-
(3). Для этого достаточно подставить (10) в граничные условия и решить полученную
систему алгебраических уравнений:

A LiD
(0,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+B LiD
(1,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+ C LiD
(2,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

+

+D LiD
(3,0)(0, x)

∣∣∣
x=0

= fi − Liu0|x=0 , (i = 1, 2)

A LiD
(0,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+B LiD
(1,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+ C LiD
(2,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

+

+D LiD
(3,0)(0, x)

∣∣∣
x=l

= fi − Liu0|x=l , (i = 3, 4)

(11)

Пример. Пусть l = 4, EI = 1 + x3, q(x) = sin(πx). На конце x = 0 - жесткое
закрепление, а на x = 2 - свободный конец, т.е.

u(0) = 0

u′(0) = 0

M(l) = EI(l)u′′(l) = 0

Q(l) = EI(l)u′′(l) + EI(l)u′′′(l) = 0

Уравнение (4) примет вид

Lu =
d4u

dx4
+

6x2

1 + x3

d3u

dx3
+

6x

1 + x3

d2u

dx2
=

sin(πx)

1 + x3

Находим {qi(x)}∞i=0, как было указано ранее в статье. Для данного примера были
вычислены 16 элементов, приведем первые пять из них:

q0 = 1

q1 = x

q2 = 0.146385x2

q3 = 0.0481677x3 − 0.257959x2

q4 = 0.0195747x4 − 0.1040009x3 + 0.10598x2
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Так как граничные условия для x = 0 совпадают с (11), то A = 0 и B = 0. Подстав-
ляем {qi(x)}16

i=0 в последние уравнения из (11), получим систему{
0.999996 · C + 1.999986 ·D = −0.636618

−1.119541 · 10−6C + 0.999994 ∗D = 1.191711 · 10−6

В итоге имеем C = −0.636621 и D = 4.7899 · 10−7.
На следующих графиках представлены u(x), M(x) = EI(x)u′′(x), Q(x) =

(EI(x)u′′(x))′ и EI(x)Lu(x).

Рис. 1. Функция u(x)

Рис. 2. Функция M(x)
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Рис. 3. Функция Q(x)

Рис. 4. Функция EI(x)Lu(x)

Дискуссия и выводы. Для решения краевой задачи (2)-(4) нами было введено
скалярное произведение (5). Отметим ключевые отличия его от классического ска-
лярного произведения пространства L2[a, b][8, c. 382] применяемого для классических
рядов Фурье (тригонометрические, по полиномам Лежандра), а также связь с реше-
нием соответствующего дифференциального уравнения.

Во-первых оно включает линейный дифференциальный оператор L, что отражает
необходимость сходимости ряда не только для u(x), но и производных до 4-го порядка
включительно. Строгое математическое доказательство этого утверждения является
вопросом функционального анализа и будет рассмотрено в будущих статьях.
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Во-вторых четыре последних слагаемых в (5) характеризуют граничные условия.
Не сложно заметить, что из формулы (10), следует что

{
D(i,0)(0, x)

}3

i=0
- решения

однородного уравнения Lu = 0, когда соответствующее условие из (6) равно 1, а
остальные ноль. Т.е. их линейная комбинация - общее решение однородного уравнения
Lu = 0, что отражено в формуле (10).

В-третьих в формуле (10) u0(x) =
∫ 1
−1 q(t) ·LD(0,0)(t, x)dt отражает частное решение

краевой задачи (2)-(4). Отметим, что, если принять A = B = C = D = 0, то u(x) =∫ 1
−1 q(t) · LD(0,0)(t, x)dt, и следовательно LD(0,0)(t, x) может быть связана с функцией
Грина задачей Коши для уравнения (4), это требует дальнейших исследований.

При составлении скалярного произведения (5) была поставлена задачи Коши для
уравнения (4), но это является необязательным. Можно сразу ввести скалярное про-
изведение удовлетворяющее условиям (2)-(3) в виде

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
Lf · Lgdx+ L1f |x=0 L1g|x=0 + L2f |x=0 L2g|x=0 + L3f |x=l L3g|x=l +

+ L4f |x=l L4g|x=l (12)

И найдя соответствующую ортонормированную систему полиномов {qi(x)}∞i=0, мож-
но сразу найти ответ для u(x)

u(x) = u0(x) + f1 · L1D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=0

+ f2 · L2D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=0

+

+ f3 · L3D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=l

+ f4 · L4D
(0,0)(t, x)

∣∣∣
t=l

. (13)

Но такое решение хоть и проще, но обладает важным недостатком для практическо-
го применения. Большая часть времени при расчете уходит на нахождение системы
{qi(x)}∞i=0 с помощью ортогонализации Грама-Шмидта. Если q(x) является кусочно-
непрерывной функцией или имеются сосредоточенные нагрузки, придется разбить
балку на участки и на каждом из них будут свои граничные условия и условия со-
пряжения. Понадобится вычислять отдельно ортонормированную систему на каждом
участке, что является очень времязатратным.

Дальнейшим развитием представленного метода является решение систем линей-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами (чистый изгиб
композитной балки с переменным сечением) и уравнения в частных производных с
переменными коэффициентами (колебания балки с переменным сечением).
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Аннотация. Предлагается конечно-разностный метод решения двухфазных задач типа Сте-
фана с одновременно существующими и изменяющимися несколькими границами раздела
фаз. Суть метода состоит в ведении в уравнение теплопроводности дополнительной функции
— источника тепла, которая определяет положение фронта фазового перехода и численно
находится на каждом временном слое. Приведены результаты расчетов по предложенному
методу задач с импульсным источником и двумерной задачи с неоднородными краевыми
условиями. Проведено сравнение с результатами классической задачи Стефана и квазиста-
ционарным решением Лейбензона при решении задачи о промерзании трубы.

Ключевые слова: фазовый переход первого рода, задача Стефана, разностная схема, чис-
ленные методы, граница раздела фаз.
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Введение
Актуальность поиска наиболее простых и эффективных алгоритмов кинетики фа-

зовых границ связанных с фазовыми переходами первого рода в классификации Эрен-
феста, обусловлена не только практическими задачами плавления и кристаллизации
металла, но и проектированием уникальных сооружений, например, мерзлотных пло-
тин, оснований нефтяных платформ и пирсов из льда для эксплуатации в арктических
условиях. Одной из основных особенностей моделирования подобных сооружений яв-
ляется необходимость учета возможности резкого изменения физических свойств тела
плотины, пирса или основания платформы при переходе из мерзлого состояния (льда)
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в талое (вода). В результате одной из задач при формировании модели является опре-
деление границ областей мерзлых и талых рассматриваемого сооружения. При моде-
лировании подобных явлений существуют два основных подхода к решению задач с
границей раздела фаз: сквозной счет и явное выделение границы раздела фаз. Методы
первого направления способны выявить важные особенности термических процессов
при фазовых переходах, однако описание локальных полей температуры и динамики
положения границы фазового перехода при таком подходе невозможно. Численные
методы, второго подхода как правило обладают высокой точностью выделения меж-
фазной границы, но становятся алгоритмически весьма сложными в случае много-
фазных и многомерных задач или для случая циклического изменения температуры
на границе, когда число немонотонно движущихся фронтов может быть несколько,
причем некоторые из них могут сливаться друг с другом или исчезать. Среди наибо-
лее распространенных: метод ловли фронта в узел сетки [1], методы адаптивной сетки
[2], выпрямления фронта [3] и дробных шагов [4]. Метод ловли фронта в узел сетки
имеет два варианта реализации, когда задается временной шаг, а пространственная
сетка подбирается так, чтобы фронт попал в узел и наоборот, когда временной шаг
подбирается так, чтобы фронт попал в узел стационарной пространственной стеки.
Оба варианта ограничены случаем только одного монотонно меняющегося фронта.
При использовании методов адаптивной сетки возникает нетривиальная задача на
каждом временном слое строить «хорошую» сетку, причем для сложных областей за-
дача построения сетки может по сложности превосходить исходную задачу. Методы
выпрямления фронтов основаны на замене пространственной переменной, так что-
бы исходная задача в области с криволинейной границей переходила в уже другую
задачу, определенной в прямоугольной области. Метод тоже имеет ограничение по
числу фронтов. Предлагаемый в настоящей статье численный метод является некото-
рым симбиозом сквозных методов и метода ловли фронта в узел сетки. Метод можно
применять для случая любого количества фронтов, как для одномерных, так и для
многомерных задач
Постановка задачи
Рассмотрим Материальное тело в виде одномерного стержня, двумерной пластины

или трехмерной области сделано из материала, теплофизические свойства которого
задаются следующими параметрами: c+, c− — удельная теплоемкость, ρ+, ρ− — плот-
ность, λ+, λ− — коэффициент теплопроводности соответственно жидкой и твердой
фаз, T ∗, Q∗ — температура и скрытая теплота плавления.

Для простоты изложения зависимость коэффициентов c, ρ, λ от температуры мож-
но не учитывать и ввести коэффициент температуропроводности a = λ/(cρ)

Тело в каждый момент времени может содержать несколько одновременно суще-
ствующих твердых и жидких зон, пересекающихся по поверхностям фазового пе-
рехода S(t) =

{
x|T (x, t) = T ∗

}
. Объединение всех твердых зон обозначим через

Ωl(t) =
{
x|T (x, t) < T ∗

}
, а объединение жидких через Ωs(t) =

{
x|T (x, t) > T ∗

}
. В

процессе теплопередачи может меняться как положение фронтов, так и их количе-
ство: могут рождаться новые, исчезать или сливается в один. Каждый фронт — это
односвязная поверхность, такая что S(t) =

{
x|T (x, t) = T ∗

}
. Если фронтов нет, то

тело находится полностью в твердом или жидком состоянии.
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Функция температуры внутри каждой из фаз описывается уравнением теплопро-
водности

cρ =
∂T

∂t
= λ∆T, x ∈ Ωl(t) ∪ Ωs(t)

В классической постановке на границе фазового перехода задаются два условия.
Первое — условие непрерывности температуры [T ]s = 0 т.е. скачок температуры равен

нулю. Второе — это условие Стефана
[
λ∂T∂n

]
s

= Q∗ ∂ξ∂t , где ξ — скорость движения

фронта и n — вектор нормали к поверхности S.
Построим модель фазового перехода без условия Стефана. Доопределим (сгладим)

коэффициент теплопроводности на границе раздела фаз следующим образом:

λ =


λ+, если T ≤ T ∗ − T ′
λ∗, если T ∗ − T ′ ≤ T ≤ T ∗ + T ′

λ−, если T ≥ T ∗ + T ′

Рассмотрим некоторый малый объем тела ∆V Пусть в момент времени t∗ он достиг
температуры плавления, тогда уравнение баланса энергии с учетом закона Фурье за
малое время ∆t = t − t∗, такое, что этот объем не изменил агрегатного состояния,
можно записать в виде ∫

∂V

λ
∂T

∂n
ds∆t =

∫
V

∆QdV,

Здесь ∆Q — приращение тепла за время ∆t. Этот объем сменит состояние, если
∆Q = ρQ∗.

Воспользовавшись непрерывностью коэффициента теплопроводности и теоремой
Остроградского-Гаусса, разделяя обе части на ∆t и переходя к пределу ∆t → 0, по-
лучим

div(λgradT ) =

{
cρ∂T∂t , T 6= T ∗ или Q = ρ−Q∗ или Q = −ρ+Q∗

∂Q
∂t , T = T ∗ и Q < ρ−Q∗ и Q > −ρ+Q∗

(1)

Введем две функции, позволяющие учесть непрерывное накопление (выделение)
энергии, затрачиваемой на фазовый переход (или выделяемой при фазовом переходе)
в уравнении теплопроводности (1) следующим образом:

γ(x, t) =

{
1, T = T ∗

0, T 6= T ∗
, Q(x, t) =

{
Q̄, для γ(x, t) = 1

0, для γ(x, t) = 0
(2)

Здесь Q̄ — ограниченная функция, характеризующая удельное (отнесенное к едини-
це объема) тепло, затраченное на фазовый переход, которая определяется в процессе
решения.

Используя формулы (2), уравнение (1) может быть переписано в виде

cρ(1− γ(x, t))
∂T

∂t
= λ∆T − γ(x, t)

∂Q

∂t
. (3)

На внешней границе всего тела заданы условия теплообмена по закону ньютона
(краевые условия 3-го рода):

λ
∂T

∂~n
− χ

(
T − Te(t)

)∣∣∣∣
Γ

= 0, (4)
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где χ — коэффициент теплоотдачи, Te — функция температуры окружающей среды,
n — вектор нормали к внешней поверхности.

В начальный момент времени t = 0 задано некоторое распределение температуры
T |t=0 = T0(x). Математическая модель, содержащая уравнение (1) и краевые условия,
является замкнутой.
Разностная схема
Изложение предлагаемого численного метода ведется на примере одномерной за-

дачи в декартовых координатах. Для многомерного случая задача отличается только
за счет температурной части, так как в уравнении (1) введенная функция q диф-
ференцируется только по времени, в криволинейных координатах изменяется только
выражение лапласиана.

В одномерном случае не ограничивая общности можно считать, что решение ищет-
ся в области D =

{
(x, t)|0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0

}
. Построим пространственно-временную

сетку ω = ωx × ωt равномерную по координате с шагами ∆x: ωx =
{
xi+1 = xi +

∆x, i = 0 . . . N−1
}
и неравномерную по времени ωt =

{
tj+1 = tj+∆t,j , j = 0, 1, 2, . . .

}
с переменным шагом ∆t,j

Шаг по времени будем выбирать следующим образом. Если в теле фазовых пере-
ходов нет, то задача теплопроводности решается с фиксированным начальным шагом
∆t. Фазовый переход в теле появляется, как только температура в какой-то точке
станет равна T ∗. Соответственно на следующем временном шаге температура в этой
точке известна, и ищется в этом узле только функция Q(x, t). Если найденное зна-
чение попало в интервал (ρ+Q∗, ρ−Q∗), то шаг ∆t приемлем. Если же Q не попало
в указанный интервал, то шаг необходимо уменьшить, например вдвое, и пересчи-
тать временной слой. Фазовый переход произойдет в точке, если выполнится одно из
условий: Q = −ρ+Q∗ или Q = ρ−Q∗. В первом случае произойдет плавление, во вто-
ром затвердевание. Зададим точность попадания в концы интервала. Таким образом,
определим шаг ∆t,j

∆t,j =

{
∆t, если T ji < T ∗ − ε или T ji > T ∗ + ε,
∆t
2s , если −ρ+Q∗ + ε ≤ Qji ≤ ρ−Q∗k − ε,

где s — номер иттерации на j – ом временном слое.
Рассмотрим аппроксимацию уравнений (3)-(5) и краевых условий (6). Из начальных

условий известно решение на нулевом временном слое T 0
i = T0(xi).

Каждому внутреннему узлу в теле на j – ом временном слое ставится в соответствие
разностное уравнение:

cρ(1− γji )
T ji − T

j−1
i

∆t,j
= λ

T ji−1 − 2T ji + T ji+1

∆2
x

− γji
Qji −Q

j−1
i

∆t,j
, i = 1, . . . N − 1 (5)

В граничных узлах задаются уравнения

λ
T j1 − T0∗

∆x
− χ0(T j0 − T je ) = 0, λ

T jN − T
j
N−1

∆x
− χN (T jN − T je ) = 0 (6)

Положение границы фазового перехода можно отследить по сеточной функции ,
которая определяется как

γji =

{
1, если −ρ+Q∗ + ε < Qj−1

i < ρ−Q∗ − ε и T ∗ − ε < T j−1
i < T ∗ + ε

0, в остальных случаях
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Если γji = 1, то в данной точке в данный момент времени находится граница фазо-
вого перехода. Если γji = 0, то уравнение (1) в данной точке превращается в обыкно-
венное уравнение теплопроводности. Сеточные функции Qji и T

j
i в зависимости от γji

равны

T ji =

{
T ji , если γji = 0,

T j−1
i , если γji = 1,

Qji =

{
0, если γji = 0,

Qji , если γji = 1

Систему уравнений (4),(5) запишем в матричном виде AjT j = Bj , где T j =

(T j0 , . . . , T
j
N )T — вектор значений температуры на j – ом временном слое. Матрица

системы Aj = (aml) является трехдиагональной. Ее элементы и элементы вектора
свободных членов определяются следующим образом:

при m = 1 (xj0 — начальная точка):

a11 = − λ

∆x
− χ0, a12 =

λ

∆x
(1− γj2), b1 = −χ0T0(tj)−

λ

∆x
γj2,

при 1 < m < N (xjm — внутренняя точка):

amm−1 =
λ

∆2
x

(1− γjm−1), amm+1 =
λ

∆2
x

(1− γjm+1)

amm =

(
2λ

∆2
x

+
cρ

∆t,j

)
(γjm − 1)− γjm

∆t,j

bm = cρ(γjm − 1)T j−1
m − γjm

Qj−1
m

∆t,j
− λ

∆2
x

(1− γjm+1)T j−1
m+1 −

λ

∆2
x

(1− γjm−1)T j−1
m−1

при m = N (xjN — конечная точка):

aNN−1 = − λ

∆x
(γjN−1 − 1), aNN =

λ

∆x
− χ0, bN = −χNTN (tj) +

λ

∆x
γjN−1.

Все остальные элементы матрицы равны нулю. Система может быть эффективно
решена методом прогонки.
Примеры численного моделирования
Во всех рассмотренных примерах N = 100 . Рассмотрим две одномерных задачи,

имеющие аналитическое решение.
Классическая задача Стефана.
Задача о промерзании в области x ≥ 0 ставится следующим образом. Необходимо

найти распределение температуры T (x, t) и закон движения фронта фазового перехо-
да ξ = ξ(t) , если в начальный момент все полупространство занято водой, имеющей
нулевую температуру T (x, 0) = 0 , а в последующие моменты времени на границе
задана постоянная отрицательная температура: T (0, t) = T0 . Задача имеет аналити-
ческое решение известное как автомодельное решение Стефана [6].

При численном моделировании были заданы следующие граничные условия:
T (0, t) = −5°C, T (1, t) = 0°C Параметры материала : a = λ

cρ : a
+ = 0.136m

2

s ,

a− = 0.988m
2

s , Q = 332400 J
kg . Задача является однофазной, поскольку температура

в одной фазе постоянна и равна начальной температуре (рис. 1). Графики положе-
ния фронта во времени на рис. 1а соответствуют: ξs(t) — автомодельному решению
Стефана, ξn(t) — численному решению. Максимальная относительная погрешность



56 К. Н. ПЕСТОВ, О. Н. ЛЮБИМОВА, М. В. ОСТАНИН

на данной сетке не превышает 4%, на сетке N = 200 не превосходит 2.1 %. Заметим,
что метод демонстрирует хорошую сходимость к автомодельному решению.

а) б)

Рис. 1. Сравнение численного решения с а) автомодельным решением б) решением Лейбензона

Задача о промерзании цилиндрической трубы.
Имеется неограниченный по высоте цилиндр радиуса R , заполненный водой при

температуре T (r, 0) = 0°C, 0 ≤ r ≤ R . Начиная с некоторого момента времени t = 0 на
поверхности цилиндра поддерживается постоянная температура T (R, t) = T0, t > 0.
. Фронт промерзания начинает двигаться от поверхности к оси цилиндра, и через
некоторое время вся жидкость в трубе замерзает. Задача имеет полуаналитическое
решение квазистационарным методом Лейбензона [2]. Краевые условия при модели-
ровании приняты следующие: T0 = −5°C, ∂T

∂x

∣∣
x

= 0 материал — вода, R = 0.1м .
Графики движения фронта по времени на рис. 1б соответствуют: ξL(t) — реше-

нию Лейбензона, ξn(t) — численному решению. На начальном этапе, пока распреде-
ление температуры в замершей части можно описывать стационарными решениями,
кривые практически не отличаются. В дальнейшем наблюдается отклонение, которое
можно обьяснить погрешностью метода Лейбензона. Время полного затвердевания
t = 2.98 (ч).

Пример задачи с импульсным источником.
На правый конец стержня длины l импульсом подается тепловой поток высокой

интенсивности q = − 2·108

σ
√

2π
e
−(t−a)2

2σ2 второй же конец стержня теплоизолирован . На-

чальная температура равна T (x, 0) = 20°C. Параметры материала a+ = 0.136m
2

s ,
a− = 0.988m

2

s , Q∗ = 332400 J
kg , T

∗ = 660° соответствуют алюминию l = 0.1м . Подоб-
ные задачи возникают, например при моделировании сварочных процессов.

На рис. 2а показано изменение температуры в различных точках стержня с тече-
нием времени. График зависимости положения фронта от времени изображен на рис.
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а) б)

Рис. 2. Временной профиль температуры в некоторых точках стержня и положение фронта.

2б. Максимальная толщина проплавления составляет ξmax = 0.029 и соответству-
ет времени t = 8.63(ч). После этого времени стержень начинает кристаллизоваться.
Причем в виду того, что разница температур на концах стержня значительна, второй
фронт не образуется. Ко времени t = 41.83(ч) стержень вернулся в полностью твердое
состояние.

Граничные условия T (0, t) = 10 sin

(
πt

21600

)
, T (0.1, t) = −10 sin

(
πt

21600

)
. Начальная

температура T (x, 0) = 10°C Материал — вода.
На рис.3 представлены результаты моделирования. На рис. 3а приведен характер

распределения температуры по времени на левом конце x = 0 и в середине стержня
x = 0.5. Заметно, что изменение температуры в середине стержня имеет периодиче-
ский характер при t > 15.

На рис. 3б приведено положение фронта фазового перехода во времени. Видно,
что сначала материал слева начинает плавиться, затем возникают оба фронта, т.е.
периодические граничные условия определяют и периодическую динамику движения
фронта.

Пример двумерной задачи.
Рассматривается задача о плавлении квадратного алюминиевого бруса со стороной

h = 1 бесконечной длины и начальной температурой Q̂0 = 20°. Условия на боковых
поверхностях заданы в виде[
λ
∂T (x, y, t)

∂x
+ χ1(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
x=0

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂y
+ χ2(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
y=0

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂x
+ χ3(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
x=h

= 0

[
λ
∂T (x, y, t)

∂y
+ χ4(T (x, y, t)− Q̂e)

]∣∣∣∣
y=h

= 0
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а) б)

Рис. 3. Временной профиль температуры и положение фронта.

где Q̂e = 2200°C, а коэффициенты теплоотдачи соответствуют вариантам a) χ1 =
300 W

m2°C , χ2 = 400 W
m2°C , χ3 = 100 W

m2°C , χ4 = 200 W
m2°C b) χ1 = 0 W

m2°C , χ2 = 0 W
m2°C , χ3 =

200 W
m2°C , χ4 = 400 W

m2°C
На рис. 4 представлены результаты расчета, кривые линии представляют собой

фронт фазового перехода в различные моменты времени
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Рис. 4. Динамика фронта фазового перехода во времени.

Заключение
В настоящей работе предложен численный метод решения одно- и многомерных

задач типа Стефана с несколькими границами раздела фаз. Метод позволяет решать
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задачи с заранее неизвестным количеством фронтов, для областей произвольной гео-
метрии, сложными граничными условиями. Результаты расчетов приведенных задач
демонстрируют простоту расчетов и адекватность результатов. Практическое приме-
нение метода можно связать с различными технологическими задачами в материало-
ведении, например, при получении слоистых композиционных материалов методами
температурной обработки и прогнозировании поведения грунтов в гидротехнических
сооружениях при сезонных колебаниях температуры.
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THE METHOD OF SOLVING PROBLEMS TYPE OF STEFAN WITH PHASE
TRANSITIONS OF THE FIRST KIND

Far Eastern Federal University, Vladivostok, Russia

Abstract. The finite-difference method of solving the two-phase Stefan-type problems with several
simultaneously existing and variable phase interfaces is proposed. The principle of method consists
in entering into the heat conduction equation the additional function – heat source which identifies
the position of the phase transition front and is numerically determined on every temporal layer.
The calculation results based on the proposed method for problems with pulsed source and two-
dimensional problem with the inhomogeneous boundary conditions are presented. The results were
compared with those of the classical Stefan type problem and quasi-stationary Laybenson solution
for the problem of the pipe freezing.
Keywords: first-order phase transition, Stefan problem, difference scheme, numerical methods,
phase interface.
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Аннотация. В работе рассматривается решение линеаризированных уравнений теории ма-
лых упругопластических деформаций [1-6] в случае осесимметричной задачи. Предполага-
ется, что в начальном состоянии имеет место простое растяжение. В первом приближении
получены соотношения для компонент перемещений, деформаций и напряжений. Решения
выражаются через функции Бесселя нулевого и первого порядка.
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В случае осесимметричной деформации соотношения теории малых упругопласти-
ческих деформаций имеют вид [1-2].

σr − σ =
2

3

σi
ei
er , σz − σ =

2

3

σi
ei
ez , σθ − σ =

2

3

σi
ei
eθ ,

τrz =
2

3

σi
ei
erz , σi = Ф(ei), er + eθ + ez = 0 ,

σi =
1√
2

[
(σr − σθ)2 + (σθ − σz)2 + (σz − σr)2 + 6τ2

rz

] 1
2
,

ei =

√
2

3

[
(er − eθ)2 + (eθ − ez)2 + (ez − er)2 + 6e2

rz

] 1
2
, (1)

Обозначим Ф (ei) = 3Ψ(ei)ei. Соотношения примут вид:

σr − σ = 2Ψ(ei)er , σz − σ = 2Ψ(ei)ez , σθ − σ = 2Ψ (ei) eθ , τrz = 2Ψ (ei) erz. (2)
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Решение будем искать в виде рядов по степеням параметра δ

σij =
∞∑
n=0

δnσnij , ei =
∞∑
n=0

δneni .

Предположим, что в начальном состоянии имеет место простое растяжение

σ0
z = const , σ0

r = σ0
θ = τ0

rz = 0 , e0
r = e0

θ = −1

2
e0
z , e

0
rθ = 0.

Для функции Ψ(ei) имеет место разложение

Ψ (ei) = Ψ(0)
(
e0
i

)
+ δ

dΨ(0)

dei
e′i + δ2

[
1

2

d2Ψ(0)

de2
i

(e′i)
2

+
dΨ(0)

dei
e′′i

]
+ . . .

где значения функции Ψ и ее производных взяты в исходном состоянии при ei = e0
i .

Линеаризированные соотношения (2) в первом приближении имеют вид:

σ′r = σ′ + 2Be′r + (B +A) e′z, σ′θ = σ′ + 2Be′θ + (B +A) e′z , (3)

σ′z = σ′ + 2Ae′z , τ ′rz = 2Be′rz,

где e0
i = e0

z, e′i = e′z, B = Ψ
(
e0
i

)
, A−B =

dΨ(e0i )
dei

e0
z.

Уравнению неразрывности удовлетворим, полагая

u′z =
1

r

∂ϕ′

∂r
, u′r = −1

r

∂ϕ′

∂z
. (4)

Для компонент тензора деформаций получаем выражения

e′r =
∂u′r
∂r

=
1

r2

∂ϕ′

∂z
− 1

r

∂2ϕ′

∂z∂r
e′θ =

u′r
r

= − 1

r2

∂ϕ′

∂z
, e′z =

∂u′z
∂z

=
1

r

∂2ϕ′

∂z∂r
,

e′rz =
1

2

(
∂u′r
∂z

+
∂u′z
∂r

)
=

1

2

(
−1

r

∂2ϕ′

∂z2
− 1

r2

∂ϕ′

∂r
+

1

r

∂2ϕ′

∂r2

)
. (5)

Соотношения (3) примут вид

σ′r = σ′ + 2B

(
1

r2

∂ϕ′

∂z
− 1

r

∂2ϕ′

∂z∂r

)
+ (B −A)

1

r

∂2ϕ′

∂z∂r
,

σ′θ = σ′ + 2B

(
− 1

r2

∂ϕ′

∂z

)
+ (B −A)

1

r

∂2ϕ′

∂z∂r
,

σ′z = σ′ + 2A
1

r

∂2ϕ′

∂z∂r
, τ ′rz = 2B

1

2

(
−1

r

∂2ϕ′

∂z2
− 1

r2

∂ϕ′

∂r
+

1

r

∂2ϕ′

∂r2

)
. (6)

Уравнения равновесия имеют вид
∂σ′r
∂r

+
∂τ ′rz
∂z

+
σ′r − σ′θ

r
= 0,

∂τ ′rz
∂r

+
∂σ′z
∂z

+
τ ′rz
r

= 0 . (7)

Используя соотношения (6) и уравнения равновесия (7) получим уравнение для
определения функции ϕ′

∂4ϕ′

∂r4
− 2

r

∂3ϕ′

∂r3
+

3

r2

∂2ϕ′

∂r2
− 3

r3

∂ϕ′

∂r
+
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+
(3A−B)

B

∂4ϕ′

∂r2∂z2
− (3A−B)

B

1

r

∂3ϕ′

∂z2∂r
+
∂4ϕ′

∂z4
= 0. (8)

В работах [5, 6] решение уравнения (8) рассмотрено в полиномах. В данной работе
рассмотрим решение уравнения (8) в виде:

ϕ′ (r, z) = ϕ (r) sinνz . (9)

Тогда из (8) и (9), получим

d4ϕ

dr4
− 2

r

d3ϕ

dr3
+

(
3

r2
− 3A−B

B
ν2

)
d2ϕ

dr2
+

(
− 3

r3
+

3A−B
B

ν2

r

)
dϕ

dr
+ ν4ϕ = 0. (10)

Уравнение (10) можно записать следующим образом(
d2

dr2 −
1

r

d

dr
+ µ2

)(
d2ϕ

dr2 −
1

r

dϕ

dr
+ µ2ϕ

)
= 0 , (11)

где

µ2 =
ν2

2B

[
(B − 3A) + i

√
3 (B −A) (B + 3A)

]
,

µ2 =
ν2

2B

[
(B − 3A)− i

√
3 (B −A) (B + 3A) (12)

Общим решением уравнения (11) является сумма решений уравнений

d2ϕ1

dr2
− 1

r

dϕ1

dr
+ µ2ϕ1 = 0,

d2ϕ2

dr2
− 1

r

dϕ2

dr
+ µ2ϕ2 = 0. (13)

Подстановками

ϕ1 (r) = rQ1 (µr) , ϕ2 = rQ2 (µr) (14)
из (11) получаем уравнения

µ2r2Q′′1 + µrQ′1 +
(
µ2r2 − 1

)
Q1 = 0, µ2r2Q

′′
2 + µrQ′2 +

(
µ2r2 − 1

)
Q2 = 0, (15)

Общие интегралы уравнений (15) являются линейными комбинациями функций
Бесселя и Неймана первого порядка. Функции Неймана обращаются в бесконечность
при r = 0 и в решении они должны отсутствовать. Для того, чтобы ϕ′ (r, z) не содержа-
ла мнимых членов возьмем в ее выражении произвольные постоянные сопряженными,
то есть полагаем

ϕ′ (r, z) = r
[
CµI1 (µr) + CµI1 (µr)

]
sinνz, (16)

где I1 (µr) – функция Бесселя первого порядка.
Согласно (4), (5), (6) и (9) получим

u′r = −ν
r
ϕ cosνz , u′z =

1

r

dϕ

dr
sinνz, e′r =

ν

r

[
1

r
ϕ− dϕ

dr

]
cosνz , e′θ = − ν

r2
ϕ cosνz,

e′z =
ν

r

dϕ

dr
cosνz , e′rz =

1

2r

[
d2ϕ

dr2
− 1

r

dϕ

dr
+ ν2ϕ

]
sinνz,

σ′r =

[
B

1

νr

d3ϕ

dr3
−B 1

νr2

d2ϕ

dr2
+

(
B

1

νr3
− 3A

ν

r

)
dϕ

dr
+ 2B

ν

r2
ϕ

]
cosνz ,
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σ′θ =

{
B

1

νr

d3ϕ

dr3
−B 1

νr2

d2ϕ

dr2
+

[
(2B − 3A)

ν

r
+B

1

νr3

]
dϕ

dr
− 2B

ν

r2
ϕ

}
cosνz ,

σ′z =

[
B

1

νr

d3ϕ

dr3
−B 1

νr2

d2ϕ

dr2
+B

(
ν

r
+

1

νr3

)
dϕ

dr

]
cosνz ,

τ ′rz = B
1

r

(
d2ϕ

dr2
− 1

r

dϕ

dr
+ ν2ϕ

)
sinνz . (17)

Сложим уравнения (13)(
d2ϕ1

dr2
+
d2ϕ2

dr2

)
− 1

r

(
dϕ1

dr
+
dϕ2

dr

)
= −µ2ϕ1 − µ2ϕ2 ,

d2ϕ

dr2
− 1

r

dϕ

dr
= − ν

2

2B

[
(B − 3A)ϕ1 + i

√
3 (B −A) (B + 3A)ϕ1+

]
+ (B − 3A)ϕ2 − i

√
3 (B −A) (B + 3A)ϕ2, ϕ = ϕ1 + ϕ2. (18)

Уравнение (18) запишем в виде

d2ϕ

dr2
− 1

r

dϕ

dr
= −ν2

(
eiα ϕ1 + e−iαϕ2

)
, α = arctg

√
3 (B −A) (B + 3A)

(B − 3A)
. (19)

Продифференцировав равенства (13) и сложив, получаем

d3ϕ

dr3
− 1

r

d2ϕ

dr2
+

1

r2

dϕ

dr
= −ν2

(
eiα

dϕ1

dr
+ e−iα

dϕ2

dr

)
. (20)

С учетом (19), (20) соотношения (16) принимают вид

u′r = −ν
r

(ϕ1 + ϕ2) cosνz , u′z =
1

r

(
dϕ1

dr
+
dϕ2

dr

)
sinνz,

e′r =
ν

r

[
1

r
(ϕ1 + ϕ2)−

(
dϕ1

dr
+
dϕ2

dr

)]
cosνz , e′θ = −ν (ϕ1 + ϕ2) cosνz,

e′z =
ν

r

(
dϕ1

dr
+
dϕ2

dr

)
cosνz , e′rz =

ν2

2r

[(
1− eiα

)
ϕ1 +

(
1− e−iα

)
ϕ2

]
sinνz,

σ′r =
ν

r

[
2B

1

r
(ϕ1 + ϕ2)−

(
3A+Beiα

) dϕ1

dr
−
(
3A+Be−iα

) dϕ2

dr

]
cosνz ,

σ′θ =
ν

r

{[
(2B − 3A)−Beiα

] dϕ1

dr
+
[
(2B − 3B)−Be−iα

] dϕ2

dr
−

−2B
1

r
(ϕ1 + ϕ2)

}
cosνz , , σ′z = B

ν

r

[(
1− eiα

) dϕ1

dr
+
(
1− e−iα

) dϕ2

dr

]
cosνz ,

τ ′rz = B
ν2

r

((
1− eiα

)
ϕ1 +

(
1− eiα

)
ϕ2

)
sinνz , (21)

где ϕ1 = CµrI1 (µr) , ϕ2 = CµrI1 (µr) .

dϕ1

dr
= Cµ2rI0 (µr) ,

dϕ2

dr
= Cµ2rI0 (µr)
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Abstract. We considers the solution of the linearized equations of the theory of small elastoplastic
deformations in the case of axisymmetric problems. It is assumed that in the initial state there is
a simple stretching. In the first approximation, the relations for the components of displacements,
strains and stresses are obtained. Solutions are expressed in terms of the Bessel functions of zero
and first order.
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1. Введение.
Важным критерием оценки качества металлоконструкций является их эксплуата-

ционная прочность. Высокие механические характеристики неразъемных соединений
металлоконструкций, в значительной степени определяемые остаточными напряже-
ниями, формируются, как правило, в процессе локального оплавления и последую-
щего охлаждения зоны стыка соединяемых элементов в результате сварки. Наиболее
распространенным способом получения неразъемных соединений является процесс
автоматической сварки под слоем флюса, обеспечивающий равномерное протекание
теплофизических явлений в сварочной ванне и ее защиту от взаимодействия с окру-
жающей средой. Неразъемное соединение в таком процессе получают при помощи
непрерывного электрода, выполненного в виде проволоки. На формирование матери-
ала стыковой зоны оказывает влияние ряд факторов: режимы теплового воздействия
(тепловая мощность и скорость перемещения электрода), материалы проволоки (по-
рошковой и сплошного сечения), флюса и т.д. Сложность в прогнозировании каче-
ственных характеристик материала зоны термического влияния на всем протяжении
стыка определяет актуальность поиска расчетных вариантов формирования картины
остаточных напряжений такой зоны.

Термомеханику процессов, происходящих при формировании неразъемного соеди-
нения сваркой, рассматривали известные советские и российские ученые: Рыкалин
Н.Н., Болдырев А.М., Алешин П.А.. Попытка объяснить остаточные напряжения и
деформации в зоне сварного шва вылилась в теорию сварочных процессов, которая
описывает со стороны технической направленности – режимы, типы, механизмы свар-
ки [1-3], со стороны исследовательской направленности – температурные поля, фазо-
вые переходы, остаточные деформации и напряжения [4-7]. Эволюция представлений
о процессах теплового воздействия на стыковую зону привела к необходимости счи-
тать материал сборки упругопластическим. Такой подход позволяет количественно
и качественно оценить опытно наблюдаемое явление формирования полей остаточ-
ных напряжений в околошовной зоне, влияние которых на качество сборки преиму-
щественно отрицательное. Область шва, теплоизолированного шлаком, традиционно
появляющимся при сварке имеет повышенные теплоёмкостные и теплоизолирующие
свойства, а значит имеет место проявление вязких свойств металла. Таким образом,
наряду с упругими и пластическими свойствами металла математическая модель обя-
зана учитывать и вязкие его свойства.

Построение обобщенной всеобъемлющей физико-механической модели сварочного
процесса опирающейся на техническую и исследовательскую направленность явля-
ется основной задачей инженера исследователя. Многофакторность процессов свар-
ки определяет необходимость опытного подтверждения результатов математического
моделирования. Таким образом, целью исследований является разработка математи-
ческой модели распределения остаточных напряжений в зоне термического влияния
неразъемного соединения стальных протяженных элементов.

Проверка результатов математического моделирования возможна при использова-
нии высокоточного экспериментального оборудования, благодаря которому произве-
дена регистрация остаточных напряжений в зоне сварного шва. Экспериментальные
данные сопоставлены с рассчитанными напряжениями, полученными в ходе ранее
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проводимых численных экспериментов [8-10], построенных на упруго пластической
модели пластины. Натурными испытаниями установлено, что в материале сварного
шва предел текучести повышается с увеличением ударной вязкость, что предопре-
делило появление варианта построения новой математической модели, учитывающей
упрочнение (эффект Баушингера) и вязкость, возникающие при пластическом тече-
нии.

В настоящей работе строится одномерная математическая модель сварки, резуль-
таты которой подтверждают экспериментальные данные о полученных остаточных
напряжениях на поверхности сварной пластины.
2. Основы математической модели.
Рассмотрим в декартовой системе координат x, y, z стальную пластину шириной

S. Длину пластин считаем бесконечно большой, чтобы иметь одномерную задачу теп-
лопроводности. На краю пластины происходит быстрый разогрев со скоростью b так,
что

T |x=0 = bt (1)

где T – абсолютная температура, t – время. На другой границе считаем отток тепла
из-за незначительности граничной кромки пренебрежительно малым

T,x|x=S = 0 (2)

Здесь индексом после запятой обозначена производная по данной пространственной
переменной. Условие (2) означают отсутствие теплового потока через границу x = S.
Уравнение теплопроводности запишем в виде

T,t = aT,xx − ψ
(

1− ψ∗ψ−1e−γx
2
)

(T − T0) (3)

В (3) a – коэффициент температуропроводности. Последнее слагаемое в (3) задает
отток тепла в окружающую среду. Постоянные ψ, ψ∗ и γ задают интенсивность по-
тери тепла в точке с координатой x, T0 – комнатная температура. Выбор функции
оттока тепла в (3) связан с теплоизоляционными способностями флюса. Постоянные
позволяют приблизить теплоизоляционные свойства к полученным в ходе натурно-
го эксперимента. Краевая задача для уравнения теплопроводности (3) с граничными
условиями (1) и (2) далее решается численно. Проведение расчетов по конечно – раз-
ностному аналогу данной задачи не вызывает затруднений. В качестве начального
условия краевой задачи принимаем T (x, 0) = T0, где T0 – комнатная температура.

Предполагаем деформации малыми, складываемыми из обратимых eeij и необрати-
мых epij деформаций

eij = eeij + epij =
1

2
(ui,j + uj,i) (4)

ui – компоненты вектора перемещений (i = 1, 2, 3); В начальный момент времени
полагаем, что необратимых деформаций в пластине нет. Зависимость деформации
eeij , напряжения σij и температуры T запишем законом Дюамеля–Неймана.

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij (5)

где α – коэффициент линейного расширения, λ, µ, K = λ+ 2
3µ –упругие модули, δij –

компоненты единичного тензора, составленного из символов Кронекера.
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Необратимые деформации начнут расти, когда напряженное состояние достигнет
поверхности нагружения (условия пластического течения).

εpij =
depij
dt

= ζ
∂f (σij)

∂σij
ζ > 0 (6)

где f (σij) = 0 – поверхность нагружения в пространстве напряжений. В качестве
поверхности нагружения положим

f (σij) = max
∣∣∣σi − ηεpij − cepij − σ∣∣∣− 4

3k; σ = 1
3σjj ; ζ > 0 (7)

k – предел текучести, η – коэффициент вязкости и c – коэффициент упрочнения. Вы-
бор (7) объясняется тем, что, как показано в [9, 10], при выборе в качестве условия
пластического течения максимальных касательных напряжений (критерий Треска–
Сен-Венана) краевая задача, подобная той, что будет рассмотрена, может быть некор-
ректной.

Замыкает описанную систему уравнение равновесия

σij,j = 0. (8)

Поскольку процесс получения неразъемного соединения сваркой сопровождается
высокой температурой в зоне локального теплового воздействия, то зависимостями
упругих модулей, предела текучести, коэффициента вязкости от температуры прене-
брегать нельзя [11-13]. Поэтому положим, что

k (T ) = k0 (τ)2 ;
η (T ) = η0 (1− τ)

E (T ) = Ep − (Ep − E0) τ ;
v (T ) = 0.5− (0.5− v0) τ ;

λ = Ev
(1+v)(1−2v) ; µ = E

2(1+v) ; τ =
Tp−T
Tp−T0

(9)

В (6) E, v – модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно, Ep – значе-
ния модуля Юнга при температуре плавления Tp. Если бы в материале свариваемых
пластин не происходили структурные изменения, то зависимости (9) были бы спра-
ведливы как при активном процессе нагревания, так и при остывании и разгрузке. С
целью учета возможных фазовых превращений будем считать, что упругие модули E
и v при остывании не меняются. Через k0 в (9) обозначим предел текучести материала
при комнатной температуре T0, η0 – коэффициент вязкости при T0.

Для конкретного случая σz = 0 и ey = 0 уравнения (5) примут вид

σE = (4µ (λ+ µ)ux,x − 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,

σy = (2µλux,x − 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,
(10)

Из единственного нетривиального уравнения равновесия σx,x = 0 и (8), следует

ux =
3

2

∫ x

0
α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ+

C1

4

∫ x

0
γ1 (ρ) γ2 (ρ)µ (ρ)−1 dρ+ C2 (11)

γ1 (ρ) = (λ (ρ) + µ (ρ))−1 ; γ2 (ρ) = (λ (ρ) + 2µ (ρ)) ,

σx = C1;σy =

(
λ

2
C1 − 3αµK (T − T0)

)
(λ+ µ)−1 ;
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σz = 0;C1 = −6
∫ s

0 α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ∫ s
0 µ (ρ)−1 γ1 (ρ) γ2 (ρ) dρ

;C2 = 0

в которых постоянные интегрирования C1 и C2 являются функциями температуры
и, следовательно, времени. Называя C1 и C2 постоянными интегрирования, подразу-
меваем только, что они не зависят от пространственной координаты. Для их опре-
деления в каждый момент времени следует воспользоваться рассмотренными выше
граничными условиями (ux|x=0 = 0; ux|x=s = 0). При нагревании напряжения растут
по абсолютной величине и в итоге могут достичь одной из поверхностей нагружения.
3. Пластическое течение.
С ростом температуры пластины на линии x = 0 выполнится условие

(σx − cepx − ηεpx) + (σz − cepz − ηεpz) − 2 (σy − cepy − ηεpy) = 4k; здесь зарождается пла-
стическое течение. Следствие из закона Дюамеля-Неймана (10) следует переписать

σx = (4µ (λ+ µ) (ux,x − epx) + 2µλ (−epy)− 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,

σy = (2µλ (ux,x − epx) + 4µ (λ+ µ) (−epy)− 6Kµα (T − T0)) (λ+ 2µ)−1 ,
(12)

Из ассоциированного закона пластического течения находим
εpx = εpz = ζ, εpy = −2ζ, epx = epz = ζτ + ẽpx, epy = −2ζτ + ẽpy . Слагаемые ζτ явля-
ются приращением необратимой деформации ẽpx, существовавшей или зародившейся
на предыдущем временном шаге, τ = ∆t шаг по времени. Из (12) и уравнения
равновесия σx,x = 0 находим

ux =
∫ x

0 f1 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f2 (ρ) dρ+ C3; C3 = 0;

σx = C1; σy =
∫ x

0 f3 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f4 (ρ) dρ;

epx = epz = ζτ + ẽpx; epy = −2ζτ + ẽpy .
(13)

f1 = (1.5K (η + (A+ 2µ) τ)α (T (ρ)− T0) + µηẽpx − 2/3µτk)×
× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f2 = (4µ)−1 + 0, 25 (η + (A+ 2µ) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f3 =
(
−3µKα (T (ρ)− T0) (η + cτ) + 6µKηẽpE − 4µKkτ

)
((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f4 = (0, 5λη + (Kµ+ 0, 5λc) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;
ζ =

(
6−1C1µ+Kµα (T (ρ)− T0)− ẽpx (2µK + (λ+ µ) c)− 2/3 (λ+ µ) k

)
×

× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1

Коэффициенты интегрирования C1, C2, C3 находятся из граничных условий, моде-
лирующих равенство перемещений на упругопластической границе и (ux|x=0 = 0;
ux|x=s = 0). Область пластического течения будет расти пока идет процесс нагрева-
ния.
4. Разгрузка.
Отведение источника тепла приводит к образованию разгружающей упругопласти-

ческой границы материала пластины (рис.1). В условиях присутствия накопленных и
со временем неизменяющихся необратимых деформаций px и py соотношения закона
Дюамеля–Неймана вместе с уравнением равновесия позволяют записать решение в
области данного обратимого деформирования в виде

σx = C1, σy = −3Kµαγ1α (T (ρ)− T0) + pyγ1 + 0.5γ1C1

ux = 3
2

∫ x
0 α (T (ρ)− T0)K (ρ) γ1 (ρ) dρ+ C1

4

∫ x
0 γ1 (ρ) γ2 (ρ)µ (ρ)−1 dρ+ C4+

+0.5
∫ x

0 λ (ρ) γ1 (ρ) py (ρ) dρ+
∫ x

0 px (ρ) dρ
(14)

5. Повторное пластическое течение.
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В некоторый последующий момент времени на линии x = 0 выполнится условие
пластичности 2 (σy −Aepy − ηεpy)− (σx −Aepx − ηεpx)− (σz −Aepz − ηεpz) = 4k. Выполне-
ние условия пластичности Ишлинского-Ивлева на границе x = 0 приводит к развитию
новой области пластического течения. Следуя уравнению равновесия σx,x = 0, зависи-
мостям закона Дюамеля–Неймана и ассоциированному закону пластического течения
для напряжений, перемещений и необратимых деформаций получаем:

ux =
∫ x

0 f1 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f2 (ρ) dρ+ C5

σx = C1; σy =
∫ x

0 f3 (ρ) dρ+ C1

∫ x
0 f4 (ρ) dρ;

epx = epz = ζτ + ẽpx; epy = −2ζτ + ẽpy

(15)

f1 = (1.5K (η + (A+ 2µ) τ)α (T (ρ)− T0) + µηẽpx − 2/3µτk)×
× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f2 = (4µ)−1 + 0, 25 (η + (A+ 2µ) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f3 =
(
−3µKα (T (ρ)− T0) (η + cτ) + 6µKηẽpE − 4µKkτ

)
τ ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;

f4 = (0, 5λη + (Kµ+ 0, 5λA) τ) ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1 ;
ζ =

(
6−1C1µ+Kµα (T (ρ)− T0)− ẽpx (2µK + (λ+ µ) c)− 2/3 (λ+ µ) k

)
×

× ((η + τc) (λ+ µ) + 2µKτ)−1

6. Остаточные напряжения.
В ходе остывания материала пластины на линии x = 0 образуется разгружающая

упругопластическая граница x = m2 (t), которая, продвигаясь, достигает границы
x = n2 (t). По мере охлаждения пластины температурный градиент перестает суще-
ствовать, происходит разгрузка. Остаточные напряжения и перемещения в материале
закрепленной пластины определяются из соотношений.

σx = C1, σy = 0.5λC1g
−1 − 3Kµ g−1py,

ux = C1

∫ x

0
w (ρ)x (4µ (ρ) g (ρ))−1 dρ+

∫ x

0
px (ρ) dρ+ 0.5

∫ x

0
λ (ρ) g−1 (ρ) py (ρ) dρ,

C1 =

(∫ S

0
px (ρ) dρ+ 0.5

∫ S

0
λ (ρ) g−1 (ρ) py (ρ) dρ

)(∫ S

0
w (ρ)x (4µ (ρ) g (ρ))−1 dρ

)−1

.

g = λ+ µ, w = λ+ 2µ

На рисунке 2 изображено распределение остаточных напряжений в материале
стальной пластины (Ст3). Кривая 1 изображает остаточное напряжение σy (σx =
0.0987k0), где η = 0, c = 0 . Кривая 2 – σy (σx = 0, 0624k0), где η = 0, c = 80 . Кри-
вая 3 – σy (σx = 0, 008k0), где η = 8, c = 0 (η(Паc)). Кривая 4 – σy (σx = 0, 0012k0),
где η = 8, c = 80(Па) .

Точки на поле графика отражают данные, полученные в результате натурного
эксперимента с использованием метода рентгенодифрактометрии. Метод основан на
определении межплоскостного расстояния между кристаллическими решетками с по-
мощью измерения угла отражения луча. Исследование проводилось на анализаторе
остаточных напряжений RIGAKU MSF-3M.

Как видно из рисунка 2 остаточные напряжения, полученные в результате натур-
ного эксперимента, сопоставимы с остаточными напряжениями, полученными в ре-
зультате математического моделирования. Основной проблемой в расчетах является
определение коэффициентов η и c, так как они различны для каждого материала. За-
дача их поиска существенно упрощается ввиду наличия экспериментальных данных.
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Рис. 1. Схема деформирования пластины

Описанная в этой работе математическая модель сварочного процесса, объясняет
повышение значений предела текучести неразъемного соединения, полученного авто-
матической сваркой под флюсом. Упрочнение влияет на предел текучести. Это обсто-
ятельство позволяет сделать вывод, что предел текучести возрастет или уменьшится
в зависимости от знака выражения cpii. Так, экспериментально подтверждено, что
предел текучести увеличился и стал равен k = 1.07k0.

Расчеты последовательными шагами по времени убедительно показали, что во всех
случаях возникает повторное (обратное) пластическое течение, в процессе которого
формируются растягивающие остаточные напряжения и повышается предел текуче-
сти металла околошовной зоны, что и регистрируется последующими инструменталь-
ными измерениями на опытных образцах.

Таким образом, сопоставимость экспериментальных значений с теоретическими
пределами отклонений подтверждает работоспособность расчетной математической
модели. Невозможным представляется упрощение данной модели в предположении,
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Рис. 2. Распределение остаточного напряжения в материале пластины.

что пластическое течение идеально или отток тепла от пластины по ее ширине посто-
янный. Теплоизоляция околошовной зоны, учет вязких свойств металла и его упроч-
нения в процессе необратимого деформирования задают итоговые механические свой-
ства металла околошовной зоны и уровень остаточных напряжений в нем, что соот-
ветствует экспериментально полученным значениям.
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А. V.Tkacheva, S. G. Zhilin, Е. Е. Abashkin,О. N. Komarov

DISTRIBUTION OF RESIDUAL STRESSES IN THE HEAT-AFFECTED ZONE
OF PERMANENT CONNECTION OF STEEL EXTENDED ELEMENTS

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. An improved mathematical model is presented for calculating residual stresses in a
material that are formed as a result of thermal effects in automatic welding processes under a
layer of reflux at the junction of extended steel elements. The model contains the parameters
of viscosity and strain hardening in the criteria of plastic flow. It is based on the methods of
numerical investigation of the surfacing process, which assumes that the material of the plates is
solid and is deformed elastoplastic. The formulation of a thermal problem in modeling the process
of deformation in the heat-affected zone is possible in one case when there is a need for a regional
effect at the ends of long plates. In the mathematical interpretation of the problem, the length
of the mating plates is read infinitely large, and the width is the same. The efficiency of the
computational mathematical model is confirmed by a comparable experimental value obtained as
a result of calculations.
Keywords: elasticity, plasticity, hardening, viscosity, temperature stresses, phase transitions, heat-
affected zone

REFERENCES

[1] Welding. Introduction to specialty /V.A. Frolov, V.V. Peshkov, A.B. Kolomensky [et al]. M., 2004. 230
p. (in Russian).

[2] Cherepakhin A.A., Vinogradov V.M., Spunkin N.F. Welding technology. Moscow: Yurayt, 2017. 273 p.
(in Russian).

[3] Metal Structures. Vol. 3/ Ed. V.V. Kuznetsov. M.: ASV, 1999. 528 p. (in Russian).
[4] Rykalin N.N. Heat Process Calculations for Welding. M.: Mashgiz, 1951. 295 p. (in Russian).
[5] Prokhorov N.N. Physical processes in metals during welding. Vol.2. Entrapment of stress, deformations

and phase transformations. Metallurgy, 1976. 600 p. (in Russian).

Tkacheva Anastasia Valerevna, Senior Researcher, Institute of Machine science and Metallurgy,
Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Zhilin Sergey Gennadievich, Leading Researcher, Candidate of Technical Sciences, assistant
professor, Institute of Machine science and Metallurgy, Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Abashkin Evgeny Evgenievich, Junior Researcher, Institute of Machine science and Metallurgy,
Komsomolsk-on-Amur, Russia,
Komarov Oleg Nikolaevich, Acting Director, Candidate of Technical Sciences, assistant professor,
Institute of Machine science and Metallurgy, Komsomolsk-on-Amur, Russia.



РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ... 75

[6] Montfared F.H., Panteleenko A.F. Mathematical modeling of welding deformations in thin plates//
Vestnik BNTU. 2011. No 5. pp. 18–25. (in Russian).

[7] Bilenko G.A., Morgunov E.A., Korobov Y.S. Computer simulation of stress state of 03Х18Н9М3
stainless steel welded joint made by multi-pass orbital welding // Welding and diagnostics: collection of
reports of the International Forum, Yekaterinburg, November 25-27, 2014. Yekaterinburg: Urfu, 2015.
pp. 35–41. (in Russian).

[8] Abashkin E.E., Kaing M., Tkacheva A.V. Temperature Stresses Plate// Bulletin of the Yakovlev
Chuvash State Pedagogical University. Series: Mechanics of Limit State. 2016. № 4(30). pp. 24-33.
(in Russian).

[9] Abashkin E.E., Gilin S.G., Komarov O.N., Tkacheva A.V. The influence of the thermal regime of
the joint electric arc and aluminothermic action on the formation of the structure and properties of
the deposited metal //The Journal of Perm National Research Polytechnic University. Mechanical
engineering, materials science. 2018. Vol. 20. No. 2. pp. 62–74. (in Russian).

[10] Abashkin E.E., Tkacheva A.V., Scherbatyuk G.A. Condition of plasticity of maximum given tangential
stresses as a means of calculations of evolution of flat stressed states//Scientists of the note of
Komsomolsky-on-Amur state technical university. 2018. Vol. 1. No. 2(34). pp. 51–62. (in Russian).

[11] Mechanical properties of rare metals /ed. L. D. Sokolov. Moscow: Metallurgy, 1972. 288 p. (in Russian).
[12] V.I. Ershov Intensification of Forming Operations of Sheet Stamping Tutorial for STP. M.: Vysshaya

shkola, 1989. 87 p. (in Russian).
[13] Lichtman V.I., Rebinder P.A., Carpenko G.V. Influence of surface-active environment on metal

deformation processes M.: Izd-vo Akademii nauk SSSR, 1954. 208 p. (in Russian).



Вестник ЧГПУ им. И. Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2019. №3 (41). С. 76–84

Л. В. Ковтанюк, Г. Л. Панченко

ВСЕСТОРОННЕЕ ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ СЖАТИЕ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СЛОЯ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ И

ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

Институт автоматики и процессов управления Дальневосточного отделения РАН,
г. Владивосток, Россия

Аннотация. В данной работе в рамках модели малых деформаций приводится решение одно-
мерной краевой задачи о деформировании материала с упругими, вязкими и пластическими
свойствами в цилиндрическом слое под действием равномерного изменяющегося со време-
нем давления, приложенного к его внутренней границе. Вязкие свойства среды учитываются
на стадии деформирования, предваряющей пластическое течение. Рассчитаны обратимые и
необратимые деформации, напряжения и перемещения. Установлены закономерности про-
движения упругопластических границ в слое.

Ключевые слова: упругость, ползучесть, пластичность, необратимые деформации.

DOI: 10.26293/chgpu.2019.41.3.005

УДК: 539.37

Для обработки конструкционных материалов в технологической практике применя-
ются различные методы. Одним из таких методов является метод холодной формовки
в условиях ползучести [1]. В процессе обработки материалов могут возникать области
пластического течения, вносящие большие изменения в этот процесс. На упругопла-
стических границах, разделяющих области течения и области ползучести происходит
смена механизмов накопления необратимых деформаций. На изучение таких механиз-
мов направлена данная работа, в которой на примере одномерной краевой задачи о

© КовтанюкЛ. В., ПанченкоГ. Л., 2019
Ковтанюк Лариса Валентиновна
e-mail: lk@iacp.dvo.ru, доктор физико-математических наук, заведующий лабораторией, Ин-
ститут автоматики и процессов управления Дальневосточного отделения РАН, г. Владиво-
сток, Россия.
Панченко Галина Леонидовна
e-mail: panchenko.21@yandex.ru, кандидат физико-математических наук, исполняющий обя-
занности старшего научного сотрудника, Институт автоматики и процессов управления Даль-
невосточного отделения РАН, г. Владивосток, Россия.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 18–01–00038).

Поступила 11.06.2019
76



ВСЕСТОРОННЕЕ ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ СЖАТИЕ... 77

деформировании цилиндрического слоя исследуются процессы интенсивного дефор-
мирования материала, когда накапливаемые им необратимые деформации могут быть
как деформациями ползучести, так и пластичности.
1. Основные модельные соотношения. В математической модели малых де-

формаций полные деформации dij складываются из обратимой eij и необратимой pij
составляющих

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

. (1)

Здесь ui — компоненты вектора перемещений, xi — пространственные координаты
точки деформируемой среды.

Напряжения в среде определяются только через обратимые деформациями из за-
кона Гука

σij = λekkδij + 2µeij , (2)

в котором λ, µ — параметры Ламе.
Полагаем, что необратимые деформации pij накапливаются в материале непосред-

ственно с начала процесса деформирования и могут быть как деформациями пол-
зучести, так и пластическими деформациями. При описании поведения материала в
условиях накопления им сначала деформаций ползучести, а затем пластических де-
формаций будем использовать модель [2, 3].

Диссипативный механизм деформирования свяжем только с вязкими и пластиче-
скими свойствами материалов. В областях, где напряженное состояние еще не до-
стигло поверхности текучести, диссипативный механизм деформирования зададим в
форме закона ползучести Нортона [4]

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ = max |σi − σj | , γij = εvij =
∂V

∂σij
. (3)

В данных соотношениях σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, εvij —
скорости деформаций ползучести, B, n — заданные параметры ползучести материала.

При достижении напряженным состоянием поверхности текучести диссипативный
механизм деформирования меняется: начинается пластическое течение. В качестве
такой поверхности будем использовать условие пластичности Треска [5]

max |σi − σj | = 2k, (4)

где εpij — компоненты тензора скоростей пластических деформаций, k — предел теку-
чести. Связь скоростей пластических деформаций с напряжениями осуществляется
ассоциированным законом пластического течения

γij = εpij = ξ
∂f

∂σij
, γij = εpij = ξk

∂f (k)

∂σij
, ξ > 0, ξk > 0, (5)

в котором первая формула соответствует грани условия пластичности (4), а вторая
— ребру этого же условия.

Считаем, что накопленные к моменту начала пластического течения деформации
ползучести являются начальными значениями для пластических деформаций.
2. Постановка задачи и ее решение до пластического течения. Пусть слой

материала, ограниченный цилиндрическими поверхностями r = r0 и r = R (R > r0),
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нагружен равномерным давлением по его внутренней границе:

σrr|r=r0 = −p(t), σrr|r=R = 0, (6)

где p(t) — известная возрастающая функция, σrr — радиальная компонента тензора
напряжений в цилиндрической системе координат r, ϕ, z.

Согласно соотношениям (1) в рассматриваемом случае для отличных от нуля ком-
понент тензора деформаций получим зависимости

drr = err + prr =
∂u

∂r
, dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

r
. (7)

В соотношениях (7) u = ur — единственная отличная от нуля компонента вектора
перемещений.

Воспользовавшись законом Гука (2), выпишем не равные нулю компоненты тензора
напряжений цилиндрического слоя

σrr = (λ+ 2µ)err + λeϕϕ, σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λerr, σzz = λ (err + eϕϕ) . (8)

В рамках квазистатического приближения запишем уравнение равновесия в рас-
сматриваемом случае

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0. (9)

Соотношения (3) в данном случае примут вид

V = B (σϕϕ − σrr)n , εvrr =
∂prr
∂t

= −εϕϕ = −∂pϕϕ
∂t

= −Bn (σϕϕ − σrr)n−1 ,

εvrr + εvϕϕ = 0, prr + pϕϕ = 0.
(10)

Перепишем зависимости (7) следующим образом:
∂u

∂r
+
u

r
= err + eϕϕ,

∂u

∂r
− u

r
= err − eϕϕ + 2prr. (11)

Выразим из соотношений (8) обратимые деформации через напряжения

err =
(λ+ 2µ)σrr − λσϕϕ

4µ(λ+ µ)
, eϕϕ =

(λ+ 2µ)σϕϕ − λσrr
4µ(λ+ µ)

. (12)

Исключая обратимые деформации из уравнений (11) с помощью (12) и интегрируя
полученные уравнения с использованием уравнения равновесия (9) и второго гранич-
ного условия (6), найдем

u =
rσrr

2(λ+ µ)
+
c(t)

r
, σrr =

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

c(t)
2

(
1

R2
− 1

r2

)
−

R∫
r

prr
r
dr

 ,

σϕϕ = σrr +
4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

r2
+ prr

)
.

(13)

Из второй зависимости (10) и третьего соотношения (13) получим интегро-
дифференциальное уравнение для компоненты необратимых деформаций prr(r, t) =
−pϕϕ

∂prr
∂t

= −Bn
(

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

r2
+ prr

))n−1

. (14)
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Используя первое граничное условие (6), из второй зависимости (13) найдем выра-
жение для неизвестной функции интегрирования c(t)

c(t) =
R2r2

0

r2
0 −R2

2

R∫
r0

prr
r
dr − λ+ 2µ

2µ(λ+ µ)
p(t)

 . (15)

Решение интегро-дифференциального уравнения (14) с начальным условием
prr(r, 0) = 0 получено конечно-разностным методом с использованием составной
формулы трапеций [6] для приближенного вычисления интеграла. Данный конечно-
разностный метод ранее был успешно применен для решения краевой задачи о все-
стороннем гидростатическом сжатии сферического слоя [7].

По известным значениям напряжений σrr и σϕϕ из зависимостей (12) найдем компо-
ненты обратимых деформаций. Далее из третьего соотношения (8) вычислим компо-
ненту напряжений σzz. Распределение перемещений по слою можно найти из первой
формулы (13) или из второй зависимости (7):

u = r (eϕϕ + pϕϕ) . (16)

3. Пластическое течение в цилиндрическом слое. Возрастание функции дав-
ления p(t) приведет к тому что в некоторый момент времени t = t0 на внутренней
границе цилиндрического слоя r = r0 выполнится условие пластичности (4). С этого
момента времени от внутренней поверхности r = r0 начинает развиваться область
пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t). При этом область m(t) ≤ r ≤ R остается вяз-
коупругой областью, в которой имеются обратимые деформации и деформации пол-
зучести. Таким образом, граница r = m(t) является движущейся границей области
пластического течения.

Условие пластичности Треска (4) в рассматриваемом случае примет вид

σϕϕ − σrr = 2k. (17)

Согласно второму граничному условию (6), а также соотношениям (7)-(10) и (16)
в области m(t) ≤ r ≤ R продолжают выполняться зависимости (12)-(14) и (15).

Интегрируя уравнение равновесия (9) с учетом (16) и первого граничного условия
(6) в области пластического течения r0 ≤ r ≤ m(t), получим

σrr = 2k ln
r

r0
− p(t), σϕϕ = 2k

(
1 + ln

r

r0

)
− p(t). (18)

Из условия непрерывности компоненты напряжения σrr на упругопластической
границе r = m(t) и соотношений (13) и (17) следует выражение для функции c(t)

c(t) =
R2m2

m2 −R2

 λ+ 2µ

2µ(λ+ µ)

(
2k ln

m

r0
− p(t)

)
+ 2

R∫
m

prr
r
dr

 . (19)

Из ассоциированного закона пластического течения (5) и условия пластичности (16)
найдем

εprr = −εpϕϕ = −ξ, εprr + εpϕϕ = 0, prr + pϕϕ = 0. (20)
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Учитывая зависимости (17), (19), а также условие непрерывности необратимых
деформаций на упругопластической границе r = m(t), проинтегрируем уравнения
(11) в области течения r0 ≤ r ≤ m(t) и, таким образом, получим

u =
r

2(λ+ µ)

(
2k ln

r

r0
− p(t)

)
+
c(t)

r
, prr = −pϕϕ =

(λ+ 2µ)k

2µ(λ+ µ)
− c(t)

r2
. (21)

Чтобы разрешить интегро-дифференциальное уравнение (14) в области вязкоупру-
гого деформирования m(t) ≤ r ≤ R относительно необратимых деформаций prr, к
нему следует добавить уравнение для нахождения положения упругопластической
границы r = m(t) в каждый момент времени. Это уравнение следует из последнего
соотношения (13) и условия σϕϕ − σrr = 2k на этой границе:

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
c(t)

m2(t)
+ prr(m(t), t)

)
= 2k. (22)

Уравнения (14) и (21) образуют систему уравнений относительно неизвестных
функций prr(r, t) в области вязкоупругого деформирования и m(t). Для решения этой
системы также использовался конечно-разностный метод с составной формулой тра-
пеций.

Компоненты обратимых деформаций в области пластического течения r0 ≤ r ≤
m(t) вычисляются из зависимостей (12). Компонента напряжений σzz в обеих областях
находится из последнего соотношения (8).
4. Пластическое течение в цилиндрическом слое при соответствии напря-

женного состояния ребру призмы Треска. В зависимости от свойств деформи-
руемого материала в некоторый момент времени t = t1 > t0 на внутренней границе
цилиндрического слоя напряженное состояние может достигнуть ребра призмы (4) в
виде

σϕϕ = σzz = σrr + 2k. (23)

Таким образом, с этого момента времени от границы r = r0 начинает развиваться
область пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t), в которой выполняется условие (22). В
области m1(t) ≤ r ≤ m(t) продолжается пластическое течение в соответствии с усло-
вием (16), а область m(t) ≤ r ≤ R остается областью вязкоупругого деформирования.

В области m(t) ≤ r ≤ R по-прежнему выполняются соотношения (12)-(14) и (15).
В области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t) интегрируя уравнение равновесия

(9) с учетом (22) и первого граничного условия (6), найдем

σrr = 2k ln
r

r0
− p(t), σϕϕ = σzz = 2k

(
1 + ln

r

r0

)
− p(t). (24)

Далее, интегрируя уравнение равновесия в области течения m1(t) ≤ r ≤ m(t) с
учетом непрерывности напряжений на упругопластической границе r = m1(t), убе-
димся, что в этой области продолжают выполняться соотношения (17) и (20). Из
непрерывности напряжений σrr на упругопластической границе r = m(t) следует, что
для функции c(t) продолжает выполняться зависимость (18).
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В области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t) из второй формулы (5) и условия
пластического течения (22) найдем

εprr = −ξ1 − ξ2, εpϕϕ = ξ1, εpzz = ξ2,

εprr + εpϕϕ + εpzz = 0, prr + pϕϕ + pzz = 0.
(25)

Из (23) следует, что в области течения r0 ≤ r ≤ m1(t) появляется третья не равная
нулю компонента необратимых деформаций pzz. Поэтому также начнет изменяться
компонента обратимых деформаций ezz, которая до этого равнялась нулю. При этом
для компоненты полных деформаций dzz будет выполняться соотношение

dzz = ezz + pzz = 0. (26)

Тогда из закона Гука (2) в области r0 ≤ r ≤ m1(t) получим
σrr = (λ+ 2µ)err+λ (eϕϕ + ezz) , σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λ (err + ezz) ,

σzz = (λ+ 2µ)ezz + λ (err + eϕϕ) .
(27)

Выразим из данных зависимостей обратимые деформации

err =
(λ+ µ)σrr
µ(3λ+ 2µ)

−λ(σϕϕ + σzz)

2µ(3λ+ 2µ)
, eϕϕ =

(λ+ µ)σϕϕ
µ(3λ+ 2µ)

− λ(σrr + σzz)

2µ(3λ+ 2µ)
,

ezz =
(λ+ µ)σzz
µ(3λ+ 2µ)

− λ(σrr + σϕϕ)

2µ(3λ+ 2µ)
.

(28)

Из соотношений (25) следует, что σϕϕ = σzz, если

eϕϕ = ezz. (29)

Из зависимостей (23), (24) и (27) получим

pϕϕ = eϕϕ − prr, pzz = −eϕϕ. (30)

Используя (28), соотношения (7) в области пластического течения r0 ≤ r ≤ m1(t)
перепишем в следующей форме

∂u

∂r
+
u

r
= err + 2eϕϕ,

∂u

∂r
− u

r
= err − 2eϕϕ + 2prr. (31)

Проинтегрируем уравнения (29), исключив из них обратимые деформации с помо-
щью зависимостей (26) и используя уравнение равновесия (9), условие пластичности
(22) и первое условие (6):

u =
r

3λ+ 2µ

(
3k ln

r

r0
+
k

2
− 3p(t)

2

)
+
c1(t)

r
,

prr =
(4λ+ 7µ)k

2µ(3λ+ 2µ)
− c1(t)

r2
+

1

2(3λ+ 2µ)

(
2k ln

r

r0
− p(t)

)
.

(32)

Из условия непрерывности перемещений и необратимых деформаций на упруго-
пластической границе r = m1(t) из соотношений (20) и (30) следует, что

m1(t) = r0 exp

(
p(t)

2k
− λ

2µ
− 1

)
, c1(t) = c(t) +

kµm2
1(t)

2(λ+ µ)(3λ+ 2µ)
. (33)

Из системы уравнений (14) и (21) найдем компоненту необратимых деформаций prr
в области m(t) ≤ r ≤ R и упругопластическую границу r = m(t). Обратимые дефор-
мации в области пластического течения m1(t) ≤ r ≤ m(t) находятся из зависимостей
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(12). Напряжение σzz в областях m1(t) ≤ r ≤ m(t) и m(t) ≤ r ≤ R вычисляется из
последнего соотношения (8).

0.0235 0.03640.0106
0.10

0.55

m/R

m1/R

1.00

0.0493

1

Рис. 1. Графики упругопластических границ в зависимости от времени

Расчеты проводились при линейной функции давления p(t) = αt и следующих зна-
чениях постоянных: n = 3, Bnµ3/α = 3.5, λ/µ = 1.57, r0/R = 0.1, k/µ = 0.01. На
рис. 1 показаны графики упругопластических границ m/R и m1/R в зависимости от
безразмерного времени τ = αt/µ. Распределение обратимых err и eϕϕ и необрати-
мых prr и pϕϕ деформаций по слою в момент времени τ2 = 0.044 показано на рис.
2. Рис. 3 иллюстрирует распределение деформаций ezz и pzz и перемещений u/R по
слою в момент времени τ2. На рис. 4 изображены распределения напряжений σrr/µ,
σϕϕ/µ и σzz/µ и разностей напряжений (σϕϕ−σrr)/µ (сплошной линией), (σzz−σrr)/µ
(штриховой линией) и (σϕϕ − σzz)/µ (пунктирной линией) по слою в этот же момент
времени.
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m( 2)/Rm1( 2)/R
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Рис. 2. Распределение обратимых и необратимых деформаций по слою

Заключение. В работе получено решение одномерной краевой задачи о пласти-
ческом течении материала цилиндрического слоя с предварительно накопленными
необратимыми деформациями ползучести. Напряженное состояние при пластиче-
ском течении сначала соответствует грани условия пластичности Треска, а затем
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Рис. 3. Распределение деформаций ezz и pzz и перемещений по слою
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Рис. 4. Распределение напряжений и разности напряжений по слою

может выйти на ребро данного условия. Рассчитаны все параметры напряженно-
деформированного состояния.
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boundary is solved. Viscous properties of medium are taken into account at a stage of deformation,
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are calculated. Laws of promotion of elastoplastic boundaries in the layer are established.
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ВСЛЕДСТВИЕ ЛОКАЛЬНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ
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Аннотация. В работе описываются исследования теплового воздействия горючего газа аце-
тиленовой горелки на стальную пластину. В ходе данного воздействия в материале пластины
появляется пластическое течение, которое порождает необратимые деформации, влияющие
на понижение предела текучести материала. Разупрочнение материала пластины устанавли-
вается опытным путем в ходе серии экспериментов. Для описания физической модели разу-
прочнения стальной пластины вследствие температурного воздействия строится одномерная
математическая модель, основанная на модели Прандтля-Рейса. Предел текучести и упругие
модули принимаем зависимыми от температуры. В качестве критерия пластического тече-
ния принимается условие Ишлинского-Ивлева, в котором введено слагаемое, отвечающее за
упрочнение материала.

Ключевые слова: температурные напряжения, точечный нагрев, остаточные напряжения,
упругость, пластичность, упрочнение, условие Ишлинского-Илева
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Введение
Довольно часто в научной литературе, посвященной обработке металлов давлени-

ем, встречается утверждения авторов о том, что материал может упрочняться и разу-
прочняться в ходе механического воздействия [1–4]. При повышении температуры до
момента рекристаллизации в стальной пластине происходят фазовые переходы, кото-
рые изменяют физико-механические характеристики [1], [6], а именно: упругие модули
и предел текучести. Если предел текучести в процессе деформирования увеличива-
ется, то говорят об упрочнении металла, если уменьшается – о разупрочнении. Под-
вергая стальную пластину точечному (локальному) нагреву, исходящему от пламени
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горючих газов ацетиленовой горелки, нами было зафиксировано падение предела те-
кучести более чем на 20%, то есть произошло разупрочнение стальной пластины. Хотя
сталь 45, из которой была изготовлена пластина, склонна к самозакаливанию. Этот
факт представляет особый интерес для инженеров – проектировщиков металлических
конструкций, которые могут подвергнуться температурному воздействию и потерять
свою несущую способность. По температурному деформированию пластин написано
много работ [7–13]. Рост публикаций пришелся на развитие компьютерной техники.
В основном это связано с возможностью производить вычисления, однако есть пуб-
ликации с середины прошлого века [9–13]. Ни в одной из них авторы не приводят
сравнения расчетных данных полученных вычислений с экспериментальными дан-
ными. Для полноты описания разупрочнения, происходящего в стальной пластине, в
настоящей работе построена математическая модель точечного нагрева разупрочня-
ющейся пластины. Полученные благодаря математическому моделированию остаточ-
ные напряжения сравниваются с остаточными напряжениями нагретой ацетиленовой
горелкой стальной пластины, снятыми с ее поверхности при помощи RIGAKU MSF-
3M анализатора остаточных напряжений.
2. Основы математической модели.
В качестве основы математической модели принимаем модель Прандтля-Рейса, в

которой деформации полагаются малыми и складывающимися из обратимых eeij и
необратимых epij

dij = eeij + epij = 0.5 (ui,j + uj,i, ) , (1)
где ui,j– компоненты вектора перемещений, dij– компоненты тензора полной деформа-
ции. Обратимые деформации связаны с напряжениями σij и температурой T законом
Дюамеля-Неймана [14]

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij , (2)

где σij – компоненты тензора напряжений, T , T0 – текущая и начальная температура,
λ, µ, K – упругие модули, µ — модуль сдвига G, K = λ+ 2

3µ – модуль всестороннего
сжатия.

Необратимые деформации развиваются, если напряженное состояние достигнет по-
верхности нагружения, об этом гласит ассоциированный закон пластического течения
[15]

εpij =
depij
dt = dξ

∂f(σij)
∂σij

; dξ > 0; f (σij) = 0, (3)

где f (σkl, ζ, k) = 0 – уравнение поверхности нагружения в пространстве напряжений,
k – предел текучести материала, ζ – коэффициент упрочнения.

В качестве возникновения пластического течения воспользуемся кусочно-линейным
пластическим потенциалом – условием максимальных приведенных напряжений
(условием Ишлинского-Ивлева) [16]

max |σi − ζepi − σ| − 4
3k = 0, σ = 1

3σjj . (4)

Распределение температуры задается законом температуропроводности [17]
∂T

∂t
= aT,jj − χ (T − T0) , (5)

где a – коэффициент температуропроводности, χ – коэффициент теплоотдачи χ =
2β (ςρh)−1, β – теплоотдачи между деформируемого и проводящего тепло тела в окру-
жающую среду, ς – удельная теплоемкость на единицу массы, ρ – плотность материала
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платины, h – толщина пластины. Принимая во внимание высокую температуру нагре-
ва материала, в отличие от классического случая теории температурных напряжений,
задаваемой зависимостями (1) и (2), когда в них λ, µ, k постоянные величины, свяжем
зависимости последних от температуры [18, 19]

k (T ) = k0 (τ)2 ; v (T ) = 0.5− (0.5− v0) τ,

λ = 2vµ
1−2v ; τ =

Tp−T
Tp−T0 ,

µ = µ0

(
−65.94 · 10−3T 2 + 41.08T + 77.82 · 103

)
· 84000−1.

(6)

В (6) k0, v0, µ0 – предел текучести, коэффициенты Пуассона, модуль сдвига при
комнатной температуре, Tp – температура плавления металла.

Завершает систему уравнений (1)–(6) уравнение равновесия

σij,j = 0. (7)

.
3. Постановка задачи. Упругое деформирование.
В цилиндрической системе координат

(
r, ϕ, z

)
расположена пластина, которая

нагревается от источника тепла, расположенного в центре r = 0

T (r, t) = qt, 0 ≤ r ≤ r0, (8)

где q – скорость нагрева, r0 – радиус пятна нагрева. Когда температура в центре
пластины станет равной T (0, t∗) = 0, 9Tp, источник отводится, и материал пластины
остывает. Теплоотводом от боковых поверхностей пластины пренебрегаем из-за малой
толщины, которую не учитываем. Распределения температуры в материале пластины
определяется из закона теплопроводности (5), записанного в цилиндрической системе
координат

T,t = a (rT,r),r + χ (T0 − T ) . (9)
Поскольку решения температурной задачи (7)-(9) получить не трудно с помощью

численных методов [20] или аналитически [21], останавливаться на ее решении не
будем и перейдем к механической задаче.

В условиях плоского напряженного состояния (σz = 0) из зависимостей закона
Дюамеля-Неймана имеем

σr = Aur,r +Br−1ur −D (T − T0) ,
σϕ = Bur,r +Ar−1ur −D (T − T0) ,

(10)

A = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 , B = 2λµ (λ+ 2µ)−1 , D = 6Kµα (λ+ 2µ)−1 .

Подстановка (10) в уравнение равновесия

σr,r + r−1 (σr − σϕ) = 0 (11)

приводит к уравнению для вычисления перемещения ur
φur,rr + ςur,r + ωur + β = 0, (12)

φ = A, ς = A,r + r−1A, ω = r−1B,r − r−2A, β = −DT,r −D,r (T − T0) ,

В качестве граничных условий выбираем условия

ur|r=0 = 0, σr|r=R = 0, (13)

где R – расстояние до края пластины.
В случае учета зависимости упругих модулей от температуры, решение обыкно-

венного дифференциального уравнения (12) совместно с граничными условиями (13)
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возможно только численно. В данной работе для численного решения применятся
один из методов кончных разностей - метод сеток. Область разбивается равномерной
сеткой. Для каждого узла сетки записывается в разностом виде уравнение равносе-
чия, а на границах апроксимируются грничные условия. таким образом получается
линейная система уравнений, которая решается методом Гаусса. Аналитическое ре-
шение при постоянных упругих модулях приведено в [22].
4. Пластическое течение
С некоторого момента времени в центре нагрева выполняется условие пластическо-

го течения 2 (σz − ζepz)− (σr − ζepr)− (σϕ − ζepϕ) = 4k. Здесь образуется упругопласти-
ческая граница r = n1(t). В области 0 ≤ r ≤ n1(t) материал пластины пластически
течет, что приводит к образованию и развитию необратимых деформаций. Закон Дю-
амеля – Неймана в этом случае запишется в виде:

σr = A (ur,r − epr) +B
(
r−1ur − epϕ

)
−D (T − T0) ,

σϕ = B (ur,r − epr) +A
(
r−1ur − epϕ

)
−D (T − T0) .

(14)

Из ассоциированного закона пластического течения (3) находим εpr = εpϕ, εpϕ = −ζ ,
εpz = 2ζ, epr = epϕ = −ζτ + ẽpr , epz = 2ζτ + ẽpz. Слагаемые ζτ являются приращени-
ем необратимой деформации ẽpr , существовавшей или зародившейся на предыдущем
временном шаге, τ = ∆t шаг по времени. Учитывая вышесказанное и (14) находим

ζ = ẽprτ−1 + g
(
D (T − T0)− 0.5 (A+B)

(
ur,r + r−1ur

)
− 2k

)
τ−1

σr = g
(
0.5
(
A2 −B2 + 6cA

)
ur,r + 0.5

(
B2 −A2 + 6cB

)
r−1ur

)
−

−g (3Dc (T − T0) + 2 (A+B) k) ,
σϕ = g

(
0.5
(
A2 −B2 + 6cA

)
r−1ur + 0.5

(
B2 −A2 + 6cB

)
ur,r
)
−

−g (3Dc (T − T0) + 2 (A+B) k) ,

g = (A+B + 3c)−1 .

(15)

Проводя численное решение дифференциального уравнения равновесия (11) с уче-
том (15), на каждом временном шаге находятся перемещения ur (r, t). В области пла-
стического течения дифференциальное уравнение равновесия строится на подобии
(12). Благодоря тому, что кусочно-линейное условие пластчиеского течения дает воз-
можность записать дифференциальное уравнение равновесия в линейном виде, то по-
строенная при численом решении система линейных уравнений решается так же мето-
дом Гаусса. Граничные условия на упругопластической границе в отличие от аналити-
ческих решений, задавать не стоит. О хорошей сходимости и численной устойчивости
решения разностным методом можно судить в случае неразрывности напряжения σr
на упругопластической границе.
5. Разгрузка и остаточные напряжения
После отвода тепла в центре r = 0 необратимые деформации замедляют свой рост,

образуется разгружающая упругопластическая граница r = m1(t), продвигающаяся
за границей r = n1(t). Через некоторый промежуток времени границы соединятся. В
области разгрузки 0 ≤ r ≤ m1(t) напряжения определяются из соотношений (14) с той
лишь разницей, что необратимые деформации уже не растут и остаются постоянны-
ми. Упругие модули (6) сохраняют свои значения при остывании. Это предполагает
фазовые переходы. Остаточные напряжения в материале пластины находятся чис-
ленно из решения дифференциального уравнения равновесия (11) с уже известными
необратимыми деформациями.
6. Физическое моделирование
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Для проведения натурного эксперимента возьмем стальную пластину с размерами
шириной 100 мм, длиной 200 мм, толщиной 12 мм. До начала эксперимента, используя
метод рентгена дифрактометрии, произведем замер остаточных напряжений в мате-
риале пластины, убедимся в их малых значениях. В центре поместим источник тепла
(ацетиленовую горелку) и произведем нагрев до температуры T (0, t∗) = Tp. После
нагрева и полного остывания пластины произведем снятие остаточных напряжений
(рис.1).

Рис. 1. Схема определения остаточных напряжений: 1 – стальная пластина; 2 – зона теплового
воздействия; 3 – точки снятия данных

На рисунках 2 и 3 показаны распределения остаточных напряжений для пластин,
изготовленных из различных видов стали с физико-механическими характеристика-
ми. Для Ст3 ρ = 7850 кг·м −3, удельная теплоемкость 0,48 кДж / (кг·K), теплопро-
водность 55,5 Bт/(мК), k0 = 255 МПа, µ0 = 74000 МПа, Tp = 1525◦C, α = 11, 5 · 10−6,
коэффициенты теплоотдачи нагретого металла в окружающую среду 7,6 Bт/(мК).
Для Стали 45 ρ = 7814 кг · м −3, удельная теплоемкость 0,5 кДж / (кг·K), теплопро-
водность 67,78 Bт/(мК), µ0 = 78000 МПа, Tp = 1525◦C, α = 11, 1 · 10−6, коэффициен-
ты теплоотдачи нагретого металла в окружающую среду 7,6 Bт/(мК). Коэффициент
упрочнения c взят 2000 Па [23]. Значения остаточных напряжений, полученные экс-
периментально изображены точками.

Рис. 2. Распределение остаточных напряжений в материале стальной пластины (Ст3)
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Рис. 3. Распределение остаточных напряжений в материале стальной пластины (Сталь 45)

Локальный нагрев оказывает влияние на структуру и физико-механические свой-
ства материала пластины из углеродистой стали. Тепловое воздействие пламени го-
рючих газов нагревает металл до температуры плавления в зоне контакта. При осты-
вании в точке расплавления металла происходит его усадка. Для установления реаль-
ных размеров зоны теплового воздействия и микроструктурных изменений в металле
пластины приведены металлографические шлифы образцов (рис. 4). Длина от центра
зоны расплавления металла до окончания зоны термического влияния составила: для
стали Ст3 – 13,5 мм, для стали 45 – 15,5 мм. Полученный результат совпадает с длиной
зоны распределения больших остаточных напряжений, установленных в теоретиче-
ских расчетах и экспериментально найденных значениях. Зона расплавления металла
у образцов из стали марки Ст3 и 45 характеризуется феррито-перлитной структурой
с укрупненным размером зерен. Размер зерна зоны расплавления металла в сред-
нем составил 117 мкм., что в 6 раз больше размера зерна металла, не подвергшегося
тепловому воздействию. Данные структурные изменения происходят из-за перегрева
металла и впоследствии его быстрого охлаждения, что приводит к росту остаточных
напряжений в металле. Это оказывает негативное влияние на физико-механические
свойства материала пластины и приводит к его разупрочнению в зоне теплового воз-
действия.

Для проверки теоретических расчетов математической модели и определения вли-
яния теплового воздействия пламени ацетиленовой горелки требуется провести опыт-
ные физико-механические испытания.

Образцы, полученные до и после теплового воздействия, подвергались испытанию
на растяжение на тестовой машине. Из полученных результатов, представленных на
рис. 5 видно, что величина предела текучести и прочности образцов после теплового
воздействия снижается на 25 %.
7. Заключение
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Рис. 4. Структура металла образцов, полученных после точечного теплового воздействия
(х100): 1 – зона расплавления металла; 2 – зона термического влияния; 3 – зона металла не
подвергшегося структурным изменениям.

Рис. 5. Диаграмма деформирования до и после теплового воздействия

Использование условия максимальных приведенных напряжений (условия Ишлин-
ского – Ивлева) с введением слагаемого, отвечающего за упрочнение материала, позво-
ляет вычислить остаточные напряжения в материале стальной пластины, подвергну-
той локальному термическому влиянию со стороны пламени горючих газов. Следует
заметить, что в области интенсивного теплового воздействия происходят структурные
превращения, с образованием новых фаз, а так же наблюдается изменения размеров
зерна исходных структурных составляющих. C точки зрения упругопластичности это
связывается частично с изменением упругих модулей. Таким способом эти измене-
ния, происходящие в зоне теплового локального воздействия, оказывают влияния на
прочностные характеристики металла.
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SOFTENING OF STEEL PLATE MATERIAL DUE TO LOCAL TEMPERATURE
EXPOSURE

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk - on - Amur, Russia

Abstract. The paper describes studies of the thermal effect of a combustible gas of an acetylene
burner on a steel plate. As a result of this effect, irreversible deformations occur, affecting a decrease
in the yield strength of the material. A variety of material represents an experimental path through
a series of experiments. Only mathematical models based on Prandtl-Reis models are used to
describe physical models. Load balancing modules and modules are temperature dependent. As a
criterion of plastic flow, the Ishlinsky-Ivlev condition is adopted, in which the term is introduced,
which is responsible for the hardening of the material.
Keywords: temperature stresses, point heating, residual stresses, elasticity, plasticity, hardening,
Ishlinsky-Ilev condition
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Аннотация. В работе рассматривается упругопластическое состояние тонкой пластины c
круговым отверстием при равномерном растяжении. Материал пластины предполагается
анизотропным. Сопротивление материала отрыву предполагается линейной функцией, за-
висящей от координат. Решение ищется методом малого параметра. Решение определено в
нулевом и первом приближениях в упругой и пластической областях.
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Рассмотрим анизотропную бесконечную кольцевую пластину с круговым отверсти-
ем (рис.1). Сопротивление материала отрыву p(x, y) предполагается линейной функ-
цией в первом приближении и являющейся постоянной величиной в нулевом прибли-
жении (1).

Согласно [1,2] условие пластичности примем в виде
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Рис. 1.

(Aσx − p(x, y))(Bσy − p(x, y))− Cτ2
xy = 0, (1)

где A, B, C – константы определяющие анизотропию материала p(x, y) – функция
сопротивления отрыву.

Положим
p(x, y) = p0 + δ(mx+ ny), p0,m, n− const. (2)

В полярной системе координат выражение (2) примет вид

p = p0 + δ (mρ cos (θ) + nρ sin (θ)) . (3)
Для записи выражения (1) в полярной системе координат ρθ воспользуемся соот-

ношениями (4).

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy =
σρ−σθ

2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(4)

Из (1) и (4) получим

AB (σρ + σθ)
2 − (σρ − σθ)2 (AB+C

2 + AB−C
2 cos 4θ

)
−

−2τ2
ρθ (AB + C + (C −AB) cos 4θ)− 2τρθ (σρ − σθ)×

× (AB − C) sin 4θ − 2 (σρ − σθ) (A−B) p cos 2θ−
−4τρθ (A−B) p sin 2θ − 2 (σρ + σθ) (A+B) p = −4p2.

(5)

Решение будем искать с помощью метода возмущения по малому параметру δ, ха-
рактеризующего степень неоднородности пластины (2), (6), для этого перейдем к без-
размерным величинам. Все компоненты напряжения отнесем к значению постоянной
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отрыва в нулевом приближении p0, величины определяющие геометрические размеры
пластины отнесем некоторой линейной величине ρ0

s.

A = 1 + δa, B = 1 + δb, C = 1 + δc, α =
r

ρ0
s

, (6)

где a, b, c – постоянные, которые определяют анизотропию, δ – параметр, который
будем считать достаточно малым.

Для расчета в нулевом приближении, положим δ = 0, A = B = C = 1, тогда
выражение (5) примет вид

(σρ − p) (σθ − p)− τ2
ρθ = 0. (7)

Решение будем искать аналогично работам [3-8], пологая

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + ... . (8)

Примем

τ
(0)
ρθi = 0. (9)

Для компонентов напряжения в пластической области будем указывать индекс –
“p”, а упругой – ‘е”.

В нулевом приближении из (7 – 9) получим

σ
(0)p
θi = p. (10)

Уравнения равновесия запишем в виде

∂σ
(i)
ρ

∂ρ + 1
ρ

∂τ
(i)
ρθ

∂θ +
σ
(i)
ρ −σ

(i)
θ

ρ = 0,

∂τ
(i)
ρθ

∂ρ + 1
ρ

∂σ
(i)
θ
∂θ +

2τ
(i)
ρθ

ρ = 0.
(11)

В исходном нулевом приближении выражения (11) с учетом (8 – 10), примут вид

dσ
(0)
ρ

dρ
+
σ

(0)
ρ − σ(0)

θ

ρ
= 0. (12)

Из соотношений (10), (12)определим компоненты напряжения σ(0)p
ρ

σ(0)p
ρ = p0 −

C1

ρ
. (13)

Учитывая, что контур отверстия свободен от усилий, σ0
ρ = 0 при ρ = α, определим

константу C1.

σ
(0)p
ρ1 = p0

(
1− α

ρ

)
. (14)

Компоненты напряжения нулевом приближении имеют вид

σ
(0)p
ρ1 = p0

(
1− α

ρ

)
, σ

(0)p
θ1 = p0, τ

(0)p
ρθ1 = 0. (15)
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Из (5), (6) (8), в первом приближении, с учётом (9), (14) получим

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+mρ cos θ + nρ sin θ + αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b).
(16)

Соотноешения (11) будут удовлетворяться с помощью подстановки

σ(I)
ρ =

1

ρ

∂Φ(I)

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ(I)

∂θ2
, σ

(I)
θ =

∂2Φ(I)

∂ρ2
, τ

(I)
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ(I)

∂θ

)
. (17)

Используя соотношения (16), (17), получим выражение для функции Эри

Φ(I) =
[
−αp0

8 (a+ b+ c)ρ(ln ρ− 1) + С1ρ+ С2

]
cos 4θ+

+
[
p0ρ2

4 (a− b) + С3ρ+ С4

]
cos 2θ+

+
(
mρ3

6 + C5ρ+ C6

)
cos θ +

(
mρ3

6 + C7ρ+ C8

)
sin θ+

+αp0
8 (a+ b− c)ρ(ln ρ− 1)− p0ρ2

4 (a+ b) + С9ρ+ С10.

(18)

Из (17), (18) следует

σ
(I)p
ρ =

[
15αp0

8 (a+ b− c) ln ρ
ρ −

2αp0(a+b−c)+15C1

ρ −
− 16C2

ρ2

]
cos 4θ −

[
p0
2 (a− b) + 3C3

ρ + 4C4
ρ2

]
cos 2θ+

+
(
mρ
3 − C6

ρ2

)
sin θ +

(
nρ
3 − C8

ρ2

)
cos θ+

+αp0
8 (a+ b− c) ln ρ

ρ −
p0
2 (a+ b) + C9

ρ ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)p
ρθ = −

[
αp0
2ρ (a+ b− c) + 4С2

ρ

]
sin 4θ+

+
[
p0
2 (a− b)− 2С4

ρ2

]
sin 2θ+

+
(
mρ
3 − C6

ρ2

)
sin θ −

(
nρ
3 − C8

ρ2

)
cos θ.

(19)

Контур отверстия пластины свободен от усилий, следовательно, справедливы соот-
ношения

σ(I)p
ρ

∣∣∣
ρ=α

= 0, τ
(I)p
ρθ

∣∣∣
ρ=α

= 0. (20)

Используя соотношения (19), (20) определим константы С1, C2, C3, C4, С6, C8, C9

C1 = p0α lnα
8 (a+ b− c), C2 = −p0α2

8 (a+ b− c),
C3 = −p0α

2 (a− b), C4 = p0α2

4 (a− b), C6 = mα3

3 ,

C8 = nα3

3 , C9 = p0α
2 (a+ b)− p0α lnα

8 (a+ b− c).

Соотношения (19), с учётом найденных значений констант, примут вид
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σ
(I)p
ρ = αp0(a+ b− c)

[
15 ln ρ

8ρ −
(16+15 lnα)

8ρ + 2α
ρ2

]
cos 4θ−

−p0(a− b)
[

1
2 − 3α

2ρ + α2

ρ2

]
cos 2θ+

+mρ
(

1
3 − α3

ρ3

)
cos θ + nρ

(
1
3 − α3

ρ3

)
sin θ + p0α lnα

8ρ c−
−p0(a+ b)

[
1
2 − α

2ρ

]
+ αp0

8ρ (a+ b− c) ln ρ
α ,

σ
(I)p
θ = −αp0

8ρ (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+mρ cos θ + nρ sin θ + αp0
8ρ (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)p
ρθ = −αp0

2ρ (a+ b− c)
[
1− α2

]
sin 4θ+

+p0
2 (a− b)

[
1− α2

ρ2

]
sin 2θ−

−mρ
(

1
3 − α3

ρ3

)
sin θ − nρ

(
1
3 − α3

ρ3

)
cos θ.

(21)

На границе раздела двух областей справедливо

σpρ
∣∣
ρ=1

= σeρ
∣∣
ρ=1

; σpθ
∣∣
ρ=1

= σeθ|ρ=1 . (22)

Для нулевонго приближения в упругой области воспользуемся соотношениями

σ(0)e
ρ = E − F

ρ2
, σ(0)e

ρ = E +
F

ρ2
, E, F = const. (23)

Используя граничные условия σeρ = q при ρ =∞, получим

σ(0)e
ρ

∣∣∣
ρ=∞

= E = q. (24)

Из (15), (22) – (24) следует

F =
p0α

2
. (25)

Откуда получим решение в упругой области

σ(0)e
ρ = q − p0α

2ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

p0α

2ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (26)

Из соотношений (15), (7), (11) следует

α =
2(p0 − q)

p0
, (27)

тогда радиус пластической зоны определяется соотношением

ρ0
s =

a

α
=

ap0

2(p0 − q)
. (28)

Компоненты напряжения в упругой зоне в первом приближении с учётом (22) при-
мут вид
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σ
(I)e
ρ = αp0(a+ b− c)

[
−1

2 + 2α
]

cos 4θ−
−p0(a− b)

[
1
2 − 3α+ α2

]
cos 2θ+

+m
(

1
3 − α3

)
cos θ + n

(
1
3 − α3

)
sin θ−

−p0(a+ b)
[

1
2 − α

2

]
− αp0

8 (a+ b− c) lnα,

σ
(I)e
θ = −αp0

8 (a+ b− c) cos 4θ + p0
2 (a− b) cos 2θ+

+m cos θ + n sin θ + αp0
8 (a+ b− c)− p0

2 (a+ b),

τ
(I)e
ρθ = −αp0

2 (a+ b− c)
[
1− α2

]
sin 4θ+

+p0
2 (a− b)

[
1− α2

]
sin 2θ−

−m
(

1
3 − α3

)
sin θ − n

(
1
3 − α3

)
cos θ.

(29)

Применяя к соотношениям (29) формулы разделов (I), (III), (IV), (VI), (VIII), при-
веденные в [8, стр. 122], получим компоненты напряжения в первом приближении в
упругой зоне

σ
(I)e
ρ = p0(a+b)

2ρ2

[
α− 1− α lnα

4

]
+ p0α lnα

8ρ2
c+

+ 1
ρ3

(
1
3 − α3

)
(m cos θ + n sin θ) +

+p0(a−b)
2 (1− α)

[
3
ρ4

+ 2(α−2)
ρ2

]
cos 2θ+

+αp0
2 (a+ b− c)

[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− 3(α−3)

ρ4

)
+

+ 15
4 lnα

(
2
ρ6
− 3

ρ4

)]
cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −p0(a+b)

2ρ2

[
α− 1− α lnα

4

]
− p0α lnα

8ρ2
c−

− 1
ρ3

(
1
3 − α3

)
(m cos θ + n sin θ)−

−3p0(a−b)
2ρ4

(1− α) cos 2θ − αp0
2 (a+ b− c)×

×
[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− α−3

ρ4

)
+ 15

4 lnα
(

2
ρ6
− 1

ρ4

)]
cos 4θ,

τ
(I)e
ρθ = 1

ρ3

(
1
3 − α3

)
(m sin θ + n cos θ) +

+p0(a−b)
2 (1− α)

[
3
ρ4

+ α−2
ρ2

]
sin 2θ+

αp0
2 (a+ b− c)

[
(α− 1)

(
3α−5
ρ6
− 2(α−3)

ρ4

)
+

+ 15
2 lnα

(
1
ρ6
− 1

ρ4

)]
sin 4θ.

Для границы раздела двух областей ρs в первом приближении справедливы соот-
ношения

ρ(I)
s =

1

4

(
σ

(I)e
θ − σ(I)p

θ

)
при ρ = 1.

Таким образом, радиус пластической зоны в первом приближении примет вид

ρ
(I)
s = 1

4

[
αp0(lnα−1)

8 (a+ b− c) + p0(a+ b)
(
1− α

2

)]
+
(
α3

4 − 1
3

)
m cos θ+

+
(
α3

4 − 1
3

)
n sin θ + p0(a−b)

8 (3α− 4) cos 2θ + αp0
32 (a+ b+ c)×

×
[
1− 8(α− 1)2 − 15 lnα

]
cos 4θ.
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В работе получены компоненты напряжения в первом приближении в упругой и
пластической зоне, для бесконечной тонкой пластины при условии линейной зави-
симости функции отрыва. Полученное решение не противоречит результатам работ
[4-12].
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V. G. Efremov, S. V. Matveev, A. N. Matveeva, S. V. Tikhonov

UNIFORM STRETCHING OF A THIN INHOMOGENEOUS PLATE WITH A
CIRCULAR HOLE, SUBJECT TO ULTIMATE TEARING RESISTANCE

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers the elastoplastic state thin plate with a circular hole with uniform
tension. Material plates are assumed to be anisotropic. The peel resistance of the material is
assumed to be a linear function, depending on the coordinates. The solution is sought by the small
parameter method. The solution is determined in the zeroth and first approximations in the elastic
and plastic regions.

Keywords: ductility, elasticity, linearization, stress, separation, anisotropy, heterogeneity
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действуют взаимноперпендикулярые силы на бесконечности при остутсвии давлений внут-
ри полости. Задача решена в сферической координатной системе в безразмерных единицах
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Введение
Во многих отраслях, таких как горное дело, строительная механика и причих нема-

ловажное место имеет определение напряженного состояния массива вокруг различ-
ного рода выемок и полостей. Определение напряженного состояния пространства
из сжимаемого идеально-пластического материала, ослабленного сферической поло-
стью, было приведено в [1]. В [2], [3], [4], [5], [6] были приведены решения задач для
сжимаемого упругопластического материала с полостями при соблюдении условий
полной пластичности Треска-Сен-Венана. В этих работах были рассмотрены все три
случая, удовлетворяющие данным условиям, один из которых соответствовал случаю
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со сферической полостью [2], [3], [4], а два других [5], [6] представляли решение анали-
тической задачи. В [7] было представлено подробное решение для всех трех случаев.

В данной работе рассматривается пространство с эллипсоидальной полостью из
сжимаемого идеально пластического материала при взаимноперпендикулярном при-
ложении уислий на бесконечности. Задача решена в сферической системе координат,
использован метод малого параметра, величины, имеющие размерность длины, отне-
сены к радиусу полости ρ0.

Рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего
трения и сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды берется в виде [8]

f(σ′ij) = k0 + aσ, (1)

где a = tgα — коэффициент внутреннего трения, α — угол внутреннего трения, σ′ij —
напряжения, k0 — удельное сцепление.

Используем уравнения равновесия [8]

∂σρ
∂ρ

+
1

ρ

∂τρθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τρϕ
∂ϕ

+
1

ρ
(2σρ − σθ − σϕ + τρθ ctg θ) = 0,

∂τρθ
∂ρ

+
1

ρ

∂σθ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂τθϕ
∂ϕ

+
1

ρ
((σθ − σϕ) ctg θ + 3τρθ) = 0,

∂τρϕ
∂ρ

+
1

ρ

∂τθϕ
∂θ

+
1

ρ sin θ

∂σϕ
∂ϕ

+
1

ρ
(3τρϕ + 2τθϕ ctg θ) = 0.

(2)

Условия пластичности Треска-Сен-Венана [8] с учетом (1):

(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
ρθ = 0,

(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
θϕ = 0,

(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)− τ2
ρϕ = 0,

(3)

а также
(σρ − σ + (k0 + aσ)2/3)τθϕ = τρθτρϕ,

(σϕ − σ + (k0 + aσ)2/3)τρθ = τρϕτθϕ,

(σθ − σ + (k0 + aσ)2/3)τρϕ = τρθτθϕ.

(4)

Граничные условия:

σρl + τρθm+ τρϕn = Pρ, τρθl + σθm+ τθϕn = Pθ, τρϕl + τθϕm+ σϕn = Pϕ, (5)

где σρ, τρθ, ... — компоненты девиатора напряжения; l,m, n— направляющие косинусы
нормали; Pρ, Pθ, Pϕ — проекции усилий на оси ρ, θ, ϕ; σ = (σρ + σθ + σϕ)/3 — среднее
давление.

Решения ищутся в виде рядов по малому параметру δ (δ � 1) [4]:

σρ = σ0
ρ + δσ′ρ, σθ = σ0

θ + δσ′θ, σϕ = σ0
ϕ + δσ′ϕ,

τρθ = τ0
ρθ + δτ ′ρθ, τρϕ = τ0

ρϕ + δτ ′ρϕ, τθϕ = τ0
θϕ + δτ ′θϕ.

(6)

В качестве известных напряжений в невозмущенном состоянии принимаются [1]

σ0
θ = σ0

ϕ, τ0
ρθ = τ0

ρϕ = τ0
θϕ = 0; (7)
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σ0p
ρ =

k0

a

(
ρ−

12a
3+4a − 1

)
, σ0p

θ = σ0p
ϕ =

k0

a

(
ρ−

12a
3+4a − 1

)
= A+D, (8)

где A = (3 + 4a)/(3− 2a), D = −6k0/(3 + 4a).
Линеаризируя условия пластичности (3) и (4), получим

σ′ρ = Aσ̃′, (9)

τ ′θϕ = 0, (10)

где σ̃′ = σ′θ = σ′ϕ. Уравнения равновесия (2) с учетом (10) примут вид [4]

∂σ0
ρ

∂ρ
+

2

ρ
(σ0
ρ − σ0

θ) = 0,
∂σ0

θ

∂θ
=
∂σ0

ϕ

∂ϕ
= 0. (11)

Для решения (11) введем функцию U(ρ, θ, ϕ) так, чтобы выполнялись:

σ̃′ = −1

ρ

∂U

∂ρ
, τ ′ρθ =

1

ρ3

∂U

∂θ
, τ ′ρϕ =

1

ρ3 sin θ

∂U

∂ϕ
. (12)

Тогда первые два уравнения (12) тождественно удовлетворяются, а последнее примет
вид [4]

−Aρ2∂
2U

∂ρ2
+ 2ρ

∂U

∂ρ
+
∂2U

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2U

∂ϕ2
+ ctg θ

∂U

∂θ
= 0. (13)

Решение (13) ищется методом разделения переменных. При этом:

U = R(ρ)×Θ(θ)× cosmϕ. (14)

Тогда для R(ρ) получим уравнение [3]

R′′ − 2

ρA
R′ +

λ

ρ2A
R = 0. (15)

Получим решение (15):
R = C1ρ

χ1 + C2ρ
χ2 , (16)

χ21 =

(
1

A
+

1

2

)
±
√(

1

A
+

1

2

)2

− λ

A
, (17)

λ, C1, C2 будут определены ниже.
Для Θ(θ) получим [3]:

Θ′′ + ctg θ ·Θ′ + λ−m2

sin2 θ
= 0. (18)

Уравнение (18) является дифференциальным уравнением для присоединенных функ-
ций Лежандра. Решая совместно (18), (12) и (9), получим

σ′ρ = −A
ρ2
R′Θ cosmϕ, τ ′ρθ =

1

ρ3
RΘ′ cosmϕ, τ ′ρϕ = − m

ρ3 sin θ
RΘ sinmϕ, (19)

где A представлена выше, R′ = ∂R(ρ)/∂ρ, Θ′ = ∂Θ(θ)/∂θ.
После линерализации граничных условий (5), получим [4]

σ′ρ =
∂σ0

ρ

∂ρ
ρ1, τ ′ρθ = σ0

θ

∂ρ1

∂θ
, τ ′ρϕ = σ0

ϕ

1

sin θ

∂ρ1

∂ϕ
. (20)
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Полагая ρ = 1, после совместногорешения (20) и (8), получим граничные условия
в виде:

σ′ρ = Bρ1(θ, ϕ), τ ′ρθ = −B
2

∂ρ1(θ, ϕ)

∂θ
, τ ′ρϕ = − B

2 sin θ

∂ρ1(θ, ϕ)

∂ϕ
, (21)

где B = −2D, ρ1(θ, ϕ) задает уравнение эллипсоида в первом приближении и опреде-
ляется ρ = 1 + ∂ρ1(θ, ϕ):

ρ1(θ, ϕ) =
1

2

[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
, (22)

где

c1 = −1

3
− 2

3

ρ3 − ρ1

ρ2 − ρ3
, c2 =

2

3
+

1

3

ρ3 − ρ1

ρ2 − ρ3
,

ρ1, ρ2, ρ3 — полуоси эллипсоида. Тогда решая совместно (19), (21), (22) и полагая
ρ = 1, получим:

R′Θ cosmϕ = − B

2A

[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
,

RΘ′ cosmϕ = −B
4

∂

∂θ

[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
,

mRΘ sinmϕ =
B

4

∂

∂ϕ

[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
.

(23)

Общее решение U(ρ, θ, ϕ) складывается из двух решений:

U = U0 + U2, (24)

где U0 = R0Θ0 — решение при m = 0; U2 = R2Θ2 cos 2ϕ — решение при m = 2. Тогда,
решая (23) при m = 0 и m = 2, получим λ = 6 — однозначное решение (18). Тогда,
решая (15) при λ = 6, получим

R0 = R2. (25)

Функция U2 в соответствии с (24) и (25) примет вид

U2 = (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2). (26)

После совместного ршения (24), (25) и (26), получим:

U(ρ, θ, ϕ) = (C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)
[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
. (27)

Из граничных условий определяются константы:

C1 = −ABχ1 − 2B

4A(χ2 − χ1)
− B

4
, C2 =

ABχ1 − 2B

4A(χ2 − χ1)
. (28)

Подставляя (27) в (20) и принимая во внимание (9) и (10), получим для компо-
нент напряжений в пластической области для пространства из сыпучего материала,
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ослабленного эллипсоидальной полостью, выражения

σ′pθ = σ′pϕ = −C1χ1ρ
χ1 + C2χ2ρ

χ2

ρ3
×

×
[
(c1 + c2)(1− 3 cos2 θ) + (c1 − c2) sin2 θ cos 2ϕ

]
,

τ ′pρθ =
C1ρ

χ1 + C2ρ
χ2

3ρ3

∂P 2
2 (cos θ)

∂θ
[3(c1 + c2) + (c1 − c2) cos 2ϕ] ,

τ ′pρϕ = −2(C1ρ
χ1 + C2ρ

χ2)

3ρ3 sin θ
(c1 − c2) sin 2ϕP 2

2 (cos θ),

σ′pρ = Aσ′pθ , τ ′θϕ = 0.

(29)
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STRESS STATE OF IDEALOPLASTIC COMPRESSIBLE SPACE WEAKENED
BY ELLIPSOIDAL CAVITY

1Chuvash State Agricultural Academy, Cheboksary, Russia
2I. N.Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. In this work, stress components in the plastic region are obtained for a space of bulk
material weakened by an ellipsoidal cavity. In the formulation of this problem at infinity, mutually
perpendicular forces are applied, and there is no pressure inside the cavity. The solution to the
problem is obtained in a spherical coordinate system in dimensionless units of length.
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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ УПЛОТНЕНИЯ ПОРОШКОВОГО ТЕЛА
ИЗ ВОСКООБРАЗНОГО МАТЕРИАЛА НА ФОРМИРОВАНИЕ

ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПРЕССОВКИ

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г.Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. Достижение конечных размеров и характеристик прессовок во многом опреде-
ляется свойствами исходных материалов, степенью деформации и остаточными напряжения-
ми в уплотненном теле после снятия нагрузки. Поскольку воскообразные материалы, преиму-
щественно, не являются конструкционными, то сведений о напряженно-деформированном со-
стоянии получаемых из них прессовок, не вполне достаточно для прогнозирования конечных
свойств и размеров последних. Актуальность исследований в этом направлении обусловлена
использованием процессов формирования прессованных литейных моделей из воскообразных
композиций, применяемых в литье по выплавляемым моделям. Поверхность таких прессовок
отличается отсутствием тепловых усадочных дефектов. Однако, в ряде случаев, геометрия
прессовок изменяется в результате релаксации уплотненного материала. В работе представ-
лены результаты исследований влияния фракции воскообразного материала и времени его
выдержки в нагруженном состоянии на величину остаточных напряжений, которые можно
использовать при проектировании пресс-форм.

Ключевые слова: прессовка, воскообразный материал, пористость, деформация, остаточ-
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Широкое распространение литья по выплавляемым моделям в машиностроении
обусловлено возможностью получения сложных тонкостенных отливок с размерами
соответствующими 3-8-му классам точности [1]. Реализация процесса осуществляет-
ся на нескольких основных этапах: получение выплавляемых моделей и модельных
блоков, формирование на них керамических оболочек, выплавление модельного ма-
териала из оболочек, их прокалка и заливка расплавом металла.

Большое число операций, длительность процесса и высокая стоимость изделий обу-
словливают недопустимость брака моделей, оболочковых форм и литья в целом [2].
Этап формирования модели в традиционных процессах сопровождается возникно-
вением усадочных дефектов, требующих исправления. Негативное влияние тепловое
расширение воскообразной модельной композиции проявляется также на этапе ее вы-
плавления из оболочковой формы. Термическое расширение модельного состава до-
стигает 10-14 % и, в ряде случаев, приводит к частичному или полному разрушению
оболочки. Таким образом, учет величины «припуска» на механическую обработку ли-
тых заготовок обусловлен как особенностями сплавов, применяемых для получения
изделия, так и теплофизическими процессами, сопровождающими нагрев и охлажде-
ние воскообразной массы [3, 4].

Формирование пористости в структуре выплавляемой модели направлено на устра-
нение отмеченных недостатков традиционного процесса. В этой связи перспективным
представляется получение этого изделия «холодным» прессованием порошкового вос-
кообразного материала [5], механическая работа в результате уплотнения которого,
переходя в тепловую, приводит к локальному повышению температуры в зоне вза-
имного контакта частиц материала. Управляемый нагрев компонентов порошково-
го тела осуществляется в направлении от периферии к его центру. По завершении
процесса уплотнения прессовка представляет собой конструкцию с распределенной
в структуре пористостью, величина которой может достигать 14%. Рост температу-
ры периферийных участков прессовки в результате нагружения и нагрева позволяет
получать поверхность изделия с геометрией и шероховатостью, соответствующей фор-
мообразующей полости пресс-матрицы [6]. Преимуществом такого способа получения
пористости в структуре изделия является отсутствие расширения при тепловом воз-
действии, связанном с удалением воскообразного материала из керамической формы.
К недостатку процесса следует отнести возникновение увеличение внешних размеров
прессовки, вызванное релаксацией уплотненного материала после снятия нагрузки.
Величина такого упругого отклика в направлении оси прессования ниже значений
его тепловой усадки и составляет 0,4-1,2 % [6]. Проблемой для повсеместного исполь-
зования такого процесса в машиностроении является отсутствие практических све-
дений о поведении материала при формовке изделий с переменной толщиной стенок
и сложной пространственной конфигурацией, определяющей возникновение участ-
ков прессовки с различной плотность и, следовательно, неконтролируемой величиной
упругого отклика.

Поведение материалов при экструзии и формовке порошков металлов [7, 8, 9], по-
лимеров [10, 11, 12] или огнеупоров [13] достаточно широко представлены в отече-
ственных и зарубежных источниках. Ввиду того, что воскообразные материалы в

Работа выполнена в рамках государственного задания № 075-00414-19-00.
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качестве конструкционных рассматриваются крайне редко, а опыт получения прессо-
вок из других материалов сложно интерпретировать для прогнозировании конечных
свойств воскообразных прессовок исследования направленные на изучение процессов
их формовки представляются в достаточной степени актуальными.

Решение проблемы перераспределения напряжений и релаксации материала заклю-
чается в подборе скорости прессования и времени выдержки прессовки в нагружен-
ном состоянии, когда формообразующие элементы пресс-матрицы сомкнуты [14]. В
ходе серии предварительных экспериментов установлено, что в условиях, когда ин-
тервал скоростей перемещения формообразующих элементов пресс-матрицы состав-
ляет 0,25–1,5 мм/сек, возможно получение прессовки с величиной упругого отклика в
направлении оси нагружения, не превышающей 1,2%. Условие перемещения прессую-
щего элемента с одинаковой скоростью для разных фракций материала или различ-
ной пористости приводит к появлению расхождения в конечных значениях плотности
и, следовательно, не позволяет получать прессовки с одинаковым значением упруго
отклика для всего диапазона прессовок.

Таким образом, исследование режимов получения пористой прессовки из воскооб-
разных материалов методом «холодного» уплотнения, позволяющих понизить нега-
тивное влияние упругого отклика на размерную и геометрическую точность изделий
представляет значительный интерес для промышленности. Цель работы - исследова-
ние влияния фракции воскообразного материала уплотняемого порошкового тела и
времени его выдержки в нагруженном состоянии на формирование остаточных на-
пряжений и упругого отклика получаемой прессовки.
Методы и подходы.
В качестве материала прессовок выбран воскообразный модельный сплав с рав-

ным массовым содержанием парафина и стеарина ПС50/50, соответствующий 1-ой
классификационной группе [1] с температурой плавления 52℃, определенной в ходе
нагрева со скоростью 2 ℃/мин при помощи дифференциально-термического анали-
затора Shimadzu DTG-60H. В этой связи, для достоверности получаемых данных,
эксперимент проводился при температуре окружающей среды 20 ± 2 ℃. Технологи-
чески приемлемым диапазоном фракций воскообразного материала является 0,63–2,5
мм, определенный в ходе предварительных экспериментов, обеспечивающий форми-
рование тонкостенных участков прессовок. Форма частиц воскообразного материала
преимущественно хлопьевидная ввиду ее получения рассевом стружки ПС50/50 на
ситах модели 026. это обстоятельство обуславливает неприменимость известных ме-
тодик расчета конечных свойств прессовок [13], ориентированных на использование
сфероидальной формы частиц. Реальный процесс получения прессовки уплотнени-
ем порошкового тела, как правило, состоит из этапов структурной деформации тела;
повышения давления без увеличения плотности с последующей пластической дефор-
мацией [14]. На реальных смесях эти этапы могут осуществляться одновременно. Реги-
стрировать величину нагрузки при уплотнении начинают с начала деформации всего
объема порошкового тела в условиях, когда смещение межчастичных контактов не
происходит. Для осуществления эксперимента порошок ПС50/50 помещали в упру-
гую цилиндрическую пресс-матрицу с диаметром основания d = 43,3 мм (рис.1,а).
Для устранения арочных эффектов смесь подвергали механической утряске с часто-
той 3,5 Гц до высоты h0i, соответствующей начала перемещения пресс-пуансона и
зависящей от массы засыпки mi.. На рис.1,а этот процесс показан в виде отрезка со
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стрелками. Уплотненное таким способом порошковое тело высотой h0i до прессования
имеет начальную пористость П0i.

Рисунок 1. Последовательность формирования прессовки: а – состояние свободной
засыпки фракции в пресс-форму; б – начало перемещения пресс-пуансона; в –

завершение пермещения пресс-пуансона

Траверсу прессующего устройства с пуансоном при уплотнении модельной компо-
зиции перемещали до положения (рис. 1,в), соответствующего h = d (где h — конечная
высота) для получения прессовок, плотность ρi которых на 0÷12 % меньше плотности
воскообразного материала в литом состоянии ρл = 921 г/см3. Поскольку воскообраз-
ный материал при ρл имеет поры, то для корректных расчетов пористости прессо-
вок целесообразным представляется использование значения ρmax, соответствующе-
го плотности воскообразного материала без пор. Удаление воздуха из воскообразного
материала осуществляли в ходе компрессионного сжатия ПС50/50 на универсальной
испытательной машине AG-X plus Shimadzu и определили ρmax = 0.942 г/см3, что на
2̃,3 % больше чем ρл. Пористость i-го образца Пi определяли из выражения:

Πi = 1− ρ(1−ΠP i/100%)

ρmax
(1)

где ПРi — «реальная пористость» i-го образца,% .
Из фракций 0,63 мм и 2,5 мм ПС50/50 получены группы прессовок в интервале

0% ≤ ПРi ≤ 12% с шагом 2%. Массу i-го образца mi соответствущую i-му значению
реальной пористости ПРi определяли из выражения:
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mi = V ρi =
πd2

4
h · ρл

(
1− ΠPi

100%

)
=
πd2

4
h · ρmax(1−Πi) (2)

Скорость перемещения траверсы при уплотнении, обеспечивающая снижение Пi на
равную величину за единицу времени, задается в методе испытаний тестовой маши-
ны AG-X plus Shimadzu. Таким образом, i-му значению h0i, соответствует значение
начальной пористости . Скорость перемещения траверсы vi = const обеспечивала
снижение значения П до нуля за время t = 60 секунд. Для каждой массы mi навес-
ки ПС50/50 высота hmini (рис. 1,в), соответствует полному уплотнению (Пi = 0) и, с
учетом площади S основания цилиндра формообразующей полости, рассчитывается
по формуле:

hmin i =
mi

ρmax · S
(3)

Скорость перемещения траверсы при уплотнении i-ой навески определяли из вы-
ражения:

vi =
h0i − hmin i

t
=

∆hi
t

(4)

где 4hi – условное перемещение траверсы с h0i до hминi, мм. Таким образом,
сформированы 7 групп прессовок, характеристики которых принадлежат следую-
щим диапазонам значений: 0% ≤ ПРi ≤ 12%; 0.0223 ≤ Пi ≤ 0.1396; 62.9г. ≤ mi ≤
55.3г;43.3мм ≤ hmini ≤ 38, 1мм . Фракция материала существенным образом влияет
на значения h0i, П0i, 4hi и vi, которые сведены в таблицу 1. Значения в каждом из
представленных интервалов распределяются линейно.

Параметры Фракция, мм ПPi,%
0% 12%

h0i,мм
0,63 103,0 89,0
2,5 116,2 103,1

Π0i
0,63 0,57
2,5 0.63

∆hi,мм
0,63 58,7 44,7
2,5 71,8 58,8

vi,мм/мин
0,63 59,68 50,02
2,5 72,78 65,01

Таблица 1. Параметры прессовок

По достижении положения h траверсу фиксировали на протяжении 60 минут, и осу-
ществляли регистрацию напряжений на ней тестовой машиной AG-X plus Shimadzu.
По мере удаления воздуха из прессовки и перераспределения плотности в ее объ-
еме напряжения снижаются, но не всегда устраняются полностью, что приводит к
изменения размеров прессовки ввиду упругого возврата О уплотненного материала,
определяемого из выражения:

O =
(di − d)

di
· 100% (5)
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где О – упругий возврат материала, %; d и di – внутренний диаметр пресс-формы и
высота i-ой прессовки, определяемые при помощи цифрового регистратора DIN 863
Vogel с точностью измерения 0,001 мм. Прочность на сжатие уплотненных прессовок в
виде цилиндрических образцов, также осуществляемое при помощи тестовой машины
AG-X plus Shimadzu со скоростью перемещения траверсы 0,1 мм/с, определяли по
завершении выдержки при температуре 20± 2 ℃в течение 48 часов.
Аппроксимация экспериментальных данных.
При аналитическом описании процесса разгрузки напряжений, возникающих на пу-

ансоне пресс-формы при уплотнении материала, аппроксимировали эксперименталь-
ные значения, используя двухпараметрическую зависимость Кольрауша

σi = σ0(Πi) · exp
[
−(t/τ)k

]
(6)

где σ0(Пi) — максимальное значение напряжения на пресс-пуансоне для начала раз-
грузки при заданной пористости Пi. К недостатку модели Кольрауша можно отне-
сти отсутствие физического смысла ее коэффициентов в сравнении с безразмерным
временем релаксации, представленным в реологической модели Максвелла [15]. Все
же модель Кольрауша позволяет точнее аппроксимировать экспериментальную кри-
вую релаксации напряжений [16]. Для определения параметров τ и k регрессионной
зависимости использовали метод наименьших квадратов, применяемый к преобразо-
ванной форме исходной экспоненциальной функции. Для перехода к относительным
величинам необходимо обозначить через σ̃i экспериментальное значение напряжения
в момент времени ti , отнесенное к σ0(Пi):σ̃i = σ(ti)/σ0(Πi). Нормированные напря-
жения σ̃i принадлежат диапазону 0 < σ̃i ≤ 1 , следовательно, ln σ̃i ≤ 0 . Показатель
рассеяния определяем из выражения:

Q =

n∑
i=1

(
ln(− ln σ̃i)− ln

(
− ln

(
exp−(ti/τ)k

)))2
=

n∑
i=1

(ln(− ln σ̃i)− k · ln (ti/τ))2 (7)

В начале разгрузки относительное напряжение σ̃i = 1, и выражение (7) не существу-
ет, что учитывается в регрессионном анализе при выборе экспериментальных точек.
Частные производные Q по τ и k приравняем к нулю:

∂Q

∂τ
= 2

n∑
i=1

(ln(− ln σ̃i)− k · ln (ti/τ)) · k
τ

= 0,

∂Q

∂k
= −2

n∑
i=1

(ln(− ln σ̃i)− k · ln (ti/τ)) · ln
(
ti
τ

)
= 0.

 (8)

Преобразовав (8), получаем систему уравнений в нормальной форме:

k · ln 1

τ
· n+ k ·

n∑
i=1

ln ti =
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i),

k · ln 1

τ
·
n∑
i=1

ln ti + k ·
n∑
i=1

(ln ti)
2 =

n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ln ti.

 (9)
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Решаем систему уравнений (9) и получаем:

k · ln 1

τ
=

n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ·
n∑
i=1

(ln ti)
2 −

n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ln ti ·
n∑
i=1

ln ti

n ·
n∑
i=1

(ln ti)
2 −

(
n∑
i=1

ln ti

)2 (10)

k =

n ·
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ln ti −
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ·
n∑
i=1

ln ti

n ·
n∑
i=1

(ln ti)
2 −

(
n∑
i=1

ln ti

)2 (11)

Для τ запишем следующее выражение:

τ = exp


n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ln ti ·
n∑
i=1

ln ti −
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ·
n∑
i=1

(ln ti)
2

n ·
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ln ti −
n∑
i=1

ln(− ln σ̃i) ·
n∑
i=1

ln ti

 (12)

Параметры τ и k для уравнения релаксации (6) вычисляем подстановкой данных
эксперимента в выражения (10) и (11).
Обсуждение результатов
Напряжения, возникающие на траверсе тестовой машины в ходе уплотнения вос-

кообразного материала ПС50/50 во многом зависят от его фракции и величины ПРi,
изменяющейся в диапазоне 0÷12% На рис. 2 представлены полиноминальные экс-
периментальные зависимости амплитуд напряжений, характерных для момента за-
вершения уплотнения материала, когда достигается условие h = d, соответствующее
началу разгрузки. На рис.2 представлены величины достоверности аппроксимации
полиноминальных зависимостей R0,63

2 и R2,5
2 для фракций ПС50/50 0,63мм и 2,5 мм

соответственно.

Рисунок 2. Полиноминальные зависимости амплитуд напряжений на траверсе
тестовой машины в момент начала разгрузки прессовок из фракций 2,5мм (1) и

0,63мм (2) от величины ПРi.
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Из рис.2 видно, что напряжения, возникающие при уплотнении крупной фракции
материала выше, чем при получении прессовки из фракции 0,63, что, в целом, объяс-
няется большей насыпной плотностью крупной фракции материала [17]. С увеличени-
ем величины ПРi различие в значениях амплитуд напряжений для материала из раз-
ных фракций исчезают. Экспериментальные значения, характеризующие снижение
напряжений на пресс-пуансоне в ходе релаксации прессовок из различных фракций
ПС50/50, определенные в абсолютных величинах, за время выдержки 0÷30 минут
составляют для фракций 0,63 мм и 2,5 мм 0,33÷0,26 МПа и 0,45÷0,025 МПа соответ-
ственно. Установлено, что напряжения разгрузки материала убывают быстрее, чем по
экспоненциальному закону. В этой связи для визуализации процесса релаксации целе-
сообразным представляется использование именно двухпараметрической зависимости
Кольраушв, представленной уравнением (6), при помощи которых можно получить
нормированные значения экспериментальных остаточных напряжений, характерных
для диапазона 0÷60 минут времени релаксации материала прессовок с различной по-
ристостью. Параметры релаксации τ и k присутствующие в выражении (6), получае-
мые по формулам (10) и (11) по отдельности для разных фракций материала, зависят
от пористости. Для их определения использовались экспериментальные значения на-
пряжений, полученные в течение 60 минут с момента начала разгрузки. Определено,
что для фракции 2,5 мм τ =0,0168 и k =0,1611, а для фракции 0,63 мм τ =0,0147
и k=0,1553. Таким образом, параметры τ в зависимости от фракции материала раз-
личаются друг от друга на 12,5%, а k на 3,6%. В этой связи от фракции материала
в большей мере зависит τ , а показатель степени k является характеристикой мате-
риала. Сравнение полиноминальных зависимостей нормированных напряжений для
представлено на рисунке 3. На рис.3 также представлены величины достоверности
аппроксимации полиноминальных зависимостей R0,63

2 и R2,5
2 для фракций ПС50/50

0,63мм и 2,5 мм соответственно. Из анализа данных рис.3 видно, что процесс релакса-

Рисунок 3. Сравнение кривых аппроксимации остаточных (безразмерных)
напряжений для фракций 2,5 мм (1) и 0,63 мм (2).

ции напряжений в прессовках, полученных из меньшей фракции происходит быстрее
во всем диапазоне значений ПРi. Прессовки, получаемые из ПС50/50 фракции 2,5
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более напряжены, что в немалой степени обуславливает их прочностные и размер-
ные характеристики. Более напряженные прессовки, предположительно, будут иметь
меньшую прочность и большее значение упругого возврата уплотненного материала.
Экспериментально установлено, что в диапазоне значений 0% ≤ ПРi ≤ 12% прочность
на сжатие образцов из фракции 0,63мм σсж0,63 снижается с 0,78 МПа до 0,36 МПа, а
образцов из фракции 2,5 мм σсж2,5 снижается с 0,63 МПа до 0,25 МПа соответственно.
Величина упругого возврата экспоненциально убывает по мере увеличения ПР, с 0 до
12% и времени выдержки материала под нагрузкой для прессовок из фракции 0,63
мм O0,63 и составляет от 0,62% до 0,01%, а для прессовок из фракции 2,5 мм O2,5

составляет от 0,65% до 0,02%. В целом, следует отметить, что значения O0,63 и O2,5

изменяются аналогично графику нормированных напряжений, представленному на
рис.3, а после 30 минут выдержки существенных изменений не претерпевают.
Выводы.
В ходе эксперимента установлено, что применение крупной фракции воскообразно-

го материала 50/50 порошкового тела приводит к росту напряжений при уплотнении,
повышенным значениям остаточных напряжений и величины упругого возврата прес-
совки, определяющей ее геометрию. Следует отметить, что прочность таких прессо-
вок ниже, чем при использовании фракции 0,63 мм. Интенсивное снижение величины
упругого возврата материала прессовки замедляется в течение 30 минут. Фракция
материала заметного влияния на величину О не оказывает.
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S.G. Zhilin, N.A. Bogdanova, O.N. Komarov

INFLUENCE OF PARAMETERS OF THE COMPACTING OF POWDER BODY
FROM WAX-LIKE MATERIAL ON THE FORMING OF RESIDUAL STRESSES

OF PRESSING
Institute of Machinery and Metallurgy of Far-Eastern Branch of Russian Academy of Sciences,

Komsomolsk-on-Amur, Russian Federation

Abstract. The achievement of the final dimensions and characteristics of the pressing is largely
determined by the properties of the original materials, the degree of deformation, and residual
stresses in the compacted body after load removal. Since wax-like materials are mainly not
construction materials, information about the stress-strain state of the pressing obtained from
them is not quite enough to predict the final properties and sizes of the latter. The relevance of
research in this direction is due to the use of the processes of forming pressed foundry models from
wax-like compositions used in investment casting. The surface of such pressing is characterized by
the absence of thermal shrinkage defects. However, in some cases, the geometry of the pressing
changes as a result of relaxation of the compacted material. The results of researches of effect of
the fraction of the wax-like material and its exposure time in the loaded state on the value of
residual stresses that can be used in the design of molds are presented in the paper.
Keywords: pressing, wax-like material, porosity, deformation, residual stresses, time of relaxation,
dimensional and geometric accuracy, elastic response, two-parameter dependence of Kohlrausch.
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О ПОЛЗУЧЕСТИ И РЕЛАКСАЦИИ В АДДИТИВНО
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Аннотация. В настоящей статье обсуждается релаксация напряжений и ползучесть в об-
разце, полученном аддитивным способом. Образец изготавливается методом послойной фо-
тополимеризации. Эксперимент представляет собой сжатие двух противоположных граней
образца. Предложена схема экспериментальной установки и метод измерения параметров
напряженно-деформированного состояния. Предложена аппроксимация кривой ползучести.
Метод спекл-интерферометрии используется для исследования ползучести образца без на-
грузки в процессе релаксации напряжений. Получены закономерности между релаксацией
напряжений в фотополимере и ползучестью.

Ключевые слова: 3D-печать, поверхностный рост, остаточное напряжение, ползучесть, ре-
лаксация, фотоплимер, кривая релаксации
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Введение
Изготовление изделий путем добавления нового материала широко используется в

современной инженерной практике [1]. К таким способам аддитивного производства
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относятся: лазерная стереолитография, селективное лазерное спекание, электронно-
лучевая плавка, моделирование методом наплавления, метод многоструйного модели-
рования, изготовление объектов с использованием ламинирования, 3D–печать, DLP
(Digital Light Processing — цифровая обработка светом) [2], компьютерная осевая ли-
тография, послойное бетонирование.

Основным расходным материалом для методом DLP является жидкий фотополи-
мер, воскообразные субстанции, а также материалы. В 3D–принтерах этого типа ис-
пользуется схожая система облучения световым потоком в соответствии с заданной
программой на расходный материал. Под действием ультрафиолета фотополимер за-
твердевает, образуя слой будущего изделия. Моделирование продолжается слой за
слоем, пока объект не будет полностью готов.

Проявление свойств ползучести и релаксации напряжений в разной степени ха-
рактерно для всех конструкционных материалов [3, 4, 5, 6]. Наиболее заметно их
проявление в пластических материалах. Не исключением являются и материалы, ис-
пользуемые в аддитивных технологиях [7, 8, 9].

Известны и регламентированы в стандартах испытания на ползучесть и релакса-
цию. Для этого создаются идеализированные условия, например, жесткого защемле-
ния краев нагруженного образца, или весового нагружения свободно висящего образ-
ца, обеспечивающие проявление только одного из этих свойств. Однако в большинстве
случаев на практике нагруженные элементы находятся в упругом контакте с другими
элементами конструкции. В результате происходит одновременное и взаимовлияющее
проявление свойств как релаксации, так и ползучести их материалов.

В настоящей работе рассматриваются как чисто релаксационные свойства образ-
цов из фотополимерных материалов, изготовленных послойно методом трехмерной
печати с помощью 3D принтера DLP-типа, так и проявления этих свойств в условиях
ползучести. Для этого была собрана измерительная установка (рис. 1), состоящая из
тисков, в которых зажимался образец 2, S-образного датчика силы 1, данные с кото-
рого поступали на силоизмерительный преобразователь ТЕНЗО-М и далее обрабаты-
вались в ЭВМ, упругой пластины 4 между силоизмерительным датчиком и образцом,
выступающий край которой контактировал с субмикронным датчиком перемещений
3, также соединенным с ЭВМ.
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Рис. 1. Схема установки для определения кривой релаксации: 1 – S-образный тензодатчик, 2
–фотополимерный образец, 3 – субмикронный датчик перемещений, 4 – упругая пластина.

Образцы в форме параллелепипедов с размерами 20×20×40 мм и кубиков с длиной
грани 20 мм были напечатаны из фотополимера AB 710 B. Послойная печать произ-
водилась с постоянной толщиной слоя City0,1 мм и пятнадцатисекундной засветкой
каждого слоя. После снятия образцов с подложки выполнялась их дополимеризация
путем засвечивания ртутной лампой до стадии ликвидации липкости образцов. Полу-
чаемый в результате процесса полимеризации материал обладал свойствами упруго-
сти и ползучести [3].

Оценка уровня нагружения образца, при котором приложенные нагрузки не приво-
дили бы к появлению пластических деформаций, делалась на основании диаграммы
сжатия одного из образцов, получаемой с помощью пресса ДТС-06-100. Непосред-
ственное выполнение экспериментов проводилось с исходной сжимающей силой 7000
Н, что соответствовало среднему значению зоны упругости на диаграмме. На рис. 2
приведены экспериментальные зависимости напряжения от времени σ (t) на началь-
ном этапе – 10 минут (рис. 2а) и на продолжительном интервале времени – 5 часов
(рис. 2б ).

Полученная кривая похожа на известные зависимости для полимерных образцов
[3] и может быть аппроксимирована по методике [10] в виде суммы экспонент с при-
влечением четырех характерных времен релаксации:

σ (t) =
4∑

k=1

σk (t) , σk (t) = ak exp

(
− t

τk

)
, k = 1, ..., 4, (1)

где ak, τk− аппроксимирующие постоянные; t – время.
Постоянные ak, τk подбирают так, чтобы каждое из слагаемых суммы (1) корректно

аппроксимировало соответствующий участок релаксации экспериментальной кривой.
Результаты такого подбора приведены на рис. 3.

Вычисленные значения τk характерных времен релаксации можно представить в
виде ступенчатой функцииτ (t)(рис. 4):

τ (t) =
4∑

k=1

τk [H (t− tk−1)−H (t− tk)] , t0 = 0, t4 = T,
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а)

б)

Рис. 2. Кривая релаксации напряжения в фотополимерном образце: а) на начальном этапе
(0-10 мин); б) на длительном промежутке (0 – 5 ч).

Рис. 3. Аппроксимации σk (t) кривой релаксации, приведенной на рис. 2а.

где H(t) – функция Хевисайда; T – полное время релаксации для кривой, изображен-
ной на рис. 2а; tk – моменты времени, определяющие интервалы, в которых функции
σk (t) наиболее близки к аппроксимируемой σ (t). Следует отметить близкий к линей-
ному закон изменения среднего (по участкам) времени релаксации (см. рис. 4).
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Рис. 4. Аппроксимации ступенчатыми функциями четырёх времён релаксации на характер-
ных участках экспериментальной кривой релаксации; центральные точки участков с одина-
ковыми значениями времён релаксации соединены штриховой линией.

Рис. 5. Кривая релаксации и ее адаптивная аппроксимация.

Из этого следует, что наборы времён релаксации, выражающиеся ступенчатыми
функциями, могут быть представлены линейными зависимостями. Это даёт возмож-
ность адаптивной аппроксимации в виде:

σ (t) = σ0 (t0) exp

(
− t− t0
a (t− t0) + b

)
, (2)

где σ0 (t0) - напряжение в момент t0 начала релаксации.
Функция (2) содержит всего два аппроксимирующих параметра a, b. В качестве

иллюстрации на рис. 5 представлена такая аппроксимация сплошной тонкой линией.
Таким образом, предложенная адаптивная аппроксимация обеспечивает достаточ-

ную степень приближения к экспериментально полученной кривой релаксации напря-
жения в фотополимерном образце.
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Рис. 6. Cхема нагружения образца.

При сжатии образца через упругую пружину, в качестве которой выступает s-
образный силоизмерительный датчик, релаксация напряжений в образце после оста-
новки нагружения сопровождается его дополнительным сжатием, вызванным рас-
прямлением s-образной пружины ввиду снижения сжимающей нагрузки. Это сжатие
можно трактовать как ползучесть образца в условиях релаксации напряжений.

На рис. 6 изображена схема нагружения образца длиной l и площадью поперечного
сечения F силой P через упругий элемент жесткостью с, при которой проявляется
эффект ползучести образца в условиях релаксации напряжений. В соответствии с этой
схемой считаем, что вначале происходит быстрое нагружение образца до значения
силы P = P0, вызывающей в образце напряжение σ0 = P0/F . При этом произойдет
упругое сжатие образца на величину

∆le =
P0l

EF
,

где E - модуль упругости материала образца.
Если бы образец был абсолютно жестким, то сокращение длины пружины при сжа-

тии ее силой P0произошло бы на величину u0 = P0/c. Ввиду податливости образца,
это перемещение будет меньше на величину ∆le.

Следовательно, к моменту остановки нагружения имело место равенство:(
u0 −

σ0l

E

)
c = σ0F (3)

После остановки нагружения образец переходит в стадию релаксации, совмещенной
с ползучестью, в процессе которой возникает деформация εr(t) и соответствующее
ей сжатие образца ∆lr = lεr(t). Тогда в момент времени t после начала релаксации
сжатие пружины будет определяться равенством:

[u0 − lεr(t)] c = σr(t)F (4)

Исключая начальное смещение u0из равенств (3), (4), получим линейную зависимость
между релаксирующим напряжением σr(t) и деформацией ползучести εr(t):

σr(t) = σ0 −
cl

F
[εr(t)− ε0] , ε0 =

σ0

E
. (5)

На рис. 7 представлены, полученные экспериментально, зависимости σr(t)(a), εr(t) —
(b) и вычисленная по этим кривым σr(εr) — (с), нанесённая сплошной линией, в со-
поставлении с теоретической зависимостью, построенной по формуле (5), нанесенной
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штриховой линией; значение для жесткости s-образного силоизмерительного датчика
было вычислено по данным документации к нему, где говорилось, что продольное
смещение датчика при максимально допустимой нагрузке в 2T составляет 0,4 мм.

а)

б)

c)

Рис. 7.

Отметим, что в формуле (5), в отличие от стадии упругой разгрузки, снижение
напряжения в образце происходит при росте его деформации. Подобный эффект был
описан ранее в [10], где рассматривался стержень, находящийся в состоянии ползуче-
сти, соединённый с предварительно растянутой пружиной.
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Abstract. In present paper the stress relaxation and creep in additive produced sample is
discussed. The sample is manufactured by by layer-by-layer photopolymerization. The experiment
is the compression in two opposite faces. The scheme of experimental facility and measurement
method are proposed. Stress relaxation is are plotted. The approximation of creep curve is
discussed. The speckle-interferometry technique is used for a creep of load-free faces of the sample
during stress relaxation process observation. The ratio between stress relaxation in a photopolymer
and creep are obtained.
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