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Р.И.Непершин

О ПЛАСТИЧЕСКОМ ВЫДАВЛИВАНИИ ТОНКОСТЕННОГО
СТАКАНА

Московский государственный технологический университет “СТАНКИН”,
г.Москва, Россия

Аннотация. Рассчитывается идеально пластическое течение при выдавливании тонкостен-
ного цилиндрического стакана жестким пуансоном при условии полной пластичности Треска.
Вычисляются линии скольжения, контактные напряжения и годографы скоростей пластиче-
ского течения для сферической и конической формы пуансона с учетом контактного трения
по Прандтлю и контролем положительности диссипативной функции пластического течения.
Получены зависимости контактных напряжений и среднего давления на пуансон от формы
контактной границы, трения и относительной толщины стенки стакана.

Ключевые слова: тонкостенный стакан, выдавливание, сферический пуансон, конический
пуансон, идеально пластическое течение, условие полной пластичности Треска, контактное
трение, линии скольжения, контактные напряжения, годограф скоростей, диссипативная
функция.
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Введение. При крупносерийном производстве в машиностроении экономически
эффективным способом изготовления полых деталей типа стакан является выдавли-
вание жестким пуансоном из цилиндрической заготовки на механических и гидравли-
ческих прессах с высокой производительностью при экономии металла и уменьшении
трудоемкости последующей механической обработки [1]. При высокой пластичности
заготовки возможны процессы холодного выдавливания с высокой точностью цилин-
дрических поверхностей и минимальной механической обработке торцов [1, 2].

Выдавливание стаканов из углеродистых и легированных сталей сопровождается
высокими контактными давлениями на инструмент в зависимости от технологических
параметров процесса и контактного трения, которые приводят к снижению стойкости
инструмента вследствие износа и усталости. Поэтому актуальной проблеме расчета
технологических нагрузок на инструмент при выдавливании посвящено много работ.

В начальный период развития теории пластичности применяли инженерные ме-
тоды с использованием приближенных условий равновесия и условий пластичности
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[3, 4, 5]. Аналитические методы оценки верхней оценки нагрузки для кинематически
возможных полей скоростей пластического течения приведены в [6, 7, 8, 9]. Приме-
нение метода конечных элементов на основе математической теории пластичности
[10, 11, 12] ограничено трудностями решения больших систем нелинейных уравнений
с неизвестными жесткопластическими границами и сингулярным изменением напря-
жений и скоростей в точках пересечения границ пластической области с контактной
границей инструмента.

В настоящей работе приведено решение задачи осесимметричного идеально пласти-
ческого течения при выдавливании стакана, удовлетворяющее полной системе диф-
ференциальных уравнений для напряжений и скоростей при условии полной пластич-
ности на ребре призмы Треска в пространстве главных напряжений. В этом случае
дифференциальные уравнения относятся к гиперболическому типу [13] и соответству-
ют сдвиговому механизму трехмерной пластической деформации по двум плоскостям
скольжения. Решение получено численным интегрированием системы дифференци-
альных уравнений для напряжений и скоростей с использованием процедуры решения
элементарных задач Коши и смешанного типа и контролем положительности дисси-
пативной функции [14].

Рассматривается переход к стационарному пластическому течению при выдавлива-
нии стакана жестким пуансоном сферической и конической форм с учетом контакт-
ного трения по Прандтлю. На начальной стадии происходит нестационарный процесс
вдавливания жесткой сферы или конуса в пластическое полупространство [14, 15, 16].
Пластическая область расширяется до контакта с границей матрицы и переходит в
стационарное пластическое течение в стенку стакана. Ниже жесткопластической гра-
ницы в заготовке возникают малые упругопластические деформации, которые в иде-
ально пластической модели не учитываются. В этой области для расчета контакт-
ных напряжений на границах матрицы и выталкивателя при известных напряжениях
на жесткопластической границе можно использовать метод конечных элементов для
упругопластического тела [17].
Постановка задачи и основные уравнения. На рис. 1 показана схема выдавли-

вания стакана из цилиндрической заготовки пуансоном диаметром d в полости мат-
рицы диаметром D с нижним выталкивателем. Инструмент принимается жестким;
пуансон перемещается со скоростью V , матрица и выталкиватель неподвижны.

Рассматривается начало стационарного пластического течения с образованием пла-
стической области, ограниченной границами контакта с пуансоном и матрицей, сво-
бодной границей по толщине выдавливаемой стенки стакана и жесткопластической
границей с нижней недеформируемой частью заготовки. При скольжении на грани-
цах контакта с инструментом принимается условие пластического трения по Прандт-
лю µ = τc/σY , где τc — контактное касательное напряжение и σY — напряжение
текучести материала заготовки. При µ > 0 на криволинейной границе пуансона в
окрестности оси симметрии образуется центральная жесткая область [7].

СилаQ, действующая на пуансон, определяется напряжениями на границе контакта
с пластической областью, зависящими от формы границы, коэффициента трения µ и
квадрата отношения диаметров пуансона и матрицы, определяющего относительное
изменение площади сечения заготовки и толщину стенки h при заданном диаметре
пуансона d:

e =
d2

D2
, h =

1

2

(
1√
e
− 1

)
, e∗ < e < 1. (1)
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Рис. 1. Схема выдавливания стакана: 1 — пуансон, 2 — матрица, 3 — выталкиватель, 4 —
заготовка

При e < e∗ пластическая область не распространяется до стенки матрицы; для сфе-
рической и конической форм пуансона нестационарное пластическое течение в этом
случае моделируется вдавливанием в пластическое полупространство [14, 15, 16]. При
e→ 1 происходит калибровка заготовки в замкнутой полости матрицы с образовани-
ем тонкого торцевого заусенца при h→ 0. Сила Q1, действующая на выталкиватель,
при известном значении Q определяется условием статического равновесия заготовки
с учетом трения на границе контакта l матрицы с пластической областью:

Q1 = Q+ σY µπDl. (2)

Скорость стенки стакана V1 определяется условием пластической несжимаемости при
заданной скорости пуансона V :

V1 =
V e

1− e
. (3)

Материал заготовки идеально пластический; в пластической области выполняется
условие полной пластичности на ребре призмы Треска в пространстве главных напря-
жений при осевой симметрии и положительной радиальной скорости Vr > 0 [13, 14]:

σ1 − σ3 = 1, σ2 = σ1, σ2 = σθ. (4)

Напряжение текучести σY принято за единицу для напряжений; σθ — окружное
главное напряжение в цилиндрических координатах r, z, θ. При условиях (4) диффе-
ренциальные уравнения равновесия для напряжений и уравнения несжимаемости и
изотропии для скоростей пластического течения приводятся к гиперболическому ти-
пу с характеристиками, совпадающими с ортогональными линиями скольжения ξ, η
на плоскости r, z:

dz

dr
= tgϕ для ξ,

dz

dr
= − ctgϕ для η; (5)

с дифференциальными соотношениями для σ = (σ1 + σ3)/2 и угла ϕ наклона каса-
тельной ξ линии скольжения к оси r

dσ − dϕ =
1

2

dr + dz

r
вдоль ξ, (6)
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dσ + dϕ =
1

2

dr − dz
r

вдоль η (7)

и для проекций Vξ, Vη вектора скорости на ξ и η линии скольжения

dVξ − Vηdϕ = −1

2

Vξdr − Vηdz
r

вдоль ξ, (8)

dVη + Vξdϕ = −1

2

Vξdz + Vηdr

r
вдоль η. (9)

При Vr > 0 и соотношениях (4) диссипативная функция пластического течения поло-
жительна при выполнении неравенств ε1 > 0, ε3 < 0 для главных скоростей дефор-
маций на плоскости r, z, которые при вычислениях линий скольжения и скоростей по
уравнениям (5)–(9) приводятся к одному неравенству [18]

Γ +
Vr
r
> 0, Γ =

∂Vξ
∂η
− Vη

∂ϕ

∂η
+
∂Vη
∂ξ

+ Vξ
∂ϕ

∂ξ
, (10)

где Γ — максимальная скорость деформации сдвига на плоскости r, z.
Уравнения (5)–(7) образуют замкнутую систему для переменных r, z, σ, ϕ и инте-

грируются численным методом [14] при известных граничных условиях для напряже-
ний, которые в цилиндрических координатах определяются формулами

σr = σ − 1

2
sin 2ϕ, σz = σ +

1

2
sin 2ϕ, σθ = σ +

1

2
, τrz =

1

2
cos 2ϕ. (11)

После вычисления линий скольжения определяются значения r, z, ϕ и уравнения (8),
(9) образуют замкнутую систему для скоростей Vξ, Vη, которые интегрируются чис-
ленным методом [14] при известных граничных условиях на границах пластической
области с проверкой неравенства (10). Проекции вектора скорости в цилиндрических
координатах связаны с Vξ и Vη уравнениями

Vr = Vξ cosϕ− Vη sinϕ, Vz = Vξ sinϕ+ Vη cosϕ. (12)

Уравнения (12) определяют вектор скорости на плоскости годографа Vr, Vz в соот-
ветствующих узловых точках сетки линий скольжения на плоскости r, z.
Линии скольжения. На рис. 2 показаны линии скольжения на плоскости r, z

справа от оси симметрии с началом координат в нижней точке O сферической грани-
цы пуансона. При заданном радиусе пуансона r0 = d/2 и матрицы r1 = D/2, которые
удовлетворяют неравенству (1), происходит пластическое течение в стенку стакана
толщиной h = r1 − r0 при скольжении материала вдоль границ контакта с пуан-
соном AG и матрицей BE. В случае контактного трения µ > 0 линии скольжения
пересекают границы контакта под углом γ = (1/2) arccos 2µ, при γ < π/4. В точке F
на оси симметрии r = 0, τrz = 0 из четвертой формулы (11) следуют углы накло-
на линий скольжения ±π/4. Условия γ < π/4 на контактных границах скольжения
и ϕ = −π/4 на оси симметрии для ξ линии скольжения определяют границы EF с
жесткой зоной заготовки и FG с центральной жесткой зоной на пуансоне. При от-
сутствии трения µ = 0, γ = π/4; граница FG стягивается к центру O, пластическое
скольжение происходит по всей границе контакта с пуансоном OA.

Граница OA сферического пуансона задается радиусом ρ0 с центром на оси сим-
метрии. Координаты этой границы на плоскости r, z вычисляются в параметрической
форме в зависимости от угла наклона касательной α к оси r:

r = ρ0 sinα, z = ρ0(1− cosα), 0 ≤ α ≤ αA, αA = arcsin
r0
ρ0
. (13)
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Рис. 2. Линии скольжения в пластической области

Граница OA конического пуансона определяется прямой, проходящей через центр O
с заданным углом наклона α:

z = r tgα, 0 ≤ r ≤ r0, α ≥ π

4
− γ. (14)

При выполнении неравенства (14) для угла α скольжение происходит по всей грани-
це OA конического пуансона без образования центральной жесткой зоны. При низких
значениях коэффициента трения µ неравенство (14) выполняется при малых углах αA,
применяемых, например, при холодном выдавливании стальных стаканов [2].

Задача является статически определимой при известной свободной границе AB
пластического течения в стенку стакана. На начальной стадии вдавливания жесткой
сферы и конуса в заготовку образуется криволинейная граница вследствие наплыва
материала над границей заготовки [14, 15, 16]. В настоящей модели свободная грани-
ца AB принимается дугой окружности с радиусом ρ1 и центром на границе r1 (рис. 2)
при смещении a точки B относительно точки A по оси z. Величина a определяет-
ся условием положительности диссипативной функции (10) при вычислениях линий
скольжения и поля скоростей. Радиус ρ1 и угол βA наклона касательной к границе AB
в точке A определяются толщиной стенки h и смещением a по формулам

ρ1 =
1

2

h2 + a2

a
, βA = − arcsin

2ha

h2 + a2
. (15)

Координаты границы AB на плоскости r, z вычисляются в параметрической форме
в зависимости от угла наклона касательной β к оси r:

r = r1 + ρ1 sinβ, z = zA − a+ ρ1(1− cosβ), βA ≤ β ≤ 0, (16)

где координата zA точки A вычисляется по формулам (13) или (14). Вдоль грани-
цы AB напряжения в (4) равны σ1 = σ2 = 0, σ3 = −1; линии скольжения образуют
углы ±π/4 с нормалью, совпадающей с направлением σ1. Граничные условия для
системы уравнений (5)–(7) на AB определяются уравнениями (16) границы AB и
значениями σ и ϕ:

σ = −1

2
, ϕ =

π

4
+ β. (17)
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Сингулярная точка A пересечения контактной границы пуансона OA и свободной
границы AB является вырожденной ξ линией скольжения с координатами, определя-
емыми уравнениями (13) при α = αA, rA = r0, zA = ρ0(1 − cosαA) для сферического
пуансона, или (14) при rA = r0, zA = r0 tgαA для конического пуансона. Эта точка
является центром сходящихся η линий скольжения с углом веера

ψA =
3π

4
+ βA − αA − γ, γ =

1

2
arccos 2µ. (18)

Угол ϕ в точке A, удовлетворяющий граничному условию (17) на AB, определяется
условием ортогональности ξ и η линий скольжения в пределах изменения угла вее-
ра ψA:

ϕ =
π

4
+ βA − ζ, 0 ≤ ζ ≤ ψA. (19)

Значения σ в этой точке с граничным условием −1/2 на AB определяются интегри-
рованием уравнения (6), правая часть которого равна нулю:

σ = −
(

1

2
+ ζ

)
, 0 ≤ ζ ≤ ψA. (20)

Значения σ и ϕ в точке A на границе контакта с пуансоном определяются из уравнений
(18)–(20) при ζ = ψA:

σA = −
(

1

2
+ ψA

)
, ϕA = αA + γ − π

2
. (21)

При µ > 0 точка B является второй сингулярной точкой с вырожденной η линией
скольжения, в которой образуется веер ξ линий скольжения с углом

ψB =
π

4
− γ (22)

и угол ϕ изменяется от π/4 на границе AB до π/2 − γ на границе матрицы по урав-
нению

ϕ =
π

4
+ ζ, 0 ≤ ζ ≤ ψB. (23)

Значения σ в точке B с граничным условием −1/2 на AB определяются интегриро-
ванием уравнения (7), правая часть которого равна нулю:

σ = −
(

1

2
+ ζ

)
, 0 ≤ ζ ≤ ψB. (24)

В точке B на границе матрицы значения σ и ϕ равны

σB = −
(

1

2
+ ψB

)
, ϕB =

π

2
− γ. (25)

Линии скольжения вычисляются программой на Фортране по следующему алгорит-
му. По уравнениям (15), (16) вычисляется граница AB и по граничным условиям (17)
решается задача Коши в области, ограниченной линиями скольжения η и ξ, проходя-
щими через точки A и B, с использованием численных процедур расчета r, z, σ, ϕ в
регулярных узлах сетки линий скольжения [14]. Вычисляется веер ξ линий скольже-
ния по значениям σ, ϕ в сингулярной точке B и известным значениям r, z, σ, ϕ на ξ
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линии скольжения, проходящей через точку B на границе AB. Затем решается зада-
ча смешанного типа на границе BC по данным на ξ линии скольжения, проходящей
через точку B на границе контакта с матрицей, и граничным условиям на BC

ϕ =
π

2
− γ, r = r1. (26)

Значения z и σ на границе BC вычисляются из конечно-разностных аппроксимаций
уравнений (5), (7) для η линий скольжения и граничных условий (26):

z = zη + ctg ϕ̃∆r, ϕ̃ =
1

2
(ϕη + ϕ), ∆r = rη − r1, (27)

σ = ση + ϕη − ϕ+
1

2

∆z −∆r

r̃
, ∆z = zη − z, r̃ =

1

2
(rη + r1), (28)

где переменные с нижним индексом η известны в узловой точке пересечения ξ и η
линий скольжения, ближайших к границе BC.

В областиACD решается задача Гурса по известным значениям r, z, σ, ϕ на η линии
скольжения AC и значениям ϕ и σ в сингулярной точке A с углом веера λ < ψA, и за-
дача смешанного типа по данным на ξ линии скольжения, проходящей через точку C,
и граничным условиям (26) на CD. Затем решается задача Гурса в области ADD1

по известным данным на η линии скольжения AC и значениям ϕ и σ в сингулярной
точке A с углом веера ψA − λ.

В области AD1G решается задача смешанного типа по известным данным на η
линии скольжения AD1 и граничным условиям на границе AG, которые в случае
сферического пуансона определяются уравнениями границы (13) и переменным уг-
лом ϕ:

ϕ = α+ γ − π

2
, 0 < α < αA, (29)

и в случае конического пуансона — уравнением (14) и постоянным углом ϕ:

ϕ = αA + γ − π

2
. (30)

При решении задачи смешанного типа используются конечно-разностные аппрок-
симации уравнений (5), (6) для ξ линии скольжения, проходящей через ближайший
к границе AG узел на η линии скольжения и уравнения (13), (29) или (14), (30) в
зависимости от формы контактной границы AG.

В случае сферической границы AG конечно-разностные уравнения для ξ линии
скольжения и уравнения (13), (29) приводятся к трансцендентному уравнению для
угла наклона касательной α в точке пересечения ξ линии скольжения с границей AG:

cosα+

(
sinα−

rξ
ρ̃

)
tg ϕ̃ξ +

zξ
ρ̃
− 1 = 0, ϕ̃ξ =

1

2

(
α+ γ + ϕξ −

π

2

)
, ρ̃ =

ρ0
r0
, (31)

где rξ, zξ, ϕξ — известные значения r, z, ϕ в узловой точке пересечения ξ и η ли-
ний скольжения около границы AG. Уравнение (31) решается итерационным мето-
дом Ньютона с точностью 10−3 с использованием в качестве начального приближе-
ния предыдущее значение угла α на границе AG, начиная с αA в точке A. Затем по
уравнениям (13) и (29) вычисляются координаты r, z и ϕ на границе AG, зависящие
от угла α. Значение σ в этой точке находится из конечно-разностного уравнения для
соотношения (6) вдоль ξ линии скольжения:

σ = σξ + ϕ− ϕξ +
1

2

∆r + ∆z

r̃
, ∆r = rξ − r, ∆z = zξ − z, r̃ =

r + rξ
2

, (32)
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где rξ, zξ, σξ — известные значения r, z, σ в узловой точке пересечения ξ и η линий
скольжения около границы AG.

В случае конической границы AG с углом наклона αA координаты точки пересече-
ния границы AG с ξ линией скольжения, проходящей через узловую точку на η линии
скольжения около границы AG, определяются формулами

r =
zξ − rξ tg ϕ̃ξ
tgαA − tg ϕ̃ξ

, z = r tgαA, ϕ̃ξ =
αA + γ + ϕξ

2
− π

4
. (33)

Значения ϕ и σ в этой точке вычисляются по уравнениям (30), (32).
Приведенная выше последовательность вычислений линий скольжения в области

ACDD1G от линии скольжения AC, зависящей от граничных условий (15)–(17) на
свободной границе AB, определяет точку G на границе AG и линию скольжения
DD1G в зависимости от угла веера линий скольжения λ, который является неизвест-
ным параметром задачи.

В случае гладкой сферической границы пуансона при µ = 0, γ = π/4, и в слу-
чае конической границы с углом α, удовлетворяющим неравенству (14), центральная
жесткая зона на пуансоне не образуется. Точка G совпадает с центром O и параметр λ
удовлетворяет неявному уравнению для радиуса точки G, определяемому алгоритмом
вычисления линий скольжения:

rG(λ) = 0. (34)

Параметр λ определяется варьированием значений в исходных данных программы
при выводе на экран монитора сетки линий скольжения и радиуса rG, удовлетворяю-
щего уравнению (34) с точностью rG/r0 ≤ 0, 02.

При µ > 0, γ < π/4 на сферической границе пуансона образуется центральная
жесткая зона, ограниченная линией скольжения FG с точкой F на оси симметрии,
которая зависит от углов веера λ и ψ в точке A:

rF (λ, ψ) = 0, ϕF (λ, ψ) = −π
4
, λ < ψ < ψA. (35)

Линия скольжения FG определяется последовательностью решения краевых задач:
1) задачи Гурса по данным на η линии скольжения AD и на вырожденной ξ линии

скольжения в точке A с углом веера ψ − λ;
2) задачи смешанного типа с условиями (26) на границе DE;
3) задачи Гурса по данным на η линии скольжения, проходящей через точку E, и

на ξ линии скольжения DG, зависящей от угла λ.
В этом случае в исходных данных программы задается начальное приближение

угла λ, определяющее линию скольжения DG. Затем вычисляются угол ψ и линии
скольжения в области DEFG по условию |ϕF + π/4| ≤ 0, 02 и изменяется значение λ
для выполнения первого равенства (35) с точностью rF /r0 ≤ 0, 02.

При условии положительности диссипативной функции (10), проверяемой при вы-
числениях поля скоростей, вычисляются контактные давления на границах скольже-
ния AG и BE пуансона и матрицы:

p =
1

2
sin 2γ − σ, γ =

1

2
arccos 2µ, (36)

и численным интегрированием нормальных и касательных напряжений на жестко-
пластических границах FE или GD (при µ = 0) определяются давление q и сила Q,
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действующая на пуансон:

q =
8I

d2
, Q = 2πI, I = −

E∫
F

r(σ dr + 0, 5 dz) или I = −
D∫
G

r(σ dr + 0, 5 dz). (37)

Поле скоростей. После вычисления линий скольжения (рис. 2) определяются гра-
ничные условия для скоростей на жесткопластических границах EF и FG и на грани-
цах контакта AG и BE с инструментом, которые позволяют вычислить скорости Vξ,
Vη численным интегрированием уравнений (7), (8). Затем по формулам (12) вычис-
ляются скорости Vr, Vz на плоскости годографа скоростей, соответствующие узловым
точкам сетки линий скольжения на плоскости r, z. Скорость вдавливания пуансона
при вычислениях поля скоростей принимается за единицу.

На жесткопластических границах EF и FG, пересекающих ось симметрии, скоро-
сти непрерывны [14, 19, 20]. Центральная жесткая область перемещается со скоростью
пуансона Vr = 0, Vz = −1. Жесткая область ниже границы EF неподвижна. Из урав-
нений (12) находим

Vξ = − sinϕ, Vη = − cosϕ на FG, (38)

Vξ = 0, Vη = 0 на EF. (39)

В случае гладкой сферической границы пуансона точки F и G совпадают с центром O
с граничным условием (39) на жесткопластической границе EF . Точка O при µ = 0 и
точка F при µ > 0 являются сингулярными точками поля скоростей, так как в этих
точках граничные условия меняются скачком при переходе от скорости пуансона к
неподвижной жесткой области заготовки. Сингулярные поля скоростей в зависимости
от полярного угла с центром в этих точках при ϕ→ −π/4 приведены в [18, 19, 20].

На границах контакта пластической области с пуансоном и матрицей непрерыв-
ность скорости по нормали к границам приводит к граничным условиям

Vξ = Vη tg γ +
cosα

cos γ
на AG, (40)

Vξ = Vη tg γ на BE. (41)

Сетка линий скольжения, вычисляемая по граничным условиям для напряжений
на свободной границе AB и на контактных границах AG и BE, при угловом шаге ∆ϕ
порядка 10−2 в сингулярных точках A и B содержит несколько тысяч узловых то-
чек. Поэтому представление поля напряжений в пластической области в виде таблиц
числовых значений r, z, σ, ϕ и напряжений (11) в цилиндрических координатах ни в
статьях научных журналов, ни в монографиях для специалистов практически невоз-
можно. Однако эта информация, представляющая интерес для инженеров-механиков
и технологов, может быть получена в виде электронных файлов, выводимых опера-
тором ФОРТРАН’а в процессе вычислений линий скольжения.

В алгоритме расчета линий скольжения используется возобновление данных на те-
кущих линиях скольжения в процессе решения приведенных выше краевых задач для
дифференциальных уравнений (5)–(7), необходимых для последующего расчета поля
скоростей по уравнениям (8), (9). Поэтому при вычислении скоростей выполняется
обратный расчет линий скольжения с использованием известных значений r, z, σ, ϕ
на жесткопластических границах FG и EF при µ > 0 или на границе OE при µ = 0.
В точках сферической границы AG или AO также сохраняются значения r, z, σ, ϕ,
полученные с использованием угла α при приближенном решении уравнения (31).
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В этом случае сохраняется полная идентичность линий скольжения, полученных по
граничным условиям для напряжений, с линиями скольжения при обратном вычис-
лении от жесткопластических границ с расчетами скоростей по уравнениям (8), (9) с
граничными условиями для скоростей (38)–(39). При вычислениях скоростей Vξ, Vη в
регулярных точках линий скольжения процедура расчета переменных r, z, σ, ϕ до-
полняется решением линейных конечно-разностных уравнений, аппроксимирующих
дифференциальные уравнения (8), (9) при известных значениях r, z, ϕ [14].

Для сферического пуансона при µ > 0 вычисление поля скоростей начинается реше-
нием задачи Гурса по известным значениям r, z, σ, ϕ и граничным условиям (38), (39)
для скоростей Vξ, Vη, с последующим решением задачи смешанного типа по данным
на η линии скольжения, проходящей через точку E, и граничным условиям (26) и (41)
на BE. Значения r, z, σ, ϕ, Vξ, Vη в точках пересечения ξ линий скольжения с гра-
ницей BE определяются из конечно-разностных аппроксимаций дифференциальных
уравнений (5), (6), (8) и граничных условий (26), (41) по формулам

r = r1, z = zξ + tg ϕ̃∆r, ϕ̃ =
ϕξ + ϕ

2
, ϕ =

π

2
− γ, ∆r = r1 − rξ, (42)

σ = σξ + ϕ− ϕξ +
1

2

∆z + ∆r

r̃
, ∆z = z − zξ, r̃ =

rξ + r1
2

, (43)

Vξ = Vξξ
1 + c1 − c2
1− c1 + c2

, Vη = Vξ ctgϕ, c1 =
ϕ− ϕξ

2
, c2 =

1

2

∆r −∆z

r̃
, (44)

где нижним индексом ξ обозначены известные значения переменных в точке η линии
скольжения, ближайшей к границе BE.

Дальнейшие вычисления линий скольжения и поля скоростей выполняются по из-
вестным данным на ξ линии скольжения GD (сферический пуансон, µ > 0) или на ξ
линии скольжения OD (сферический пуансон, µ = 0; конический пуансон, µ ≥ 0)
с граничными условиями (39), где точка F совпадает с O, и с граничными услови-
ями (40), (41) на AG и BE. Расчеты выполняются от границы AG к границе BE
с возобновлением данных на ξ линиях скольжения от GD или OD к сингулярной
точке A на выходе из пластической области.

При решении смешанной задачи в точках на границе AG используются данные α, r,
z, σ, ϕ, сохранившиеся при вычислениях линий скольжения от свободной границы AB,
а скорости Vξ, Vη на границе AG определяются из конечно-разностного уравнения,
аппроксимирующего дифференциальное уравнение (9), и граничного условия (40) по
формулам

Vξ =
c1
c2
, Vη = Vξ tg γ + c3, (45)

c1 = Vηη

(
1− 1

2

∆r

r̃

)
− 1

2

ϕ− ϕη + ∆z/r̃

Vξη + c3
, c2 = 1 +

1

2

(
tg γ

(
ϕ− ϕη +

∆z

r̃

)
+

∆r

r̃

)
,

c3 =
cosα

cos γ
, ∆r = r − rη, ∆z = z − zη, r̃ = rη + r,

где нижним индексом η обозначены известные значения переменных в точке ξ линии
скольжения, ближайшей к границе AG.

Полученные значения r, z, σ, ϕ, Vξ, Vη в точке на границе AG и известные данные
в точках текущей ξ линии скольжения, начиная от GD или OD, используются при
циклическом вычислении регулярных узлов с возобновлением ξ линии скольжения
до границы BE, на которой вычисляются значения r, z, σ, ϕ, Vξ, Vη по формулам
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(42)–(44). Процесс вычислений ξ линий скольжения по уравнениям (45) и (42)–(44) на
границах AG и BE продолжается до линии скольжения, проходящей через точку B
границы BE. Затем выполняются вычисления по уравнениям (45) на границе AG
с возобновлением числа m = int(ψB/∆ϕ) ξ линий скольжения, проходящих через
сингулярную точку B до свободной границы AB. Последующие вычисления ξ линий
скольжения продолжаются от границы AG до свободной границы AB с определением
скоростей в N заданных точках этой границы до сингулярной точки A.

При вычислениях линий скольжения и скоростей выполняется численная проверка
неравенства (10) диссипативной функции. При нарушении этого неравенства в исход-
ных данных программы увеличивается смещение a точки B свободной границы AB
относительно точки A в уравнениях (15), (16). Кривизна свободной границы увеличи-
вается и области с отрицательными значениями диссипативной функции, порождае-
мые этой границей, уменьшаются. При выполнении неравенства (10) при смещении a
вычисленные линии скольжения и скорости пластического течения принимаются за
решение задачи пластического течения, удовлетворяющего полной системе диффе-
ренциальных уравнений (5)–(9) и приведенным статическим и кинематическим гра-
ничным условиям. При малой толщине стенки стакана h область, ограниченная гра-
ницей AB, уменьшается при малых значениях скорости окружной деформации Vr/r,
приближаясь к плоскому течению с прямолинейной границей AB при a→ 0.
Численные результаты. В приводимых расчетах величины, имеющие размер-

ность длины, отнесены к радиусу пуансона r0; величины, имеющие размерность на-
пряжения, отнесены к напряжению текучести σY материала заготовки. Методика
оценки σY с учетом влияния скорости деформации и накопленной пластической де-
формации приведена в [14, 17].

Пластическое течение при выдавливании стакана при заданной форме контактной
границы пуансона определяется двумя параметрами — относительным изменением
начальной площади сечения заготовки e и коэффициентом контактного трения µ.
Радиус матрицы r1 и толщина стенки стакана h при r0 = 1 определяются параметром e
из формул (1):

r1 =
1√
e
, h =

1√
e
− 1.

Ниже приведены расчеты для сферической формы пуансона с радиусом сферы
r0 = 4 и углом наклона касательной αA = 0, 2527 в точке A, и для конической формы
с углом наклона образующей α = 0, 2618 к оси r. В табл. 1 приведены расчетные зна-
чения параметров пластического течения при выдавливании стакана сферическим (1)
и коническим (2) пуансонами для e = 0, 7 и µ = 0, 15.

Таблица 1. Выдавливание стакана. e = 0, 7, µ = 0, 15

Форма пуансона r1 h a q λ ψ ψA ψB
1 1,195 0,195 0,018 3,073 0,230 0,265 1,287 0,152
2 1,195 0,195 0,018 3,037 0,270 – 1,277 0,152

Линии скольжения с распределениями давления на границах контакта с инструмен-
том и годографы скоростей при выдавливании стакана с параметрами, приведенными
в табл. 1, показаны на рис. 3 для сферического и на рис. 4 для конического пуансона.
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а)

б)

Рис. 3. Линии скольжения и контактные давления (a), годограф скоростей (б) при выдавли-
вании сферическим пуансоном. ρ0 = 4, e = 0, 7, µ = 0, 15

При e = 0, 7 и толщине стенки стакана h = 0, 195 пластическое течение при положи-
тельной диссипативной функции получено при смещении a = 0, 018 и малой кривизне
свободной границы AB. Координаты линий скольжения на плоскости r, z и на плоско-
сти годографа скоростей Vr, Vz выводятся пикселями на экран монитора графической
программой ФОРТРАН’а.

Контактное трение при вдавливании сферического пуансона приводит к образова-
нию малой центральной жесткой области на плоскости r, z на рис. 3a. Сетка линий
скольжения с числом узловN = 7 на свободной границе AB с углами веера ψA = 1, 287
и ψB = 0, 152 в сингулярных точках A и B вычислена с угловым шагом ∆ϕ = 0, 0173.
Угловые параметры λ = 0, 230 и ψ = 0, 265 удовлетворяют уравнениям (35) с точно-
стью 0, 021. Линии скольжения с малой кривизной, определяемые решением задачи
Коши от свободной границы AB, отображаются на контактных границах с сингу-
лярными точками A и B треугольными зонами с малой кривизной границ, которые
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а)

б)

Рис. 4. Линии скольжения и контактные давления (a), годограф скоростей (б) при выдавли-
вании коническим пуансоном. α = 0, 2618, e = 0, 7, µ = 0, 15

распространяются от контактных границ широкими полосами в сетке линий сколь-
жения.

На рис. 3б показано отображение сетки линий скольжения на плоскость годографа
скоростей. Разрывное изменение граничных условий (38), (39) в точке F приводит к
скачкообразному изменению скоростей на линиях скольжения, ближайших к жестко-
пластическим границам FG и FE, которое распространяется до границы матрицы и
затем вдоль η линий скольжения, проходящих через точки E и D центрированного
поля линий скольжения с сингулярной точкой A. Отображения линий скольжения
в окрестности точки F приближаются к сингулярному полю скоростей при r → 0 и
ϕ→ −π/4 [20], которое показано на рис. 3б сплошной линией. Широкие полосы линий
скольжения с малой кривизной, распространяющиеся от свободной границы AB и от
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контактных границ с инструментом на рис. 3a, отображаются на годографе узкими
криволинейными полосами с малым изменением скоростей по ширине полосы.

Линии скольжения и годограф скоростей при вдавливании коническим пуансоном,
показанные на рис. 4, вычислены для параметра λ = 0, 270, при котором уравне-
ние (34) выполняется с точностью 0, 0143 и диссипативная функция пластического
течения положительна. В этом случае имеется одна жесткопластическая граница DG
и скачкообразное изменение скоростей в окрестности этой границы вследствие раз-
рывного изменения граничных условий (39) и (40) в точке G, которое распространя-
ется до границы матрицы и вдоль η линии скольжения, проходящей через точку D
и сингулярную точку A. Распределения контактного давления на инструмент, линии
скольжения (рис. 4a) и годограф скоростей (рис. 4б ) близки к выдавливанию сфери-
ческим пуансоном на рис. 3 вследствие близости значений углов α и αA.

Распределение давления p и касательного напряжения τc на контактной границе AG
можно использовать для расчета напряжений и прочности пуансона при циклических
нагрузках. Распределение давления и касательного напряжения на границе матри-
цы BE с пластическим скольжением и контактные напряжения на границах матрицы
и выталкивателя с жесткой зоной заготовки ниже жесткопластической границы FE
можно использовать для расчета циклической прочности матрицы и выталкивателя
(рис. 1). В этой зоне пластические деформации малы и возможно использование мето-
да конечных элементов для упругопластической модели заготовки [17] при известных
нормальных −σ и касательных τ = 1/2 напряжениях на границе FE. В табл. 2 при-
ведены данные для нечетных узлов жесткопластической границы FE из 93 узлов,
показанных на рис. 3a с нумерацией от F к E. Числовые значения r, z, σ, ϕ, Vξ, Vη
в узловых точках ξ линий скольжения от жесткопластической границы FE до сингу-
лярной точки A могут быть выведены в виде таблиц в программе вычисления поля
скоростей.

В табл. 3 и 4 приведены расчетные значения среднего давления q для сферического
и конического пуансонов в зависимости от параметров e и µ. Увеличение параметра e
приводит к уменьшению толщины стенки стакана и увеличению давления на пуан-
сон. Увеличение коэффициента трения µ приводит к дополнительному увеличению
давления. Давление на конический пуансон с углом наклона образующей α = 0, 2618
незначительно снижается по сравнению с давлением на сферический пуансон с ради-
усом сферы ρ0 = 4 и углом наклона касательной αA = 0, 2527 в точке A при малой
кривизне контактной границы. Размерное значение силы, действующей на пуансон,
определяется формулой Q = πd2σY q/4.
Заключение. Приведено численное решение задачи осесимметричного пластиче-

ского течения при выдавливании тонкостенного цилиндрического стакана сфериче-
ским и коническим пуансонами. Рассматривается модель идеально пластического те-
ла при условии полной пластичности на ребре призмы Треска с учетом контактного
трения по Прандтлю.

Свободная граница пластической области при течении материала в стенку стакана
при переходе к стационарной стадии процесса принимается криволинейной с малой
кривизной, стремящейся к нулю при уменьшении толщины стенки стакана, при кото-
рой диссипативная функция пластического течения в пластической области положи-
тельна.

Условие равновесия при переходе к поступательному движению стенки стакана на
стационарной стадии выполняется точно, а кинематическое условие выполняется в
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Таблица 2. Жесткопластическая граница FE, рис. 3a

r −z −σ ϕ r −z −σ ϕ
0,022 0,063 3,835 –0,688 0,939 0,320 2,042 0,227
0,075 0,105 3,639 –0,623 0,955 0,316 2,000 0,259
0,126 0,139 3,496 –0,563 0,969 0,312 1,958 0,291
0,175 0,168 3,376 –0,509 0,984 0,307 1,917 0,322
0,222 0,193 3,269 –0,459 0,998 0,302 1,876 0,354
0,268 0,214 3,171 –0,412 1,012 0,297 1,835 0,385
0,313 0,233 3,081 –0,367 1,025 0,291 1,795 0,416
0,347 0,245 3,032 –0,351 1,038 0,285 1,754 0,447
0,374 0,255 3,013 –0,355 1,051 0,279 1,714 0,478
0,404 0,266 2,988 –0,354 1,063 0,272 1,674 0,509
0,441 0,280 2,933 –0,328 1,075 0,265 1,635 0,540
0,483 0,293 2,852 –0,277 1,087 0,258 1,595 0,571
0,524 0,303 2,774 –0,230 1,098 0,251 1,556 0,601
0,563 0,312 2,699 –0,184 1,109 0,243 1,517 0,632
0,635 0,322 2,586 –0,122 1,119 0,235 1,478 0,663
0,722 0,330 2,468 –0,062 1,129 0,227 1,440 0,694
0,800 0,333 2,361 –0,004 1,138 0,219 1,401 0,724
0,840 0,332 2,299 0,033 1,148 0,211 1,363 0,755
0,858 0,332 2,255 0,066 1,157 0,202 1,325 0,785
0,875 0,330 2,212 0,099 1,165 0,193 1,287 0,816
0,891 0,328 2,169 0,131 1,173 0,184 1,249 0,846
0,908 0,326 2,126 0,163 1,181 0,175 1,211 0,877
0,924 0,323 2,084 0,195 1,188 0,166 1,174 0,907

1,195 0,157 1,137 0,938

Таблица 3. Давление q на сферический пуансон, ρ0 = 4

e h
µ

0,0 0,05 0,10 0,15 0,20
0,70 0,19 2,645 2,797 2,942 3,073 3,193
0,75 0,15 2,705 2,870 3,024 3,163 3,293
0,80 0,12 2,810 2,984 3,148 3,301 3,440
0,85 0,08 2,971 3,160 3,335 3,498 3,653
0,90 0,05 3,266 3,480 3,681 3,869 4,047

интегральной форме вследствие пластической несжимаемости материала. При ма-
лой толщине стенки стакана пластическое течение в окрестности свободной границы
приближается к плоскому течению, и кинематическое условие перехода к поступа-
тельному движению стенки стакана приближается к точному.
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Таблица 4. Давление q на конический пуансон, α = 0, 2618

e h
µ

0,0 0,05 0,10 0,15 0,20
0,70 0,19 2,593 2,753 2,899 3,073 3,164
0,75 0,15 2,661 2,832 2,992 3,141 3,277
0,80 0,12 2,766 2,948 3,119 3,274 3,426
0,85 0,08 2,937 3,133 3,323 3,479 3,641
0,90 0,05 3,226 3,447 3,656 3,858 4,042

Численное решение задачи с контролем условия положительности диссипативной
функции пластического течения автоматизировано на ФОРТРАН’е. Приведены при-
меры расчета линий скольжения и годографа скоростей пластического течения с рас-
пределениями давления на контактных границах с инструментом и на жесткопласти-
ческой границе с заготовкой, которые могут быть использованы для расчетов проч-
ности инструмента при циклических нагрузках.

Приведены зависимости среднего давления на сферический и конический пуансоны
от средней деформации заготовки, толщины стенки стакана и контактного трения.
Полная информация о напряженном состоянии и скоростях пластического течения
вдоль линий скольжения может быть выведена файлом с таблицами числовых значе-
ний ФОРТРАН-программой.
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ON THE PLASTIC EXTRUSION OF A THIN-WALLED CAN
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Abstract. Ideal plastic flow analysis of a thin-walled cylindrical can extrusion by the rigid punch
is given for Tresca full plasticity yield criterion. The slip lines, contact pressure and velocity
hodographs of plastic flow are calculated for the sphere and cone punches, with Prandtl’s contact
friction consideration and positive plastic dissipation function control. Contact pressures and the
punch mean pressure relations versus the punch contact boundary, friction and the can wall
thickness are calculated.
Keywords: thin-walled can, extrusion, spherical punch, cone punch, ideal plasticity, Tresca full
plasticity, contact friction, slip lines, contact stresses, velocity hodographs, dissipative function.
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ДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВА СО
СФЕРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ
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Аннотация. На основе модели упрочняющегося упруговязкопластического тела исследова-
но напряженно-деформированное состояние сферической полости под действием нагрузок,
постоянной внешней, и зависящей от времени внутренней. Получены точные аналитические
решения для полей напряжений и перемещений в упругой области и пластической области,
когда вязкость возрастает пропорционально времени процесса деформирования.
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Известно [1], что подземные полости сферической формы являются ответственной
конструкцией, используемой для хранения нефти, газа и т.д. Поэтому расчет их пове-
дения при воздействии динамических нагрузок имеет большое значение при их про-
ектировании и прогнозировании чрезвычайных ситуаций. Имеющиеся в литературе
решения [2] аналогичной задачи получены в рядах.

В настоящей работе в квазистатической постановке рассматривается деформиро-
вание сферической полости радиуса a в невесомом полупространстве. По контуру
полости равномерно распределена нагрузка P , например, давление газа на породный
контур при взрыве, а на бесконечности действует нагрузка q, выражения для которых
имеют вид

P = P0e
ât, q = q0 = gh, t∗ ≤ t < t0,

где g — средний объемный вес вышележащих пород; h — глубина заложения полости,
â — известная константа. Напряженно-деформированное состояние массива в осесим-
метричном случае (εθ = εϕ) определяется уравнением равновесия

dσr
dr

+ 2
σr − σθ

r
= 0, (1)
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законом Гука и соотношениями Коши для упругой области. Решая эту систему урав-
нений, находим

u =
c1
r2
, σer = −4µ

c1
r3

+ c2, σeθ = 2µ
c1
r3

+ c2. (2)

Из условия отсутствия объемного расширения в пластической зоне получаем

εr + 2εθ =
du

dr
+ 2

u

r
= 0,

откуда

εθ = −εr
2
, u =

B1

r2
.

Из ассоциированного закона пластического течения [3]

epij = ψ(Sij − cεpij − ηe
p
ij) (3)

имеем

epr = ψ(Sr − cεpr − ηepr), epθ = ψ(Sθ − cεpθ − ηe
p
θ), epϕ = ψ(Sϕ − cεpϕ − ηepϕ). (4)

Так как εpθ = εpϕ, то из этих равенств следует, что Sθ = Sϕ, Sθ = −Sr/2. Функция
нагружения [3]

(Sij − cεpij − ηe
p
ij)(Sij − cε

p
ij − ηe

p
ij) = K2 (5)

принимает вид

(Sr − cεpr − ηepr)2 = K̃2, K̃2 =
2

3
K2. (6)

Далее согласно [4] полагаем, что вязкость горных пород возрастает пропорциональ-
но времени процесса деформирования, т.е.

η = η0t. (7)

Значение модуля η0 для различных горных пород приведены в [4]. Учитывая (7), а
также

εer = εr − εpr , εr =
du

dr
, εθ =

u

r
, Sr = 2µ(εr − εpr),

из соотношения (6) выводим

dεpr
dt

+
α0

t
εpr = −

(
K̃ +

4µB1

r3

)
1

η0t
, α0 =

2µ+ c

η0
. (8)

Решение этого уравнения имеет вид

εpr = − 1

2µ+ c

[(
K̃ +

4µB1

r3

)
+B2t

−α0

]
. (9)

Из условия εpr = 0 при t = t∗ определяем постоянную интегрирования B2:

B2 =
1

2µ+ c

(
K̃ +

4µB1

r3

)
tα0
∗ . (10)

Вычисляя

σr − σθ = Sr − Sθ =
3µ

2µ+ c

(
K̃ − 2cB1

r3
+B2t

−α0

)
,

из уравнения (1) находим

σpr = −2µ0

[
3K̃ ln r(1 + tα0

∗ t
−α0) +

2B1

r3
(c− 2µtα0

∗ t
−α0)

]
+B3,
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σpθ = 3µ0

[
K̃ − 2cB1

r3
+

(
K̃ +

4µB1

r3

)
tα0
∗ t
−α0

]
+ σpr , µ0 =

µ

α0η0
.

Для определения констант интегрирования C1, C2, B1, B3 и радиуса поверхности
раздела областей упругого и пластического деформирования γ имеем граничное усло-
вие σpr = −P0e

ât при r = a, условие на “бесконечности” σer = σeθ = q = −gh при r →∞
и условия сопряжения при r = γ: σer = σpr , ue = up. В предположении, что в момент
начала пластического течения t = t∗ зарождение пластической области начинается
от внутренней границы сферической полости, начальные условия задаются в форме
γ = a при t = t∗. Откуда находим

C1 = B1 =
3µ0K̃(1 + T ) ln(γ/a) + P0e

ât − q
2µ0[2µa3(1 + T ) + γ3(c− 2µT )]

a3γ3, C2 = q = −gh,

B3 = −P0e
ât + 2µ0

[
3K̃(1 + T ) ln a+

2B1

a3
(c− 2µT )

]
, T = tα0

∗ t
−α0

и уравнение для определения радиуса упругопластической границы γ в массиве гор-
ных пород

3µ0K̃(1 + T ) ln(γ/a) + P0e
ât − q

2[2µ0a3(1 + T ) + γ3(c− 2µT )]
[2µa3(1 + T )− 2γ3(c− 2µT )] +

+ 3µ0K̃(1 + T )

(
1

2
+ ln

γ

a

)
+ P0e

ât − q = 0. (11)

Из уравнения (11) следует, что пластическое состояние возникает на поверхности
выработки γ = a при t = t∗ (P = P0e

ât = P∗) при q = P∗ + K̃, что совпадает с резуль-
татами работы [1], полученными при решении аналогичной задачи при статическом
деформировании.
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DYNAMIC DEFORMATION OF A HALF-SPACE
WITH A SPHERICAL CAVITY

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. The stress-strain state of a spherical cavity under the action of loads, constant external
and time-dependent internal, is investigated on the basis of the model of a hardening elastic-visco-
plastic body. Exact analytical solutions are obtained for stress and displacement fields in the
elastic region and the plastic region, when the viscosity increases proportionally to the time of the
deformation process.
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ВЛИЯНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ТЕПЛОВОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ НА
МАТЕРИАЛ СТАЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ МАРКИ СТ3 С

ОБРАЗОВАНИЕМ ПРОЖИГА

Институт машиноведения и металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия

Аннотация. В работе описываются исследования теплового воздействия пламени газовой
горелки на стальную пластину. В ходе данного воздействия в материале пластины появляет-
ся отверстие – прожиг. Для описания процесса строится одномерная математическая модель,
основанная на модели Прандтля-Рейса. Предел текучести и упругие модули принимаем зави-
симыми от температуры. В качестве критерия пластического течения принимается условие
Ишлинского-Ивлева, в котором введено слагаемое, отвечающее за упрочнение материала.

Ключевые слова: температурные напряжения, точечный нагрев, остаточные напряжения,
упругость, пластичность, упрочнение, условие Ишлинского-Ивлева

DOI: 10.26293/chgpu.2019.42.4.003

УДК: 539.374+ 539.224

1. Введение.
Локализованное высокотемпературное воздействие вызывает в металлической пла-

стине необратимые процессы, приводящие к нарушению сплошности материала и об-
разованию прожига. Этим явлением широко пользуются на производстве для резки
металлов. В зависимости от теплового воздействия и химического состава материал
может упрочняться и разупрочняться [1-4]. Это происходит из-за фазовых перехо-
дов, возникающих при высоких температурах, что приводит к изменению физико-
механические характеристик, а именно: упругие модули и предел текучести. Темпера-
турному деформированию пластины посвящено много работ [5-9]. Всех их объединяет
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оторванность от натурного эксперимента. Ни в одной из них авторы не приводят срав-
нения расчетных данных полученных вычислений с экспериментальными данными.
В работах [10, 11] возможность получения нарушения сплошности в виде прожига.
Для полноты описания прожига, происходящего в стальной пластине, в настоящей
работе построена математическая модель точечного нагрева пластины. Полученные
благодаря математическому моделированию остаточные напряжения, сравниваются
с остаточными напряжениями, образовавшимися в стальной пластине, нагретой аце-
тиленовым пламенем газовой горелки и снятых с ее поверхности при помощи анали-
затора остаточных напряжений RIGAKU MSF-3M.

Ранее нами в статье [12] была решина задача о разупрочнении пластины в резуль-
тате локального нагрева газовой горелкой. Температура нагрева приближалась к тем-
пературе плавления, но не превышала ее. В настоящей работе рассмотрим локальный
нагрев, который приведет к нарушению сплошности пластины, то есть к образованию
прожига.

2. Основы математической модели.
В качестве основы математической модели принимаем модель Прандтля-Рейса, в

которой деформации полагаются малыми и складывающимися из обратимых eeij и
необратимых epij .

dij = eeij + epij = 0.5 (ui,j + uj,i) , (1)

где ui,j– компоненты вектора перемещений, dij– компоненты тензора полной дефор-
мации.

Обратимые деформации связаны с напряжениями σij и температурой T законом
Дюамеля-Неймана

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij (2)

σij – компоненты тензора напряжений, T , T0 – текущая и начальная температура, λ,
µ, K – упругие модули, µ модуль сдвига G, K = λ+ 2

3µ модуль всестороннего сжатия.
Необратимые деформации развиваются, если напряженное состояние достигнет по-

верхности нагружения, об этом гласит ассоциированный закон пластического течения

εpij =
depij
dt = dξ

∂f(σij)
∂σij

; dξ > 0; f (σij) = 0; (3)

f (σkl, c, η, k) = 0 – уравнения поверхности нагружения в пространстве напряжений,
k – предел текучести материала, c – коэффициент упрочнения, η – коэффициент
вязкости при пластическом течении.

В качестве появления пластического течения воспользуемся кусочно-линейным пла-
стическим потенциалом – условием максимальных приведенных напряжений (усло-
вием Ишлинского-Ивлева)

f = max |σi − cepi − ηε
p
i − σ| −

4
3k = 0, σ =

1

3
σjj . (4)

Распределение температуры задается законом температуропроводности

∂T

∂t
= aT,jj − χ (T − T0) (5)
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где a – коэффициент температуропроводности, χ – коэффициент теплоодачи χ =
2β (ςρh)−1 β – теплоотдача от деформируемого и проводящего тепло тела в окружа-
ющую среду, ς – удельная теплоемкость на единицу массы, ρ– плотность материала
пластины, h – толщина пластины.

Принимая во внимание высокую температуру нагрева материала, в отличие от
классического случая теории температурных напряжений, задаваемой зависимостями
(1) и (2), когда в них λ, µ, k постоянные величины, свяжем зависимости последних
от температуры

k (T ) = k0 (τ)2 ; v (T ) = 0.5− (0.5− v0) τ
λ = 2vµ

1−2v ; τ =
Tp−T
Tp−T0

µ = µ0
(
−65.94 · 10−3T 2 + 41.08T + 77.82 · 103

)
· 84000−1

(6)

В (7) k0, v0, µ0 – предел текучести, коэффициенты Пуассона, модуль сдвига при ком-
натной температуре, Tp – температура плавления металла. Завершает систему урав-
нений (1-6) уравнение равновесия

σij,i = 0. (7)

3. Постановка задачи и ее решение В цилиндрической системе координат(
r, ϕ, z

)
расположена пластина, которая нагревается от источника тепла, распо-

ложенного в центре r = 0

T (r, t) = V t, 0 ≤ r ≤ R0, (8)

V - скорость нагрева, R0 – радиус пятна нагрева. Когда температура в центре пласти-
ны станет равной T (0, t∗) = Tp, (Tp – температура плавления) источник отводится. В
радиусе нагрева 0 ≤ r ≤ R0 металл вытекает и образуется отверстие (прожиг), после
чего материал пластины остывает.

Теплоотводом от боковых поверхностей пластины пренебрегаем из-за малой тол-
щины, которую не учитываем. Распределения температуры в материале пластины во
все время исследования определяется из закона теплопроводности в цилиндрической
системе координат

∂T

∂t
= aT, − χ (T − T0.) (9)

Решения температурной задачи (8 – 10) получитаем численно с помощью метода про-
гонки на неявной сетке.

В условиях плоского напряженного состояния (σz = 0) из зависимостей закона
Дюамеля–Неймана имеем

σr =
(
4µ (λ+ µ)ur,r + 2λµr−1ur − 6KµT0θ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµur,r + 4µ (λ+ µ) r−1ur − 6KµT0θ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(10)

Подстановка (10) в уравнение равновесия

σr,r + r−1 (σr − σϕ) = 0 (11)

Приводит к уравнению для вычисления перемещения ur

φur,rr + ςur,r + ωur + β = 0, (12)
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φ = 4µgw−1,
ς = 4

(
µ2λ,r + µ,r

(
λ2 + 2λµ+ 2µ2

))
w−2 + 4µgw−1r−1,

ω = 2
(
2µ2λ,r + λ2µ,r

)
w−2r−1 − 4µgw−1r−2,

β = −θT0
(
8µ2λ,r + 2

(
3λ2 + 4λµ+ 4µ2

)
µ,r
)
w−2 − 6KµT0θ,rw

−1.

g = λ+ µ, w = λ+ 2µ

В качестве граничных условий выбираем условия

ur|r=0 = 0 σr|r=R = 0, (13)

где R – расстояние до края пластины. Эти граничные условия будут справаедливы
до образования прожига, отверстия возникаемого в следствии теплового воздействия,
когда металл вытекает из твердой пластины. После образования прожига граничные
условия (13) изменятся на

σr|r=R0
= 0 σr|r=R = 0. (14)

Решения обыкновенное дифференциальное уравнение (12) совместно с граничными
условиями (13) находим численно используя метод сеток.

Рис. 1. Схема деформирования пластины
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С некоторого момента времени t = t1 в центре нагрева (рис. 1) выполнится усло-
вие пластического течения 2 (σz − ηepz − cepz)−(σr − ηεpr − cepr)−(σϕ − ηεpϕ − cepϕ) = 4k.
Здесь зародится упругопластическая граница r = n1(t). В области 0 ≤ r ≤ n1(t) ма-
териал пластины пластически течет, что приводит к образованию и развитию необ-
ратимых деформаций. Закон Дюамеля – Неймана в этом случае запишется в виде:

σr =
(
4µg (ur,r − epr) + 2µλ

(
r−1ur − epϕ

)
− 6Kµα (T − T0)

)
w−1,

σy =
(
2µλ (ur,r − epr) + 4µg

(
r−1ur − epϕ

)
− 6Kµα (T − T0)

)
w−1.

(15)

Из ассоциированного закона пластического течения (3) находим εpr = εpϕ = −ζ, ,
εpz = 2ζ, epr = epϕ = −ζτ + ẽpr , epz = 2ζτ + ẽpz . Слагаемые ζτ являются приращени-
ем необратимой деформации ẽpr , существовавшей или зародившейся на предыдущем
временном шаге, τ = ∆t шаг по времени. Учитывая вышесказанное и (15) находим

ζ = −
(
3µK

(
ur,r + r−1ur − 2α (T − T0)

)
+ 2wk − 3 (wc+ 2µK) ẽpr

)
p

σr = 2µ
(
g ((2µ− λ+ 6c) τ)ur,r + ((3cλ+ g (λ− 2µ)) τ) r−1ur

)
p+

+ (4g (λ− 2µ) τk − 6 (λwcτ + 3µKη) ẽpr − 6µK (η + cτ)α (T − T0)) p,
σϕ = 2µ

(
((cλ− g (λ− 2µ)) τ + λη)ur,r + g ((λ− 2µ+ 2c) τ + 2η) r−1ur

)
p+

+ (4g (λ− 2µ) τk − (2λwcτ + 6µKη) ẽpr − 6µK (η + cτ)α (T − T0)) p,
p = ((wc+ 2g (λ− 2µ)) τ + wη)−1 .

(16)

Проводя численное решение дифференциального уравнения равновесия (11), на
каждом временном шаге находятся перемещения. В области пластического течения
дифференциальное уравнение равновесия строится на подобии (12).

Область пластического течения распространяется дальше области нагрева R0 < n1.
Когда металл расплавится, образуется свободная граница r = R0. Материал пласти-
ны будет пластически деформироваться в области R0 ≤ r ≤ n1 (t), при этом гра-
ница n1 (t) непрерывно продвигается вглубь пластины. После образования свобод-
ной границы r = R0 на ней начинает выполняться условие пластического течения
−2 (σϕ − ηεpϕ − cepϕ) + (σr − ηεpr − cepr) + (σz − ηεpz − cepz) = 4k. Здесь зарождается но-
вая граница n2 (t), которая будет разделять области пластического течения на две
R0 ≤ r ≤ n2 (t) и n2 (t) ≤ r ≤ n1 (t). В новой области пластического течения закон
Дюамеля – Неймана перепишется в виде

σr =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − epr − pr) + 2λµ

(
r−1ur − epϕ − pϕ

)
− 6Kµθ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ =
(
2λµ (ur,r − epr − pr) + 4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − epϕ − pϕ

)
− 6Kµθ

)
(λ+ 2µ)−1 .

(17)

В (17) pr, pϕ – необратимые деформации, накопленные за предыдущие пласти-
ческое течение. Из ассоциированного закона пластического течения (3) находим
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εpr = εpz = ζ, εpϕ = −2ζ, epr = epϕ = ζτ + ẽpr , epz = −2ζτ + ẽpz . Находим

ζ =
(
(A− 2B)ur,r + (B − 2A) r−1ur +Dα (T − T0) +

+ ((5A−B + 6c) ẽpr − 4k) z
σr =

(
2τ
(
2A2 +B2

)
+ 6A (η + cτ)

)
ur,rz+

+ (B − τ (A+B) (B − 2A) z) r−1ur+
+ (4 (A+B) τk − 6η (A+B) ẽpr − 6D (η + (A+ c) τ)α (T − T0)) z,

σϕ =
(
2τ
(
2A2 +B2

)
+ 6A (η + cτ)

)
zr−1ur+

+ (B − τ (A+B) (B − 2A) z)ur,r+
+ (4 (A+B) τk − 6η (A+B) ẽpr − 6D (η + (A+ c) τ)α (T − T0)) z,

A = 4µgw−1; B = 2µλw−1; D = −6Kµw−1,

z = (6η + (5A−B + 6c) τ)−1

(18)

Рис. 2. Остаточные напряжения в материале пластины. σrr – сплошная линия; σϕϕ – пунк-
тирная линия; σrr (получено экспериментально) – точка.

Решая численно уравнение равновесия (11) с учетом (10), (16), (18) получаем, что
через некоторое время на свободной внутренней границе перестают расти необра-
тимые деформации, и образуется разгружающая упругопластическая граница m(t),
которая впоследствии догонит границу n2(t) и границу n1(t). Произойдет разгрузка.
Следует учитывать, что упругие модули (7) сохраняют свое значения при остывании,
этим моделируются фазовые переходы. Остывание напряжения в материале пласти-
ны находятся численно из решения дифференциального уравнения равновесия (11).
Остаточные напряжения приведены на рис. 2.

4. Физическое моделирование.
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Для проведения натурного эксперимента возьмем стальную пластину, выполненную
из Ст3 с размерами радиуса 200 мм, толщиной 12 мм. Физико-механические харак-
теристики для Ст3 ρ = 7.850

(
103
)
кгм−3, удельная теплоемкость 0,48 кДж/(кгК),

теплопроводность 55,5 Bт/(мК), k0 = 255 МПа, µ0 = 74000 МПа, Tp = 1400◦C,
α = 11, 5 · 10−6, коэффициенты теплоотдачи нагретого металла в окружающую среду
7,6 Вт/(мК).

До начала эксперимента, используя метод рентгена дифрактометрии, произведем
замер остаточных напряжений в материале пластины, убедимся в их малых значе-
ниях. В центре поместим источник тепла (газовая горелка) и произведем нагрев до
расплава металла и образования сквозного отверстия (прожига) в пластине. После
нагрева дождемся полного остывания и произведем снятие остаточных напряжений.
На рисунке 2 показаны распределения остаточных напряжений.

Основные отличия проделанной работы от опубикованной ранее [12] состоит в том,
что нагреваемая пластина доведена до образования в ней отверстия. В обеих работах
для построения матерматической модели использовалось услове Илинского-Ивлева.
В настоящей работе учитывается не только упрочнение материала, но и вязкость пла-
стического течения. Это сделанно для того чтобы приблизить расчеты к результатам
натурного эксперемнта. Учет упрочнения уменьшает увовень необратимых деформа-
ций, а учет вязкости уменьшает расчетную область распростронения пластического
течения, как бы сжимая ее. Двумя этими особенностями материала можно добится
неплохой сходимости результатов чиссленого моделировани и натруного экспермен-
та, тем самым довая возможность инженером создовать проэты металоконструкций
приближенных к реальным.

5. Заключение.
Исследования влияния процессов локального теплового воздействия на материал

стальной пластины марки Ст3 с образованием прожига показало, что в зоне интенсив-
ного теплового воздействия происходит увеличение остаточных напряжений. Вслед-
ствие роста остаточных напряжений в зоне интенсивного теплового воздействия, про-
исходит разупрочнение материала стальной пластины, эти изменения оказывают нега-
тивное влияние на прочностные свойства материала. Использование условия макси-
мальных приведенных напряжений (условия Ишлинского – Ивлева) с введением сла-
гаемого, отвечающего за упрочнение материала и вязкость при пластическом течении,
позволяет рассчитать остаточные напряжения в материале стальной пластины после
теплового воздействия с образованием прожига, что подтверждается сравнением чис-
ленного эксперимента с натурным.
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Аннотация. Исследуется напряженно-деформированное состояние тонкого адгезионного
слоя в слоистом композите при сдвиговом характере нагружения с учетом возможного упру-
гопластического деформирования. На основе упрощенной постановки в дифференциальном
виде получены аналитические решения поставленной задачи. Найдена зависимость внешней
критической нагрузки от длины зоны пластического деформирования материала слоя.

Ключевые слова: адгезионный слой, композит, упругопластическое деформирование
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Введение. В настоящее время основным подходом при моделировании прочности
адгезионных соединений является представление адгезионного слоя слоем нулевой
толщины и использование критериальной базы механики квазихрупкого разрушения
[1-3]. В этом случае пренебрегают толщиной адгезива, а его механические свойства
сводятся к адгезионным силам взаимодействия [4], сопряженных слоем материалов,
которые могут иметь разные механические [5] или прочностные свойства [6,7]. Ана-
литические решения в этом случае получаются, как правило, в рамках упрощающих
гипотез [8-10].

Наряду с данными моделями имеет место подход, учитывающий толщину адгези-
онного слоя (АС), в рамках модели контактного слоя [11,12] и модели слоя взаимодей-
ствия [13,14]. В модели контактного слоя пренебрегают напряжением, действующим
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ортогонально отрыву, которое может учитываться при формулировке условий воз-
можного перехода слоя в состояние пластического деформирования. Отметим, что в
настоящее время в состав адгезионных слоев могут входить пластификаторы. Дан-
ное обстоятельство дает возможность описывать поведение данных слоев в рамках
упругопластической модели. В данной работе на основе концепции слоя взаимодей-
ствия предлагается постановка задачи нагружения адгезионного соединения с упруго-
пластическими свойствами близкая к регламентной схеме испытания на адгезионную
прочность ГОСТ 14759-69.
Постановка задачи. Рассмотрим композитную пластину, состоящую из двух кон-

солей 1 и 2 длиной `+ a, с одинаковыми толщинами h и механическими свойствами.
Консоли сопряжены AC толщиной δ0 по отрезку ` согласно Рис.1. На левом торце
консоли 1 действует горизонтальная распределенная нагрузка постоянной интенсив-
ности P. Правый торец пластины жестко закреплен от перемещений. Вся остальная
поверхность пластины свободна от напряжений. Считаем материал пластин линей-
но упругим, а материал AC - идеально упругопластическим. Полагая, что пластиче-
ские деформации в слое реализуются по длине x1 ∈ [0; `p) ∪ (`− `p; `], при значении
интенсивности внешней нагрузки, соответствующей началу пластического течения в
вершине слоя, необходимо определить НДС в данном композите.

Для описания взаимодействия слоя 3 с телами 1 и 2 применим концепцию «слоя
взаимодействия», развитую в работах [13-15]. В этом случае равновесие тел 1 и 2,
согласно [13,15] запишем в вариационной форме для тела 1:

∫
S1

σ · ·δεds+
∫̀
σ̄22δu

+
2 dx1 +

∫̀
σ̄12δu

+
1 dx1+

+0.5δ0

(∫̀
σ̄11

∂δu+1
∂x1

dx1 +
∫̀
σ̄12

∂δu+2
∂x1

dx1

)
=
∫
L1

P · δud`
(1)

и тела 2:

Рис. 1. Схема нагружения композитной пластины.



36 А. А. АБДУРАХМАНОВ, В. В. ГЛАГОЛЕВ, О. В. ИНЧЕНКО

∫
S2

σ · ·δεds−
∫̀
σ̄22δu

−
2 dx1 −

∫̀
σ̄12δu

−
1 dx1+

+0.5δ0

(∫̀
σ̄11

∂δu−1
∂x1

dx1 +
∫̀
σ̄12

∂δu−2
∂x1

dx1

)
= 0

(2)

где S1, S2 – площади тел 1 и 2; L1, L2 - контуры левых торцов тел 1 и 2; σ, ε – тензоры
напряжений и деформаций в телах 1 и 2; u - поле перемещений; σ̄11, σ̄22, σ̄12, ε̄11, ε̄22, ε̄12
– компоненты тензоров средних напряжений и деформаций слоя 3 с соответствующи-

ми компонентами: σ̄21 (x1) = σ̄12 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ21 (x1, x2) dx2,

σ̄22 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ22 (x1, x2) dx2, σ̄11 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ11 (x1, x2) dx2,

ε̄11 (x1) = 0.5
(
∂u+1 (x1)
∂x1

+
∂u−1 (x1)
∂x1

)
, ε̄21 (x1) = ε12 (x1) =

0.5
(
u+1 (x1)−u−1 (x1)

δ0
+ 0.5

(
∂u+2 (x1)
∂x1

+
∂u−2 (x1)
∂x1

))
.

где u+k , u
−
k - соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней

границ слоя; k = 1,2 здесь и далее. Постулируется жесткое сцепление между
границами АС и областями 1, 2, а также равенство модуля и противоположность
направления векторов напряжений по границам слоя.

Уравнения (1) и (2) замкнем определяющими соотношениями в форме закона Гука:

σij =
E

1 + ν

(
εij +

ν

1− 2ν
εδij

)
, (3)

где E, ν – модуль упругости и коэффициент Пуассона тел 1 и 2; ε = ε11 + ε12 + ε33
объемное расширение; δij– символ Кронекера; i, j = 1, 2, 3 .

Для материала АС определяющие соотношения считаем справедливыми для сред-
них компонент тензоров напряжений и деформаций. В области упругого деформиро-
вания определяющие соотношения примут вид:

σ̄ij =
E3

1 + ν3

(
ε̄ij +

ν3
1− 2ν3

ε̄δij

)
, (4)

где E3, ν3 – модуль упругости и коэффициент Пуассона АС.
В области упругопластического деформирования АС определяющие соотношения

для средних по толщине слоя напряжений принимаем в виде критерия Треска – Сен-
Венана [16]:

σ̄max
ij = τ0 (5)

где σmax
ij - максимальное касательное напряжение; τ0 - предел текучести.

Таким образом, решение системы (1) – (5) сводится к определению поля перемеще-
ний u(x1, x2) в телах 1 и 2 (см. Рис. 2) при заданных граничных условиях.

Для упрощения задачи и получения аналитического решения принимаем, что поле
перемещений согласно концепции «дифференциального сдвига» [17] определено сле-
дующим образом в теле 1:

u1 (x1,x2) = u+1 (x1) , u2 (x1,x2) = 0, (6)

и теле 2:
u1 (x1,x2) = u−1 (x1) , u2 (x1,x2) = 0. (7)
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При данной схеме нагружения для средних напряжений в слое для плоской дефор-
мации реализуется напряженное состояние следующего вида:

σ̄11 6= 0; σ̄22 6= 0; σ̄12 6= 0; σ̄33 6= 0. (8)

При решении задачи полагаем, что напряжение в области пластического деформи-
рования имеет место упругая сжимаемость σ̄ = 3Kε̄ , где σ̄ = σ̄11 + σ̄22 + σ̄33. Для
материала слоя в состоянии плоской деформации, как в работе [18], предполагаем
равенство нулю пластических εp33 = 0 и упругих компонент деформаций εe33 = 0 в
направлении базисного вектора e3. В силу положений (6) и (7) полагаем равенство
нулю пластических εp22 = 0 и упругих компонент деформаций εe22 = 0 в направлении
базисного вектора e2. Считаем деформации малыми и для стадии упругопластическо-
го деформирования справедливым следующее разложение: εii = εeii + εpii, i = 1, 2, 3.
В этом случае для рассматриваемой схемы нагружения слоя напряжения в области
пластического деформирования получаем: ε̄ = ε11 = εe11, следовательно, диагональ-
ные напряжения в слое и на стадии упругопластического деформирования могут быть
определены в виде (6). Таким образом σ̄22 = σ̄33 = ν3

(1−ν3) σ̄11. При этом касательные
напряжения слоя в силу (7) связаны с пределом текучести соотношением:

σ̄12 = −
√

4τ20 − βσ̄211
2

, (9)

где: β =
(
1−4ν3+4ν23
(1−ν3)2

)
.

С учетом (6)-(9) преобразуем систему (1), (2) к следующим дифференциальным
уравнениям для тела 1:

dσ
(1)
11

dx1
= 0 на участке x1 ∈ [−a; 0) ; (10)

h
dσ

(1)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

= −
√

4τ20 − βσ̄211
2

на участке x1 ∈ (0; `p) ; (11)

h
dσ

(1)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

= σ̄21 на участке x1 ∈ (`p; `− `p) ; (12)

h
dσ

(1)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

= −
√

4τ20 − βσ̄211
2

на участке x1 ∈ (`− `p; `) ; (13)

и тела 2:

h
dσ

(2)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

=

√
4τ20 − βσ̄211

2
на участке x1 ∈ (0; `p) ; (14)

h
dσ

(2)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

= −σ̄21 на участке x1 ∈ (`p; `− `p) ; (15)

h
dσ

(2)
11

dx1
+ 0.5δ0

dσ̄11
dx1

=

√
4τ20 − βσ̄211

2
на участке x1 ∈ (`− `p; `) ; (16)

dσ
(2)
11

dx1
= 0 на участке x1 ∈ (`; a] . (17)
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Решения уравнений сопрягаются в точках x1 = 0:

hσ
(1)
11

∣∣∣
x1=0−0

=
(
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=0+0

, (18)

u+1
∣∣
x1=0−0 = u+1

∣∣
x1=0+0

, (19)

x1 = `p: (
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`p−0

=
(
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`p+0

, (20)

u+1
∣∣
x1=`p−0 = u+1

∣∣
x1=`p+0

, (21)(
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`p−0

=
(
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`p+0

, (22)

u−1
∣∣
x1=`p−0 = u−1

∣∣
x1=`p+0

, (23)

x1 = `− `p: (
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`−`p−0

=
(
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`−`p+0

, (24)

u+1
∣∣
x1=`−`p−0 = u+1

∣∣
x1=`−`p+0

, (25)(
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`−`p−0

=
(
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)
x1=`−`p+0

, (26)

u−1
∣∣
x1=`−`p−0 = u−1

∣∣
x1=`−`p+0

, (27)

x1 = `: (
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`−0

= hσ
(2)
11

∣∣∣
x1=`+0

, (28)

u−1
∣∣
x1=`−0 = u−1

∣∣
x1=`+0

, (29)
с граничными условиями:

σ
(1)
11

∣∣∣
x1=−a

= P, (30)(
hσ

(2)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=0

= 0, (31)(
hσ

(1)
11 + 0.5δ0σ̄11

)∣∣∣
x1=`

= 0, (32)

u−1
∣∣
x1=`+a

= 0. (33)

Определяющие соотношения (3), (4) в данном случае для состояния плоской де-
формации приобретают вид:
для консолей:

σ
(1)
11 = D

du+1
dx1

;σ
(2)
11 = D

du−1
dx1

; (34)

для слоя на участке x1 ∈ [`p, `− `p]:

σ̄12 = L

(
u+1 − u

−
1

)
δ0

; σ̄11 = D1

(
du+1
dx1

+
du−1
dx1

)
, (35)

где D = E(1−ν)
(1+ν)(1−2ν) ; L = E3

2(1+ν3)
; D1 = E3(1−ν3)

2(1+ν3)(1−2ν3) .
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В этом случае на участках x1 ∈ [0; `p) ∪ (`− `p; `] имеет место связь компонент
средних напряжений и производных граничных перемещений:

σ̄12 = −
√

4τ20 − βσ̄211
2

; σ̄11 = D1

(
du+1
dx1

+
du−1
dx1

)
. (36)

Решение задачи. Запишем решение (10)-(36) для каждого из участков:

u+1 =
C1

D
x1 + C2; x1 ∈ [−a; 0) ; (37)

u+1 = −
√

4τ20 − βD2
1C

2
3

4hD
x2
1 + C5x1 + C6; x1 ∈ (0, `p) ; (38)

u−1 = C3x1 + C4 +

√
4τ20 − βD2

1C
2
3

4hD
x2
1 − C5x1 − C6; x1 ∈ (0, `p) ; (39)

u+1 = C9e
kx1 + C10e

−kx1 +
C7

2
x1 +

C8

2
; x1 ∈ ( `p, l − `p) ; (40)

u−1 =
C7

2
x1 +

C8

2
− C9e

kx1 − C10e
−kx1 ; x1 ∈ ( `p, l − `p) ; (41)

u+1 = −
√

4τ20 − βD2
1C

2
3

4hD
x2
1 + C13x1 + C14; x1 ∈ ( l − `p, l) ; (42)

u−1 = C11x1 + C12 +

√
4τ20 − βD2

1C
2
3

4hD
x2
1 − C13x1 − C14; x1 ∈ ( l − `p, `) ; (43)

u−1 = C15x1 + C16; x1 ∈ (l, l + a] ; (44)

где: C1 = P ; C3 = C7 = C11 = hP
hD+δ0D1

; C5 = P (hD+0.5δ0D1)
D(hD+δ0D1)

;

C2 = C6 =

√
4τ20−βD2

1C
2
3

2hD `2p +
2C10(e2k`p+ek`)

ek(`p+`) − aP
D − 2C5`p − C7

(
l
2 − `p

)
;

C4 =

√
4τ20−βD2

1C
2
3

2hD `2p +
2C10(e2k`p+ek`)

ek(`p+`) − 2aP
D − 2C5lp − C7 (l − 2`p)− C3`p;

C8 =

√
4τ20−βD2

1C
2
3

2hD `2p +
2C10(e2k`p+ek`)

ek(`p+`) − 2aP
D − 2C5`p − C7 (l − `p);

C10 = 1
2kD

(
P −

√
4τ20−βD2

1C
2
3

h `p

)
ek(`p+`)

(e2k`p−ek`)
; C9 = C10

ek`
;

C12 =

√
4τ20−βD2

1C
2
3

2hD `2p +
2C10(e2k`p+ek`)

ek(`p+`) − 2aP
D − 2C5`p − C11 (`− `p);

C13 =

√
4τ20−βD2

1C
2
3

2hD l − 0.5δ0D1P
D(hD+δ0D1)

;

C14 = C11l + C12 −
√

4τ20−βD2
1C

2
3

4hD l2 + aP
D + 0.5δ0D1Pl

D(hD+δ0D1)
;

C15 = P
D ; C16 = − (l + a) PD ; k =

√
2L
δ0hD

.
Связь между длиной пластической зоны и внешней нагрузкой определим из условия

достижения в точке предела текучести:

σ̄12|x1=`p = L

(
u+1 − u

−
1

)
δ0

∣∣∣∣∣
x1=`p

= −
√

4τ20 − βσ̄211
2

(45)
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Рис. 2. Распределение поля перемещений.

Связь (45) с учетом выражения (35) и решения (40)-(41) приводит к следующему
выражению внешней нагрузки:

P =
2τ0m (hD + δ0D1)

h
√(

βD2
1m

2 + 4L2m2
1

) , (46)

где: m = e2k`p (2L`p − kDδ0h) + ek` (2L`p + kDδ0h), m1 =
(
e2k`p + ek`

)
(hD + δ0D1).

В качестве материала для расчета рассмотрим композит со следующими характери-
стиками консолей: E = 2·1011 Па, ν = 0.3 и адгезионного слоя: E3 = 9·109 Па, ν3 = 0.3,
τ0 = 2 ·108 Па. Геометрические характеристики слоистого композита выбираем следу-
ющими: ` = 0.2 м, a = 0.05 м, h = 0.05 м. На Рис. 2-4 построены распределения полей
перемещений и напряжений при длине пластической зоны `p = 0.01 м и толщине слоя
δ0 = 10−5 м.

График 1 на Рис. 2 определяет перемещение u+1 , а график 2 - перемещение u−1 .
Перемещения отнесены к толщине слоя.

График 1 на Рис. 3 определяет напряжение σ(1)11 , а график 2 - напряжение σ(2)11 .
Напряжения отнесены к пределу текучести.

График 1 на Рис. 4 определяет напряжение σ̄11 , а график 2 - напряжение σ̄12.
Напряжения отнесены к пределу текучести.

На Рис. 5 и 6 построены зависимости внешней нагрузки от длины пластической
зоны на основе соотношения (46). Графики 1, 2, 3 на Рис. 5 соответствуют толщинам
слоя 10−6 м, 10−5 м, 10−4 м, а графики 1, 2, 3 на Рис. 6 - толщинам слоя 10−8 м,
10−7 м, 10−6 м .
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Рис. 3. Распределение поля напряжений в консолях.

Рис. 4. Распределение поля напряжений в слое.
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Рис. 5. Зависимость нагрузки от длины пла-
стической зоны

Рис. 6. Зависимость нагрузки от длины пла-
стической зоны

Из сравнения Рис. 5 и 6 видно, что толщина адгезионного слоя имеет определяющее
значение в формировании внешней нагрузки при конечности напряженного состояния
в слое. Для малых толщин слоя, согласно Рис. 6, длина пластической зоны является
основным фактором в формировании значения внешней нагрузки.
Заключение. Предложена модель упругопластического деформирования тонко-

го адгезионного слоя в слоистом композите. Показано, что учет толщины слоя суще-
ственен при расчете внешней нагрузки. Для малых толщин слоя внешняя нагрузка
зависит только от длины зоны необратимых деформаций.
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Abstract. The stress-strain state of a thin adhesive layer in a layered composite under shear
loading is studied taking into account possible elastoplastic deformation. On the basis of a simplified
statement in a differential form, analytical solutions to the problem are obtained. The dependence
of the external critical load on the length of the zone of plastic deformation of the layer material
is found.
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отметить работу С. П. Тимошенко [1], в которой впервые было предложено рассчиты-
вать распределения напряжений с помощью решения соответствующей краевой зада-
чи теории упругости. Ограничиваясь чисто упругими телами, данную задачу можно
считать принципиально решённой после полученного А. И. Лурье [2] общего реше-
ния этой задачи с произвольной зависимостью упругого потенциала от инвариантов
тензора конечных деформаций.

Чисто необратимое деформирование вращающихся цилиндров впервые было рас-
смотрено А. Надаи [3] в рамках жёсткопластического анализа. Ю. Н. Работновым [4]
был рассмотрен случай, где в качестве источника необратимых деформаций в цилин-
дре выступала ползучесть. Упругопластическое деформирование впервые рассматри-
валось в [5]. Однако, как было позже показано в работе [6], данное решение имело неис-
правимый изъян, связанный с разрывом перемещений на упругопластической гра-
нице. Полное решение задачи упругопластического деформирования вращающегося
сплошного цилиндра было рассмотрено в цикле работ [6–8]. В них приведено решение
для стадий упругого деформирования, начала пластического течения, распростране-
ния пластического течения на весь цилиндр, последующего упругого деформирования
при уменьшении скорости вращения и появления повторного пластического течения.
В дальнейшем задачи упругопластического деформирования вращающихся цилин-
дров и дисков рассматривались неоднократно для различных граничных условий и
кинематических постановок [9–15].
Постановка задачи
Пусть слой материала с упругими, вязкими и пластическими свойствами занимает

область, ограниченную круговыми цилиндрическими поверхностями r = R1 и r = R2

(R2 > R1). Далее рассмотрим случаи, когда такой слой длинный (бесконечно длин-
ный) либо длина его является малой. Это позволит рассматривать одномерный случай
деформирования. Примем, что область r < R1 является полостью. Полагаем, что вы-
бранный таким способом цилиндр с полостью вращается с угловой скоростью ω(t).
При этом ω(0) = 0 и первоначально цилиндр вращается ускоренно до достижения
некоторой наибольшей скорости ωmax, после чего замедленно до полной остановки.
В цилиндрической системе координат (r, ϕ, z) одномерность процесса деформирова-
ния за счёт вращения цилиндра означает, что единственной независимой переменной
оказывается r. Далее эту координату будем использовать в безразмерной форме

ξ =
r

R2
, ξ0 =

R1

R2
, 0 < ξ0 6 ξ 6 1.

Деформации во вращающемся теле считаем малыми и складывающимися из обра-
тимых и необратимых. Ненулевыми в рассматриваемом случае будут только компо-
ненты drr, dϕϕ и dzz тензора полных деформаций

drr = err + prr =
∂u

∂ξ
, dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =

u

ξ
, dzz = ezz + pzz. (1)

Здесь err, eϕϕ, ezz — компоненты тензора обратимых (упругих) деформаций;
prr, pϕϕ, pzz — необратимые деформации; u = ur/R2 — безразмерное перемещение.
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Обратимые деформации задают напряжения σrr, σϕϕ, σzz

σ̃rr =
σrr
στ

= (α+ 2β) (u,ξ − prr) + α
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ α (dzz − pzz) ,

σ̃ϕϕ =
σϕϕ
στ

= α (u,ξ − prr) + (α+ 2β)
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ α (dzz − pzz) ,

σ̃zz =
σzz
στ

= α (u,ξ − prr) + α
(
ξ−1u− pϕϕ

)
+ (α+ 2β) (dzz − pzz) .

(2)

Здесь στ — предел текучести; α = λσ−1τ , β = µσ−1τ ; λ, µ — параметры Ламе в законе
Гука для упругой среды.

Рассматривая цилиндр бесконечно длинным, в (2) принимают dzz = 0, что и задаёт
плоские деформированные состояния. Иногда рассматривают случай так называемых
обобщённых плоских состояний, когда dzz находят согласно принимаемому ограниче-
нию на распределение σzz

2π

∫ 1

ξ0

ξσ̃zz dξ = 0. (3)

Подстановка σ̃zz из (2) в (3) приводит к следующей зависимости

dzz =
2

1− ξ20

∫ 1

ξ0

ξ

(
α

α+ 2β
(prr + pϕϕ) + pzz

)
dξ − 2α

α+ 2β

u (1)− ξ0u (ξ0)

1− ξ20
.

Будем считать угловое ускорение малым настолько, что бы имелась возможность
пренебречь силой инерции, определяемой вращательным ускорением. Это упрощаю-
щее предположение позволяет рассматриваемой задаче оставаться одномерной. Един-
ственное уравнение равновесия примет в таком случае форму

∂σ̃rr
∂ξ

+
σ̃rr − σ̃ϕϕ

ξ
= −ξψ2, ψ2 =

R2
2

στ
ρω2, (4)

где ρ — плотность среды; ω — скорость вращения среды.
После подстановки в (4) компонент напряжений из (2) получаем дифференциальное

уравнение для компоненты ur = u
(
ξ, t̃
)
перемещений

u,ξξ + ξ−1u,ξ − ξ−2u = 2ξ−1
β

α+ 2β
(prr − pϕϕ) +

+ prr,ξ +
α

α+ 2β
(pϕϕ,ξ + pzz,ξ)−

ξψ2

α+ 2β
. (5)

В данном дифференциальном уравнении (5) время t является независимым пара-
метром, то есть в любой фиксированный (рассматриваемый) момент времени уравне-
ние (5) является обыкновенным дифференциальным уравнением.
Механизм накопления необратимых деформаций
В данной работе рассматриваются два механизма накопления необратимых дефор-

маций — пластичность и ползучесть. В нашем случае формулы для определения нену-
левых компонент тензора необратимых деформаций примут вид

dprr
dt

= εprr + εvrr,
dpϕϕ
dt

= εpϕϕ + εvϕϕ,
dpzz
dt

= εpzz + εvzz, (6)

где εprr, εpϕϕ, εpzz — скорости деформаций пластичности, εvrr, εvϕϕ, εvzz — скорости дефор-
маций ползучести. Если в рассматриваемой области напряжения не достигли предела
текучести, то скорости деформаций пластичности равны нулю.
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Для расчёта скоростей деформации ползучести использовалась теория типа тече-
ния [4]. Рассмотрим её наиболее простую и часто используемую вариацию — степенной
закон Нортона. В качестве меры напряжений Σ (σ1, σ2, σ3) возьмём интенсивность на-
пряжений. В итоге получим

εvrr =
∂Φ

∂σrr
, εvϕϕ =

∂Φ

∂σϕϕ
, εvzz =

∂Φ

∂σzz
, Φ (σ1, σ2, σ3) = BΣn (σ1, σ2, σ3) ,

Σ2 =
3

2

(
(σrr − σ)2 + (σϕϕ − σ)2 + (σzz − σ)2

)
, σ =

1

3
(σrr + σϕϕ + σzz) ,

(7)

где B и n — параметры ползучести для среды.
Используя соотношения (7), а так же введя безразмерную переменную по време-

ни t̃ = t/t∗, где t∗ — продолжительность всего процесса деформирования; получим
в итоге соотношения для определения скорости деформаций ползучести

ε̃vrr = εvrrt
∗ =

3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃rr − σ̃) , ε̃vϕϕ =

3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃ϕϕ − σ̃) ,

ε̃vzz =
3

2
B̃nΣ̃n−2 (σ̃zz − σ̃) , B̃ = σn−1τ Bt∗, Σ̃ =

Σ

στ
.

(8)

Скорости деформаций пластического течения, так же как и скорости деформаций
ползучести, определяются уровнем и распределением по деформируемому телу на-
пряжений. В качестве пластического потенциала принимаем обобщённый потенциал
Мизеса в форме

f
(
σrr, σϕϕ, σzz, ε

p
rr, ε

p
ϕϕ, ε

p
zz

)
=

= (σrr − σ − ηεprr)
2 +

(
σϕϕ − σ − ηεpϕϕ

)2
+ (σzz − σ − ηεpzz)

2 − 2

3
σ2τ . (9)

где η — коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению.
Пластическое течение происходит в условиях f = 0. Ассоциированный закон пла-

стического течения запишем в виде

εprr = θ
∂f

∂σrr
, εpϕϕ = θ

∂f

∂σϕϕ
, εpzz = θ

∂f

∂σzz
, θ > 0. (10)

После подстановки (9) в (10) получим выражение для скоростей. Для нахождения
неизвестного коэффициента θ подставим полученные скорости в (9). Подставив най-
денное значение коэффициента в формулы скорости пластического течения, в итоге
получим

ε̃prr = εprrt
∗ =

1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃rr − σ̃) , ε̃pϕϕ =

1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃ϕϕ − σ̃) ,

ε̃pzz =
1

η̃

Σ̃− 1

Σ̃
(σ̃zz − σ̃) , η̃ =

η

στ t∗
.

(11)

Следует отметить, что при использовании модели вязкопластичности, интенсив-
ности напряжений могут принимать значения больше предела текучести Σ̃ > 1.
При этом мы по прежнему будем находиться на поверхности нагружения (9). Из-
за ненулевых значений скоростей пластической деформации (11) при Σ̃ > 1 так же
будет происходить смещение поверхности нагружения (9). Которая, при уменьшении
скоростей до нуля, вернётся в положение Σ̃ = 1.
Численный расчёт
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Данная система уравнений в частных производных разрешалась методом конечных
разностей. Полученная на таком пути конечно-разностная схема расчётов тестирова-
лась решениями частных задач данного класса, где имеются аналитические решения.
К последним относятся задачи об упругом деформировании [16], установившемся вяз-
копластическом течении [17] и об установившейся ползучести [18].

Функцию ψ(t) из (4), обозначающую скорость вращения, зададим в виде

ψ(t) =


1
2ψmax

(
1− cos

(
π t̃
t̃1

))
, 0 6 t̃ < t̃1,

ψmax, t̃1 6 t̃ < t̃2,
1
2ψmax

(
1 + cos

(
π t̃−t̃2
t̃3−t̃2

))
, t̃2 6 t̃ < t̃3,

0, t̃3 6 t̃ 6 1,

где t̃ = t/t∗ — безразмерное время, t̃1, t̃2, t̃3 — назначаемые безразмерные моменты
времени. Для удобства дальнейшего обращения дадим названия приведённым вре-
менным интервалам. 1 фаза: 0 6 t̃ < t̃1 — нагрузка; 2 фаза: t̃1 6 t̃ < t̃2 — выдержка;
3 фаза: t̃2 6 t̃ < t̃3 — разгрузка; 4 фаза: t̃3 6 t̃ 6 1 — релаксация.

Таким образом, параметрами задачи наряду с теми, что задают конструктивную
геометрию ξ0 и свойства материала α, β, η̃, στ , B̃, n, оказываются и безразмерные, от-
несённые к t∗, моменты времени t̃1, t̃2, t̃3. При этом ψmax играет роль интенсив-
ности задаваемого воздействия на материал, а t∗ — временное распределение та-
кого воздействия. Остановимся на влиянии последних на эволюцию напряжённо-
деформированных состояний и итоговое распределение остаточных напряжений.

При проведении расчётов постоянные материала и геометрические размеры зада-
дим следующие:

R1 = 0, 02 м; R2 = 0, 1 м; ρ = 7700 кг/м3; λ = 240, 942 ГПа; µ = 76, 087 ГПа;

B = 4, 1 · 10−22 с−1 ·Па1−n; n = 3; στ = 30 МПа; η = 84 ГПа.

Такие параметры отвечают некоторым конструктивным маркам стали. Безразмер-
ные параметры в этом случае примут значения

ξ0 = 0, 2; α = 8031, 4; β = 2536, 2; B̃ = 3, 69 · 10−7t∗; η̃ = 2800/t∗.

Временные назначаемые параметры принимаем следующими

t̃1 = 0, 015; t̃2 = 0, 965; t̃3 = 0, 98.

Протяжённость процесса менялась от одной секунды до одного часа с промежуточ-
ными значениями t∗ = 10 секунд, t∗ = 1 минута и t∗ = 10 минут.

Граничные условия запишем в следующем виде

σ̃rr(ξ0, t̃) = 0, σ̃rr(1, t̃) = 0.

Расчёты показывают, что пластическое течение в деформируемой части материала
цилиндра неизменно начинается с граничной поверхности ξ = ξ0. Скорость враще-
ния, при которой впервые выполняется условие пластического течения, вычисляется
из соотношения Σ̃ = 1, следующего из (6)–(11). Значения такой скорости оказываются
меньше тех значений, которые получаются в том случае, когда ползучесть материала
не учитывается. Что, впрочем, предсказуемо, так как ползучесть снижает уровень
напряжённых состояний.
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При выбранных параметрах материала и геометрии получаем, что для обеспече-
ния начала пластического течения необходимо принимать: ψmax > 1, 123 в случае
плоских деформируемых состояний; ψmax > 1, 116 — в случае обобщённых плоских
деформируемых состояний. Далее в расчётах в качестве ψmax принимались значения
больше приведённых с той целью, что бы область пластического течения заведомо
присутствовала, а так же что бы наблюдалось повторное пластическое течение там,
где это возможно. Для этого принималось ψmax = 1, 7.

Плоская деформация
Пластичность. Для целей сравнения первоначально отметим основные качествен-

ные особенности решения задачи без учёта ползучести материала. Примем в соотно-
шении (6) скорости деформаций ползучести равными нулю: εvrr = εvϕϕ = εvzz = 0.

Пусть t∗ = 1 час. При указанных параметрах задачи область пластического те-
чения развивается от внутренней границы деформируемого слоя ξ = ξ0. Упругопла-
стическая граница продвигается к внешней граничной поверхности ξ = 1. После до-
стижения своего максимального положения продвижение границы останавливается.
Впоследствии наблюдается снижение интенсивности напряжений за счёт накопления
необратимых деформаций, и в итоге напряжения достигают значения Σ̃ = 1. После
этого на внешней границе пластической области зарождается разгружающая упруго-
пластическая граница, быстро достигающая внутренней граничной поверхности слоя
ξ = ξ0.

При разгрузке, когда угловая скорость вращения уменьшается, происходит повтор-
ное (обратное) пластическое течение. Оно возникает на внутренней граничной по-
верхности ξ = ξ0 и развивается, охватывая область, примыкающую к этой граничной
поверхности. Исчезновение области пластического течения связано с разгружающей
упругопластической границей, возникающей в некоторый последующий момент вре-
мени в месте остановившейся первоначальной упругопластической границы и распро-
страняющийся к границе ξ = ξ0 деформируемого материала.

Отмечаемые качественные особенности решения являются результатами расчётов,
когда t∗ = 1 час. Они так же соответствуют расчётам для случая t∗ = 10 минут.
В случае t∗ = 1 минута наблюдаются небольшие отличия при повторном пластиче-
ском течении. При t∗ = 10 секунд область пластического течения не успевает до-
стигнуть своего максимального размера до начала стадии разгрузки, что приводит к
немного меньшим значениям накопленных необратимых деформаций и небольшому
уменьшению области повторного пластического течения. При t∗ = 1 секунда интен-
сивности напряжений не успевают перераспределиться до начала стадии разгрузки,
что приводит к значительному уменьшению размера области пластического течения
и, соответственно, значительному уменьшению накопленных необратимых деформа-
ций (чуть более чем в два раза). В связи с этим на стадии разгрузки интенсивности
напряжений не достигают критических значений и область повторного пластического
течения не появляется. Итоговые распределения интенсивностей напряжений пред-
ставлено рис. 1a.

При увеличении скорости вращения до ψmax = 2, 0 область пластического течения
распространяется на весь деформируемый слой. При этом после достижения мак-
симальной скорости вращения не наблюдается снижения интенсивностей напряже-
ний. Во всём деформируемом слое они принимают значения Σ̃ > 1. Вследствие этого
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Рис. 1. Напряжённо-деформированное состояние (НДС) слоя в случае плоской деформации
при t∗ = 1 час: (a) интенсивности напряжений в моменты времени t̃2 и t̃4. Σpl — без ползуче-
сти; Σcr — с учётом ползучести; (b) остаточные необратимые деформации в слое: pplij — без
учёта ползучести; pcrij — с учётом ползучести.

происходит интенсивное накопление необратимых деформаций на протяжении все-
го процесса. Однако это не оказывает сильного влияния на характер распределения
остаточных напряжений в слое.

При скоростях вращения ψmax < 1, 6 область повторного пластического течения не
появляется.
Ползучесть. Изучим влияние ползучести материала на его деформирование

в этом случае. Примем, что скорости деформаций ползучести в формуле (6) опре-
деляются из соотношений (8).

Первоначальная область пластического течения распространяется почти на ту же
область, что и в предыдущем случае. Однако после этого на месте нагружающей
упругопластической границы зарождается разгружающая упругопластическая гра-
ница. В итоге после сокращения размера области пластического течения почти на
треть данная граница останавливается. В отличии от предыдущего случая, интен-
сивности напряжений внутри оставшейся области пластического течения перестают
уменьшаться. Что в свою очередь приводит к постоянному накоплению пластических
деформаций внутри данной области до самого момента начала разгрузки. Тем вре-
менем происходит постепенное уменьшение интенсивностей напряжений вне области
пластического течения, пока они не достигнут определённого значения. Такое пове-
дение характерно для случаев t∗ = 1 час и t∗ = 10 минут. В случаях t∗ = 1 минута
и t∗ = 10 секунд напряжения не успевают релаксировать до того же значения. При
t∗ = 1 секунда область пластического течения не успевает распространиться до своего
максимального размера до начала стадии разгрузки.

На стадии разгрузки появляется область повторного пластического течения (за ис-
ключением случая t∗ = 1 секунда). Однако чем больше значение t∗, тем меньше макси-
мальный размер данной области. После достижения своего максимального размера,
область повторного пластического течения начинает уменьшаться, пока полностью
не исчезнет. После окончания пластического течения релаксация напряжений во всём



52 С.В.ФИРСОВ, А.Н.ПРОКУДИН

 0

 0.5

 1

 0.2  0.4  0.6  0.8  1

ξ

Σ
pl

(τ2) Σ
pl

(τ4) Σ
cr

(τ2) Σ
cr

(τ4)

(a)

−0.3

 0

 0.3

 0.6

 0.2  0.4  0.6  0.8  1

−12

 0

 12

 24

p
p
l , 

1
0

−
3

p
cr

, 
1

0
−

3

ξ

prr
pl

pφφ
pl

pzz
pl

prr
cr

pφφ
cr

pzz
cr

(b)

Рис. 2. НДС слоя в случае обобщённой плоской деформации при t∗ = 1 час: (a) интенсивности
напряжений в моменты времени t̃2 и t̃4. Σpl — без ползучести; Σcr — с учётом ползучести;
(b) остаточные необратимые деформации в слое: ppl — без учёта ползучести; σcr

ij — с учётом
ползучести.

деформируемом слое продолжается. При этом значения перемещений и необратимых
деформаций остаются неизменными.

Обобщённая плоская деформация
Пластичность. Исключим влияние ползучести, полагая εvrr = εvϕϕ = εvzz = 0.

Наблюдается картина, схожая со случаем плоской деформации. Только области пла-
стического течения, как первичная, так и вторичная, достигают большего размера.
Для случаев, когда протяженность процесса составляет t∗ = 1 секунда и t∗ = 10 се-
кунд, область пластического течения не успевает достигнуть своего максимального
размера до начала стадии разгрузки. Соответственно повторное пластическое тече-
ние занимает чуть меньшую область при t∗ = 10 секунд и вовсе не появляется при
t∗ = 1 секунда. При остальных временных промежутках наблюдаются одинаковые
результаты. Распределения интенсивностей напряжений представленны на рисунке
2a.
Ползучесть. Изучим влияние ползучести материала на его деформирование в дан-

ном случае. Скорости деформаций ползучести зададим в соответствии с (8). Зарож-
дение области пластического течения так же происходит на внутренней граничной по-
верхности ξ = ξ0. Упругопластическая граница продвигается в направлении свободной
граничной поверхности ξ = 1. Однако она останавливается раньше, чем в рассмот-
ренном ранее случае. Причём, чем больше рассматриваемый промежуток времени,
тем на меньшую область распространяется пластическое течение. За исключением
случаев t∗ = 1 секунда и t∗ = 10 секунд, когда пластическая граница не успевает
достигнуть своего максимального положения до начала стадии разгрузки.

Также после остановки упругопластической границы на её месте рождается раз-
гружающая упругопластическая граница и движется в направлении внутренней гра-
ничной поверхности ξ = ξ0. После достижения определённого положения движение
разгружающей границы практически прекращается. В оставшейся области пластиче-
ского течения интенсивности напряжений принимают значения Σ̃ > 1, что приводит
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к постоянному пластическому течению. В случае t∗ = 1 минута разгружающая гра-
ница не успевает дойти до заданного положения до начала стадии разгрузки.

На стадии разгрузки появляется повторное пластическое течение во всех случаях,
кроме случая t∗ = 1 секунда. Отметим, что чем больше продолжительность, тем
меньше область повторного пластического течения. После снятия нагрузки значения
необратимых деформаций и перемещений не меняются, в то время как напряжения
постепенно релаксируют.
Заключение
На основе вышесказанного можно сделать вывод, что при нагрузке ползучесть при-

водит к небольшому перераспределению напряжений в слое (их оттоку от внешней
границы слоя к внутренней границе) и непрерывному росту перемещений и необра-
тимых деформаций. Причём в случае небольших увеличений нагрузки сверх крити-
ческой (при которой начинается пластическое течение) происходит резкое увеличение
скорости роста необратимых деформаций. Что касается релаксации напряжений по-
сле снятия нагрузки, она происходит, но с малой скоростью. При этом перемещения
остаются, можно сказать, неизменными, когда необратимые деформации еле заметно
уменьшаются.

Так же следует отметить, что перераспределение напряжений при ползучести при-
водит к уменьшению области как исходного пластического течения, так и повторного.
Также увеличиваются напряжения на внутренней границе, что приводит в некоторых
случаях к их увеличению и поддерживанию выше поверхности нагружения и, соот-
ветственно, постоянному накоплению пластических деформаций рядом с внутренней
границей. В то время как без учёта ползучести, при использовании модели вязкопла-
стичности, напряжения со временем сходят с поверхности нагружения и пластическое
течение прекращается (за исключением случая, когда пластическое течение распро-
страняется на всю область).

*Авторы выражают благодарность Буренину Анатолию Александровичу за неиз-
менное внимание к работе и высказанные замечания по её результатам.
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CREEP AND PLASTIC FLOW IN ROTATING HOLLOW CYLINDER
Institute of machinery and metallurgy of Far Eastern Branch of theRAS, Komsomolsk-on-Amur,

Russia

Abstract. Deformation of a rotating hollow cylinder made of material with elastic, plastic and
creep properties is studied. Cylinders with fixed and free ends are considered. It is assumed that
strains in cylinder are small. Angular velocity firstly increases gradually from zero to specified
maximum value. After that, it is maintained constant for some time interval. Finally, angular
velocity decreases gradually until the cylinder stands still. It is supposed that the rotation speed
varies slowly with time, so angular acceleration may be neglected. Initially, irreversible strains are
caused only by the creep of the material but at a certain value of angular velocity the plastic region
appears and develops in the cylinder. After that, an unloading elastoplastic boundary arises. The
region of plastic flow decreases with the advancement of this boundary surface in media. Elastic-
plastic boundaries are the place where the mechanism of production of irreversible deformations
changes. The constitutive system of equations is solved by using the finite difference method.
The results of numerical calculations including stress relaxation after stand-still of a cylinder are
presented and analyzed.
Keywords: rotating cylinder, hollow cylinder, small strain, viscoplasticity, creep, plain strain,
generalized plain strain.
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Аннотация. Неплотно связанные сыпучие среды находят широкое применение в строи-
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1. Предварительные сведения и вводные замечания. Сыпучие среды (пески, грун-
ты, гранулированные среды) состоят из множества отдельных однородных частиц,
которые могут взаимодействовать друг с другом. Такие среды способны сопротив-
ляться исключительно сжимающим нормальным напряжениям и не оказывают ника-
кого сопротивления растягивающим. Строительство дорог и железнодорожных путей,
производство бетона, разного рода строительные работы не обходятся без сыпучих ма-
териалов. Например, песок широко применяется в строительных работах в качестве
основания под фундаменты, для изготовления различных строительных материалов,
бетонов и растворов, в дорожном строительстве. Важнейшее качество песка — его по-
ристость. Песок легко переходит из рыхлого в плотное состояние при водонасыщении,
а также вибрационном воздействии.

Среда Кулона—Мора, характеризующаяся взаимным трением и сцеплением эле-
ментов, является основной континуальной моделью механики сыпучих сред и тра-
диционно рассматривается как важнейшее обобщение модели идеально пластической
среды. В теориях, основанных на критерии Кулона—Мора, условие начала течения
представляет собой набор линейных соотношений, связывающих между собой глав-
ные нормальные напряжения, причем „промежуточное“ главное напряжение никак
не влияет на это условие. Критерий Кулона—Мора, следовательно, связывает меж-
ду собой максимальное и минимальное главные напряжения. Можно показать также,
что он выражается через касательное и нормальное напряжения, действующие на
элементарном плоском элементе, вдоль которого осуществляется скольжение одной
части массива неплотно связанной среды относительно другой его части.

Математическое моделирование течений сыпучих сред традиционно выполняется
средствами математической теории пластичности (см. [1–9]). Обозначим через σ трех-
мерный тензор напряжений Коши. Симметрия тензора напряжений обеспечивает воз-
можность его спектрального представления:

σ = σ1l⊗ l + σ2m⊗m + σ3n⊗ n, (1)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов тензора напряжений
σ; σ1, σ2, σ3 — главные нормальные напряжения (собственные значения тензора на-
пряжений). Собственные векторы указывают направления главных осей напряжений.

В механике идеально пластических и обобщенных идеально пластических тел осо-
бую роль играют промежуточное главное нормальное напряжение и максимальное
(минимальное) главное нормальное напряжение. Занумеруем главные оси тензора
напряжений так, чтобы для актуального напряженного состояния соответствующие
главные нормальные напряжения σ1, σ2, σ3 расположились бы в порядке убывания

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. (2)

В результате несложных рассуждений получается следующая математическая фор-
ма критерия Кулона—Мора (см., например, [10, 11]):

σ1 − σ3
2

= c cos γ − sin γ
σ1 + σ3

2
, (3)

где c, γ — определяющие постоянные.
Вводя максимальное касательное τmax и среднее (медианное) s напряжения соглас-

но

τmax =
σ1 − σ3

2
, (4)
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s =
σ1 + σ3

2
, (5)

имеем также
τmax = c cos γ − sin γs. (6)

Отметим еще одну форму критерия Кулона—Мора (3) для сыпучих сред с трением
и сцеплением, напоминающую по форме критерий текучести Треска, широко распро-
страненный в механике идеально пластического тела:

σ1 − aσ3 = 2k. (7)

Здесь материальные постоянные a и k связаны с c и γ соотношениями

a =
1− sin γ

1 + sin γ
, k =

c cos γ

1 + sin γ
.

Таким образом, сыпучая среда Кулона—Мора в рамках теории течения идеально
пластических сред определяется кусочно-линейной функцией текучести

f(σ1, σ2, σ3) = σ1 − aσ3 (σ1 ≥ σ2 ≥ σ3). (8)

Если в среде отсутствует внутреннее трение (γ → 0), то a → 1, k → c и критерий
текучести Кулона—Мора переходит в критерий максимального касательного напря-
жения Треска

σ1 − σ3 = 2k. (9)
Из (7) следует формулировка критерия предельного состояния идеально сыпучей

среды, т.е. среды с нулевым внутренним сцеплением (c = 0), принадлежащая Мору:
σ1
σ3

= a. (10)

Дальнейшее обобщение модели сыпучей среды Кулона—Мора было выполнено в
работах Л. Прандтля; зависимость максимального касательного напряжения от ме-
дианного напряжения задается следующей максимально общей зависимостью:

τmax = f(s). (11)

2. Трехмерные кинематические соотношения для течений необратимо сжимаемых
неплотно связанных сред. Введем в рассмотрение приращение вектора перемещения
du и приращение тензора деформации dε. Полная кинематическая картина сжимае-
мых течений сред Кулона—Мора и обобщенных идеально пластических тел Прандтля
в предельном состоянии систематическим образом строится на основе развитых в [10–
12] представлений об асимптотических направлениях, сопряженных направлениях и
о мгновенно нерастяжимых линейных элементах. В частности, в двумерных зада-
чах (индекс 2 соответствует направлению, ортогональному плоскости течения), при
постановке которых условие dε2 = 0 заведомо удовлетворяется, можно как мы уви-
дим ниже достаточно просто установить гиперболичность дифференциальных урав-
нений, характеризующих кинематику течения, и получить соотношения для прира-
щений перемещений du вдоль линий, касающихся мгновенно нерастяжимых дирек-
торов. В плоских течениях мгновенно нерастяжимые директоры будут одновременно
указывать характеристические направления системы дифференциальных уравнений
кинематики. Изложение в существенных своих чертах буде опираться на представ-
лениях основных соотношений в изостатических координатных сетках. Относящиеся
к указанным представлениям результаты были получены (а затем систематически
использовались) в монографиях [8], [9].
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Прежде всего мы рассмотрим некоторые основные кинематические соотношения
в общем трехмерном случае, а затем получим их более простые двумерные вариан-
ты. Такой подход выглядит не только систематическим, но и весьма полезным как
демонстрация вывода двумерных уравнений, исходя из точных двумерных.

Соотношения Коши, связывающие приращение тензора деформации dε с прираще-
нием вектора перемещений du, имеют форму прямого тензорного уравнения

2dε = (∇⊗ du) + (∇⊗ du)T . (1)

Приращения перемещений du можно представить в виде разложения по векторам
локального ортонормированного базиса в пространстве l, m, n

du = ldu<1> + mdu<2> + ndu<3>. (2)

Здесь величины du<j> не являются действительными приращениями, а служат для
обозначения физических компонент вектора du в триортогональной изостатической
координатной сетке. Тем не менее, о величинах du<j> мы будем говорить как о при-
ращениях перемещений, помня однако, что они таковыми в действительности не яв-
ляются.

Трехмерный оператор Гамильтона∇, как нетрудно установить, в триортогональной
изостатической системе координат ξ1, ξ2, ξ3 определяется согласно (hj —параметры
Ламе координатной системы)

∇ = l
1

h1

∂

∂ξ1
+ m

1

h2

∂

∂ξ2
+ n

1

h3

∂

∂ξ3
. (3)

Градиент приращения вектора перемещения ∇ ⊗ du на основании формулы (2)
вычисляется в виде:

∇⊗ du = l⊗∇du<1> + m⊗∇du<2> + n⊗∇du<3>+
+ (du<1>)∇⊗ l + (du<2>)∇⊗m + (du<3>)∇⊗ n.

(4)

Градиенты от физических компонент приращения вектора перемещений находятся
следующим образом

∇du<1> = l
1

h1

∂du<1>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<1>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<1>

∂ξ3
,

∇du<2> = l
1

h1

∂du<2>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<2>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<2>

∂ξ3
,

∇du<3> = l
1

h1

∂du<3>

∂ξ1
+ m

1

h2

∂du<3>

∂ξ2
+ n

1

h3

∂du<3>

∂ξ3

(5)

или, вводя операторы дифференцирования вдоль координатных направлений

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇, d3 = n ·∇, (6)

можно соотношения (5) переписать в несколько более компактной форме

∇du<1> = l(d1du<1>) + m(d2du<1>) + n(d3du<1>),
∇du<2> = l(d1du<2>) + m(d2du<2>) + n(d3du<2>),
∇du<1> = l(d1du<3>) + m(d2du<3>) + n(d3du<3>).

(7)
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Воспользуемся далее формулами для частных производных от базисных векторов
l, m, n по криволинейным координатам ξ1, ξ2, ξ3:

∂l

∂ξ1
= − 1

h2

∂h1
∂ξ2

m− 1

h3

∂h1
∂ξ3

n = −(d2h1)m− (d3h1)n,

∂l

∂ξ2
=

1

h1

∂h2
∂ξ1

m = (d1h2)m,

∂l

∂ξ3
=

1

h1

∂h3
∂ξ1

n = (d1h3)n;

(8)

∂m

∂ξ1
=

1

h2

∂h1
∂ξ2

l = (d2h1)l,

∂m

∂ξ2
= − 1

h1

∂h2
∂ξ1

l− 1

h3

∂h2
∂ξ3

n = −(d1h2)l− (d3h2)n,

∂m

∂ξ3
=

1

h2

∂h3
∂ξ2

n = (d2h3)n;

(9)

∂n

∂ξ1
=

1

h3

∂h1
∂ξ3

l = (d3h1)l,

∂n

∂ξ2
=

1

h3

∂h2
∂ξ3

m = (d3h2)m,

∂n

∂ξ3
= − 1

h1

∂h3
∂ξ1

l− 1

h2

∂h3
∂ξ2

m = −(d1h3)l− (d2h3)m;

(10)

в результате приходим к следующим представлениям для градиентов единичных век-
торов локального базиса:

∇⊗ l = − 1

h1
(d2h1) l⊗m− 1

h1
(d3h1) l⊗ n+

+
1

h2
(d1h2)m⊗m +

1

h3
(d1h3)n⊗ n,

∇⊗m =
1

h1
(d2h1) l⊗ l− 1

h2
(d1h2)m⊗ l−

− 1

h2
(d3h2)m⊗ n +

1

h3
(d2h3)n⊗ n,

∇⊗ n =
1

h1
(d3h1)l⊗ l +

1

h2
(d3h2)m⊗m−

− 1

h3
(d1h3)n⊗ l− 1

h3
(d2h3)n⊗m.

(11)
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С помощью (7) и (11) градиент приращения вектора перемещения ∇⊗ du, данный
формулой (4), находится в виде

∇⊗ du = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1>

]
+

+l⊗ n

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1>

]
+

+m⊗ l

[
− 1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+m⊗ n

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2>

]
+

+n⊗ l

[
− 1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+n⊗m

[
− 1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

(12)

Транспонировав уравнение (12), находим

(∇⊗ du)T = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+m⊗ l

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1>

]
+

+n⊗ l

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+n⊗m

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2>

]
+

+l⊗m

[
− 1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+m⊗ n

[
− 1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

(13)
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Подставляя далее выражения (12) и (13) в соотношения Коши (1), приходим к
следующему представлению:

dε = l⊗ l

[
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>

]
+

+m⊗m

[
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>

]
+

+n⊗ n

[
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>

]
+

+
1

2
l⊗m

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+
1

2
l⊗ n

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+
1

2
m⊗ l

[
− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2>

]
+

+
1

2
m⊗ n

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
+

+
1

2
n⊗ l

[
− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3>

]
+

+
1

2
n⊗m

[
− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3>

]
.

Последнюю формулу можно несколько упростить, вводя нормальные кривизны κij
(κij —кривизна проекции изостаты с номером i, причем проектирование осуществля-
ется параллельно главному направлению j на плоскость, ортогональную этому на-
правлению) в соответствии с

d1h3 = h3κ32,
d1h2 = h2κ23,

d2h3 = h3κ31,
d2h1 = h1κ13,

d3h2 = h2κ21,
d3h1 = h1κ12.

(14)

В результате получим следующие выражения для физических компонент тензора dε
в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3:

dε<11> = κ13du<2> + κ12du<3> + d1du<1>,

dε<22> = κ23du<1> + κ21du<3> + d2du<2>,

dε<33> = κ32du<1> + κ31du<2> + d3du<3>,

dε<12> = −κ13du<1> − κ23du<2> + d2du<1> + d1du<2>,

dε<13> = −κ12du<1> − κ32du<3> + d3du<1> + d1du<3>,

dε<23> = −κ21du<2> − κ31du<3> + d3du<2> + d2du<3>.

(15)

Здесь dε<ij> действительными приращениями не являются; dε<ij> —физические ком-
поненты тензора dε в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3, т.е.

dε = l⊗ ldε<11> + l⊗mdε<12> + l⊗ ndε<13>+
+m⊗mdε<22> + m⊗ ldε<21> + m⊗ ndε<23>+

+n⊗ ndε<33> + n⊗ ldε<31> + n⊗mdε<32>.
(16)

Заметим, что можно также ввести в рассмотрение кривизны kij (kij —нормальная
кривизна изостатической траектории с номером i на координатной поверхности ξj =
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const), поскольку легко устанавливаются соотношения

κ12 = k13, κ13 = k12,

κ21 = k23, κ23 = k21,

κ31 = k32, κ32 = k31.

Если заметить, что в криволинейных координатах ξ1, ξ2, ξ3 только диагональные
компоненты тензора dε отличны от нуля, то полученная выше формула для прира-
щения тензора деформации приводит к следующим шести соотношениям:

dε1 =
1

h1
(d2h1)du<2> +

1

h1
(d3h1)du<3> + d1du<1>, (17)

dε2 =
1

h2
(d1h2)du<1> +

1

h2
(d3h2)du<3> + d2du<2>, (18)

dε3 =
1

h3
(d1h3)du<1> +

1

h3
(d2h3)du<2> + d3du<3>, (19)

− 1

h1
(d2h1)du<1> + d2du<1> −

1

h2
(d1h2)du<2> + d1du<2> = 0, (20)

− 1

h1
(d3h1)du<1> + d3du<1> −

1

h3
(d1h3)du<3> + d1du<3> = 0, (21)

− 1

h2
(d3h2)du<2> + d3du<2> −

1

h3
(d2h3)du<3> + d2du<3> = 0. (22)

Они естественно распадаются на две группы по три соотношения: первая группа
определяет главные приращения деформации, вторая — выражает соосность тензора
напряжений σ и приращения тензора деформаций dε.

Вводя кривизны в соотношения (17)–(22) согласно (14), получим (см. также (15))

dε1 = κ13du<2> + κ12du<3> + d1du<1>, (23)

dε2 = κ23du<1> + κ21du<3> + d2du<2>, (24)

dε3 = κ32du<1> + κ31du<2> + d3du<3>, (25)

−κ13du<1> − κ23du<2> + d2du<1> + d1du<2> = 0, (26)

−κ12du<1> − κ32du<3> + d3du<1> + d1du<3> = 0, (27)

−κ21du<2> − κ31du<3> + d3du<2> + d2du<3> = 0. (28)

Все полученные выше соотношения наиболее компактно представляются в матрич-
ной форме:  dε1

dε2
dε3

 =

 d1 κ13 κ12
κ23 d2 κ21
κ32 κ31 d3

 du<1>

du<2>

du<3>

 , (29)

 −κ13 + d2 −κ23 + d1 0
−κ12 + d3 0 −κ32 + d1

0 −κ21 + d3 −κ31 + d2

 du<1>

du<2>

du<3>

 = 0. (30)
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3. Переход к двумерному случаю. Кинематика плоского необратимо сжимаемого
течения. С этого момента, предположим, что течение является плоским (плоскость
течения ортогональна направлению 2). Нетрудно заметить, что переход от трехмер-
ных уравнений к двумерным в данных в предыдущем разделе работы матричных
кинематических соотношениях очень просто выполняется, если учесть, что

du<2> = 0, dε2 = 0, d2 = 0, κ23 = 0, κ21 = 0, κ13 = 0, κ31 = 0.

Удобно также ввести сокращенные обозначения для кривизн изостатических тра-
екторий в плоскости течения

κ1 = κ12, κ3 = κ32.

В итоге приходим к с следующим матричным соотношениям: dε1
0
dε3

 =

 d1 0 κ1
0 0 0
κ3 0 d3

 du<1>

0
du<3>

 , (1)

 0 d1 0
−κ1 + d3 0 −κ3 + d1

0 d3 0

 du<1>

0
du<3>

 = 0. (2)

Отделяя в (1) и (2) независимые уравнения, имеем(
dε1
dε3

)
=

(
d1 0 κ1
κ3 0 d3

)(
du<1>

du<3>

)
, (3)

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0. (4)
Матричное уравнение (3) представлет собой запись соотношений Коши в плоском

случае в изостатической координатной сетке. Уравнение (4) выражает то обстоятель-
ство, что тензор напряжений и приращение тензора деформации имеют одинаково
ориентированные в плоскости течения главные оси. К этому уравнению необходи-
мо присоединить еще одно кинематическое соотношение с тем, чтобы получить за-
мкнутую систему дифференциальных уравнений относительно физических компо-
нент du<1>, du<3> приращения вектора перемещений. Таким соотношением может,
например, выступать следующее, уравнение, связывающее главные приращения де-
формации dε1, dε2, dε3:

dε2 = sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3. (5)

В изотропных средах можно вести речь о, по крайней мере, одном общем триэдре
главных осей тензоров σ и dε, следовательно, спектральное представление прираще-
ния тензора деформации лучше всего взять в форме

dε = l⊗ l(dε1) + m⊗m(dε2) + n⊗ n(dε3), (6)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов, общих как для тен-
зора напряжений σ, так и для приращения тензора деформации dε; dε1, dε2, dε3 —
главные приращения (пластической) деформации (собственные значения тензора dε).
Для течений, для которых второй главной оси соответствуют промежуточные глав-
ное нормальное напряжение и главное приращение деформации, мы введем особую
нумерацию осей главного триэдра так, чтобы наряду с (2) выполнялись неравенства

dε1 ≥ dε2 ≥ dε3. (7)
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Далее можно ввести понятие об асимптотических директорах инкремента тензора
деформации dε и указать его представление в асимптотических директорах 88l, 88n
(см. [10–12]):

dε = I(dε2) + (dε1 − dε3)sym (88l⊗ 88n). (8)

Угол между асимптотическими директорами 88l, 88n вычисляется с помощью кинема-
тического параметра Лоде

cos 88ι = −ν, (9)

где

ν =
2dε2 − dε1 − dε3

dε1 − dε3
. (10)

С учетом кинематического ограничения dε2 = 0 соотношение (5) будет иметь вид

sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3 = 0. (11)

Подставляя в это уравнение главные приращения деформаций из (3), получим диф-
ференциальное уравнение

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0. (12)

Таким образом разыскиваемая замкнутая система уравнений относительно прира-
щений перемещений состоит из (4) и (12):

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0.

(13)

Напомним, что в случае течения среды Кулона—Мора угол 88ι (как, впрочем, и для
любых других идеально пластических сред, характеризующихся кусочно-линейным
условием текучести) будет постоянным, поскольку

cos 88ι =
1− a
1 + a

.

В стандартных обозначениях теории поля система дифференциальных уравнений
(13) имеет следующий вид:

(−κ1 + n ·∇)du<1> + (−κ3 + l ·∇)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
((l ·∇)du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
((n ·∇)du<3> + κ3du<1>) = 0.

(14)

Выделим главную часть последней системы:

(n ·∇)du<1> + (l ·∇)du<3> + · · · = 0,

sin2
88ι

2
(l ·∇)du<1> + cos2

88ι

2
(n ·∇)du<3> + · · · = 0.

(15)

Ее структура позволяет заключить, что система дифференциальных уравнений (14)
принадлежит к гиперболическому аналитическому типу. Действительно, обозначая
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через N<1>, N<3> компоненты единичного вектора, ортогонального к кривой слабо-
го разрыва приращений перемещений, построим характеристический определитель и
рассмотрим характеристическое уравнение∣∣∣∣∣ N<3> N<1>

sin2
88ι

2
N<1> cos2

88ι

2
N<3>

∣∣∣∣∣ = 0.

Характеристическое уравнение, вместе с условием нормировки

N2
<1> +N2

<3> = 1

позволяет определить в точности два вещественных характеристических направления
в плоскости течения. Нетрудно видеть, что характеристические направления совпа-
дают с направлениями сопряженных директоров ′′l, ′′n. Сопряженные директоры—
два направления в плоскости, ортогональной второй главной оси тензора dε, которые
ортогональны направлениям асимптотических директоров 88l, 88n. Директор ′′l орто-
гонален асимптотическому директору 88n, а директор ′′n ортогонален 88l:

88n · ′′l = 0, 88l · ′′n = 0. (16)

Если смотреть на плоскость, ортогональную второму главному направлению, со сто-
роны оперения вектора m, то директор ′′l получается в результате поворота собствен-

ного вектора l в указанной плоскости на угол
π − 88ι

2
по ходу часовой стрелки, а ди-

ректор ′′n—поворотом вектора l на тот же угол против хода часовой стрелки.
Таким образом, можно констатировать, что кинематика сред Кулона—Мора и обоб-

щенных идеально пластических тел Прандтля моделируется гиперболической систе-
мой дифференциальных уравнений в частных производных, характеристические на-
правления которой совпадают с направлениями сопряженных директоров прираще-
ния тензора деформации.

4. Основные результаты и выводы. 1. Обсуждаются и развиваются понятия об
асимптотических директорах симметричного тензора напряжений и приращения тен-
зора деформации, а также об ортогональных им направлениях (определяющих ори-
ентацию сопряженных директоров).

2. Предложена новая схема моделирования сжимаемых течений сред Кулона—Мора
и обобщенных пластических тел Прандтля, основанная на представлении об асимп-
тотических направлениях приращения тензора деформации.

3. Исследованы трехмерные кинематические уравнения, пригодные для описания
течений необратимо сжимаемых сред. Найдены удобные матричные формы кинема-
тических уравнений.

4. В случае плоских сжимаемых течений получена замкнутая система кинемати-
ческих уравнений, в которую входит угол между асимптотическими направлениями
приращения тензора деформации.

5. Замкнутая система дифференциальных уравнений кинематики классифициру-
ется как гиперболическая. Установлено, что характеристические направления ука-
занной системы совпадают с направлениями сопряженных директоров приращения
тензора деформации.
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Аннотация. Тавровые однородные конструкции широко используются в различных отрас-
лях машиностроения, судо-авиакосмической техники и в строительной индустрии. В связи с
резким возрастанием требований к созданию экономически выгодной, надежной при длитель-
ной эксплуатации, мало затратной по ресурсам новой техники в последние годы интенсивно
развиваются исследования по проблемам расчета и оптимального проектирования композит-
ных изделий. Многочисленные, хорошо отработанные технологии склеивания, сварки взры-
вом, диффузионной сварки, холодного и плазменного газодинамического напыления позво-
ляют сегодня создавать в больших масштабах нужные для практического использования
гибридные слоистые конструкции из практически любых доступных конструкционных мате-
риалов. Главная и пока не решенная проблема здесь состоит в разработке принципов подбора
и расстановки материалов для обеспечения наиболее эффективной работы создаваемых кон-
струкций в требуемых условиях эксплуатации. В данной работе этот вопрос рассматривается
применительно к одному из широко распространенных типов симметричных и несимметрич-
ных тавровых стержней.

Ключевые слова: рациональное проектирование, полиметаллические тавровые балки, из-
гибающий момент, деформация.
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Симметричные двутавровые стержни. Рассмотрим полиметаллические ги-
бридные стержни с защитными и подкрепляющими слоями типа, изображенные на
рис. 1, 2.

Будем считать структуру расположения материалов в сечениях стержней симмет-
ричной относительно осей z = 0 и y = 0 и что стержни испытывают поперечный
изгиб в плоскости y = 0, а все составляющие материалы одинаково сопротивляются
при деформировании растяжению и сжатию. Тогда связь возникающих напряжений
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Рис. 1 Рис. 2

в фазовых материалах с искривлением κ(x) оси стержня будет иметь вид [9]

σi = Aiκz +Biκ
3z3, (1)

κ(x) = −∂
2w

∂x2
, (2)

Bi = − 4

27

A3
i

(σ∗i )
2
, ε∗i =

3

2

σ∗i
Ai
, (3)

где Ai, σ∗i — модуль упругости и предел прочности i-го фазового материала. Изгиба-
ющий момент связан с напряжениями в сечении стержня выражением

M = 4

∆1

h2∫
0

σ1z dz + ∆2

h3∫
h2

σ2z dz + ∆2

h4∫
h3

σ3z dz +

h2∫
h1

[b4(z)−∆1]σ4z dz

 ,
где b4(z) — функция, определяющая закон изменения подкрепляющего слоя:

b+4 (z) =
(∆2 −∆1)

(hα2 − hα1 )

[
za +

(∆1h
α
2 − d2hα1 )

∆2 −∆1

]
. (4)

При α = 1 имеем линейный закон подкрепления, при α = 2 — параболический и при
α = −1 — гиперболический. Для структуры на рис. 2 имеем

b∗4 = ∆3 −∆1. (5)

Здесь ∆1, ∆2, ∆3 — половина ширины сечения в соответствующем слое. Учитывая
зависимости (1), (2), после интегрирования получим для M выражение

M = R1κ+R2κ
3, (6)

где

R1 =
4

3

[
A1∆1h

3
2 +A2∆2(h

3
2 − h31) +A3∆2(h

3
4 − h33) + 3A4φ1(h1, h2)

]
,

R2 =
4

5

[
∆1h

5
2B1 + ∆2(h

5
3 − h52)B2 + ∆2(h

5
4 − h53)B3 + 5φ2(h1, h2)B4

]
,

(7)

φ1(h1, h2) =

h2∫
h1

b+(z)z2 dz, φ2(h1, h2) =

h2∫
h1

b+(z)z4 dz. (8)
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Далее рассмотрим два наиболее важных с точки зрения эксплуатации предельных
состояния рассматриваемой конструкции.

Первое — предельно-упругое состояние, когда ни один из фазовых материалов не
выходит за предел упругости. В этом случае следует принять всюду Bi = 0. Рацио-
нальной будем считать конструкцию, у которой максимальная по модулю деформация
будет равна предельному упругому значению для соответствующего фазового мате-
риала:

ε0i =
σ0i
Ai
, (9)

где σ0i — предел упругости i-го материала. Таким образом, при реализации первого
предельного состояния для рассматриваемого рационального проекта должны выпол-
няться требования

κ = κ0 =
ε01
h3
, h2 =

ε04
ε01
h3, h4 =

ε03
ε01
h1 (10)

и материалы должны располагаться в сечении балки по требованию

ε01 > ε04, ε03 > ε01. (11)

В этом случае предельный изгибающий момент M0 будет равен

M0 = R1κ0. (12)

Рассмотрим для сравнения в качестве эталона стандартный двутавр с шириной
стенки и полки 2∆0

1, 2∆0
2, высотой стенки 2h02 из материала с пределом упругости σ00.

Его предельный упругий момент будет равен

M0
0 = R0κ

0
0, R0 =

4

3
A0

[
∆0

2h
03
2 − (∆0

2 −∆0
1)h

03
1

]
, (13)

κ00 =
ε00
h02

=
σ00
A0h02

. (14)

При одинаковых условия нагружения и закрепления равенство

M0 = M0
0 (15)

с учетом выражений (9)–(11) и (14) устанавливает связь между геометрическими и ме-
ханическими параметрами, обеспечивающую одинаковую предельную несущую спо-
собность гибридной и эталонной балки. Тогда для оценки качественного гибридного
проекта необходимо рассмотреть их относительные веса и стоимости:

B

B0
=
ρ1[2h1∆1 + (h3 − h2)∆2] + ρ3∆2(h4 − h3) + ρ4φ4(h1, h2)

ρ0[∆0
2(h

0
2 − h01) + h01∆

0
1]

, (16)

C

C0
=
ρ1c1[2h1∆1 + (h3 − h2)∆2] + ρ3c3∆2(h4 − h3) + ρ4c4φ4(h1, h2)

ρ0c0[∆0
2(h

0
2 − h01) + h01∆

0
1]

, (17)

φ4(h1, h2) =

h2∫
h1

b4(z) dz,

ρi, ρ0, ci, c0 — плотности и удельные стоимости соответствующих материалов.
Второе предельное состояние реализуется за пределами упругости, когда деформа-

ция в соответствующем материале будет достигать уровня предельной деформации
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предразрушения ε∗i . Будем считать рациональными проекты, для которых максималь-
ные неупругие (при Bi 6= 0) деформации в каждом из материалов будут достигать
соответствующих предельно допустимых значений [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]:

ε∗i =
3

2

σ∗i
Ai
.

Тогда

κ = κ∗ =
ε∗1
h3
, h2 =

ε∗4
ε∗1
h3, h4 =

ε∗3
ε∗1
h1 (18)

и материалы должны располагаться в сечении балки по требованию

ε∗1 > ε∗4, ε∗3 > ε∗1. (19)

Предельный момент предразрушения будет равен

M∗ = R1κ
∗ +R2(κ

∗)3, (20)

а соответствующий предельный момент предразрушения для эталонной балки будет
равен

M∗0 = R0
1κ
∗
0 +R0

2(κ∗0)
3, (21)

R0
1 =

4

3
A0[∆

0
2h

03
2 − (∆0

2 −∆0
1)h

03
1 ], R0

2 =
4

5
B0[∆

0
2h

05
2 − (∆0

2 −∆0
1)h

05
1 ], (22)

κ∗0 =
ε∗0
h02
.

Равенство M∗ = M∗0 здесь также определит зависимость между физическими и гео-
метрическими параметрами, при которых гибридная и эталонная конструкция будут
иметь одинаковый уровень предельных нагрузок предразрушения. Варьируя остаю-
щимися свободными параметрами материалов и геометрии слоев, можно получить
широкий спектр проектов, которые для заданных уровней нагрузок несущей способ-
ности будут приемлемы по весовым и экономическим характеристикам.
Несимметричные двутавровые и однотавровые конструкции. В ряде слу-

чаев при нагружениях в плоскости тавровая конструкция в структуре поперечного
сечения может иметь лишь одну плоскость симметрии, как показано, например, на
рис. 3. Такие конструкции будем называть несимметричными двутавровыми или од-
нотаврами (при отсутствии областей 5 и 6).

В выбранной системе координат для деформаций ε(x, z) будем иметь выражение

ε(x, z) = e0(x) + zκ(x), e0(x) =
du0(x)

dx
, κ = −d

2w(x)

dx2
.

Закон деформирования в i-й зоне сечения:

σi(x, z) = Ai(ε0 + zκ) +Bi(ε0 + zκ)3 (23)

при hi−1 ≤ z ≤ hi. Выражение (23) удобнее представить в эквивалентной форме:

σi = Aiκ(z − z0) +Biκ
3(z − z0)3, (24)

где

z0(x) = −ε0(x)

κ
(25)

— координата нейтральной линии в сечении. Это поле напряжений создает в попереч-
ном сечении стержня продольное усилие N и изгибающий момент M :

N = 2κ[S1(z0) + κ2S2(z0)], M = 2κ[Φ1(z0) + κ2Φ2(z0)], (26)
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Рис. 3.

где

S1 =

6∑
i=1

Ai∆i

hi∫
hi−1

(z − z0) dz, S2 =

6∑
i=1

Ai∆i

hi∫
hi−1

(z − z0)3 dz,

Φ1(z0) =
6∑
i=1

Ai∆i

hi∫
hi−1

(z − z0)z dz, Φ2(z0) =
6∑
i=1

Ai∆i

hi∫
hi−1

(z − z0)3z dz

для изображенного на рис. 3 несимметричного двутавра. Для однотаврового сечения в
этих формулах следует применять ∆5 = ∆6 = 0. В случае поперечного изгиба N = 0,
κ 6= 0 двутаврового или однотаврового стержня получим связи между искривлением
стержня и координатой нейтральной линии стержня z0:

S1(z0) + κ2S2(z0) = 0. (27)

Рациональный проект несимметричного двутавра должен при κ > 0 соответство-
вать требованиям

e0 = −ε∗1, e0 + h1κ = −ε∗2, e0 + h2κ = −ε∗4, e0 + h5κ = ε∗5, e0 + h6κ = ε∗6. (28)

Из этих соотношений получим

h1 =
ε∗1 − ε∗2
ε∗4 + ε∗6

h6, h2 =
ε∗1 − ε∗4
ε∗4 + ε∗6

h6, h5 =
ε∗5 + ε∗1
ε∗6 + ε∗1

h6, z∗0 =
ε∗1

ε∗6 + ε∗1
h6, (29)

ε∗1 > ε∗2, ε∗2 > ε∗4, ε∗6 > ε∗5, κ∗ =
ε∗6 + ε∗1
h6

.

Соотношения (29) определяют геометрические и физические требования расстановки
слоев в рассматриваемом рациональном проекте. В случае однотавровой конструкции
(при ∆5 = 0, ∆6 = 0) в замен (28), (29) получим соотношения

e0 = −ε∗1, κ∗ =
ε∗1 + ε∗5
h5

, z∗0 =
ε01

ε∗5 + ε∗1
h5, h∗2 =

ε∗1 − ε∗4
ε∗5 + ε∗1

h5, h∗1 =
ε∗1 − ε∗2
ε∗5 + ε∗1

h5, (30)

ε∗1 > ε∗4, ε∗1 > ε∗2.
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Соответствующие предельные изгибающие моменты M∗ получим по формуле (29),
подставляя соответствующие значения:

κ = κ∗, z = z∗0 , M∗ = M(κ∗, z∗0). (31)

Решение задачи предельно допустимого состояния для несимметричных эталонных
однородных двутавров или однотавров, изображенных на рис. 4, 5, получим по выше-

Рис. 4 Рис. 5

написанным формулам, если для всех материалов примем характеристики диаграмм,
описывающих деформированное состояние, и соответствующие геометрические пара-
метры обозначим

Ai = A0, Bi = B0, ∆i = ∆0
i , hi = h0i , bi = b0i .

Тогда для сечений, изображенных на рис. 4, 5, будем иметь в предельном состоянии

e∗0 = −ε∗0, κ∗0 =
2ε∗0
h03

, z∗00 =
h03
2
, h03 = δ01 + δ02 +A0

для несимметричного двутавра, и

e∗0 = −ε∗0, κ∗0 =
2ε∗0
h02

, z∗00 =
h02
2
, h02 = δ01 + h0

для однотавра. Тогда предельный эталонный момент M∗0 будет вычислен по форму-
ле (29), если принять M∗0 = M(κ∗0, z

∗
00). В этом случае равенство M∗ = M∗0 будет

обеспечивать одинаковую несущую способность эталонных и гибридных рациональ-
ных конструкций, а их сравнительные относительные качества можно вычислить по
формулам, подобным вышеприведенным для симметричных двутавров.
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Abstract. Homogeneous structures are widely used in various branches of engineering, ship-
and-aerospace engineering and in the construction industry. Due to the sharp increase in the
requirements for creating an economically viable, reliable, long-term, low-resource new equipment,
in recent years, research on the problems of calculation and optimal design of composite products
has been intensively developing. Numerous, well-developed technologies of bonding, explosion
welding, diffusion welding, cold and plasma gas-dynamic spraying allow today to create on a large
scale hybrid layered structures necessary for practical use from practically any available structural
materials. The main and not yet resolved problem here is to develop principles for the selection
and placement of materials to ensure the most efficient operation of the created structures in the
required operating conditions. In this paper, this question is considered in relation to one of the
widespread types of symmetric and asymmetric T-bars.
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Аннотация. В работе исследовано кручение неоднородных стержней из идеального жест-
копластического материала. Получены интегралы, определяющие напряженное и деформи-
рованное состояния цилиндрического стержня при линеаризованном условии пластичности.
Построено поле характеристик основных соотношений, найдены линии разрыва напряжений.
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Введение. Кручение представляет собой один из видов деформации тел, харак-
теризующийся взаимным поворотам его поперечных сечений под влиянием момен-
тов, действующих в этих сечениях. Кручение стержней довольно часто встречается
в инженерной практике, особенно в машиностроении. Теория кручения изотропных
и анизотропных стержней из идеального жесткопластического материала изложена в
работах [1, 2, 3, 4]. Переход к случаю стержня из неоднородного материала приводит
к определенным трудностям: задачу в общем случае невозможно проинтегрировать.
Отдельные случаи кручения неоднородных и составных стержней рассмотрены в ра-
ботах [5, 6, 7].
Основные результаты. Соотношения теории кручения неоднородных стержней

из идеального жесткопластического материала могут быть записаны в виде:

σx = σy = σz = τxy = 0,

τxz = τxz(x, y), τyz = τyz(x, y);
(1)
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— уравнение равновесия:
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0; (2)

— условие пластичности:

(τxz −K1)
2 + (τyz −K2)

2 = k0; (3)

— соотношения ассоциированного закона пластического течения:
εxz

τxz −K1
=

εyz
τyz −K2

, εx = εy = εz = εxy = 0, (4)

где σij — компоненты напряжения; εij — компоненты скорости деформации; K1 =
= K1(xy), K2 = K2(xy), k0 = const.

Рис. 1.

Условие пластичности (3) в плоскости τxz, τyz представляет окружность радиуса k0
(рис. 1), центр которой находится в точке с координатами K1, K2. Предположим, что
окружность условия текучести (3) заменена замкнутой ломанной M1M2M3...MnM1

(рис. 1):
Ai(τxz −K1) +Bi(τyz −K2) = k0, (5)

где Ai, Bi = const, i = 1, 2, ..., n. Условие (5) представляет на некотором отрезке
линеаризованное условие пластичности (3). Рассматривая условие (5) в качестве пла-
стического потенциала, получим вместо (4) соотношение

εxz
Ai

=
εyz
Bi
. (6)

Интегрируя соотношение (6) и часть соотношений (4) и учитывая, что в начальный
момент закручивания компоненты деформации eij равны 0, получим

exz
Ai

=
eyz
Bi
, ex = ey = ez = exy = 0. (7)

Из (7) следует
Biexz −Aieyz = 0. (8)

Предположим, что компоненты перемещения u, v, w имеют вид

u = θyz, v = −θxz, w = w(x, y), (9)
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где θ — крутка, w — депланация. Выражая компоненты деформации через компонен-
ты перемещения, из (8), (9) получим

−Bi
∂w

∂x
+Ai

∂w

∂y
= θ(Aix+Biy). (10)

Из (10) следует, что прямые

Aix+Biy = Ci1 (Ci1 = const) (11)

являются характеристиками. Вдоль характеристик (11) имеют место соотношения

Biw + θCi1x = Ci2 или Aiw − θCi1y = Ci3, (12)

где Ci2, Ci3 = const вдоль характеристики.
Для дальнейшего необходимы не столько выражения для депланации, сколько вы-

ражения для компонент деформации.
Дифференцируя соотношение (10) по переменной x, получим уравнение

−Bi
∂

∂x

(
∂w

∂x

)
+Ai

∂

∂y

(
∂w

∂x

)
= θAi. (13)

Из уравнения (13) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы соотношения

Bi
∂w

∂x
+ θAix = Ci4 или

∂w

∂x
− θy = Ci5, (14)

где Ci4, Ci5 = const вдоль характеристики. Аналогично дифференцируя соотноше-
ние (10) по переменной y, получим уравнение

−Bi
∂

∂x

(
∂w

∂y

)
+Ai

∂

∂y

(
∂w

∂y

)
= θBi. (15)

Из уравнения (15) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы соотношения
∂w

∂x
+ θx = Ci6 или Ai

∂w

∂y
− θBiy = Ci7, (16)

где Ci6, Ci7 = const вдоль характеристики.
Используя второе соотношение (14) и первое соотношение (16) получим, что вдоль

характеристик (11) справедливы соотношения

exz − θy =
1

2
Ci5, eyz + θx =

1

2
Ci6. (17)

Следует отметить, что из соотношений (17), (11), (8) вытекает

AiCi6 −BiCi5 = 2θCi1. (18)

Дифференцируя уравнение (5) по переменной y, получим

Ai
∂τxz
∂y

+Bi
∂τyz
∂y

= Ai
∂K1

∂y
+Bi

∂K2

∂y
. (19)

С учетом (2) из уравнения (19) имеем

Ai
∂τxz
∂y
−Bi

∂τzx
∂x

= Ai
∂K1

∂y
+Bi

∂K2

∂y
. (20)

Из (20) следует, что вдоль характеристик (11) справедливы следующие соотношения
для компонент напряжения:

Aiτxz = AiK11 +BiK12, Biτyz = k0 +Ai(K1 −K11) +Bi(K2 −K12), (21)
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где

K1s =

∫
∂Ks

∂y
(α, y) dy, α =

1

Ai
(Ci1 −Biy), (s = 1, 2). (22)

Аналогично дифференцируя уравнение (5) по переменной x, с учетом (2) получим,
что вдоль характеристик (11) справедливы следующие соотношения для компонент
напряжения:

Biτyz = AiK21 +BiK22, Aiτxz = k0 +Ai(K1 −K21) +Bi(K2 −K22), (23)

где

K2s =

∫
∂Ks

∂x
(x, β) dx, β =

1

Bi
(Ci1 −Aix), (s = 1, 2). (24)

а) б)

Рис. 2.

Рассмотрим кручение цилиндрического стержня с круговым сечением с центром
в начале координат и радиуса R (рис. 2а). На контуре сечения вектор касательного
напряжения ~τ = (τxz, τyz) направлен по касательной к контуру. В качестве линеаризо-
ванного условия пластичности (5) выберем контур M1M2M3M4 квадрата со стороной
2k0 (рис. 2б ):

M1M2 : τyz = K2 − k0, (25)

M2M3 : τxz = K1 − k0, (26)

M3M4 : τyz = K2 + k0, (27)

M4M1 : τxz = K1 + k0. (28)

Здесь мы имеем четыре семейства характеристик

y = C11, x = C21, y = C31, x = C41. (29)

Из (18), (22), (24) и (29) следует

C15 = −2θC11, K12 = 0, (30)

C26 = 2θC21, K21 = 0, (31)

C35 = 2θC31, K12 = 0, (32)

C46 = −2θC41, K21 = 0. (33)

Тогда из (2) и (25), (26), (27), (28) соответственно вдоль характеристик (29) имеем

τyz = K2 − k0, τxz = k11(x, y), (34)
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τxz = K1 − k0, τyz = k21(x, y), (35)

τyz = K2 + k0, τxz = k12(x, y), (36)

τxz = K1 + k0, τyz = k22(x, y), (37)

где
x20 + y20 = R2,

k11 = −
∫
∂K2

∂y
(x, y) dx, k11x0 + (K2 − k0)y0 = 0,

k21 = −
∫
∂K1

∂x
(x, y) dy, (K1 − k0)x0 + k21y0 = 0,

k12 = −
∫
∂K2

∂y
(x, y) dx, k12x0 + (K2 + k0)y0 = 0,

k22 = −
∫
∂K1

∂x
(x, y) dy, (K1 + k0)x0 + k22y0 = 0.

Особо следует остановиться на линиях разрыва напряжений. Линии разрыва напря-
жений являются следом исчезающих жестких областей. На них всегда выполняются
соотношения

exz = eyz = 0. (38)

На контуре поперечного сечения стержня определим точки N1, N2, N3, N4 соответ-
ственно из условий

(K1 + k0)x+ (K2 − k0)y = 0, (39)

(K1 − k0)x+ (K2 − k0)y = 0, (40)

(K1 − k0)x+ (K2 + k0)y = 0, (41)

(K1 + k0)x+ (K2 + k0)y = 0. (42)

В точках N1, N2, N3, N4 вектор касательного напряжения соответственно имеет вид

~τ1 = (K1 + k0,K2 − k0) =
−−→
OM1, (43)

~τ2 = (K1 − k0,K2 − k0) =
−−→
OM2, (44)

~τ3 = (K1 − k0,K2 + k0) =
−−→
OM3, (45)

~τ4 = (K1 + k0,K2 + k0) =
−−→
OM4. (46)

Из (29) и (34), (35), (36), (37) имеем уравнения линий разрыва напряжений, выходя-
щих соответственно из точек N1, N2, N3, N4:

dx

K1 + k0 − k11
=

dy

k22 −K2 + k0
, (47)

dx

K1 − k0 − k11
=

dy

k21 −K2 + k0
, (48)

dx

K1 − k0 − k12
=

dy

k21 −K2 − k0
, (49)

dx

K1 + k0 − k12
=

dy

k22 −K2 − k0
. (50)

Заключение. Таким образом, в работе получены интегралы, определяющие на-
пряженное и деформированное состояния неоднородного идеального жесткопластиче-
ского стержня при кручении для линеаризованного условия пластичности, найдены
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характеристики основных соотношений. Исследовано предельное состояние неодно-
родного идеального жесткопластического стержня с круговым сечением: построено
поле характеристик основных соотношений, найдены соотношения вдоль характери-
стик и линии разрыва напряжений.
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Аннотация. В работе рассматриваются течения сжимаемых сред с нулевым значением про-
межуточного главного приращения тензора деформации. Подобные течения характерны для
неплотно связанных (сыпучих) сред Кулона—Мора и обобщенных идеально пластических тел
Прандтля, находящихся в состоянии плоской деформации. Тела Прандтля имеют определя-
ющую зависимость, связывающую максимальное касательное напряжение и среднее (точно
медианное) напряжение. В случае сред Кулона—Мора указанная зависимость является линей-
ной. Промежуточное главное нормальное напряжение не оказывает при этом никакого вли-
яния на текучесть или переход в предельное состояние. В этих условиях удается установить
гиперболичность системы дифференциальных уравнений кинематики и получить дифферен-
циальные соотношения вдоль характеристических линий, которые состоят из элементов, не
испытывающих мгновенные удлинения

Ключевые слова: среда Кулона—Мора, идеально пластическое тело Прандтля, сжимае-
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гиперболичность, характеристика
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1. Вводные замечания. В механике идеально пластических и обобщенных идеально
пластических тел особую роль играют промежуточное главное нормальное напряже-
ние и максимальное (минимальное) главное нормальное напряжение [1–6]. Занумеру-
ем главные оси тензора напряжений так, чтобы для актуального напряженного со-
стояния соответствующие главные нормальные напряжения σ1, σ2, σ3 расположились
бы в порядке убывания

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. (1)
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В терминах главных напряжений σ1, σ2, σ3 критерий текучести Кулона—Мора для
сыпучих сред с внутренним трением и сцеплением формулируется в следующем виде
[7, 8]:

σ1 − σ3
2

= c cos γ − sin γ
σ1 + σ3

2
, (2)

где c, γ — определяющие постоянные.
Если воспользоваться значениями максимального касательного τmax и среднего

(точного медианного) s напряжений

τmax =
σ1 − σ3

2
, (3)

s =
σ1 + σ3

2
, (4)

то критерий текучести Кулона—Мора приводится к форме

τmax = c cos γ − sin γs. (5)

Наконец, критерий Кулона—Мора (2) можно также привести к следующему виду:

σ1 − aσ3 = 2k, (6)

напоминающему по форме критерий текучести Треска.
Материальные постоянные a и k связаны с c и γ соотношениями

a =
1− sin γ

1 + sin γ
, k =

c cos γ

1 + sin γ
.

Если в среде отсутствует внутреннее трение (γ → 0), то a → 1, k → c и критерий
текучести Кулона—Мора переходит в критерий максимального касательного напря-
жения Треска

σ1 − σ3 = 2k. (7)
Обобщенные идеально пластические тела Прандтля характеризуются нелинейной

определяющей зависимостью максимального касательного напряжения от медианного
напряжения:

τmax = f(s). (8)
2. Дифференциальные уравнения кинематики сжимаемого течения. Рассмотрим

дифференциальные уравнения кинематики сжимаемых течений. Имея ввиду прило-
жения к механике сыпучих и неплотно связанных сред удобнее вести речь о прира-
щениях вектора перемещения du и тензора деформации dε.

Соотношения Коши связывают приращение тензора деформации dε с приращением
вектора перемещений du следующим тензорным уравнением:

2dε = (∇⊗ du) + (∇⊗ du)T . (1)

Приращение вектора перемещений du можно представить в виде разложения по
векторам локального ортонормированного базиса в пространстве l, m, n

du = ldu<1> + mdu<2> + ndu<3>. (2)

В случае изотропных сред базис l, m, n удобнее всего ориентировать вдоль глав-
ных осей тензора напряжений (или тензора dε). Действительно в изотропных средах
можно вести речь о, по крайней мере, одном общем триэдре главных осей тензоров
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σ и dε, следовательно, спектральное представление приращения тензора деформации
лучше всего взять в форме

dε = l⊗ l(dε1) + m⊗m(dε2) + n⊗ n(dε3), (3)

где l, m, n— ортонормированный базис из собственных векторов, общих как для тен-
зора напряжений σ, так и для приращения тензора деформации dε; dε1, dε2, dε3 —
главные приращения (пластической) деформации (собственные значения тензора dε).
Для течений, для которых второй главной оси соответствуют промежуточные глав-
ное нормальное напряжение и главное приращение деформации, мы введем особую
нумерацию осей главного триэдра так, чтобы наряду с (1) выполнялись неравенства

dε1 ≥ dε2 ≥ dε3. (4)

Формулы Коши приводят к следующим весьма компактным матричным уравнени-
ям:  dε1

dε2
dε3

 =

 d1 κ13 κ12
κ23 d2 κ21
κ32 κ31 d3

 du<1>

du<2>

du<3>

 , (5)

 −κ13 + d2 −κ23 + d1 0
−κ12 + d3 0 −κ32 + d1

0 −κ21 + d3 −κ31 + d2

 du<1>

du<2>

du<3>

 = 0. (6)

Здесь dε1 — собственные значения тензора dε; dj —производные по направлению
изостатических траекторий; κij —кривизна проекции изостаты с номером i, причем
проектирование осуществляется параллельно главному направлению j на плоскость,
ортогональную этому направлению.

Переход от трехмерных уравнений кинематики к двумерным достаточно просто
выполняется, если учесть, что

du<2> = 0, dε2 = 0, d2 = 0, κ23 = 0, κ21 = 0, κ13 = 0, κ31 = 0.

Введем также сокращенные обозначения для кривизн изостатических траекторий
в плоскости течения

κ1 = κ12, κ3 = κ32.

В результате приходим к с следующим матричным соотношениям: dε1
0
dε3

 =

 d1 0 κ1
0 0 0
κ3 0 d3

 du<1>

0
du<3>

 , (7)

 0 d1 0
−κ1 + d3 0 −κ3 + d1

0 d3 0

 du<1>

0
du<3>

 = 0. (8)

Оставляя в (7) и (8) независимые уравнения, получаем(
dε1
dε3

)
=

(
d1 0 κ1
κ3 0 d3

)(
du<1>

du<3>

)
, (9)

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0. (10)
Замкнутая относительно физических компонент du<1>, du<3> система дифферен-

циальных уравнений получается, если к последнему уравнению присоединить еще
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одно кинематическое соотношение. Таким соотношением выступает следующее, урав-
нение, связывающее главные приращения деформации dε1, dε2, dε3 и угол 88ι между
асимптотическими директорами тензора dε:

dε2 = sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3. (11)

Понятие об асимптотических директорах инкремента тензора деформации dε и его
представление в терминах асимптотических директоров 88l, 88n рассматривается в ста-
тьях [7–9]. Так, диадное представление инкремента тензора деформации dε имеет вид

dε = I(dε2) + (dε1 − dε3)sym (88l⊗ 88n). (12)

Угол между асимптотическими директорами 88l, 88n вычисляется с помощью кине-
матического параметра Лоде

cos 88ι = −ν, (13)

где

ν =
2dε2 − dε1 − dε3

dε1 − dε3
. (14)

С учетом кинематического ограничения dε2 = 0, выполняющегося для плоского
деформированного состояния, кинематический параметр Лоде вычисляется согласно

ν = −dε1 + dε3
dε1 − dε3

, (15)

а уравнение (11) будет иметь вид

sin2
88ι

2
dε1 + cos2

88ι

2
dε3 = 0. (16)

Подставляя в это уравнение главные приращения деформаций из (9), получим за-
мыкающее дифференциальное уравнение

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0. (17)

Таким образом разыскиваемая замкнутая система уравнений относительно прира-
щений перемещений du<1>, du<3> состоит из (10) и (17):

(−κ1 + d3)du<1> + (−κ3 + d1)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
(d1du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
(d3du<3> + κ3du<1>) = 0.

(18)

В случае течения среды Кулона—Мора угол 88ι будет постоянным, поскольку

cos 88ι =
1− a
1 + a

.

В стандартных обозначениях теории поля система дифференциальных уравнений
(18) имеет следующий вид:

(−κ1 + n ·∇)du<1> + (−κ3 + l ·∇)du<3> = 0,

sin2
88ι

2
((l ·∇)du<1> + κ1du<3>) + cos2

88ι

2
((n ·∇)du<3> + κ3du<1>) = 0.

(19)
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Система дифференциальных уравнений (19) принадлежит к гиперболическому ана-
литическому типу. Характеристические направления совпадают с направлениями со-
пряженных директоров ′′l, ′′n. Сопряженные директоры— два направления в плоско-
сти, ортогональной второй главной оси тензора dε, которые ортогональны направле-
ниям асимптотических директоров 88l, 88n. Директор ′′l ортогонален асимптотическому
директору 88n, а директор ′′n ортогонален 88l:

88n · ′′l = 0, 88l · ′′n = 0. (20)

Если смотреть на плоскость, ортогональную второму главному направлению, со
стороны оперения вектора m, то директор ′′l получается в результате поворота соб-

ственного вектора l в указанной плоскости на угол
π − 88ι

2
по ходу часовой стрелки, а

директор ′′n—поворотом вектора l на тот же угол против хода часовой стрелки.
3. Дифференциальные соотношения вдоль характеристических линий. Сначала за-

метим, что линии, всюду касающиеся поля направлений ′′l, ′′n, обладают одним заме-
чательным кинематическим свойством [7, 8]. Действительно, принимая во внимание
(12) и (20), сразу же находятся мгновенные удлинения линейных элементов, направ-
ленных вдоль директоров ′′l, ′′n; все они оказываются равными промежуточному глав-
ному приращению деформации dε2:

′′l · (dε) · ′′l = dε2,
′′n · (dε) · ′′n = dε2.

(21)

Соотношения для мгновенных удлинений (21) при выполнении условия dε2 = 0
упрощаются:

′′l · (dε) · ′′l = 0,
′′n · (dε) · ′′n = 0.

(22)

На основании второго и третьего соотношения в (22) сразу же приходим к выводу
о том, что в процессе течения линейные элементы, перпендикулярные направлени-
ям асимптотических директоров 88l, 88n, не претерпевают мгновенных удлинений, т.е.
материальные волокна, ориентированные вдоль директоров ′′l, ′′n, мгновенно не удли-
няются и не укорачиваются. Таким образом, рассматриваемые линии образуют две
мгновенно нерастяжимые системы.

Перейдем к выводу дифференциальных соотношений вдоль характеристических
линий системы уравнений (18).

Прежде всего вместо физических компонент du<1>, du<3> приращения вектора
перемещения du относительно базиса l, n введем его ортогональные проекции на со-
пряженные направления ′′l, ′′n. Простые выкладки позволяют получить формулы,
связывающие указанные величины:

du<1> = ′′l · du = − cos
88ι

2
du<3> + sin

88ι

2
du<1>,

du<3> = ′′n · du = cos
88ι

2
du<3> + sin

88ι

2
du<1>.

(23)
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Полученные формулы можно обратить:

du<1> = cos
88ι

2

du<1> + du<3>

sin88ι
,

du<3> = sin
88ι

2

−du<1> + du<3>

sin88ι
.

(24)

Далее необходимо преобразовать d-операторы. Для этого применим формулы пре-
образования [6]. Предположим, что на плоскости имеется локальный ортонормирован-
ный базис l,m, а другой локальный базис состоит из, вообще говоря, неортогональных
единичных векторов l, m, первый из которых отклоняется от орта l на угол ψ1 по ходу
часовой стрелки, а второй отклоняется от орта l на угол ψ2 против хода часовой стрел-
ки. Мы считаем, что ψ1 > 0, ψ2 > 0, ψ1 + ψ2 6= π. Углы ψ1, ψ2 могут, вообще говоря,
изменяться при движении вдоль координатных линий локальной базисной системы l,
m. Можно показать, что формулы преобразования дифференциальных операторов

d1 = l ·∇, d3 = n ·∇,

d1 = l ·∇, d3 = n ·∇

при переходе от одной локальной базисной системы к другой имеют следующий вид:

d1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d3,

d3 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d3.

(25)

В рассматриваемом случае следует положить

l = ′′l, n = ′′n, ψ1 = ψ2 =
π − 88ι

2
,

т.е. d-операторы дифференцирования вдоль изостатических d1, d3 и сопряженных на-
правлений d1, d3 оказываются связанными между собой формулами

d1 =
1

2 sin
88ι

2

(
d1 + d3

)
,

d3 =
1

2 cos
88ι

2

(
d3 − d1

)
.

(26)

Если сейчас вспользоваться соотношениями между компонентами вектора приа-
щения перемещения (24) и соотношениями для дифференциальных операторов (26),
подставляя их в систему кинематических уравнений (18), то в результате ряда преоб-

разований (умножая первое уравнение на sin
88ι

2
cos

88ι

2
, складывая со вторым, вычитая

из второго уравнения и переставляя полученное уравнение со вторым) можно полу-
чить дифференциальные соотношения вдоль характеристических линий

d1du<1> −
cos88ιdu<1> + du<3>

sin88ι
d1

(
θ −

88ι

2

)
= 0,

d3du<3> +
du<1> + cos88ιdu<3>

sin88ι
d3

(
θ +

88ι

2

)
= 0,

(27)
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где θ— угол между некоторым фиксированным направлением в плоскости течения и
собственным вектором l.

Таким образом с точки зрения кинематики плоскость течения сжимаемой среды
выглядит сотканной из двух семейств мгновенно нерастяжимых нитей; вдоль нитей
выполняются кинематические соотношения (27).
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Abstract. The paper deals with flows of compressible media with the zero intermediate principal
increment of the strain tensor. Such flows can be observed for loosely bonded Coulomb–Mohr
media and the generalized Prandtl perfectly plastic solids in plane strain states. The Prandtl solids
have the constitutive equation related the maximum tangent stress to the mean (exactly median)
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криволинейных координатных систем с целью упрощения дифференциальных уравнений (в
частности, теории пластичности) и дифференциальных ограничений, накладываемых на по-
верхности роста, в теориях растущих тел. В работе выполнен вывод формул преобразования
и рассмотрены соответствующие примеры.
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1. Введение. Моделирование процессов деформирования и наращивания твердых
тел связано с решением специальных систем дифференциальных уравнений в част-
ных производных [1, 2, 3]. Эти уравнения содержат операторы дифференцирования
по пространственным направлениям [3]. Для краткости назовем их d–операторами.
Иногда удается упростить дифференциальные уравнения и дифференциальные огра-
ничения, возникающие при описании поведения твердых тел, переходом к новым коор-
динатным сеткам. После введения, в разделе 2 настоящей работы выводятся формулы
преобразования дифференциальных d–операторов от текущей ортогональной сетки к
произвольной криволинейной (не обязательно ортогональной) координатной сетке. В
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разделе 3 работы показано важное применение, полученных в разделе 2 формул пре-
образования d–операторов, к задачам механики растущих тел. Речь идет об основном
элементе теории — дифференциальном ограничении на поверхности наращивания. В
этом случае, удобно связать один из ортов координатной сетки с вектором нормали к
поверхности наращивания, а два других — с базисными ортами, расположенными в
касательной плоскости. В теории идеальной пластичности применение формул преоб-
разования d–операторов позволяет в простой и удобной форме получить интегрируе-
мые соотношения Генки в задаче о плоской деформации идеально пластического тела
[3], что и продемонстрировано в разделе 4. В разделе 5 приводятся формулы для пере-
счета компонент несимметричного тензора напряжений при переходе к неортогональ-
ной сетке на поверхности наращивания. Эти формулы необходимы для постановки
граничных условий на поверхности наращивания.
2. Преобразование операторов дифференцирования вдоль координатных

направлений на плоскости.
Ниже дается вывод формул преобразования операторов dk дифференцирования

вдоль координатных направлений на плоскости при переходе от ортогональной сетки
к произвольной (необязательно ортогональной) криволинейной сетке.

Предположим, что на плоскости имеется локальный ортонормированный базис l,
m, а другой локальный базис состоит из, вообще говоря, неортогональных единичных
векторов l, m, первый из которых отклоняется от орта l на угол ψ1 по ходу часовой
стрелки, а второй отклоняется от орта l на угол ψ2 против хода часовой стрелки.
Мы считаем, что ψ1 > 0, ψ2 > 0, ψ1 + ψ2 6= π. Углы ψ1, ψ2 могут, вообще говоря,
изменяться при движении вдоль координатных линий локальной базисной системы l,
m.

Найдем формулы преобразования дифференциальных операторов

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇,

d1 = l ·∇, d2 = m ·∇

при переходе от одной локальной базисной системы к другой. Эти операторы, как
следует из их определения, представляют собой производные вдоль соответствующих
координатных линий.

Коэффициенты в разложении

l = lk1 + mk2 (1)

на основании
l · l = cosψ1 = k1 + k2 cos(ψ1 + ψ2),

l ·m = cosψ2 = k2 + k1 cos(ψ1 + ψ2)

вычисляются в следующем виде

k1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

k2 =
cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
.

(2)

Аналогично для разложения

m = ls1 + ms2 (3)
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с помощью
m · l = − sinψ1 = s1 + s2 cos(ψ1 + ψ2),

m ·m = sinψ2 = s2 + s1 cos(ψ1 + ψ2)
можно получить

s1 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
,

s2 =
sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
.

(4)

Поскольку
d1 = l ·∇ = (lk1 + mk2) ·∇ = k1d1 + k2d2,

d2 = m ·∇ = (ls1 + ms2) ·∇ = s1d1 + s2d2,

то в итоге искомые формулы преобразования имеют вид

d1 =
cosψ1 − cosψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

cosψ2 − cosψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2,

d2 =
− sinψ1 − sinψ2 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d1 +

sinψ2 + sinψ1 cos(ψ1 + ψ2)

sin2(ψ1 + ψ2)
d2.

(5)

В случае преобразования поворота исходного базиса l, m, т.е. когда

ψ1 =
π

2
− ψ, ψ2 = ψ,

полученные формулы упрощаются

d1 = sinψd1 + cosψd2,

d2 = − cosψd1 + sinψd2.
(6)

Обратное по отношению к (6) преобразование есть

d1 = sinψd1 − cosψd2,

d2 = cosψd1 + sinψd2.
(7)

Полученные выше формулы преобразования дифференциальных d–операторов ока-
зываются весьма удобным средством при исследовании систем уравнений в частных
производных, с которыми приходится сталкиваться в двумерных задачах математиче-
ской теории пластичности. То же самое можно сказать о задачах механики растущих
тел [4, 5, 6, 7]. Соответствующий круг вопросов рассмотрен в следующих разделах
работы.
3. Дифференциальное ограничение на растущей поверхности, сформу-

лированное в эйлеровых переменных.
Можно показать [8, 9, 10], что дифференциальное ограничение на поверхности на-

ращивания можно записать в виде

c[∇j
∗
τ ji(xk) +∇jIji +

∗
Xi(xk)]− [nj∂·τ

ji(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0 (t =
∗
τ + 0). (8)

где ∇j — ковариантное дифференцирование по эйлеровой метрике, c — линейная ско-
рость поверхности наращивания в направлении нормали, τ ij — тензор напряжений
(вообще говоря несимметричный), ∂· — производная по времени при фиксированных

координатах xk,
∗
Xi(xk) = Xi(xk, t)|

t=
∗
τ(xs)−0, X

i = Xi(xk, t), — объемные силы, Iji —
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интеграл скачков напряжений, ∗τ ij(xk) = τ ij(xk, t)|
t=

∗
τ(xs)−0, t =

∗
τ(xs)− 0 момент вре-

мени непосредственно перед моментом включения элемента в состав основного тела
(Рис. 2). Момент времени t =

∗
τ(xs) + 0 соответствует моменту непосредственно после

присоединения элемента к поверхности наращивания.
Заметим, что

Iij =

∗
τ+0∫

∗
τ−0

[∂·τ
ij(xk, t′)]dt′.

Дифференциальное ограничение (8) для напряжений на поверхности наращивания
в ортогональной системе координат, можно представить в форме (в отсутствие мас-
совых сил и скачков напряжений)

[cdj
∗
τ<ji> − n<j>∂·τ<ji>(xk, t)]

∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0 (i, j = 1, 2, 3), (9)

В (9) индекс 3 соответствует направлению нормали, а индексы 1 и 2 — касательным
направлениям к поверхности наращивания. Выпишем соотношение (9) в криволиней-
ной системе координат, воспользовавшись преобразованием (5) при условии, что орт,
соответствующий индексу 3, направлен вдоль нормали n к поверхности наращивания.

После подстановки соотношений (5) в дифференциальное ограничение (9) с учетом
обозначений (2), (4) и равенства (11) получим

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<11> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<21> + d3

∗
τ<31>−

− n<1>∂·τ<11>(xk, t)− n<2>∂·τ<21>(xk, t)− n<3>∂·τ<31>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0,

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<12> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<22> + d3

∗
τ<32>−

− n<1>∂·τ<12>(xk, t)− n<2>∂·τ<22>(xk, t)− n<3>∂·τ<32>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0,

[c(k1d1 + k2d2)
∗
τ<13> + (s1d1 + s2d2)

∗
τ<23> + d3

∗
τ<33>−

− n<1>∂·τ<13>(xk, t)− n<2>∂·τ<23>(xk, t)− n<3>∂·τ<33>(xk, t)]
∣∣∣
t=

∗
τ(xs)+0

= 0.

(10)

Здесь учтено, что
d3 = d3 = n ·∇. (11)

За счет выбора углов ψ1, ψ2 можно упростить вид дифференциальных ограниче-
ний (10). Вообще говоря, в соотношениях (10) компоненты тензора напряжений ∗τ<ji>
необходимо преобразовать к новому базису. Соотношения для преобразования компо-
нент тензора напряжений будут даны в разделе 5 работы.
4. Идеальная пластичность. Плоская деформация. Рассмотрим пример ис-

пользования полученных формул преобразования в модели идеально пластического
тела в условиях плоского деформированного состояния [3]. Плоское деформирован-
ное состояние характеризуется условием ε33 = 0. Любое условие пластичности в слу-
чае плоского деформированного состояния приводится к виду σ1—σ2 = 2k, σ1, σ2 —
собственные значения симметричного тензора напряжений, k предел текучести при
чистом сдвиге. В плоскости течения x1, x2 имеется два взаимно ортогональных семей-
ства изостатических траекторий. Одно из семейств будем идентифицировать номером
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1, другое — номером 2. Обозначая через в угол θ наклона к оси x1 изостаты первого
семейства, а через κ1, κ2 — кривизны изостат, имеем

κ1 = −d1θ, κ2 = d2θ. (12)

Уравнения равновесия, сформулированные в изостатической координатной сетке,
сводятся к двум соотношениям Ламе–Максвелла

d1σ1 +
σ1 − σ2
ρ1

= 0,

d2σ2 +
σ1 − σ2
ρ2

= 0,
(13)

где ρ1, ρ2 радиусы кривизны линий главных напряжений, причем эти величины счи-
таются положительными, если с возрастанием натурального параметра вдоль кривой
касательная вращается против часовой стрелки, при этом положительное направле-
ние вдоль первой траектории выбирается произвольно, а положительное направление
вдоль второй траектории определяется вращением против хода часовой стрелки поло-
жительного направления первой траектории. Так как в случае плоской пластической
деформации σ1—σ2 = 2k, то уравнения (13) приобретают следующий вид:

d1σ1 +
2k

ρ1
= 0, d2σ2 +

2k

ρ2
= 0, (14)

Эта система гиперболична. Характеристики делят пополам угол между главными
направлениями напряжений. Вводя в систему (14) на основании формулы (7) произ-
водные вдоль характеристических направлений (примем, что первая характеристика
отклоняется от первого главного направления напряжений, соответствующего наи-
большему главному напряжению, на угол π/4 по ходу часовой

d1 =
d1 − d2√

2
, d2 =

d1 + d2√
2

, (15)

складывая, а затем вычитая одно из другого уравнения системы 15, получим инте-
грируемые соотношения Генки вдоль характеристик:

d1(σ1 − 2kθ) = 0, d2(σ1 + 2kθ) = 0. (16)

5. Преобразование несимметричного тензора напряжений при переходе к
неортогональному базису. Несимметричный тензор напряжений τ можно записать
как линейную комбинацию базисных тензорных произведений с сомножителями l, m,
n

τ =τ<11>l⊗ l + τ<12>l⊗m + τ<21>m⊗ l + τ<22>m⊗m + τ<23>m⊗ n+

+ τ<32>n⊗m + τ<33>n⊗ n + τ<13>l⊗ n + τ<31>n⊗ l.
(17)

Найдем диадное представление тензора τ после замены базиса l, m, n на новый
базис l, m, n. Подставив в формулу (17) формулы (1) и (3), получим:

τ = τ<11>(lk1 + mk2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<12>(lk1 + mk2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<21>(ls1 + ms2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<22>(ls1 + ms2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<23>(ls1 + ms2)⊗ n + τ<32>n⊗ (ls1 + ms2) + τ<33>n⊗ n+

+ τ<13>(lk1 + mk2)⊗ n + τ<31>n⊗ (lk1 + mk2),

(18)
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кроме того, имеем:

τ = τ<11>(l⊗ lk21 + l⊗mk1k2 + m⊗ lk2k1 + m⊗mk22)+

+ τ<12>(l⊗ lk1s1 + l⊗mk1s2 + m⊗ lk2s1 + m⊗mk2s2)+

+ τ<21>(l⊗ ls1k1 + l⊗ms1k2 + m⊗ ls2k1 + m⊗ms2k2)+

+ τ<22>(l⊗ ls21 + l⊗ms1s2 + m⊗ ls2s1 + m⊗ms22)+

+ τ<23>(l⊗ ns1 + m⊗ ns2) + τ<32>(n⊗ ls1 + n⊗ms2)+

+ τ<33>n⊗ n + τ<13>(l⊗ nk1 + m⊗ nk2) + τ<31>(n⊗ lk1 + n⊗mk2).

(19)

Соберем затем слагаемые с одинаковыми диадами базисных директоров l, m, n.
После ряда преобразований приходим к:

τ = (k21τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>)l⊗ l+

+ (k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>)l⊗m+

+ (k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>)m⊗ l+

+ (k22τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>)m⊗m+

+ (k2τ<13> + s2τ<23>)m⊗ n + (k2τ<31> + s2τ<32>)n⊗m+

+ τ<33>n⊗ n + (k1τ<13> + s1τ<23>)l⊗ n + (k1τ<31> + s1τ<32>)n⊗ l.

(20)

Откуда, окончательно, формулы преобразования компонент тензора напряжений τ
от исходного базиса к искаженному примут вид:

τ<11> = k21τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>,

τ<12> = k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<21> = k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<22> = k22τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>,

τ<23> = k2τ<13> + s2τ<23>,

τ<32> = k2τ<31> + s2τ<32>,

τ<33> = τ<33>,

τ<13> = k1τ<13> + s1τ<23>,

τ<31> = k1τ<31> + s1τ<32>.

(21)

Далее рассмотрим обращение формул (21). Формулы преобразования базисных ди-
ректоров l, m, n в директоры l, m, n можно принять как

l = lk1 + mk2, (22)
m = ls1 + ms2, (23)
n = n. (24)
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Тогда коэффициенты в разложении (22), (23) легко получить на основании соотноше-
ний

l · l = cosψ1 = k1,

l ·m = − sinψ1 = k2,

m · l = cosψ2 = s1,

m ·m = sinψ2 = s2.

(25)

Снова запишем тензор напряжений τ как линейную комбинацию базисных тензор-
ных произведений

τ =τ<11>l⊗ l + τ<12>l⊗m + τ<21>m⊗ l + τ<22>m⊗m + τ<23>m⊗ n+

+ τ<32>n⊗m + τ<33>n⊗ n + τ<13>l⊗ n + τ<31>n⊗ l.
(26)

Подставляя в формулу (26) разложения (22), (23), получим

τ = τ<11>(lk1 + mk2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<12>(lk1 + mk2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<21>(ls1 + ms2)⊗ (lk1 + mk2) + τ<22>(ls1 + ms2)⊗ (ls1 + ms2)+

+ τ<23>(ls1 + ms2)⊗ n + τ<32>n⊗ (ls1 + ms2) + τ<33>n⊗ n+

+ τ<13>(lk1 + mk2)⊗ n + τ<31>n⊗ (lk1 + mk2).

(27)

Раскроем скобки в (27). в результате приходим к:

τ = τ<11>(l⊗ lk
2
1 + l⊗mk1k2 + m⊗ lk2k1 + m⊗mk

2
2)+

+ τ<12>(l⊗ lk1s1 + l⊗mk1s2 + m⊗ lk2s1 + m⊗mk2s2)+

+ τ<21>(l⊗ ls1k1 + l⊗ms1k2 + m⊗ ls2k1 + m⊗ms2k2)+

+ τ<22>(l⊗ ls21 + l⊗ms1s2 + m⊗ ls2s1 + m⊗ms22)+

+ τ<23>(l⊗ ns1 + m⊗ ns2) + τ<32>(n⊗ ls1 + n⊗ms2)+

+ τ<33>n⊗ n + τ<13>(l⊗ nk1 + m⊗ nk2) + τ<31>(n⊗ lk1 + n⊗mk2).

(28)

Соберем слагаемые с одинаковыми диадами, состоящими из векторов l, m, n. После
ряда преобразований получим:

τ = (k
2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>)l⊗ l+

+ (k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>)l⊗m+

+ (k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>)m⊗ l+

+ (k
2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>)m⊗m+

+ (k2τ<13> + s2τ<23>)m⊗ n + (k2τ<31> + s2τ<32>)n⊗m+

+ τ<33>n⊗ n + (k1τ<13> + s1τ<23>)l⊗ n + (k1τ<31> + s1τ<32>)n⊗ l.

(29)
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Откуда, окончательно формулы преобразования компонент тензора напряжений τ
от искаженного базиса к исходному запишем в форме:

τ<11> = k
2
1τ<11> + k1s1τ<12> + k1s1τ<21> + s21τ<22>,

τ<12> = k1k2τ<11> + k1s2τ<12> + s1k2τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<21> = k1k2τ<11> + k2s1τ<12> + s2k1τ<21> + s1s2τ<22>,

τ<22> = k
2
2τ<11> + k2s2τ<12> + k2s2τ<21> + s22τ<22>,

τ<23> = k2τ<13> + s2τ<23>,

τ<32> = k2τ<31> + s2τ<32>,

τ<33> = τ<33>,

τ<13> = k1τ<13> + s1τ<23>,

τ<31> = k1τ<31> + s1τ<32>.

(30)

Таким образом, формулы преобразования дифференциальных d–операторов могут
выступить как эффективный инструмент преобразования дифференциальных уравне-
ний и граничных условий в различных разделах механики деформируемого твердого
тела [11, 12, 13].
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TRANSFORMATION FORMULAE FOR d–OPERATORS IN MECHANICS OF
SOLIDS
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pr. Vernadskogo 101 korp. 1, Moscow, 119526 Russian Federation

Abstract. The transformation formulae for differential d–operators are obtained. Such operators
can be found in two-dimensional and three-dimensional problems of the mathematical theory of
plasticity and the mechanics of growing solids. These transformations are caused by in the course
of varying in the coordinate systems in order to simplify the differential equations (in particular,
in the theory of plasticity) and the differential constraints imposed on the growing surface known
in mechanics of growing solids. In the paper, the transformation formulae are derived and the
corresponding examples are considered and discussed.
Keywords: d–operator, plastic flow, additive manufacturing, growing surface, differential
constraint
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[1, 2, 3]. Во всех приведенных работах рассматриваются в основном упругие матери-
алы, что ограничивает классы используемых в космической промышленности струк-
тур. Зависимость свойств предполагается от одной координаты, не учитывается воз-
можность изменения свойств с течением времени. Анализ аддитивных технологий не
основан на современных методах механики аддитивных технологий и процессов роста,
что может привести к принципиальным ошибкам.

Существует несколько способов математического задания градиентного распреде-
ления механических характеристик внутри упругопластического материала. Одним
из наиболее простых подходов в задании градиента для физических параметров яв-
ляется представление материала в виде многослойной структуры, где в каждом слое
заданы различные значения пареметров Ламе, коэффициента теплового расширения,
предела текучести и др. М Переход к дискретному распределению таких характе-
ристик с последующим описанием деформирования многослойного материала поз-
воляет определить способность такого подхода качественно описывать напряжнно-
деформированное состояние в рамках моделей непрерывного распределения пара-
метров (заданных при помощи непрерывных функций координат) в функционально-
градиентных средах. Несомненным преимуществом дискретного задания градиента
является возможность строить точные решения для напряженно-деформированного
состояния материала с учетом нелинейных эффектов.

В условиях температурного воздействия, проявляющего свойства осевой симмет-
рии, были получены аналитические решения ряда краевых задач термоупругопла-
стического деформирования. Так, в работах [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] рассматривались ре-
шения краевых задач расчета полей остаточных деформаций и напряжений в усло-
виях центральной (сферической) симметрии для упругопластического материала,
определены особенности решения при нестационарном тепловом градиенте. Работы
[11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] посвящены проблемам построения решений для напряже-
ний и перемещений в упругопластическом материале в условиях осевой симметрии
в цилиндрических координатах. Были выявлены особенности расчета напряженного
состояния в случае плоского напряженного и плоского деформированного состояния
материала с учетом зависимости предела текучести от температуры.
2. Определяющие модельные соотношения и основные уравнения. Для

описания деформирования многослойного объекта воспользуемся моделью малых
упруго-пластических деформаций, в которой тензор деформаций dij состоит из упру-
гой(обратимой) eij и пластической (необратимой) pij составляющей:

dij = eij + pij =
1

2
(∂jui + ∂iuj), (1)

где ui — компоненты вектора перемещений, ∂j — оператор частного дифференциро-
вания по пространственной координате. Определяющие уравнение между упругими
компонентами тензора деформаций и компонентами тензора напряжений Коши при-
мем в форме подобной термоупругому закону Дюамеля–Неймана:

σ
(v)
ij = 2µve

(v)
ij + (λve

(v)
kk − (3λv + 2µv)αv∆)δij (2)

Здесь и далее верхний и/или нижний индекс v = 1 . . . n определяет порядковый но-
мер материального слоя в диапазоне от 0 до n, считая от начала координат; λv, µv, αv
— параметры ламе и коэффициент линейного теплового расширения в каждом слое,
∆ — разница между начальной (комнатной) и текущей (повышенной) температурой,
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определяющая степень нагрева. В этом случае, тепловое расширение материала опре-
деляется зависимостью

e
(v)
T = αv∆ = αv(T − T0).

Начало процесса необратимого деформирования свяжем с выполнением условия
пластичности Треска в окрестности нагрева пластины

f (v)(σij) = 0, (3)

В условиях принципа максимума Мизеса поверхность (3) оказывается пластическим
потенциалом. И ассоциированный закон пластического течения записывается в виде

∂tε
(v)
ij = ξ(v)

∂f (v)

∂σij
, ξ(v) =

√
∂tε

(v)
kl ∂tε

(v)
lk

(
∂f (v)

∂σmn

∂f (v)

∂σnm

)− 1
2

, ∂t =
∂

∂t
. (4)

В областях обратимого и необратимого деформирования справедливы уравнения
равновесия, которые в условиях отсутсвия массовых сил можно записать в виде

∂jσji = 0. (5)

Систему уравнений (1)–(5) следует дополнить краевыми условиями, характерными
для конкретной краевой задачи.
3. Деформирования слоистого материала при изменении температурного

поля. Рассмотрим термоупругопластическую полую сферическую конструкцию, со-
стоящую из n слоев, имеющих различные термо-механические характеристики. Будем
полагать, что основным механизмом деформирования материала сферы является воз-
никновение температурных деформаций вследствие равномерного нагрева материала
сферического слоя. Очевидно, что если принять различные значения коэффициен-
та теплового расширения для каждого слоя, то возникающий градиент деформаций
приведет к появлению температурных напряжений.

Интегрирование уравнений равновесия (5) при подстановке определяющих соотно-
шений (1)–(4) приводит к формулам для компонент тензора напряжений и вектора
перемещений справедливым в каждом слое в условиях центральной симметрии в сфе-
рической системе координат

σvrr = Av +
1

B3
v

, σvθθ = σ(v)ϕϕ = Av −
1

2B3
v

, u(v)r = rαv∆ +
Avr

3λv + 2µv
− Bv

4µvr2
. (6)

Здесь Av, Bv — неизвестные константы интегрирования, определяемые из краевых
условий задачи. В общем случае размер каждого слоя может быть различным, а ра-
диальная координата слоя под номером v изменяется в диапазоне Rv−1 ≤ r ≤ Rv, где
Rv−1, Rv — внутренняя и внешняя поверхность v–слоя.

Для определения констант интегрирования в (6) воспользуемся граничными усло-
виями, которые на контактных поверхностях и на внешней поверхности сферы можно
принять в форме:

σvrr(Rv) = σv+1
rr (Rv), uvr(Rv) = uv+1

r (Rv), σ(n)rr (Rn) = 0, v = 1 . . . (n− 1). (7)

Возникающий при неравномерном тепловом расширении градиент напряжений
способен вызывать процесс необратимого деформирования материала. В этом слу-
чае в условиях сферической симметрии при выполнении условия пластичности
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Рис. 1. Напряжения при неравномерном телповом расширении композитного сферического
слоя. R0 = 0.05 см, R1/R0 = 2, R2/R0 = 3, R3/R0 = 4, α1 = α0, α1 = 2α0, α1 = 3α0, µ1 = µ0,
µ2 = 2µ0, µ3 = 3µ0, ∆T = 120◦C.

(σrr − σθθ)2 = 4k2 (где k — предел текучести при чистом сдвиге) в материале формиру-
ются области необратимого деформирования (пластического течения). Напряженно–
деформированное состояние в таких областях соотношениями:

σ(v)rr = Fv − 4svkv ln(r), σ
(v)
θθ = σ(v)ϕϕ = Fv − 4svkv ln(r)− 2svkv,

u(v)r =
Gv
r2
− 4svkv

3λv + 2µv
r ln(r) + r

(
Fv

3λv + 2µv
+ αv∆

)
.

(8)

Здесь и далее черта над функцией означает ее принадлежность к области пластиче-
ского течения. Константы интегрирования Fv, Gv наряду с константами (6) находятся
из системы граничных условий (7) с учетом условий непрерывности напряжений и пе-
ремещений ну упругопластических границах av:

σ(v)rr (av) = σ(v)rr (av), u(v)r (av) = u(v)r (av), v = 0 . . .m, (9)

где m - количество областей необратимого деформирование. Значения упругопласти-
ческих границ av определяются из численного решения системы уравнений, задающих
непрерывность на них окружных напряжений:

σθθ(av) = σθθ(av), v = 0 . . .m. (10)

Таким образом, для n слоев с m областями пластического течения имеем систему
из n+m+ 1 уравнений для определения неизвестных параметров Av, Bv, Fv, Gv, av.

В следующем разделе рассмотрим задачу о расчете напряженно-деформированного
состояния трехслойной упругопластической сферы, подверженной нестационарному
тепловому воздействию. Постановка задачи может быть осуществлена с различными
граничными условиями, которые определяют особенности деформирования неодно-
родного слоя с разными свойствами: 1) свободная внешняя и внутренняя поверхность
сферы; 2) зафиксированная внутренняя и свободная внешняя поверхность сферы.
Различные граничные условия на внутренней поверхности позволяют оценить влия-
ние неравномерного теплового расширения и механических характеристик материала
на его напряженно-деформированное состояние.
4. Деформирование в условиях свободного теплового расширения внут-

ренней и внешней поверхности трехслойной сферы. Рассмотрим процесс
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Рис. 2. Напряжения при неравномерном тепловом расширении композитного сферического
слоя. R0 = 0.05 см, R1/R0 = 2, R2/R0 = 3, R3/R0 = 4, α1 = α0, α1 = 2α0, α1 = α0, µ1 = µ0,
µ2 = µ0, µ3 = µ0, ∆T = 420◦C.
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Рис. 3. Напряжения при неравномерном тепловом расширении композитного сферического
слоя. R0 = 0.05 см, R1/R0 = 2, R2/R0 = 3, R3/R0 = 4, α1 = 3α0, α1 = 2α0, α1 = α0, µ1 = 3µ0,
µ2 = 2µ0, µ3 = µ0, ∆T = 520◦C.

деформирования материала, подверженного равномерному температурному воздей-
ствию при свободном расширении внутренней и внешней поверхности сферического
слоя.

В таком случае решение термоупругой задачи описывается соотношениями (6), (7).
Отметим что, в условиях одинакового теплового расширения (αi = αi+1) константы
интегрирования в соотношениях (6) принимают нулевые значения, и следовательно
напряжения в многослойном материале при нагреве не возникают, несмотря на раз-
личия в параметрах ламе у каждого слоя. Таким образом, уровень градиента коэф-
фициента линейного теплового расширения при переходе от слоя к слою в данной
постановке задачи оказывает решающего влияния.

На рис. 1–3 изображены характерные распределения полей формирующихся тем-
пературных напряжений при повышенной температуре.
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Abstract. The present paper is devoted to problem of thermoelastoplastic deformation of hollow
torus. The requisite equation of the temperature stresses theory are furnished in toroidal coordinate
frame. The residual stresses in a hollow elastoplastic torus subject to non-uniform radial heating
are calculated and graphically analyzed. The aproximate analytical solution of the noted problem
is obtained in the framework of the generalized plane stress state approach. The stress and
displacement fields are computed in the thermoelastic and plastic flow domains. The correctness and
apliability of the obtained solutions for a torus of arbitrary size under conditions of axisymmetric
thermal effect are discussed.
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Аннотация. Разработана программа испытаний потери устойчивости заполненных сыпучим
материалом тонкостенных замкнутых предварительно напряженных цилиндрических оболо-
чек. Проработан алгоритм создания предварительного напряжения горизонтальных цилин-
дрических оболочек.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, автоцистерна, сыпучий заполнитель, устойчи-
вость, предварительное напряжение, программа испытаний.
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Введение и обзор. Предварительное напряжение в конструкциях позволяет
уменьшить расход материала, стоимость самих конструкций и их изготовления при
полном удовлетворении эксплуатационных требований. Способы создания предвари-
тельного напряжения в вертикальных цилиндрических резервуарах приведены в ра-
боте Белени Е.И. [1]. Технически возможно создание предварительного напряжения в
цилиндрической оболочке обмоткой высокопрочной проволокой или лентой с данным
напряжением. В работе [1] приводятся единичные примеры обмотки цилиндрических
аппаратов высокопрочной проволокой. Но не разработана методика создания предва-
рительного напряжения для горизонтальных цилиндрических резервуарах.

Экспериментальные исследования проводились Беленя Е.И., Астряб С.М., Рама-
зановым Э.Б., Степкиным С.А., основные результаты изложены в работах [1, 2, 3,
4, 5, 6, 7]. В основном испытывались вертикальные цилиндрические оболочки для
нефтегазовой отрасли, работающие под давлением.

В работах [8, 9, 10] изложены аналитические, численные и экспериментальные ме-
тоды исследований динамической потери устойчивости предварительно нагруженных
стальных труб.
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В работах M. Zeinoddini [11, 12, 13] рассмотрено поведение предварительно загру-
женных стальных труб, подвергнутых ударным воздействиям. Автором разработана
программа испытаний стальных труб длиной до 2 м на комбинацию предварительных
статических нагружений и последующих динамических воздействий. Граничные усло-
вия назначены так, что образцы ограничены от поворота, но могут свободно переме-
щаться вдоль своей оси. Груз весом 15–50 кг, свободно перемещающийся по установке
в вертикальном направлении, ударяется в середине образца, падение груза происхо-
дит со скоростью 7 м/с. В тестовых задачах авторы скорость и массу падающего
груза оставляли неизменной, изменяли предварительное нагружение образцов. В ис-
пытаниях при первых падениях груза труба восстанавливала первоначальную форму,
образец оставался устойчивым. При упругих реакциях при соударении груз отскаки-
вал от образца, поднимаясь на определенную высоту, и снова повторно воздействовал
на трубу при падении. Фиксировались остаточные деформации. Отмечается хорошая
согласованность численных результатов с экспериментами (расхождение численного и
экспериментального значений критической нагрузки составляет 6%). В результате ис-
следований автор доказал применимость расчетной модели трубы для последующего
численного исследования образцов с другими геометрическими параметрами.

В статьях [14, 15] разработан новый вариант метода конечных элементов для расче-
та осесимметричных колебаний упругих ортотропных оболочек вращения, частично
заполненных жидкостью, с учетом дискретного подкрепления оболочек шпангоутами
и предварительного статического напряжено-деформированного состояния.

В настоящее время наиболее подробно исследованы задачи о напряженно-деформи-
рованном состоянии и потери устойчивости цилиндрических оболочек, без учета вли-
яния заполнителя на потерю устойчивости, частично освещен вопрос об устойчивости
цилиндрической оболочки с заполнителем. Комплексный экспериментально-теорети-
ческий анализ, численные исследования в полном объеме предварительно напряжен-
ных горизонтальных тонкостенных цилиндрических оболочек практически отсутству-
ют.

Развитие автомобильных перевозок сыпучих материалов, обладающих малой плот-
ностью (цемент, мука, зерно и т.д.), требует совершенствования конструкций полу-
прицепов-цистерн, которые должны стать надежным средствам для транспортировки
бестарных грузов по дорогам 1–3 категорий условий эксплуатации. Для повышения
эффективности перевозки сыпучих материалов автомобильная промышленность стре-
мится освоить производство опрокидываемых при разгрузке тонкостенных большега-
баритных цистерн, представляющих собой комбинацию цилиндрической и полусфе-
рических оболочек в стальном или алюминиевом исполнении. Конструкция цистерны
должна быть безопасной в эксплуатации, экономичной и по возможности обладать
минимальной трудоемкостью в изготовлении.

Планируемый рост объемов транспортировки сыпучих материалов требует увели-
чения габаритов автоцистерн с соблюдением условия максимальной грузоподъемно-
сти при минимальной металлоемкости. Это возможно при создании предварительно-
напряженных корпусов автоцистерн. Данный вопрос еще мало изучен и на производ-
стве не имелось аналогов данных цистерн.

При рациональном выборе геометрических параметров цистерны одной из главных
задач является расчет конструкции на устойчивость. В настоящее время данная про-
блема до конца не изучена. Большое влияние на величину критической нагрузки иг-
рают возмущающие факторы, такие как начальные несовершенства формы оболочки,
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условий нагружения, условия крепления обмотки и т.д., которые трудно поддаются
учету.

Для исследования устойчивости предварительно-напряженной замкнутой тонко-
стенной цилиндрической оболочки, заполненной сыпучим материалом, при изги-
бе необходимы разработка и верификация на экспериментальных данных матема-
тической модели, алгоритма решения и программного обеспечения, которые бу-
дут соответствовать современному уровню компьютерного моделирования. Расчет
предварительно-напряженных цилиндрических оболочек, наполненных сыпучим ма-
териалом, трудоемок и сложен.
1. Практические аспекты создания предварительно-напряженных тонко-

стенных цилиндрических оболочек. Для повышения надежности несущих кон-
струкций необходимо применять вероятностные методы. Предварительное напряже-
ние цилиндрических тонкостенных оболочек может создаваться различными способа-
ми, такими как обмоткой цилиндрической оболочки высокопрочной проволокой или
лентой, стягиванием бандажами для повышения несущей способности. При выборе
способа создания предварительного напряжения необходимо оценить степень надеж-
ности каждого способа.

В работах [16], M. Alrsai et al. [17], S. Gong et al. [18], Z. Jiexin et al. [19], F. Wang [20],
F.-C. Wang et al. [21], J. Zheng et al. [22] представлены результаты испытаний конструк-
ций PIP с одинаковыми внутренними и разными наружными трубами. Замечено, что
геометрические и деформационные свойства наружной трубы влияют на предельную
нагрузку внутренней трубы. Предложены эмпирические выражения для оценки пре-
дельной нагрузки внутренней трубы. Используемые в морских платформах колонны,
состоящие из двух вложенных друг в друга цилиндрических стальных труб, простран-
ство между которыми заполнено бетоном (Concrete Filled Double Skin Steel Tube —
CFDST), обладают определенными преимуществами по сравнению с классическими
аналогами — трубой, заполненной бетоном (Concrete Filled Steel Tube — CFST) [23].
Трехслойные композитные оболочки CFDST используются также в подводных трубо-
проводах [24]. Проведены параметрические исследования влияния прочности внешней
и внутренней оболочек, бетона и отношения пустот на характеристики сжатия и изги-
ба композитных трубопроводов, подвергаемых воздействию давления. Показано, что
наличие внутренней трубы повышает устойчивость композитной оболочки.

В строительстве предварительное напряжение используется в инвентарных обсад-
ных трубах при устройстве буронабивных свай. Что также подтверждает актуаль-
ность вопроса создания предварительно-напряженных труб с целью увеличения несу-
щей способности и уменьшения массы конструкций.

Проанализировав используемые в морских платформах двойные цилиндрические
стальные трубы, а также в обсадных трубах при создании буронабивных свай, можно
проработать новый вариант создания предварительного напряжения. При использо-
вании конструкций из двух вложенных друг в друга цилиндрических стальных труб
при нагреве диаметр внешней трубы увеличивается, насаживается на внутреннюю
трубу, при остывании происходит обжатие внутренней трубы.
2. Метод испытания на устойчивость предварительно-напряженных го-

ризонтальных тонкостенных цилиндрических оболочек с заполнителем.
Для опытного образца, описанного в работе Федоровой Т. Г. [25], создается предвари-
тельное напряжение нижеизложенными способами.
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1. При помощи высокопрочной предварительно растянутой обмотки перераспреде-
ляются усилия в конструкции, при этом для разгрузки внутренний более тонкий слоя
изготавливаем из менее прочного материала. Для автоцистерны применяем алюмини-
евый сплав, как и в цистернах без предварительного напряжения. Предварительное
напряжение, созданное усилием натяжения проволоки, назначается исходя из условия
одновременного достижения напряжениями в стенке и обмотке расчетных сопротив-
лений при полном заполнении сыпучим материалом оболочки, и из условия создания
минимального предварительного напряжения с точки зрения обеспечения устойчи-
вости оболочки без дополнительных средств. Навивка производится в окружном на-
правлении или по спирали под углом к продольной оси оболочки, витки наматываются
вплотную друг к другу и размещают с определенным шагом.

2. При помощи кольцевой многослойной обмотки профилированной высокопрочной
лентой методом Ширенбека [1]. Производят предварительный нагрев профилирован-
ной ленты до 700◦ с быстрым охлаждением после укладки.

Рис. 1. Экспериментальная установка

Задача экспериментальных исследований — определение форм потери устойчиво-
сти, изменение формы поперечного сечения в процессе деформирования, определение
величины критической нагрузки и перемещений предварительно-напряженного об-
разца, измерение деформаций.

Программа испытания состоит из следующих этапов:
— выбор образца, визуальный осмотр начальных несовершенств;
—измерение начальных геометрических размеров образца, нанесение рисок на его

рабочей поверхности;
—навивка образца с постоянным по длине оболочки контролируемым усилием на-

тяжения и одинаковым шагом витков;
—наклеивание тензорезисторов на наружную поверхность образца в верхней и ниж-

ней точке в предполагаемом месте потери устойчивости в осевом и кольцевом направ-
лениях;
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—заполнение образца металлическим порошком объемом, заданным эксперимен-
том;

—настройка измерительного оборудования;
—подключение тензорезисторов к измерителю деформаций;
—нагружение образца — первая шаговая нагрузка;
—измерение показаний тензорезисторов прибором ИДЦ-1 и Теремом-4;
—измерение перемещение нагружаемого торца образца индикатором часового типа

ИЧ-10;
—измерение диаметров в осевом и кольцевом направлениях электронным штанген-

циркулем в фиксированных сечениях по длине образца;
—измерение меридиональных и кольцевых деформаций;
—дальнейшее пошаговое увеличение вертикальной нагрузки на образец и повторе-

ние всех вышеприведенных измерений; фиксация деформированной формы образца
при потери устойчивости;

—дальнейшее нагружение вертикальной силой с целью изучения закритического
поведения образца до общей потери устойчивости образца.

После проведения экспериментов выполнить статистическую обработку.
По изложенной выше методике будут проведены следующие испытания:
— опытный образец без заполнителя;
— опытный образец, заполненный железным порошком;
—опытный образец, заполненный железным порошком, подверженный внутренне-

му давлению.
Заключение. Разработана программа испытаний потери устойчивости тонкостен-

ной предварительно-напряженной цилиндрической оболочки, заполненной сыпучим
материалом. Прописаны способы создания предварительного напряжения тонкостен-
ных горизонтальных цилиндрических оболочек. По разработанной программе будут
выполнены экспериментальные исследования в научной лаборатории НИУ МГСУ.
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Abstract. A program of stability loss tests for thin-walled closed prestressed cylindrical shells
filled with bulk material has been developed. An algorithm for creating a prestress of horizontal
cylindrical shells is developed.
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Часть работ была посвящена экспериментальным исследованиям. Так, в работе
В.И. Моссаковского [7] рассматривается возможность перенесения результатов мо-
дельных исследований в натуру. В работе [7] представлены результаты испытаний и
статистической обработки гладких цилиндрических оболочек при различных вариан-
тах нагружений, в том числе при действии поперечной силы. Исследования проводи-
лись на моделях с геометрическими параметрами R/δ = 300, L/R = 2,5, приемлемых
для лабораторных исследований. По результатам обработки экспериментов В.И. Мос-
саковский сделал выводы: а) закон распределения параметра несущей способности
близок к нормальному; б) среднее значение параметра отношения экспериментальной
критической нагрузки к теоретической (Qэ/Qт) почти не изменяется с увеличением
размеров образцов.

В работе А.В. Саченкова [8] приведена идея совмещения теоретического и экспе-
риментального методов исследования оболочек и пластин, который будет основан на
теории подобия и размерностей. Теоретико-экспериментальный метод А.В. Саченко-
ва позволяет по предварительному теоретическому анализу установить определяющие
параметры, построить формулы, вывести функциональные зависимости, с помощью
которых описываются характерные особенности поведения оболочек, устанавливае-
мые в последующем на основании экспериментальных данных. Данный метод апро-
бирован при исследовании напряженного состояния круговой цилиндрической обо-
лочки при действии локальной поперечной нагрузки. Результаты изложены в работе
Ю.Г. Коноплева [9].

Отметим, что при экспериментальных исследованиях устойчивости цилиндриче-
ских оболочек возникают трудности, связанные с качественным изготовлением образ-
цов, правильной передачей нагрузок. По данным ранее проведенных экспериментов
[9, 10] расхождение экспериментальных и расчетных данных по величине критической
нагрузки достигает более двух раз.

Теоретическому исследованию потери устойчивости цилиндрических оболочек при
изгибе посвящены работы А.С. Вольмира, А.С. Ноздрина, Ю.Н. Бердникова [11, 12],
основанные на классическом решении линейной задачи потери устойчивости при из-
гибе, для вычисления критических напряжений цилиндрической оболочки при изгибе
за пределами упругости авторы использовали численные методы. Задачу изгиба тру-
бы исследовал Ю.В. Коновалов [13]. Приведен уточняющий коэффициент, больший
по значению, чем полученный по приблизительным расчетам.

Задача исследования потери устойчивости тонкостенных оболочек является трех-
мерной, физически и геометрически нелинейной. Но оценочного приближенного мето-
да расчета нет. Поэтому разработка способа приближенного расчета на устойчивость
при изгибе тонкостенных цилиндрических оболочек, заполненных сыпучим материа-
лом, является весьма актуальной, необходимой для производства.
Экспериментальное исследование устойчивости тонкостенной оболочки,

шарнирно опертой на две опоры. Натурные испытания устойчивости большегаба-
ритных автомобильных цистерн для транспортировки сыпучих материалов требуют
огромных затрат. Для определения характера потери устойчивости были проведены
эксперименты на модельных образцах. Рассматривались тонкостенные цилиндриче-
ские оболочки.

В работе Федоровой Т. Г. [14] проведен ряд экспериментов на модельных образ-
цах, изготовленных глубокой вытяжкой из алюминиевого сплава 3004 в состоянии



АНАЛИЗ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ ОБОЛОЧКИ 121

Н19. Экспериментальные исследования устойчивости цилиндрических оболочек с за-
полнителем при изгибе выполнялись на образцах, имеющих следующие начальные
размеры: толщина стенки оболочки h(t) = 0,10 ± 0,01 мм, отношение длины оболоч-
ки к толщине L/h = 1350, радиусы оболочки R = 328h. Было проведено несколько
типов испытаний: один торец образца жестко защемлен, к другому прикладывается
поперечная нагрузка, направленная вниз, образец без заполнителя; один торец образ-
ца жестко защемлен, к другому прикладывается поперечная нагрузка, направленная
вниз, образец заполнен железным порошком; один торец образца жестко защемлен,
к другому прикладывается поперечная нагрузка, образец заполнен железным порош-
ком. Результаты численного решения задачи были получены на основе вычислитель-
ного комплекса “Динамика-3” [15]. Сравнительный анализ результатов численных и
экспериментальных исследований показал, что разработанная вычислительная мо-
дель качественно правильно и с приемлемой для инженерной практики точностью
описывает потерю устойчивости тонкостенной цилиндрической оболочки, заполнен-
ной сыпучим материалом, при изгибе.

Размеры образцов подбирались с учетом условий физического и геометрического
подобия с большегабаритными автоцистернами, изготавливаемых на заводе ЗАО “Че-
боксарское предприятие “Сеспель”.

На основе модельных образцов была создана модель цистерны для транспорти-
ровки сыпучих грузов. У рассматриваемой цистерны для транспортировки сыпучих
грузов R = 1275 мм, h = 5 мм. Параметры подобия равны соответственно

α1 =
R

R′
= 0,02, α3 =

h

h′
= 0,02. (1)

Таким образом, условие геометрического подобия [7] α1 = α3 для выбранного образца
удовлетворяется.

Цилиндрическую тонкостенную оболочку, шарнирно опертую на две опоры (рис. 1),
заполняли железным порошком ПЖ-5 насыпной плотностью ρ = 2,66 г/см3. Испыты-
ваемая оболочка в местах соединения образцов устанавливается на две неподвижные
опоры. Опоры жесткие, устойчивые, выполнены из стали в виде уголков. Испытыва-
емая оболочка собиралась из 9 образцов, ранее описанных в работе Федоровой Т. Г.
[14]. Стыковка образцов осуществлялась на специально изготовленной металлической
втулке по внутреннему диаметру образца из стали, на металлическую втулку по на-
ружной стороне наносился клей БФ-2 тонким слоем, на втулку с клеем надевались
два образца с каждой стороны соответственно. После полного высыхания сверху вы-
полняли обжим хомутами.

Рис. 1. Схема установки
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Испытание оболочки на устойчивость проводили по следующей схеме: при пустой
оболочке от собственного веса измеряли диаметры оболочки в осевом и кольцевом
направлениях штангенциркулем в пяти сечениях по длине образца (сечение на левой
опоре, сечение в середине оболочки между опорами, сечение на правой опоре); по-
этапно выполнялась засыпка образца на 30%, 60%, 90%. На каждом этапе измеряли
диаметры оболочки в осевом и кольцевом направлениях штангенциркулем, засыпку
производили до критической значения, при которой происходит потеря устойчивости
оболочки, фиксировали деформированную форму образца с помощью фотоаппарата
(рис. 2).

Рис. 2. Потеря устойчивости в центральной части образца

После завершения испытаний всех оболочек, был проведен анализ остаточной фор-
мы образцов. Гофры образуются в сжатой зоне и имеют ромбовидную форму. До
потери устойчивости оболочки деформировались упруго. Величина критической мас-
сы, при которой происходила потеря устойчивости, 0,103 кН при заполнении образца
железным порошком на 90%.
Расчет на устойчивость подъемной автоцистерны. В работе Федоровой Т. Г.

[14] рассмотрено численное исследование потери устойчивости большегабаритных ци-
стерн для транспортировки сыпучих материалов. В расчетах емкость моделировалась
замкнутой цилиндрической оболочкой (h = 0,5 см, R/h = 255, L/R = 12,5), которая
на торцах опиралась на неподвижные недеформируемые плиты. Оболочка выполне-
на из сплава АМг5, имеющего следующие механические характеристики: плотность
ρ = 2,65 г/см3, модуль упругости E = 63 ГПа, коэффициент Пуассона µ = 0,32, пре-
дел текучести σт = 0,146 ГПа, модуль кинематического упрочнения g = 0,2088 ГПа.

Результаты расчета следующие. При достижении весовой нагрузкой значения, рав-
ного 4,2 допустимого проектом веса груза, в средней части цилиндрической обечайки
образуются две поперечные складки. В последующем увеличение весовой нагрузки
приводит к расширению этой зоны и увеличению числа складок. Критическое напря-
жение по численному расчету получилось σcr = 116 МПа.

Приведем упрощенный расчет на устойчивость подъемной автоцистерны. Цистерна
подъемная из алюминиевого сплава АМГ-5 имеет размеры: R = 1,275 м, h = 5·10−3 м,
l = 16 м, E = 0,7 ·105 МПа. Масса загрузки m = P0 = 0,4 МН, σт = 146 МПа — предел
текучести материала.
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Согласно способу приближенного расчета на устойчивость при поперечном изгибе
тонкостенных цилиндрических оболочек средней длины, заполненных сыпучим мате-
риалом, приведенному в работах [14, 15, 16], критическое напряжение, при котором
оболочка потеряет устойчивость, σ′cr = 60,4 МПа. Критическое напряжение для обо-
лочки, заполненной на 90%, σcr = 105,8 МПа.

Расхождение между численным значением и теоретическим значением, рассчитан-
ному по предварительному методу, составляет 8,79%, в пределах допустимой погреш-
ности в 10%. Что подтверждает правильность выбранной методики упрощенного рас-
чета.
Заключение. Проведены экспериментальные исследования потери устойчивости

тонкостенной цилиндрической оболочки, шарнирно опертой на двух опорах, получены
значения критического напряжения. Показано, что расхождение в значениях крити-
ческого напряжения, при котором оболочка теряет устойчивость, при компьютерном
и ручном расчете по приближенной методике не превышает 10%. Полученные данные
могут быть использованы для верификации вычислительной модели большегрузной
емкости для автомобильной транспортировки сыпучих грузов [2].
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Abstract. The results of an experimental study of the loss of stability of thin-walled closed
cylindrical shells filled with bulk material, hinged on two supports, are presented. A method for
approximate calculation of the bending stability of thin-walled cylindrical shells filled with bulk
material has been developed. An approximate calculation of the tank truck from the weight load
is shown.
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