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Серия: Механика предельного состояния. 2021. №4 (50). С. 3–9

Г.Т. Володин, Д.С. Кочергин

РАЗРУШЕНИЕ ВЗРЫВОМ БАЛОЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ В ВОДЕ

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Представлено решение задачи о гарантированном разрушении балки, свободно
лежащей на недеформируемых (идеальных) опорах в воде на глубине H взрывом неконтакт-
ного сферического заряда ВВ, расположенного на заданном расстоянии a от балки. Учтены
эффекты отражения потока возмущений среды от преграды (балки), характеристики ВВ за-
ряда, его расположение относительно балки. Влияние водной среды учитывается введением
присоединенной массы воды.

Ключевые слова: гарантированное разрушение, подводный взрыв, балочная конструкция,
эффекты отражения, присоединенная масса воды

DOI: 10.37972/chgpu.2021.50.4.001

УДК: 531/534

Постановка задачи.
Физическая модель(основные допущения). Рассматривается прямолинейная

до деформации балка прямоугольного поперечного сечения, свободно лежащая на
недеформируемых (идеальных) опорах. Сферический заряд радиуса r0 определен-
ного вида ВВ расположен на расстоянии a от оси балки над произвольной точкой
пролета балки. Рассматриваемая балочная конструкция и заряд расположены в воде
на глубине H водоёма. Эффекты сопротивления воды движению балки при взрыве
учитываются введением присоединенной массы.
Математическая модель. Совместим ось абсцисс прямоугольной декартовой си-

стемы координат с осью балки, а начало координат расположим на левом ее конце.
Уравнение упругих колебаний балки под действием внешней нагрузки в принятой
системе координат при взрыве в воздухе имеет вид [1], [2]:

∂2w

∂t2
+ β2∂

4w

∂x4
=
K1b

m∗
P2(x)f(t), (1)
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где w(x, t) – прогиб балки, P2(x) – давление на балку в момент приложения к ней
нагрузки, b – ширина сечения балки, K1 – коэффициент формы, m∗ – погонная масса
(масса единицы длины) балки, f(t) – функция времени, учитывающая спад давления.
Эту функцию в большинстве случаев, согласно экспериментальным данным, прини-
мают в виде [1]:

f(t) =

(
1− t

τ

)n
, (2)

где τ – время действия фазы сжатия ударной волны, n – показатель степени, обычно
принимаемый в интервале (1;3) в зависимости от интенсивности ударной волны;

β =

√
EJ

m∗
(3)

где E – модуль упругости материала балки, J – момент инерции ее поперечного сече-
ния.
Для случая взрыва в воде, эффект сопротивления колебаниям балки со стороны во-
ды учитывается введением присоединенной массы m∗1 в уравнение движения (1) и
соотношение (3). Поэтому в случае взрыва в воде уравнение движения примет вид

∂2w

∂t2
+ β2∂

4w

∂x4
=

K1b

m∗ +m∗1
P2(x)f(t), (4)

где

β =

√
EJ

m∗ +m∗1
(5)

Рассмотрим поведение балки под действием кратковременно действующего импуль-
са, интенсивность которого по длине балки зависит от положения её сечения x, т.е.

i(x) = KbPm(x)

∫ τ

0
f(t)dt, (6)

где Pm(x) – давление, действующее на элемент dx балки в точке x в момент отражения
элементарной струйки потока на фронте ударной волны.
В работе [3] найдена формула для Pm(x):

Pm = P3

(
ρ2

ρ3

u2

u3

)2 a2

a2 + (x∗ − x)2 , (7)

где x∗ - проекция заряда на ось балки, ρ2, u2 – соответственно плотность и скорость ча-
стиц на фронте водной ударной волны, a – расстояние заряда от оси балки, P3, ρ3, u3

– соответственно давление, плотность, скорость на фронте детонационной волны, при
этом [1]: u3 = D0

k3+1 , ρ3 = k3+1
k3

ρ0, P3 =
ρ0D2

0
k3+1 ; показатель политропы k3 соответству-

ет виду ВВ заряда, D0, ρ0 - соответственно скорость фронта детонационной волны и
плотность ВВ заряда. Для удельного импульса получим соотношение

i(x) =

[
P3

(
ρ2

ρ3

u2

u3

)2 a2

a2 + (x∗ − x)2 − P01

]
ϑ, (8)

где K – коэффициент восстановления при ударе, ρ2 и u2 – соответственно плотность и
скорость частиц на фронте падающей на балку ударной волны. Постоянная времени
ϑ входит в соотношение

P − P01

P01
=
Pm − P01

P01
· e−

t
ϑ (9)
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которое соответствует закону изменения давления во времени и является конкретиза-
цией для выражения (2) на случай распространения ударной волны в воде. В формуле
(9) величина ϑопределяется соотношением [1]

a01ϑ

r0
= 1, 4

(
r

r0

)0,24

(10)

Так как импульс действует кратковременно, то за время его действия частицы балки
не успевают получить заметных смещений, а получают только начальные скорости.
Деформирование балки происходит после окончания действия нагрузки, т.е. в период
её свободных колебаний, которые описываются однородным уравнением

∂2w

∂t2
+ β2∂

4w

∂x4
= 0 (11)

Для балки, свободно опертой на идеальные (недеформируемые) опоры, краевые усло-
вия для уравнения (11) примут вид:

w(0, t) = w(l, t) = 0 (12)

∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0, (13)

где l – длина балки.
Условия (12) означают, что концы балки лишены возможности перемещаться по на-
правлению оси w, а условия (13) означают, что концы балки неспособны воспринимать
изгибающего момента.

Начальные условия для уравнения (11) соответствуют характеру действующей на-
грузки [1]:

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
i∗(x)

m∗ +m∗1
(14)

В работе [1] получено решение уравнения (11) с краевыми условиями (12) - (13) и
начальным условием (14), записанными для аналогичного расположения балки толь-
ко в воздухе. Используя это решение для случая расположения балки в воде путём
введения присоединенной массы воды, запишем искомое решение в виде

w(x, t) =
2l

π2β(m∗ +m∗1)

∞∑
j=1

1

j2
sin
(
jπ
x

l

)
sin

(
j2π2

l2
βt

)
S, (15)

где

S(j) =

∫ l

0
i∗(ξ) sin

(
jπ
ξ

l

)
dξ, i∗ = ibK1 (16)

Следовательно,

S(j) = bK1ϑaP3

(
ρ2

ρ3

u2

u3

)2
l∫

0

sin
(
jπ ξl

)
dξ

a2 + (x∗ − ξ)2 +
P01

jπ
(cos(jπ)− 1) (17)

Найдем теперь условие гарантированного разрушения рассматриваемой балочной
конструкции в воде. Воспользуемся соотношением [2], [4]

σMAX =
M∗MAX

W
≥ K∗µ3δ∗ (18)
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где µ3 – коэффициент динамичности материала балки, K∗ – коэффициент однород-
ности на гарантированное разрушение, δ∗ – нормативное сопротивление материала
при изгибе, W – момент сопротивления балки, M∗MAX – максимальный изгибающий
момент в середине балки.
Формулу для MMAX , исходя из известного соотношения для малых прогибов [4]

MMAX = −EJ ∂
2w

∂x2
(19)

запишем с учетом выражения (15) для прогибов в виде

MMAX =
2EJ

β(m∗ +m∗1)
·
∞∑
j=1

sin
(
πj
x

l

)
sin

(
j2π2

l2
βt

)
S(j) (20)

Максимальный изгибающий момент возникает в моменты времени t∗, которые опре-
деляются из соотношения sin

(
j2π2

l2
βt∗

)
= 1. Отсюда следует j2π2βt∗

l2
= π

2 + πn, n =

0, 1, 2, ..., из которого следует

t∗ =
(2n+ 1)l2

2j2πβ
(21)

Наибольшее значение в распределении максимальных прогибов достигается в сере-
дине пролёта балки, т.е.

M∗MAX =
2EJ

β(m∗ +m∗1)
·
∞∑
j=1

sin πj
x

l
S(j)

∣∣∣∣∣∣
x= l

2

или

M∗MAX =
2EJ

β(m∗ +m∗1)
(S(1)− S(3) + S(5)− S(7) + ...). (22)

Подставив выражение M∗MAX из (22) в соотношение (18), получим

2EJ

β(m∗ +m∗1)W
[S(1)− S(3) + S(5)− S(7) + ...] ≥ K∗µ3δ∗. (23)

Чтобы из соотношения (23) определить массу заряда, необходимого для гарантирован-
ного разрушения рассматриваемой балочной конструкции при взрыве в воде, нужно
найти параметры на фронте ударной волны. Эти параметры определяются из соот-
ношений для взрыва в воде с привлечением экспериментальных данных. Найденные
в работе [4], они соответствуют алгоритму для вычислений

ε = 1−
(
P2−P01
BP01

+ 1
)− 1

n

D =
√

P2−P1
ερ1

u2 = εD
ρ2
ρ1

= 1
1−ε

(24)

В представленном алгоритме параметры на фронте ударной волны определяются
по известному давлению на фронте. Давление на фронте ударной волны определяется
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по экспериментальным зависимостям [4]

P2 − P01

P01
= 14700

(r0

r

)1,13
,

r

r0
> 12

P2 − P01

P01
= 37000

(r0

r

) 3
2
, 6 <

r

r0
< 12

 , (25)

справедливым для сферических зарядов, радиусов r0 на расстояниях r.
Для соотношений (24) параметры B и n вычисляются по формулам

B =


2945,

P2 − P01

P01
< 3 · 104

4115,
P2 − P01

P01
≥ 3 · 104

n =


7, 15,

P2 − P01

P01
< 3 · 104

6, 29,
P2 − P01

P01
≥ 3 · 104

(26)

при этом P1 = P01 + ρ1gH, где P01 – давление на поверхности водоёма, ρ1 – плотность
воды, g – ускорение силы тяжести, H – глубина погружения балочной конструкции.
Учитывая соотношение для массы заряда С

C =
4

3
πr3

0ρ0, (27)

где ρ0 – плотность ВВ, получим формулу для r0

r0 =

(
3C

4πρ0

) 1
3

(28)

и, следовательно, согласно соотношениям (25), (26), (28), (7) из неравенства (23), опре-
делим массу С заряда ВВ, взрыв которого в воде приводит к её гарантированному
разрушению.
Для вычислений выполним предварительные преобразования. Введём следующие обо-
значения: примем r=a в формулах (25),

ω(j) =

∫ l

0

sin(j πξl )dξ

a2 + (x∗ − ξ)2
, (29)

y =
r0

a
. (30)

В этих обозначениях соотношения (25) и (10) примут вид

P2 − P01

P01
= 14700y1,18,

1

y
> 12, (31)

P2 − P01

P01
= 37000y1,5, 6 <

1

y
< 12, (32)

ϑ = 1, 4
a

a01
y0,76, (33)
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а неравенство (23) в виде:

2EJbK1ϑ

β(m∗ +m∗1)lW

∞∑
j=1

sin
(π

2
l
)[

P3

(
ρ2

ρ3

u2

u3

)2

a2ω(j) +
P01l

jπ
(cos(jπ − 1)

]
−K∗µ3δ∗ ≥ 0.

(34)
Неравенство (34) нужно решить относительно y. Однако, это неравенство является

неопределенным относительно величин параметров B и n, которые зависят от неиз-
вестного y. Исходя из соотношений (31) и (32), которые приводят к двум вариантам
неравенства (34), построим следующий алгоритм вычислений. Предполагая располо-
жение величины y в интервале (31), находим решение неравенства (34) через экспери-
ментальные значения давления P2, а затем по найденному таким образом значению
y проверяем выбор значений B и n по соотношениям (26). Если диапазон выбранных
значений y не соответствует используемым значениям B и n, вместо соотношения (31)
используем соотношение (32).
Пример. В качестве примера рассмотрим определение массы С заряда тротила,

расположенного на расстоянии a = 1м от стальной балки (материал Сталь3) прямо-
угольного сечения b = 0, 1м, h = 0, 1м, свободно лежащей на идеальных (недефор-
мируемых) опорах, на глубине H = 10м от свободной поверхности водоема. Длина
балки длинной l = 2, 5м, заряд расположен на расстоянии x∗ = 1 от одного из кон-
цов пролета балки. Плотность воды ρ1 = 103 кг

м3 , скорость звука в воде a01 = 1460 м
с ,

T = 288◦K, P01 = 1, 013 · 105Па, тротил литой, плотность ρ0 = 1620 кг
м3 , коэффициент

однородности на гарантированное разрушение K∗ = 1, 644, нормированный браковоч-
ный минимум δ∗ = 2, 4 · 108, коэффициент динамичности µ3 = 2, модуль упругости
Ст.3: E = 2, 1 · 1011Па, коэффициент формы K1 = 1, коэффициент восстановления
при ударе K = 1, плотность Ст.3: ρ = 7, 8 · 103 кг

м3 . Для вычисления присоединенной
массы использованы формулы [1], [4]:

m∗ = bhρ,

m∗1 =
π

4
ρ1hb.

В результате решения поставленной задачи получим радиус сферического заряда
y ≥ 0, 159м и массу заряда C = 27, 301кг.

Для формирования заключения изменим некоторые входные параметры и прове-
рим как изменятся радиус и масса сферического заряда. В качестве варьируемых
параметров выберем расстояние до заряда a, глубину погружения H и длину балки l.

Заключение. Получен алгоритм для расчета радиуса и массы сферического за-
ряда взрывчатого вещества, действие которого гарантированно разрушит балку (ба-
лочную конструкцию), расположенную в воде. Обнаружено существенное влияние на
результаты расчётов свойств ВВ заряда, его расположения в воде по отношению к пре-
граде (балки), геометрических и механических характеристик балочной конструкции.
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DESTRUCTION OF BEAM STRUCTURES IN WATER BY EXPLOSION
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Abstract. The solution of the problem of guaranteed destruction of a beam lying freely on non-
deformable (ideal) supports in water at a depth H by an explosion of a non-contact spherical
explosive charge located at a given distance a from the beam is presented. The effects of reflection
of the flow of perturbations of the medium from the barrier (beam), the characteristics of the
explosive charge, its location relative to the beam are taken into account. The influence of the
aquatic environment is taken into account by introducing an attached mass of water.
Keywords: guaranteed destruction, underwater explosion, beam structure, reflection effects,
attached water mass.
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Аннотация. Рассматривается упругопластическое положение плоскости из анизотропного
материала, в котором имеется эллиптическое отверстие. Анизотропия – умение кристалла
выражать разнообразные качества в разных направлениях. Присутствие данного качества в
простейшем виде выражается только у монокристаллов. У поликристаллов анизотропия тела
в основном (макроскопически) способна никак не выражаться из-за беспорядочной ориенти-
ровки микрокристаллов, или совершенно никак не проявляется, за исключением специальных
случаев. При упорядоченном расположении химических частиц силы взаимодействия между
ними и межатомные расстояния оказываются неодинаковыми, именно это и является причи-
ной анизотропности кристаллов. Также это может быть и асимметрия его молекул. Неоди-
наковость макроскопически проявляется, лишь не симметричностью кристаллической струк-
туры. Актуальность объясняется влиянием анизотропии на напряженно-деформированное
состояние различных конструкций и тел.
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В статье рассматривается задача о трансляционной анизотропии при растяжении
бесконечной плоскости с эллиптическим отверстием (рис. 1). Условие пластичности
представлено [1]:(

σx − σy
2

− k1 − k2

2

)2

+ (τxy − k3)2 = k2
0, k0, k1, k2, k3 − const, (1)
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Рис. 1. Бесконечная плоскость с эллиптическим отверстием.

где σx, σy, τxy− компоненты напряжения, k0−предел текучести.
Величины имеющие размерность напряжения относятся к пределу текучести k0и

рассматриваются безразмерными. Индекс «p» приписан наверху к компонентам на-
пряжений в пластической зоне индекс, «е» – компонентам в упругой зоне. Условие (1)
имеет вид: (

σpx − σpy
2

− k1 − k2

2

)2

+
(
τpxy − k3

)2
= 1 (2)

По условию (2), анизотропия показана в прямоугольной системе координатx, y.
Взаимодействие между напряжениями в прямоугольной системе координат x, yи в

полярной системе координат ρ, θпредставлена [2]:

σx =
σρ+σθ

2 +
σρ−σθ

2 cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ+σθ

2 − σρ−σθ
2 cos 2θ − τρθ sin 2θ,

τxy = −σρ−σθ
2 sin 2θ + τρθ cos 2θ.

(3)

Из (2), (3) в полярных координатах условие пластичности имеет вид:(
σpρ + σpθ

2

)2

+ (τpρθ)
2 − 2R

(
σpρ + σpθ

2

)
cos(2θ + µ)− 2τpρθ sin(2θ + µ) +R2 − 1 = 0, (4)

где

R =

√(
k1 − k2

2

)2

+ k2
3,

k1 − k2

2R
= cosµ,

k3

2
= sinµ.

Допустим:
k1 = δ1k

′
1, k2 = δ1k

′
2, k3 = δ1k

′
3, (5)

Отметим:

R = δ1R
′
, R

′
=

√(
k
′
1 − k

′
2

2

)
+ k

′
3. (6)

В последующем допустим: δ1 = g1δ1, и 0 ≤ g1 ≤ 1
Уравнения равновесия имеет следующий вид:{

∂σρ
∂ρ + 1

ρ
∂τρθ
∂θ +

σρ−σθ
ρ = 0,

∂τρθ
∂ρ + 1

ρ
∂σθ
∂θ +

2τρθ
ρ = 0.

(7)

Станем рассматривать, что нормальное давление p действует на контуре отверстия,
взаимно перпендикулярными усилиями p1, p2 плоскость растягивается на бесконеч-
ности.
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При переходе системы координат в полярную:

σρ =
σx+σy

2 +
σx−σy

2 cos 2θ, σθ =
σx+σy

2 − σx−σy
2 cos 2θ,

τρθ =
σx−σy

2 sin 2θ,

в упругой зоне, граничные условия запишем в виде:

σeρ|ρ=∞ = q − δ2 cos 2θ, σeθ|ρ=∞ = q + δ2 cos 2θ, τ eρθ|ρ=∞ = δ2 sin 2θ,

где

δ2 =
p1 − p2

2
, δ2 = g2δ, 0 ≤ g2 ≤ 1, q =

p1 + p2

2
Допустим, то что будущее решение находится в зависимости от определенного пара-
метра δ, решение будем искать в следующем в виде:

σij = σ
(0)
ij + σ′ijδ + σ′

′
ijδ

2 + ... , ρs = ρ(0)
s + ρ′sδ + ρ′

′
sδ

2 + ..., (8)

где ρs – радиус пластической зоны.
В последующем присвоим всем компонентам индекс «p» в пластической области, а

индекс «e» в упругой области. Величины, считаются безразмерными и отнесенными
к пределу текучести в нулевом приближении k0 в том случае если имеют размерность
напряжения, а линейные размеры будут считаться безразмерными и отнесенными к
радиусу пластической зоны в том же приближении ρ(0)

s .
Из (4), (7), (8), приобретаем следующее условия сопряжения напряжений на гра-

нице раздела пластической и упругой областях и граничных условий [3]:

σ(0)p
ρ = −p+ 2 ln

ρ

α
, σ

(0)p
θ = −p+ 2 + 2 ln

ρ

α
, (9)

σ(0)e
ρ = q − q + p+ 2 lnα

ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

q + p+ 2 lnα

ρ2
. (10)

Представляется соотношениями радиус упругопластической зоны в начальном при-
ближении:

2 lnα = −p− q + 1. (11)

Из (4) в первоначальном приближении имеет роль:

σ(I)
ρ − σ

(I)
θ = 2R

′
cos(2θ + µ) (12)

Уравнения равновесия предположим:

σ
′p
p =

1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2

∂2Φ

∂θ2
, σ

′p
θ =

∂2Φ

∂ρ2
, τ

′p
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (13)

Из (12), (13) следует:

ρ2∂
2Ф
∂ρ2

− ρ∂Ф
∂ρ
− ∂2Ф
∂θ2

= −ρ2
[
2R
′
cos(2θ + µ)

]
. (14)

В первоначальном приближении условия соответственно [2] выглядят:

σ
(I)p
ρ |ρ=α = −2d1 cos 2θ

τ
(I)p
ρθ |ρ=α = −4d1 sin 2θ

(15)
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В пластической зоне решение будет составляться из (13), (14), (15):

σ
(I)p
p = σ

(I)p
θ = −R′

(
α
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α

))
− 1
)
g1 cos(2θ + µ)−

−
(

2d1α
ρ cos 2θ

) (
cos
(√

3 ln ρ
α

)
+
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α

))
τ

(I)p
pθ = R′

(
α
ρ

(
cos
(√

3 ln ρ
α

)
−
√

3 sin
(√

3 ln ρ
α

))
− 1
)
g1 sin(2θ + µ)−

−
(

4d1α
ρ sin 2θ

)
cos
(√

3 ln ρ
α

)
(16)

Установим напряжения в упругой области в соответствии [4,5]:

σ
(I)e
p = −

(
1− 4

ρ2
+ 3

ρ4

)
g2 cos 2θ+

+
(
− 1
ρ4

+ 2
ρ2

)
(−R′

[
α
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
]
g1 cos(2θ + µ)−

− (2d1α cos 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))

+
(

2
ρ4
− 2

ρ2

)
(R′
(
α
(
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
)
g1 cos(2θ + µ)−

− (4d1α cos 2θ) cos
(√

3 lnα
)
)

σ
(I)e
θ =

(
1 + 3

ρ4

)
g2 cos 2θ+

+
(

1
ρ4

)
(−R′

[
α
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
]
g1 cos(2θ + µ)−

− (2d1α cos 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))

)+

+
(
−2
ρ4

)
(R′
[
α
(
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
]
g1 cos(2θ + µ)−

− (4d1α cos 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
))

)

(17)

τ
(I)e
ρθ = −

(
−1− 4

ρ2
+ 3

ρ4

)
g2 sin 2θ+

+
(
− 1
ρ4

+ 1
ρ2

)
(−R′

[
α
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))

+ 1
]
g1 sin(2θ + µ)−

− (2d1α cos 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
))

)+

+
(

2
ρ4
− 1

ρ2

)
(R′
[
α
(
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
]
g1 sin(2θ + µ)−

− (4d1α sin 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
))

)

Из (16), (17) составим радиус в первоначальном приближении упругопластической
области:

ρ
(I)
s = 1

4(σ
(I)e
θ − σ(I)p

θ ) = g2 cos 2θ−
−R′

{
α
2

(
cos
(√

3 lnα
)

+
√

3 sin
(√

3 lnα
))
− 1
}
g1 cos(2θ + µ)−

− (d1α cos 2θ)
(
cos
(√

3 lnα
)
−
√

3 sin
(√

3 lnα
)) (18)

Следует, напряженное положении в упругой (17) и пластической (16) определяется,
изменением границы пластической зоны (18).
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Рис. 2. Радиус раздела упругой и пластической областей.

[4] Никитин А. В. Предельное состояние неоднородной трубы, находящейся под действием внутрен-
него давления // Вестник Чувашского государственного педагогического университета им. И. Я.
Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. 2015. Т. 1, № 23. с. 60–70.

[5] Никитин А. В. Определение деформированного состояния толстостенной линейно-неоднородной
трубы при трансляционной анизотропии // Вестник Чувашского государственного педагогическо-
го университета им. И. Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. 2013. Т. 3, № 17.
с. 142–150.

B. G.Mironov1, A. V. Nikitin2

DETERMINATION OF THE ELASTIC-PLASTIC STATE OF A PLANE FROM
AN ANISOTROPIC MATERIAL WITH AN ELLIPTICAL HOLE
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Abstract. The elastic-plastic position of a plane made of an anisotropic material in which there
is an elliptical hole is considered. Anisotropy is the ability of a crystal to express various qualities
in different di-rections. The presence of this quality in its simplest form is expressed only in single
crystals. In polycrystals, the anisotropy of the body is mainly (macroscopically) capable of not being
expressed in any way due to the disorderly orientation of microcrystals, or does not manifest itself
at all, ex-cept in special cases. With an ordered arrangement of chemical particles, the interaction
forces be-tween them and the interatomic distances are not the same, and this is the reason
for the anisotropy of crystals. It may also be the asymmetry of its molecules. The disparity is
macroscopically mani-fested, only not by the symmetry of the crystal structure. The activity is
explained by the influence of anisotropy on the stress-strain state of various structures and bodies.

Keywords: hole, plane, anisotropy, elastic-plastic state.
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Некоторые элементы конструкций и машин работают в условиях сложного (непро-
порционального) нагружения и деформирования, и допускают в своей работе огра-
ниченные пластические деформации. Поэтому исследования закономерностей упру-
гопластического деформирования конструкционных материалов при сложном нагру-
жении и деформировании является важной и актуальной проблемой теории пластич-
ности и экспериментальной механики. Результаты большого количества эксперимен-
тальных исследований при сложном нагружении материалов и варианты математи-
ческих моделей теории пластичности частично представлены в работах [1-10]. Одно
из основных положений теории пластичности – постулат изотропии A.A. Ильюшина
[1, 2]. Постулат изотропии утверждает инвариантность связи векторов напряжений и
деформаций относительно преобразований вращения и отражения в линейных коор-
динатных евклидовых пятимерных пространствах. Его сущность состоит в том, что
при ортогональных преобразованиях вращения и отражения траекторий в векторном
девиаторном пространстве с базисом А.А. Ильюшина образ процесса деформирования
либо нагружения сохраняется, т.е. сохраняются скалярные и векторные свойства кон-
струкционных материалов. Постулат изотропии был экспериментально проверен для
различных конструкционных материалов на разных траекториях деформирования и
нагружения [11-17]. Особый интерес при проверке постулата изотропии представляют
траектории деформирования, на которых сложное (непропорциональное) нагружение
реализуется с самого начала траектории.

В работе [17] отмечается, что ортогональные нагружения могут вносить некоторые
поправки в зависимость между напряжениями и деформациями при пластическом
деформировании. Поэтому, основной задачей в данной работе, является проверка по-
стулата изотропии А.А. Ильюшина на криволинейных траекториях постоянной кри-
визны в виде полуокружностей с радиусом 0,75 %, получаемых при ортогональных
преобразованиях вращения исходной траектории.

Испытания тонкостенных трубчатых образцов из стали 45 проводились на автома-
тизированном комплексе СН-ЭВМ (рис. 1) в лаборатории механических испытаний
кафедры сопротивления материалов, теории упругости и пластичности Тверского го-
сударственного технического университета. На рисунке 1 представлен общий вид ис-
пытательного комплекса СН-ЭВМ.

Тонкостенные цилиндрические оболочки имели длину рабочей части l = 110 мм,
толщину стенки h = 1 мм и радиус срединной поверхности r = 15,5 мм. При
обработке результатов экспериментальных данных для определения компонент εij ,
σij (i, j = 1, 2, 3) тензоров деформаций и напряжений использовались формулы [3]

ε11 = ∆l
l , ε22 = ∆r

R , ε12 = ϕ r
2l , ε33 = − (ε11 + ε22) + σ0

K , ε0 = σ0
3K , K = E

3(1−2µ) ,

σ11 = P
2πrh , σ22 = p rh , σ12 = M

2πr2h
, σ33 ≈ 0, σ0 = 1

3 (σ11 + σ22) .
(1)

Здесь ∆l − абсолютное удлинение рабочей части образца, ϕ − угол взаимного за-
кручивания поперечных сечений, ∆r − изменение радиуса срединной поверхности
образца, σ0 − среднее напряжение, ε0 − средняя деформация, K − объемный мо-
дуль упругости, µ − коэффициент поперечной деформации Пуассона, E – модуль
Юнга, P − осевая сила, p− внутреннее давление,M − крутящий момент. Для ста-
ли 45 принято Е = 2 · 105 MПа, µ = 0.3. Считалось, что σ33 = σ32 = σ31 = 0, ε32 =
ε31 = 0, то есть напряженное состояние в точках образцов полагалось однородным
плоским, так как толщина стенки образцов намного меньше радиуса срединной по-
верхности h << r. При обработке экспериментальных данных использовалось условие
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Рис. 1. Испытательный комплекс СН-ЭВМ.

несжимаемости материала, то есть равенство нулю объемной и средней деформации
ε0 = 0, так как с появлением пластических деформаций коэффициент поперечной
деформации быстро возрастал и был близок к значению µp = 0, 5. В экспериментах
при простых нагружениях (растяжение, сжатие, кручение, пропорциональное сжатие
с кручением) на образцах из той же партии было установлено, что материал образцов
с достаточной степенью был начально изотропным.

Реализованные экспериментальные исследования базируются на векторном пред-
ставлении напряжений и деформаций в рамках теории упругопластических процессов
по А.А. Ильюшину [1-3], где девиаторам напряжений и деформаций ставятся в соот-
ветствие векторы напряжений и деформаций формоизменения

σ̄ = Sk îk, Э̄ = Эk îk (k = 1, 2, 3), (2)

где îk − единичные векторы базиса А.А. Ильюшина. Координаты векторов напря-
жений и деформаций Sk,Эk (k = 1, 2, 3) в девиаторном трехмерном пространстве А.А.
Ильюшина, определяются по формулам:

S1 =
√

3
2S11 =

√
2
3

[
σ11 − 1

2 (σ22 + σ33)
]
,

S2 =
√

2
(
S22 + 1

2S11

)
= σ22−σ33√

2
, S3 =

√
2S12 =

√
2σ12,

Э1 =
√

3
2Э11 =

√
2
3(ε11 − ε0), Э2 =

√
2
(
Э22 + 1

2Э11

)
= ε22−ε33√

2
,

Э3 =
√

2Э12 =
√

2ε12,

(3)

где
Sij = σij − δijσ0, Эij = εij − δijε0 (4)



ПРОВЕРКА ПОСТУЛАТА ИЗОТРОПИИ ПРИ СЛОЖНОМ КИНЕМАТИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ ...19

– компоненты девиаторов напряжений и деформаций соответственно, δij – символ
Кронекера. Модули векторов напряжений и деформаций и равные им модули девиа-
торов напряжений и деформаций определяются соотношениями

σ =
√
SijSij =

√
S2

1 + S2
2 + S2

3 , Э =
√

ЭijЭij =
√

Э2
1 + Э2

2 + Э2
3. (5)

Программы деформирования реализовывались в девиаторной плоскости Э1 − Э3

(жесткое или кинематическое нагружение) при одновременном комбинированном дей-
ствии на образец растяжения-сжатия и кручения. Координата вектора деформаций Э1

отвечает нагружению образца осевой силой, а координата Э3 – нагружению образца
крутящим моментом. Исходная траектория (траектория 1) деформирования представ-
ляет собой полуокружность радиуса R = 0, 75 %, начинающуюся из начала координат,
где координаты центра полуокружности Э0

1 = 0, Э0
3 = 0, 75 %, а кривизна траекто-

рии равна κ = 133, 3. В процессе деформирования по данной траектории значение
Э1 непропорционально возрастает до 1,5 % (растяжение), а значение Э3 (кручение)
сначала непропорционально возрастает до 0,75 %, а затем, после четверти окружно-
сти, убывает до нуля. Ортогональные преобразования траектории 1 осуществлялось
её вращением по ходу часовой стрелки на 90◦, 180◦ и 270◦ (траектории деформиро-
вания 2, 3 и 4 соответственно). Все четыре реализованные программы экспериментов
показаны на рис. 2.

Рис. 2. Программы эксперимента в плоскости Э1-Э3

На рисунках 3-7 представлены совмещенные результаты испытаний тонкостенных
трубчатых образцов по программам 1, 2, 3, 4. На рисунке 3 представлены отклики на
реализованные траектории деформирования по напряжениям на плоскости S1−S3, то
есть траектории напряжений. По экспериментальным данным видно, что траектории
напряжений также ортогональны друг другу.



20 В. И. ГУЛЬТЯЕВ, В. Г. ЗУБЧАНИНОВ, A. A. АЛЕКСЕЕВ, И. А. САВРАСОВ

В теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина связь между напряжения-
ми и деформациями определяется скалярными и векторными свойствами материалов.
Скалярные свойства материала характеризуют диаграммы деформирования σ−s, где
s – длина дуги траектории деформирования. На рис. 4 представлены совмещенные
σ − s диаграммы для всех четырех экспериментов. Видно, что экспериментальные
данные для всех траекторий на рис. 4 практически совпадают, значит можно сделать
вывод о том, что для данной серии испытаний постулат изотропии по скалярным
свойствам выполняется.

Рис. 3. Траектории напряжений на плоскости S1 − S3

Рис. 4. Глобальная диаграмма деформирования σ − s

На рис. 5, 6 приведены локальные диаграммы деформирования растяжения-сжатия
по компонентам S1−Э1 и чистого сдвига по компонентам S3−Э3 соответственно. Из
них видно, что диаграммы для траекторий 1 и 3, а так же 2 и 4 являются кососим-
метричными.

На рис. 7 представлены диаграммы ϑ1 − s, характеризующие векторные свойства
материала, где ϑ1 – угол между вектором напряжений σ̄ и касательной к траектории
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Рис. 5. Локальная диаграмма деформирования S1 − Э1.

Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования S3 − Э3.

деформирования в каждой ее точке. Этот называется углом сближения, и он отражает
влияние векторных свойств материала на процесс деформирования. При обработке
экспериментальных данных для определения ϑ1 использовалось выражение

cosϑ1 =
1

σ

(
S1

(Э3 − Э0
3)

R
− S3

(Э1 − Э0
1)

R

)
, (6)
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где Э0
1, Э0

3 – координаты центров полуокружностей.

Рис. 7. Диаграмма ϑ1 − s.

Экспериментально установлено [3], что при деформировании по окружным траек-
ториям наступает стационарный режим деформирования с практически постоянным
значением угла сближения ϑ∗1 ≈ const. Это что также подтверждается в данной се-
рии экспериментов, причем после стабилизации ϑ∗1 ≈ 30◦. Так как в данных опытах
углы сближения ϑ1 < 90◦, то процессы деформирования по всем четырем траектори-
ям были активными, без сложных разгрузок. На начальном этапе деформирования
(при ∆s < 1, 5%) видно некоторое различие на диаграммах на рис. 7. Однако при
стабилизации процесса деформирования (∆s > 1, 5%) видно, что все диаграммы на
рис. 7 близки друг к другу, значит можно сделать вывод о том, что для данной серии
экспериментов постулат изотропии выполняется и по векторным свойствам.
Заключение. Рассмотрена серия из четырех экспериментов, проведенных на ав-

томатизированном экспериментальном комплексе СН-ЭВМ, по упругопластическому
деформированию материала сталь 45 по ортогональным криволинейным траектори-
ям деформирования в виде полуокружностей со смещенным центром, выходящих из
начала координат. Исследованы скалярные и векторные свойства материала стать
45. Установлено, что для реализованных сложных траекторий постоянной кривизны
постулат изотропии выполняется достаточно точно, как по скалярным, так и по век-
торным свойствам материала. Результаты серии экспериментов могут быть полезны
при разработке и верификации математических моделей теории пластичности, оценке
ресурса и надежности элементов конструкций.

ЛИТЕРАТУРА
[1] Ильюшин А. А. Механика сплошной среды. М.: Изд-во МГУ, 1971. 310 с.
[2] Ильюшин А. А. Пластичность. Основы общей математической теории. М.: Изд-во АН СССР,

1963. 273 с.
[3] Зубчанинов В. Г. Механика процессов пластических сред. М.: Физматлит, 2010. 352 с.
[4] Зубчанинов В. Г. Общая математическая теория пластичности и постулаты макроскопической

определимости и изотропии А.А. Ильюшина // Вестник Московского университа. Серия 1. Ма-
тематика. Механика. 2018. № 5. С. 29-46.

[5] Аннин Б. Д., Жигалкин В. М. Поведение материалов в условиях сложного нагружения. Ново-
сибирск: Изд-во СО РАН, 1999. 342 с.

[6] Митенков Ф. М., Волков И. А., Игумнов Л. А., Коротких Ю. Г. и др. Прикладная теория пла-
стичности. М.: Физматлит, 2015. 284 с.

[7] Bondar V. S. Inelasticity. Variants of the theory. New York: Begell House, 2013.



ПРОВЕРКА ПОСТУЛАТА ИЗОТРОПИИ ПРИ СЛОЖНОМ КИНЕМАТИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ ...23

[8] Пелешко В. А. Прикладной и инженерный варианты теории упругопластических процессов ак-
тивного сложного нагружения. Часть 2: Идентификация и верификация // Изв. РАН. МТТ.
2016. № 1. С. 110-135.

[9] Молодцов И. Н. Прикладные вопросы теории упругопластических процессов А. А. Ильюшина
// Вестник Московского университета. Серия 1. Математика.Механика. № 5. 2020. C. 33-38

[10] Алексеев А. А. Моделирование процесса упругопластического деформирования стали 45 по тра-
екториям типа спирали Архимеда. Вычислительная механика сплошных сред. Том 14 (1). 2021.
С 102-109.

[11] Зубчанинов В. Г., Алексеев А. А., Гультяев В. И. О построении поверхности текучести стали 45 и
проверке постулата изотропии на прямолинейных траекториях при многократных знакоперемен-
ных нагружениях // Вестник Пермского национального исследовательского политехнического
университета. Механика. 2014. № 3. С. 71–88.

[12] Ленский B. C. Экспериментальная проверка основных постулатов общей теории упругопласти-
ческих деформаций // Вопросы теории пластичности. М.: Изд-во АН СССР, 1961. С. 58–82.

[13] Васин Р. А., Никиточкин А. Н., Огибалов П. М. О проверке постулата изотропии при переменной
скорости деформирования // Механика полимеров. 1975. № 2. С. 224-227.

[14] Шевченко Ю. Н., Терехов Р. Г. Исследование закономерностей термовязкопластического де-
формирования твердого тела при неизотермических сложных процессах нагружения. Ч. 1 //
Прикладная механика. 2001. Т. 37. № 3. С. 3–34.

[15] Zubchaninov V. G., Alekseev A. A., Alekseeva E. G., Gultiaev V. I. Experimental verification of
postulate of isotropy and mathematical modeling of elastoplastic deformation processes following the
complex angled nonanalytic trajectories // Materials Physics and Mechanics. 2017. № 32(3). P. 298–
304.

[16] Зубчанинов В. Г., Алексеев А. А., Алексеева Е. Г. Проверка постулата изотропии и числен-
ное моделирование процессов деформирования материалов на сложных гладких траекториях //
Materials Physics and Mechanics. 2016. Т. 29. № 2. С. 150-157.

[17] Зубчанинов В. Г., Гультяев В. И. О проверке постулата изотропии в теории процессов сложного
пластического деформирования // Проблемы прочности и пластичности. 2008. № 70. С. 18–23.

V. I. Gultiaev, V. G. Zubchaninov, A. A. Alekseev, I. A. Savrasov

VERIFICATION OF ISOTROPY POSTULATE UNDER COMPLEX
KINEMATIC LOADING OF STEEL 45 ALONG THE STRAIN TRAJECTORIES

AS SEMICIRCLES

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The paper presents the results of experimental verification of A.A. Ilyushin’s postulate
of isotropy at complex elastoplastic deformation of thin-walled tubular specimens of steel 45, along
the trajectories in the form of semicircles (rigid or kinematic loading). Experimental data have
been obtained on the automated testing machine SN-EVM. The results of 4 experiments in which
strain trajectories in the form of semicircles of constant curvature 133.3 were realized are presented
and discussed. It is experimentally confirmed that for the realized complex trajectories of constant
curvature the isotropy postulate is fulfilled both in scalar and vector properties.
Keywords: plasticity, complex loading, isotropy is postulate, experimental data, strain trajectory,
vector and scalar material properties.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ УПРУГОСТИ ОРТОТРОПНОГО
МАТЕРИАЛА
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Аннотация. Рассмотрен вариант нелинейных определяющих соотношений для упругого ор-
тотропного материала. Для описания зависимостей деформаций от напряжений второго и
третьего порядков используется по 9 дополнительных параметров. Предложена система дву-
мерных экспериментов на пластинчатых образцах, позволяющая определить все константы
нелинейных моделей. Числовые значения параметров двух моделей найдены по известным
экспериментальным данным. Сравнение результатов моделирования показывает, что модель
третьего порядка более соответствует данным экспериментов, чем модель второго порядка.

Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, ортотропные материалы, иден-
тификация, композиты.

DOI: 10.37972/chgpu.2021.50.4.004

УДК: 539.3

Введение. Современные материалы проявляют нелинейное механическое пове-
дение в упругой области даже при малых деформациях [1–3] и при этом обладают
выраженной анизотропией свойств. Поэтому разработка обоснованных моделей нели-
нейной упругости для анизотропных материалов, их идентификация и верификация в
экспериментах являются актуальными. В работах [4–6] на основе потенциала Гиббса
построены нелинейные модели второго и третьего порядков, описывающие упругое
поведение ортотропного материала. Целью работы является разработка системы экс-
периментов для определения числовых значений параметров указанных моделей, а
также нахождение этих значений по известным экспериментальным данным [1]. Эти
данные получены в результате двумерных опытов с пластинами из композиционно-
го материала. В статье [4] предложена модель ламинированного композита в форме
пластины из анизотропного материала.
Основные соотношения модели. Для описания деформированного состояния

используем тензор деформаций Коши–Грина εεε. Напряжённое состояние описывает-
ся тензором истинных напряжений S. В работах [4, 6] был получен вариант опре-
деляющих соотношений для описания нелинейного упругого поведения ортотропного
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материала на основе конкретизации потенциала Гиббса для обратимых процессов изо-
термического деформирования таких материалов:
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Определяющие соотношения (1) являются моделью упругости третьего порядка
для ортотропного материала и содержат константы первого порядка Aijkl и D

(i)
0 , кон-

станты второго порядка Bijkl, D
(i)
1 и третьего порядка Cijkl, D

(i)
2 . Если параметры

второго и третьего порядков Bijkl, Cijkl, D
(i)
1 , D(i)

2 считать равными нулю, то соотно-
шения (1) будут выражениями обобщённого закона Гука.

Компоненты тензора деформаций должны удовлетворять условиям существования
потенциала Гиббса

∂ε11

∂S22
=
∂ε22

∂S11
,

∂ε11

∂S33
=
∂ε33

∂S11
,

∂ε22

∂S33
=
∂ε33

∂S22
. (2)

Условия (2) приводят к соотношениям между параметрами модели:

A1122 = A2211, A1133 = A3311, A2233 = A3322,

B2212 = 2B1122, B1112 = 2B2211, B1123 = B2213,

B3313 = 2B1133, B1113 = 2B3311, B1123 = B3312,

B3323 = 2B2233, B2223 = 2B3322, B2213 = B3312, (3)
C1112 = 3C2111, C1122 = C2112, C2122 = 3C1222, C1113 = 3C3111,

C1133 = C3113, C3133 = 3C1333, C2223 = 3C3222, C2233 = C3223, C3233 = 3C2333,

C1123 = 2C2113 = 2C3112, C2123 = 2C1223 = 2C3122, C3123 = 2C1233 = 2C2133.

С учётом равенств (3) определяющие соотношения (1) принимают вид

ε11 = A1111S11 +A1122S22 +A1133S33+
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В определяющие соотношения (4) входят по 9 констант первого, второго и третьего
порядков. При этом линейно независимыми являются все 6 параметров Aijkl, все 9
параметров D(1)

0 , D(2)
0 , D(3)

0 , D(1)
1 , D(2)

1 , D(3)
1 , D(1)

2 , D(2)
2 , D(3)

2 , 6 из 10 параметров Bijkl и
6 из 15 параметров Cijkl. Если положить все параметры Cijkl,D

(1)
2 ,D(2)

2 ,D(3)
2 , равными

нулю, то соотношения (4) будут квадратичной моделью ортотропного материала.
Если в квадратичной части соотношений в качестве независимых параметров вы-

брать B1111, B1122, B2211, B2222, B3311, B3333, то остальные 4 параметра B1123, B1133,
B2233, B3322 линейно выражаются через них следующим образом:
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В кубической части определяющих соотношений (4) независимыми параметрами
модели выбраны C1111, C1222, C2111, C2222, C3111, C3333. Остальные 9 из 15 параметров
линейно выражены через них:
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6− 10
√

3 + 18

36
C1111 +

6
√

3−
√

6− 6

12
C1222 +

√
6

3
C2111+

+
40
√

6− 63
√

2− 46
√

3 + 90

36
C2222 +

7
√

2 + 6
√

3− 4
√

6− 10

4
C3111 +

2
√

3− 5
√

6

9
C3333,

C2223 =
275
√

2− 278
√

3 + 178
√

6− 326

72
C1111 +

906
√

3− 825
√

2− 466
√

6 + 978

216
C1222+

+

√
6− 6

√
3

54
C2111 +

437
√

6− 546
√

2− 714
√

3 + 690

216
C2222+

+
182
√

2 + 262
√

3− 123
√

6− 230

72
C3111 +

6
√

3− 35
√

6

54
C3333,
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C2233 =
14
√

3− 33
√

2− 11
√

6 + 6

12
C1111 +

33
√

2− 22
√

3 + 3
√

6− 6

12
C1222 +

4
√

3

3
C2111+

+
9
√

2− 2
√

3− 11
√

6− 6

12
C2222 +

√
6− 3

√
2− 2

√
3 + 2

4
C3111 +

6
√

3 + 4
√

6

3
C3333,

C2333 =
27
√

2− 40
√

3 + 22
√

6− 12

36
C1111 +

16
√

3− 9
√

2− 6
√

6 + 4

12
C1222 +

√
6

3
C2111+

+
55
√

6− 90
√

2− 76
√

3 + 120

36
C2222+

30
√

2 + 28
√

3− 17
√

6− 40

12
C3111+

2
√

3− 5
√

6

9
C3333.

В качестве независимых могут выступать и другие наборы констант Bijkl, Cijkl,
однако, сделанный выбор объясняется тем, что параметры B1111, B1122, B2211, B2222,
B3311, B3333 и C1111, C1222, C2111, C2222, C3111, C3333 можно определить по результатам
одних и тех же механических экспериментов с макрообразцами.
Идентификация модели по данным экспериментов с плаcтинами. Широко

распространены эксперименты на пластинах, так как в них можно измерить деформа-
ции в двух направлениях в плоскости. Для определения параметров Aijkl, Bijkl, Cijkl
образцы для экспериментов должны быть вырезаны во взаимно перпендикулярных
направлениях, образованных главными осями анизотропии ортотропного материала.

Из эксперимента в плоскости Ox1x2 на растяжение-сжатие по оси Ox1 определя-
ются параметры A1111, A1122, B1111, B2211, C1111, C2111. Из эксперимента в плоскости
Ox1x2 на растяжение-сжатие по оси Ox2 определяются параметры A2222, B2222, B1122,
C2222, C1222. Из эксперимента в плоскости Ox1x3 на растяжение-сжатие по оси Ox3

определяются параметры A1133, A3333, B1133, B3333, C1333, C3333. Из эксперимента в
плоскости Ox2x3 на растяжение-сжатие по оси Ox3 определяется A2233. Для опре-
деления некоторых параметров можно использовать результаты экспериментов по
одноосному растяжению-сжатию под углом 45◦ к главным осям анизотропии.

Коэффициенты модели D(j)
i определяются по результатам трёх экспериментов на

сдвиг в плоскостях Ox1x2 (D(1)
0 , D(1)

1 , D(1)
2 ), Ox2x3 (D(2)

0 , D(2)
1 , D(2)

2 ), Ox1x3 (D(3)
0 , D(3)

1 ,
D

(3)
2 ), образованных главными направлениями анизотропии ортотропного материала.

При этом эксперименты на сдвиг могут быть выполнены как опыты на двухосное
растяжение-сжатие под углом 45◦ к главным осям анизотропии.

В работе [1] приведены экспериментальные диаграммы зависимостей напряжений
от деформаций, построенные в результате испытаний на одноосное растяжение, одно-
осное сжатие вдоль главных осей анизотропии a1 и a3, а также на сдвиг в плоскостях
a1, a2 и a1, a3 углерод-углеродного композиционного материала AVCO Mod3a. При
этом отмечается, что механическое поведение в направлении a2 идентично поведению
в направлении a1 из-за способа изготовления материала. Данные опытов показывают,
что используемый композиционный материал обладает разносопротивляемостью при
растяжении и сжатии.

Рассмотрим ортотропную пластину, у которой одна ось анизотропии a2 перпенди-
кулярна плоскости, а две другие a1, a3 направлены по сторонам пластины. Направим
оси декартовой системы координат вдоль сторон пластины.
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При плоском напряжённом состоянии (S12 = S22 = S23 = 0) определяющие соотно-
шения (4) записываются в следующем виде:

ε11 = A1111S11 +A1133S33 +B1111S
2
11 +B1133S

2
33 + 2B3311S11S33+

+C1111S
3
11 + 3C3111S

2
11S33 + C1133S11S

2
33,

ε22 = A1122S11 +A2233S33 +B2211S
2
11 +B2233S

2
33 +B1123S11S33+ (5)

+C2111S
3
11 + C2113S

2
11S33 + C1233S11S

2
33 + C2333S

3
33,

ε33 = A1133S11 +A3333S33 +B3311S
2
11 +B3333S

2
33 + 2B1133S11S33+

+C3111S
3
11 + C1133S

2
11S33 + 3C1333S11S

2
33 + C3333S

3
33,

ε31 = 2

(
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 |S31|+ 2D

(3)
2 S2

31

)
S31.

Данные экспериментов [1] позволили, используя метод наименьших квадратов,
определить материальные параметры, входящие в определяющие соотношения (4).
При использовании квадратичной модели

A1111 = A2222 = 1, 70 · 10−10Па−1, A3333 = 7, 58 · 10−11Па−1;

B1111 = B2222 = 2, 69 · 10−13Па−2, B3333 = −4, 32 · 10−13Па−2;

D
(1)
0 = 4, 39 · 10−11Па−1, D

(1)
1 = 6, 44 · 10−12Па−2; (6)

D
(2)
0 = D

(3)
0 = 8, 97 · 10−10Па−1; D

(2)
1 = D

(3)
1 = −3, 01 · 10−11Па−2.

Для модели третьего порядка

A1111 = A2222 = 1, 12 · 10−10Па−1, A3333 = 6, 48 · 10−11Па−1;

B1111 = B2222 = 9, 15 · 10−13Па−2, B3333 = −7, 82 · 10−13Па−2;

C1111 = C2222 = 2, 86 · 10−14Па−3, C3333 = 5, 94 · 10−15Па−3;

D
(1)
0 = 1, 93 · 10−10Па−1, D

(1)
1 = −1, 08 · 10−11Па−2, D

(1)
2 = 5, 19 · 10−13Па−3; (7)

D
(2)
0 = D

(3)
0 = 8, 78 · 10−10Па−1; D

(2)
1 = D

(3)
1 = −2, 47 · 10−11Па−2;

D
(2)
2 = D

(3)
2 = −3, 69 · 10−13Па−3.

На рисунках 1, 2 приведены экспериментальные данные для материала AVCO
Mod3a и кривые, соответствующие линейной, квадратичной и кубической моделям
(4).

Анализ графиков на рисунке 1 позволяет сделать вывод, что нелинейные определя-
ющие соотношения (4) позволяют описать результаты экспериментов с анизотропным
материалом более адекватно, чем линейные соотношения обобщённого закона Гука.
Они позволяют описывать разносопротивляемость анизотропного материала растя-
жению и сжатию, наблюдаемую в эксперименте. При этом квадратичная модель с
константами (6) неверно описывает данные эксперимента на растяжение по оси a3,
поэтому для учёта нелинейности следует использовать кубическую модель (5) с па-
раметрами (7). Отметим, что на рисунке 2, б) кривые, построенные по квадратичной
и кубической моделям, практически совпадают.
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Рис. 1. Зависимости напряжений от деформаций: а) эксперимент при растяжении и сжатии
в направлении a1; б) эксперимент при растяжении и сжатии в направлении a3
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Рис. 2. Зависимость касательных напряжений от деформации сдвига: а) в плоскости a1, a2;
б) в плоскости a1, a3

Заключение. Таким образом, для учёта слагаемых, описывающих нелинейную за-
висимость деформаций от напряжений второго и третьего порядков, в модель добав-
ляется по 9 материальных параметров. Предложена система двумерных эксперимен-
тов на пластинчатых образцах, позволяющая определить все параметры нелинейных
моделей. Выполнена идентификация параметров двух моделей по данным экспери-
ментов [1]. Результаты определения числовых значений констант моделей показыва-
ют, что модель третьего порядка лучше описывает экспериментальные данные, чем
модель второго порядка.
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Abstract. A variant of nonlinear constitutive relations for an elastic orthotropic material is
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proposed, which allows one to determine all the constants of nonlinear models. The numerical values
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the simulation results shows that the third-order model is more consistent with the experimental
data than the second-order model.
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О ПРОБЛЕМЕ ГАРАНТИРОВАННОГО РАЗРУШЕНИЯ ВЗРЫВОМ
ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ В ВОДЕ
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Аннотация. Найдены условия гарантированного разрушения балки в воде взрывом заряда
конденсированного ВВ. Под гарантированным разрушением балки понимается нарушение ее
несущей способности вследствие появления в ней трещин, сколов, ведущих при дальнейших
колебаниях к недопустимым по величине максимальным прогибам, разделениям её на фраг-
менты, соскакиванием с опор. Учтены эффекты сжимаемости воды; её влияние на движение
балки под действием импульсной нагрузки взрыва учитывается введением присоединенной
массы, учитывается глубина погружения балки и заряда от поверхности водоёма, расположе-
ние заряда относительно балки, эффекты отражения ударной волны от поверхности балки,
геометрические и физические характеристики заряда ВВ.

Ключевые слова: взрыв заряда конденсированного ВВ, разрушение балки на опорах в воде,
ударная волна, отражение, глубина погружения, сжимаемость воды.
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Постановка задачи.
Физическая модель (основные допущения). Рассматривается балка длиной l с пря-

молинейной до деформации линией прогибов, свободно опертая по концам на неде-
формируемых неподвижных опорах. Балка расположена в воде на глубине Н, имеет
прямоугольное поперечное сечении b× h, где b – ширина, h – высота сечения. Балка
изготовлена из упругого изотропного материала.

Заряд конденсированного ВВ является сферическим некоторого радиуса r0; физи-
ческие характеристики заряда предполагаются известными (плотность ВВ, скорость
детонации, удельная энергия взрывного превращения – калорийность). Заряд распо-
ложен на расстоянии r∗ от оси балки в произвольной точке её пролёта, то есть имеет
координаты (x∗,r∗) в системе координат xOw, где x∗ – точка пролёта балки – эпицентр
взрыва. (Рис.1).
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Рис. 1 Схема расположения заряда над балкой

Предполагается, что изначально (до действия взрывной нагрузки) балка надежно
лежит на опорах; при этом, как известно [1], [2], [3], для надежного опирания сво-
бодно опертых балок их свободные концы должны иметь длину l1

2 , удовлетворяющую
соотношению

l1
h
≥ 4

3
(1)

Максимальное давление, формирующее удельный импульс взрывной нагрузки,
определяется с учетом эффектов отражения ударной волны, распространяющейся в
воде, от поверхности балки. Снято распространенное в исследованиях предположение
о несжимаемости воды, использованы динамические адиабаты воды в соответствую-
щих диапазонах давлений.

В решении проблемы разрушения взрывом элементов конструкций возможны два
взаимно противоположных подхода [1], [4]. Первый подход: при фиксированном рас-
стоянии r∗ заряда ВВ от элемента конструкции найти минимальную массу заряда,
взрыв которого гарантированно разрушит этот элемент конструкции. Второй подход:
при фиксированной массе заряда ВВ определенного типа найти максимальное рассто-
яние этого заряда от элемента конструкции для фиксированного эпицентра взрыва,
приводящее на этом и меньших расстояниях к гарантированному разрушению эле-
мента конструкции. В данном исследовании использован первый подход.
Математическая модель и решение задачи.
Рассматривается взрыв сферического заряда радиуса r0 конденсированного ВВ в

воде, заряд неконтактный, детонация мгновенная [1], [4]. Вода представлена сжима-
емой средой с уравнением состояния Тэта [5], [6], [7], [8] и различными значениями
констант, входящих в это уравнение в зависимости от величин относительных дав-
лений в волне; используются соотношения представленной выше физической модели
рассматриваемого явления.

Найдём сначала максимальное давление, формирующее удельный импульс взрыв-
ной нагрузки. Таким давлением является давление отражения после встречи ударной
волны взрыва с поверхностью преграды (в данном случае с поверхностью балки).
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Рассмотрим нормальное отражение ударной волны в воде. Для отраженной удар-
ной волны в непосредственной близости у поверхности балки, скорость среды в от-
раженной волне на фронте вследствие неподвижности преграды равна нулю [5], [6] и
уравнения неразрывности и количества движения примут вид [6]

ρ2(D3 + w2) = ρ3D3

ρ2(D3 + w2)2 − ρ3D
2
3 = P3 − P2

}
(2)

где ρ2 и ρ3 – соответственно плотность среды на фронте падающей и отраженной
ударных волн, w2 и w3 = 0 – скорости среды в падающей и отраженной волне на
фронте, D3 – скорость фронта отраженной ударной волны, P2 и P3 – давления на
фронте падающей и отраженной ударных волн.

Используем динамическую адиабату [1]

P3 − P01

P01
= A

[(
ρ3

ρ01

)α
− 1

]
, (3)

где значения констант соответствуют диапазонам давлений: для давлений в интер-
вале

1 <
P

P01
≤ 3 · 104 (4)

значения A = 2945; α = 7, 15; если

P

P01
> 3 · 104 (5)

значения A = 4115; α = 6, 29.
Величины ρ01 и P01 соответствуют плотности и давлению воды на поверхности

водоёма. Из второго уравнения системы (2) найдем давление

P3 = P2 +
ρ2

2w
2
2

ρ3 − ρ2
+ ρ2w

2
2 (6)

Из первого уравнения системы (2) найдем D3 в виде

D3 =
ρ2w2

ρ3 − ρ2
(7)

Сравнивая соотношения (3) и (6), получим трансцендентное уравнение для опреде-
ления ρ3 в воде

Axα − a2
x

x− a3
+ b = 0, (8)

где

x = ρ3
ρ01

; a1 = P2
P01

; a2 =
ρ2u22
P01

;

a3 = ρ2
ρ01

; b = 1−A− a1

}
(9)

После нахождения величины ρ3 из уравнения (5) по соотношению (6) с учётом
w3 = 0 определим искомое давление отражения P3 у преграды.

Из соотношений (6) и (8) видно, что для нахождения решения уравнения (8), а затем
давления P3 в отраженной волне у поверхности балки необходимо знать параметры
P2, ρ2, w2 на фронте падающей ударной волны.



36 Г. Т. ВОЛОДИН, Д.С. КОЧЕРГИН

Для установления зависимостей между параметрами на фронте падающей УВ в
воде от взрыва заряда ВВ следует использовать интегральные законы сохранения
массы, импульса и энергии, которые приводят к уравнениям [5]

u2 = εD2

P2 − P01 = ρ01εD
2
2

ε = 1− ρ1
ρ2

 (10)

где ε – относительная объёмная деформация воды на фронте ударной волны, при
этом плотность невозмущенной среды (воды) ρ1 = ρ01, то есть практически мало
отличается от плотности на любой глубине H водоёма.

Уравнения системы (10) представляют соответственно формулировки законов со-
хранения массы и импульса при переходе через фронт ударной волны. Уравнение,
формирующее интегральный закон сохранения энергии, не может быть привлечено,
так как в него входит дополнительная неизвестная величина – внутренняя энергия,
неопределяемая для воды через давление и плотность [1]. Вместо этого уравнения для
воды, как указывалось выше, можно привлечь уравнения динамических адиабат (4),
(5), из которых следует дополнительное уравнение

ρ2

ρ01
=

(
P2 − P01

AP01
+ 1

)− 1
α

(11)

Вводя относительную деформацию, получим

ε = 1−
(
P2 − P01

AP01
+ 1

)− 1
α

(12)

Сгруппировав привлекаемые уравнения в единую систему, получим алгоритм [5]

ε = 1−
(
P2−P01
AP01

+ 1
)− 1

α

D2 =
√

P2−P1
ερ1

u2 = εD2
ρ2
ρ1

= 1
1−ε


, (13)

определяющий параметры на фронте ударной волны по известному давлению на
фронте. Это давление находится по экспериментальным зависимостям, для сфериче-
ских зарядов в виде соотношения

P2 − P01

P01
= 14700

(
r0

r∗

)1,13

(14)

для расстояний, удовлетворяющих соотношению
r∗
r0
> 12, (15)

где r0 радиус заряда ВВ, r∗ расстояние от центра взрыва до балки.
Для сосредоточенных (сферических) зарядов на расстояниях

6 <
r∗
r0
≤ 12 (16)
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давление на фронте можно определять по формуле [5], [7]

P2 − P01

P01
= 37000

(
r0

r∗

) 3
2

(17)

При вычислениях по алгоритму (13) следует положить [5]:

A =

{
2945, если P2−P01

P01
< 3 · 104

4115, если P2−P01
P01

≥ 3 · 104

α =

{
7, 15, если P2−P01

P01
< 3 · 104

6, 29, если P2−P01
P01

≥ 3 · 104

 (18)

Следует также различать величины давлений P1 и P01, а именно: P1 – давление
жидкости в точке наблюдения на глубине Н, P01 – давление на свободной поверхности
воды, при этом

P1 = P01 + ρ1gH (19)
где g - ускорение силы тяжести.
Перейдём теперь к нахождению условий гарантированного разрушения рассмат-

риваемой балки импульсной нагрузкой, определяемой максимальным давлением, со-
зданным взрывом сферического заряда радиуса r0 ВВ в воде на расстоянии r∗ от оси
балки.

Совместим ось абсцисс прямоугольной декартовой системы координат с осью бал-
ки, а начало координат расположим на её левом конце. Уравнение упругих колебаний
балки под действием её внешней нагрузки в принятой системе координат для слу-
чая взрыва в воде с учетом введения присоединенной погонной массы воды m∗1 в
уравнение движения, запишем в виде [9]

∂2w

∂t2
+ β2∂

4w

∂x4
=

K1b

m∗ +m∗1
P3(x)f(t), (20)

где w(x, t) – прогиб балки в её сечении с координатой x в момент времени t, P3(x) –
максимальное давление на балку в момент приложения к ней импульсной нагрузки (в
данном случае – давление отражения), b – ширина сечения балки, K1 – коэффициент
формы [10], m∗ – погонная (на единицу длины) масса балки, f(t) – функция вре-
мени, учитывающая спад давления. Эту функцию в большинстве случаев, согласно
экспериментальным данным, принимают в виде [10]

f(t) =

(
1− t

τ

)n
, (21)

где τ – время действия фазы сжатия ударной волны, n – показатель степени, обыч-
но принимаемый из интервала (1;3) в зависимости от интенсивности ударной волны;
величина β определяется соотношением

β =

√
EJ

m∗ +m∗1
(22)

Рассмотрим поведение балки под действием кратковременно действующего импуль-
са, интенсивность которого по длине балки зависит от положения её сечения x, то есть

i(x) = K1bP3(x)

∫ τ

0
f(t)dt (23)
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Согласно экспериментальным данным, удобно в исследованиях ввести постоянную
времени ϑ, определяемую соотношением

a01ϑ

r0
= 1, 4 ·

(
r∗
r0

)0,24

(24)

где a01 – скорость звука в воде на поверхности водоёма (например при температуре
T = 288◦K, a01 = 1460м

с ). Тогда спад давления с течением времени следует определять
соотношением [5], [6], [8], [10]:

P − P01

P01
=
P3 − P01

P01
· e−

t
ϑ (25)

в котором время t отсчитывается от момента прихода фронта ударной волны в
данную точку пространства.

Удельный импульс фазы сжатия определяется тогда соотношением

i =

∫ τ+

0
(P − P01) dt = (P3 − P01)

∫ τ+

0
e
−t
ϑ = (P3 − P01)ϑ

(
1− e

−τ+
ϑ

)
В неограниченной среде τ+

ϑ > 5, поэтому

i = (P3 − P01)ϑ (26)

Так как импульс действует кратковременно, то за время его действия частицы бал-
ки не успевают получить заметных смещений, а получают только начальные скоро-
сти. Деформирование балки происходит после окончания действия нагрузки, то есть
в период свободных колебаний, которые описываются однородным уравнением

∂2w

∂t2
+ β2∂

4w

∂x4
= 0 (27)

Краевые условия для уравнения (27) соответствуют условиям закрепления концов
балки на опорах.

Для свободно опертой на концах балки на идеальные (недеформируемые) опоры,
краевые условия для уравнения (27) примут вид

w(0, t) = w(l, t) = 0 (28)

∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0, (29)

где l – длина балки.
Условия (28) означает, что концы балки лишены возможности перемещаться по на-

правлению оси w, а условия (29) означают, что концы балки неспособны воспринимать
изгибающего момента.

Начальные условия для уравнения (27) соответствуют характеру действующей на-
грузки [1], [4], [9]

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
i∗(x)

m∗ +m∗1
, (30)

где i∗(x) = bK1i - погонный импульс [5].
В работе [10] найдено решение начально-краевой задачи (27)-(29) для случая рас-

положения свободно опертой балки в воздухе. Для случая её расположения в воде
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решение, согласно замечанию профессора Т.М. Саламахина [1], будет отличаться на-
личием в этом решении слагаемого m∗1, то есть вместо m∗ будет фигурировать сумма
m∗ +m∗1. Это решение для случая расположения балки в воде имеет вид

w =
2l

π2β(m∗ +m∗1)

∞∑
j=1

1

j2
sin jπ

x

l
sin

j2π2

l2
βt

∫ l

0
i∗(ξ) sin

jπξ

l
dξ, (31)

при этом β =
√

EJ
m∗+m∗1

.
Условие гарантированного разрушения рассматриваемой балочной конструкции

примем в виде [4]
Mmax ≥ K0∗µ3δ∗nW∗ (32)

где µ3 – коэффициент динамичности материала балки (µ3 = δ∗3
δ∗

, δ∗3 – динамический
предел прочности, δ∗ – статический предел прочности); K0∗– коэффициент однород-
ности на гарантированное разрушение (K0∗ = δ∗max

δ∗0
, δ∗0 – нормированный браковоч-

ный минимум, δ∗max – максимальное сопротивление материала); δ∗n – нормативное
сопротивление материала при изгибе, W∗ – момент сопротивления балки при изги-
бе. Используя формулу для максимального изгибающего момента Mmax для малых
прогибов

Mmax = −EJ ∂
2W

∂x2
(33)

и найденное решение (31), получены соотношения между фиксированным расстояни-
ем r∗ расположения заряда ВВ над балкой и величиной этого заряда r0, определяющие
эффект гарантированного разрушения рассматриваемой балочной конструкции.

Заключение. Полученные результаты исследований отличаются от результатов
работы [9] методами нахождения давления отражения P3, однако их численные раз-
личия незначительные.
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ON THE PROBLEM OF GUARANTEED DESTRUCTION BY EXPLOSION OF
STRUCTURAL ELEMENTS IN WATER

Tula State University, Tula, Russia.

Abstract. The conditions of guaranteed destruction of the beam in water by the explosion
of a condensed explosive charge are found. Guaranteed destruction of a beam is understood as a
violation of its bearing capacity due to the appearance of cracks, chips in it, leading to unacceptable
maximum deflections, its separation into fragments, jumping off supports with further fluctuations.
The effects of compressibility of water are taken into account; its effect on the movement of the
beam under the action of the pulse load of the explosion is taken into account by the introduction
of the attached mass, the depth of immersion of the beam and the charge from the surface of the
reservoir, the location of the charge relative to the beam, the effects of shock wave reflection from
the surface of the beam, geometric and physical characteristics of the explosive charge are taken
into account.
Keywords: explosion of a condensed explosive charge, destruction of a beam on supports in
water, shock wave, reflection, immersion depth, compressibility of water.
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Аннотация. Настоящее исследование посвящено изучению динамического поведения одно-
пролетного низководного моста и оценке возможности детектирования появляющихся в про-
цессе его эксплуатации дефектов. Актуальность работы подтверждается тем, что уровень
воды для низководных мостов не позволяет провести визуальный осмотр и инструменталь-
ное обследование нижней части пролетного строения и ригельных балок опор. Поскольку для
таких мостовых переходов не учитываются возможности пропуска ледохода, высоких вод и
водного транспорта, то в вязкоупругую модель опирания пролетного строения вводятся обоб-
щенные параметры вязкости и упругости, которые могут позволить учесть эти факторы. За
расчетную схему принята балочная система, для описания деформирования которой могут
быть применены уравнения для балки или пластины-полоски, которая может быть усилена
дополнительной конструкцией для увеличения жесткости. В данной работе получены ана-
литические и графические зависимости для геометрических и динамических характеристик
деформирования пролетного строения, с помощью которых можно выполнить оценку эксплу-
атационного состояния моста по собственным частотам колебаний пролетного строения.
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Отличительной особенностью современного состояния дорог регионального, ме-
жмуниципального, местного значения и частных (например, подъездные пути к про-
мышленным предприятиям) дорог по сравнению с дорогами федерального значения
является меньший контроль за скоростным режимом и массо-габаритными характе-
ристиками транспортных средств, а также меньшее внимание со стороны как эксплу-
атирующих организаций, так и со стороны нормативно-правовой документации.

В настоящей работе рассмотрены особенности эксплуатации и мониторинга низко-
водных мостов, которые встречаются чаще всего и встречаются на таких дорогах.
Низководные мосты возводятся для преодоления препятствия не небольшой высоты
над его поверхностью, при этом за основное положение уровня воды может прини-
маться уровень межня, т.е. пролетные строения таких искусственных сооружений мо-
гут затопляться при высоком уровне проходящей воды, чаще всего такие сооружения
имеют временную категорию.

В целом, можно отметить, что низководные мостовые переходы возводятся без уче-
та возможности пропуска ледохода, высоких вод и водного транспорта, чаще всего за
расчетную схему принимают балочную разрезную систему, которая может быть уси-
лена пространственной ферменной конструкцией (рис. 1). В данной работе изучается
возможность оценки эксплуатационного состояния моста по собственным частотам
колебаний пролетного строения, что особенно актуально при диагностике и паспор-
тизации из-за сложностей визуального осмотра конструкций моста с воды [1-3].

В качестве характеристики, изменение которой учитывает изменение состояния
мостового сооружения, предлагается использовать частоту собственных колебаний,
определение изменений в ее величине позволит выявить дефекты, повреждения и от-
ступления от проекта, приводящие к уменьшению несущей способности моста [4,5].
Разработанное математическое и алгоритмическое обеспечение могут быть реализо-
ваны в системах вибродиагностики мостовых переходов, позволяющих не только об-
наруживать и идентифицировать дефекты и неисправности, но и прогнозировать ди-
намику изменения эксплуатационных параметров в любое время года [6,7].

Верхнее строение мостового перехода воспринимает нагрузку от проходящего
транспорта и передает давление от нее на пролетное строение, которая затем че-
рез узлы опирания передает нагрузку на ригельную балку опоры, а через нее и на
стойки-сваи и далее на грунт основания. Для моделирования динамических воздей-
ствий со стороны транспорта и динамического поведения отдельных элементов и все-
го сооружения в целом предполагается использовать вязкоупругие элементы типа
Кельвина-Фойгта, которые, как показали исследования отечественных и зарубежных
исследователей, наилучшим образом описывают изменения во времени параметров
состояния применяемых материалов, конструктивных решений, узлов и окружающей
среды при действии внешней динамической нагрузки [8,9].

При этом считается, что параметры жесткости и вязкости могут меняться в до-
статочно широком интервале значений, позволяя учесть особенности инженерно-
геологических характеристик грунта, материал и конструкцию верхнего строения (до-
рожной одежды), особенности узлов опирания пролета и объем воды в подмостовом
пространстве, непосредственно контактирующей с ригельной частью береговой опоры
[10,11].

Одним из известных подходов в расчете колебаний пролетного строения являет-
ся рассмотрение вязкоупругого взаимодействия двух твердых массивных тел, одним
из которых является часть пролетного строения с приведенной длиной и массой, а
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Рис. 1. Низководный мостовой переход с однопролетной расчетной схемой в виде простран-
ственной фермы.

другим - верхняя часть опоры, на которую через узел специальной конструкции опи-
рается пролет (рис.2).

Система определяющих уравнений, описывающих вертикальные перемещения си-
стемы двух твердых тел, связанных между собой вязкоупругим демпфером типа
Кельвина-Фойгта и одно из которых испытывает воздействие транспортного средства
[8,12], может быть представлена в следующем виде:

m1 (z̈1 + z̈3) +K (ż1 − ż2) + C (z1 − z2) = 0,

m2 (z̈2 + z̈3) +K (ż2 − ż1) + C (z2 − z1) = 0, (1)
здесь m1 и m2 – приведенные массы части пролетного строения и ригельной балки
опоры соответственно, z1 и z2 - координаты центров тяжести фрагмента пролетно-
го строения и ригельной балки опоры относительно верхней точки опорного узла до
начала его деформирования, z3 - координата верхнего сечения опорного узла до его
нагружения относительно инерциальной системы отсчёта, K - коэффициент линейно-
го вязкого сопротивления опорного узла, C - коэффициент жесткости опорного узла,
t′ - время, являющееся переменной интегрирования.
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Рис. 2. Береговая опора балочного пролетного строения с вязкоупругим демпфером типа
Кельвина-Фойгта.

В качестве метода решения системы (1) традиционно используется представле-
ние основных неизвестных перемещений и их производных в пространстве Лапласа
[6,9,13]. Для обратного перехода в пространство оригиналов требуется записать харак-
теристические уравнения и найти параметры p, при которых знаменатель и системные
параметры обращаются в ноль. В случае системы (1) эти соотношения принимают вид:

K · p+ C = 0, (2)

m2 · p2 +K · p+ C = 0, (3)

m1 ·m2 · p4 +K · p3 · (2m1 +m2) +Cр2 · (2m1 +m2)−−К2 · р2−−К ·С · р−С2 = 0. (4)

Совокупность решений уравнений (2) – (4) можно представить графически в виде
набора точек на действительно-мнимой плоскости, каждая из которых получена при
определенных величинах параметров К и С. Множество точек-решений объединяют-
ся между собой в концентрические кривые, в центре которых расположены полюсы.
Физически полюсы означают равновесные значения параметров вязкости и жестко-
сти для которых требуется определить перемещения взаимодействующих тел и силу
контакта между ними [14,15].

Работа опорного демпфированного узла характеризуется геометрическими (переме-
щение), кинематическими (скорость вертикального перемещения) и динамическими
(вертикальное ускорение) характеристиками. Рассмотрим более подробно функцию
вертикального перемещения [15,16].
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Рис. 3. Графическая зависимость поведения корней характеристических уравнений и систем-
ных множителей (2) – (4) для различных значений параметров вязкости K и упругости C.

Граничные условия для шарнирного опирания пролетного строения можно пред-
ставить в виде (если начало координат будет находиться в середине пролета):

u (−l, 0) = u (l, 0) =
∂2u (−l, 0)

∂x2
=
∂2u (l, 0)

∂x2
= 0, (5)

здесь l – полудлина пролетного строения.
В начальный момент времени считаем, что опорные узлы (рис.2) находятся в неде-

формированном состоянии, т.е. к граничным условиям (5) можно присоединить на-
чальные:

u (x, 0) = 0,
∂ u (x, 0)

∂ t
= 0. (6)

Для описания динамического поведения пролетного строения балочной расчетной
схемы [17,18] часто используют дифференциальное уравнение поперечных колебаний
стержня:

∂4u
∂x4

= − ρ

EI

∂2u

∂t2
+
q (x, t)

EI
, (7)



46 А. А. ЛОКТЕВ, Л. А. ИЛЛАРИОНОВА, A. БАРАКАТ

здесь ρ - погонная масса стержня, Е – модуль упругости материала пролетного стро-
ения, I – момент инерции поперечного сечения балки, q(x,t) – внешняя нагрузка от
экипажей.

Для проверки условия прочности пролетного строения вычисляют наибольшие нор-
мальные (в середине пролета) и касательные напряжения (на опоре):

σν =
M
(
x = l

2

)
1Wnt

≤ Ry ·m; (8)

τν =
Q0 · Sbr
2·Jbrtw

≤ Rs; (9)

здесьm, ν1, ν2 – коэффициенты надежности; Ry – расчетное сопротивление материала
пролетного строения изгибу; Rs – расчетное сопротивление материала пролетного
строения срезу; Wnt – момент сопротивления поперечного сечения нетто пролетного
строения; tw – толщина стенки балки; Jbr – момент инерции поперечного сечения
брутто пролетного строения; Sbr – статический момент части поперечного сечения
Sbr = 0,5 · Fbp · yцт, Fbr – площадь сечения брутто пролетного строения; yцт –
ордината центра тяжести половины сечения пролетного строения.

Выбор в качестве одного из основных параметров мониторинга технического состо-
яния мостового перехода частоты собственных колебаний пролетного строения объяс-
няется тем, что данная характеристика отражена в нормативно-правовой документа-
ции по проектированию и эксплуатации искусственных сооружений. При проектиро-
вании мостовых переходов, пролетные строения которых работают по балочной схеме
необходимо, чтобы первая собственная частота вертикальных колебаний, удовлетво-
ряла условиям

f1,min ≤ f1 ≤ f1,max, 1.2f1 ≤ f1,t , (10)

здесь f1 - первая собственная частота вертикальных колебаний; f1,t – собственная
частота по первой крутильной форме; f1,max – верхний предел первой собственной
частоты, связан с частотами возбуждения, возникающими из-за неровностей проез-
жей части и нехарактерных деформаций колесных пар транспортных средств; f1,min

- нижний предел собственной частоты, связан с возможным резонансом пролетного
строения из-за перемещения колесных пар экипажей и существенно зависит от длины
пролетного строения.

Графически описанные условия-ограничения могут быть представлены в виде двух
кривых, между которыми находится область допустимых значения для первой соб-
ственной частоты пролетного строения (рис.4), кривая для f1,max – представлена
сплошной линией, а для f1,min - пунктирной.

Как показывают результаты исследований, данные графические условия ограниче-
ния хорошо подходят для скоростей экипажей от 100 до 450 км/ч.

Определяющее уравнение (7) решается в пространстве изображений, это позволя-
ет уменьшить число неизвестных величин, к которым относится функция прогибов
(нормальных перемещений) и ее производные по времени и по продольной координате,
поскольку в пространстве изображений вместо производных по времени присутствуют
сами функции, умноженные на параметр р.
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Рис. 4. Ограничения собственной частоты колебаний по первой форме для пролетных строе-
ний с разрезной балочной расчетной схемой.

Перемещение в этом случае можно записать в следующем виде:

ũ (x, p) =
2P̃ (p) l3

EIπ4

∞∑
n=1

1

p2n4
sin
(nπa

l

)
sin
(nπx

l

)
, (11)

в этом выражении а – координата места приложения внешней силы P̃ (p) от экипажа,
верхняя тильда обозначает на представление величины в пространстве Лапласа.

Несмотря на увеличивающиеся скорости движения транспортных средств, их абсо-
лютные величины все еще существенно меньше скоростей продольных и поперечных
волн в материале искусственного сооружения, поэтому имеет смысл рассматривать
немгновенное динамическое воздействие на элементы инфраструктуры со стороны
экипажей, а также учитывать местное деформирование взаимодействующих элемен-
тов [19-21]. Таким образом, функцию P̃ (p) в пространстве изображений или P (t) в
пространстве оригиналов предлагается определять из решения контактной задачи и
за основу взять модифицированную модель типа [16,22,23]:

α (t) = b P (t)q , (12)

здесь α (t) - функция местного смятия материалов контактирующих тел от времени,
параметры b и q определяются геометрическими и механическими характеристиками
взаимодействующих элементов сооружения.

Используя описанный подход, в настоящей работе получены графические зависимо-
сти нормального перемещения точек пролетного строение от времени для различных
значений параметров упругости и вязкости опорного узла (рис.5) [24-26]. Кривые 1, 2,
3 получены для следующих пар значений С и К соответственно: С = 104 Н/м, K = 106

Нc/м; С = 104 Н/м, K = 104 Нc/м; С = 106 Н/м, K = 104 Нc/м. Остальные параметры
взаимодействия принимают следующие значения: Е = 7·104 МПа, q =2/3, m = 20 т,
V0 = 10 м/с, l =9м, r0 = 0.1 м, тип балки пролетного строения – железобетонная
балка серии 3.503.1-81 (двутавровая с развитым верхним поясом). Полученные зави-
симости говорят о том, что после приложения нагрузки через некоторый временной



48 А. А. ЛОКТЕВ, Л. А. ИЛЛАРИОНОВА, A. БАРАКАТ

интервал конструкция вернется в свое первоначальное положение, максимальное зна-
чение вертикального перемещения с изменением соотношения параметров жесткости
и вязкости смещается вправо в пределах времени деформирования [27,28]. Опорный
узел реализованный в виде вязкоупругого демпфера типа Кельвина-Фойгта позволя-
ет воздействовать на характеристики напряженно-деформированного состояния про-
летного строения, в том числе, на прогиб. Совмещая полученные результаты рис. 5
с предельными значениями собственных частот колебаний рис. 4 можно получить
рекомендуемые скорости движения транспортных средств по мостовому переходу, а
можно решать и обратную задачу, подобрать значения упругих и вязких параметров
опоры пролетного строения для организации движения в составе высокоскоростной
транспортной системы.

Формат получаемых результатов соответствует требованиям нормативных доку-
ментов о попадании первой формы собственных частот колебаний мостовых пролетов
в интервал между верхним и нижним значением соответствующего предела, это поз-
волит при строительстве, реконструкции или капитальных ремонтах искусственных
сооружений правильно подобрать длину пролетных строение, скоростной режим дви-
жения транспортных средств и вязкоупругие параметры узла опирания пролетного
строения на береговую опору.

Мониторинг мостовых переходов с использованием предложенных математических
моделей позволит своевременно диагностировать износ, появление дефектов в бетоне
растянутой зоны и разрушение опорных узлов пролетных строений, например, рас-
трескивание и выкрашивание резинометаллических опорных частей, выявлять опи-
рание железобетонного элемента на элемент из такого же материала (это возможно
как из-за полного разрушения резинометаллической опорной части).

Рис. 5. Зависимость нормального перемещения от времени для различных значений упругих
и вязких характеристик узла опирания.

Выявление упомянутых дефектов таких дефектов посредством оценки частот соб-
ственных колебаний, позволяет более точно планировать ремонтные работы, вводить
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ограничения на нагрузку, передаваемую на ось транспортного средства, общий вес
экипажа, на расстояние между экипажами и скорости при их движении по искус-
ственному сооружению.

Полученные аналитические и графические зависимости особенно актуальны для
низководных мостов, которые отличаются тем, что не позволяют провести визуаль-
ный осмотр и инструментальное обследование с нижней стороны несущей части про-
летного строения.
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Аннотация. Метод конечных разностей (МКР) один из самых простых и широко распро-
страненных приближенных расчетных методов. Погрешность численного решения зависит от
числа разбиений в расчетной схеме. Исследуется влияние числа разбиений на погрешность
численного решения на примере краевой задачи для дифференциального уравнения прогиба
балки Бернулли при действии статической нагрузки.
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Введение. Метод конечных разностей (МКР) один из самых простых и широ-
ко распространенных приближенных расчетных методов, используемых в механике
сплошных сред [1–3]. Одним из недостатков метода является отсутствие точной оцен-
ки погрешности численного решения при расчете элементов строительных конструк-
ций. Погрешность численного решения зависит от числа разбиений в расчетной схеме.
Исследуется влияние числа разбиений на погрешность численного решения на приме-
ре краевой задачи для дифференциального уравнения прогиба балки Бернулли при
действии статической нагрузки.
Основная часть. Определение прогиба балки Бернулли сводится, к решению сле-

дующей краевой задачи:

y(4)(x) + βy(x) = F (x) , 0 < x < L. (1)

Условия на концах балки приняты для следующих трех вариантов:
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1. шарнирное опирание концах{
y(0) = y′′(0) = 0
y(L) = y′′(L) = 0

(2)

2. жесткое защемление концов{
y(0) = y′(0) = 0
y(L) = y′(L) = 0

(3)

Здесь y – прогиб балки; x – координата сечения по ее длине; L длина балки; β =
k̃
EJ , k̃ = k · bb, EJ = E · J , J = bbh

3
b/12, hb и bb – высота и ширина поперечного

сечения, соответственно, E – модуль упругости, J – момент инерции поперечного
сечения балки, k – коэффициент, характеризующий отпор грунта в рамках модели
Винклера.

В качестве модельного примера рассмотрим балку без упругого основания со следу-
ющими параметрами: F (x) = P

EJ δ(x−
L
2 ), P =100 кН – нагрузка, заданная в средней

точке (см. рис. 1.); L =8 м, hb =1.3 м, bb =1 м; E = 2560 · 104 кН/м2 ; k = 0.

Рис. 1. Нагрузка, приложенная к балке.

Конечноразностное разбиение по длине балки на равные части с шагом h показано
на рис. 2.

Рис. 2. Дискретная аппроксимация балки.

Обозначим n – общее количество точек, тогда h = L/(n − 1). Координаты точек
разбиения: xi = h(i − 1), i = 1, 2, ..., n. Значения прогиба в точках разбиения: yi =
y(xi), i = 1, 2, ..., n.

Разностные аналоги производных равны:

y′(xi) ≈

 (yi+1 − yi)/h , i = 1
(yi+1 − yi−1)/(2h), 1 < i < n
(yi − yi−1)/h , i = n

(4)

y′′(xi) ==
1

h2
(yi−1 − 2yi + yi+1), 1 < i < n (5)
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y′′′(xi) =

 (y′′(xi+1)− y′′(xi))/h , i = 1
(y′′(xi+1)− y′′(xi−1))/(2h), 1 < i < n
(y′′(xi)− y′′(xi−1))/h , i = n

(6)

y(4)(xi) =≈ 1

h4
(yi−2 − 4yi−1 + 6yi − 4yi+1 + yi+2) (7)

Из уравнения (8) следует, что для представления разностного аналога уравнения (1)
потребуется пять точек. При 3 ≤ i ≤ n − 2 разностный аналог уравнения (1) имеет
вид

1

h4
(yi−2 − 4yi−1 + 6yi − 4yi+1 + yi+1) + βyi = Fh(xi). (8)

Для представления разностных уравнений в точках i = 1, i = 2, а также в граничных
точках i = n− 1, i = n воспользуемся краевыми условиями для вариантов (2) – (4):

вариант 1 {
y1 = y′′(x1) = 0
yn = y′′(xn) = 0

вариант 2 {
y1 = y′(x1) = 0
yn = y′(xn) = 0

Используя их разностные аналоги получим системы линейных алгебраических
уравнений для этих вариантов:

вариант 1

y1 = f1

y1 − 2y2 + y3 = 0
yi−2 – 4yi−1 + (6 + βh)yi − 4yi+1 + yi+2 = fi , i = 3, 4, ..., n− 2;
yn − 2yn−1 + yn−2 = fn−1

yn = fn,

(9)

где βh = h4β, fi =

 0 , i = 1
h4Fh(xi) , 2 ≤ i ≤ n− 1

0 , i = n
, Fh(xi) = F (xi)/h.

вариант 2

y1 = 0
−y1+y2 = f2

yi−2 − 4yi−1 + (6 + βh)yi − 4yi+1 + yi+2 = fi, i = 3, 4, ..., n− 2;
−yn−1 + yn = fn−1

yn = 0,

(10)

Решения систем линейных алгебраических уравнений для каждого варианта кра-
евых условий выполнялись для значений n = 2, 4, 16, 100, 1000, 10000 по программе,
составленной на языке программирования MATLAB. Расчеты выполнялись на 32 раз-
рядном персональном компьютере.
Анализ результатов расчета. Было проведено сравнение максимальных проги-

бов из решения методом конечных разностей краевой задачи для дифференциального
уравнения прогиба балки (1) для двух вариантов краевых условий (2) – (3) с анали-
тическим решением.
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Аналитическое решение имеет вид [4]

y (x) = C1e
− 4√βx√

2 cos
4
√
βx√
2

+ C2e
4√βx√

2 cos
4
√
βx√
2

+ +C3e
4√βx√

2 sin
4
√
βx√
2

+

+C4e
− 4√βx√

2 sin
4
√
βx√
2

+
P

EJβ
.

Константы C1, C2, C3, C4 находятся из удовлетворения решения каждому из трех кра-
евых условий.

Результаты сравнения приведены в таблицах, где число делений N=n-1.

N Аналитическое решение МКР Отличие прогибов в %
2 0,0001373 м 0,0001196 м 12,89
4 0,0001373 м 0,0001317 м 4,08
16 0,0001373 м 0,0001367 м 0,437
100 0,0001373 м 0,0001373 м 0
1000 0,0001373 м 0,0001373 м 0
10000 0,0001373 м 0,0002289 м 66,715

Таблица 1. Вариант краевых условий - 1

N Аналитическое решение МКР Отличие прогибов в %
2 0,00005052 м 0,00004038 м 20,07
4 0,00005052 м 0,00004726 м 6,45
16 0,00005052 м 0,00005022 м 0,594
100 0,00005052 м 0,00005052 м 0
1000 0,00005052 м 0,00005052 м 0
10000 0,00005052 м 0,00008419 м 66,647

Таблица 2. Вариант краевых условий - 2

При небольшом числе разбиений наличие ошибки связано с выбором грубой рас-
четной сетки механической модели. При очень большом числе разбиений ошибка ста-
новится большой из-за накопления погрешностей округления в процессе арифметиче-
ских операций на компьютере, что свидетельствует о плохой обусловленности реша-
емой системы линейных алгебраических уравнений [5]. Для оценки обусловленности
используется число обусловленности С(А),которое называется степенью обусловлен-
ности матрицы коэффициентов при неизвестных в системе линейных алгебраиче-
ских уравнений[6]. Условная классификация системы линейных алгебраических урав-
нений в зависимости от степени обусловленности имеет вид

С = 1÷10 – хорошо обусловленная система;
С = 10÷103 – удовлетворительно обусловленная система;
С = 103÷105 – плохо обусловленная система;
С >105− почти вырожденная система.
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Для вычисления обусловленности матрицы используется её норма. Число обуслов-
ленности матрицы принимается равным произведению норм матрицы и её обратной.
В Matlab для вычисления нормы матрицы A используется функция norm(A), а для
вычисления числа обусловленности матрицы A используется функция cond(A).

В таблицах ниже приведены результаты вычислений соответствующих норм матриц
и степени обусловленности.

N Норма матрицы Число обусловленности матрицы
2 - -
4 12,157 22,6404
16 15,7 6338,5
100 15,9921 9814900
1000 15,9999 98187000000
10000 - -

Таблица 3. Вариант краевых условий - 1

N Аналитическое решение МКР Отличие прогибов в %
2 0,00005052 м 0,00004038 м 20,07
4 0,00005052 м 0,00004726 м 6,45
16 0,00005052 м 0,00005022 м 0,594
100 0,00005052 м 0,00005052 м 0
1000 0,00005052 м 0,00005052 м 0
10000 0,00005052 м 0,00008419 м 66,647

Таблица 4. Вариант краевых условий - 2
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нуума, при изменении ориентации базисного репера. Приводятся необходимые сведения из
алгебры псевдотензоров. В терминах псевдотензоров формулируются уравнения динамики
гемитропного микрополярного упругого тела с 9-ю определяющими псевдоскалярами. Ука-
зываются формы псевдовекторных гиперболических дифференциальных операторов в специ-
альных системах координат. Обсуждаются свойства дифференциальных операторов изотроп-
ной микрополярной упругости. Рассмотрены преобразования дифференциальных операторов
в случае зеркального отражения относительно заданной плоскости.
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1. Введение. В случае, когда тела облают микроструктурными особенностями
возникает необходимость применения микрополярных теорий упругости [1–5]. Изо-
тропное (центрально-симметричное) микрополярное тело не всегда может быть ис-
пользовано в качестве математической модели материалов с микроструктурой. В осо-
бенности это касается материалов и объектов проявляющих свойства хиральности
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или имеющих винтовую микроструктуру. В этом случае, микрополярное твердое те-
ло, оказывается изотропно относительно вращений координатного репера, но не от-
носительно отражений. Такие среды называются полуизотропными (гемитропными).
Материалы могут проявлять полуизотропность в микро- (кварц, сахар, биологиче-
ские молекулы), а также в макро- масштабе (кости, пористые материалы, композиты,
содержащие волокна или включения). Гемитропные среды из-за отсутствия физико-
механической симметрии между объектом и его зеркальным отображением известны в
оптике как оптически активные материалы. Они характеризуются присущей им лево-
или правоориентированностью на оптических частотах из-за естественной спиральной
структуры и, следовательно, не могут совпадать с их зеркальным отражением. Фи-
зические поля гемитропного микрополярного континуума в рамках математической
модели представляются относительными тензорами. Математический аппарат отно-
сительных тензоров достаточно хорошо развит, о чем свидетельствуют многочислен-
ные монографии по тензорному исчислению. Тем не менее, формализм относительных
тензоров очень редко применяется в исследованиях по микрополярным средам [1–5].

Важное значение имеют дифференциальные операторы, соответствующие матема-
тической модели гемитропной микрополряной среды. Вид дифференциального опе-
ратора и условия его факторизуемости [5] могут существенно упростить построение
решения системы уравнений, составляющих математическую модель. Настоящее ис-
следование осуществляется на основе аппарата прседотензорного исчисления. Ранее,
в работах авторов [11, 14, 15] обсуждались вопросы применения алгебры и анализа
псевдотензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упру-
гости. Изучались условия гиперболичности и факторизуемости дифференциальных
операторов изотропной микрополярной упругости [5].

Во введении обсуждается актуальность настоящего исследования. Приводятся
необходимые литературные источники по алгебре псевдотензоров и гемитропной
упругости.

Во втором разделе приводятся основные сведения из алгебры псевдотензоров.
Вводится понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра. В терминах
псевдотензоров формулируются уравнения динамики гемитропного микрополярного
упругого континуума с 9 определяющими псевдоскалярами.

В третьем разделе проводится анализ псевдовекторных дифференциальных опера-
торов, соответствующих модели микрополярного материала. Особое внимание уделе-

но координатным системам, удовлетворяющим ограничению e = ±
[+1]

1 . Приводятся
формы дифференциальных операторов в право- и левориентированных системах ко-
ординат. Отмечается, что в отличие от гемитропнных дифференциальных операторов,
изотропные операторы сохраняют свою форму при изменении ориентации базисного
репера.

Четвертый раздел статьи посвящен вопросам преобразования дифференциальных
операторов гемитропного тела при зеркальном отражении относительно заданной
плоскости. Приведены формы для дифференциальных операторов, векторов пере-
мещений и микровращений. Полученные результаты позволяют заключить, что про-
извольно заданному решению системы дифференциальных уравнений гемитропной
микрополярной упругости соответствует зеркально преобразованное решение. Это об-
стоятельство позволяет вести речь о прямых и зеркальных модах при распростране-
нии связанных монохроматических волн перемещений и микровращений [16].
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2. Система дифференциальных уравнений динамики гемитропного
микрополярного упругого континуума. Динамические уравнения гемитропного
микрополярного тела в подавляющем большинстве источников выводятся в терминах
абсолютных тензоров [1–3]. Однако, как показали недавние исследования [11, 14, 15],
геометрически и физически корректная формулировка уравнений гемитропной мик-
рополярной теории возможна только в терминах псевдотензоров. Здесь мы не будем
подробно воспроизводить определение и свойства псевдотензоров. Изложение алгебры
псевдотензоров с необходимой степенью полноты можно найти в руководствах по тен-
зорному анализу [17–22], а ее применение к механике континуума в работах [11,14,15].
Исключительное значение при этом имеет понятие фундаментального ориентирующе-
го псевдоскаляра e [11, 14, 15], который в N–мерном пространстве можно определить
как косое произведение [23, c. 63–65] абсолютных векторов ковариантного базиса

dı
1
, ı

2
, . . . , ı

N
c = e. (1)

Не сложно показать, что в метрическом пространстве справедливо соотношение

e2 = g, (2)

где g — детерминант метрического тензора.
В пространстве трех измерений справедливо

eijk = dı
i
, ı
j
, ı
k
c = (ı

i
× ı

j
) · ı

k
, (3)

тогда

e =
[+1]
e 123 = dı

1
, ı

2
, ı

3
c = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
. (4)

Отметим лишь, что псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры
при помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [11, 14, 15]).
Для произвольного псевдотензора веса W имеем

T pqr···sij···l = e−W
[W ]

T pqr···s
ij···l . (5)

Следствием принципа виртуальных перемещений [4,15] являются уравнения дина-
мики микрополярной среды, которые примем в форме

∇itik = ρ ∂2
··u

k, (6)

∇i
[−1]
µ i·
·k − 2

[−1]
τ k = ρ

[−2]

= ∂2
··
[+1]

φk, (7)

где
[−1]
τ j — ассоциированный (сопутствующий) псевдовектор силовых напряжений

−
[−1]
τ j =

1

2
εjikt

[ik], t[ik] = −εikj
[−1]
τ j . (8)

Ассоциированный (сопутствующий) вектор моментных напряжений определяется по
аналогии с (8)

µi =
1

2
εiks

[−1]
µ [ks],

[−1]
µ [is] = eisjµ

j . (9)

Введем микрополярный упругий потенциал U , рассчитанный на единицу инвари-
антного элемента объема, с псевдотензорными аргументами

U = U (ε(ij),
[+1]
κ (ij),

[+1]
ϕ i, κi), (10)



62 Е. В. МУРАШКИН, Ю.Н. РАДАЕВ

где

εij = ∇iuj − εijk
[+1]
ϕ k,

[+1]
ϕ i =

[+1]

φ i − 1

2
εikl∇kul, κi =

1

2
εijs

[+1]
κ [js]. (11)

Обычно, аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры. Здесь су-
щественным является использование формализма псевдотензоров, обеспечивающего
чувствительность определяющих псевдоскаляров к преобразованиям инверсии про-
странства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал U по физическому смыслу является объективной величиной и
не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому он (так же как и
его первая вариация δU ) является абсолютным скаляром. Первая вариация упругого
потенциала представляется сбалансированной по весам суммой

δU = t(ij)δεij +
[−1]
µ (ij)δ

[+1]
κ (ij) + 2

[−1]
τ iδ

[+1]
ϕ i + 2µiδκi, (12)

откуда могут быть получены определяющие уравнения:

t(ij) =
∂U

∂εij
,

[−1]
µ (ij) =

∂U

∂
[+1]
κ (ij)

, 2
[−1]
τ i =

∂U

∂
[+1]
ϕ i

, 2µi =
∂U

∂κi
. (13)

В качестве потенциала U , который как указывалось выше инвариантен относи-
тельно поворотов и переносов пространства, а также относительно преобразований
инверсии пространства и зеркальных отражений, в гемитропном случае следует вы-
брать квадратичную функцию

U = G[ν(1− 2ν)−1gisglmε(is)ε(lm)+

+
[−1]

L
[−1]

L c3gisglm
[+1]
κ (is)[+1]

κ (lm) + gisglmε(il)ε(sm)+

+
[−1]

L
[−1]

L gisglm
[+1]
κ (il)[+1]

κ (sm) + 2
[−2]
c1gis

[+1]
ϕ i[+1]

ϕ s+

+
[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2g

isκiκs +
[−1]

L c4g
isglmε(is)

[+1]
κ (lm)+

+
[−1]

L c5ε(is)
[+1]
κ (is) +

[−1]

L c6κi
[+1]
ϕ i], (14)

где G—модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений); ν —коэффициент

Пуассона (не имеет физической размерности);
[−1]

L — характеристическая микродлина;
[−2]
c1,

[+2]
c2, c3, c4, c5, c6 —не имеющие физической размерности псевдоскаляры.
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В результате приходим к определяющим уравнениям гемитропной микрополярной
среды:

t(is) = 2G
(
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

)
ε(lm)+

+G
[−1]

L (c4g
isglm

[+1]
κ (lm) + c5

[+1]
κ (is)),

[−1]
µ(is) = 2G

[−1]

L
[−1]

L (c3gisglm + gilgsm)
[+1]
κ (lm)+

+G
[−1]

L (c4gisg
lmε(lm) + c5ε(is)),

[−1]
τ i = 2G

[−2]
c1gis

[+1]
ϕ s +

1

2
G

[−1]

L c6κi,

µi = G
[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2g

isκs +
1

2
G

[−1]

L c6
[+1]
ϕ i.

(15)

Уравнения динамики гемитропного микроплярного упругого континуума в криво-
линейных координатах, вводя обозначения для дифференциальных операторов L i и
[−1]

Mi и принимая обозначения для определяющих постоянных

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6 (16)

записываются в форме

L i(∂·,∇k, uk,
[+1]

φ k) = G[(1 + e2[−2]
c1)∇s∇sui+

+ (1− e2[−2]
c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk + 2
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φi − e2εiklg
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I ∂2
··

[+1]

φi =
[−1]

0 .

(17)

3. Гиперболические дифференциальные операторы изотропной и ге-
митропной микрополярной упругости в координатных системах с различ-
ной ориентацией. Рассмотрим подробней операторы в динамических уравнениях

(17). Дифференциальные операторы L i и
[−1]

Mi являются соответственно векторным
и псевдовекторным гиперболическими линейными дифференциальными оператора-
ми второго порядка. Причем естественными компонентами оператора L i являются

контравариантные компоненты, а компоненты оператора
[−1]

Mi — ковариантными. Из
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Рис. 1. Правоориентированные тройки направлений в трехмерном пространстве
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Рис. 2. Левоориентированные тройки направлений в трехмерном пространстве

уравнений (17) видно, что дифференциальный оператор L i имеет нулевой вес, а опе-

ратор
[−1]

Mi имеет вес −1. Поэтому, при изменении ориентации базисного репера диф-

ференциальные операторы L i и
[−1]

Mi будут преобразоваться по разным законам. Из
формул (17) видно, что слагаемые с определяющими скалярами с′4, с′5, с′6 изменят свой
знак при изменении ориентации базисного репера.

Базисные направления и различные способы их нумерации являются фундамен-
тальными понятиями в теории относительных тензоров. При перестановке двух номе-
ров реперных направлений ориентация всего репера изменяется на противоположную,
т.е. правоориентированный репер становится левоориентированным. Как отмечалось
в предыдущем разделе, в механике континуума ориентацию базисного репера удобно
задавать фундаментальным ориентирующим скаляром e. Тройки базисных векторов
для которых (e > 0) будем считать правоориентированными (pис. 1),
а для (e < 0) — левоориентированными (pис. 2).

Важное прикладное значение имеют системы координат удовлетворяющие ограни-
чению

√
g =

[+1]

1 . (18)

Такие координатные системы часто используются не только в астрономии и теории
относительности [24], но и в механике деформируемого твердого тела [25]. В моно-

графии [24, с. 135–142] условие √g =
[+1]

1 используется при выводе уравнения тяго-
тения в 4-пространстве–времени, что существенно упрощает уравнения теории поля.
В монографии [25] условие (18) используется в процессе разделения изостатических
координат в основных уравнениях математической теории пластичности.
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Полученное условие (18), можно заменить более широким условием, учитывающем
левостороннюю и правостороннюю ориентацию системы координат,

e = ±
[+1]

1 . (19)

Это оказывается существенным в механике гемитропных микрополярных сред, когда
компоненты определяющего тензора чувствительны к изменениям ориентации про-
странства.

В правоориентированной системе координат (e = 1) дифференциальный оператор
L i примет вид

Li(∂·, ∂k, uk,fk) = G[(1 + c1)∂s∂sui + (1− c1+

+ 2ν(1− 2ν)−1)∂i∂kuk + 2c1εikl∂kfl + Lc′4∂i∂kfk+
+ Lc′5∂k∂kfi]− ρ ∂2

··ui, (20)

а оператор
[−1]

Mi —

[−1]

Mi(∂·, ∂k, uk,fk) = GL2[(1 + c2)∂s∂sfi + (1− c2+

+ 2c3)∂i∂kfk + L−1c′4∂i∂kuk + L−1c′5∂k∂kui+

+ L−1c′6εisl∂sfl]− 2Gc1(2fi − εikl∂kul)− ρI∂2
··fi. (21)

В выражениях (22) и (23) принято обозначение:
[+1]

φ k → fk — специальный символ, вес
которого мы не будем указывать, точно так же как это имеет место для ε–символов.

В левориентированной декартовой системе координат (e = −1) оператор L i запи-
шется в виде

Li(∂·, ∂k, uk,fk) = G[(1 + c1)∂s∂sui + (1− c1+

+ 2ν(1− 2ν)−1)∂i∂kuk + 2c1εikl∂kfl − Lc′4∂i∂kfk−
− Lc′5∂k∂kfi]− ρ ∂2

··ui, (22)

а дифференциальный оператор
[−1]

Mi —

[−1]

Mi(∂·, ∂k, uk,fk) = GL2[(1 + c2)∂s∂sfi + (1− c2+

+ 2c3)∂i∂kfk − L−1c′4∂i∂kuk − L−1c′5∂k∂kui−
− L−1c′6εisl∂sfl]− 2Gc1(2fi − εikl∂kul)− ρI∂2

··fi. (23)

Псевдовекторные дифференциальные операторы L i и
[−1]

Mi предельным переходом
(с′4 → 0, с′5 → 0, с′6 → 0) в формуле (17) преобразуются к операторам для модели
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изотропного микрополярного тела:

L i(∂·,∇k, uk,
[+1]

φ k) = G[(1 + e2[−2]
c1)∇s∇sui+

+ (1− e2[−2]
c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk + 2

[−2]
c1ε

ikl∇k
[+1]

φl]− ρ ∂2
··ui,

[−1]

Mi(∂·,∇k, uk,
[+1]

φ k) = G
[−1]

L
[−1]

L [(1 + e−2[+2]
c2)∇s∇s

[+1]

φi+

+ (1− e−2[+2]
c2 + 2c3)∇i∇k

[+1]

φ k]− 2Gc1(2fi − εikl∂kul)− ρI∂2
··fi.

(24)

Несложно заметить, что операторы, определенные соотношениями (24), в отличие
от гемитропнных дифференциальных операторов, сохраняют свою формы при изме-
нении ориентации базисного репера. Для координатных систем с ограничением (19)
они примут вид

L i(∂·,∇k, uk,
[+1]

φ k) = G[(1 +
[−2]
c1)∇s∇sui+

+ (1−
[−2]
c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk + 2

[−2]
c1ε

ikl∇k
[+1]

φl]− ρ ∂2
··ui,

[−1]

Mi(∂·,∇k, uk,
[+1]

φ k) = G
[−1]

L
[−1]

L [(1 +
[+2]
c2)∇s∇s

[+1]

φi+

+ (1−
[+2]
c2 + 2c3)∇i∇k

[+1]

φ k]− 2Gc1(2fi − εikl∂kul)− ρI∂2
··fi.

(25)

4. Преобразование дифференциальных операторов гемитропной мик-
рополярной модели при зеркальном отражении относительно одной из ко-
ординатных плоскостей. Рассмотрим преобразование зеркального отражения от-
носительно плоскости x1Ox2 (xk → x

∗k
), величины в новой системе координат обозна-

чим звездочкой снизу. Тогда

x
∗1 = x1, x

∗2 = x2, x
∗3 = −x3. (26)

В таблице приведем объекты в правоориентированной декартовой системе коорди-
нат, зеркально отраженной системе координат и формулы, связывающие их между
собой. Произведя замену согласно таблице, для оператора L i получаем

L
∗ 1(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = G[(1 + c1)∂s∂su1 + (1− c1+

+ 2ν(1− 2ν)−1)∂1∂kuk + 2c1ε1kl∂kfl − Lc′4∂1∂kfk−
− Lc′5∂k∂kf1]− ρ ∂2

··u1 = L1(∂k, uk,fk), (27)

L
∗ 2(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = G[(1 + c1)∂s∂su2 + (1− c1+

+ 2ν(1− 2ν)−1)∂2∂kuk + 2c1ε2kl∂kfl − Lc′4∂2∂kfk−
− Lc′5∂k∂kf2]− ρ ∂2

··u2 = L2(∂k, uk,fk), (28)
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Таблица соответствия для прямой и зеркально отраженной декартовых координатных
систем.

криволинейная си-
стема координат

правоориенти-
рованная декар-
това система
координат

зеркальная систе-
ма координат

формулы преобра-
зования

xk xk x
∗
k

x
∗1

= x1

x
∗2

= x2

x
∗3

= −x3
e 1 −1 e

∗
= −e

εijk εijk εijk

εijk εijk εijk

∇i ∂i ∂
∗ i

∂
∗1

= ∂1

∂
∗2

= ∂2

∂
∗3

= −∂3

ui ui u
∗i

u
∗1

= u1

u
∗2

= u2

u
∗3

= −u3

[+1]

φ k fk f
∗ k

f
∗ 1 = −f1

f
∗ 2 = −f2

f
∗ 3 = f3

L i(∇k, u
k,fk) Li(∂k, u

k,fk) L
∗ i(∂∗k

, u
∗
k,f

∗
k)

L
∗ 1 = L 1

L
∗ 2 = L 2

L
∗ 3 = −L 3

Mi(∇k, u
k,fk) Mi(∂k, u

k,fk) M
∗ i(∂∗k

, u
∗
k,f

∗
k)

M
∗ 1 = −M 1

M
∗ 2 = −M 2

M
∗ 3 = M 3

[−1]

L L L
∗

L
∗

= −L
[−2]
c1 c1 c1

[+2]
c2 c2 c2

[−2]

I I I

L
∗ 3(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = −G[(1 + c1)∂s∂su3 − (1− c1+

+ 2ν(1− 2ν)−1)∂3∂kuk − 2c1ε3kl∂kfl + Lc′4∂3∂kfk+
+ Lc′5∂k∂kf3] + ρ ∂2

··u3 = −L3(∂k, uk,fk), (29)
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а для оператора
[−1]

Mi получим

[−1]

M
∗ 1(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = −GL2[(1 + c2)∂s∂sf1−

− (1− c2 + 2c3)∂1∂kfk − L−1c′4∂1∂kuk−
− L−1c′5∂k∂ku1 − L−1c′6ε1sl∂sfl] + 2Gc1(2f1+

+ ε1kl∂kul) + ρI∂2
··f1 = −

[−1]

M1(∂k, uk,fk), (30)

[−1]

M
∗ 2(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = −GL2[(1 + c2)∂s∂sf2−

− (1− c2 + 2c3)∂2∂kfk − L−1c′4∂2∂kuk−
− L−1c′5∂k∂ku2 − L−1c′6ε2sl∂sfl] + 2Gc1(2f2+

+ ε2kl∂kul) + ρI∂2
··f2 = −

[−1]

M2(∂k, uk,fk), (31)

[−1]

M
∗ 3(∂

∗k
, u
∗k
,f
∗ k

) = GL2[(1 + c2)∂s∂sf3+

+ (1− c2 + 2c3)∂3∂kfk + L−1c′4∂3∂kuk+

+ L−1c′5∂k∂ku3 + L−1c′6ε3sl∂sfl]− 2Gc1(2f3−

− ε3kl∂kul)− ρI∂2
··f3 =

[−1]

M3(∂k, uk,fk), (32)

Заключение. Статья посвящена вопросам вывода и преобразований дифферен-
циальных операторов, соответствующих модели гемитропного микрополярного кон-
тинуума, при изменении ориентации базисного репера.

(1) Приводятся основные сведения из алгебры псевдотензоров. Вводится понятие
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра. В терминах псевдотензо-
ров формулируются уравнения динамики гемитропного микрополярного упру-
гого континуума с 9 определяющими псевдоскалярами.

(2) Проводится анализ псевдовекторных дифференциальных операторов, соответ-
ствующих модели гемитропной микрополярной среды. Особое внимание уде-

лено координатным системам, удовлетворяющим ограничению e = ±
[+1]

1 .
(3) Приводятся формы дифференциальных операторов в право- и левориентиро-

ванных систем координат. Отмечается, что в отличие от гемитропнных диффе-
ренциальных операторов, изотропные операторы сохраняют свою форму при
изменении ориентации базисного репера.

(4) Рассмотрены преобразования дифференциальных операторов в случаях зер-
кального отражения относительно заданной плоскости. Полученные резуль-
таты позволяют заключить, что произвольно заданному решению системы
дифференциальных уравнений гемитропной микрополярной упругости соот-
ветствует зеркально преобразованное решение.
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как пески, грунты и другие зернистые среды, идеально-пластические среды, демон-
стрирующие необратимое изменение объема в процессе деформации (например, сыпу-
чая среда Кулона–Мора), волокнистые среды, сотовые структуры, армированные ком-
позитные материалы, кости, сосуды, мышцы и другие биологические ткани). В указан-
ных материалах наблюдаются волны микровращений, связанные с волнами переме-
щений, из-за эффектов микроструктуры. Простейшая (и исторически первая) конти-
нуальная теория твердых тел с микроструктурой—микрополярная теория упругости.
Важным примером твердого тела с микроструктурой является гемитропный микро-
полярный континуум. В подобных средах могут наблюдаться одновременно прямые
и зеркальные моды распространяющихся волн, которые возможно описать только
такими уравнениями, которые будут чувствительны к зеркальным отражениям и ин-
версиям трехмерного пространства.

Теория асимметричной упругости впервые была представлена Коссера (1909 г.) в
работе [4]. Дальнейшее обобщение микрополярной теории на случай конечных де-
формаций было выполнено Трусделлом и Тупином [5]. В работе [6] Аэро и Кувшин-
ским были получены линейные определяющие уравнения микрополярного контину-
ума. Случай материальной анизотропии микрополярных сред был рассмотрен в ис-
следованиях Миндлина (см., например, [7, 8]). Проблема концентрации напряжений
в микрополярных упругих твердых телах исследована Нейбером в серии своих ра-
бот [9–11]. Обобщение микрополярной теории на гемитропный случай можно найти в
работах [12,13].

В общем случае микрополярной анизотропии упругий материал описывается 171
определяющей постноянной, что чрезвычайно усложняет анализ уравнений при реше-
нии прикладных задач. Полуизотропное (гемитропное) твердое тело описывается уже
девятью определяющими константами, в ряду которых только три будут дополнять
имеющиеся определяющие постоянные изотропной среды. Анализ литературных ис-
точников показывает, что в работах, посвященных микрополярной теории упругости,
часто содержатся ошибки и опечатки в фундаментальных уравнениях (см., напри-
мер, [10, 14]), что затрудняет их понимание и применение.

Отметим, что при построении математических моделей поведения микрополярных
материалов необходимым является привлечение формализма и методов из алгебры
и анализа относительных тензоров (псевдотензоров) [15–23], что позволяет глубже
понять физическую и геометрическую природу рассматриваемых физических полей,
поскольку ряд кинематических и динамических переменных в теории микрополярной
упругости на самом деле являются псевдотензорными величинами. Однако, несмотря
на очевидные преимущества применения подобной техники, она редко использует-
ся в механике сплошной среды. В работе [24] приводится актуальная псевдотензорная
формулировка теории гемитропного микрополярного континуума в приложении к ме-
ханике растущего твердого тела.

Вслед за введением, во втором разделе статьи затрагивается ряд фундаментальных
определений из алгебры и анализа псевдотензоров, приведена формула, определяю-
щая ковариантную производную произвольного относительного тензора веса W .

В третьем разделе выводятся уравнения динамики Нейбера в терминах псевдотен-
зорного анализа. Веса относительных тензоров линейной изотропной микрополярной
упругой среды рассчитаны и представлены в таблицах 1 и 2. Исправлены недочеты в
уравнениях динамики Нейбера, предложенные в [10] для микрополярного изотропно-
го упругого тела. Получена их окончательная форма в произвольной криволинейной



ПСЕВДОТЕНЗОРНЫЙ ФОРМАЛИЗМ В МИКРОПОЛЯРНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ . . . 75

системе координат. Выполнено сравнение определяющих уравнений изотропной мик-
рополярной теории упругости в абсолютной тензорной форме с их псевдотензорной
формой.

2. Основные сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Символы
перестановок и фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр являются фундамен-
тальными объектами теории псевдотензорного анализа, изложение которой можно
найти в учебных пособиях по многомерной геометрии и книгах по тензорному анали-
зу [15–23].

Преобразование зеркального отражения системы координат (от левоориентирован-
ной к правоориентированной, или наоборот) может быть осуществлено путем перену-
мерации координатных осей, что позволяет ввести фундаментальный объект псевдо-
тензорной алгебры и многомерной геометрии— символы перестановок Леви–Чивита
[25]. Как известно, символы перестановок, определяемые согласно

[−1]
ε ijk =

[+1]
ε ijk =


+1 для троек (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2);

−1 для троек (3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3);

0 во всех остальных случаях;

не являются абсолютными тензорами. Фактически, символы Леви–Чивита
[−1]
ε ijk и

[+1]
ε ijk — относительные ковариантные тензоры (псевдотензоры) веса −1 и одновре-

менно относительные контравариантные тензоры веса +1. В дальнейшем позиция над
корневым символом будет зарезервирована для веса (который дополнительно заклю-
чен в квадратные скобки) псевдотензора.

Фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр (относительный скаляр веса +1)
в трехмерном пространстве может быть определен с помощью смешанного произве-
дения ковариантных базисных векторов:

e =
[+1]
e = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
, (1)

а псевдоскаляр отрицательного веса −1 смешанным произведением контравариант-
ных базисных векторов:

1

e
=

[−1]
e −1 = (

1
ı× 2

ı) · 3ı.

Отметим, что значение псевдоскаляра (1) равно ориентированному объему парал-
лелепипеда, построенного на векторах ı

s
. В физических теориях поля особую роль

играют координатные системы, характеризующиеся условием |e| = 1.
С помощью фундаментального ориентирующего псевдоскаляра и символа переста-

новок может быть определен абсолютный тензор Леви–Чивита:

eijk =
1

e

[+1]
ε ijk,

eijk = e
[−1]
ε ijk.

(2)

В дальнейшем будем опускать указание веса для основных псевдотензоров, таких
как e, εijk, εijk, а также для относительных тензоров нулевого веса (абсолютных тен-
зоров). Еще раз подчеркнем, что e > 0 для правоориентированной системы координат
и e < 0 для левоориентированной системы координат.
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Рассмотрим в трехмерном пространстве две системы координат xk и xk (k = 1, 2, 3).
Закон преобразования псевдотензора веса W при переходе от системы координат xk
к новой системе координат xk имеет вид [19,21]:

[W ]

T lm...n
··...·ij...k = ∆W (∂px

l)(∂qx
m) · · · (∂sxn)(∂ix

a)(∂jx
b) · · · (∂kxc)

[W ]

T pq...s
··...·ab...c,

где

∆ = det(∂jx
i), ∂p =

∂

∂xp
, ∂p =

∂

∂xp
, (3)

и черта сверху указывает на то, что геометрический объект ассоциирован с новой
системой координат xk, ∆—якобиан преобразования.

Операция ковариантного дифференцирования произвольного относительного тен-

зора
[W ]

T lm...n
··...·ij...k выполняется по аналогии с соответствующей операцией для абсолют-

ных тензоров1 [15, 17,19]:

∇p
[W ]

T lm...n
··...·ij...k = ∂p

[W ]

T lm...n
··...·ij...k + Γlsp

[W ]

T sm...n
··...·ij...k + Γmsp

[W ]

T ls...n
··...·ij...k + · · ·+ Γnsp

[W ]

T lm...s
··...·ij...k −

− Γsip
[W ]

T lm...n
··...·sj...k − Γsjp

[W ]

T lm...n
··...·is...k − · · · − Γskp

[W ]

T lm...n
··...·ij...s −W

[W ]

T lm...n
··...·ij...kΓ

s
sp.

(4)

3. Теория микрополярной упругости Нейбера и ее уточнения. Примене-
ние формализма псевдотензорного анализа к теории микрополярной упругости Нейбе-
ра позволяет несколько прояснить ее физический смысл. В противоположность урав-
нениям динамики:

∇λtλµ = ρ∂2
··V

µ,

∇λmλµ + εµληtλη = θ∂2
··ω

µ,
(5)

приведенным в работе [10], корректные уравнения в абсолютной тензорной форме
есть:

∇λtλµ = ρ∂2
··V

µ,

∇λmλµ + eµληtλη = θ∂2
··ω

µ,
(6)

а в терминах псевдотензоров их можно переформулировать в виде [24]:

∇λtλµ = ρ∂2
··V

µ,

∇λ
[−1]
m λµ +

εµλη

e2
tλη =

[−2]

θ ∂2
··

[+1]
ω µ,

(7)

где

mλµ =
[+1]
e

[−1]
m λµ, ωµ =

1

[+1]
e

[+1]
ω µ, θ =

[+2]
e 2

[−2]

θ .

Во втором из уравнений (5) в работе Нейбера [10] напечатан символ εµλη (”отно-
сительный антисимметричныый тензор”). По смыслу здесь на самом деле должен
находиться абсолютный тензор eµλη (см. (2)). Для корректной балансировки весов в
последнем уравнении (7), вопреки теории Нейбера, используется символ перестановок
εµλη с множителем e−2. В таблице 1 установлены соответствия между обозначениями,
используемыми Нейбером в работе [10], и обозначениями, применяемыми в работе [24].

1Заметим, что Γssp =
∂pe

e
.
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Таблица 1. Соответствие основных обозначений, принятых в [10] и [24]

Терминологическое
обозначение

Обозначение
применяе-
мое в [24]

Обозначения
Нейбера Вес

Преобразование
к абсолютному
тензору

Вектор перемещений uk V µ 0

Асимметричный тен-
зор деформаций εij dλµ 0

Тензор силовых напря-
жений

σik tλµ 0

Плотность массы ρ ρ 0

Тензор моментных на-
ряжений µi··k mλµ −1 mλµ = e

[−1]
m λµ

Момент микроинерции I θ −2 θ = e2
[−2]

θ

Вектор микроповорота φi ωµ +1 ωµ =
1

e

[+1]
ω µ

Тензор изгиба–
кручения κ·si· kλµ +1 kλµ =

1

e

[+1]

kλµ

Уравнения (7) в криволинейной системе координат с помощью определения кова-
риантной производной (4) можно выписать следующим образом:

∂λt
λµ + tηµΓληλ + tληΓµηλ = ρ∂2

··V
µ,

∂λ
[−1]
m λµ +

[−1]
m ηµΓληλ +

[−1]
m ληΓµηλ +

[−1]
m λµ∂λe

e
+
εµλη

e2
tλη =

[−2]

θ ∂2
··

[+1]
ω µ.

(8)

Определяющие уравнения линейной изотропной микрополярной теории упругости
Нейбера в терминах относительных тензоров имеют форму:

tλµ = G[(1 + e2[−2]
a )∇λV µ + (1− e2[−2]

a )∇µV λ + 2
[−2]
a εµλη

[+1]
ωη +

+ 2ν(1− 2ν)−1gλµ∇ηV η],

[−1]
m λµ = 4G

[−1]

l
[−1]

l [∇λ
[+1]
ω µ + b∇µ

[+1]
ω λ + cgλµ∇η

[+1]
ω η].

(9)

Приведем ниже для сравнения определяющие уравнения из оригинальной работы
Нейбера [10]:

tλµ = G[(1 + a)∇λV µ + (1− a)∇µV λ + 2aeµληωη + 2ν(1− 2ν)−1gλµ∇ηV η],

mλµ = 4Gl2[∇λωµ + b∇µωλ + cgλµ∇ηωη].

Определяющие постоянные в приведенных выше определяющих уравнениях, явля-
ющиеся скалярами и псевдоскалярами, представлены в таблице 2. После подстановки
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Таблица 2. Микрополярные изотропные определяющие псевдоскаляры

Терминологическое обозначение Корневое символьное
обозначение

Вес
Преобразование
к абсолютному
тензору

Модуль сдвига G 0

Коэффициент Пуассона ν 0

Характерная длина
микрополярной теории l −1 l = e

[−1]

l

Безразмерный
микрополярный модуль (i) a −2 a = e2

[−2]
a

Безразмерный
микрополярный модуль (ii) b 0

Безразмерный
микрополярный модуль (iii) c 0

определяющих уравнений (9) в уравнения (7) корректные уравнения динамики Ней-
бера в терминах относительных тензоров примут вид:

(1 + e2[−2]
a )∆V µ + ((1− 2ν)−1 − e2[−2]

a )∇µ∇λV λ +

+ 2
[−2]
a εµλη∇λ

[+1]
ωη = ρG−1∂2

··V
µ,

(
[−2]
a −

[−1]

l
[−1]

l ∆)
[+1]
ω µ −

[−1]

l
[−1]

l (b+ c)∇µ∇λ
[+1]
ω λ −

−
[−2]
a

2
εµησ∇ηVσ = −

[−2]

θ (4G)−1∂2
··

[+1]
ω µ.

(10)

Отметим, что в оригинальной статье Нейбера [9] множитель l2 отсутствует во вто-
ром члене второго уравнения системы (10).

Выпишем также для сравнения уравнения динамики линейной микрополярной тео-
рии упругости в псевдотензоных обозначениях, введенных в работах [13,24]:

(1 + e2[−2]
c1)∇s∇sui + (1− e2[−2]

c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk+

+ 2
[−2]
c1ε

ikl∇k
[+1]

φl = ρG−1∂2
··u

i,

[−1]

L
[−1]

L [(1 + e−2[+2]
c2)∇s∇s

[+1]

φi + (1− e−2[+2]
c2 + 2c3)∇i∇k

[+1]

φ k]−

−
[−2]
c1(2

[+1]

φi − εiklgks∇sul) =
[−2]

I G−1∂2
··

[+1]

φi.

(11)
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Сопоставление уравнений (10) и (11) приводит к следующим соотношениям между
определяющими постоянными:

[−1]

L
[−1]

L = 2
[−1]

l
[−1]

l (1 + b),
[−2]
c1 =

[−2]
a ,

[+2]
c2 =

1− b
1 + b

, c3 =
c

1 + b
.

Веса определяющих скаляров и псевдоскаляров l, a, b, c приведены в таблице 2. Вес
определяющего скаляра b в таблице 2 проверяется по формуле

b =
e2 −

[+2]
c2

e2 +
[+2]
c2

.

4. Заключение
(i) Приведены и рассматриваются уравнения динамики Нейбера линейного мик-

рополярного изотропного континуума в терминах псевдотензоров (относитель-
ных тензоров) в произвольной криволинейной системе координат. Устранены
неточности и опечатки в исходных уравнениях Нейбера .

(ii) Определяющие уравнения линейного изотропного микрополярного континуу-
ма представлены в псевдотензорной форме и сравниваются с их абсолютной
тензорной формой.

(iii) Веса относительных тензоров линейной микрополярной упругой среды и мик-
рополярных изотропных определяющих псевдоскаляров рассчитаны и сведены
для удобства в таблицы.

(iv) Получена окончательная корректная форма динамических уравнений изо-
тропного микрополярного континуума в терминах перемещений и микровра-
щений в псевдотензорной форме.
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Abstract. The paper deals with Neuber’s theory of micropolar elasticity in a pseudotensor
formulation. The minimum notes and requisite equations from algebra and analysis of
pseudotensors are given. The micropolar dynamic equations are presented in terms of pseudotensors
(relative tensors). The pseudotensor form of dynamic equations is compared with the absolute
tensor form of the Neuber dynamic equations. The refinements of Neuber’s dynamic equations are
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Аннотация. В данной работе представлено решение задачи наращивания тела цилиндриче-
ской формы. Рассмотрен процесс объемного роста в области наращивания. Решение задачи
строится в рамках модели малых упругих деформаций. В рассмотрение введены три конфи-
гурации деформируемого тела: естественная, виртуальная, актуальная. Вычислены распре-
деления перемещений и напряжений возникающих в процессе роста.

Ключевые слова: объемный рост, 3D-материал, задача Ламе, виртуальная конфигурация,
численное моделирование
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1. Введение. Современные методы проектирования и изготовления изделий
и конструкций сложной формы основаны на различных технологических процессах
обработки материалов (ламинирование, фотополимеризация, стереолитография, на-
мотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и послойное
отверждение) [1–4]. Эти производственные процессы аддитивных технологий связаны
с синтезом изделий путем последовательного добавления материала на поверхность
произвольной формы. Процедура выбора корректных краевых условий на поверх-
ности наращивания является актуальной фундаментальной проблемой современной
деформируемого твердого тела и прикладной математики.
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Решение прикладной задачи механики роста твердого тела зачастую является слож-
ной и трудоемкой процедурой. [5–11]. Существенной особенностью постановки крае-
вых задач в рамках механики роста является постановка граничных условий на гра-
нице раздела между исходным материалом и добавляемой частью [12–16].

В данной работе рассмотрена задача о объемном росте составного цилиндра. Пред-
полагается, что рост происходит во внутреннем цилиндре, что в свою очередь вызы-
вает упругие деформации как во внутреннем, так и во внешнем цилиндре. Данные
упругие деформации отчасти компенсируют изменение геометрии вызванное ростом.
В процессе решения рассматривается 3 конфигурации тела: естественная, виртуаль-
ная и актуальная. Виртуальная конфигурация введена рассматривает тело без нагру-
зок с напряжениями и деформациями, вызванными исключительно процессом роста.
Полагаем, что в процессе роста плотность первого и второго цилиндра остается по-
стоянной.

2. Постановка задачи. Рассмотрим составного цилиндр с круглым поперечным
сечением, состоящий из двух вложенных цилиндров: внутреннего (I) и внешнего (II).
В дальнейшем все величины принадлежащие первому цилиндру будем обозначать
одним штрихом справа — ·′ , а второму двумя штрихами — ·′′ . Предполагаем, что
цилиндры состоят из упругого, изотропного материала. Используется линейный закон
Гука, упругие деформации считаем малыми. Предполагаем, что внутренний цилиндр
подвержен осесимметричному, заранее известному, процессу объемного роста γ(t), где
t — параметр времени. Материальные модули Юнга цилиндров обозначим E′ и E′′, а
коэффициенты Пуассона ν ′ и ν ′′. Рассмотрим рост в отсутствии массовых сил.

3. Идея и алгоритм решения задачи объемного роста. Для решения по-
ставленной задачи воспользуемся идеей мультипликативного разложения тензора де-
формации, изложенной в [4]. Для этого рассмотрим три последовательные конфигу-
рации:

(1) Естественная. Начальная конфигурация в до начала процесса роста в отсут-
ствии внешних воздействий.

(2) Виртуальная конфигурация. Во второй конфигурации предполагаем, что в ре-
зультате роста тело I неким образом изменило свое положение в пространстве,
но при этом, геометрические и внешние силовые условия не влияют на дефор-
мирование тела.

(3) Актуальная конфигурация. Конечная конфигурация характеризуется наложе-
нием всех силовых и геометрических условий, в том числе условий непрерыв-
ности вектора перемещений на границе роста.

3.1. Естественная конфигурация. В данном состоянии геометрию тела можно за-
дать следующим образом: A — радиус внешней границы внутреннего цилиндра, а B
— радиус внешней границы, внешнего цилиндра. В рассматриваемой конфигурации,
положение точек тела в пространстве с точностью до поворота описывается перемен-
ной R0, т.е. каждая точка тела I занимает положение R′0 ∈ [0, A]. Положения точек
внешнего цилиндра (II), принимают значения R′′0 : R′′0 ∈ [A,B]. Какие либо напряже-
ния или внешние силы в данной конфигурации на тело не действуют.

3.2. Виртуальная конфигурация. Теперь рассмотрим виртуальную конфигурацию, в
ней мы предполагаем, что процесс роста вызвал изменение геометрии тела, но при
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этом еще отсутствует влияние внешних сил, внутренних и поверхностных напряже-
ний, а также геометрических ограничений. В данной конфигурации значения радиуса
для каждой точки обозначим, как R′ для I тела и R′′ для II тела. В таком параметр
роста можно записать, как отношение бесконечно малого участка тела I в начальной
конфигурации к бесконечно малому участку тела I в виртуальной:

∂R′

∂R0
= γ′(R0, t) = γ(t). (1)

Для тела II это может быть записано, как
∂R′′

∂R0
= γ′′(R0, t) = 1.

Если проинтегрировать соотношение (1)

R′(R0, t) =

R0∫
0

γ′(ξ, t)dξ = γ′(t)

R0∫
0

dξ = γ′(t)R0,

то несложно заметить, что тело I будет пересекаться с телом II, если γ′(t)R0 > 1. В
обратном случае γ′(t)R0 < 1, будет возникать разрыв перемещений.

3.3. Актуальная конфигурация. Рассмотрим актуальную конфигурацию. Предполо-
жим, что на этом этапе изменение положения точек тела вызвано приложенными
внешними силами и условием того, что тело остается сплошным. В данной конфигу-
рации положения точек тела будем обозначать r′ и r′′, для первого и второго слоя,
соответственно. В таком случае, введем в рассмотрение параметры:

∂r′

∂R′
= α′,

∂r′

∂R′′
= α′′

Тогда, изменение положения точек тела I и II относительно естественной конфигу-
рации, будет описываться, как

∂r′

∂R0
=
∂r
′

∂R′
∂R′

∂R0
= α′γ′ = α′γ(t),

∂r′′

∂R0
=

∂r′′

∂R′′
∂R′′

∂R0
= α′′γ′′ = α′′

Если мы определим вектор перемещения как u′R(R′, t) = r′(R′(t), t)−R′(t), то
∂r′

∂R′
= 1 +

∂u′R(R′, t)

∂R′
= α′(R′, t)

В общем же случае градиент упругих деформаций для первого тела примет вид:

F′e =

(
1 +

∂u′R(R′, t)

∂R′

)
Er′r′ ⊗ER′R′ +

(
1 +

u′(R′, t)

R′

)
Eϕ′ϕ′ ⊗EΦ′Φ′ + Ez′z′ ⊗EZ′Z′

Вычислим компоненты тензора конечных деформаций Грина:

2L′r′R′ =

((
1 +

∂u′R(R′, t)

∂R′

)2

− 1

)
=

(
2
∂u′R(R′, t)

∂R′
+

(
∂u′R(R′, t)

∂R′

)2
)
,

2L′ϕ′Φ′ =

((
1 +

u′R(R′, t)

R′

)2

− 1

)
=

(
2
u′R(R′, t)

R′
+

(
u′R(R′, t)

R′

)2
)
,

2L′z′Z′ = 12 − 1 = 0,
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откуда с учетом о предположении бесконечной малости упругих деформаций получим,
что

ε′r′R′(R
′) =

∂u′R(R′, t)

∂R′
, ε′ϕ′Φ′(R

′) =
u′R(R′, t)

R′
, ε′z′Z′(R

′) = 0, (2)

где ε′ij — соответствующая компонента тензора малых упругих деформаций для пер-
вого тела. То же самое верно и для второго тела.

Уравнения равновесия для первого и второго тела в актуальной конфигурации
примут вид:

∂σr′R′(R
′, t)

∂R′
+
σr′R′(R

′, t)− σϕ′ϕ′(R′, t)
R′

= 0

∂σr′′R′′(R
′′, t)

∂R′′
+
σr′′R′′(R

′′, t)− σϕ′′ϕ′′(R′′, t)
R′′

= 0

(3)

Закон Гука для I тела записывается в виде:

σr′R′ =
E

1− ν2
(ε′r′R′(R

′, t) + νε′ϕ′Φ′(R
′, t))

σϕ′ϕ′ =
E

1− ν2
(ε′ϕ′Φ(R′) + νε′r′,R′(R

′, t)).

Для тела II закон Гука запишется подобным образом, что и для I тела, в формуле (4)
следует заменить один штрих на два.

Решение системы уравнений (3) в нашем случае примет вид

u′R(R′) = C ′1(t)R′(R0, t) +
C ′2

R′(R0, t)
, u′′R(R′′) = C ′′1R

′′(R0) +
C ′′2

R′′(R0)
. (4)

Для определения неизвестных интегрирования C ′1(t), C ′2(t), C ′′1 (t), C ′′2 (t) применим
ряд условий.

Во-первых, для тела I потребуем, по аналогии с обычной задачей Ламе, u′R(R′, t) = 0
при R′ = 0. Откуда C ′2 = 0.

Во-вторых, исходя из требования неразрывности тела, условием на границе I и II
тела потребуем:

r′(R′(A), t) = r′′(R′′(A), t)

или же
R′(A) + u′R′(R

′(A, t), t) = R′′(A) + u′′R′′(R
′′(A), t)

γ(t)A+ u′R′(γ(t)A, t) = A+ u′′R′′(A, t).

γ(t)A+ C ′1(t)γ(t)A = A+ C ′′1 (t)A+
C ′′2 (t)

A
преобразуем и получим:

γ(t)(1 + C ′1(t)) = 1 + C ′′1 (t) +
C ′′2 (t)

A2
(5)

В-третьих, учтем граничные условия на внешней границе II тела

σ′′r′′R′′(R
′′(B), t) = p(t),

в терминах перемещений примет вид:

E′′

1− (ν ′′)2

(
C ′′1 (t)(1 + ν ′′) +

C ′′2 (t)(1− ν ′′)
B2

)
= p(t).
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В-четвертых, для вывода условия определения констант в зоне контакта рассмот-
рим тела по отдельности и запишем для каждого соответствующие граничное условие.
Тело I вследствие роста подвергается сжимающим напряжениям, так что

Σ̂′ · n̄′ = p′←−er . (6)

Здесь Σ̂′ — тензор напряжений Коши для первого тела, n̄′ — вектор единичной
нормали, направленный от границы первого тела, ←−er = −−→er — единичный вектор
противоположный базисному вектору. Если преобразовать уравнение (6), то получим:

3∑
i,j=1

(σ′ij
−→ei ⊗−→ej ) · −→er = p′←−er ,

3∑
i,j=1

σ′ijδir
−→ej = −p′−→er ,

σ′rr
−→er = −p′−→er ,

т.к. σ′r1 := σ′r′R′ , а σ
′
r2 := σ′r′ϕ′ = 0 и σ′r3 := σ′r′Z′ = 0.

Тело II, в свою очередь, подвергается растягивающим напряжениям из-за роста
первого тела, поэтому

Σ̂′′ · n̄′′ = p′′−→er .

Здесь Σ̂′′ — тензор напряжений Коши для второго тела, n̄′′ =←−er — вектор единичной
нормали, направленный от границы второго тела.

3∑
i,j=1

(σ′′ij
−→ei ⊗−→ej ) · ←−er = p′′−→er ,

3∑
i,j=1

(−σ′′ijδir−→ej ) = p′′−→er ,

−σ′′rr−→er = p′′−→er ,
т.к. σ′′r1 := σ′′r′′R′′ , а σ

′′
r2 := σ′′r′′ϕ′′ = 0 и σ′′r3 := σ′′r′′Z′′ = 0.

Далее предполагаем, что сила, с которой тело I давит на тело II, равна силе, с
которой тело II давит на тело I, т.е.

p′ = p′′,

тогда,
σ′r′R′′

−→er = −(−σ′′r′′R′′)
−→er = σ′′r′′R′′

−→er ,
или же

σ′r′R′(R
′(A), t) = −σ′′r′′R′′(R′′(A), t),

или же терминах вектора перемещений:

E′

1− (ν ′)2
(C ′1(t)(1 + ν ′)) =

E′′

1− (ν ′′)2

(
C ′′1 (t)(1 + ν ′′) +

C ′′2 (t)(1− ν ′′)
A2

)
.
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Рис. 1. Радиальное перемещение.

Теперь запишем все четыре условия для определения неизвестных C ′1(t), C ′2(t),
C ′′1 (t), C ′′2 (t):

C ′2 = 0

γ(t)(1 + C ′1) = 1 + C ′′1 +
C ′′2
A2

,

E′′

1− (ν ′′)2

(
C ′′1 (1 + ν ′′) +

C ′′2 (ν ′′ − 1)

B2

)
= p(t),

E′

1− (ν ′)2
(C ′1(1 + ν ′)) = − E′′

1− (ν ′′)2

(
C ′′1 (1 + ν ′′) +

C ′′2 (ν ′′ − 1)

A2

)
.

Решив последнюю систему, найдем неизвестные интегрирования как функции от
γ(t),p(t), E′,E′′,ν ′,ν ′′, B, A, т.е. все материальные и физические параметры оказались
учтены.
Численные пример. Рассмотрим численный пример, предположим, что функция

роста имеет вид γ(t) = γ = 1.05. E′ = E′′ = 200, ν ′ = ν ′′ = 0.25, A = 1, B = 2,
p(t) = 0 Данный случай можно сравнить с изготовлением составного цилиндра с
натягом [9,11].

Общие перемещения точек тела, заданные как U0 = r(R(R0))−R0 изображены на
рис. 1. Распределения радиальных и окружных напряжений изображены на рис. 2 и
3 соответственно.

Можно заметить, что несмотря на отрицательные упругие перемещения для тела
I, оно все равно увеличилось за счет объемного роста. Так, r′(R′(A)) = r′′(R′′(A)) =
1.03667. При этом r′′(R′′(B))− r′′(R′′(a)) = 0.985896, т.е второе тело будет находиться
в состоянии сжатия, как и первое, что можно увидеть на графике распределения
радиальных напряжений (рис. 2).

Отметим, что несмотря на то, что на тело не действуют внешние силы, тело I и
тело II все же испытывают как радиальные, так и окружные напряжения.

4. Заключение. В данной работе на примере модельной задачи Ламе рассмот-
рен алгоритм решения задачи объемного роста с использованием промежуточной
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Рис. 2. Радиальное напряжение.
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Рис. 3. Окружное напряжение.

(виртуальной) конфигурации. Получено аналитическое решение в предположении о
малости упругих деформациях и линейно-упругом поведении материала. Представле-
ны численные результаты расчета для случая объемного роста внутреннего цилиндра.
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Abstract. This paper presents a solution to the problem of growing a cylindrical solids. The
process of volumetric growth in the extension area is considered. The solution of the problem is
obtained within the framework of the model of small elastic deformations. Three configurations of a
solid are introduced into consideration: natural, virtual, actual. The distributions of displacements
and stresses during the process of growth are calculated.
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Аннотация. В статье приводится решение краевой задачи, моделирующей процессы синтеза
3D материала в условиях осевой симметрии. Разработан метод решения поставленной краевой
задачи. Условие тонкостенности позволяет изучить конечные перемещения точек цилиндра
при условии малых деформаций. Это, в частности, дает возможность решить задачу с точны-
ми краевыми условиями на движущейся поверхности. Обсуждаются особенности поведения
основных характеристик, зависящие от давления на внутреннюю поверхность цилиндра, на-
тяга на поверхности наращивания и скорости ее распространения. Получены распределения
окружных и радиальных напряжений. Полученные результаты могут быть использованы при
моделировании процессов синтеза тканых 3D материалов.
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Вводные замечания. Современные методы проектирования и изготовления
изделий и конструкций сложной формы основаны на различных технологических
процессах обработки материалов (ламинирование, фотополимеризация, стереолито-
графия, намотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и
послойное отверждение) [1–4]. Эти производственные процессы аддитивных техно-
логий связаны с синтезом изделий путем последовательного добавления материала
на поверхность произвольной формы. Процедура выбора корректных краевых усло-
вий на поверхности наращивания является актуальной фундаментальной проблемой
современной деформируемого твердого тела и прикладной математики.
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Решение прикладной задачи механики роста твердого тела зачастую является слож-
ной и трудоемкой процедурой. [5–11]. Существенной особенностью постановки крае-
вых задач в рамках механики роста является постановка граничных условий на гра-
нице раздела между исходным материалом и добавляемой частью [12–16].

В статье рассматриваются модельные задачи для упругого тонкостенного поверх-
ностно растущего цилиндра. Условие тонкостенности позволяет изучить конечные пе-
ремещения точек цилиндра при условии малых деформаций. Это, в частности, дает
возможность решить задачу с точными краевыми условиями на движущейся поверх-
ности. Обсуждаются особенности поведения основных характеристик, зависящие от
давления на внутреннюю поверхность цилиндра, натяга на поверхности наращивания
и скорости ее распространения.

5. Основные модельные соотношения Рассмотрим бесконечно-длинный по-
лый упругий цилиндр с внутренним и внешним радиусом R1 и R2 соответственно,
что соответствует постановке классической задачи Ламэ. Соотношения между тен-
зором напряжений σij и деформаций eij в изотропном упругом материале цилиндра
подчинены закону Гука:

σrr = (λ+ 2µ)err + λ(eϕϕ + ezz),
σϕϕ = (λ+ 2µ)eϕϕ + λ(err + ezz),
σzz = (λ+ 2µ)ezz + λ(eϕϕ + err),

(1)

где λ, µ — параметры Ламе.
Приняв гипотезу о плоском напряженном состоянии, для малых деформаций будем

иметь:

err =
∂ur
∂r

, eϕϕ =
ur
r
, ezz = 0, (2)

где ur — радиальная компонента вектора перемещений.
Компоненты тензора напряжений удовлетворяют уравнению равновесия:

∂σrr
∂r

+
σrr − σϕϕ

r
= 0. (3)

Выразив компоненты деформаций (1) через напряжения, и, используя соотношения
(2–3), получим дифференциальное уравнение для определения радиального напряже-
ния:

∂

∂r

(
2σrr + r

∂σrr
∂r

)
= 0. (4)

Проинтегрировав уравнение (4), получим общее решение для радиального напря-
жения:

σrr = A+
B

r2
. (5)

Для функций σϕϕ, σzz, ur, согласно (1–5), будем иметь:

σϕϕ = A− B

r2
, σzz =

λA

(λ+ µ)
, ur =

Ar

2(λ+ µ)
− B

2µr
. (6)

На боковые поверхности цилиндра действует стационарная нагрузка

σrr(R1) = p1, σrr(R2) = −p2. (7)
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Из решения системы (7) получим выражения для констант интегрирования:

A = −p1R
2
1 + p2R

2
2

R2
2 −R2

1

, B =
R2

1R
2
2(p1 + p2)

R2
2 −R2

1

. (8)

Соотношения (5)–(8) определяют напряженно-деформированное состояние перед
началом процесса наращивания. Пусть в некоторый момент времени t = 0 на внутрен-
ней поверхности цилиндра начинается наращивание материала со скоростью v = v(t),
тогда условия на поверхности наращивания [12–16] могут быть записаны в виде:

σ̇rr(R1(t)) = −v(t)τ(t)

R1(t)
, R1(t) = R1 − v(t)t, σ̇rr(R2) = 0. (9)

В (9) точкой обозначена скорость рассматриваемой величины, которая в рамках
модели малых деформаций может определяться, как частная производная функции
по времени; τ(t) — окружное напряжение (натяг) наращиваемого слоя в момент при-
соединения к цилиндру. Данная величина определяет формирующийся натяг в при-
соединяемом материале. Для корректного описания напряженно-деформированного
состояния материала в условиях непрерывного наращивания t > 0, необходимо перей-
ти к постановке в скоростях рассматриваемых функций напряжений и перемещений
(5–6):

σ̇rr = X(t) +
Y (t)

r2
, σ̇ϕϕ = X(t)− Y (t)

r2
,

σ̇zz =
λX(t)

(λ+ µ)
, u̇r =

X(t)r

2(λ+ µ)
− Y (t)

2µr
.

(10)

Неизвестные функции времени X(t), Y (t) несложно определить из решения систе-
мы (9)

X(t) =
R1(t)v(t)τ(t)

R2
2 −R2

1(t)
, Y (t) = −R1(t)v(t)τ(t)R2

2

R2
2 −R2

1(t)
. (11)

Соотношения для напряжений и перемещений в процессе наращивания определим,
проинтегрировав (10) по времени c учетом начальных условий (5–6):

σrr = A+
B

r2
+

∫ t

0

(
X(s) +

Y (s)

r2

)
dt,

σϕϕ = A− B

r2
+

∫ t

0

(
X(s)− Y (s)

r2

)
dt,

σzz =
λ

(λ+ µ)

(
A+

∫ t

0
X(s)dt

)
,

ur =
Ar

2(λ+ µ)
− B

2µr
+

(∫ t

0

X(s)r

2(λ+ µ)
− Y (s)

2µr

)
dt.

(12)

6. Численные результаты. В численных экспериментах использовались раз-
личные различные значения размеров наращиваемого слоя R1(t) и уровня натяга τ(t).
Для случая v(t) = const, τ(t) = const установлено, что в зависимости от заранее
выбранной толщины наращиваемого слоя R1(t) − R1 уровень τ оказывает ключевое
влияние на формирование итогового напряженно-деформированного состояния ма-
териала. На рис. 6 показано распределение радиальных (синие линии) и окружных
(красные линии) напряжений в процессе роста. При выборе определенного значения
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τ , в процессе роста внутренней стенки на внутренней поверхности R1(t) напряжения
уменьшаются до нулевого значения. На рис. 6 изображено радиальное перемещение
в процессе роста. Расчеты проводились при следующих обезразмеренных параметрах
материала:

τ = 6, λ = 4, µ = 2, v = 0.1,
p1 = 1, p2 = 0.1, R1 = 0.9, R2 = 1.

(13)
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7. Заключение. В статье решена краевая задача, моделирующая процессы син-
теза 3D материала в условиях осевой симметрии. Разработан метод решения постав-
ленной краевой задачи. Условие тонкостенности позволяет изучить конечные пере-
мещения точек цилиндра при условии малых деформаций. Это, в частности, дает
возможность решить задачу с точными краевыми условиями на движущейся поверх-
ности. Обсуждаются особенности поведения основных характеристик, зависящие от
давления на внутреннюю поверхность цилиндра, натяга на поверхности наращивания
и скорости ее распространения. Получены распределения окружных и радиальных на-
пряжений. Многочисленные расчеты показали, что при отсутствии начального натяга
в присоединяемом слое установлена концентрация напряжений, вызванная влиянием
внутреннего давления. При высоких значениях начального натяга в присоединяемом
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слое так же выявлена концентрация напряжений, которая обусловлена существенным
влиянием величины натяга в процессе уменьшения радиуса стенки. Таким образом,
можно сделать вывод: с одной стороны при правильно выбранных начальных пара-
метрах процесса наращивания, можно добиться минимального влияния внутреннего
давления, если таковое имеется, на деформирование стенок цилиндры, с другой сто-
роны определенный режим наращивания способен вызвать процессы необратимого
деформирования и разрушения вместе с наращиваемым слоем.
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N. E. Stadnik
ON A GROWING PROCESS OF A 3D MATERIAL UNDER AXIAL SYMMETRY

CONDITIONS
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Abstract. The article provides a solution to a boundary value problem that simulates the
processes of synthesis of a 3D material under conditions of axial symmetry. A method for solving
the stated boundary value problem has been developed. The condition of thin-walledness allows us
to study the finite displacements of the cylinder points under the condition of small deformations.
This, in particular, makes it possible to solve the problem with exact boundary conditions on a
moving surface. The features of the behavior of the main characteristics, which depend on the
pressure on the inner surface of the cylinder, the interference on the build-up surface, and the
speed of its propagation, are discussed. The distributions of circumferential and radial stresses are
obtained. The results obtained can be used in modeling the processes of synthesis of 3D woven
materials.
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