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Вестник ЧГПУ им. И.Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2022. №3 (53). С. 5–13

Г. Т. Володин, Д. С. Кочергин

РАЗРУШЕНИЕ УПРУГО-ВЯЗКИХ БАЛОК ВЗРЫВОМ В ВОДЕ

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Дано аналитическое решение задачи о гарантированном разрушении балки
взрывом заряда конденсированного взрывчатого вещества (ВВ) в воде. Предполагается, что
материал балки чувствителен к скорости деформации, используется критерий разрушения по
максимальным нормальным напряжениям, эквивалентному при изгибе максимальному изги-
бающему моменту. Учитывается произвольное расположение заряда ВВ над балкой, эффекты
отражения ударной волны и спутного потока воды от балки, глубина погружения конструк-
ции и заряда в воду. Обнаружено существенное влияние величины коэффициента вязкости
материала балки на величину заряда ВВ, необходимого для ее гарантированного разрушения.

Ключевые слова: упруго-вязкая балка, взрыв в воде, разрушение балочной конструкции.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.53.3.001

УДК: 531/534

В работе [1] получено определяющее уравнение при воздействии взрывной нагрузки
на балку, свободно лежащую на идеальных (неразрушаемых взрывом) опорах в воде;
материал балки принят упруго-вязким с известным из экспериментов коэффициентом
вязкости. Найдены интервалы значений коэффициента вязкости, в которых определя-
ется соответствующее решение, при этом расположение заряда ВВ предполагается в
центре пролёта балки. В данной работе рассматривается произвольное расположение
заряда ВВ над балкой, используется найденная в работе [2] формула для удельного
импульса взрыва в воде, используется критерий разрушения, основанный на гипотезе
о достижении в критическом поперечном сечении балки в момент разрушения макси-
мального изгибающего момента и дополненный коэффициентом динамичности [3], [4].
Найдены для каждого возможного интервала значений коэффициента вязкости вели-
чины радиуса и массы сосредоточенного заряда ВВ, взрыв которого для его фикси-
рованного расположения над балкой в воде, приводит к её гарантированному разру-
шению.
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Как известно [1], [2] в силу быстротечности взрывной нагрузки, действующей на
упруго-вязкую балку в воде, её деформирование происходит в период её свободных
колебаний, описываемых уравнением

(m∗ +m1)
∂2w

∂t2
+ EJ

∂4w

∂x4
+ ηJ

∂5w

∂x4∂t
= 0, (1)

где m∗ = ρ∗bh, m1 =
π
4ρ1bh – соответственно погонная [3] масса балки и присоединен-

ная погонная [5] масса воды, b и h – соответственно ширина и высота прямоугольного
поперечного сечения балки, постоянного по всей её длине; w(x, t) – прогиб балки в
сечении с координатой x в момент времени t, Е – модуль упругости материала балки,
J – момент инерции, η – коэффициент вязкости, при этом нормальные напряжения
σ в поперечных сечениях балки удовлетворяют соотношению [6], [7].

σ = Eε+ ηε̇, (2)

где ε – относительная деформация, ε̇ – скорость относительной деформации. Урав-
нение (1) должно удовлетворять для свободно опертой по концам балки граничным
условиям

w(0, t) = w(l, t) = 0, (3)

∂2w

∂x2
(0, t) =

∂2w

∂x2
(l, t) = 0. (4)

Соотношения (3) соответствуют отсутствию смещений граничных сечений балки, а
условия (4) – отсутствию изгибающих моментов на концах балки. Начальные условия
для уравнения (1) соответствуют взрывному нагружению балки в начальный момент
времени, а именно: условие

w(x, 0) = 0 (5)

соответствует отсутствию начальных смещений по всей длине балки; условие

∂w

∂t
(x, 0) =

i∗(x)

m∗ +m1
(6)

соответствует импульсному (взрывному) характеру действующей нагрузки, согласно
которому в начальный момент времени сечения балки получают начальные скорости,
пропорциональные действующему распределенному импульсу [3], при этом эффекты
сопротивления воды движению балки учитываются введением присоединенной массы
воды [5], [8], i∗(x) – распределенный по всей длине балки погонный импульс, при этом

i∗(x) = K1 · b · i(x), (7)

где K1 – коэффициент формы [3], учитывающий расположение балки по отношению
к фронту падающей на неё ударной волны, i(x) – удельный импульс, полученный
каждым сечением x балки за время действия взрывной нагрузки, а удельный импульс
i(x) вычисляется по формуле [2]

i(x) = 1, 4 · r0
a01

·
(

a

r0

)0,24

·
(
η∗(x)ρ2u

2
2 − P01

)
, (8)

где r0 – радиус заряда ВВ, a01 – скорость звука в воде, а – расстояние от центра
взрыва до оси балки, ρ2, u2 – соответственно плотность и скорость частиц на фрон-
те падающей ударной волны, P01 – давление на поверхности водоёма. Отметим, что
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значения ρ2 и u2 получены с использованием экспериментальных данных [2], [8], а

η∗(x) =
a2
[
2a2 + (x− x∗)

2
]

[a2 + (x− x∗)2]
2 , (9)

где x∗ – координата эпицентра взрыва.
Решение начально-краевой задачи (1), (3-6), ищем методом разделения переменных

с выделением главного (низкочастотного) колебания в виде

w(x, t) = w0(t) · sin
πx

l
, (10)

где функция w0(t) определяет в каждый момент времени t прогиб в центре пролёта
балки. Выбор такого (главного) колебания объясняется тем, что вследствие кратко-
срочного действия взрывной нагрузки предполагается определить гарантированное
разрушение балки уже при первом (низкочастотном) колебании. Функция (10) удо-
влетворяет всем краевым условиям задачи (3), (4).

Подставим функцию (10) в уравнение (1), в результате получим обыкновенное диф-
ференциальное уравнение относительно искомой функции w0(t):

d2w0

dt2
+ γ1

dw0

dt
+ γ2w0 = 0, (11)

где

γ1 =
ηJπ4

l4(m∗ +m1)
; γ2 =

EJπ4

l4(m∗ +m1)
(12)

Характеристическое уравнение для уравнения (11) запишем в виде

λ2 + γ1λ+ γ2 = 0 (13)

Дискриминант уравнения (13) равен

D = γ21 − 4γ2 (14)

Поскольку коэффициент вязкости η не определен, а также неизвестен радиус за-
ряда r0, взрыв которого приводит к гарантированному разрушению балки, выразим
искомую функцию w0(t) через неизвестный радиус заряда r0 и коэффициент вязкости
η, а затем воспользуемся критерием разрушения; тем самым получим дополнительное
соотношение для нахождения искомого радиуса r0, определяющего решение задачи в
соответствующем интервале значений коэффициента вязкости η.

Как известно, знак и величина дискриминанта D определяет вид функции w0(t).
Возможны случаи: D < 0; D = 0; D > 0.
Случай 1. Пусть D < 0, тогда должно выполняться соотношение

γ1 < 2
√
γ2, (15)

откуда получим интервал для η:

0 < η <
2l2

π2

√
E

J
(m∗ +m1) (16)

В интервале для коэффициента вязкости (16) получим решение

w0(t) =

(
C1 cos

√
D1

2
t+ C2 sin

√
D1

2
t

)
· e−

γ1
2
t (17)

где D1 = −D.
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Из начального условия (5) найдем C1 = 0. Следовательно, решение (17) примет вид

w0(t) = C2 · e−
γ1
2
t sin

√
D1

2
t (18)

Коэффициент C2 найдем из начального условия (6) при x = l
2 так как w0(t) –

функция, определяющая прогиб в середине пролёта балки. В результате получим

C2 =
2 · i∗( l2)

(m∗ +m1)
√
D1

; (19)

тогда функция w0(t) примет вид

w0(t) =
2 · i∗( l2)

(m∗ +m1)
√
D1

e−
γ1
2
t · sin

√
D1

2
t (20)

и решение w(x, t) можно записать в виде

w(x, t) =
2 · i∗( l2)

(m∗ +m1)
√
D1

e−
γ1
2
t · sin

√
D1

2
t · sin πx

l
(21)

Максимальное значение прогиба балки будет в середине её длины в момент времени,
определяемым из условия

∂w0

∂t
= 0 (22)

Из уравнения (22) найдем

t∗ =
2√
D1

arctg

√
D1

γ1
+

2πn√
D1

, (23)

где n=0,1,2,. . .
Таким образом, максимальные значения прогиба балка получает в середине пролёта

в моменты времени t∗:

maxw = w(
l

2
, t∗) =

2 · i∗( l2)
(m∗ +m1)

√
D1

e−
γ1
2
t∗ · sin

√
D1

2
t∗ (24)

Найдём теперь максимальное значение изгибающего момента, нужное для фор-
мулировки условия разрушения балки. Известно, [7] что формула для изгибающего
момента в любом сечении x балки имеет вид

M(x, t) = −
EJ

(
∂2w
∂x2

)
[
1 +

(
∂w
∂x

)2] 3
2

(25)

В работе [2] показано, что максимальный изгибающий момент соответствует мак-
симальному прогибу балки. Следовательно,

Mmax = M(
l

2
, t∗) (26)

Используем далее критерий гарантированного разрушения по достижению в крити-
ческом сечении максимального изгибающего момента [2]. Этот критерий модифициро-
ван введением коэффициента динамичности µ3, а также коэффициента однородности
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на гарантированное разрушение K0∗ [3], [4] и имеет вид

Mmax

W · δ∗n
−K0∗µ3 ≥ 0, (27)

где δ∗n – нормированный браковочный минимум материала балки, W – осевой момент
сопротивления сечения.

При этом согласно формулам (21), (23), (25)

Mmax =
2π2EJ · i∗( l2)

l2(m∗ +m1)
√
D1

e−
γ1
2
t∗ · sin

√
D1

2
t∗, (28)

а t∗ определяется формулой (23).
Левая часть неравенства (27) является функцией искомого радиуса r0 заряда ВВ.

Решение этого трансцендентного неравенства определяет минимальное значение ра-
диуса r0 сферического заряда ВВ при взрыве которого балка с указанными физи-
ческими и геометрическими характеристиками и известными (фиксированными) ко-
ординатами расположения заряда относительно балки в воде будет гарантированно
разрушена. Полученное значение для максимального изгибающего момента соответ-
ствует вязкостным характеристикам материала балки с коэффициентом вязкости в
интервале, определяемым неравенствами (16). Для другого интервала получим другое
решение.

Случай 2. Пусть теперь D = 0. Тогда

γ21 = 4γ2, (29)

Из (29) найдём

η =
2l2

π2
·
√

E

J
(m∗ +m1) (30)

и решение w0(t) можно записать в виде

w0(t) = (C1 + C2t)e
− γ1

2
t (31)

Подчинив решение (31) начальным условиям, соответствующим (5) и (6), получим

C1 = 0, C2 =
i∗(

l
2)

m∗ +m1
, (32)

при этом в момент времени t∗, определяемый формулой

t∗ =
2

γ1
=

2l4 (m∗ +m1)

ηJπ4
(33)

функция w0(t) будет иметь максимальное значение

maxw0(t) = w0(t∗) (34)

Итак, для величины η, определяемой формулой (30), получим решение

w0(t) =
i∗(

l
2)

m∗ +m1
e−

γ1
2
t (35)

при этом

maxw0(t) = w0(t∗) =
2 · l4 · i∗( l2)

ηJπ4e
(36)
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Максимальное значение изгибающего момента наблюдается в момент времени t = t∗
в середине пролёта балки. Согласно полученному решению

w(x, t) =
i∗(

l
2)

m∗ +m1
e−

γ1
2
t · sin πx

l
(37)

и формулы (25) для изгибающего момента, найдём

Mmax =
2 · E · l2 · i∗( l2)

ηπ2e
(38)

Далее, определяем минимальный радиус r0 заряда из трансцендентного неравен-
ства (27), в которое вместо Mmax следует подставить выражение из формулы (38).
Случай 3. Рассмотрим теперь случай D > 0, которому соответствует диапазон

η >
2l2

π2

√
E

J
(m∗ +m1). (39)

Для этого случая решение w0(t) примет вид

w0(t) = C1e
−γ1+

√
D

2
t + C2e

− γ1+
√
D

2
t (40)

Подчинив найденное решение (40) начальным условиям, соответствующим (5) и
(6), получим систему уравнений относительно C1 и C2:

C1 + C2 = 0(
−γ1 +

√
D
)
C1 −

(
γ1 +

√
D
)
C2 = 2i∗(

l
2)

}
, (41)

из которой находим

C1 =
i∗(

l
2)√
D

; C2 = −
i∗(

l
2)√
D

; (42)

Найдём момент времени t∗, в который прогиб в середине пролёта балки, а также
изгибающий момент будут иметь максимальные значения. Для этого момента времени
должно выполняться условие

∂w0

∂t

∣∣∣∣
t=t∗

= 0 (43)

Решение уравнения (43) определяет t∗ в виде

t∗ =
1√
D

ln

(
γ1 +

√
D
)

(
γ1 −

√
D
) (44)

Максимальный прогиб балки получим в её середине пролёта в момент времени t∗.
Величина максимального прогиба выражается согласно (40) и (44) формулой

maxw = w0(t∗) = C1e
−γ1+

√
D

2
t∗ + C2e

− γ1+
√
D

2
t∗ . (45)

Максимальный изгибающий момент определяется также в середине пролета балки
в этот момент времени и выражается формулой

Mmax = M(
l

2
, t∗) =

π2EJ

l2

(
C1e

−γ1+
√
D

2
t∗ + C2e

− γ1+
√
D

2
t∗

)
, (46)

где C1 и C2 определены формулой (42). Далее, для нахождения r0 используем соот-
ношение (27).
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На рисунках 1-2 в качестве примеров расчёта показано влияние коэффициента вяз-
кости на величину радиуса заряда ВВ, гарантирующего при взрыве разрушение рас-
сматриваемой балочной конструкции. На рисунке 3 показано изменение радиуса r0 за-
ряда ВВ с учётом коэффициента вязкости в зависимости от смещения x∗. Все расчёты
выполнены, исходя из следующих входных данных: длина балки l=2[м]; параметры
сечения: b=0.20 [м]; h=0.30 [м]; расстояние заряда от оси балки а=1 [м]; глубина погру-
жения H = 100[м], модуль упругости материала балки E = 2.1·1011[Па], коэффициент
динамичности µ3 = 1.8, коэффициент однородности на гарантированное разрушение
K0∗ = 1.644, плотность материала балки (Ст.3) ρ0 = 7800[кг/м3], нормированный бра-
ковочный минимум δ∗n = 2.4 · 108[Па], плотность воды ρ1 = 1000[кг/м3], скорость
звука в воде a01 = 1460[м/с], давление на поверхности P01= 101325[Па], взрывчатое
вещество – литой тротил, плотностью 1620 [кг/м3].

Рис.1 Зависимость радиуса r0[м] заряда ВВ от коэффициента вязкости η[кг/м · с]
(D<0 )

Рис.2 Зависимость радиуса r0[м] заряда ВВ от коэффициента вязкости η[кг/м · с]
(D>0 )
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Рис.3 Зависимость радиуса r0[м] заряда ВВ от смещения x∗[м] с учётом
коэффициента вязкости η[кг/м · с] (D=0 )

Заключение.
Из представленных графиков (рис.1, рис.2) видно, что между коэффициентом вяз-

кости и радиусом заряда ВВ существует зависимость, которая указывает на суще-
ственное влияние величины коэффициента вязкости материала балки на величину
заряда ВВ, необходимого для ее гарантированного разрушения. На рис.3 показана
зависимость радиуса заряда ВВ от координаты эпицентра взрыва с учётом коэффи-
циента вязкости, который является определенной фиксированной величиной. Таким
образом, располагая информацией о геометрических и физических характеристиках
материала балки и заряда ВВ, по предложенной в этой работе методике можно опре-
делить минимальный радиус заряда ВВ, взрыв которого, для его фиксированного
расположения относительно материала балки в воде, приводит к её гарантированно-
му разрушению.
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GENERALIZED ANALYSIS OF GUARANTEED EXPLOSION DESTRUCTION
OF BEAM STRUCTURAL ELEMENTS IN WATER
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Abstract. An analytical solution is given to the problem of guaranteed destruction of the beam
by the explosion of a charge of a condensed explosive substance (BB) in water. It is assumed
that the beam material is sensitive to the rate of deformation, the criterion of failure is used
for maximum normal stresses equivalent to the maximum bending moment during bending. The
arbitrary location of the explosive charge above the beam, the effects of the reflection of the shock
wave and the satellite flow of water from the beam, the depth of immersion of the structure and
the charge into the water are taken into account. A significant influence of the value of the viscosity
coefficient of the beam material on the value of the explosive charge required for its guaranteed
destruction was found.

Keywords: elastic-viscous beam, explosion in water, destruction of the beam structure.
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Аннотация. В данной работе рассмотрено термоупругопластическое состояние тонкого кру-
гового диска. Тепловой источник известного радиуса действует в центре диска. Поле темпе-
ратур центральной части диска является однородным. На внешней границе диска определе-
ны температура и давление. Напряженное состояние определено при использовании условия
пластичности Мизеса с учетом независимости всех механических констант материала от тем-
пературы. Показана невозможность одновременного зарождения нескольких пластических
зон. Приведены графики напряжений. Проведено сравнение полученных результатов с из-
вестными решениями.

Ключевые слова: пластичность, упругость, плоское напряженное состояние, термоупруго-
пластичность.
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Определению напряженно-деформированного состояния (НДС) посвящено боль-
шое число работ [1-10]. В части из них [1-5], [8-9] рассматривались задачи определения
НДС в тонких дисках. В частности, в [2-5], [8-9] решались задачи о силовом и тепло-
вом воздействии. В работе [2] определялось НДС в тонком упругопластическом диске
с учетом предела текучести от температуры. При этом распределение температуры
принималось стационарным.

1. Постановка задачи. В данной работе определялось напряженное состоя-
ние в тонком круговом диске радиуса b, находящемся под воздействием теплового
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источника и давления pb на внешней границе. Задача решалась в рамках плоского
напряженного состояния в цилиндрической системе координат (r, θ, z).

Тепловой источник действует в центральной части диска 0 ≤ r ≤ a. Поле темпера-
тур, согласно [1] - [4], определено формулой:

T = Taf, f =

{
1, если 0 ≤ r ≤ a,
ln( b

r
)

ln( b
a
)
, если a ≤ r ≤ b.

(1)

Все искомые величины, вследствие осевой симметрии, зависят только от расстояния
r до теплового источника. Механические константы материала приняты независимы-
ми от температуры.

Все величины приведены к безразмерному виду с сохранением прежних обозна-
чений. Масштаб для напряжений – предел пластичности k, масштаб длины- радиус
а.

В рассматриваемой задаче, основные уравнения, описывающие поведение термо-
упругоплатического диска взяты согласно [5]-[7] и включают в себя:

- уравнение равновесия
∂σr
∂r

=
σθ − σr

r
, (2)

где σr, σθ - компоненты тензора напряжений в цилиндрической системе координат;
- соотношения Коши

er =
du

dr
, eθ =

u

r
, (3)

где er, eθ - компоненты тензора деформаций в цилиндрической системе координат, u-
компонента вектора перемещений в цилиндрической системе координат;

В качестве условия пластичности было выбрано условие пластичности Мизеса:

σ2
r − σrσθ + σ2

θ = k2. (4)

Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука в форме:

σr =
E

1− ν2
[er + νeθ − (1 + ν)αT ], (5)

σθ =
E

1− ν2
[eθ + νer − (1 + ν)αT ]

где E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона, α – коэффициент линейного тем-
пературного расширения, T – температура, которая определяется (1).

Граничные условия:
σr|r=b = −pb, (6)

σr|r=ci
= −pi, (7)

где ci – радиус упругопластической границы, pi – давление на границе раздела упругой
и пластической зон.

Условие сопряжения:
[σθ]|r=ci = 0. (8)
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2. Решение и результаты. Аналогично [2], при решении задачи, введены обо-
значения ci и ce – радиусы границы упругой области. Давление на этих границах: pi
и pe.

Из (2), (3), (5), (6), (7) получим:

σr = −αETa

r2

r∫
ci

frdr +
c2i pi − b2pb
b2 − c2i

+
αETa

b2 − c2i

b∫
ci

frdr− (9)

− 1

r2

b2c2i (pi − pb)

b2 − c2i
+

c2iαETa

b2 − c2i

b∫
ci

frdr

 ,

σθ = αETa

 1

r2

r∫
ci

frdr − f

+
c2i pi − b2pb
b2 − c2i

+
αETa

b2 − c2i

b∫
ci

frdr+ (10)

+
1

r2

b2c2i (pi − pb)

b2 − c2i
+

c2iαETa

b2 − c2i

b∫
ci

frdr


(9), (10) представляют собой выражения для определения напряжений в упругой

области. Алгоритм решения подобной задачи подробно рассмотрен в книге [7]. Ана-
логичные выражения для напряжений в упругой области были получены в [2].

В пластической области, согласно [5], (4):

σr = σθ = −k. (11)
Радиус b = bk, при котором возможно одновременное зарождение пластических зон

на внешней границе и центральной части диска, определен основываясь на [2]. Из (11)
следует:

σr + σθ = −2k. (12)
Тогда, с учетом выражений (9), (10):

−αETaf + 2
c2i pi − b2pb
b2 − c2i

+ 2
αETa

b2 − c2i

b∫
ci

frdr = −2k. (13)

Положив ci = 0, ce = b:

−αETaf + 2
αETa

b2

b∫
0

frdr = 2pb − 2k. (14)

Отсюда температура:

Ta =
2b2(pb − k)

αE

(
2

b∫
0

frdr − b2

) . (15)

Температура, для которой на внешней границе выполнено (12) при r = b:
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Ta =
b2 (pb − k)

αE
b∫
0

frdr

. (16)

Из (15), (16) следует, что радиус, при котором на внешней границе диска и на грани-
це температурного источника зарождаются одновременно две пластические области:

b = bk = 0. (17)
Таким образом, одновременное зарождение пластических зон в центре и на внешней

границе диска, в рамках решаемой задачи, невозможно, в отличие от [2].
Для определения радиуса границы раздела упругой и пластической зон, было ис-

пользовано условие сопряжения окружного напряжения (8).

αETa

 2

b2 − c2i

b∫
ci

ln
(

b
ci

)
ln
(
b
a

) rdr − ln
(

b
ci

)
ln
(
b
a

)
+

2b2 (pi − pb)

b2 − c2i
= 0. (18)

Выражение (18) позволяет определить радиус упругопластической границы. Для
значений параметров:

K = 1, αE = 0.012, a = 1, b = 7, Ta = 330, pb = 0,

ci = 1.633. (19)

3. Результаты расчетов. Для построения графиков, приведенных ниже, были
приняты следующие значения параметров:

K = 1, αE = 0.012, a = 1, b = 7, Ta = 330, pb = 0, ci = 1.633.

На рис. 1, приедены графики зависимостей компонент напряжения от радиуса дис-
ка без учета зависимости предела текучести от температуры, полученные по форму-
лам (9), (10).

Аналогичные графики зависимости компонент напряжений от радиуса можно по-
лучить для условия пластичности Треска по результатам работы [2], но без учета
зависимости предела текучести k от температуры (рис. 2).

Рис. 1. Зависимость компонент
напряжения σr и σθ от радиуса rбез

учета зависимости предела текучести от
температуры

Рис. 2. Зависимость компонент
напряжения σr и σθ от радиуса rпри

учете зависимости предела текучести от
температуры
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Сравнение графиков рис. 1 с графиками на рис. 2 показало, что при учете зави-
симости предела текучести от температуры упругопластическая граница смещается
в сторону внешней границы диска. Напряжения в пластической зоне не являются
постоянными величинами.
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Abstract. In this paper, the thermoelastic state of a thin circular disk is considered. A heat
source of known radius acts in the center of the disk. The temperature field of the central part
is homogeneous. The temperature and pressure are determined at the outer boundary of the
disk. The stress state is determined using the Mises plasticity condition, taking into account the
independence of all mechanical constants of the material from temperature. The impossibility
of simultaneous generation of several plastizones is shown. Stress graphs are given. The results
obtained are compared with known solutions.
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Аннотация. В работе представлена реализация метода СН-ЭВМ, предложенного А.А. Илью-
шиным для решения краевых задач, в расчетах процессов упругопластического деформиро-
вания по траекториям постоянной кривизны и кручения. Приведены расчетные уравнения
теории упругопластических процессов для определения скоростей деформаций (производных
по длине дуги траектории деформирования).
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Для решения краевых задач теории упругопластических процессов А.А. Ильюши-
ным году был предложен экспериментально-теоретический метод СН-ЭВМ [1, 2]. Ре-
ализация этого метода требует использования испытательной установки на сложное
нагружение (СН). Развитие и обоснование метода СН-ЭВМ в дальнейшем было рас-
смотрено в работах [3-11]. Идея метода лежит в основе численного решения краевых
задач теории пластичности, в которых определяющие соотношения содержат функ-
ционалы. Выбор аппроксимирующих функций для функционалов пластичности вы-
полняется по способу последовательных приближений. В начальном приближении
задается некоторый частный вид функций по одной из теорий пластичности. В ре-
зультате решения краевой задачи определяется совокупность траекторий напряжений
и деформаций во всех точках тела. Эти траектории группируются по классам. Для
каждого класса траекторий деформаций проводятся эксперименты на испытательной
машине, реализующей сложное нагружение по заданной траектории. В результате
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получаются экспериментальные траектории напряжений. Сопоставление расчетных
траекторий напряжений с экспериментальными для одних и тех же траекторий де-
формации позволяет уточнить вид аппроксимирующих функций. Затем снова решает-
ся краевая задача с уточненными функциями процесса и находятся новые траектории
напряжений и деформаций. Приближения повторяются до тех пор, пока расчетные
и экспериментальные траектории не совпадут между собой с требуемой точностью.
При экспериментах в пространстве напряжений процесс последовательных прибли-
жений организуется аналогично. Большое количество накопленных опытных данных
позволяет применять метод СН-ЭВМ в численном эксперименте при решении крае-
вых задач теории пластичности с проверкой на соответствие расчетных результатов
эксперименту. Также, метод СН-ЭВМ можно применять для идентификации опре-
деляющих соотношений теории пластичности. Определяющие соотношения теории
упругопластических процессов [12] в трехмерном изображающем девиаторном про-
странстве А.А. Ильюшина удобно принимать в виде [13-14]
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где N, P, Q – функционалы пластичности, определяемые из экспериментов;
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В расчетах конструкций обычно процесс задается по нагрузкам (напряжениям), а
деформации нужно определить. В этом случае определяющие соотношения (1) раз-
решаются относительно скоростей деформаций
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Скорости деформаций из этой системы уравнений можно найти методом определи-
телей. Главный определитель

Det = N3 +N
Q2
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,
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где приняты обозначения
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В этих уравненияx значения cosϑ1 и sinϑ1 зависят от
dЭ1
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,
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,
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, поэтому на

каждом шаге по параметру нагружения величины
dЭ1

ds
,
dЭ2

ds
,
dЭ3

ds
находятся по схеме

прогноз-коррекция. Расчеты показали, что такой метод дает сходящийся вычисли-
тельный процесс.

Метод СН-ЭВМ позволяет на рассматриваемых траекториях проверить достовер-
ность различных аппроксимаций функционалов пластичности и различных вариантов
теорий пластичности (например, теории пластичного течения, деформационной тео-
рии пластичности и др.). Для реализации метода СН-ЭВМ для заданного процесса де-
формирования выполняются расчеты по какому либо варианту теорий пластичности
и расчетные результаты сравниваются с результатами экспериментов. Принятый ва-
риант теории пластичности корректируется, чтобы расчеты давали результаты, под-
тверждаемые экспериментально. Если корректировка выбранной теории пластично-
сти не позволяет согласовать расчетные результаты с экспериментальными, то данная
теория является не достоверной на данном классе траекторий.

При выполнении экспериментов в пространстве напряжений процесс ведется по
длине дуги Σ траектории напряжений. Тогда в расчетных уравнениях вместо произ-
водных по длине дуги траектории деформации s нужно вычислить производные по
Σ. Расчетные уравнения примут вид
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Аналогично преобразуются уравнения при выборе другого произвольного парамет-
ра нагружения t (обобщенного времени).
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IMPLEMENTATION OF THE CL-COMPUTER METHOD IN THE
CALCULATIONS OF ELASTIC-PLASTIC PROCESSES ON HELICAL

TRAJECTORIES OF DEFORMATION OF CONSTANT CURVATURE AND
TORSION
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Abstract. The paper presents the implementation of the CL-computer (complex loading) method
proposed by A.A. Ilyushin for solving boundary value problems in the calculations of elastoplastic
deformation processes along the trajectories of constant curvature and torsion. The constitutive
equations of the theory of elastic-plastic processes for determining the strain rates (derivatives
along the length of the arc of the strain trajectory) are given.
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Аннотация. Актуальной проблемой современного машиностроения является получение ли-
тья высокой размерной точности и неограниченной геометрии, обеспечиваемых за счет новых
технологических процессов, позволяющих реализовать принципы ресурсо- и энергоэффектив-
ности. Высокий коэффициент использования материалов в таких процессах обеспечивается,
в том числе, точностью получаемых изделий, благодаря чему снижается объем механиче-
ской обработки литья. Одним из вариантов технологического решения отмеченной проблемы
является применение процесса прессования однокомпонентных порошков воскообразных ма-
териалов при формировании точных пористых удаляемых моделей, поверхность которых не
имеет тепловых усадочных дефектов. Соответствие обозначенным выше принципам эффек-
тивности данному процессу обеспечивает возможность комплексной реализации проблем ли-
тья, характерных для большей части технологических этапов. Малоизученным аспектом про-
цесса уплотнения порошков модельных материалов является напряженно-деформированное
состояние формирующихся прессовок, определяющее необходимость поиска вариантов устра-
нения упругого отклика материала. В работе представлены результаты экспериментальных
исследований влияния состава уплотняемого материала на величину остаточных напряжений,
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Введение
В настоящее время в России и за рубежом одним из наиболее востребованных мето-

дов получения отливок сложной конфигурации с тонкими стенками и поднутрениями,
с размерами, соответствующими 3-8-му классам точности, является литье по выплав-
ляемым моделям [1,2].

Последовательность технологических операций при осуществлении рассматрива-
емого процесса упрощенно можно свести к следующим этапам: формирование вы-
плавляемой модели заливкой жидкой модельной массы в пресс-форму; формирование
модельного блока и последовательное нанесение на него слоев огнеупорной керами-
ческой оболочковой формы и их сушка; выплавление материала модельного блока из
керамики с последующей ее прокалкой; заливка оболочек расплавом металла; меха-
ническая обработка литья. Обширная номенклатура материалов, применяемых для
осуществления рассматриваемого процесса, а также значительное количество опера-
ций в известной степени определяют недопустимость мероприятий, направленных на
устранение ряда неблагоприятных результатов теплофизических явлений, сопровож-
дающих процесс. К числу таких явлений следует отнести изменения объемов модель-
ных материалов, сопровождающих их рост, или снижение температур на стадиях рас-
плавления или охлаждения. Негативное влияние отмеченных факторов проявляется
в появлении усадочных раковин на поверхности выплавляемых моделей (на стадии
охлаждения модельной массы), а также снижении трещиностойкости керамических
форм (в результате расширения модельной массы при выплавлении, приводящее к
увеличению объема модельной массы до 10-14 %, а также при прокалке керамики).
Отмеченное выше, в совокупности, определяет актуальность исследования и разра-
ботки методов сокращения затрат на механическую обработку заготовок при полу-
чении отливок повышенной размерно-геометрической точности, осуществляемого на
протяжении продолжительного времени [3].

Поиск вариантов устранения отмеченных недостатков такого метода формирования
литых изделий определил ряд перспективных направлений, активно развивающихся
в последнее время. Значительная доля таких направлений связана, в первую очередь
с осуществлением возможности получения выплавляемой модели сложной простран-
ственной конфигурации посредством применения аддитивных подходов к формооб-
разованию [4]. Безусловным достоинством отмеченного альтернативного подхода яв-
ляется то, что геометрия формируемых изделий ограничена лишь техническими па-
раметрами и габаритами оборудования. Однако перспектива широкого применения
таких методов для серийного получения изделий в настоящее время представляет-
ся весьма неопределенной ввиду длительности процесса, требований к оборудованию,
определяющему узкий диапазон физических условий экструзии модельного материа-
ла и формирования слоев изделия. Кроме того, послойное формирование определяет
шероховатость поверхности изделия и необходимость дополнительной обработки [5,6].

Из отмеченного выше становится очевидным, что решение проблемы формирова-
ния поверхностных пороков и усадочных дефектов заключается преимущественно в
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соблюдении температурного режима, при котором модельный материал по ходу тех-
нологического процесса не нагревается выше температуры плавления. Такое условие
может быть обеспечено в ходе реализации экспериментального процесса за счет фор-
мирования тела выплавляемой модели прессованием порошка модельной композиции
без подведения внешних источников тепла [7]. В процессе уплотнения порошка воско-
образной модельной композиции в результате давления происходит оплавление погра-
ничных участков частиц деформируемого порошкового тела с достаточно скоротеч-
ным охлаждением зоны контакта, что обеспечивает каркасную структуру прессовки с
распределенной внутри нее пористостью, величина которой достигает 14 %. Качество
поверхности выплавляемых прессованных моделей в значительной степени определя-
ется шероховатостью формообразующих элементов пресс-матрицы [8]. К технологи-
ческим преимуществам использования пористых моделей следует отнести повышение
трещиностойкости керамических оболочковых форм ввиду отсутствия расширяющего
воздействия на внутренние стенки керамики нагревающейся модельной массы при ее
выплавлении.

При формировании прессовки простой геометрии, с соразмерными сторонами, как
правило проявление внешних дефектов не наблюдается. Однако, при получения прес-
совок сложной конфигурации с разнотолщинными участками, возможно появление
отклонений от заданной геометрии изделия в результате упругого разгружения уплот-
ненного модельного материала. Это обстоятельство стало препятствием для массово-
го использования нового процесса в условиях производства, особенно для конфигу-
раций изделий с наличием переменных сечений. В ходе серии экспериментов уста-
новлены значения упругого отклика воскообразного материла прессованной модели.
Остаточные напряжения в материале прессовки приводят к увеличению ее размеров
прессованной на 0,4-1,2 % [9]. При этом меньшие значения характерны для упругого
последействия материала в направлении поперечном прессованию и, соответствен-
но, более высокие значения этого показателя характерны для направления прессовки
совпадающего с треком перемещения пресс-пуансона. Ясно, что на конечную геомет-
рию прессовок влияют скорость деформирования материала и время его выдержки
в уплотненном состоянии [10, 11], позволяющее завершиться процессам разгружения
напряжений.

В настоящее время как для отечественной, так и для зарубежной практики по-
лучения прессовок из n-порошковых систем характерны подходы, преимуществен-
но основанные на описании процессов формоизменения материалов, обладающих за-
метно большей пластичностью в сравнении с порошками железоуглеродистых спла-
вов [12–14]. Безусловно, опираясь лишь на методики, применимые к описанию процес-
сов пластификации порошков конструкционных материалов, достоверность прогно-
зирования конечных свойств прессовок из воскообразных порошков представляется
затруднительной задачей, что определяет актуальность осуществления эксперимен-
тальных исследований, направленных на определение параметров процесса формиро-
вания из них пористой прессовки.

Цели и задачи
Целью настоящей работы является определение совокупного влияния ряда пара-

метров процесса прессования материала, состоящего из фракций порошков парафина,
на величину остаточных напряжений и значения упругого последействия прессовки.
Результаты цели настоящей работы достигались решением следующих задач: - опре-
деление условий получения прессовок с заданным диапазоном значений пористости
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посредством регулирования фракции воскообразного материала деформируемого по-
рошкового тела; - определение вариантов управления величиной остаточных напря-
жений материала прессовки посредством регулирования времени ее пребывания под
нагрузкой.

Методы и подходы При формировании экспериментальных прессовок использо-
ван парафин очищенный технический марки Т1, согласно ГОСТ 23683-89 «Парафины
нефтяные твердые. Технические условия» фракций 0,63 мм и 2,5 мм. Этот компонент
является основой значительной части воскообразных материалов 1-ой классифика-
ционной группы [15]. ГОСТ 23683-89 для материала марки Т1 регламентирует тем-
пературу плавления 52-58 0С, однако, реальные характеристики используемого в ис-
следования материала отличны от значений ГОСТ и определены экспериментально.
Температура плавления уточнена в ходе нагрева материала Т1 со скоростью 2 0С/мин
дифференциально-термическим анализатором Shimadzu DTG-60H и составила 60 0С
(температура окружающей среды в момент проведения эксперимента 20±2 0С) [16].
Определение такой физической характеристики материала Т1, как модуль Юнга (Е),
осуществляли при помощи тестовой машины AG-Xplus фирмы SHIMADZU, достовер-
ность экспериментальных значений которой обеспечивается значением отклонения от
задаваемой нагрузки в интервале 0÷100 кН не более чем на 0,03 %. Для материала
марки Т1 определен модуль Юнга ЕТ1 = 81,91 МПа [17]. Значение плотности матери-
ала, характерное для состояния его свободной заливки, составило ρТ1 = 0,86 г/см3.

Технологически приемлемый диапазон размеров фракции применяемого воскооб-
разного материала марки Т1 определен в ходе серии предварительных экспериментов,
обусловлен особенностями формирования тонкостенных участков прессовок и состав-
ляет 0,63-2,5 мм. Частицы фракций Т1 получены рассевом стружки на ситах модели
026 и имеют хлопьевидную форму. Применение известных методов расчета конечных
свойств прессовок, формирующихся из порошковых тел, предполагает сферическую
форму составляющих их элементов, а также условное деление процесса уплотнения
на этапы структурной деформации уплотняемой смеси, роста давления без увели-
чения плотности, с последующей пластической деформации [18, 19]. На рис.1 пред-
ставлены условные стадии уплотнения порошкового тела, рассматриваемые в ходе
настоящего исследования. В условиях реального эксперимента передача нагрузки от
одного элемента порошкового тела другому в объеме будущей прессовки осуществля-
ется неравномерно, а стадии уплотнения накладываются друг на друга. В этой связи в
эксперименте регистрация нагрузки, возникающей при уплотнении порошкового тела,
начинается с третьей стадии, когда в порошковом теле отсутствуют арки, а упаковка
элементов условно представляет собой кубическую или гексагональную системы. Для
организации такой упаковки элементов в уплотняемом теле материал Т1 в виде по-
рошка загружали в стальную цилиндрическую пресс-матрицу диаметром d = 43,3 мм,
как показано на рис.1,а. После засыпки в пресс-матрицу порошка модельного соста-
ва, для устранения «воздушных арок», его подвергали предварительной механической
утряске с частотой 3,5 Гц в течение 5 минут. Время утряски определено в ходе предва-
рительных экспериментов. Как правило после 5 минут утряски высота порошкового
тела в пресс-матрице, а следовательно и его плотность, не изменяется. Полученную
высоту порошкового тела, характеризующегося пористостью П0i (до прессования),
обозначим h0i и считаем начальной. Таким образом, горизонталь ограничивающая
верхнюю часть порошкового тела, соответствующую высоте h0i, представляет собой
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Параметр Фракция,
мм

Пнi
0 12

h0i, мм 0,63 103,0 89,0
2,5 116,2 103,1

П0i
0,63 0,57 0,57
2,5 0,63 0,63

∆hi, мм 0,63 58,7 44,7
2,5 71,8 58,8

vi, мм/мин 0,63 59,68 50,02
2,5 72,78 65,01

mi, г 0,63/ 2,5 54,8 48,2

Таблица 1. Параметры процесса получения прессовок из Т1

линию начала перемещения траверсы, как представлено на рис.1,б. Начальная высота
h0i порошкового тела зависит от массы засыпки mi.

Массы образцов mi определяем из выражения (1):

mi = V ρi =
πd2

4
hρлит

(
1− ПНi

100%

)
=

πd2

4
hρmax (1− Пi) (1)

где V – конечный объем прессовки, см3; ρi - плотность прессовки, г/см3; ρлит – плот-
ность материала в литом состоянии, г/см3;ПНi - параметр «недопрессовки», опреде-
ляющий значение экспериментальной пористости, выражаемый в % и показывающий,
на сколько плотность ρi прессовки меньше, чем ρлит образца того же объема;ρmax –
максимальное значение плотности материала марки Т1.

В ходе эксперимента получали пористые прессовки плотностью ρi на 0÷12 % мень-
шей, чем плотность материала Т1 определенная для состояния свободной заливки:
ρлит = 0,86 г/см3. Максимальное значение плотности материала марки Т1 ρmax опре-
деляли в ходе компрессионного сжатия литого цилиндрического образца при нагруз-
ке 12 МПа в течение 10 часов на универсальной испытательной машине AG-X plus
Shimadzu. Для материала марки Т1 ρmax = г/см3. В результате перемещения пресс-
пуансона с высоты h0i до высоты h = d порошковое тело уплотняется до требуемой
величины. При этом пористость порошкового тела составляет Пi, как показано на
рис. 1,в.

Пористость образца Пi определяли из выражения (2):

Пi = 1−
ρлит

(
1− ПНi

100%

)
ρmax

(2)

В таблице 1 представлены группы прессовок, полученные из фракций 0,63 мм и
2,5 мм материала марки Т1, их массы mi соответствовали параметру недопрессовки
ПНi, значение которого принадлежит интервалу 0% ≤ ПНi ≤ 12%. Для эксперимента
выбран шаг значений ПНi, составляющий 2%.

При формировании прессовки скорость движения пресс-пуансона задается травер-
сой тестовой машины AG-X plus Shimadzu таким образом, чтобы обеспечить условия
уплотнения порошкового тела, при которых значения пористости Пi уменьшаются
на равную величину за единицу времени. В данном случае каждому значению h0i,
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а б

в г

Рис. 1. Стадии уплотнения порошкового тела

будет соответствовать значение пористости П0i, а постоянная скорость перемещения
траверсы тестовой машины при этом обеспечивает снижение пористости Пi до 0 за
время t = 60 сек. Расчетная высота hминi для каждой навески порошкового матери-
ала, соответствует условию, когда его плотность составляет ρmax, а значит Пi = 0.
Эти обстоятельства определяют массу навески материала, расчет которой производим
согласно выражения (3):

hминi =
mi

ρmaxS
(3)

где S – площадь основания цилиндра формообразующей полости.
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Таким образом скорость перемещения траверсы тестовой машины при уплотнении
навески порошкового тела определим из условия:

vi =
h0i − hминi

t
=

∆hi
t

(4)

где ∆hi – перемещение траверсы с h0i до hминi, мм.
Данные по значениям vi для каждого ПНi представлены в табл.1.
При достижении траверсой положения h = d образцы выдерживались в нагру-

женном состоянии в течение 60 минут для релаксации напряжений, возникающих в
порошковом теле при уплотнении. В течение указанного времени достигается равно-
мерное распределение плотности в прессовке за счет завершения тепловых процессов
в материале марки Т1. Результатом серии экспериментов являются графические за-
висимости напряжений, возникающих на траверсе тестовой машины при сжатии по-
рошкового тела и напряжений разгрузки при релаксации материала от времени его
выдержки под нагрузкой, а также величины упругого отклика прессовки Оп. Вели-
чина Оп определена по формуле:

ОП =
dП − d

dП
100% (5)

где Оп – величина упругого отклика, %; d и dП – внутренний диаметр пресс-формы
и внешний диаметр прессовки соответственно, полученные при помощи регистратора
DIN863 Vogel с точностью измерения 0,001 мм.

Результаты и обсуждение
На рис.2 в виде полиномов 3-го порядка представлены экспериментальные зависи-

мости напряжений, регистрируемых при релаксации прессовок из материала марки
Т1 фракций и 0,63 мм (кривые 1 и 2) и 2,5 мм (кривые 3 и 4) соответственно, от време-
ни их выдержки в нагруженном состоянии, когда подвижные элементы пресс-формы
сомкнуты. Кривые 1 и 3 характерны для прессовок, конечная пористость которых со-
ставляет Пн=0%. В свою очередь кривые 2 и 4 характерны для прессовок, конечная
пористость которых составляет Пн=12%. На диаграмму помещены знвчния величины
достоверности аппроксимации R2 для каждого из рассматриваемых в эксперименте
случаев.

Представленные на рис.2 экспериментальные зависимости падения напряжений при
разгрузке от времени выдержки прессовки в нагруженном состоянии, соответствую-
щие значениям 0%<Пн<12% и полученные с шагом 2 %, из материала марки Т1
фракции 2,5 мм принадлежат области, ограниченной сплошными кривыми, а для ма-
териала и фракции 0,63 мм – области, ограниченной пунктирными кривыми.

Видно, что падение напряжения во всех случаях происходит по экспоненциальным
кривым и к 20-ой минуте релаксации не превышают значений 0,15 МПа. Дальнейшая
выдержка прессовок до 60 минут к существенному падению значений напряжений
не приводит. При формировании прессовок из материала Т1 фракции 0,63 мм на-
пряжения для случая формирования прессовки с Пн = 0% превышают таковые для
прессовок из материала Т1 фракции 2,5 мм.

Экспериментально подтверждено, что со снижением Пн разрыв значений напряже-
ний, возникающих при уплотнении и релаксации материала, сокращается. Обозначим
символами σ0,63 и σ2,5 напряжения начала разгрузки для прессовок из фракций 0,63
мм и 2,5 мм. Анализом напряжений σ0,63 и σ2,5, соответствующих началу разгрузки,
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Рис. 2. Зависимости падения напряжений при релаксации уплотненных прессовок из матери-
ала марки Т1 от времени их выдержки под нагрузкой.

от Пн, установлено, что при Пн>12% фракция материала не оказывает влияния на
величину σ.

Серией предварительных экспериментов установлено, что предел прочности на сжа-
тие σв прессовок, выполненных из ряда воскообразных материалов 1-ой классифак-
ционной группы в значительной степени зависит от фракции материала. Согласно
данным, представленным в [8] в интервале значений пористости сформированных
прессовок 0%<Пн<12%, пределы прочности на сжатие σв0,63 прессовок, полученных
из воскообразных материалов фракций 0,63 мм больше таковых для σв2,5, полученных
из материалов фракций 2,5 мм в среднем на 19÷27 % Значения Оп, характеризующие
величину упругого отклика прессовки в направлении поперечном приложению давле-
ния не при всех вариантах Пн удовлетворяет задачам эксперимента. Выше отмечено,
что в результате серии предварительных исследований установлены максимальные
значения Оп, не превышающие 1,2% изменения габаритных размеров уплотненного
порошкового тела в направлении вдоль оси прессования. В ходе эксперимента опре-
делено, что по завершении цикла выдержки материала под нагрузкой в течение 20
минут напряжения в прессовке хоть и остаются, но существенно не меняются в те-
чение дальнейшего времени (до 60 минут), а максимальное значение ОП1max= 0,65%
для прессовки из материала марки Т1 фракции 0,63 мм Пн = 0,15% и ОП2max= 0,64%
для прессовки из материала фракции 2,5 мм с Пн= 0%. Отметим, что минимальными
значениями Оп (менее 0,15 %) обладают прессовки при 8%<Пн<12%, полученные при
значениях остаточных напряжений в материале σост < 0,05 МПа.

Заключение
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Экспериментально определено влияние фракции порошкового воскообразного ма-
териала марки Т1 и времени выдержки под нагрузкой на величину остаточных на-
пряжений и упругого последействия прессовки. Установлено время выдержки (до 20
минут) наиболее интенсивной релаксации материала. Напряжения, возникающие в
ходе уплотнения порошкового воскообразного материала марки Т1 фракций 0,63 мм
при Пн = 0%, превышают таковые для прессовок из того же материала фракции 2,5.
Экспериментально установлено, что минимальными значениямиОп ≤ 0, 15% обладают
прессовки соответствующие 8% <Пн< 12%, полученные при алгоритме выбора ско-
рости прессования, учитывающем параметр недопрессовки (пористости) из порошков
воскообразного материала марки Т1 фракций 0,63 мм и 2,5 мм при значениях оста-
точных напряжений в материалеσост < 0,05 МПа.
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CALCULATION AND EXPERIMENTAL DETERMINATION OF THE
PARAMETERS OF THE PROCESS OF FORMING A POROUS COMPACT

FROM A POWDERED WAXY MATERIAL

Institute of Mechanical Engineering and Metallurgy FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. An urgent problem of modern mechanical engineering is the production of castings of
high dimensional and accuracy and unlimited geometry, provided by new technological processes
that make it possible to implement the principles of resource and energy efficiency. The high
utilization rate of materials in such processes is ensured, among other things, by the accuracy of
the products obtained, which reduces the amount of casting machining. One of the options for the
technological solution of the noted problem is the use of the process of pressing single-component
powders of waxy materials in the formation of accurate porous removable models, the surface
of which does not have thermal shrinkage defects. Compliance with the principles of efficiency
outlined above for this process provides the possibility of a comprehensive implementation of the
casting problems that are characteristic of most of the technological stages. A little-studied aspect
of the process of compaction of powders of model materials is the stress-strain state of the formed
compacts, which determines the need to search for options to eliminate the elastic response of the
material. The paper presents the results of experimental studies of the influence of the composition
of the compacted material on the magnitude of residual stresses, designed to correctly calculate
the geometry of molds during their design.

Keywords: pressing, technical wax powder, porosity, deformation, residual stresses, relaxation
time, dimensional and geometric accuracy, elastic response, two-parameter Kohlrausch dependence,
investment casting.
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Аннотация. Исследована устойчивость сферического гидродинамического подвеса с полным
учетом зависимости профиля распределения скоростей жидкости от радиальной координаты
в поддерживающем слое. Подвес с легким внутренним телом устойчив в большом диапазоне
изменения относительного эксцентриситета, и при изменении перегрузок на величину порядка
десятка ускорений свободного падения переходит из одного равновесного состояния в другое.
Подвес с тяжелым внутренним телом неустойчив.
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Введение
Гидродинамические подвесы [1–3] представляют собой чувствительные элементы

высокоперегрузочных гидродинамических гироскопов. Ранее при умеренных значени-
ях колебательного числа Рейнольдса на основе метода осреднения профиля скорости
жидкости по толщине поддерживающего слоя [4] был сделан вывод о том, что сфе-
рический гидродинамический подвес с «легким» внутренним телом устойчив в малой
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окрестности центрального положения. В работе [2] строго показано, что цилиндри-
ческий гидродинамический подвес с легким внутренним телом достаточно быстро
центрируется при возрастании колебательного числа Рейнольдса, и при возрастании
внешней нагрузки остается устойчив вплоть до значительных относительных эксцен-
триситетов. Экспериментальные данные [1] подтверждают эти эффекты для сфериче-
ского гидродинамического подвеса. С учетом влияния кориолисовых сил инерции [5],
их теоретическое объяснение требует детального компьютерного моделирования. Ста-
вится задача исследования устойчивости абсолютно твердого сферического тела в
сферическом гидродинамическом подвесе с полным учетом зависимости профиля рас-
пределения скоростей жидкости от радиальной координаты. Используется частотный
критерий устойчивости комбинированных динамических систем [6,7].

Модель гидродинамического подвеса

Рис. 1.

Рис. 2.

Внешняя недеформируемая сфера 1 радиуса R1 (рис. 1) движется поступательно
с абсолютным ускорением a, заданным проекциями на оси связанной с центром O1

сферы 1 поступательно движущейся (относительно некоторой инерциальной систе-
мы координат) системы координат O1x1y1z1 и вращается (относительно O1x1y1z1) с
абсолютной угловой скоростью Ω1 [4]. Между внешней сферой 1 и внутренней неде-
формируемой сферой 2 (ротором) радиуса R2 залит поддерживающий слой вязкой
несжимаемой жидкости 3 который приводится в движение из-за движения сферы 1 и
приводит в движение сферу 2. Свяжем с центром масс внутренней сферы O2 систему
координат O2xyz, оси которой параллельны осям системы координат O1x1y1z1, т.е.
r = (x, y, z)T , a = (ax, ay, az)

T , Ω1 = (Ω1x,Ω1y,Ω1z)
T . Центр внутренней сферы полу-

чает смещение w = (wx, wy, wz)
T , абсолютная угловая скорость вращения внутренней

сферы суть Ω2, p, V = Ω1 × r + v – давление в поддерживающем слое и скорость
частиц жидкости относительно O2xyz, Q = (Qx, Qy, Qz)

T и M = (Mx,My,Mz)
T – со-

ответственно сила и момент сил, действующих со стороны поддерживающего слоя на
внутреннее тело. Поворот от некоторой декартовой системы координат (x, y, z) к де-
картовой системе координат (ξ, η, ζ) характеризуется набором углов α = (α1, α2, α3)

T

в порядке α3 → α2 → α1 (рис. 2), и вспомогательные матрицы суть
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A(α) =

 cosα3 − sinα3 0
sinα3 cosα3 0
0 0 1

 cosα2 0 sinα2

0 1 0
− sinα2 0 cosα2

 1 0 0
0 cosα1 − sinα1

0 sinα1 cosα1


B(α) =

 1 0 − sinα2

0 cosα1 cosα2 sinα1

0 − sinα1 cosα2 cosα1

 , B1(α) =

 cosα2 cosα3 − sinα3 0
cosα2 sinα3 cosα3 0
− sinα2 0 1

 (1)

Система координат O1xkykzk жестко связана с внешним корпусом подвеса, а сфера
1 вращается относительно корпуса вокруг оси O1xk с угловой скоростью ω1. Углы
α1 = (α11 , α12 , α13)

T характеризует повороты от координатных осей O1x1y1z1 к коор-
динатным осям O1xkykzk. Резалева система координат O2xryrzr связана с ротором.
Ось O2xr является главной центральной осью с максимальным моментом инерции,
и ротор вращается относительно O2xryrzr вокруг оси O2xr с угловой скоростью ω2.
Углы α2 = (0, α22 , α23)

T характеризуют повороты от координатных осей O2xkykzk к
осям O2xryrzr. С декартовой системой координат O2xyz связана сферическая система
координат (ξ, ϑ, φ) с единичными направляющими векторами er, eϑ, eφ

x = r sinϑ cosφ, y = r sinϑ sinφ, z = r cosϑ, r = R2 + ξ, eφ = (− sinφ, cosφ, 0)T

er = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ)T , eϑ = (cosϑ cosφ, cosϑ sinφ,− sinϑ)T
(2)

Пусть m, J1, J2 – масса и моменты инерции внутренней сферы (ротора), J1 >
J2; g = Const, |g| = g – ускорение свободного падения; k1a и k2a – коэффициенты
демпфирования и упругой жесткости аксиального центрирующего устройства; ρ, ν
– плотность жидкости и ее кинематическая вязкость. При приведении модельных
уравнений к безразмерным переменным полагаем δ = R1 − R2, β = δ/R2 ≪ 1, ξ =
R2βξ

∗, r = R2r
∗, r∗ = 1 + βξ∗, x = R2x

∗, y = R2y
∗, z = R2z

∗, h = δh∗, ω1 = Ωhω
∗
1, Ωh

– характерное значение угловой скорости вращения сферы 1 относительно корпуса
подвеса; t = t∗/Ωh, ρ2 = m/(43πR

3
2), γ = g/(R2Ω

2
h) – характеризует нагруженность

подвеса, w = δw∗, g = gg∗, g∗ = Const, |g∗| = 1, a = ga∗, ω2 = Ωhω
∗
2, Ω1 = ΩhΩ

∗
1,

Ω2 = ΩhΩ
∗
2, Ω = (Ωx,Ωy,Ωz)

T = Ω1 −Ω2 = ΩhΩ
∗ – угловая скорость «скольжения»

внутренней сферы, vϑ = ΩhR2v
∗
ϑ,vφ = ΩhR2v

∗
φ, vr = βΩhR2v

∗
r , v∗ = βv∗rer + v∗ϑeϑ +

v∗φeφ, v = ΩhR2v
∗, p = ρΩ2

hR
2
2p

∗, J1,2 = mR2
2J

∗
1,2, σ = Ωhδ

2/ν – колебательное число
Рейнольдса, Q = ρR4

2Ω
2
hQ

∗, M = ρνR4
2ΩhM

∗/δ, k∗1a = k1a/(ρR
4
2Ωh), k∗2a = k2a/(ρR

4
2Ω

2
h).

Далее символ ()∗ над безразмерными переменными опущен. Начальные значения a0 =

a|t=0, ω
(0)
1 = ω1|t=0, α

(0)
1 = α1|t=0 соответствуют равновесному состоянию, и

a = a0 + µa1(t), α1 = α
(0)
1 + µα

(1)
1 (t), ω1 = ω

(0)
1 + µω

(1)
1 (t), Ω1 = Ω

(0)
1 + µΩ

(1)
1

Ω
(0)
1 = ω

(0)
1 ea(α

(0)
1 ), Ω

(1)
1 = B1(α1)α̇

(1)
1 + ω

(1)
1 ea(α1) + ω

(0)
1 fa(α

(0)
1 ,α

(1)
1 )

ea(α) = A(α)(1, 0, 0)T , fa(α
(0),α(1)) = 1

µ [ea(α
(0) + µα(1))− ea(α

(0))], ()̇ = d()/dt

(3)

Здесь µ характеризует амплитуду изменения входного возмущения. Уравнения дви-
жения в безразмерных переменных следуют из [8] в пренебрежении сжимаемостью
жидкости и некоторыми малыми порядка β2 и после редукции давления имеют вид

β(ρ2/ρ− 1)ẅ = γ(ρ2/ρ− 1)(g − a) + 3
4πQ− ((k1aẇ + k2aw) · ea(α1))ea(α1)

ρ2
ρ (JΩ̇2 + ω(r) × JΩ2) =

3
4π

β
σA

T (α2)A
T (α1)M, J = diag(J1, J2, J2)

Ω2 = (ω2, 0, 0)
T + ω(r), ω(r) = B(α2)α̇2 + µ1A

T (α2)B(α1)α̇
(1)
1

(4)
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h = β−1{[(1 + β)2 + β2((w · er)2 −w2)]1/2 − 1} −w · er
Ω = ω1ea(α1)−A(α1)[B1(α2)α̇2 + ω2ea(α2)]

(5)

v = βvrer + v∥, v∥ = vϑeϑ + vφeφ, vr = −(1 + βξ)−2∇(s) ·
∫ ξ
0 (1 + βξ)v∥dξ

∇(s) ·Φ[v∥] = 0, Φ[v∥] =
∫ h
0 (1 + βξ)v∥dξ +

1
2(1 + βh)2[ẇ −Ω1 ×w]

∂vϑ
∂t

= − 1

1 + βξ

∂ p|ξ=0

∂ϑ
+

1

σ

(
∂2vϑ
∂ξ2

+ 2β
∂vϑ
∂ξ

)
+ Fϑ[v]

∂vφ
∂t

= − 1

1 + βξ

1

sinϑ

∂ p|ξ=0

∂φ
+

1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ 2β
∂vφ
∂ξ

)
+ Fφ[v]

F [v] = Fr[v]er + Fϑ[v]eϑ + Fφ[v]eφ = −µ(1 + βξ)Ω̇
(1)
1 × er−

−∇(s)(Ω1 × er · v)− vr∂v/∂ξ − βvrv − 2Ω1 × v +Ω1∇(s) · (er × v)+

+(1− βξ)[(er × v)∇(s) · (er × v)− 1
2∇

(s)(v2ϑ + v2φ)] +
β2

σ [∇(s)(∇(s) · v)−
−er ×∇(s)(∇(s) · (er × v))]− β

1+βξ∇
(s)
∫ ξ
0 Wdξ, W = v2ϑ + v2φ − 2Ω1 × v · er

(6)

vϑ|ξ=0 = −Ω · eφ, vϑ|ξ=h(ϑ,φ,t) = −β[ẇ −Ω1 ×w] · eϑ
vφ|ξ=0 = Ω · eϑ, vφ|ξ=h(ϑ,φ,t) = −β[ẇ −Ω1 ×w] · eφ

(7)

Q =
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

[
βσ−1(eϑ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0 + eφ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0)− p|ξ=0er

]
M = 8

3πβΩ+
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

[
eφ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0 − eϑ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0

] (8)

В качестве начальных условий для (4) и (6) задаются w|t=0, ẇ|t=0, ω2|t=0, α22 |t=0,
α̇22 |t=0, α32 |t=0, α̇32 |t=0, vϑ|t=0, vφ|t=0. Для скалярного f = f(ξ, ϑ, φ) и векторного
F = Fr(ξ, ϑ, φ)er + Fϑ(ξ, ϑ, φ)eϑ + Fϑ(ξ, ϑ, φ)eφ полей

∇(s)f =
∂f

∂ϑ
eϑ +

1

sinϑ

∂f

∂φ
eφ, ∇(s) · F =

1

sinϑ

(
∂

∂ϑ
(Fϑ sinϑ) +

∂Fφ

∂φ

)
(9)

Модельные уравнения (4), (6)-(8) представляют собой связанную посредством гра-
ничных условий (7) и условий связи (8) систему обыкновенных дифференциальных
уравнений (4) динамики абсолютно твердого тела и уравнений в частных производных
(6) – уравнения несжимаемости, уравнения баланса расхода жидкости и укороченных
уравнений Навье-Стокса, т.е. комбинированную динамическую систему (КДС) [6].
Функции a1(t), α

(1)
1 (t), ω

(1)
1 (t) являются входными, а функции w(t), α2(t), ω2(t) –

выходными. При неограниченном возрастании угловой скорости вращения подвеса,
т.е. σ → ∞, безразмерный параметр χ = (ρ2/ρ− 1)γσ−2 = const = O(1).

В равновесном состоянии величины w = w0, Ω = Ω(0), h = h0, v = v0, p = p0,
Q = Q0, M = M0 являются решением нелинейных краевых задач, которые следуют
из (1)-(9) при a1 = α

(1)
1 = ω

(1)
1 = 0, ()̇ = 0, ∂()/∂t = 0. Их асимптотическим интегриро-

ванием в [9] показано, что при поперечных нагрузках с ростом колебательного числа
Рейнольдса σ подвес быстро центрируется. При α

(0)
1 = (0,−1

2π, 0)
T , g = (0,−1, 0)T ,

a0 = (a0x, a0y, 0)
T , ω(0)

1 = 1 w0 = −20
9

(
1− 20

9 β
)
χ(a0x, 1 + a0y, 0)

Tσ−2+¯̄o(σ−2), σ → ∞,
что согласуется с результатами численного моделирования в [10].

Моделирование устойчивости
При выводе линейных уравнений возмущенного движения полагаем w = w0+µw1,

α2 = α
(0)
2 + µα

(1)
2 , ω2 = ω

(0)
2 + µω

(1)
2 , Ω = Ω(0) + µΩ(1), h = h0 + µh1, v = v(0) + µv(1),

p = p(0)+µp(1),Q = Q0+µQ1, M = M0+µM1, µ → 0. Величины w1, α
(1)
2 , ω(1)

2 , Ω(1), h1,
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v(1), p(1), Q1, M1 являются решением следующей системы линейных уравнений (на по-
движной границе выполняется снесение граничных условий на невозмущенную стенку
[11]), которая после преобразования Лапласа по времени f(t) → f̃(λ) =

∫∞
0 f(t)e−λtdt

принимает вид (символ ()̃ над изображениями Лапласа далее опущен)

β(ρ2/ρ− 1)λ2w = −γ(ρ2/ρ− 1)a1 +
3
4πQ− ((k1aλ+ k2a)w · ea(α(0)

1 ))ea(α
(0)
1 )−

−k2a[[((∂ea(α
(0)
1 )/∂α)α

(1)
1 ) ·w0]ea(α

(0)
1 ) + (w0 · ea(α(0)

1 ))(∂ea(α
(0)
1 )/∂α)α

(1)
1 ]

ρ2
ρ (JλΩ2 + ω(r) × J(ω

(0)
2 , 0, )T ) = 3

4π
β
σA

T (α
(0)
2 )AT (α

(0)
1 )M

Ω2 = (ω2, 0, 0)
T + ω(r), ω(r) = λ[B(α

(0)
2 )α2 +AT (α

(0)
2 )B(α

(0)
1 )α

(1)
1 ]

Ω = ω
(1)
1 ea(α

(0)
1 )−A(α

(0)
1 )[ω2ea(α

(0)
2 ) + [B1(α

(0)
2 )λ+ ω

(0)
2 (∂ea(α

(0)
2 )/∂α)]α2]+

+ω
(0)
1 (∂ea(α

(0)
1 )/∂α)α

(1)
1 − ω

(0)
2

[∑3
j=1 (∂A(α

(0)
1 )/∂αj)α1j

]
ea(α

(0)
2 )

(10)

h = −w · er + β[(1 + β)2 + β2((w0 · er)2 −w2
0)]

−1/2[(w0 · er)(w · er)−w ·w0]

v = βvrer + v∥, v∥ = vϑeϑ + vφeφ, vr = −(1 + βξ)−2∇(s) ·
∫ ξ
0 (1 + βξ)v∥dξ

Φ(L)[v∥] =
∫ h0

0 (1 + βξ)v∥dξ +
1
2(1 + βh0)

2(λw −Ω
(0)
1 ×w −Ω

(1)
1 ×w(0))

∇(s) ·Φ(L)[v∥] = 0, λvϑ = − 1

1 + βξ

∂ p|ξ=0

∂ϑ
+

1

σ

(
∂2vϑ
∂ξ2

+ 2β
∂vϑ
∂ξ

)
+ F (L)

ϑ [v]

λvφ = − 1

1 + βξ

1

sinϑ

∂ p|ξ=0

∂φ
+

1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ 2β
∂vφ
∂ξ

)
+ F (L)

φ [v]

F (L)[v] = F (L)
r [v]er + F (L)

ϑ [v]eϑ + F (L)
φ [v]eφ = F(L)[v]− λ(1 + βξ)Ω

(1)
1 × er−

−∇(s)(Ω
(1)
1 × er · v(0))− 2Ω

(1)
1 × v(0) +Ω

(1)
1 ∇(s) · (er × v(0))+

+2β(1 + βξ)−1∇(s)
∫ ξ
0 Ω

(1)
1 × v(0) · erdξ

F(L)[v] = F
(L)
r [v]er + F

(L)
ϑ [v]eϑ + F

(L)
φ [v]eφ = ∇(s)(Ω

(0)
1 × v · er)− v

(0)
r ∂v/∂ξ−

−vr∂v
(0)/∂ξ − βv

(0)
r v − βvrv

(0) − 2Ω
(0)
1 × v +Ω

(0)
1 ∇(s) · (er × v)+

+(1− βξ)[(er × v(0))∇(s) · (er × v) + (er × v)∇(s) · (er × v(0))−
−∇(s)(v

(0)
ϑ vϑ + v

(0)
φ vφ)] +

β2

σ [∇(s)(∇(s) · v)− er ×∇(s)(∇(s) · (er × v))]−
−β(1 + βξ)−1∇(s)

∫ ξ
0 W (L)dξ, W (L) = 2(v

(0)
ϑ vϑ + v

(0)
φ vφ −Ω

(0)
1 × v · er)

vϑ|ξ=0 = −Ω · eφ, vφ|ξ=0 = Ω · eϑ
vϑ|ξ=h0(ϑ,φ)

= β(Ω
(0)
1 ×w +Ω

(1)
1 ×w0 − λw) · eϑ − h(∂v

(0)
ϑ /∂ξ)

∣∣∣
ξ=h0(ϑ,φ)

vφ|ξ=h0(ϑ,φ)
= β(Ω

(0)
1 ×w +Ω

(1)
1 ×w0 − λw) · eφ − h(∂v

(0)
φ /∂ξ)

∣∣∣
ξ=h0(ϑ,φ)

Q =
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

[
βσ−1(eϑ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0 + eφ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0)− p|ξ=0er

]
M = 8

3πβΩ+
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

[
eφ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0 − eϑ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0

]

(11)

Аналогично [6], представим изображение реакций поддерживающего слоя в виде

Q = Q(Ω,1)(λ)Ω
(1)
1 +Q(w)(λ)w +Q(Ω)(λ)Ω

M = M (Ω,1)(λ)Ω
(1)
1 +M (w)(λ)w +M (Ω)(λ)Ω

(12)

Подстановка (12) в (10) приводит к системе линейных алгебраических уравнений от-
носительно изображений Лапласа возмущений выходных функций w(λ), α2(λ), ω2(λ),
позволяющей линейно выразить их через изображения Лапласа возмущений входных
функций a1(λ), α

(1)
1 (λ), ω(1)

1 (λ), т.е. найти передаточные функции. Ее определитель
D(λ), т.е. характеристический квазимногочлен КДС [2,6, 7], имеет вид
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D(λ) =

∣∣∣∣ Bww(λ) Bwα(λ)
Bαw(λ) Bαα(λ)

∣∣∣∣
Bww(λ) = β(ρ2/ρ− 1)λ2 diag(1, 1, 1) + (k1aλ+ k2a)B

(1) − 3Q(w)(λ)/(4π)

Bwα(λ) = 3Q(Ω)(λ)A(α
(0)
1 )B(3)(λ)/(4π)

Bαw(λ) = −3βAT (α
(0)
2 )AT (α

(0)
1 )M (w)(λ)/(4πσ)

Bαα(λ) =
ρ2
ρ [J1λ diag(1, 0, 0) + (Jλ2 + J1ω

(0)
2 B(2)λ)B(α

(0)
2 ) diag(0, 1, 1)]+

+3βAT (α
(0)
2 )AT (α

(0)
1 )M (Ω)(λ)A(α

(0)
1 )B(3)(λ)/(4πσ)

B(1) = ea(α
(0)
1 )[ea(α

(0)
1 )]T ; B(2) = [b

(2)
kj ], b

(2)
kj = δ2kδ

3
j − δ3kδ

2
j , k, j = 1, 2, 3

B(3)(λ) = A(α
(0)
2 ) diag(1, 0, 0) + (λB1(α

(0)
2 ) + ω

(0)
2 ∂ea(α

(0)
2 )/∂α) diag(0, 1, 1)

(13)

Пусть e
(3)
1 = (1, 0, 0)T , e(3)2 = (0, 1, 0)T , e(3)3 = (0, 0, 1)T . Столбцы входящих в выра-

жение (13) для характеристического квазимногочлена КДС матриц Q(w)(λ), Q(Ω)(λ),
M (w)(λ), M (Ω)(λ) находятся решением следующей краевой задачи:

h = [β[(1 + β)2 + β2((w0 · er)2 −w2
0)]

−1/2[(w0 · er)er −w0]− er] · e(3)j

v = βvrer + v∥, v∥ = vϑeϑ + vφeφ, vr = −(1 + βξ)−2∇(s) ·
∫ ξ
0 (1 + βξ)v∥dξ

Φ(L)[v∥] =
∫ h0

0 (1 + βξ)v∥dξ+{1
2(1 + βh0)

2(λe
(3)
j −Ω

(0)
1 × e

(3)
j ), 0}

∇(s) ·Φ(L)[v∥] = 0, λvϑ = − 1

1 + βξ

∂ p|ξ=0

∂ϑ
+

1

σ

(
∂2vϑ
∂ξ2

+ 2β
∂vϑ
∂ξ

)
+ F

(L)
ϑ [v]

λvφ = − 1

1 + βξ

1

sinϑ

∂ p|ξ=0

∂φ
+

1

σ

(
∂2vφ
∂ξ2

+ 2β
∂vφ
∂ξ

)
+ F (L)

φ [v]

vϑ|ξ=0 = {0,−e
(3)
j · eφ}, vφ|ξ=0 = {0, e(3)j · eϑ}

vϑ|ξ=h0(ϑ,φ)
= {β(Ω(0)

1 × e
(3)
j − λe

(3)
j ) · eϑ − h(∂v

(0)
ϑ /∂ξ)

∣∣∣
ξ=h0(ϑ,φ)

, 0}

vφ|ξ=h0(ϑ,φ)
= {β(Ω(0)

1 × e
(3)
j − λe

(3)
j ) · eφ − h(∂v

(0)
φ /∂ξ)

∣∣∣
ξ=h0(ϑ,φ)

, 0}

{Q(w)(λ)e
(3)
j , Q(Ω)(λ)e

(3)
j } =

∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ[βσ−1(eϑ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0+

+eφ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0)− p|ξ=0er], {M (w)(λ)e
(3)
j ,M (Ω)(λ)e

(3)
j } = {0, 83πβe

(3)
j }+

+
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ[eφ(∂vϑ/∂ξ)|ξ=0 − eϑ(∂vφ/∂ξ)|ξ=0], j = 1, 2, 3

(14)

Как следует из результатов [11], при |λ| ≫ 1, 0 < α < π/2, Reλ > − |λ| sinα элемен-
ты матриц Q(w)(λ), Q(Ω)(λ), M (w)(λ), M (Ω)(λ) являются аналитическими функциями.
При λ → ∞, Reλ > −∞ выполнялось асимптотическое интегрирование линейной кра-
евой задачи (14) на основе метода сращиваемых разложений. В результате найдено

Q(w)e
(3)
j = −λQ(j) +Ω

(0)
1 ×Qj , Q(j)(λ) = A

(j)
0 λ+A

(j)
1 λ1/2 +A

(j)
2 +O(λ−1/2),

j = 1, 2, 3, M (w)(λ) = O(λ1/2), Q(Ω)(λ) = O(λ−1/2), M (Ω)(λ) = 8
3π[(σλ)

1/2+

+2β] diag(1, 1, 1) +O(λ−1/2), A
(j)
0 = −

∫ 2π
0 dφ

∫ π
0 sinϑdϑp

(e)
0 er, A

(j)
1 =

= −
∫ 2π
0 dφ

∫ π
0 sinϑdϑ(p

(e)
1 +2βσ−1/2p

(e)
0 )er, A

(j)
2 = −

∫ 2π
0 dφ

∫ π
0 sinϑdϑ(p

(e)
2 +

+2βσ−1/2p
(e)
1 )er, ∇(s) · [h0∇(s)p

(e)
0 + 1

2(1 + βh0)
2e

(3)
j ] = 0

∇(s) · [h0∇(s)p
(e)
1 − βσ−1/2(1 + βh0)e

(3)
j − 2σ−1/2∇(s)p

(e)
0 ] = 0

∇(s) · [h0∇(s)p
(e)
2 + f − 2σ−1/2∇(s)p

(e)
1 − βσ−1∇(s)p

(e)
0 ] = 0, p

(e)
0,1,2 = p

(e)
0,1,2(ϑ, φ)

f = −(h0 + βh20)∇(s)(Ω
(0)
1 × er · ∇(s)p

(e)
0 ) + βh0Ω

(0)
1 × (h0er +w0)Λp

(e)
0 −
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−2h0Ω
(0)
1 ×∇(s)p

(e)
0 − 1

2 [(1 + βh0)Ω
(0)
1 × er · ∇(s)h0 −Ω

(0)
1 ×w0((1 + βh0)er−

−β∇(s)h0)](βe
(3)
j +∇(s)p

(e)
0 )− β

∫ h0

0 dξ∇(s)
∫ ξ
0 dξ∇(s)p

(e)
0 · v(0)−

−Λp
(e)
0

∫ h0

0 dξ(1− 3βξ)v(0) −
∫ h0

0 dξ(1− βξ)∇(s)(∇(s)p
(e)
0 · v(0))+

+(er ×∇(s)p
(e)
0 )
∫ h0

0 dξ(1−βξ)∇(s) · (er × v(0)), Λ() = ∇(s) · ∇(s)()

(15)

Из (13), (17) следует

lim
λ→∞

λ−11D(λ) = β3(ρ2/ρ− 1)3(ρ2/ρ)
3J1J

2
2 cosα

(0)
22

, Reλ > −∞

Аналогично [7, 12], аналитичность Q(w)(λ), Q(Ω)(λ), M (w)(λ), M (Ω)(λ) при умерен-
ных λ проверяется численно на основе принципа аргумента. При выполнении данного
условия подвес асимптотически устойчив, если [6, 7, 12]

∆
0⩽ω<∞

argD(iω) = 11
2 π (16)

Проекционный метод
Численное интегрирование модельных краевых задач выполнялось на основе про-

екционного метода Галеркина [13]. После отображения области, занимаемой поддер-
живающим слоем, на параллелепипед [0, 1] × [0, π] × [0, 2π] посредством перехода к
новой независимой координате x = ξ/h ∈ [0, 1] уравнения (6)-(8) принимают вид

v = βvrer + v∥, v∥ = vϑeϑ + vφeφ, vr = x(1 + βhx)−1v∥ · ∇(s)h−
−(1 + βhx)−2

∫ x
0 ∇(s) · (h(1 + βhx)v∥)dx, ∇(s) ·Φ[v∥] = 0

Φ[v∥] = h
∫ 1
0 (1 + βhx)v∥dx+ 1

2(1 + βh)2(ẇ −Ω1 ×w)

∂vϑ
∂t

= Ψϑ[v, p] =
ḣ

h
x
∂vϑ
∂x

− 1

1 + βhx

∂ p|x=0

∂ϑ
+

1

σ

(
1

h2
∂2vϑ
∂x2

+
2β

h

∂vϑ
∂x

)
+ Fϑ[v]

∂vφ
∂t

= Ψφ[v, p] =
ḣ

h
x
∂vφ
∂x

− 1

1 + βhx

1

sinϑ

∂ p|x=0

∂φ
+

1

σ

(
1

h2
∂2vφ
∂x2

+
2β

h

∂vφ
∂x

)
+

+Fφ[v], F [v] = −µ1(1 + βhx)Ω̇
(1)
1 × er +∇(sξ)(Ω1 × v · er)− h−1vr∂v/∂x−

−βvrv − 2Ω1 × v +Ω1∇(sξ) · (er × v) + (1− βhx)[(er × v)∇(sξ) · (er × v)−
−1

2∇
(sξ)(v2ϑ + v2φ)] + β2[∇(sξ)(∇(sξ) · v)− er ×∇(sξ)(∇(sξ) · (er × v))]/σ−

−βh(1 + βhx)−1
[
∇(s)

(
h
∫ x
0 Wdx

)
− xW∇(s)h

]
, W = v2ϑ + v2φ − 2Ω1 × v · er

vϑ|x=0 = −Ω · eφ, vϑ|x=1 = −β(ẇ −Ω1 ×w) · eϑ, vφ|x=0 = Ω · eϑ
vφ|x=1 = −β(ẇ −Ω1 ×w) · eφ; ∇(sξ) = ∇(s) − (h−1∇(s)h)x∂/∂x

(17)

Q =
∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ[βσ−1h−1(eϑ(∂vϑ/∂x)

∣∣
x=0

+ eφ(∂vφ/∂x)|x=0)− p|x=0er]

M = 8
3πβΩ+

∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφh−1[eφ(∂vϑ/∂x)|x=0 − eϑ(∂vφ/∂x)|x=0]/h

(18)

Дискретизация начально-краевой задачи (14) по независимым пространственным
переменным выполнялась на основе проекционного метода Галеркина с использова-
нием представлений

v∥ = ∇(s)U − er ×∇(s)V, p|x=0 =
∑N2

k=1

∑k
m=−k pkm(t)Y

(m)
k (ϑ, φ)

U(x, ϑ, φ, t) =
∑N1+2

n=0

∑N2
k=1

∑k
m=−k Unkm(t)Tn(2x− 1)Y

(m)
k (ϑ, φ)

V (x, ϑ, φ, t) =
∑N1+2

n=0

∑N2
k=1

∑k
m=−k Vnkm(t)Tn(2x− 1)Y

(m)
k (ϑ, φ), N1 ⩾ 7

2σ
1/4

Tn(z) = cos(n arccos z), skm = 2π(1 + δ0m)(k +m)![(2k + 1)(k −m)!]−1

Y
(m)
k (ϑ, φ) = s

−1/2
km P

(m)
k (cosϑ) cosmφ, m = 0, k, k = 0, 1, 2, ...,

Y
(−m)
k (ϑ, φ) = s

−1/2
km P

(m)
k (cosϑ) sinmφ, m = 1, k, k = 1, 2, 3, ...,

(19)
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P
(m)
k (z) = (1− z2)

m
2
dmPk(z)

dzm
, Pk(z) =

(−1)k

2kk!

dk

dzk
(1− z2)k, N2 ⩾ [3σ/(4β2)]1/3

Дискретизованные аналоги уравнений баланса расхода жидкости, Навье-Стокса и
граничных условий (17) принимают вид∫ π

0 sinϑdϑ
∫ 2π
0 dφΦ[v∥] · ∇(s)Y

(m)
k = 0, k = 1, N2, m = −k, k∫ π

0 sinϑdϑ
∫ 2π
0 dφ

∫ 1
0 dxTn(2x− 1)(∂v∥/∂t−Ψ[v, p]) · ∇(s)Y

(m)
k ≡

≡ 1
2

∑N1+2
l=0 A

(0)
nl U̇lkm −

∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

∫ 1
0 dxTn(2x− 1)Ψ[v, p] · ∇(s)Y

(m)
k = 0∫ π

0 sinϑdϑ
∫ 2π
0 dφ

∫ 1
0 dxTn(2x− 1)er × (∂v∥/∂t−Ψ[v, p]) · ∇(s)Y

(m)
k ≡

≡ 1
2

∑N1+2
l=0 A

(0)
nl V̇lkm −

∫ π
0 sinϑdϑ

∫ 2π
0 dφ

∫ 1
0 dxTn(2x− 1)er ×Ψ[v, p]·

·∇(s)Y
(m)
k = 0, Ψ[v, p] = Ψϑ[v, p]eϑ +Ψφ[v, p]eφ, n = 0, N1, k = 1, N2,

m = −k, k ;
∑N1+2

n=0 (−1)nUnkm = 0,
∑N1+2

n=0 Unkm = βS
(r)
km, k = 1, N2,m = −k, k∑N1+2

n=0 (−1)nVnkm = S
(v)
km,

∑N1+2
n=0 Vnkm = 0, k = 1, N2, m = −k, k

(S
(r)
1,1 , S

(r)
1,−1, S

(r)
1,0)

T = (43π)
1/2(Ω1 ×w − ẇ), S

(r)
km = 0, k = m = 0, k = 2, N2,

m = −k, k, S
(v)
km = −δ1k(

4
3π)

1/2(δ1mΩx + δ−1
m Ωy + δ0mΩz), A

(0)
nk =

∫ 1
−1 Tn(x)Tk(x)dx

(20)

С учетом (19), уравнения (4), (5), (18), (20) представляют собой записанную в неяв-
ной форме систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Ẏ = F(t,Y), Y|t=0 = Y0, Y = (wx, wy, wz, ẇx, ẇy, ẇz, ω2, α22 , α23 , α̇22 , α̇23 ,

Unkm, n = 1, N1, k = 1, N2,m = −k, k, Vnkm, n = 0, N1, k = 1, N2,m = −k, k)T

которая интегрируется численно жестко устойчивым ФДН-методом [14]. При этом ис-
пользуется быстрый алгоритм [15] вычисления матрицы Якоби ∂F(t,Y)/∂Y. Началь-
ные условия Y0 соответствуют равновесному состоянию, в котором F(−0,Y0) = 0.

После перехода к новой независимой пространственной переменной x = ξ/h0 ∈ [0, 1]
численное интегрирование линейной краевой задачи (14) выполняется аналогично
(19), (20), и сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений от-
носительно Фурье-коэффициентов.

Уравнения Лежандра (15) относительно соответствующих компонент давления на
поверхности внутренней сферы можно представить в виде

∇(s) · (h0∇(s)p+ f(ϑ, φ)) = 0 (21)

где f(ϑ, φ) – известная вектор-функция. Проекционный метод, позволяющий свести
численное интегрирование (21) к решению системы линейных алгебраических урав-
нений относительно Фурье-коэффициентов pkm, имеет вид

p =
∑N

k=1

∑k
m=−k pkmY

(m)
k (ϑ, φ)∫ π

0 sinϑdϑ
∫ 2π
0 dφ(h0∇(s)p+ f(ϑ, φ)) · ∇(s)Y

(m)
k = 0, k = 1, N,m = −k, k

Результаты моделирования устойчивости
Полагаем, что ось вращения внешней сферы горизонтальна,α(0)

1 = (0,−1
2π, 0)

T ,
g = (0,−1, 0)T , ω(0)

1 = 1, т.е. Ω(0)
1 = (0, 0, 1)T , и подвес подвержен воздействию ин-

тенсивных поперечных перегрузок. Исследуем устойчивость подвеса в окрестности
центрального положения, т.е. при малых относительных эксцентриситетах. Подвесу с
легким внутренним телом и безразмерными параметрами

β = 0.12, χ = −1.62, ρ2/ρ = 0.471, J1 = 0.833, J2 = 0.584, k1a = k2a = 1 (22)
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при σ = 18.26 соответствуют размерные радиус внутренней сферы R2 = 2.5 · 10−2

м, зазор между внешней и внутренней сферами δ = 3 · 10−3 м , угловая скорость
вращения внешней сферы Ωh = 207 рад/c, масса и моменты инерции ротора m =
5.86 · 10−2 кг, J1 = 3.05 · 10−5кгм2, J2 = 2.14 · 10−5кгм2, плотность и кинематическая
вязкость жидкости в поддерживающем слое ρ = 2 · 103 кг/м3, ν = 1, 02 · 10−4 м2/c [3].
При a0 = 0 (без перегрузок) равновесное состояние характеризуется практически
нулевым относительным эксцентриситетом |w0| = 0.005736 ≪ 1. Частотный годограф
представлен на рис. 3a. Здесь и далее частотные годографы показаны в специальном
масштабе u+ iv = |D(iω)|−1D(iω) ln(1 + |D(iω)|).

Рис. 3.

Приращение аргумента частотного годографа составляет 11
2 π, и в соответствии с

(16) сферический гидродинамический подвес асимптотически устойчив.
Подвесу с легким внутренним телом и безразмерными параметрами

β = 0.02, χ = −6.94, ρ2/ρ = 0.448, J1 = 0.833
J2 = 0.583, σ = 160, k1a = k2a = 1

(23)

соответствуют размерные радиус внутренней сферы R2 = 2 · 10−2м, зазор между
внешней и внутренней сферами δ = 4 · 10−4 м , угловая скорость вращения внеш-
ней сферы Ωh = 1000 рад/c, масса и моменты инерции ротора m = 3 · 10−2 кг,
J1 = 10−5 кгм2, J2 = 7 · 10−6 кгм2, плотность и кинематическая вязкость жидкости
в поддерживающем слое ρ = 2 · 103 кг/м3, ν = 10−6 м2/c [1]. Равновесное состояние
данного подвеса с повышенной угловой скоростью вращения при пятидесятикратной
перегрузке a0 = (0, 50, 0)Tхарактеризуется относительно небольшим эксцентрисите-
том |w0| = 0.0257. Частотный годограф приведен на рис. 3b. Приращение аргумен-
та частотного годографа составляет 11

2 π, и сферический гидродинамический подвес
асимптотически устойчив.

Равновесному состоянию подвеса с параметрами β = 0.12, σ = 18.26,γ = 9.16 ·
10−3,ρ2/ρ = 1.5,J1 = 0.833,J2 = 0.584,k1a = k2a = 1 (тяжелое внутреннее те-
ло) также соответствует достаточно малое значение относительного эксцентриситета
|w0| = 0.005733 ≪ 1. Частотный годограф показан на рис. 3с. Приращение аргумента
частотного годографа составляет 7

2π, и в соответствии с (16) сферический гидроди-
намический подвес неустойчив.
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Далее на рис. 4 приведены частотные годографы подвеса с параметрами (22) (лег-
кое внутреннее тело) при десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T и последующем
уменьшении колебательного числа Рейнольдса σ, чему соответствует увеличение от-
носительного эксцентриситета |w0| в равновесном состоянии. При σ = 10 |w0| = 0.173
(рис. 4a), σ = 7 |w0| = 0.299 (рис. 4b), σ = 4 |w0| = 0.625 (рис. 4c) приращение аргумен-
та частотного годографа составляет 11

2 π, и сферический гидродинамический подвес
устойчив. При σ = 3.06 (найдено бинарным делением) |w0| = 0.790 (рис. 4d) частот-
ный годограф проходит через начало координат, что соответствует границе устойчи-
вости. При σ = 3 |w0| = 0.801 (рис. 4e)) приращение аргумента частотного годографа
составляет 7

2π, и подвес неустойчив. Потеря устойчивости происходит при больших
эксцентриситетах, и подвес обладает значительным запасом устойчивости.

Рис. 4.

На рис. 5a для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (22) при
σ = 18.26, a0 = 0, µ = 1 и скачкообразном возрастании десятикратной перегрузки
a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T , где 1(t) – функция единичного скачка Хевисайда, приведены
зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). Как показывают
представленные данные, подвес в течение нескольких периодов вращения внешней
сферы переходит из одного равновесного состояния в другое.
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Рис. 5.

На рис. 5b для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (22) при σ =
18.26, постоянной начальной десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T , µ = 1 для
дальнейшего скачкообразного возрастания перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 ·
1(t), 0)T приведены зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t).
Здесь также переход из одного равновесного состояния в другое занимает несколько
периодов вращения внешней сферы.

На рис. 5c для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (23) при a0 = 0,
µ = 1 и скачкообразном возрастании перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T
приведены зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). По
сравнению с рис. 5a, увеличение колебательного числа Рейнольдса σ приводит к
уменьшению на порядок характерной величины смещений центра масс ротора. Одна-
ко скорость затухания переходного процесса также уменьшается на порядок.

На рис. 5d для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (23), постоянной
начальной десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T для дальнейшего скачкообразно-
го возрастания перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T и µ1 = 1 приведены
зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). По сравнению с
рис. 5b, здесь также на порядок уменьшается характерная величина смещений центра
масс ротора и скорость затухания переходного процесса.
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ON THE STABILITY OF SPHERICAL HYDRODYNAMIC SUSPENSION
1Saratov State University, Saratov, Russia

2Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov, Russia

Abstract. The stability of a spherical hydrodynamic suspension is investigated with full
consideration of the dependence of the fluid velocity distribution profile on the radial coordinate
in the supporting layer. A suspension with a light internal body is stable over a large range of
changes in relative eccentricity, and when the overloads change by an amount of about a dozen
accelerations of free fall, it moves from one equilibrium state to another. Suspension with a heavy
internal body is unstable.
Keywords: spherical hydrodynamic suspension, viscous incompressible fluid, hybrid dynamic
systems, frequency stability criterion, boundary value problems.
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Аннотация. На основе термодинамических соотношений получена связь между тензорами
упругости и тензорами упругих податливостей четвёртого и шестого рангов для изотропно-
го материала. Это позволило провести обращение нелинейной связи между напряжениями и
деформациями в частном случае гиперупругого изотропного материала при использовании
потенциала Мурнагана. На примере полимера Ertalon проведена оценка диапазона деформа-
ций, в котором полученное обращение является корректным.

Ключевые слова: конечные деформации, гиперупругий материал, упругие потенциалы, од-
ноосное сжатие.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.53.3.006

УДК: 539.3

Введение. В современной механике широкое распространение получили модели
нелинейных гиперупругих материалов. Одной из ключевых позиций таких моделей
является введение упругого потенциала, через частные производные от которого на-
ходят напряжения или деформации. В настоящее время известны многочисленные
варианты упругих потенциалов, обзоры которых приведены в работах [1–4]. Простей-
шие потенциалы второго порядка приводят к линейным соотношениям между напря-
жениями и деформациями, которые легко обращаются. Если связь между тензора-
ми напряжений и деформаций является нелинейной, то обращение этих соотноше-
ний представляет собой проблему. В монографии [1] рассмотрен вопрос об обращении
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нелинейных соотношений между напряжениями и деформациями в изотропной среде,
в том числе и при существовании упругого потенциала. Отмечается, что в общем слу-
чае нелинейной связи между напряжениями и деформациями задача об обращении
этой связи не имеет решения, а в случае гиперупругих материалов задача решается
через производящую функцию обратного преобразования — преобразования Лежанд-
ра.

В работах [5–8] упругий потенциал напряжений представляется разложением в ряд
по степеням тензора деформаций. В статье [5] предлагается термодинамический под-
ход к определению коэффициентов этого разложения. В работе [8] показано, что при
некоторых условиях такое разложение в случае изотропного материала совпадает с
известным потенциалом Мурнагана [9]. Работы [6, 7] посвящены определению свя-
зи между коэффициентами разложения потенциалов напряжений и деформаций для
анизотропных материалов с кубической симметрией свойств.

В данной статье на основе термомеханических соотношений будет получена связь
между тензорами упругости четвертого и шестого ранга, выражающимися через упру-
гие постоянные второго и третьего порядков, и тензорами упругой податливости так-
же четвертого и шестого рангов. Будет рассмотрен пример определения коэффици-
ентов податливости второго и третьего порядков для полимерного материала, и уста-
новлен диапазон деформаций, в котором обращение нелинейных соотношений даёт
удовлетворительный результат.

1. Некоторые соотношения термомеханики. Рассмотрим однородное упру-
гое тело из изотропного материала. Пусть в результате механических и тепло-
вых воздействий в теле возникает однородное напряженно-деформированное состоя-
ние. Конечные деформации описываются тензором деформаций Коши–Грина εεε =
1
2

(
Φ ·ΦT −E

)
, где Φ –– тензор-аффинор деформаций [2], E — единичный тензор.

Напряженное состояние характеризуется тензором истинных напряжений Коши S.
Известно [1-3], что удельная (отнесенная к единице массы) мощность напряжений
определяется выражением

N (i) = − 1

ρ0
T · ·εεε,

ρ0 — плотность материала в начальном состоянии, T = Φ−T · JS · Φ−1 — вто-
рой тензор Пиолы–Кирхгоффа (энергетический тензор напряжений), J = dV

dV0
––

относительное изменение элементарного объёма. Двумя точками обозначено двой-
ное скалярное произведение тензоров в ортонормированном векторном базисе ei:
T · ·εεε = T ijeiej · ·εklekel = T ijεij , так как ei · ej = δij .

В термомеханике [1-3] вводятся термодинамические потенциалы:
удельная внутренняя энергия

U = U(εεε, s); (1.1)

удельная свободная энергия
Ψ = Ψ(εεε, T ); (1.2)

потенциал Гиббса
G = G(T, T ), (1.3)

удельная энтальпия
H = H(T, s). (1.4)
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Потенциалы (1.1)–(1.4) отнесены к единице массы среды и рассматриваются как
функции деформаций εεε, напряжений T, удельной энтропии s и абсолютной темпе-
ратуры среды T . Термодинамические потенциалы (1.1)–(1.4) связаны между собой
известными соотношениями [2]:

Ψ = U − sT, G = Ψ− 1

ρ0
T · ·εεε, H = U − 1

ρ0
T · ·εεε. (1.5)

Рассмотрим равновесный обратимый процесс однородного деформирования среды,
для которого справедливы законы изменения внутренней энергии и энтропии в ви-
де [2]:

dU =
1

ρ0
T · ·dεεε+ d′Q(e), d′Q(e) = Tds. (1.6)

Исключая из законов (1.6) внешнее тепловое воздействие d′Q(e), получим тождество
Гиббса

dU =
1

ρ0
T · ·dεεε+ Tds, (1.7)

из которого следуют выражения для напряжений и температуры

T = ρ0
∂U

∂εεε
, T =

∂U

∂s
. (1.8)

Из соотношений (1.5) и тождества Гиббса (1.7) получается основное термомехани-
ческое соотношение

dΨ =
1

ρ0
T · ·dεεε− sdT, (1.9)

из которого следуют выражения для напряжений и энтропии

T = ρ0
∂Ψ

∂εεε
, s = −∂Ψ

∂T
. (1.10)

Основное термомеханическое соотношение в форме Гиббса имеет вид

dG = − 1

ρ0
εεε · ·dT− sdT, (1.11)

из которого следуют выражения для деформаций и энтропии

εεε = −ρ0
∂G

∂T
, s = −∂G

∂T
. (1.12)

Наконец, на основании соотношений (1.5) и (1.7) получаем закон изменения энталь-
пии

dH = − 1

ρ0
εεε · ·dT+ Tds (1.13)

и выражения для деформаций и температуры

εεε = −ρ0
∂H

∂T
, T =

∂H

∂s
. (1.14)

Одним из возможных подходов к конкретизации упругой среды является задание
одной из функций (1.1)–(1.4) и дальнейшее определение параметров состояния по
формулам (1.8), (1.10), (1.12) или (1.14).
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Пусть рассматриваемый процесс является изотермическим, то есть происходит при
постоянной температуре T = T0. В этом случае из соотношений (1.9) и (1.11) следует,
что

dΨ|T=T0
=

1

ρ0
T · ·dεεε, dG|T=T0

= − 1

ρ0
εεε · ·dT. (1.15)

Для изотермического процесса введём в рассмотрение упругие потенциалы

W (εεε) = ρ0Ψ(εεε, T0), V (T) = ρ0G(T, T0), (1.16)

которые отнесены к единице начального объёма деформируемого тела. Из соотноше-
ний (1.5) следует, что между потенциалами (1.16) существует связь:

V (T) = W (εεε)−T · ·εεε.

На основании (1.15), (1.16) напряжения и деформации в изотермическом процессе
определяются выражениями:

T =
∂W

∂εεε
, εεε = −∂V

∂T
, (1.17)

а вопрос о конкретизации среды заключается в задании вида потенциала W (εεε) или
V (T).

Если рассматриваемый процесс является адиабатическим, то есть происходящим
без теплообмена с окружающей средой, то в нём не происходит изменение энтропии
s = s0. В этом случае из соотношений (1.7) и (1.13) следует, что

dU |s=s0
=

1

ρ0
T · ·dεεε, dH|s=s0

= − 1

ρ0
εεε · ·dT. (1.18)

В адиабатическом процессе могут быть введены упругие потенциалы

Wa(εεε) = ρ0U(εεε, s0), Va(T) = ρ0H(T, s0), (1.19)

а напряжения и деформации определяются соотношениями

T =
∂Wa

∂εεε
, εεε = −∂Va

∂T
.

Следует отметить, что даже если потенциалы (1.16) и (1.19) совпадают по форме,
входящие в них материальные константы или функции должны определяться из экс-
периментов, условия реализации которых обеспечивают неизменность температуры
для потенциалов W (εεε) и V (T) или неизменность энтропии для потенциалов Wa(εεε)
и Va(T). В первом случае обычно проводят квазистатические нагружения тела, а во
втором случае –– динамические.

2. Упругий потенциал Мурнагана. Одним из наиболее известных и часто при-
меняемых для сжимаемых упругих материалов потенциалов является потенциал Мур-
нагана, предложенный в работе [9]. В терминах тензора деформаций Коши–Грина
потенциал Мурнагана записан в работах [10, 11] в виде

W =
1

2
λJ2

1 (εεε) +GJ2(εεε) +
1

6
(ν1 + 6ν2 + 8ν3) J

3
1 (εεε)− 2 (ν2 + 2ν3) J1(εεε)J2(εεε) + 4ν3J3(εεε),

(2.1)
где λ, G –– константы упругости Ламе, ν1, ν2, ν3 –– константы упругости третьего
порядка, J1(εεε), J2(εεε), J3(εεε) –– алгебраические инварианты тензора деформаций Коши–
Грина.
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Если обозначить 1
2ν1 + ν2 = l, ν2 +2ν3 = m, 4ν3 = n, то выражение (2.1) принимает

вид

W =
1

2
λJ2

1 (εεε) +GJ2(εεε) +
1

3
(l + 2m)J3

1 (εεε)− 2mJ1(εεε)J2(εεε) + nJ3(εεε), (2.2)

где l, m, n –– константы Мурнагана.
В работах многих авторов [5–8] предлагалось разложение потенциала W (εεε) в ряд

по степеням εεε. Если в начальном состоянии напряжения и деформации в теле от-
сутствуют εεε0 = 0, T = 0, то первые два ненулевых члена такого разложения имеют
вид

W (εεε) =
1

2
NIV · · · ·εεεεεε+ 1

6
NV I · · · · · ·εεεεεεεεε. (2.3)

Аналогичное представление может быть записано и для потенциала V (T):

V (T) = −1

2
AIV · · · ·TT− 1

6
AV I · · · · · ·TTT. (2.4)

Тензоры упругости NIV , NV I и тензоры упругой податливости AIV , AV I из соот-
ношений (2.3), (2.4) являются постоянными тензорами упругих констант четвёртого
и шестого рангов, для компонент которых в ортонормированном базисе выполняются
условия симметрии

N ijkl = N jikl = N ijlk = Nklij ,

N ijklmn = N jiklmn = N ijlkmn = N ijklnm = N ijmnkl = Nklijmn.

В работе [8] показано, что в изотропном материале потенциал (2.3) совпадает с
потенциалом (2.1). При условии постоянства тензоров NIV , NV I и AIV , AV I из пред-
ставлений (2.3) и (2.4) следуют их выражения через частные производные от упругих
потенциалов:

NIV =
∂2W

∂εεε2

∣∣∣∣
εεε=0

; NV I =
∂3W

∂εεε3

∣∣∣∣
εεε=0

; AIV = −∂2V

∂T2

∣∣∣∣
T=0

; AV I = −∂3V

∂T3

∣∣∣∣
T=0

.

(2.5)
Запишем соотношения, определяющие связь между напряжениями и деформация-

ми для гиперупругого материала. На основании представлений (2.3) и (2.4) из выра-
жений (1.17) получим

T = NIV · ·εεε+ 1

2
NV I · · · ·εεεεεε, (2.6)

εεε = AIV · ·T+
1

2
AV I · · · ·TT. (2.7)

Тогда тензоры упругости и тензоры упругой податливости можно выразить через
производные от напряжений и деформаций в виде

NIV =
∂T

∂εεε

∣∣∣∣
εεε=0

; NV I =
∂2T

∂εεε2

∣∣∣∣
εεε=0

; AIV =
∂εεε

∂T

∣∣∣∣
T=0

; AV I =
∂2εεε

∂T2

∣∣∣∣
T=0

. (2.8)

Будем считать, что соотношения (2.6) и (2.7) описывают связь между напряжения-
ми и деформациями для одного и того же материала. С точки зрения общего подхода
к обращению связи между тензорами, изложенному в монографии [1], соотношения
(2.7) являются «обратными» по отношению к соотношениям (2.6). Тогда между тензо-
рами NIV , NV I и AIV , AV I имеется связь. В работах [5-7] предложено устанавливать
эту связь на основании приведенных выше термодинамических соотношений.
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Для тензоров T и εεε, характеризующих однородное напряженно-деформированное
состояние в материале, справедливо соотношение:

∂T

∂εεε
· · ∂ε

εε

∂T
= IIV , (2.9)

где IIV –– единичный тензор четвёртого ранга [2].
В окрестности начального состояния, когда εεε = 0, T = 0, из соотношений (2.9) и

(2.8) получим известную связь между тензорами NIV и AIV :

NIV · ·AIV = IIV = AIV · ·NIV . (2.10)

Продифференцируем соотношение (2.9) по тензору напряжений T:(
∂2T

∂εεε2
(··) ∂ε

εε

∂T

)
· · ∂ε

εε

∂T
+

∂T

∂εεε
· · ∂

2εεε

∂T2
= 0. (2.11)

В этом выражении символом (··) обозначена свёртка левой диады тензора четвёр-
того ранга со второй (средней) диадой тензора шестого ранга, которая выполняется
по правилу:

NV I(··)AIV = N ijklmneiejekelemen(··)Apqrsepeqeres = N ijqpmnApqrseiejeresemen.

На основании соотношений (1.17) выражение (2.11) записывается через упругие
потенциалы (1.16)

−
(
∂3W

∂εεε3
(··)
(
−∂2V

∂T2

))
· ·
(
−∂2V

∂T2

)
+

∂2W

∂εεε2
· ·
(
−∂3V

∂T3

)
= 0.

С учетом определений (2.8), в окрестности начального состояния получим(
NV I(··)AIV

)
· ·AIV +NIV · ·AV I = 0. (2.12)

Умножим (2.12) слева на тензор AIV и, учитывая (2.10), после преобразований
получим выражение для тензора упругой податливости материала шестого ранга в
виде

AV I = −AIV · ·
(
NV I(··)AIV

)
· ·AIV . (2.13)

Таким образом, если в потенциалах (2.3) и (2.4) тензоры NIV , NV I и AIV , AV I свя-
заны соотношениями (2.10) и (2.13), то с их помощью можно описывать напряженно-
деформированное состояние в одном и том же материале. Следует ожидать, что по-
добное «обращение» нелинейной связи между напряжениями и деформациями ока-
зывается справедливым только в некотором диапазоне деформаций, поскольку опре-
деления тензоров упругости и тензоров упругой податливости (2.5) и (2.8) приведены
в окрестности состояния, когда напряжения и деформации в материале отсутствуют.
Рассмотрим пример «обращения» соотношений между напряжениями и деформация-
ми в изотропном материале и для полимера Ertalon найдем, в каком диапазоне такое
обращение даёт удовлетворительные результаты.

3. Упругие константы второго и третьего порядков для изотропного ма-
териала. В работе [2] предложено тензоры, входящие в потенциал (2.3), представлять
разложениями по инвариантным относительно группы симметрии материала базис-
ным тензорам. Для этого удобно определить тензорные базисы второго, четвёртого и
шестого рангов:

I0 =
1√
3
(e1e1 + e2e2 + e3e3), I1 =

1√
6
(2e3e3 − e1e1 − e2e2), I2 =

1√
2
(e1e1 − e2e2),
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I3 =
1√
2
(e1e2 + e2e1), I4 =

1√
2
(e2e3 + e3e1), I5 =

1√
2
(e3e1 + e1e3); (3.1)

Iαβ =
1

2

(
IαIβ + IβIα

)
; (3.2)

Iαβγ =
1

6

(
IαIβIγ + IαIγIβ + IβIαIγ + IβIγIα + IγIαIβ + IγIβIα

)
. (3.3)

В работах [2, 12] установлено, что для изотропного материала инвариантными от-
носительно полной группы ортогональных преобразований являются тензоры

I0; Ω(1) = I00, Ω(2) = I11 + I22 + I33 + I44 + I55;

B(1) = I000, B(2) = I011 + I022 + I033 + I044 + I055,

B(3) =
2√
6
I111 − 6√

6

(
I122 + I133

)
+

3√
6

(
I144 + I155

)
+

3√
2

(
I255 − I244 + 2I345

)
.

Тогда тензоры четвертого ранга NIV и AIV , входящие в соотношения (2.6) и (2.7),
представляются в виде

NIV = N1Ω
(1) +N2Ω

(2), AIV = A1Ω
(1) +A2Ω

(2). (3.4)

Разложения (3.4) совпадают с разложениями этих тензоров по собственным упру-
гим состояниям изотропного материала [2]. Это обстоятельство в дальнейшем суще-
ственно облегчает проводимые преобразования. Коэффициенты N1 и N2 разложения
(3.4) связаны с константами упругости изотропного материала: N1 = 3K, N2 = 2G,
где K = λ+ 2

3G –– модуль объёмной упругости, G –– модуль сдвига.
Аналогично записываются разложения для тензоров шестого ранга:

NV I = n1B
(1) + n2B

(2) + n3B
(3), AV I = a1B

(1) + a2B
(2) + a3B

(3). (3.5)

Входящие в (3.5) коэффициенты n1, n2, n3 связаны с константами упругости тре-
тьего порядка ν1, ν2, ν3 и константами Мурнагана l, m, n, входящими в потенциалы
(2.1) и (2.2), соотношениями

n1 = 3
√
3ν1 + 6

√
3ν2 +

8√
3
ν3 = 6

√
3l +

2n√
3
,

n2 = 6
√
3ν2 + 8

√
3ν3 = 6

√
3m−

√
3n, n3 = 4ν3 = n. (3.6)

Подставляя тензоры (3.4) в соотношения (2.10) и учитывая, что Ω(α) · ·Ω(β) =

δαβΩ
(α), получим выражения для коэффициентов упругой податливости

A1 =
1

N1
, A2 =

1

N2
. (3.7)

Подставляя разложения тензоров (3.4), (3.5) в соотношения (2.13), путём непосред-
ственных вычислений получим выражения для коэффициентов упругой податливости
третьего порядка:

a1 = −A3
1n1, a2 = −A1A

2
2n2, a3 = −A3

2n3. (3.8)

Для материала Ertalon известны упругие константы N1 = 17, 04ГПа, N2 = 2, 74ГПа,
n1 = −110, 48ГПа, n2 = −755, 35ГПа, n3 = −5, 77ГПа [13], тогда по формулам
(3.7) и (3.8) вычислим коэффициенты упругой податливости этого материала: A1 =
0, 059ГПа−1, A2 = 0, 0365ГПа−1, a1 = 0, 022ГПа−2, a2 = 0, 59ГПа−2, a3 = 0, 28ГПа−2.

Рассмотрим одноосное нагружение призматического образца из материала Ertalon с
тензором напряжений T = σe1e1. Решение задачи об одноосном растяжении (сжатии)
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приведено в работе [13] и в случае связи между напряжениями и деформациями в виде
соотношения (2.6) имеет вид

σ =
1

3
(N1 + 2N2)ε11 +

2

3
(N1 −N2)ε22 +

1

6
√
3
n1(ε11 + 2ε22)

2+

+
1

9
√
3
n2(ε11 + 2ε22)(ε11 − ε22) +

1

9

(
n2√
3
+ 2n3

)
(ε11 − ε22)

2,

(3.9)

где поперечные деформации ε22 находятся из условия равенства нулю напряжений
T 22 = T 33 = 0 из уравнения

1

3
(N1 −N2)ε11(ε11 + 2ε22) +

1

3
(2N1 +N2)ε22 +

1

6
√
3
n1(ε11 + 2ε22)

2−

− 1

18
√
3
n2(ε11 + 2ε22)(ε11 − ε22) +

1

9

(
n2√
3
− n3

)
(ε11 − ε22)

2 = 0.

(3.10)

Если напряжения и деформации связаны соотношением (2.7), то решение задачи
об одноосном нагружении имеет более простой вид:

ε11 =
1

3
(A1 + 2A2)σ +

1

54

(
3
√
3a1 + 4

√
3a2 + 12a3

)
σ2, (3.11)

ε22 =
1

3
(A1 −A2)σ +

1

54

(
3
√
3a1 +

√
3a2 − 6a3

)
σ2, (3.12)

Связь между напряжениями и деформациями при одноосном растяжении (сжатии)
имеет вид (3.9) или (3.11) при использовании определяющих соотношений (2.6) или
«обратных» к ним соотношений (2.7). Корректность соотношений (3.7) и (3.8) можно
проверить, построив графики зависимостей напряжений от деформаций (3.9) и (3.11).
На рисунке 1 построены зависимости σ(λ), где λ =

√
1 + 2ε11 –– удлинение образца

в осевом направлении, построенные по «прямым» соотношениям (3.9) (красная кри-
вая) и по «обратным» соотношениям (3.11) (синяя кривая). На рисунке 2 приведены
результаты расчета поперечных деформаций ε22(λ) по соотношениям (3.10) (красная
кривая) и (3.12) (синяя кривая).

Из рисунков видно, что построенные кривые практически полностью совпадают в
диапазоне изменения удлинений от λ = 0, 95 при сжатии до λ = 1, 05 при растяже-
нии. При больших деформациях между кривыми возникают различия, которые при
удлинении λ = 0, 91 достигают 12%, а при λ = 1, 08 –– 8%. При описании поперечных
деформаций переход от соотношений (3.7) к соотношениям (3.8) является корректным
в диапазоне удлинений от λ = 0, 95 при сжатии до λ = 1, 09 при растяжении. Таким об-
разом, для рассмотренного материала диапазон деформаций, в котором «обращение»
соотношений нелинейной упругости даёт удовлетворительный результат, составляет
примерно 5% деформаций при сжатии и при растяжении.
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Рис. 1. Зависимость осевых напряжений от удлинения

Рис. 2. Зависимость поперечных деформаций от удлинения
Выводы. В работе приведено решение задачи об «обращении» соотношений нели-

нейной упругости, основанное на применении термодинамического подхода к постро-
ению упругих потенциалов. Установлена общая форма связи между тензорами упру-
гости и тензорами упругой податливости четвёртого и шестого рангов. Для изотроп-
ного материала найдены выражения коэффициентов упругой податливости второго и
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третьего порядков через константы упругости второго и третьего порядков. На при-
мере решения задачи об одноосном растяжении (сжатии) призматического образца
из полимера Ertalon показано, что полученное «обращение» соотношений нелинейной
упругости даёт удовлетворительное совпадение кривых σ(λ) и ε22(λ), построенных по
обращенным моделям, в диапазоне изменения деформаций приблизительно ±0, 05.
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Abstract. On the basis of thermodynamic relations, the relationship between elasticity tensors
and elastic compliance tensors of the fourth and sixth ranks for an isotropic material is obtained.
This made it possible to invert the nonlinear relationship between stresses and deformations in
the particular case of a hyperelastic isotropic material using the Murnaghan potential. Using the
Ertalon polymer as an example, an assessment of the deformation range in which the obtained
inversion is correct was carried out.
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В производстве деталей летательных аппаратов, составляющих внешние поверх-
ности аэродинамических обводов планера, широко применяется процесс формования
листовых заготовок путем обтяжки. В процессе обтяжки плоская заготовка одновре-
менно растягивается и изгибается по жесткому пуансону до полного её прилегания и
достижения предела текучести в наименее растянутой зоне.

Технологическая подготовка производства листовых деталей летательных аппара-
тов переменной кривизны с применением современного обтяжного оборудования с
числовым программным управлением (ЧПУ) включает [1]:

- выбор обтяжного оборудования;
- проектирование оснастки;
- разработку технологического процесса изготовления детали;
- разработку управляющих программ (УП) для ЧПУ обтяжного оборудования.
На начальном этапе разработки технологии, технологу необходимо предваритель-

но проанализировать геометрию детали, разработать технологический процесс, с уче-
том специфических особенностей процесса обтяжки проработать геометрию пуансона,
на основании которого разработать управляющую программу. Разработка УП для
ЧПУ обтяжного оборудования фирмы ACB выполняется с использованием CAM-
системы S3F, которая выполняет моделирование процесса формообразования заго-
товки и транслирует траектории движения рабочих органов пресса в управляющий
код для соответствующей модели пресса [2].

На траекторию движения рабочих органов пресса значительное влияние оказыва-
ют такие параметры как размеры заготовки и размещение пуансона на столе пресса.
При проработке крупногабаритных деталей сложной пространственной формы, когда
движение концов заготовки ограничено габаритами пресса, неправильно выбранные
параметры размещения пуансона и размеров заготовки могут привести к тому, что
для движения концов заготовки не хватит кинематических возможностей пресса. Так-
же существует опасность контакта зажимов пресса с технологической подставкой под
пуансон, что в системе S3F, при расчете УП, никак не учитывается. Данное явле-
ние возможно выявить только при отработке процесса обтяжки реальной детали на
прессе и, в случае выявления коллизии зажима и оснастки, потребуется дополнитель-
ный пересчет УП с новыми параметрами размера заготовки или положения пуансона
на столе пресса. Таким образом, при отработке технологии формообразования круп-
ногабаритных деталей сложной пространственной формы, ключевыми параметрами,
влияющими на процесс, являются геометрия заготовки и пуансона, а также положе-
ние пуансона относительно стола обтяжного оборудования.

Кроме того, при разработке управляющих программ в CAM-системе S3F необходи-
мо учитывать следующие ограничения:

- независимо от формы детали применяется схема обтяжки — изгиб с последующим
растяжением;

- отсутствует возможность определить необходимый уровень деформаций при ка-
либрующем растяжении (она задается пользователем);

- отсутствует возможность определения остаточных напряжений в детали после
разгрузки (явление пружинения);

- отсутствует возможность корректировки траектории перемещения управляющих
органов пресса.

Существующие в S3F ограничения по оценке и корректировке процесса обтяжки
затрудняет разработку УП для конструктивно и технологически сложных деталей.
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Это может приводить к созданию неоптимального процесса обтяжки, в результате
которого будут получаться детали, требующие большого объема доводочных работ.
Разработка оптимальной технологии обтяжки листовых заготовок, опираясь только
лишь на CAM-систему S3F, требует длительного много-итерационного поиска раз-
личных технологических параметров, включающего отработку на прессе и доработку
оснастки. На качество проводимого технологом анализа результатов и корректиров-
ку технологических параметров влияют недостаточная полнота информации, полу-
чаемая от S3F, а также длительность проверки результатов изменений (отработка
процесса обтяжки).

Существует множество работ, в которых рассматриваются вопросы поиска опти-
мальных параметров процесса формообразования заготовок на обтяжном оборудова-
нии, где кинематические схемы формообразования приведены в виде плоских меха-
низмов [3], [4], [5], [6], [7], [8]. Данные решения могут показать хороший результат при
формообразовании относительно простых деталей с одинарной кривизной и симмет-
рией в направлении обтяжки, но для более сложных деталей с двойной кривизной, не
имеющих симметрии данные решения будут не столь эффективны [9], [10], [11].

Для снижения материальных и временных затрат на разработку и внедрение тех-
нологии изготовления обшивок двойной кривизны с использованием процесса обтяж-
ки листовых заготовок предлагается в процесс разработки управляющих программ
включить дополнительные инструменты численного моделирования, которые обеспе-
чат технолога полным объемом информации на ранних этапах разработки технологии.

Для реализации предложенного подхода необходимо решить следующие задачи:
1. Произвести кинематический анализ обтяжного пресса FET и разработать мате-

матическую модель, позволяющую производить расчет УП для этого типа оборудо-
вания;

2. Разработать математическую модель процесса формообразования листовой за-
готовки методом обтяжки;

3. Произвести апробацию предложенных решений и внедрить их при разработке
технологии изготовления окантовки двери.

Кинематический анализ обтяжного пресса FET для моделирования про-
цесса обтяжки

В промышленности существует множество видов обтяжного оборудования с различ-
ной кинематикой, позволяющей реализовывать различные режимы деформирования
заготовок. Одним из наиболее подвижных, и вместе с тем сложных в управлении,
является гидравлический пресс поперечной обтяжки типа FET. Его параллельная
кинематическая схема обеспечивает высокую подвижность зажимных устройств при
высоких нагрузках (рис. 1). Пресс имеет два прямолинейных зажимных устройства,
которые построены по типу пространственного механизма с замкнутой кинематиче-
ской цепью. Позиционирование каждого зажимного устройства осуществляется за
счет изменения длины четырех гидроцилиндров: двух горизонтальных и двух вер-
тикальных. При условии симметрии проведен анализ кинематики одного зажимного
устройства обтяжного пресса FET [12], [13].

Управление механизмов параллельной структуры невозможно без решения прямой
и обратной задач кинематики зажимного устройства, которые решаются сложнее, чем
для традиционных манипуляторов [14], [15]. Прямая задача кинематики определяет
положение выходного звена (зажимного устройства) в пространстве при заданном
положении обобщённых координат (длина гидроцилиндра или штанги), а обратная
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Рис. 1. Внешний вид обтяжного пресса поперечного действия типа FET

кинематическая задача определяет положение обобщённых координат при заданном
положении зажимного устройства в пространстве.

Для позиционирования зажимного устройства пресса, с четырьмя активными гид-
роцилиндрами, решаются прямая и обратная задачи кинематики [16]. Решение об-
ратной задачи, реализованное на основе матричного аппарата однородных преобра-
зований, заключается в определении длины активных управляющих гидроцилиндров
пресса по координатам положения зажимного устройства, реализованное на основе
матричного аппарата однородных преобразований. На основе полученных кинемати-
ческих зависимостей для определения положения рабочих органов обтяжного пресса
FET и построенных решений прямой и обратной задач кинематики разработана про-
грамма для ПЭВМ FET-NCTrans с реализованной математической моделью системы
управления зажимами пресса.

Численное моделирование процесса формообразования обтяжкой листовой заго-
товки выполняется методом конечных элементов [17] в CAE-системе MSC.Marc [18].
При постановке задачи учитывается геометрическая, физическая и контактная нели-
нейность. Граничные условия задаются на основе траектории перемещений зажимов,
рассчитанной в FET-NCTrans по заданной УП. FET-NCTrans позволяет определить
траектории перемещения зажимов с учетом разного калибровочного растяжения.

Оптимизация траектории движения зажимов обтяжного пресса может быть выпол-
нена численным методом решения задач оптимального управления процессом обтяж-
ки листовой заготовки [19].

Формулировка задачи оптимизации при формообразовании тонкостен-
ных конструкций обтяжкой

Обозначим через x1, x2, x3 — локальную систему координат панели заготовки, а че-
рез y1, y2, y3 — глобальную (исходную) систему координат, задающую расположение
пуансона (центр данных систем координат и оси x3, y3 совпадают). Таким образом,
расположение заготовки относительно пуансона определяется углом поворота α осей
x1, x2 вокруг x3 (рис. 2). Задачи деформирования заготовки обтяжкой формулируют-
ся в глобальной системе координат y1, y2, y3.

Пусть V (α) ⊂ R3 — область деформируемого тела с границей S(α). Область зада-
ния краевых смещений – Sb(α). Контактная поверхность пуансона с деформируемым
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Рис. 2. Расположение детали относительно пуансона (1 — пуансон, 2 — деталь).

телом обозначается через Sc(α) (Sc ⊂ S). То есть в зависимости от угла поворо-
та α заготовки относительно пуансона для обеспечения необходимой заданной оста-
точной формы заготовки будут меняться размеры заготовки, геометрия пуансона и
траектория перемещений зажимов (граничные условия на Sb(α)). Обозначим через
u = (u1, u2, u3), ũ = (ũ1, ũ2, ũ3) — векторы текущих, остаточных перемещений дефор-
мируемого тела.

Моделирование процесса обтяжки включает решение задачи деформирования в
пластичности и упругой разгрузки. Задачи механики могут формулироваться вари-
ационными принципами с функционалами относительно скоростей (в общей Лагран-
жевой формулировке (TL) [20], [21]) с учетом параметра α:

J1(u̇) = Wc(α) + a(u̇, u̇), приu̇|Sb(α) = u̇∗(α), J2( ˙̃u) = Wc(α) + a( ˙̃u, ˙̃u) (1)

где Wc — контактный потенциал [20], [21]; потенциальные формы a(u̇, δu̇) =∫
V

∂E(u̇i,j)

∂u̇i,j
δu̇i,jdV , a( ˙̃u, ˙̃u) =

∫
V

∂Ẽ( ˙̃ui,j)

∂ ˙̃ui,j
δ ˙̃ui,jdV , E(u̇i,j) = 1

2cijklε̇ij ε̇kl − cijklε̇ij ε̇
p
kl +

1
2σij u̇k,iu̇k,j , Ẽ( ˙̃ui,j) =

1
2cijkl

˙̃εij ˙̃εkl − cijkl ˙̃εij ε̇
p
kl +

1
2 σ̃ij

˙̃uk,i ˙̃uk,j , cijkl — компоненты тензо-
ра упругих констант; ε̇pij — компоненты скоростей пластических деформаций (ε̇pij =

λ
∂f

∂σij
, λ > 0, уравнение f = 0 определяет поверхность текучести в пространстве ком-

понент девиатора тензора напряжений [20]), ε̇ij , ˙̃εij — компоненты скорости текущих
и остаточных деформаций Грина-Лагранжа, σij , σ̃ij — компоненты текущего и оста-

точного второго тензора напряжений Пиола-Кирхгофа, ui,j =
∂ui
∂xj

, i, j, k, l = 1, 2, 3.

Задача оптимального деформирования заключается в поиске угла поворота заго-
товки относительно пуансона, при котором обеспечивались бы минимальные отклоне-
ния заготовки после обтяжки и разгрузки от необходимой заданной геометрии детали,
вырезанной из заготовки. Данная задача включает уравнения механики деформиру-
емого твердого тела, полученные из условий стационарности (1), функционал опти-
мизации
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J3 =

∫
S

√
(ũ3(T )− ũ∗3)

2dS → inf (2)

и ограничения

u∗(α) ∈ U∗, α ∈ A∗, (3)

где ũ∗3 — заданные компоненты остаточных перемещений листа по оси y3 после обтяж-
ки и разгрузки, U∗ — область возможных функций перемещений зажимов прессового
оборудования, A∗ — множество рассматриваемых углов α.

С учетом дискретизации вариации (1) формируются уравнения конечных элемен-
тов для решения контактной задачи [20], [21]

t+dtK(r−1)∆U(r) =t+dt R(r−1),t+dt K̂
(r−1)

∆Û
(r)

=t+dt R̂
(r−1)

(4)

где t+dtK(r−1), t+dtK̂
(r−1)

— матрицы касательной жесткости (в матрицах включены
дополнительные элементы, образующиеся от контактных ограничений), t+dtR(r−1),
t+dtR̂

(r−1)
— вектор внешних и внутренних сил. Верхние индексы величин t + dt —

значение параметра нагружения, (r−1) — номер итерации метода Ньютона-Рафсона.
Остаточные узловые перемещения определяются по формуле Ũ = U + Û.

Для решения задачи оптимизации наиболее удобно, с учетом применения комплек-
сов программ, использовать методы поиска [22]. В данном случае итерационный ал-
горитм прямого поиска состоит в задании искомой переменной в виде

αn+1 = αn + τ ·∆α (5)

(где ∆α — заданное значение изменения угла, τ — параметр длины шага) и в выпол-
нении следующих этапов расчета:

- Для каждого значения угла проектируется геометрия заготовки и пуансона, на
основании которых выполняется разработка управляющих программ для ЧПУ обтяж-
ного оборудования фирмы ACB с использованием CAM-системы S3F. CAM-система
S3F, рассчитав управляющую программу, определяет ее допустимость, т.е. выполня-
ется проверка выполнения ограничений (3). Если управляющая программа не допу-
стима, то происходит переход на следующую итерацию.

- Расчет траектории перемещений зажимов в FET-NCTrans по заданной УП (опре-
деляются граничные условия в (1)).

- Расчет задач деформирования в пластичности и упругой разгрузки в системе
MSC.Marc (4).

- Расчет критерия (2). Если значение целевой функции улучшается на данной ите-
рации, то ее старое значение заменяется на новое при последующих сравнениях, а
итерационный процесс продолжается с данного значения угла. Иначе меняется длина
шага и выполняется заново алгоритм.

На отдельных этапах решения возможно уточнение геометрии пуансона (с помо-
щью решения обратной задачи формообразования [23]) и траектории деформирования
(граничных условий с помощью решения задач оптимального деформирования [19]).

Внедрение новых решений при разработке технологии изготовления
окантовки двери самолета SSJ-NEW
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В рамках разработки технологии изготовления окантовки задней двери самолета
SSJ-NEW из сплава 1163 проведено моделирование процесса формообразования ли-
стовой заготовки в несколько этапов. При решении данной задачи учитываются сле-
дующие свойства материала: модуль Юнга E = 7000кг/мм2, коэффициент Пуассона
ν = 0.34, предел текучести σT = 30кг/мм2, упрочнение задается степенной функцией
σT = A(ε0+εp)g (ε0 — деформации, соответствующие начальному пределу текучести,
εp — интенсивность пластических деформаций, A, g — константы материала).

Геометрические характеристики детали: максимальная длина детали 3,6 м, шири-
на 1,44 м, толщина 2. . . 8 мм, максимальный прогиб 0,9 м, угол оборачивания детали
составляет 58°. На этапе первой итерации расчета управляющей программы предлага-
ется процесс формообразования свежезакаленной заготовки из сплава 1163 толщиной
10 мм производить за один переход на обтяжном прессе FET-1500.

В связи с большими габаритами детали и особенностью кинематики пресса оп-
тимальное положение детали для её обтяжки определяется методом (5). Большой
угол оборачивания требует поднятия пуансона вверх при минимальных припусках,
а загрузка заготовки в захватах требует уменьшение высоты пуансона и увеличения
припусков. В связи с этим, при решении задачи оптимизации с множеством рассмат-
риваемых углов α в диапазоне [-2°,6°], с учетом ограничений на перемещения зажимов
прессового оборудования, позиционирование детали в пространстве пресса варьиро-
валось по следующим параметрам:

- перемещение по оси y3 в диапазоне 1500. . . 1800 мм;
- углы поворота вокруг оси y1 в диапазоне ±2°;
- углы поворота вокруг оси y2 в диапазоне ±1°.
В результате выбраны два наилучших варианта, по которым CAM-система S3F

рассчитала УП с наименьшим количеством замечаний (рис. 3):
1. Пуансон №1 устанавливается на высоту 2 м, габариты заготовки 4,8×1,75×0,01

м;
2. Пуансон №2 устанавливается на высоту 1,85 м, габариты заготовки 4,8×2,0×0,01

м.
Результаты расчета УП для пресса FET-1500 приведены на рис. 4.
Для натурной отработки процесса изготовления окантовки задней двери был вы-

бран вариант №2, как наиболее рациональный процесс. При натурной отработке тех-
нологии были обтянуты две заготовки с последующим фрезерованием внутренней
гравировки, размерно-химическим травлением наружных поверхностей и контурной
вырезкой деталей (рис. 5). В результате были получены 2-е окантовки двери самолета
SSJ-NEW соответствующие требуемым геометрическим параметрам.

Заключение
В работе рассмотрены основные этапы разработки технологии формообразования

заготовки на обтяжном оборудовании. Предложенная методика анализа и коррек-
тировки процесса формообразования крупногабаритных листовых заготовок на об-
тяжном оборудовании позволяет еще на ранней стадии технологической подготовки
производства определить оптимальные технологические параметры.

Применение современных средств численного моделирования позволяют получить
более полную и точную информацию о напряженно-деформированном состоянии за-
готовки в процессе формообразования и после него.
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Рис. 3. Варианты обтяжного пуансона (мм)

Рис. 4. Результат расчета в S3F процесса обтяжки заготовки на этапе калибровки
(вид слева и сверху): 1 — заготовка 4,8×1,75×0,01 м, пуансон №1 установлен на

высоте 2,0 м; 2 — заготовка 4,8×2,0×0,01 м, пуансон №2 установлен на высоте 1,85 м.

Разработанные решения позволили в рамках вычислительного эксперимента от-
работать технологический процесс обтяжки с оптимальными технологическими па-
раметрами, которые, при натурной отработке, позволили получить детали высокого
качества. Это позволило исключить затраты при дополнительной отработке процесса
обтяжки общепринятым методом, включающим в себя корректировку и отработку на
прессе управляющих программ, изменение размеров заготовки и доработку обтяжно-
го пуансона.
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Рис. 5. Результат отработки технологии
обтяжки крупногабаритной заготовки и

механической обработки окантовки
двери.
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A. A. Krivenok, K. S. Bormotin, A. A. Burenin

FORMULATION AND SOLUTION OF THE OPTIMIZING PROBLEM THE
SHAPING OF LARGE-SIZED DOUBLE CURVATURE SHEETS UNDER THE

CONDITIONS OF PRESSING EQUIPMENT KINEMATIC LIMITATIONS

Komsomolsk - on - Amur State University, Komsomolsk-on-Amur, Russia

Abstract. To reduce material and time costs for the development and implementation of the
technology for the manufacture of double-curvature sheets using the process of stretch-forming
sheet workpieces, mathematical models and methods have been developed that allow digital
modeling of the forming process and its correction at the early stage of technology development.
When developing the technology for manufacturing the door edging on the SSJ-NEW aircraft,
new approaches to modeling the forming process were used, which made it possible to determine
the most optimal strategy for binding a large-sized workpiece at the limit of the kinematic
capabilities of the FET-1500 press. The developed technology allows, within the framework of
a computational experiment, to carry out working iterations with the transition to real binding in
optimal technological parameters.

Keywords: stretch-forming, FET, kinematic analysis, direct and inverse kinematics problems,
optimization problem, finite element method, full-scale experiment.
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Аннотация. В настоящей работе проводится исследование некоторого класса дифференци-
альных уравнений с подвижными особенностями. Приводится обобщение полученных ранее
результатов исследования, а именно, теоремы существования и единственности решения рас-
сматриваемого класса уравнений на комплексную область. Получена структура аналитиче-
ского приближенного решения и априорные оценки погрешности. Данные оценки были оп-
тимизированы с помощью апостериорных. Теоретические положения были протестированы с
помощью численного эксперимента.

Ключевые слова: Задача Коши, теорема существования и единственности, подвижные осо-
бые точки, априорные оценки.
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1. Введение. Важную роль в описании различных физических явлений служат
дифференциальные уравнения. Ввиду того, что явления, объекты и процессы, воз-
никающие вокруг нас, имеют сложную структуру, чаще всего, для создания их ма-
тематической модели, применяются нелинейные дифференциальные уравнения. Дан-
ный класс уравнений применяется, например, при исследовании волновых процессов
в стержнях и балках [1], [2], в строительных конструкциях [3], [4]. Нелинейные диффе-
ренциальные уравнения имеют подвижные особые точки, что является условием, в об-
щем случае, неразрешимости таких уравнений в квадратурах. Методы решения таких
уравнений можно разделить на следующие варианты: подход в работах [1], [2] осно-
вывается на линеаризации рассматриваемых уравнений. Такой подход не учитывает
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наличие разрывных решений в данных уравнениях, что является недостатком метода.
В работах [5]-[12] дается теоретическое обоснование учета особенностей применяемого
класса нелинейных дифференциальных уравнений и реализация авторского подхода
исследования различных классов уравнений с подвижными особенностями. Отметим,
что для нелинейных дифференциальных уравнений имеется возможность, в единич-
ных случаях, разрешимости в квадратурах [13]-[16], а также имеет место быть анализ
некоторых классов уравнений с помощью преобразования Шварца [17], асимптоти-
ческого подхода [18]-[20]. В работе [22] автор пытается использовать нестандартный
для классической теории метод, принцип фиксированной точки. Данный принцип ис-
пользуется для доказательства теоремы существования и единственности решения
для уравнений с дробными производными. Рассматриваемое в статье [22] матричное
уравнение Риккати было хорошо описано в работе [23], где было доказано существо-
вание подвижных особых точек, что не учитывает автор работы [22]. В публикации
[24] автор приводит примеры точного решения нелинейных дифференциальных урав-
нений, не учитывая их специфику, получает гладкие функции, хотя при иллюстрации
на графиках явно видны особые точки и линии. Если же поиск решения осуществля-
ется в области аналитичности, то необходимо указать область поиска решения, что
автором не было продемонстрировано.

В данной работе проводится обобщение результатов работы [6] на комплексную
плоскость.

2. Результаты исследования. Рассмотрим класс нелинейных дифференциаль-
ных уравнений третьего порядка

y′′′ = a1(z)y
2 + a2(z)y + a3(z). (1)

В работе [6] приводится замена, с помощью которой уравнение (1) сводится к виду

y′′′ = y2 + r(z). (2)

Рассматривается задача Коши

y′′′ = y2 + r(z), (3) y(z0) = y0,
y′(z1) = y1,
y′′(z2) = y2.

(4)

Теорема 1.
Пусть
(1) z∗ – подвижная особая точка для задачи Коша (3)-(4);
(2) r(z) ∈ C ′ в области

|z − z∗| < ρ1, (5)
где 0 < ρ1 = const;

(3) ∃Mn :
|r(n)(z∗)|

n! ≤ Mn, где n = 0, 1, 2, ..., Mi = const,

тогда решение задачи Коши (3)-(4) единственно, и представимо в виде мероморфной
функции

y(z) = (z − z∗)−3
∞∑
0

Cn(z − z∗)n, (6)
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в области
|z − z∗| < ρ2, (7)

где ρ2 = min
{
ρ1,

1
6√M+1

}
,M = sup

n

{
|r(n)(z∗)|

n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. В общем случае, учитывая структуру (6) решения уравнения
(3), в окрестности подвижной особой точки, для функции y (z), получаем следующее
представление в виде обобщенного степенного ряда:

y (z) = (z − z∗)ρ
∞∑
0

Cn(z − z∗)n, C0 ̸= 0 .

С учетом условия 2, теоремы 1, функция r(z) представима в виде регулярного ряда

r(z) =
∞∑
0

An(z − z∗)n. (8)

Подставив (6) и (8) в уравнение (3) получаем:
∞∑
0

Cn(z − z∗)n+ρ−3(n+ ρ)(n+ ρ− 1)(n+ ρ− 2) =

(z − z∗)2ρ
∞∑
0

C∗
n(z − z∗)n +

∞∑
0

An(z − z∗)n,

где правая и левая часть тождественно равны, откуда получаем два условия:

n+ ρ− 3 = n+ 2ρ, (9)

(n− 3)(n− 4)(n− 5)Cn = C∗
n +An−6. (10)

Условие (9) позволяет определить значение ρ = −3, и характер подвижной особой
точки. Из условия (10) однозначно определяем коэффициенты Сn. Однозначность
коэффициентов разложения говорит о единственности разложения функции y(z) в
ряд.

C0 = −60, C1 = 0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = 0, C5 = 0,

C6 =
A0
126 , C7 =

A1
144 , C8 =

A2
180 , C9 =

A3
240 , C10 =

A4
330 , C11 =

A5
456 , ... .

Предполагаем оценку для коэффициентов Сn:

|С6n| ≤
1

(6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120
(M + 1)n = V6n,

|С6n+1| ≤
1

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
(M + 1)n = V6n+1,

|С6n+2| ≤
1

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
(M + 1)n = V6n+2, (11)

|С6n+3| ≤
1

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
(M + 1)n = V6n+3,

|С6n+4| ≤
1

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+4,

|С6n+5| ≤
1

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+5,
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где

M = sup
n

{∣∣r(n)(z∗)∣∣
n!

}
, n = 0, 1, 2, . . . .

Используя рекуррентное соотношение (10) докажем оценку для коэффициентов
C6n+6.

Путем сдвига индекса в рекуррентном соотношении (10) получаем:

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1)C6n+6 = C∗
6n+6 +A6n,

или

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1)C6n+6 =
6n∑
1

CiC6n−i +A6n. (12)

Далее учитывая предполагаемые оценки для Сnи формулы (11) производим оценку:

|C6n+6| ≤
1

((6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120)
·

·(
6n∑
1

(M + 1)
i
6 (M + 1)n−

i
6

((i− 3)(i− 4)(i− 5) + 120)(6n+ 3− i)(6n+ 2− i) + 120
+A6n) ≤

≤ 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(M + 1)n · (

6n∑
1

1

(i− 3)(i− 4)(i− 5) + 120)
×

× 1

(6n+ 3− i)(6n+ 2− i)(6n+ 1− i) + 120
+M) ≤ (M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
.

Проделывая аналогичную операцию для остальных коэффициентов, убеждаемся в
справедливости нашей гипотезы (9), аналогично случаю C6n+6.

Далее, рассмотрим ряд:
∞∑
0

Vn |z − z∗|n =

∞∑
k=1

V6k |z − z∗|6k +
∞∑
k=1

V6k+1 |z − z∗|6k+1+

∞∑
k=1

V6k+2 |z − z∗|6k+2+

+
∞∑
k=1

V6k+3 |z − z∗|6k+3+

∞∑
k=1

V6k+4 |z − z∗|6k+4 +
∞∑
k=1

V6k+5 |z − z∗|6k+5.

Данный ряд является мажорирующим для правильной части ряда

Y (z) = |z − z∗|−3
∞∑
0

Cn |z − z∗|n

при справедливости оценок (9). Применяя признак Даламбера, устанавливаем область

сходимости рядов вида
∞∑
k=1

V6k+i |z − z∗|6k+i:

lim
n→∞

∣∣∣∣(M + 1)k+1(z − z∗)6k+6((6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120)

((6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120)(M + 1)k(z − z∗)6k

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣(M + 1)(z − z∗)6
∣∣ ≤ 1,

|z − z∗| ≤ 1
6
√
M + 1

. (13)

Таким образом убеждаемся сходимости ряда (6) в области (7).
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Выбирая значение для ρ2: ρ2 = min
{
ρ1,

1
6√M+1

}
, убеждаемся в сходимости пра-

вильной части ряда (6) в области (7).
Следующая теорема позволяет получить априорную оценку для приближенного

решения

yN (z) = (z − z∗)−3
N∑
0

Cn(z − z∗)n (14)

Теорема 2. При выполнении условий 1-3 теоремы 1, для приближенного решения
(14), в области определяемой соотношением (7), имеет место оценка погрешности

∆yN (z) ≤ ∆, (15)

где

∆ ≤ (M + 1)
N+1

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

+
|z − z∗|3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

|z − z∗|4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
в случае N + 1 = 6n,

∆ ≤ (M + 1)
N
6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

|z − z∗|3

N(N + 1)(N − 1) + 120
+

+
|z − z∗|4

N(N + 2)(N + 1) + 120
+

|z − z∗|5

(N + 1)(N + 2)(Nn+ 3) + 120

)
при N + 1 = 6n+ 1,

∆ ≤ (M + 1)
N−1

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

(N − 1)N(N − 2) + 120
+

|z − z∗|3

(N − 1)(N + 1)N + 120
+

+
|z − z∗|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

)
для варианта N + 1 = 6n+ 2,

∆ ≤ (M + 1)
N−2

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 2)(N − 1)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

(N − 2)N(N − 11) + 120
+

|z − z∗|3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
|z − z∗|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

)
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если N + 1 = 6n+ 3,

∆ ≤ (M + 1)
N−3

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 3)(N − 2)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 3)(N − 1)(N − 2) + 120
+

|z − z∗|2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

|z − z∗|3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
|z − z∗|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

)
для N + 1 = 6n+ 4 и

∆ ≤ (M + 1)
N−4

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 4)(N − 2)(N − 3) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

+
|z − z∗|3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

|z − z∗|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

)
при N + 1 = 6n+ 5.

При этом, ρ2 = min
{
ρ1,

1
6√M+1

}
,M = max

{
sup
n

|r(n)(z∗)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. Докажем оценку для случая N + 1 = 6n. Имеем

|y(z)− yN (z)| =
∣∣∣∣∞∑
0
Cn(z − z∗)n −

N∑
0
Cn(z − z∗)n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

Cn(z − z∗)n

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑

n=N+1

|Cn(z − z∗)n| =
∞∑

n=N+1

|Cn| |z − z∗|n ≤
∞∑

n=N+1

|Cn| |z − z∗|n =

=
∞∑

k=[N6 ]

(
5∑

i=1

|C6k+i| |z − z∗|6k+i

)
≤

≤
∞∑

k=[N+1
6 ]

(
5∑

i=0

(M + 1)k

(6k − 3 + i) (6k − 4 + i) (6k − 5 + i) + 120
|z − z∗|6k+i

)
≤

≤ (M + 1)k · |z − z∗|6k

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
5∑

i=0

|z − z∗|i

(6k − 3 + i) (6k − 4 + i) (6k − 5 + i) + 120

)
≤

≤ (M + 1)
N+1

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
5∑

i=0

|z − z∗|i(
6N+1

6 − 3 + i
) (

6N+1
6 − 4 + i

) (
6N+1

6 − 5 + i
)
+ 120

)
=

=
(M + 1)

N+1
6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

((
5∑

i=0

|z − z∗|i

(N − 2 + i) (N − 3 + i) (N − 4 + i) + 120

)
.
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Следовательно,

∆ ≤ (M + 1)
N+1

6 · |z − z∗|N+1

1− (M + 1) |z − z∗|6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
|z − z∗|

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

|z − z∗|2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

|z − z∗|3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

|z − z∗|4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

|z − z∗|5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
Аналогичным образом получаем выражения оценок для вариантов N +1 = 6n+1,

N + 1 = 6n + 2, N + 1 = 6n + 3, N + 1 = 6n + 4, N + 1 = 6n + 5 соответственно,

при этом ρ2 = min

{
ρ1, 1

6√(M+1)

}
,

M = max sup
n

{∣∣r(n)(z∗)∣∣
n!

}
, n = 0, 1, 2, . . . .

3. Численный эксперимент. Рассмотрим задачу Коши (3)—(4) , где

r(z) = 0 y(0) = 1/4, y′(0) = i, y′′(0) = 1, z∗ = 2.652717

Результаты расчетов для задачи Коши (3)-(4) представлены в таблице 1.
Таблица 1. Результаты численного эксперимента.

z1 y9(z1) ∆1 ∆2

2.6523 78.3005 + 12.2448i 0.001 0.0001

Таблица 1. Квадратичная аппроксимация

где y9(z1) – аналитически приближенное решение (13); ∆1 – оценка погрешности по
теореме 2; ∆2 – апостериорная оценка. Для ∆2 = 0.001 на основании теоремы 2 имеем
N = 15. В структуре приближенного решения (13) Слагаемые с 10 по 15 в общей
сумме не превышают требуемой точности – ε = 0.0001. Таким образом, при N = 9
получаем значение y9(z1) с точностью ε = 0.0001.

4. Вывод. В данной работе представлено обобщение полученных ранее резуль-
татов для рассматриваемого класса уравнений в окрестности подвижной особой точки
для комплексной области. Построено аналитическое приближенное решение, найдена
априорная оценка погрешности. Представлены результаты численного эксперимента,
подтверждающие теоретические результаты. Проиллюстрирован вариант оптимиза-
ции априорных оценок с помощью апостериорных.
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Abstract. In this paper, we study a certain class of differential equations with moving singularities.
A generalization of the previously obtained results of the study, namely, the existence and
uniqueness theorem for the solution of the considered class of equations, to the complex domain
is given. The structure of the analytical approximate solution and a priori error estimates are
obtained. These estimates were optimized using post hoc estimates. Theoretical provisions were
tested using a numerical experiment.
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1. Введение. Модели механики упругого поведения гемитропных сред осно-
вываются на энергетических квадратичных формах микрополярных упругих потен-
циалов [1–3]. Представление упругих потенциалов, описывающих деформирование
сплошных микрополярных сред, в общем случае, также требует привлечения фор-
мализма псевдотензорной алгебры [4–12]. Особенно актуальной она становится при
моделировании процессов деформирования материалов, проявляющих полуизотроп-
ные (гемитропные, демитропные) свойства, определяющие тензоры и псевдотензо-
ры которых обязаны быть чувствительными к зеркальным отражениям трехмерного
пространства. Предполагается, что упругий потенциал является абсолютным инва-
риантом по отношению к произвольным преобразованиям пространства, в том числе
к зеркальным отражениям. В общем анизотропном случае упругий потенциал ха-
рактеризуется тремя определяющими псевдотензорами четвертого ранга и задается
сбалансированной по псевдотензорным весам суммой абсолютных скаляров.

Аккуратное применение специальных координатных представлений без труда поз-
воляют редуцировать линейное анизотропное микрополярное тело к гемитропному,
характеризующемуся девятью определяющими псевдоскалярами. В конвенциональ-
ном случае, такими псевдоскалярами будут: модуль сдвига, коэффициент Пуассона,
характерная микродлина, и 6 псевдоскаляров, не имеющих физической размерно-
сти. Характерная микродлина оказывается псевдоскаляром отрицательного веса −1,
и проявляет чувствительность к отражениям и инверсиям пространства.

Существуют различные варианты представлений энергетических форм потенциа-
лов асимметричных тензоров силовых и моментных напряжений в механике гемит-
ропных сред. В настоящей работе проводится сравнение первой и второй основных
естественных энергетических форм и получены соотношения, связывающие опреде-
ляющие скаляры и псевдоскаляры, в том числе, с конвенционально используемыми
гемитропными псевдоскалярами.

2. Необходимые понятия и уравнения из алгебры и анализа псевдотен-
зоров в евклидовых пространствах заданной размерности. Рассмотрим N -
мерное евклидово пространство, параметризованное координатами xk, с локальной
базисной системой ı

1
(a = 1, 2, . . . , N). Фундаментальный ориентирующий псевдоска-

ляр e [10–12] и его целые степени играют первостепенную роль в геометрии много-
мерных пространств. В N -мерном пространстве он определяется как косое произве-
дение [13, p. 63–65] ковариантных базисных абсолютных векторов

e = ⌈ı
1
, ı
2
, . . . , ı

N
⌋. (1)

Далее символом в квадратных скобках сверху корневого символа псевдотензора бу-
дем отмечать его вес, а символом в круглых скобках снизу — его ранг. Нулевой вес,
присущий абсолютным тензорам, не отражается нами в обозначениях. Вес будет опу-
щен для фундаментальных символов, таких как фундаментальный ориентирующий
псевдоскаляр, символы перестановки, и он также применим к абсолютным тензорам
с нулевым весом. Ранг тензора (псевдотензора) будет опускаться, где это очевидно.
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Псевдотензор
[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr веса g ранга n = s + r с помощью степеней фундамен-

тального ориентирующего псевдоскаляра можно преобразовать к абсолютному тен-
зору того же ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = e−g

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (2)

Легко показать, что в евклидовом пространстве справедливо следующее соотноше-
ние

e2 = g >
[2]

0 , (3)

где g — детерминант метрического тензора gij : g = det(gij). Условие g = 1 (|e| = 1)
является фундаментальным для развития общей теории относительности [14] и, на-
пример, математической теории пластичности [15]. Важно отметить, что в этом случае
абсолютные тензоры совпадают с псевдотензорами с точностью до знака, учитывая
уравнение (2) получим

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = (sgn e)−g

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (4)

Откуда следует, что псевдотензоры меняют свой знак на противоположный при из-
менении ориентации координатного репера если их вес нечетный.

Ковариантная производная псевдотензорного поля
[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr была введена

О. Вебленом [8,9] и вычисляется согласно [6, 10]:

∇p

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = ∂p

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr + Γh1

qp

[g]
T
(n)

qh2...hs··...·
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhs

qp

[g]
T
(n)

h1h2...q··...·
··...·k1k2...kr−

− Γq
k1p

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·qk2...kr − · · · − Γq

krp

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...q − g

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

∂pe

e
. (5)

где

∂p =
∂

∂xp
.

Интересующийся читатель может ознакомиться с альтернативными реализациями
ковариантного дифференцирования псевдотензоров (см., например, [16]).

Заданное псевдотензорное поле
[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr ранга n и веса g является ковариантно

постоянным, если оно удовлетворяет псевдотензорному уравнению

∇p

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[g]
0 . (6)

Заметим, что уравнению (6) удовлетворяют тензоры и псевдотензоры с постоянны-
ми компонентами.
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3. Тензоры и псевдотензоры с постоянными компонентами. Тензором
(псевдотензором) с постоянными компонентами [4, стр. 164] называется тензор (псев-
дотензором), сохраняющий (retain) неизменными (unaltered) все свои компоненты при
любых линейных преобразованиях координатного репера: самые важные из них — по-
вороты, преобразования масштабирования (scaling), центральная инверсия, зеркаль-
ные отражения.

В монографии [4, стр. 164–176] предлагается общий алгоритм построения тензоров
и псевдотензоров с постоянными компонентами для целых положительных (отрица-

тельных) весов. Например, общий вид псевдотензора
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными компо-

нентами целого отрицательного веса представляется формулой

[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
=

r!∑
P=1

λP δ
h1

{k1δ
h2
k2

· · · δhs
ks

[−1]
ϵ ks+1...ks+N

· · ·
[−1]
ϵ kr−N+1...kr}P︸ ︷︷ ︸

|g|

, (7)

где r — число ковариантных индексов, s — число контравариантных индексов, N —
размерность пространства, g — вес, целое отрицательное число, λP (P = 1, 2, . . . , r!)
— произвольные постоянные (абсолютные инварианты), P — перестановка ряда ин-
дексов

k1, . . . , ks, . . . , ks+N , . . . , kr−N+1, . . . , kr.

В формуле (7) по ковариантным индексам, заключенным в фигурные скобки произво-
дятся всевозможные перестановки. Число ковариантных, контравариантных индексов
и вес псевдотензора должны удовлетворять ограничению

r = s+N |g|, (8)

откуда
r ≥ s. (9)

Если условие (8) не выполняется, то псевдотензор
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными компо-

нентами будет равен нулю.

Отметим, что псевдотензорное поле
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными компонентами явля-

ется ковариантно постоянным и удовлетворяет псевдотензорному уравнению (6) при
условии

∇sλP = 0 . (10)

Обратим внимание, что псевдотензоры вида (7) не составляют полного набора
ковариантно постоянных абсолютных тензоров. Примеры ковариантно постоянных
тензоров и псевдотензоров подробно обсуждались в работах (см. [4, 6, 17–19]). Среди
них фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр e и его алгебраические степени,
обобщенные δ–символы, ϵ–символы, e–тензоры, метрические тензоры gkh, ghk которые
часто используются в микрополярных теориях механики сплошных сред [10–12,20,21].

Рассмотрим важный для приложений пример. Абсолютный тензор четвертого ран-
га Cil

sm с постоянными компонентами согласно (7) можно представить в виде

Cil
sm = aδisδ

l
m + cδlsδ

i
m , (11)

где a и c — абсолютные инварианты (абсолютные скаляры).
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Уравнение (11), справедливое в любой системе координат в декартовых координа-
тах можно представить следующим образом

Cilsm = aδisδlm + cδlsδim . (12)

Пусть N = 3, тогда, воспользовавшись соотношением (8), для тензора четвертого
ранга получим {

r − s = 3|g|,
r + s = 4.

(13)

Выражая r и s, получим {
0 ≤ 2r = 4 + 3|g|,
0 ≤ 2s = 4− 3|g|. (14)

Решениями системы (14) должны быть целые неотрицательные числа, откуда
немедленно заключаем, что |g| должен быть четным неотрицательным целым чис-
лом, удовлетворяющим неравенству

|g| ≤ 4

3
, (15)

откуда следует, что |g| = 0, и, следовательно, невозможно построить в трехмерном
пространстве псевдотензор четвертого ранга с постоянными компонентами. В про-
странствах большей размерности ситуация может измениться.

Сравнивая представление для абсолютного тензора четвертого ранга с постоянны-
ми компонентами (12) и представление полуизотропного тензора [22–27] в декартовой
системе координат

H islm = aδisδlm + bδilδsm + cδimδsl , (16)
заметим, что

Hislm = Cislm + bδilδsm , (17)
где Cislm обозначает абсолютный тензор четвертого ранга с постоянными компонен-
тами.

Формула (17) в произвольной системе координат примет вид

H i·l·
·s·m = Ci·l·

·s·m + bgilgsm , (18)

где Ci·l·
·s·m — тензор с постоянными коэффициентами в смысле Б.Г. Гуревича [4], явля-

ющийся к тому же ковариантно постоянным.
Ковариантно постоянные псевдотензорные поля четвертого ранга произвольного

веса можно получить из асболютных тензорных полей с помощью преобразования
(2). Запишем представление полуизотропного (гумитропного, демитропного) псевдо-
тензорного поля четвертого ранга веса g в виде:

[g]
H islm =

[g]
agisglm +

[g]
b gilgsm +

[g]
c gimgsl , (19)

где
[g]
a ,

[g]
b ,

[g]
c — псевдоинварианты веса g.

Ковариантно постоянное псевдотензорное поле четвертого ранга должно удовле-
творять уравнению:

∇k

[g]
H islm =

[g]
0 . (20)

При этом необходимо выполнение следующих дифференциальных условий

∇k

[g]
a =

[g]
0 , ∇k

[g]
b =

[g]
0 , ∇k

[g]
c =

[g]
0 . (21)
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Условия (21) можно записать, согласно (5), в виде дифференциальных уравнений

∂k
[g]
a − g

[g]
a
∂ke

e
=

[g]
0 ,

∂k
[g]
b − g

[g]
b
∂ke

e
=

[g]
0 ,

∂k
[g]
c − g

[g]
c
∂ke

e
=

[g]
0 .

(22)

или 
∂k(ln |

[g]
a | − g ln |e|) =

[g]
0 ,

∂k(ln |
[g]
b | − g ln |e|) =

[g]
0 ,

∂k(ln |
[g]
c | − g ln |e|) =

[g]
0 .

(23)

Интегрируя полученные уравнения (23), заключаем, что

[g]
a = ega,

[g]
b = egb,

[g]
c = egc, (24)

где a, b, c — абсолютные инварианты, более того, абсолютные постоянные.
Подставляя (24) в представление (19) получим

[g]
H islm = egagisglm + egbgilgsm + egcgimgsl = egH islm . (25)

Последнее обстоятельство подтверждает тот факт, что ковариантно постоянные
псевдотензорные поля четвертого ранга могут быть получены из ковариантно по-
стоянных абсолютных тензорных полей обычным преобразованием (2) с помощью
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра.

4. Первая основная естественная форма потенциала силовых и момент-
ных напряжений. Микрополярное тело называется гемитропным, если компонен-
ты его определяющих тензоров не изменяются при поворотах координатного репе-
ра, т.е. полуизотропны, но, вообще говоря, изменяются при зеркальных отражениях
и инверсиях трехмерного Евклидова пространства. Введем микрополярный упругий
потенциал U [20, 21], рассчитанный на единицу инвариантного элемента объема, с
псевдотензорными аргументами

U = U (ϵ(ij),
[+1]
κ (ij),

[+1]
φ i, κi), (26)

где

ϵij = ∇iuj − ϵijk
[+1]
φ k,

[+1]
φ i =

[+1]

ϕ i − 1

2
ϵikl∇kul, κi =

1

2
ϵijs

[+1]
κ [js]. (27)

Обычно, аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры. Здесь су-
щественным является использование формализма псевдотензоров, обеспечивающего
чувствительность определяющих псевдоскаляров к преобразованиям инверсии про-
странства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал U по физическому смыслу является объективной величиной и
не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому он (также как и
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его первая вариация δU ) является абсолютным скаляром. Первая вариация упругого
потенциала представляется сбалансированной по весам суммой абсолютных скаляров

δU = t(ij)δϵ(ij) +
[−1]
µ (ij)δ

[+1]
κ (ij) + 2

[−1]
τ iδ

[+1]
φ i + 2µiδκi, (28)

где
[−1]
τ j — ассоциированный (сопутствующий) псевдовектор силовых напряжений

2
[−1]
τ j = −ϵjikt

[ik], t[ik] = −ϵikj
[−1]
τ j . (29)

Ассоциированный (сопутствующий) абсолютный вектор моментных напряжений
определяется по аналогии с (29)

2µi = ϵiks
[−1]
µ [ks],

[−1]
µ [is] = eisjµ

j . (30)

В итоге, определяющие уравнения примут вид:

t(ij) =
∂U

∂ϵ(ij)
,

[−1]
µ (ij) =

∂U

∂
[+1]
κ (ij)

, 2
[−1]
τ i =

∂U

∂
[+1]
φ i

, 2µi =
∂U

∂κi
. (31)

В качестве потенциала U , который как указывалось выше инвариантен относи-
тельно поворотов и трансляций пространства, а также — относительно преобразова-
ний инверсии пространства и зеркальных отражений. В дальнейшем, первой основной
энергетической формой гемитропного тела будем называть форму:

U = A
1
gisglmϵ(is)ϵ(lm) +

[−2]

A
2
gisglm

[+1]
κ (is)[+1]

κ (lm) +A
3
gisglmϵ(il)ϵ(sm)+

+
[−2]

A
4
gisglm

[+1]
κ (il)[+1]

κ (sm) +
[−2]

A
5
gis

[+1]
φ i[+1]

φ s +A
6
gisκiκs+

+
[−1]

A
7
gisglmϵ(is)

[+1]
κ (lm) +

[−1]

A
8
ϵ(is)

[+1]
κ (is) +

[−1]

A
9
κi

[+1]
φ i, (32)

где определяющие псевдоинварианты
[g]
A
a
(a = 1, . . . , 9; g = 0,±1,±2) с соответствую-

щими весами собственно и задают модель гемитропной упругой среды. Только три из

них, а именно
[−1]

A
7

,
[−1]

A
8

,
[−1]

A
9

, оказываются чувствительны к зеркальным отражениям
трехмерного пространства.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений в терминах псев-
дотензоров в произвольной криволинейной системе координат получаются в виде

t(is) = 2A
1
gisglmϵ(lm) + 2A

3
gilgsmϵ(lm) +

[−1]

A
7
gisglm

[+1]
κ (lm) +

[−1]

A
8

[+1]
κ (is),

[−1]
µ(is) = 2

[−2]

A
2
gisglm

[+1]
κ (lm) + 2

[−2]

A
4
gilgsm

[+1]
κ (lm) +

[−1]

A
7
gisg

lmϵ(lm) +
[−1]

A
8
ϵ(is),

2
[−1]
τ i = 2

[−2]

A
5
gis

[+1]
φ s +

[−1]

A
9
κi,

2µi = 2A
6
gisκs +

[−1]

A
9

[+1]
φ i.

(33)
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Вместо девяти определяющих псевдоскаляров
[g]
A
a
, появляющихся в выражении для

упругого потенциала (32), удобнее ввести другие определяющие псевдоскаляры:

A
1
= Gν(1− 2ν)−1,

[−2]

A
2

= G
[−1]

L
[−1]

L c3, A
3
= G,

[−2]

A
4

= G
[−1]

L
[−1]

L ,
[−2]

A
5

= 2G
[−2]
c1, A

6
= G

[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2,

[−1]

A
7

= G
[−1]

L c4,
[−1]

A
8

= G
[−1]

L c5,
[−1]

A
9

= G
[−1]

L c6,

(34)

с тем чтобы в итоге пришлось бы иметь дело с двумя размерными и семью безраз-
мерными параметрами:

G— модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений);
ν — коэффициент Пуассона (не имеет физической размерности);
[−1]

L — характеристическая микродлина;
[−2]
c1,

[+2]
c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физической размерности скаляры и псев-

доскаляры.
В результате вместо (33) приходим к определяющим уравнениям гемитропной мик-

рополярной среды:

t(is) = 2G
(
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

)
ϵ(lm) +G

[−1]

L (c4g
isglm

[+1]
κ (lm) + c5

[+1]
κ (is)),

[−1]
µ(is) = 2G

[−1]

L
[−1]

L (c3gisglm + gilgsm)
[+1]
κ (lm) +G

[−1]

L (c4gisg
lmϵ(lm) + c5ϵ(is)),

[−1]
τ i = 2G

[−2]
c1gis

[+1]
φ s +

1

2
G

[−1]

L c6κi,

µi = G
[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2g

isκs +
1

2
G

[−1]

L c6
[+1]
φ i.

(35)

5. Вторая основная естественная форма потенциала силовых и момент-
ных напряжений. Введем далее в рассмотрение микрополярный упругий потенци-
ал U , рассчитанный на единицу инвариантного элемента объема dτ ,1 с естественными
псевдотензорными асимметричными аргументами (пока нет разделения на симмет-
ричную и антисимметричную части)

U = U (ϵij ,
[+1]
κ ·s
i· ) , (36)

где ϵij — асимметричный тензор деформации;
[+1]
κ ·s
i· — псевдотензор деформации

изгиба–кручения. Упругий потенциал полагается абсолютным инвариантом (скаля-
ром), не зависящим в том числе от зеркальных отражений и центральной инверсии
трехмерного пространства.

1По поводу инвариантных и псевдоинвариантных элементов объема см., например, публикации
[?,?].
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Определяющие уравнения в этом случае примут вид

tij =
∂U

∂ϵij
,

[−1]
µ i·
·k =

∂U

∂
[+1]
κ ·k
i·

. (37)

В случае линейного анизотропного микрополярного упругого тела вторая основная
энергетическая форма в произвольной системе координат записывается в виде:

2U = H
1

islmϵisϵlm +
[−2]

H
2

islm[+1]
κ is

[+1]
κ lm +

[−1]

H
3

islmϵis
[+1]
κ lm. (38)

Отметим, что единственным определяющим псевдотензором четвертого ранга чув-
ствительным к преобразованиям зеркального отражения и центральной инверсии

трехмерного пространства оказывается определяющий псевдотензор
[−1]

H
3

islm отрица-
тельного веса −1.

Воспользовавшись определяющими соотношениями (37), получим

tis = H
1

islmϵlm +
1

2

[−1]

H
3

isl·
···m

[+1]
κ ·m
l· ,

[−1]
µ i·
·s =

[−2]

H
2

i·l·
·s·m

[+1]
κ ·m
l· +

1

2

[−1]

H
3

lmi·
···s ϵlm .

(39)

Для определяющих полуизотропных тензоров и псевдотензоров координатные
представления (19) получаются в форме [27]

H
1

islm = a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl ,

[−2]

H
2

islm =
[−2]
a
2
gisglm +

[−2]

b
2
gilgsm +

[−2]
c
2
gimgsl ,

[−1]

H
3

islm =
[−1]
a
3
gisglm +

[−1]

b
3
gilgsm +

[−1]
c
3
gimgsl .

(40)

Здесь
[g]
a
a
,
[g]
b
a
,
[g]
c
a
, (a = 1, 2, 3; g = 0,−1,−2) — девять определяющих псевдоскаляров

гемитропного микрополярного упругого тела. “Метаиндекс” a — нумерует определя-

ющие псевдоскаляры. С точки зрения тензорной алгебры
[g]
a
a
,

[g]
b
a
,

[g]
c
a
, как минимум,

являются полуизотропными (гемитропными) инвариантами.
Подставив координатные представления (40) в определяющие соотношения (37),

получим 

tis = (a
1
gisglm + b

1
gilgsm + c

1
gimgsl)ϵlm+

+
1

2
(
[−1]
a
3
gisglm +

[−1]

b
3
gilgsm +

[−1]
c
3
gimgsl)

[+1]
κlm ,

[−1]
µ is = (

[−2]
a
2
gisglm +

[−2]

b
2
gilgsm +

[−2]
c
2
gimgsl)

[+1]
κlm+

+
1

2
(
[−1]
a
3
gisglm +

[−1]

b
3
gilgsm +

[−1]
c
3
gimgsl)ϵlm .

(41)
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Представим далее псевдотензоры напряжений и деформаций в виде суммы симмет-
ричной и антисимметричной частей

tis = t(is) + t[is],
[−1]
µ is =

[−1]
µ (is) +

[−1]
µ [is],

ϵis = ϵ(is) + ϵ[is],
[+1]
κis =

[+1]
κ(is) +

[+1]
κ[is] .

(42)

Выделяя симметричные и антисимметричные части в (41), получим

tis =
(
a
1
gisglm +

1

2
b
1
(gilgsm + gslgim) +

1

2
c
1
(gimgsl + gsmgil)

)
ϵlm+

+
1

2

(
[−1]
a
3
gisglm +

1

2

[−1]

b
3
(gilgsm + gslgim) +

1

2

[−1]
c
3
(gimgsl + gsmgil)

)
[+1]
κlm+

+
1

2

(
b
1
(gilgsm − gslgim) + c

1
(gimgsl − gsmgil)

)
ϵlm+

+
1

4

([−1]

b
3
(gilgsm − gslgim) +

[−1]
c
3
(gimgsl − gsmgil)

)
[+1]
κlm ,

[−1]
µ is =

(
[−2]
a
2
gisglm +

1

2

[−2]

b
2
(gilgsm + gslgim) +

1

2

[−2]
c
2
(gimgsl + gsmgil)

)
[+1]
κlm+

+
1

2

(
[−1]
a
3
gisglm +

1

2

[−1]

b
3
(gilgsm + gslgim) +

1

2

[−1]
c
3
(gimgsl + gsmgil)

)
ϵlm+

+
1

2

([−2]

b
2
(gilgsm − gslgim) +

[−2]
c
2
(gimgsl − gsmgil)

)
[+1]
κlm+

+
1

4

([−1]

b
3
(gilgsm − gslgim) +

[−1]
c
3
(gimgsl − gsmgil)

)
ϵlm .

(43)

Учитывая соотношения (42), можно также получить

t(is) = a
1
gisglmϵ(lm) + (b

1
+ c

1
)ϵ(is) +

1

2

[−1]
a
3
gisglm

[+1]
κ (lm) +

1

2
(
[−1]

b
3

+
[−1]
c
3
)
[+1]
κ (is) ,

[−1]
µ (is) =

[−2]
a
2
gisg

lm[+1]
κ(lm) + (

[−2]

b
2

+
[−2]
c
2
)
[+1]
κ(is) +

1

2

[−1]
a
3
gisg

lmϵ(lm) +
1

2
(
[−1]

b
3

+
[−1]
c
3
)ϵ(is) ,

t[is] = (b
1
− c

1
)ϵ[is] +

1

2
(
[−1]

b
3

−
[−1]
c
3
)
[+1]
κ [is] ,

[−1]
µ [is] = (

[−2]

b
2

−
[−2]
c
2
)
[+1]
κ[is] +

1

2
(
[−1]

b
3

−
[−1]
c
3
)ϵ[is] .

(44)
Воспользовавшись соотношениями (27), (29) и (30) приходим к

2
[−1]
τ s = 2e−2(b

1
− c

1
)
[+1]
φ s − (

[−1]

b
3

−
[−1]
c
3
)κs ,

2µs = 2e2(
[−2]

b
2

−
[−2]
c
2
)κs − (

[−1]

b
3

−
[−1]
c
3
)
[+1]
φ s .

(45)

Вместо определяющих псевдоскаляров
[g]
a
a
,
[g]
b
a
,
[g]
c
a

можно перейти к конвенциональ-
ным определяющим псевдоскалярам, таким как: G— модуль сдвига; ν — коэффициент
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Пуассона;
[−1]

L — характерная микродлина; c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физиче-
ской размерности скаляры (см. [20, 21]). В этом случае характерная микродлина L
будет псевдоскаляром отрицательного веса −1.

Сравнивая (44) и (45) с аналогичными формулами (33) и (34), получим

a
1
= 2A

1
, b

1
+ c

1
= 2A

3
, b

1
− c

1
= A

5
,

[−2]
a
2

= 2
[−2]

A
2
,

[−2]

b
2

+
[−2]
c
2

= 2
[−2]

A
4
,

[−2]

b
2

−
[−2]
c
2

=
[−2]

A
6
,

[−1]
a
3

= 2
[−1]

A
7
,

[−1]

b
3

+
[−1]
c
3

= 2
[−1]

A
8
,

[−1]

b
3

−
[−1]
c
3

= −
[−1]

A
9
.

(46)

Принимая обозначения для определяющих постоянных

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6. (47)

динамические уравнения можно представить в форме

G[(1 + c1)∇s∇su
i + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇ku

k + 2
[−2]
c1ϵ

ikl∇k

[+1]

ϕl+

+
[−1]

L c′4∇i∇k

[+1]

ϕ k +
[−1]

L c′5∇k∇k

[+1]

ϕ i] = −ρ(f i − ∂··u
i),

G
[−1]

L
[−1]

L [(1 + c2)∇s∇s

[+1]

ϕi + (1− c2 + 2c3)∇i∇k

[+1]

ϕ k+

+
[−1]

L −1c′4∇i∇kuk +
[−1]

L −1c′5∇k∇kui +
[−1]

L −1c′6ϵisl∇s
[+1]

ϕ l]−

− 2G
[−2]
c1(2

[+1]

ϕi − e2ϵpqng
ks∇su

l) = −ρ(
[−1]

l i −
[−2]

I ∂··
[+1]

ϕi),

где fi — вектор массовых сил, li — вектор массовых моментов.

6. Заключение. В работе рассматривается проблема представления и связь
между двумя основными естественными формами упругих потенциалов гемитропных
сред.

(1) Обоснован выбор базисных параметров состояния и квадратичных термоди-
намических потенциалов.

(2) В качестве термодинамического потенциала, выбрана внутренняя энергия.
Предполагается абсолютная инвариантость, рассматриваемых потенциалов,
по отношению к любым преобразованиям трехмерного Евклидова простран-
ства (в том числе, при зеркальных отражениях).

(3) Приведены две различные формы определяющих уравнений для гемитропного
упругого тела.

(4) В результате применения специальных координатных представлений полуизо-
тропных (гемитропных) псевдотензоров четвертого ранга определены 9 кова-
риантно постоянных определяющих псевдоскаляров, характеризующих гемит-
ропную упругую среду.
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Таблица 1. Веса микрополярных гемитропных определяющих скаляров

Псевдоскаляры пер-
вой основной энер-
гетической формы

Псевдоскаляры вто-
рой основной энер-
гетической формы

Материальные
псевдоскаляры

A
1

1

2
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A
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2Gc1
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A
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b
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−
[−2]
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2

G
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L
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L c2

[−1]

A
7

1

2

[−1]
a
3

G
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L c4

[−1]

A
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1

2
(
[−1]

b
3

+
[−1]
c
3
) G

[−1]

L c5

[−1]

A
9

[−1]
c
3

−
[−1]

b
3

G
[−1]

L c6

(5) Выполнено сравнение первой и второй естественных энергетических форм по-
тенциалов силовых и моментных напряжений. Получены соотношения, свя-
зывающие определяющие скаляры и псевдоскаляры , в том числе, с конвен-
ционально используемыми гемитропными псевдоскалярами: модулем сдвига,
коэффициентом Пуассона, характерной микродлиной (являющейся псевдоска-
ляром отрицательного веса, чувствительным к отражениям трехмерного про-
странства), и шестью псевдоскалярами, не имеющие физической размерности.
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ON TWO BASE NATURAL FORMS OF ASYMMETRIC FORCE AND COUPLE
STRESS TENSORS OF POTENTIAL IN MECHANICS OF HEMITROPIC
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Abstract. The paper is devoted to some problems concerning modeling hemitropic elastic media.
Two main quadratic energy forms of a stress potential are introduced in terms of pseudotensors.
These energy forms are assumed to be absolute invariants with respect to arbitrary transformations
of the three-dimensional Euclidean space (including mirror reflections). As a result of applying
special coordinate representations of semi-isotropic (hemitropic) pseudotensors of the fourth
rank, it is possible to determine 9 covariantly constant constitutive pseudoscalars characterizing
a hemitropic elastic medium. Symmetric and antisymmetric parts of asymmetric tensors and
pseudotensors of strains and stresses are discriminated. The first and second base natural
energy forms are compared and equations are derived for constitutive scalars and pseudoscalars,
including the conventional hemitropic pseudoscalars: shear modulus, Poisson’s ratio, characteristic
microlength (a pseudoscalar of negative weight, sensitive to reflections of three-dimensional space),
and six dimensionless pseudoscalars.
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Аннотация. В статье рассматриваются вопросы моделирования процессов поверхност-
ного наращивания тканых материалов. Выполнено обобщение модели, предложенной
Н.Х. Арутюняном, на случай материалов чувствительных к зеркальным отражениям и ин-
версиям трехмерного пространства. Показано, что последовательные положения поверхности
наращивания можно интерпретировать как поверхность уровня псевдоскалярного поля. Вво-
дится понятия фундаментального ориентирующего псевдоскаляра и псевдоскалярного време-
ни веса заданного целого веса. Обсуждаются вопросы вычисления единичного псевдовектора
нормали к поверхности наращивания задающейся псевдоскалярным полем. Граничные усло-
вия для напряжений на поверхности роста, предложенные Г.И. Быковцевым, обобщены на
случай псевдоскалярной геометрии. Приведены постановки простейших краевых задач, раз-
виваемой теории и предложены методы их решения.

Ключевые слова: определяющая тензорная функция, псевдотензор, поверхность наращи-
вания, тканый 3D-материал, микрополярная среда, псевдоскалярное время
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1. Введение. Традиционные способы изготовления изделий сложной формы
подразумевают различные технологические процессы обработки, как связанные со
съемом материала, так и основанные на синтезе изделий путем последовательного
нанесения материала на граничную поверхность [1–3]. Все это стимулирует развитие
механики выращивания твердых тел. Технологии аддитивного производства широко
используются в современном промышленном производстве деталей сложной формы и
конструкции. К таким методам относятся: лазерная стереолитография, селективное
лазерное спекание, электронно-лучевое плавление, напыление, многоструйное модели-
рование, ламинирование, 3D-печать, компьютерная аксиальная литография, послой-
ное бетонирование, производство тканых композитов.

Упомянутые выше методы основаны на известных естественных процессах роста
поверхности: аккреции космических объектов, образовании лавин и ледников, про-
цессах роста кристаллов. В то же время процессы роста биологических тканей и
организмов связаны с процессами объемного роста; тем не менее среди них мож-
но выделить и процессы поверхностного роста. Например, рост атеросклеротических
бляшек [4–6], рост корневой системы, рост костей человека. Рост атеросклеротической
бляшки можно описать как процесс первичной инфильтрации компонентов плазмы
крови в тонкий подповерхностный слой внутренней стенки артерии. Рост зародыша
кристалла происходит путем осаждения на его поверхность отдельных атомов или их
групп.

Главной особенностью растущих твердых тел является образование твердых тел
одновременно с процессом деформации. Это обстоятельство, безусловно, существенно
усложняет математическое моделирование таких деформационных процессов по срав-
нению с твердыми телами постоянного состава. Достаточно упомянуть ситуацию, име-
ющую место в динамике абсолютно твердого тела переменной массы. Изменчивость
массы, с одной стороны, приводит к усложнению математических задач, а с другой
стороны, порождает качественно новые эффекты в поведении тел. Естественно ожи-
дать, что обобщенная модель твердого тела и начально-краевые задачи усложнятся,
а влияние параметров роста на отклик твердого тела станет более разнообразным.

Решение краевой задачи о растущих телах — очень трудоемкая задача. Важной
особенностью краевых задач механики растущего тела является вывод граничных
условий на движущейся растущей поверхности между основным телом и напыляемой
частью. Дискуссии по проблемам граничных условий можно найти в работах [7,8]. На-
стоящая работа посвящена рассмотрению модели Арутюняна поверхностно-растущих
тел [7] и нескольких вариантов определяющих соотношений на растущей поверхно-
сти, близких к простейшим соотношениям (см. известную книгу Г. И. Быковцев: [8,
С. 288–292]). На протяжении всей статьи будут использоваться терминология и обо-
значения, принятые в публикациях [8–13].

2. Основные уравнения модели Арутюняна поверхностно-растущих
твердых тел. Подробное исследование моделирования поверхностных растущих
тел, предложенное Н.Х. Арутюняном, можно найти в книге [7]. Вернемся к основно-
му уравнению этой модели. Уравнения равновесия для тензора напряжений Коши σrs

могут быть представлены в терминах скоростей следующим образом:

∇s(∂·σ
sr) = 0, (1)

где ∇s — оператор Гамильтона (набла), ∂· — производная по времени.
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Граничные условия на нерастущей части поверхности (поверхность основных тел)
читаются

ns∂·σ
sr = ∂·p

r
0 (2)

и (или)
vs = ∂·u

s
0. (3)

где pr0 — заданный вектор тяги, vs — вектор скорости, us0 — заданные векторы пере-
мещений, ns — ковариантный вектор единичной нормали.

Условие на растущей поверхности Σ можно получить из решения контактной зада-
чи между трехмерным телом и двумерной поверхностью в виде [14]

ns∂·σ
sr = −cσ

2d

khLhknk, (4)

где c — линейная скорость распространения растущей поверхности в нормальном на-
правлении ns, σ

2d

kh — двумерный тензор заданного упругого поверхностного натяже-
ния, Lhk — двумерный тензор кривизны поверхности.

Определяющие уравнения для скоростей деформации εsr и скоростей представлены

εsr =
1

2
(∇svr +∇rvs), (5)

а общий вид определяющих уравнений для тензора скоростей напряжений Коши мож-
но принять в виде

∂·σ
sr = 2Fsr(εsr, vs). (6)

где Fsr — тензорная функция, определяемая экспериментально.
Уравнение движущейся растущей поверхности Σ(t) в неявном виде имеет вид

t = τ
∗
(xk), (7)

Основные уравнения (1)–(7) должны быть дополнены правилами восстановления
тензора напряжений и перемещений в соответствии с

σsr(xk, t) = σ
∗
sr(xk) +

∫ t

τ
∗
(xk)

∂·σ
sr(xk, t′) dt′,

us(xk, t) = u
∗
s(xk) +

∫ t

τ
∗
(xk)

vs(xk, t′) dt′.

(8)

Здесь σ
∗
sr = σsr

∣∣
t=τ

∗
(xk)

; us
∗
(xk) = us

∣∣
t=τ

∗
(xk)

. Уравнения (8) представляют собой простое
правило интегрирования примитивов.

Следует отметить, что краевая задача для растущего твердого тела может управ-
ляться нагрузками, напряжениями на распространяющейся растущей поверхности и
скоростью выкладки материала.

3. Дифференциальные ограничения на распространение растущей
поверхности. Граничные условия на распространяющейся поверхности роста требу-
ют дополнительного внимания и обсуждения. Попытка получить граничные условия
из уравнений равновесия была предпринята Г. И. Быковцевым (см. книгу [8, Pp. 288–
292]) и позже обобщенные в работах [9–13] для случая микрополярных сред и пред-
варительно деформированных сред.
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Как показано ранее (см., например, [9–13]), преобразование уравнений равновесия
(1) с использованием формулы для действительных компонент силового тензора на-
пряжений σij

σij =

t∫
τ
∗
+0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′ + Sji + σ

∗
ij(xs), (9)

Sij =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′, (10)

позволяет вывести уравнение на распространяющейся растущей поверхности в виде
следующих дифференциальных ограничений

c[∇jσ∗
ji(xs) +∇jSji +X

∗
i(xs)]− nj∂·σ

ji(xs, t) = 0 (t = τ
∗
+ 0), (11)

где единичный вектор нормали ni на распространяющейся растущей поверхности Σ,
направленный в сторону ее распространения, связан с пространственным градиентом
(7) уравнением

ni = c ∂iτ∗
, c = |∇τ

∗
|−1 (t = τ

∗
). (12)

В уравнениях (9)–(11) используются обозначения, принятые в [9–11]: Sji - интеграл,
связанный со скачком напряжения, σ

∗
ij(xs) = σij(xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 – компоненты тензора

напряжений соответственно в момент t = τ
∗
(xs)−0 непосредственно перед включением

элемента в основное твердое тело X
∗
i(xs) = Xi(xs, t)

∣∣
t=τ

∗
(xs)+0

. Момент t = τ
∗
(xs) + 0

соответствует моменту сразу после прикрепления элемента к растущей поверхности.
В общем случае напряжения сил σ

∗
ij должны быть выражены через фактические

напряжения и пары на распространяющейся растущей поверхности тензорными опре-
деляющими уравнениями следующим образом

σ
∗
ij = Fij(σij , ni, . . .). (13)

Определяющая тензорная функция Fij может быть определена эксперимен-
тально. Функция Fij означает возможные изменения параметров напряженно-
деформированного состояния растущего материала на интервале времени от момента
создания растущего элемента до момента его осаждения на основное твердое тело ,
то есть в интервале времени τ

∗
− 0 ≤ t ≤ τ

∗
+ 0. В частности, определяющие тензор-

ные функции Fij при производстве тканых материалов будут зависеть от выбранных
направлений, связанных с распространяющейся поверхностью роста и локализацией
композиционных волокон. Важным ограничением на определяющие тензорные функ-
ции Fij является нечувствительность их аргументов при поворотах подвижной систе-
мы координат вокруг единичного вектора нормали nj к растущей поверхности. В этом

случае необходимо выбрать систему совместных инвариантов тензоров σij ,
[−1]
µ i·
·j и век-

торов nj , ıj , удовлетворяющих условию вращательной инвариантности относительно
вектора nj .
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4. Псевдоскалярная геометрия распространяющейся поверхности
наращивания. В некоторых случаях может оказаться, что распространяющая-
ся растущая поверхность является поверхностью уровня псевдоскалярного поля.
Например, в случае материалов (тканых композитов, хиральных материалов, ме-
таматериалов, биологических тканей), проявляющих свойства чувствительности к
зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного пространства. Базовый объект,
чувствительный к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного простран-
ства, представляет собой фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр веса +1,
который может быть определен как тройное произведение ковариантных базовых
векторов (ı

1
, ı
2
, ı
3
)

e = ⌈ı
1
, ı
2
, ı
3
⌋ = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
. (14)

Ряд подходов к развитию псевдотензорного формализма можно найти в книгах по
тензорному анализу и механике сплошных сред [16–21].

Пусть распространяющаяся поверхность Σ в трехмерном пространстве определя-

ется как поверхность уровня псевдоскалярного поля
[W ]

f (xi) веса W :
[W ]
t =

[W ]

f (xi), (15)

где
[W ]
t псевдоскалярное время, и

[W ]
t = eW t. (16)

Учитывая псевдоскалярный дифференциал времени
[W ]
t в силу (16) можно получить

d
[W ]
t = d(eW t) = eWdt+ tWeW−1de, (17)

или

d
[W ]
t = eW

(
dt+ te−1∂sedx

s
)
. (18)

Отметим важный в прикладных задачах случай [15]. Выберем систему координат
с учетом условия: √

g = 1, (19)
и используя следующее уравнение

e2 = g (20)
прийти к ограничению

e = sgn e. (21)
Таких систем в трехмерном пространстве бесконечно много, например декартовы ле-
вая и правая системы координат.

Ограничение √
g = 1 часто используется не только в теории относительности [15],

но и в механике твердого тела [22]. На страницах 135-142 монографии [15] условие√
g = 1 используется для вывода уравнения гравитации в 4-пространстве-времени,

что значительно упрощает уравнения теории относительности.
Если в дополнение к уравнению (21) предположить, что система координат левая

(т. е. e < 0), то псевдоскалярный дифференциал времени принимает вид

d
[W ]
t =

{
dt, if W is even weight;

−dt, if W is odd weight. (22)
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Ковариантный вектор единичной нормали ns к поверхности Σ можно определить с
точностью до множителя по формуле

Nni = ∂i(e
−W

[W ]

f ). (23)

Обратите внимание, что абсолютный скаляр a удовлетворяет уравнению

∇ia = ∂ia. (24)

Тогда уравнение (23), (24), преобразуется к виду

Nni = ∂i(e
−W

[W ]

f ) = ∇i(e
−W

[W ]

f ) = e−W∇i

[W ]

f . (25)

Вводя в рассмотрение нормальный псевдовектор по формуле

[W ]
ni = eWni, (26)

мы можем получить

N
[W ]
ni = ∇i

[W ]

f . (27)

Согласно уравнению

gij
[W ]
ni

[W ]
nj = e2W (28)

легко сделать вывод, что

N2e2W = gik∇i

[W ]

f ∇k

[W ]

f , (29)

откуда для неизвестного множителя N можно вычислить по уравнению

±N = e−W

√
gik∇i

[W ]

f ∇k

[W ]

f , (30)

Наконец, нормальный псевдовектор к поверхности уровня Σ псевдоскалярного поля
[W ]

f вычисляется по формуле

[W ]
ni = eW

∇i

[W ]

f√
gik∇i

[W ]

f ∇k

[W ]

f

(31)

Линейная скорость распространяющейся растущей поверхности в направлении нор-

мального псевдовектора
[W ]
n рассчитывается по формуле

[−W ]
c =

√gik∇i

[W ]

f ∇k

[W ]

f

−1

. (32)

Абсолютный вектор нормали к поверхности уровня Σ псевдоскалярного поля
[W ]

f
можно вычислить по формуле

ni =
[−W ]
c ∇i

[W ]

f . (33)
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5. Дифференциальные ограничения на распространение растущей
псевдоскалярной поверхности. Следуя обсуждениям в предыдущих разделах,
мы можем получить дифференциальные ограничения на распространение растущей
псевдоскалярной поверхности. В процессе роста максимальная интенсивность каса-
тельных напряжений может быть достигнута на контактной (растущей) поверхности
между основным твердым телом и растущей частью. Определим растущую поверх-
ность как поверхность уровня псевдоскалярной функции, как это было указано в § 3.

[W ]
t =

[W ]
τ
∗
(xi). (34)

Соотношения (11) в случае распространяющейся растущей псевдоскалярной по-
верхности преобразуются следующим образом

[−W ]
c [∇jt∗

ji(xk) +X
∗
i(xk)]− nj

[−W ]

∂· t
ji(xk)|[W ]

t =
[W ]
τ
∗
(xk)

=
[−W ]

0 . (35)

Уравнение восстановления для компонент тензора напряжений принимает вид

tij =

[W ]
t∫

[W ]
τ
∗

[
[−W ]

∂· t
ij(xk,

[W ]
t ′)]d

[W ]
t ′ + t

∗
ij(xk). (36)

Уравнения (35) и (36) представляют собой обобщенные граничные условия на рас-
тущих поверхностях, которые можно использовать для широкого класса материалов,
включая тканые композиты.

6. Постановки краевых задач, моделирующих процессы синтеза тка-
ных 3D материалов. Термин «тонкостенные детали» означает такие твердые тела,
которые в процессе роста и деформации подвергаются большим перемещениям и ма-
лым деформациям. В этом случае мы можем использовать линейные определяющие
уравнения (закон Гука), в то время как граничные условия все еще нелинейны, а
поверхность наращивания неизвестна. В этом случае мы получаем краевую задачу в
операторной форме

∇ · (∂tσ) = 0, ∂tσ = 2µD+ λtr(D)I, D =
1

2
(∇⊗ v + v ⊗∇), v = vdef + vgr,

x ∈ Σ1 : n · ∂tσ = ∂tp0, x ∈ Σ2 : v = ∂tu0,

x ∈
∗
Σ(t) : n · ∂tσ = −sn(Ts : L) n, sn = n · v, t =

∗
τ(x).

(37)
где λ, µ — параметры Ламе. Отметим, что скорость распространения поверхности
наращивания состоит из скорости, возникающей за счет выкладки нового материала,
и скорости, возникающей за счет деформации твердых тел.

Рассмотрим теорию механического поведения растущих тел при бесконечно малых
деформациях. Совершенно ясно, что речь идет о толстостенных конструкциях, де-
формация которых для классических конструкционных материалов в процессах вы-
ращивания и нагружения бесконечно мала. В этом случае можно исключить скорость
роста поверхности, возникающую за счет деформации твердых тел vdef , так как этот
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член бесконечно мал по сравнению со скоростью распространения растущей поверх-
ности. В этом случае мы можем упростить краевую задачу следующим образом

∇ · (∂tσ) = 0, ∂tσ = 2µD+ λtr(D)I, D =
1

2
(∇⊗ v + v ⊗∇), v = vgr,

x ∈ Σ1 : n · ∂tσ = ∂tp0, x ∈ Σ2 : v = ∂tu0,

x ∈
∗
Σ(t) : n · ∂tσ = −sn(Ts : L) n, sn = n · v, t =

∗
τ(x).

(38)

Уравнения (38) образуют общую краевую задачу для толстостенных тел. Эта кра-
евая задача математически идентична краевой задаче теории упругости при малых
деформациях и наиболее адекватные результаты получаются в рамках этого варианта
теории.

Обе упрощенные теории для тонких (37) и толстых (38) растущих твердых тел, да-
ют адекватные математические модели процессов роста для различных производвод-
ственных процессов. Тем не менее, развитие общей нелинейной теории очень важно,
особенно с точки зрения нового определяющего уравнения для материального описа-
ния сплошной среды с микроструктурой.
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GROWING SOLIDS
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Abstract. The article deals with the issues of modeling the processes of surface growth of woven
materials. The generalization of the model proposed by N.Kh. Arutyunyan is carried out for the
case of materials sensitive to specular reflections and inversions of three-dimensional space. It is
shown that successive positions of the growth surface can be interpreted as a level surface of a
pseudoscalar field. The concepts of fundamental orienting pseudoscalar and pseudoscalar time of
the weight of a given integer weight are introduced. The issues of calculating the unit pseudovector
of the normal to the growth surface given by the pseudoscalar field are discussed. The boundary
conditions for stresses on the growth surface proposed by GI Bykovtsev are generalized to the case
of pseudoscalar geometry. Statements of the simplest boundary value problems and the developed
theory are given, and methods for their solution are proposed.

Keywords: pseudotensor, growing surface, 3D woven material, micropolar medium, woven
material, pseudoscalar time
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