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Аннотация. В работе на основе реологических моделей сложных сред упруговязкопластиче-
ской дилатирующей и несжимаемой упруговязкопластической, а также классической несжи-
маемой идеально пластической среды определено напряженно-деформированное состояние
сферического тела при постоянной внешней и динамической внутренней нагрузках. Исследо-
вано осесимметричное состояние тела. Определены поля перемещений и напряжений в упру-
гих и пластических областях.
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сия, осесимметричное состояние.
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1.
Согласно принятой точки зрения [1] Земля состоит из мантии и ядра (рис. 1), при

этом структура ядра трехслойна.
Ниже в рамках предложенной структурной модели Земли, представленной в виде

кусочно-неоднородного сферического тела (рис. 2), исследуется его поведение при воз-
действии динамических нагрузок. По внешнему контуру тела равномерно распреде-
лена нагрузка интенсивности q, по контуру полости радиуса a нагрузка P , выражение
для которых имеет вид

P = P0e
ât
, q = q0, t⇤ 6 t < t0, (1)

где q0 � атмосферное давление, â� известная константа.
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Рис. 1. Строение Земли

Рис. 2. Схематическое представление
строения Земли

Заметим, что авторы не претендуют на общность модели, так как данная модель
лишь приближена к внутренней структуре Земли и в рамках которой делается по-
пытка анализа поведения (отказа) Земли при динамическом деформировании её яд-
ра. Очевидно, что расчет поведения выбранного тела имеет большое значение при
прогнозировании чрезвычайных ситуаций.

Будем полагать, что при действии динамической нагрузки (1) мантия и все слои
ядра смыкаются, и после этого деформируются совместно без смещения относительно
друг друга. При этом возникающие на линии сопряжения слоев ядра и мантии сжима-
ющие усилия таковы, что образовавшиеся пластические области полностью охваты-
вают внутренние контуры второго и третьего слоев ядра и мантии (четвертый слой).
Так как для структуры мантии характерны рыхлые породы, для второго и третьего
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слоев ядра скальные породы и для первого слоя ядра � жидкая металлическая среда,
то будем использовать модели сложных сред, в которых учитываются такие свойства,
обнаруживаемые у реальных физических тел, как упругость, пластичность, вязкость,
упрочнение при динамическом процессе деформирования.

В качестве определяющих соотношений принимаются:
� в упругой зоне V

e связь между напряжениями и деформациями будем опреде-
лять законом Гука

�
�

j
= �"

k

k
g
�

j
+ 2µ"�

j
, (2)

где � и µ � параметры Ламе, g�
j

� компоненты метрического тензора
� пластическую область мантии V

p

4 будем представлять соотношениями теории
упрочняющегося упруговязкопластического тела модели Ивлева-Спорыхина [2,3], ко-
торая учитывает необратимую сжимаемость, с функцией нагружения в виде

F = ↵�1 �
r⇣

Sij � ce
p

ij
� ⌘ė

p

ij

⌘⇣
Sij � ce

p

ij
� ⌘ė

p

ij

⌘
� k = 0, (3)

где ↵ � скорость дилатансии, ⌘ � коэффициент вязкости, c � коэффициент упроч-
нения, k � предел текучести, �1 = �kk/3 � первый инвариант тензора напряжений,
Sij = �ij � �kk�ij/3, eij = "ij = "kk�ij/3 � девиаторы тензоров напряжений и дефор-
маций, соответственно.

Такой выбор (3) обусловлен тем, что в общем случае, согласно экспериментам [4],
горные породы при деформировании являются упруговязкопластическими (EVP) ди-
латирующими средами. Соотношения, определяющие зависимость между компонен-
тами тензора скоростей пластических деформаций и напряжениями принимаются в
форме [5]

"̇
p�

j
= ⇠

@F

@�
�

j

+  (�1)�̇1�
�

j
,  (�1) =

d'1

d�1
, (4)

где '1(�1) = "
p

1 � функция объемного нагружения, которая определяется из экспери-
ментов, "p1 � первый инвариант тензора пластических деформаций,  (�1) = const.
Это допустимо, если имеет место линейная зависимость, то есть �1 = k"

p

1, тогда
�(�1) =

�1
k

и, следовательно,  = d�

d�1
= 1

k
= const (k � предел текучести).

Полная деформация в пластической зоне слагается из упругой "
e

ij
и пластической

"
p

ij
составляющих

"ij = "
e

ij + "
p

ij
, (5)

причем упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука (2).
Во втором и третьем слое ядра в пластической области будем использовать модель

Sp [6] несжимаемого упруговязкопластического тела, к которой приходим, полагая в
соотношениях (3), (4) ↵ = 0,  = 0. Пластическая составляющая объемной деформа-
ции удовлетворяет условию несжимаемости

"
p

kk
= 0. (6)

В упругих зонах слоев 2 и 3 связь между напряжениями и деформациями также будем
определять законом Гука (2).

На границе S� (� = 2, 3, 4) раздела зон упругой и пластической областей слоев, а
также на линии контакта слоев должны выполняться условия сплошности для пере-
мещений

[uj ] = 0 (7)
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и поверхностных сил h
Nj�

j

�

i
= 0, (8)

где Nj � орты нормали к поверхности S� .
И, наконец, жидкий металлический первый слой ядра охарактеризуем моделью

несжимаемого идеально пластического тела Мизеса, к которой приходим, полагая в
соотношениях (3), (4) наряду с указанным выше, ⌘ = 0, c = 0.

Далее согласно [4] примем, что вязкость слоев горных пород ядра и мантии воз-
растает пропорционально времени процесса деформирования, то есть

⌘n = ⌘0nt (n = 2, 3, 4). (9)

Значения модуля ⌘0n для различных пород приведены в [4].
Малые деформации слоев среды (горных пород) будем характеризовать соотноше-

ниями Коши
2"ij = 5ju

i +5i
uj , (10)

где uj � компоненты вектора перемещений, символ 5j обзначает ковариантную про-
изводную по j-ой компоненте.

Присоединяя к уравнениям (2)-(10) уравнения движения

5i�
i

j � ⇢
@
2
uj

@t2
= 0 (⇢� плотность материала) (11)

и граничные условия на внешней ⌃4 и внутренней ⌃3 поверхностях

Nj�
j

�
= P� (P� � составляющие вектора поверхностных сил), (12)

а также начальные условия, получим замкнутую математическую задачу для кусочно
неоднородного сферического тела при нагружении.

Далее физико-механическим параметрам каждой из шести зон тела V
p
s , V

e
s следует

приписывать индексы s = 2, 3, 4, соответственно, а для металлического включения V
p

индекс 1, то есть V
p

1 . Аналогичную запись будем соблюдать для компонент тензора
напряжений, деформаций и перемещений.

2.
Задача решается в сферической системе координат. С учетом осевой симметрии

определяющие уравнения (2)-(10) рассматриваемой задачи имеют следующий вид:
� уравнения движения

@�r

@r
+

2

r
(�r � �✓)� ⇢

@
2
u

@t2
= 0, (13)

� закон Гука
�r = � ("r + 2"✓) + 2µ"r, �✓ = � ("r + 2"✓) + 2µ"✓, (14)

� функция нагружения

↵�1 +

r
3

2
(Sr � ce

p

r � ⌘ė
p

r)� k = 0, (15)

� ассоциированный закон пластического течения

"̇
p

r = ⇠

 
↵

3
+

r
2

3

!
+  �̇1, "̇

p

✓
= ⇠

 
↵

3
�
r

1

6

!
+  �̇1, ( = const) (16)

� условие несжимаемости
"
p

r + 2"p
✓
= 0, (17)
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� соотношения Коши

"r =
du

dr
, "✓ =

u

r
, (18)

� соотношения для полных деформаций в пластической области

"r = "
e

r + "
p

r , "✓ = "
e

✓
+ "

p

✓
. (19)

Граничные условия (12) и условия сопряжения (7), (8) на упругопластических гра-
ницах слоев принимают вид

�
e

r4|r=b
= q0, �

p

r3|r=a
= P, [u]|

r=�s
= 0, [�r]|r=�s

= 0, [�✓]|r=�s
= 0 (s = 2, 3, 4). (20)

В предположении, что в момент начала пластического течения t = t⇤ зарождение
пластической области начинается от границ внутренней полости шара (третий слой)
и, соответственно, внутренних границ второго и четвертого слоев шара, начальные
условия задаются в форме

�3|t=t⇤
= a, �2|t=t⇤

= a+ h3, �4|t=t⇤
= a+ h1 + h2 + h3, (21)

где h↵ (↵ = 1, 2, 3, 4)� толщина слоев.
Условия на поверхности контакта слоев таковы

�
p

r1 = �
p

r4, u
p

1 = u
p

4 при r = a+ h1 + h2 + h3,

�
p

r1 = �
e

r2, u
p

1 = u
e

2 при r = a+ h2 + h3,

�
p

r2 = �
e

r3, u
p

2 = u
e

3 при r = a+ h3.

(22)

Согласно (1) искомые функции принимают вид

�(r, t) = �(r)eât. (23)

Вследствие осевой симметрии имеем

S✓ = S� = �1

2
Sr, e✓ = e� = �1

2
er.

Тогда функция нагружения (15) принимает вид
 
↵�

r
3

2

!
�1 +

r
3

2
[�r � (c4 + ⌘4â) ("

p

r � "
p

1)]� k04, k04 = k4e
�ât

. (24)

Из ассоциированного закона течения (16) следует соотношение

("pr �  �1)

 
↵

3
�
r

1

6

!
=
�
"
p

✓
+  �1

�
 
↵

3
+

r
2

3

!
, (25)

где �1 = 1
3 (�r + 2�✓) , "

p

1 =
1
3

�
"
p
r + 2"p

✓

�
. Исключая из соотношений (24) и (25) �1 и "p1,

привлекая при этом закон Гука (2) и (5), получаем

"
p

r = �1 ("r + 2"✓) + �2 ("r � "✓) + �3k0,

"
p

✓
= �4 ("r + 2"✓) + �5 ("r � "✓) + �6k0.

(26)
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Здесь

�1 =
3�4 + 2µ4

�3

"
↵

 
↵

3
+

r
2

3

!
+  �2

#
, �2 =

4µ4

�3

r
3

2

 
↵

3
+

r
2

3
 1

!
,

�3 =
3

�3

 
↵

3
+

r
2

3
 1

!
, �4 =

3�4 + 2µ4

�3

"
↵

 
↵

3
�
r

1

6

!
+  �2

#
,

�5 =
4µ4

�3

r
3

2

 
↵

3
�
r

1

6
 1

!
, �6 =

3

�3

 
↵

3
�
r

1

6
 1

!
,

�1 = c4 + ⌘4â, �2 = 2µ4 + �1, �3 = (3�4 + 2µ4)↵
2 + 3�2 1,  1 = 1 + (3�4 + 2µ4) .

(27)

Используя уравнения движения (13), закон Гука (14), соотношения Коши (18), а так-
же соотношения (19) и (26), для определения перемещений в пластической области
мантии V

p

4 получаем дифференциальное уравнение

411u,rr +412
1

r
u,r +413

u

r2
+414

1

r
� ⇢â

2
u = 0. (28)

Здесь
411 = (�4 + 2µ4)(�1 + �2 � 1) + 2�4(�4 + �5),

412 = �[2(�4 + 4µ4)�1 � (�4 � 2µ4)�2 + 4(�4 � µ4)�4 � 2(�4 + 2µ4)(�5 + 1)],

413 = �[(�4 � 2µ4)(�2 � 2)� 2(�4 + 2µ4)(1� 2�4 + �5)],

414 = �4k04µ4(�6 � �3).

(29)

Далее ограничимся квазистатической постановкой, тогда решение уравнения (28)
имеет вид

u
p

4 = A4r
�( 12+

3
2{) +B4r

�( 12�
3
2{) +

k04 1

↵(3�4 + 2µ4)
r, (30)

где

{ =

p
�
2
4 � �

2
5

�4 � �5
, �4 = 3(3�4 + 2µ4)�2 � 4µ4(6µ4 1 � �3), �5 = µ4↵(3�4 + 2µ4)4

p
6.

Согласно закону Гука (14) и соотношениям (18), (19), (26) и (30) получаем отличные
от нуля компоненты тензора напряжений в пластичесокй области V

p

4 мантии

�
p

r4 = ⌦1A4r
� 3

2 ({+1) � ⌦2B4r
3
2 ({�1) +

k04

↵
,

�
p

✓4 = ⌦3A4r
� 3

2 ({+1) � ⌦4B4r
3
2 ({�1) +

k04

↵
.

(31)

Здесь
⌦1 =

3

2
(�4 + 2µ4)!1 + 3�4!3 �

3

2
(�4 + 2µ4)({ � 1)� 4µ4,

⌦2 =
3

2
(�4 + 2µ4)!2 + 3�4!4 �

3

2
(�4 + 2µ4)({ + 1) + 4µ4,

⌦3 =
3

2
�4!1 + 3(�4 + 2µ4)!3 �

3

2
�4({ � 1) + 2µ4,

⌦4 =
3

2
�4!2 + 3(�4 + 2µ4)!4 �

3

2
�4({ + 1)� 2µ4,

!1 = ({ � 1)�1 + ({ + 1)�2, !2 = ({ + 1)�1 + ({ � 1)�2,
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!3 = ({ � 1)�3 + ({ + 1)�4, !4 = ({ + 1)�3 + ({ � 1)�4.

Используя уравнения равновесия (13), закон Гука (14) и соотношения Коши (18)
для определения перемещений в упургих областях V

e
s (s = 2, 3, 4) мантии и ядра,

получаем дифференциальное уравнение

u,rr +
2

r
u,r �

2u

r2
= 0,

из которого находим

u
e

s =
Cs

r2
+Dsr (s = 2, 3, 4). (32)

В соответствии с законом Гука компоненты напряжений в упругой области V
e
s (s =

2, 3, 4) мантии и ядра принимают вид

�
e

rs = (3�s + 2µs)Ds �
4µs

r3
Cs, �

e

✓s
= (3�s + 2µs)Ds +

2µs

r3
Cs. (33)

Здесь физико-механическим параметрам приписан индекс s = 2, 3, 4, соотвественно.
В пластической области второго V

p

2 и, соответственно, третьего слоя V
p

3 ядра урав-
нение (28) для определения перемещений при ↵ =  = 0 принимает вид

u,rr +
2

r
u,r �

2

r2
u+

6
p
6µ

�7

k0

r
= 0.

Откуда

u
p

s =
As

r2
+Bsr �

2
p
6µs

3�7s
k0sr(3lnr � 1). (34)

Для компонент напряжений получаем

�
p

rs =
4µs(cs + ⌘sâ)

(2µs + cs + ⌘sâ)

As

r3
+ (3�s + 2µs)Bs �

2
p
6µs(3�s + 2µs

3�7s
k0s(3lnr � 1),

�
p

✓s
=

2µs(cs + ⌘sâ)

(2µs + cs + ⌘sâ)

As

r3
+ (3�s + 2µs)Bs �

2
p
6µs(3�s + 2µs

3�7s
k0s(3lnr + 0, 5),

(35)

где
�7s = 2µs(3�s + 2µs) + 3(cs + ⌘sâ)(�s + 2µs), s = 2, 3,

k0s = ks(T )e
ât
, T � температура, k3(T ) > k2(T ).

Наконец, для металлической части ядра (� =  = c1 = ⌘1 = 0) согласно (34) и (35)
получаем

u
p

1 =
A1

r2
+B1r �

p
6

3
k01r(3lnr � 1),

�
p

r1 = (3�1 + 2µ1)B1 �
p
6

3
k01r(3lnr � 1),

�
p

✓1 = (3�1 + 2µ1)B1 �
p
6

3
k01r(3lnr + 0, 5).

(36)

Подчиняя полученные решения (30)-(36) граничным условиям и условиям сопряже-
ния (20), условиями на контактах слоев (22) и начальным условиям (21) для констант
интегрирования A1, B1, As, Bs, Cs, Ds (s = 2, 3, 4) и упругопластических границ
�2, �3, �4 получаем систему уравнений

(3�4 + 2µ4)D4 �
4µ4

b3
C4 = q0,
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4µ3(c3 + ⌘3â)

(2µ3 + c3 + ⌘3â)

A3

a3
+ (3�3 + 2µ3)B3 �

2
p
6µ3(3�3 + 2µ3)

3�73
k03(3lna� 1) = P0,

4µ2(c2 + ⌘2â)

(2µ2 + c2 + ⌘2â)

A2

(a+ h3)
3 + (3�2 + 2µ2)B2 �

2
p
6µ2(3�2 + 2µ2)

3�72
k02(3ln(a+ h3)� 1) =

= (3�3 + 2µ3)D3 +
2µ3

(a+ h3)
3C3,

A2

(a+ h3)
2 +B2(a+ h3)�

2
p
6

3�72
k02(a+ h3)(3ln(a+ h3)� 1) =

=
C3

(a+ h3)
2 +D3(a+ h3),

(3�1 + 2µ1)B1 �
p
6

3
k01(a+ h2 + h3)(3ln(a+ h2 + h3)� 1) =

= (3�2 + 2µ2)D2 �
4µ2

(a+ h2 + h3)
3C2,

A1

(a+ h2 + h3)
2 +B1(a+ h2 + h3)�

�
p
6

3
k01(a+ h2 + h3)(3ln(a+ h2 + h3)� 1) =

=
C2

(a+ h2 + h3)
2 +D2(a+ h2 + h3),

⌦1A4(a+ h1 + h2 + h3)
� 3

2 ({+1) � ⌦2B4(a+ h1 + h2 + h3)
3
2 ({�1) +

k04

↵
=

= (3�1 + 2µ1)B1 �
p
6

3
k01(a+ h1 + h2 + h3)(3ln(a+ h1 + h2 + h3)� 1),

A4(a+ h1 + h2 + h3)
�( 1

2+
3
2{) +B4(a+ h1 + h2 + h3)

�( 1
2�

3
2{)+

+
k04 1

↵(3�4 + 2µ4)
(a+ h1 + h2 + h3) =

=
A1

(a+ h1 + h2 + h3)
2 +B1(a+ h1 + h2 + h3)�

�
p
6

3
k01(a+ h1 + h2 + h3)(3ln(a+ h1 + h2 + h3)� 1),

4µ3(c3 + ⌘3â)

2µ3 + c3 + ⌘3â

A3

�
3
3

+ (3�3 + 2µ3)B3�

�2
p
6µ3(3�3 + 2µ3)

3�73
k03(3ln�3 � 1) = (3�3 + 2µ3)D3 �

4µ3

�
3
3

,

A3

�
2
3

+B3�3 �
2
p
6

3�73
k03�3(3ln�3 � 1) =

C3

�
2
3

+D3�3,

4µ2(c2 + ⌘2â)

(2µ2 + c2 + ⌘2â

A2

�
3
2

+ (3�2 + 2µ2)B2�

�2
p
6µ2(3�2 + 2µ2)

3�72
k02(3ln�2 � 1) = (3�2 + 2µ2)D2 �

4µ2

�
3
2

C2,
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A2

�
2
2

+B2�2 �
2
p
6

3�72
k02�2(3ln�2 � 1) =

C2

�
2
2

+D2�2,

⌦1A4�
� 3

2 ({+1)
4 � ⌦2B4�

3
2 ({�1)
4 +

k04

↵
= (3�4 + 2µ4)D4 �

4µ4

�
3
4

,

A4�
�( 1

2+
3
2{)

4 +B4�
�( 1

2�
3
2{)

4 +
k04 1

↵(3�4 + 2µ4)
�4 =

C4

�
2
4

+D4�4,

2µ2(c2 + ⌘2â)

(2µ2 + c2 + ⌘2â)

A2

�
3
2

+ (3�2 + 2µ2)B2 �
2
p
6µ2(3�2 + 2µ2)

3�72
k02(3ln�2 + 0, 5) =

= (3�2 + 2µ2)D2 +
2µ2

�
3
2

C2,

2µ3(c3 + ⌘3â)

(2µ3 + c3 + ⌘3â)

A3

�
3
3

+ (3�3 + 2µ3)B3 �
2
p
6µ3(3�3 + 2µ3)

3�73
k03(3ln�3 + 0, 5) =

= (3�3 + 2µ3)D3 +
2µ3

�
3
3

C3,

⌦3A4�
� 3

2 ({+1)
4 � ⌦4B4�

3
2 ({�1)
4 +

k04

↵
= (3�4 + 2µ4)D4 +

2µ4

�
3
4

C4.

Данная система уравнений не имеет аналитического решения и требует численного
счета. При условии нахождения соотношений для упругопластических границ �s (s =
1, 2, 3) можно положить в этих выражениях верхние значения для �s, то есть �3 =
a + h3, �2 = a + h2 + h3, �4 = a + h1 + h2 + h3 + h4, и прийти к соотношениям,
определяющим отказ (исчерпание несущей способности) сферического тела.
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МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПРОЧНОСТНОГО АНАЛИЗА
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Аннотация. Авторами предложена методика выявления оптимальной модификации меха-
низма для создания высококачественных полупроводниковых приборов на основе выполнения
проектировочных и проверочных расчетов передач, используя численные методы теории ма-
шин и механизмов и методы компьютерного моделирования в пакете Компас 3D и модуле
APM FEM. Требуется разработать порядок действий для выбора оптимальных геометриче-
ских параметров деталей механизмов с допустимыми значениями контактных напряжений
и напряжений при изгибе зубьев элементов кинематической пары, с соблюдением переда-
точного числа с заданным значением вращающего момента на выходе и частоты вращения
выходного вала.

Ключевые слова: теория механизмов и машин, трехмерное проектирование в Компас 3D
V.21, APM FEM, модификация механизма, прочностной анализ материалов по контактным
напряжениям и напряжениям при изгибе зубьев
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Введение
В технологических процессах изготовления полупроводниковых приборов исполь-

зуются самые разнообразные механизмы: передачи c цилиндрическими и коническими
зубчатыми колесами, червячные редукторы, винтовые и мальтийские механизмы, ва-
риаторы, шарнирно-рычажные, кулачковые и другие передачи. Для разработки ки-
нематических схем промышленных и лабораторных установок, эффективных как с
технической, так и экономической точек зрения, необходимо знать основные пара-
метры, возможности, достоинства и слабые стороны используемых механизмов. Это
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особенно актуально сейчас, когда Россия, находясь под санкциями Запада, должна
возрождать разрушенные и создавать новые производственные мощности.

Для создания высококачественных полупроводниковых приборов необходимо ис-
пользовать материалы высокой степени чистоты. Для получения таких заготовок при-
меняют установки зонной плавки и выращивания монокристаллических слитков. При
этом получается совершенная структура кристаллической решетки монокристалла и
происходит очистка полупроводниковых материалов. Технологический процесс зоной
плавки предполагает многократное перемещение индуктора вдоль слитка, подверга-
ющегося очистке, при этом скорость прямого и обратного хода может быть разной.
Величина скорости может составлять от единиц до десятков мкм/сек и должна вы-
держиваться постоянной с заданной по технологии точностью. Одновременно для
получения высокой однородности полупроводниковых кристаллов ампулу со слитком
необходимо вращать вокруг своей оси. Использование названных выше механизмов
позволяет сравнительно просто решать задачи преобразования параметров вращения
вала двигателя в движение с требуемыми параметрами по технологическому процессу.

Поэтому необходимо выполнить весь комплекс проектировочных и проверочных
расчетов передач, используя численные методы Теории машин и механизмов (ТММ)
и методы компьютерного моделирования. Расчет механических передач требуется вы-
полнить в соответствии с действующими в настоящее время ГОСТ Российской Феде-
рации.

В качестве САПР авторами статьи была выбрана российская система трехмерно-
го моделирования КОМПАС 3D V.21, подключаемые его модули APM FEM, APM
Winmachine. Для поставленных целей данный пакет c выбранными модулями наибо-
лее подходящий, так как он содержит в себе графические средства; расчеты типо-
вых деталей, механизмов, их соединения; конечно-элементный анализ, базы данных
со справочной информацией по параметрам материалов. Выбранный пакет позволя-
ет проводить линейный статический расчет деталей машин, работающих в условиях
упругих деформаций; расчет задач механики разрушения; усталостный расчет дета-
лей и механизмов, работающих в условиях асимметричного и симметричного циклов;
расчет устойчивости различных конструкций с оценкой коэффициента запаса; рас-
чет контактного взаимодействия; нелинейный статический расчет; расчет свободных
и вынужденных колебаний с учетом демпфирования. Этот пакет имеет бесплатный
пробный период.

Поэтому перед авторами статьи встала задача � разработка методики исследова-
ния напряженно-деформированного состояния материалов деталей машин и механиз-
ма. На основе численных методов и методов компьютерного моделирования, требуется
разработать порядок действий для выбора оптимальных геометрических параметров
деталей механизмов с допустимыми значениями контактных напряжений и напряже-
ний при изгибе зубьев элементов кинематической пары, с соблюдением передаточного
числа с заданным значением вращающего момента на выходе и частоты вращения вы-
ходного вала.

Теоретические сведения
Привод установки получения полупроводниковых образцов объёмных кристаллов

высокой чистоты методом зонной плавки должен обеспечивать медленные и плавные
перемещения и вращение запаянной кварцевой ампулы с полупроводниковым образ-
цом через зону нагрева (рис. 1). Частота вращения ампулы от 1/6 до 2/3 об/сек.
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Электродвигатель 1 через пальцевую муфту 2 приводит во вращение вал I с червя-
ком 3, находящимся в зацеплении с червячным колесом 4. На валу II вместе с колесом
4 закреплено цилиндрическое зубчатое колесо 5, вращающее зубчатое колесо 6, за-
крепленное на валу III. С вала III через муфту 7 вращение передается на кварцевую
ампулу 8 с полупроводниковым образцом. Вращающаяся ампула находится в нагре-
вательной печи сопротивления и с помощью другого привода плавно перемещается в
вертикальном направлении через питаемый от высокочастотного генератора индук-
тор 9, который создает расплавленную зону в полупроводниковом образце. Двигатель
1 и редуктор жестко крепятся к подвижной каретке и вместе с ампулой совершают
вертикальное перемещение [1, c. 11].

Рис. 1. Привод установки для бестигельной зонной плавки полупроводниковых
кристаллов

Червячные передачи применяются в случаях, когда оси валов скрещиваются под
углом 90°. Основными параметрами зубчатой передачи являются осевой модуль чер-
вяка, который приравнивается стандартному модулю m по ГОСТ 19672-74, z1 – число
витков червяка, z2 – число зубьев червячного колеса, � – угол подъема витка червяка,
диаметры делительных окружностей червяка d1 и червячного колеса d2, межосевое
расстояние aw.

Исходными данными для расчета передачи являются: передаточное число u1к, ча-
стоты вращения валиков n1, nк и вращающий момент Мk на выходном валике.

В случае, если механизм состоит из нескольких последовательно соединенных пере-
дач, то передаточное число всего механизма рассчитывается как произведение переда-
точных чисел каждой передачи: u1k=u12 ·u34, где u12 – передаточное число червячной
передачи, u34 – передаточное число зубчатой передачи цилиндрического типа.

В начале расчета выбирается число витков червяка z1=1, 2 или 4. Увеличение z1

повышает КПД червячной пары, но усложняет технологию ее изготовления и уве-
личивает габариты передачи. Число зубьев колеса z2=u · z1. Для малонагруженных
передач задаются стандартными значениями модуля и коэффициентом q, после чего
определяются геометрические параметры червяка и червячного колеса по известным
формулам [1, c. 4-5].

Значения передаточных чисел и КПД различных типов передач представлены в
табл.1
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Наименование механизма Передаточное
число

КПД
механизма

Передача
цилиндрическими прямозубыми колесами

Закрытая 1-4 0,98-0,97
Открытая 1-6 0,97-0,95

Передача коническими зубчатыми
колёсами 1-3,15 0,97-0,96

Червячные передачи
при числе витков
червяка

z1 = 1 28-70 0,5-0,7
z1 = 2 13-30 0,7-0,75
z1 = 4 8-13 0,8-0,85

Таблица 1. КПД и передаточные числа

Прочностной анализ по контактным напряжениям и напряжениям на из-
гиб зубьев элементов механизма

При такой модификации механизма зубчатая передача цилиндрического типа обла-
дает большей нагрузочной способностью и значением КПД, чем червячная передача.
Поэтому при прочностном анализе всего механизма выполним расчет контактных на-
пряжений и напряжений на изгиб в зоне зацепления зубьев элементов при различных
внешних воздействиях только для червячной передачи.

Для колеса, выполненного из бронзы при стальном червяке, контактные напряже-
ния определяются по формуле:

�H =
170 · q
z2

·

s

M2 ·K
( z2
q
+ 1)3

a3w
(Па), (1)

�H  [�H ] (Па), где M2 - крутящий момент на валу червячного колеса; aw - межосевое
расстояние; K - коэффициент нагрузки.

Напряжение изгиба находится: �F = 1,2·M2·K·YF
z2·b2·m2 (Па), где YF – коэффициент формы

зубы червячного колеса, определяется в зависимости от числа зубьев эквивалентного
колеса z⌫2 =

z2
cos3�

При проектировочном расчете приблизительно значение межосевого расстояния
может быть определено по формуле [2, c. 87]:

aw = 31 · (z2
q

+ 1) · 3

r
(

q

z2 · [�H ]
)2 ·M2 ·K(мм). (2)

Для определения aw задаемся значениями коэффициента q и [�H ] (для бронзы
БрАЖ-9-4 можно предварительно принимать (#ск = 4м/сек). Предположительно K

= 1,2. По полученному значению aw определяем модуль зацепления:

mx =
2 · aw
z2 + q

. (3)

Принимаем стандартное значение mx = m по ГОСТ 19672-74, а затем определяем
геометрические размеры червяка и червячного колеса, уточняем скорость скольжения
#ск и КПД передачи [3, c. 39].

Начальные параметры механизма
Рассмотрим ниже численной расчет для механизма (рис.1) подбора оптимальных

геометрических параметров деталей механизмов, расчет контактных напряжений и
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напряжений при изгибе зубьев элементов механизма. Начальными данными являются
частота вращения ампулы на выходе nk = 7/20 об/сек; вращающий момент на выходе
Mk = 0, 5Нм, частота вращения вала электродвигателя n1 = 42 об/сек, тип двигателя
ДПР-52 с номинальной мощностью 6,15 Вт.

Численный расчет на основе методов ТММ
Общий КПД механизма ⌘общ находится как произведение КПД всех передач, вхо-

дящих в исследуемый механизм: ⌘общ=⌘подшипн. · ⌘черв.перед. · ⌘цил.зуб., где ⌘подшипн. -
КПД пары подшипников (⌘подшипн. = 0, 99);
⌘черв.перед. - КПД червячной передачи (⌘черв.перед. = 0, 85); ⌘цил.зуб. - КПД цилин-

дрической прямозубой передачи (⌘цил.зуб. = 0, 97).
На рисунке 1 видно, что в механизме 3 пары подшипников. Поэтому общий КПД

механизма будет равен ⌘общ = 0, 993 · 0, 9 · 0, 97 = 0, 84.
Передаточное число механизма u1k = 42 · 20/7 = 120. Момент на входном валу

находится следующим образом: M1 =
Mk

u1k·⌘общ
. M1 =

0,5
120·0,84 = 0, 005Нм.

При заданной частоте вращения выходного вала nk = 7/20 об/сек мощность на
выходе равна: Nвых = 2 · ⇡ · nk · Mk. Тогда Nвых = 2 · 3, 14 · 7 · 0, 5/20 = 1, 099 Вт.
Мощность на входном валу равна: N1 = Nвых/⌘общ. Значит N1 = 1, 099/0, 84 = 1, 31
Вт.

Следовательно, двигатель ДПР-52 с номинальной мощностью 6,15 Вт обеспечива-
ет медленные и плавные перемещения и вращение запаянной кварцевой ампулы с
полупроводниковым образцом через зону нагрева.

Расчет контактных напряжений и напряжений на изгиб:
1. Выбор материалов. Червячное колесо изготовлено из безоловянной бронзы

БрАЖ9-4Л (отливка в землю). При предположительной скорости скольжения до-
пускаемое контактное напряжение [�Н] = 160 МПа, напряжение при изгибе [�F ] = 75
МПа. Червяк изготовлен из стали марки 45, закаленной твердости 45 HRC, витки
шлифованные.

2. Передаточное число механизма u1k = 42 · 20/7 = 120.
3. Принимаем значение передаточного числа цилиндрической зубчатой передачи

u34 = 4 (табл.1). Тогда передаточное число червячной передачи находится u12 =
u1k/u34 = 120/4 = 30.

4. Число витков z1 = 2 находим по табл.1 на основе рассчитанного передаточного
числа червячной передачи [4, c. 122-137].

5. Найдем количество зубьев червячного колеса z2: u12 · z1 = 60.
6. Найдем момент на червячном колесе: M2 = M1 ·u12 ·⌘черв.перед.. При числе витков

z1=2 передаточное число⌘черв.перед. примем 0,75. M2 = 0, 005 · 30 · 0, 75 = 0, 11 Нм.
7. Межосевое расстояние вычисляется по формуле, представленной выше: aw =

31 · (6010 + 1) 3

q
( 10
60·160)

2 · 0, 11 · 103 · 1, 2 = 12 мм.
8. Модуль зацепления высчитывается следующим образом: m = 2·12

10+60 = 0,35.
По ГОСТ 2144-76 принимаем m = 0,5 мм, а коэффициент q равен 16 или 18,либо

20.
9. Окончательное межосевое расстояние не выравнивается по стандарту, соответ-

ственно должно заканчиваться на 0 или 5 и быть целым числом: aw = (20+60)·0,5
2 = 20

мм.
10. Основные параметры червяка и червячного колеса представлены в табл.2
11. Окружная скорость червяка равна: ⌫ck = (⇡·d1·n1)

cos�
= 3,14·10·10�3·42

0.995 = 1,33 м/сек.
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Параметр Червяк Червячное колесо
Модуль осевой m = 0,5 мм -
Коэффициент
диаметра червяка q = 20 -

Угол подъема
витков червяка � = arctan z1

q
= 5°43’ -

Диаметр делитель-
ной окружности d1 = mq = 10 мм d2 = mz2 = 30 мм

Диаметр окружности
выступов da1 = m(q + 2) = 11 мм da1 = m(q + 2) = 11 мм

Диаметр окружности
впадин da1 = m(q + 2) = 11 мм da2 = m(z2 + 2) = 31 мм

Межосевое
расстояние aw = 20

Длина червяка и
ширина венца
червячного колеса

b1 � (11 + 0, 06z2)m = 32,3 мм b2  0, 75 · da1=8,25 мм

Таблица 2. Геометрические параметры червячной передачи.

12. Допускаемое напряжение при данной скорости скольжения для БрАЖ9-4Л
[�H ]=220МПа.

На основе ГОСТ 3675-81 выбираем степень точности 9. Коэффициент деформации
червяка ✓ = 190. Коэффициент динамичности нагрузки Кдин = 1,25. Коэффициент
концентрации нагрузки Kкц равен:

Kкц = 1 + (
Z2

✓
)3(1� 0, 6) = 1, 013 (4)

Коэффициент нагрузки K = Kкц ·Kдин = 1,27.
13. Проверка контактных напряжений.

�H =
170 · 20

60
·

s

0, 11 · 1, 27 ·
(6020 + 1)3

203 · 10�9
, (5)

�H = 60 МПа. Таким образом �H < [�H ], следовательно, передача значительно
недогружена. Целесообразно изменить геометрические размеры деталей передачи или
выполнить выбор другого материала для червячного колеса.

14. Проверка зубьев червячного колеса на изгиб:
Эквивалентное число зубьев (число зубьев эквивалентного колеса) червячного ко-

леса равно z⌫2 = 60
0,9953 = 61. Коэффициент формы зуба YF = 3,62 по ГОСТ 21354-75.

15. �F = 1,2·0,11·109·1,27·3,62
60·8,25·0,52 = 4,5 МПа, что меньше [�F ] = 75 МПа.

Выполнение условий прочности по контактным напряжениям и напряжениям на
изгиб зубьев говорит о том, что при заданной частоте вращения ампулы, вращающего
момента на выходе и частоты электродвигателя червячная передача с подобранными
геометрическими размерами выдержит нагрузку.
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Методика расчета значений напряжений на основе компьютерного моде-
лирования

1. В первую очередь стоит задача построения геометрических моделей червяка и
червячного колеса в среде трехмерного проектирования Компас 3D V.21. По рассчи-
танным ранее геометрическим параметрам построим эти геометрические модели.

Далее, необходимо создать сборку из данных моделей, чтобы верно провести в даль-
нейшем прочностной анализ с учетом контактных условий. В первую очередь, распо-
ложим модель червяка в точке (0;0;0). Затем, используя размеры колеса и червяка,
располагаем нижний зуб по середине червяка и с учетом делительного диаметра. Сле-
дует перепроверить, чтобы не было пересечений моделей. Для приведенного случая
моделирования данная точка имеет координаты (х;y;z) (16.075; -4.125; 20.47) (рис.
2) [5, c. 277-279], [6, c. 65-74], [7, c. 93-98], [8, c. 45-47].

Рис. 2. Сборка двух моделей

2. Далее выполним прочностной анализ моделей червяка и червячной передачи.
Следует обратить внимание, так как червячное колесо выполнено из безоловяннной
бронзы, то из-за возникшей упругой деформации проведем расчеты контактных на-
пряжений и напряжений на изгиб зубьев только для червячного колеса. Возникающие
контактные напряжения на головке зубьев непостоянны. Каждая точка зуба в зоне
контакта нагружается лишь в период зацепления с червяком, а в остальное время
оборота червяка свободна от напряжений.

Воспользуемся дополнением компьютерного моделирования инструментами модуля
Gears пакета Компас 3D для подсчета контактных напряжений и напряжений на изгиб
зубьев червячного колеса (рис. 3).

Следует заметить, что значения скорости скольжения, расчетное напряжение из-
гиба в модуле Gears совпадают со значениями численных методов ТММ.

Далее, построим расчетную схему для моделей червячной передачи в модуле проч-
ностных расчетов APM FEM, который добавляется в конфигурацию КОМПАС 3D.
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Рис. 3. Расчет на прочность и износоустойчивость ортогональной передачи
“цилиндрический червяк - цилиндрическое косозубое колесо”

Первый этап � это задание граничных условий. Установим запрет перемещений
по трем направления червяка. Для модели червячного колеса необходимо установить
закрепление по нормали и цилиндрическое закрепление в осевом направлении, чтобы
деталь “не теряла” ось вращения.

Обязательное действие � указание контактных условий для близких граней и гра-
ней, где планируется контакт. Следует назначить для моделей червячной передачи
скользящий контакт.

Второй этап � назначение места и величины действий внешних сил. В данной сбор-
ке моделей момент будет приложен к валу, где колесо закреплено. Величина крутя-
щего момента M1 = 5 Нмм для червяка, а для червячного колеса момент равен M2

= 110 Нмм. Направление действия крутящего момента на валу с червяком совпадает
c направлением его вращения, а момент на валу с червячным колесом сопротивля-
ется движению колеса, поэтому момент направлен в противоположную сторону, чем
направление вращения колеса [9, c. 65-74]. Рассчитаем значение внешних сил, воз-
никающих при зацеплении зубьев деталей. Нормальная сила приложена в полюсе
зацепления и перпендикулярна направлению витков червяка. Разложим эту силу на
взаимно перпендикулярные силы: окружная P1, радиальная Pr1 и осевая Pa1.

Pa1 = (2 ·M2)/d2. Осевая сила для модели червяка равна 7 Н.
P1 = (2 ·M1)/d1. Окружная сила равна 1 Н.
Pr1 = Pr2 = P2 · tan 20�. Радиальная сила для червяка равна 2,548 Н [10, c. 199].
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По длине линии зацепления деталей угол действия нормальной силы к поверхно-
сти зубьев не изменяется. Поэтому выполним расчет напряжений в любой из точек
делительной окружности червяка.

Действующие внешние силы можно представлять в виде моментов, либо в виде рас-
пределенной нормальной силы, которая сосредотачивается на малой площадке сопри-
косновения двух деталей. Компас 3D имеет функционал � нахождение зоны контакта.
С помощью созданного эскиза на поверхности контактирующей грани зуба вырезаем
область контакта. Действие нормальной силы на данной площадке можно предста-
вить в виде трех составляющих: окружная, радиальная, осевая, рассчитанные ранее
численными методами (рис.4).

Рис. 4. Выделение области действия нормальной силы при зацеплении деталей

Третий этап � задание свойств материалов для моделей. Выберем в библиотеке
материалов Компас 3D для червяка � сталь марки 45, а для червячного колеса �
безоловянную бронзу БрАЖ9-4Л.

Четвертый этап � разбиение модели на конечные элементы, в узлах которых будет
в пакете рассчитывать параметры напряженно-деформированного состояния. Выпол-
ним разбиение моделей на более мелкие элементы в местах концентраторов напря-
жений � места зацепления. Для остальной части моделей можно построить среднюю
конечно-элементную сеть (рис. 5).

Пятый этап � назначение параметров для расчета. На рисунке 6 представлено
графическое представление значений главных напряжений.

Также при проведении прочностного анализа червячной передачи довольно пока-
зательной характеристикой является коэффициент запаса прочности по пределу те-
кучести.

В результате анализа результатов расчета можно отметить, что максимальные на-
пряжения возникают в зоне контакта, где рабочие поверхности деталей червячной
передачи прижаты к друг другу по площадке контакта [11, c. 212]. Также заметно,
что напряжения в зоне контакта меняются по эллиптическому закону, что совпадает с
теоремой контактных напряжений по Герцу. Концентратором напряжения являются
места, где находятся радиусы скруглений поверхностей у оснований зубьев.

Заключение
Численные методы ТММ позволяют рассчитать геометрические параметры дета-

лей механизма с соблюдением передаточного числа механизма, выполнить расчет кон-
тактных и изгибных напряжений на поверхности деталей с учетом крутящего момен-
та на выходном валу. Компьютерные методы позволяют по предложенной авторами
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Рис. 5. Конечно-элементная сеть для сборки моделей червячной передачи

Рис. 6. Распределение главных напряжений по моделям

методике проанализировать различные модификации механизмов с различными гео-
метрическими размерами деталей. Данные методы дополняют друг друга, так как
в основу компьютерного моделирования заложены численные методы. Авторами по-
казан порядок действий по выполнению статического расчета червячной передачи с
предположительными геометрическими размерами, расчет их устойчивости с оцен-
кой коэффициента запаса, расчета контактного взаимодействия. Благодаря возмож-
ностям Компас 3D V.21 стало визуально понятно взаимодействие деталей механизма
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с учетом их сопряжений и кинематики движения. Предложенная методика исследо-
ваний напряженно-деформированного состояния материалов с использованием ком-
пьютерных методов позволяет выявить оптимальную модификацию механизма, про-
делав путь от создания геометрических моделей деталей, задания граничных условий,
значений внешних воздействий, далее, получения расчетных схем и заканчивая проч-
ностным анализом по контактным напряжениям и напряжениям на изгиб. Результат
такого рода исследований показал, что изменение формы зубьев, свойства материа-
лов на прямую влияет на конструктивную прочность деталей. На основе распреде-
ления характеристик напряженно-деформированного состояния было выявлено, что
максимальные контактные напряжения возникают на площадке контакта, где дета-
ли червячной передачи прижаты к друг другу и эта площадка сравнительно мала,
чем поверхности контактирующих деталей. Также результаты компьютерного моде-
лирования подтверждают результаты экспериментальных исследований, указанных
в научных статьях, учебной литературе [12, c. 38-48]. Максимальные напряжения на
изгиб возникают у ножки зуба и проявляются циклически.

Выводы
Авторами статьи был предложен комплексный подход к выполнению анализа

структуры механизма, устройства механизма и его функционирования. Совмещение
численных методов и методов компьютерного моделирования по данной методике дает
полное решение поставленных задач при многовариантных исследованиях, позволяет
выявлять оптимальную модификацию механизма в кратчайшие сроки. В настоящее
время нет похожей методики определения оптимальной модификации механизма для
создания высококачественных материалов, используемых для изготовления полупро-
водниковых приборов, поэтому предложенная авторами методика обладает научной
новизной.
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Abstract. The authors proposed a method for identifying the optimal modification of the
mechanism for creating high-quality semiconductor devices based on design and verification
calculations of transmissions, using numerical methods of the theory of machines and mechanisms
and methods of computer modeling in the Compass 3D package and the APM FEM module. It
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the mechanisms with permissible values of contact stresses and bending stresses of the teeth of the
kinematic pair elements, in compliance with the gear ratio with the specified value of the output
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Аннотация. Исследуется упруго - пластическое кручение многослойного стержня. Стержень
состоит из нескольких слоев. Упругие свойства слоев различны, но коэффициент пластично-
сти у всех слоев одинаков. Для простоты в статье рассмотрен стержень, состоящий из трех
слоев. Границы контакта слоев параллельны. Боковая граница стержня свободна от напряже-
ний, на границах раздела слоев непрерывны напряжения и перемещения. В статье построены
законы сохранения, которые позволили вычислить компоненты тензора напряжений с по-
мощью контурных интегралов по границе слоев. Во всех точках второй инвариант тензора
напряжений сравнивается с пределом текучести. В тех точках, где достигается предел те-
кучести при чистом сдвиге, реализуется пластическое состояние, в остальных – упругое. В
результате решения задачи можно построить границу между пластической и упругой областя-
ми. Этот метод позволяет построить упруго-пластические границы для стержней различных
профилей. Авторы сделают это в последующих публикациях.

Ключевые слова: упруго-пластическое кручение, многослойный стержень, законы сохра-
нения
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Введение. В статье показано использование законов сохранения для решения гра-
ничных задач уравнений механики деформируемого твердого тела. В работах [2-11]
законы сохранения применялись для решения краевых задач для двумерных уравне-
ний идеальной пластичности . Из этих работ следует, что законы сохранения могут
быть более успешно применены для решения краевых задач, чем инфинитезимальные
симметрии, которым посвящено достаточное количество работ [1]. Авторы объясняют
это тем, что точечные симметрии по своей природе являются локальными, в отличие
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от глобальных по своей сути законов сохранения. Авторы использовали законы со-
хранения для решения упругопластических задач о кручении однородных стержней
и изгибе однородных консолей, а также решению упругопластических задач для пла-
стин ограниченных размеров с отверстиями [12-17]. В настоящей работе показано, что
законы сохранения можно успешно применять и для решения краевых задач для кон-
струкций, изготовленных из слоистых материалов.
Постановка задачи. Дан прямолинейный стержень, поперечное сечение которо-
го изображено на рисунке 1. Пусть S1, S2, ...Sn - области, состоящие из упру-
го–пластического изотропного материала, у которых предел пластичности при чистом
сдвиге одинаковый и равен k, а упругие постоянные Ламе различны и равны �1, µ1,
�2, µ2, ....,�n, µn соответственно. Пусть линия раздела материалов прямолинейна. Вы-
берем ось координат ОХ вдоль линии раздела. Далее, для простоты вычислений, не
теряя общности, будем считать n = 3. Предполагается, как обычно, что боковая по-
верхность стержня свободна от напряжений, а стержень скручивается парой сил с
моментом

M =

ZZ
(y�13 � x�23)dxdy.

Рис. 1. Скручивание многослойного стрежня

В этом случае уравнения, описывающие напряженное состояние в области Si i =
1, 2, 3 имеют вид

F1 = @x�13 + @y�23 = 0, F2 = @y�13 � @x�23 + µi! = 0, µi! = Ki, (1)
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где �13,�23 - компоненты тензора напряжений, ! - угол закручивания, он предпола-
гается постоянным.
На боковой поверхности стержня граничные условия следующие

�13n1 + �23n2 = 0,�213 + �
2
23 = k

2
, (2)

они означают, что боковая поверхность находится в пластическом состоянии и сво-
бодна от напряжений. Из (2) следует

�13 = kn1,�23 = �kn2. (3)

Также предполагаем, что на линиях раздела MN и CD компоненты тензора напряже-
ний непрерывны, это означает отсутствие разрыва напряжений для данного стержня
вдоль линий контакта.
Законы сохранения. Законом сохранения назовем выражение вида

Ax +By = ⇢1F1 + ⇢2F2, (4)

где ⇢1, ⇢2 - некоторые функции, одновременно тождественно не равные нулю, буквен-
ные индексы внизу означают производные по соответствующим переменным.
Замечание. Более подробно о законах сохранения, их вычислении для разных урав-
нений и систем и применении для решения краевых задач можно найти в [2-11]. Пред-
положим, что

A = ↵
1
u+ ↵

2
v + ↵

3
, B = �

1
u+ �

2
v + �

3
, (5)

где для удобства обозначим �13 = u,�23 = v, ↵1
,↵

2
,↵

3, �1,�2,�3 - являются функци-
ями только x, y.
Подставляя формулы (5) в выражение (4) получаем

↵
1 = �

2
,↵

2 = ��1,↵1
x � ↵

2
y = 0,↵1

y + ↵
2
x = 0,↵3

x + �
3
y = �↵2

Ki, (6)

Пусть

↵
1(i)
x � ↵

2(i)
y = 0,↵1(i)

y + ↵
2(i)
x = 0,↵3(i)

x + �
3(i)
y = �↵2

Ki, i = 1, 2, 3 (7)

Здесь индекс i в скобках соответствует области Si.
Если в точке x0, y0 подынтегральные функции имеют особенность и эта точка нахо-
дится в круге радиуса " : (x� x0)2 + (y � y0)2 = "

2, то из (4) получаем
ZZ

S

(Ax +By)dxdy =

ZZ

S1

(A1
x +B

1
y)dxdy+

ZZ
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(A2
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2
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3
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A
1
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1
dx++
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1
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dx+

Z
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2
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2
dx+

Z

L3

A
3
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3
dx+

+

Z
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dy �B

1
dx+

Z

NM

A
2
dy �B

2
dx+

Z

CD

A
2
dy �B

2
dx+

Z
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A
3
dy �B

3
dx = 0.
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Рис. 2. Вычисление �13,�23 в точке x0, y0

Имеем вдоль MN (рис. 2)

Z

MN

A
1
dy �B

1
dx+

Z

NM

A
2
dy �B

2
dx =

Z

MN

(↵1(1)
u+ ↵

2(1)
v + ↵

3(1))dy � (�↵2(1)
u+ ↵

1(1)
v + �

3(1))dx+

+

Z

NM

(↵1(2)
u+ ↵

2(2)
v + ↵

3(2))dy � (�↵2(2)
u+ ↵

1(2)
v + �

3(2))dx = 0.

Так как вдоль MN dy = 0, то для удобства полагаем �
3(i) = 0, ↵3(i)

x = ↵
2(i)

Ki,
поэтому ↵1(1) = ↵

1(2),↵2(1) = ↵
2(2).

Аналогичные выражения можно получить и вдоль отрезка CD. В результате имеем

Z

"

A
1
dy �B

1
dx =

Z

L1

A
1
dy �B

1
dx+

Z

L2

A
2
dy �B

2
dx+

Z

L3

A
3
dy �B

3
dx. (8)

Используем формулу (8) для нахождения функций u, v в точке.
Для этого рассмотрим решение уравнений (7) в виде

↵
1 =

x� x0

(x� x0)
2 + (y � y0)

2 ,↵
2 = � y � y0

(x� x0)
2 + (y � y0)

2 ,↵
3 = !µ1arctg

x� x0

y � y0
. (9)
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Подставляя (9) в (8) получаем
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2
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3)dy � (�↵2
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Z

"
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2 + (y � y0)

2 v)dx.

Пусть x� x0 = " cos�, y � y0 = " sin�, тогда получаем

Z

"

A
1
dy �B

1
dx =

2⇡Z

0

[(u cos�+v sin�) cos�+(u sin�+v cos�) sin�]d� =

2⇡Z

0

ud� = 2⇡ u(x0, y0).

В последнем равенстве использован предельный переход "! 0 и теорема о среднем.
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(10)
Пусть решение уравнений (7) имеет вид
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Подставим (11) в (8) и получим
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(12)
Формулы, аналогичные (10) и (12), без труда получаем и для точек x0, y0, принадле-
жащих областям S2, S3.

Заключение. Формулы (10), (12) позволяют вычислить значения компонент тен-
зора напряжений во всех точках исследуемого сечения. Далее в каждой точке x0, y0

проверяется условие пластичности �
2
13 + �

2
23 = k

2. В тех точках, где �213 + �
2
23 < k

2

имеется упругая зоне, а где условие не выполняется - имеется пластическая область.
Тем самым описанная методика позволяет выделить упругие и пластические зоны и
построить упругопластическую границу, которая подлежала определению и заранее
была неизвестна.
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S. I. Senashov, I. L. Savostyanova

ELASTIC-PLASTIC TORSION OF A MULTILAYER ROD

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology, Krasnoyarsk, Russia

Abstract. The authors investigate the elastic-plastic torsion of a multilayer rod in this article.
According to the condition of the problem, the rod consists of several layers. The elastic properties
of the layers are different, but the plasticity coefficient of all layers is the same. For simplicity, the
article considers a rod consisting of three layers. The contact boundaries of the layers are parallel
. The lateral boundary of the rod is stress-free, stresses and displacements are continuous at the
interface of the layers. The authors constructed conservation laws that made it possible to calculate
the components of the stress tensor using contour integrals along the boundary of the layers. At
all points, the second invariant of the stress tensor is compared with the yield strength. At those
points where the yield strength is reached with a pure shear, a plastic state is realized, in the rest
– elastic. As a result of solving the problem, it is possible to construct a boundary between the
plastic and elastic regions. This method makes it possible to construct elastic-plastic boundaries
for rods of various profiles. The authors will do this in subsequent publications.

Keywords: elastic-plastic torsion, multilayer rod, conservation laws
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О КРУЧЕНИИ СЕКТОРА ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ

1
Российский университет транспорта, г.Москва, Россия

2
Московский технический университет связи и информатики, г.Москва, Россия

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию напряженного и деформированного
состояний сектора толстостенной трубы из идеального жесткопластического изотропного ма-
териала, в предположении, что он закручивается вокруг оси параллельной оси z. Кручение
идеально пластических стержней из изотропного, а также анизотропного материалов рас-
смотрено в работах [1–6]. В [3] рассмотрено также кручение сектора кругового кольца из
изотропного материала. В работах [8], [9] исследовано кручение сектора кругового кольца,
находящегося под действием линейного давления.

Ключевые слова: кручение стержней, анизотропия, изотропия деформация, напряжение,
ассоциированный закон течения, пластичность, упругость.
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Пусть изотропный идеально пластический сектор толстостенной трубы с внутрен-
ним радиусом равным r и внешним радиусом R, ориентированный в цилиндрической
системе координат ⇢✓z причем боковая поверхность сектора параллельна оси z. Сек-
тор трубы закручивается вокруг оси, параллельной оси z и проходящей через точку
пересечения средних линий сечения сектора плоскостью z = 0, противоположными
и равными парами сил. Боковая поверхность сектора трубы свободна от нагрузок.
Предполагается, что сектор трубы полностью находится в пластическом состоянии.

Пусть напряженное состояние, возникающее в секторе, характеризуется условием
пластичности Мизеса

(�⇢ � �✓)
2 + (�✓ � �z)

2 + (�z � �⇢)
2 + 6(⌧2

⇢✓
+ ⌧

2
✓z
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2
⇢z) = 6k2, (k � const) (1)
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+ ⌧⇢z

⇢
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(2)

При условии, что
�⇢ = �✓ = �z = ⌧⇢✓ = 0,

из (1) и (2) следует
⌧⇢z = ⌧⇢z (⇢, ✓) , ⌧✓z = ⌧✓z (⇢, ✓) , (3)

⌧
2
✓z

+ ⌧
2
⇢z = k

2
, (4)

@⌧⇢z

@⇢
+

1

⇢

@⌧✓z

@✓
+
⌧⇢z

⇢
= 0. (5)

Продифференцируем соотношение (4) по переменной ✓ и получим следующее урав-
нение

⌧⇢z
@⌧⇢z

@✓
+ ⌧✓z

@⌧✓z

@✓
= 0. (6)

Умножим соотношение (5) на ⇢⌧✓z. Тогда

⇢⌧✓z
@⌧⇢z

@⇢
+ ⌧✓z

@⌧✓z

@✓
= �⌧⇢z⌧✓z. (7)

А из (6) и (7) имеем

⇢⌧✓z
@⌧⇢z

@⇢
� ⌧⇢z

@⌧⇢z

@✓
= �⌧⇢z⌧✓z. (8)

Соотношения вдоль характеристик и сами характеристики уравнения (8) опреде-
ляются из следующей системы

d⇢

⇢⌧✓z
= � d✓

⌧⇢z
=

d⌧⇢z

�⌧⇢z⌧✓z
. (9)

Согласно (9) получим уравнение для компоненты напряжения ⌧⇢z
d⌧⇢z

d⇢
+
⌧⇢z

⇢
= 0. (10)

Из (11) определяем компоненту напряжения ⌧⇢z

⌧⇢z =
c1

⇢
(11)

где вдоль характеристики c1 = const.
Согласно (4), из (11) получим

⌧✓z =

s

k2 � c
2
1

4⇢2
. (12)

Пусть поперечное сечение сектора трубы определяется следующими условиями r 
⇢  R, ↵  ✓  �.

На контуре поперечного сечения сектора трубы вектор касательного напряжения
⌧ = (⌧⇢z, ⌧✓z) направлен по касательной к нему. Следовательно при ⇢ = R и в области,
примыкающей к ней, имеем

⌧⇢z = 0 и ⌧✓z = k (13)
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При ✓ = � и в области, примыкающей к ней, имеем
⌧⇢z = �k и ⌧✓z = 0. (14)

Из (13) и (14) получим следующее уравнение линии разрыва напряжений, выходя-
щей из вершины с координатами ⇢ = R, ✓ = � контура поперечного сечения сектора
трубы

⇢ = R+ ✓ � � (15)
Линии разрыва напряжений, выходящие из других вершин контура поперечного

сечения сектора трубы определяются аналогично. Компоненты скоростей деформа-
ции сектора трубы находятся из соотношений ассоциированного закона пластического
течения. В соответствии с уравнением (4) они имеют вид

"⇢ = "✓ = "z = "⇢✓ = 0, ⌧⇢z"✓z = ⌧✓z"⇢z (16)
где "⇢, "✓, "z, "⇢✓, "✓z, "⇢z – компоненты тензора скоростей деформации.

Положим, что в начальный момент деформирования все компоненты деформации
равны нулю, Тогда из соотношений (16) имеем

e⇢ = e✓ = ez = e⇢✓ = 0, ⌧⇢ze✓z = ⌧✓ze⇢z (17)
где e⇢, e✓, ez, e⇢✓, e✓z, e⇢z – компоненты тензора деформации.

Связь между компонентами перемещений u, v, w и компонентами тензора деформа-
ции e⇢, e✓, ez, e⇢✓e✓z , e⇢z имеют вид

e⇢ =
@u

@⇢
, e✓ =

u

⇢
+

1

⇢

@v

@✓
, ez =

@w

@z
, e⇢✓ =

1

2

✓
@v

@⇢
� v

⇢
+

1

⇢

@u

@✓

◆
(18)

e✓z =
1

2

✓
@v

@z
+

1

⇢

@w

@✓

◆
, e⇢z =

1

2

✓
@u

@z
+
@w

@⇢

◆
(19)

С учетом (18) из соотношений (17) имеем
@u

@⇢
= 0,

u

⇢
+

1

⇢

@v

@✓
= 0,

@w

@z
= 0,

✓
@v

@⇢
� v

⇢
+

1

⇢

@u

@✓

◆
= 0. (20)

Удовлетворим соотношениям (20), положив
u = 0, v = ⇠⇢z (21)

где ⇠ = const.
Из (19) и (21) следует, что

@e✓z

@⇢
� 1

⇢

@e⇢z

@✓
= ⇠ � e✓z

⇢
(22)

Продифференцируем по переменной ✓ последнее соотношение из (17). Получим

⌧⇢z
@e✓z

@✓
� ⌧✓z

@e⇢z

@✓
= e⇢z

@⌧✓z

@✓
� e✓z

@⌧⇢z

@✓
(23)

Умножая (22) на ⇢⌧✓z, и, вычитая из полученного соотношения уравнение (23),
имеем

⇢⌧✓z
@e✓z

@⇢
� ⌧⇢z

@e✓z

@✓
= ⇠⇢⌧✓z � ⌧✓ze✓z � e⇢z

@⌧✓z

@✓
+ e✓z

@⌧⇢z

@✓
(24)

Характеристики уравнения (24)определяются из соотношений
d⇢

⇢⌧✓z
= � d✓

⌧⇢z
=

de⇢✓z

(⇠⇢�e✓z) ⌧✓z � e⇢z
@⌧✓z
@✓

+ e✓z
@⌧⇢z

@✓

. (25)
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Как видно из соотношений (10), (25), характеристики соотношений (9) и (24) сов-
падают. В соответствии с (11) и (12) из системы (25) имеем

d⇢

⇢⌧✓z
= � d✓

⌧⇢z
=

de✓z

(⇠⇢�e✓z) ⌧✓z
. (26)

Следовательно, компонента тензора деформации e✓z определяется из уравнения
de✓z

d⇢
+

e✓z

⇢
= ⇠. (27)

Компоненту тензора деформации e✓z находим из уравнения (27)

e✓z =
⇠⇢

2 + c2

2⇢
(28)

где вдоль характеристики c2 = const.
В соответствии с (11), (12) и (28) из уравнения (17) определяем компоненту тензора

деформации e⇢z вдоль характеристик соотношения (24)

e⇢z =
c1
⇢q

k2 � c
2
1

4⇢2

⇠⇢
2 + c2

2⇢
(29)

На линии разрыва напряжений компоненты тензора деформации e⌧z, e⇢z можно
принять равными нулю. Тогда в области, примыкающей к части контура ⇢ = R,
получим

e✓z =
⇠(⇢2 � (R+ ✓ � �)2)

2⇢
, e⇢z = 0, (30)

а в области, примыкающей к части контура ✓ = �, имеем
e✓z = 0, e⇢z = 0. (31)

Аналогично можно определить компоненты деформации и в других областях по-
перечного сечения сектора.
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областей деформирования стержня, а также получены численные расчеты для случаев сов-
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растяжения. Если эти стержни состоят из упругих материалов с симметричным отно-
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нейтральной линии с осью координат приводит к определенной погрешности расчетов.
В данной работе будем рассматривать бетонные стержни, которые имеют существен-
ное различие диаграмм при растяжении и сжатии [1–4]. Задача расчета бетонного
стержня в предположении, что нейтральная линия располагается вдоль оси, была
рассмотрена в работе [5], где были получены аналитические решения, описывающие
положения границ раздела областей упругого и нелинейного деформирования. Далее
будем следовать обозначениям и перейдем к безразмерным величинам, аналогично
работе [5].

Рассмотрим случай, когда стержень шарнирно оперт и деформируется под действи-
ем равномерно-распределенной нагрузки q, направленной вертикально вниз. Тогда в
стержне будут возникать области упругого деформирования и нелинейного-упругого.
Все случаи взаимного расположения границ приведены в работе [5], в данной работе
ограничимся случаем, когда указанная граница располагается во втором слое (рис.
1), остальные случаи рассматриваются аналогично.

x

!D

D

D�+D

!D��!D

z� x( )

z� x( )

2

0

1

1

1 2

1 2

O

z

Рис. 1. Расположение зон упругого и нелинейно-упругого деформирования

В таком случае соотношения для изгибающего момента будут иметь вид

My(x) = �2

Z �1

��1

dz

Z
b1

0
�
e

1zdy � 2

Z �1+�2

�1

dz

Z
b2

0
�
e

2zdy�

�2

Z ��1

z2

dz

Z
b2

0
�
e

2zdy � 2

Z
z2

��1��2

dz

Z
b2

0
�
n

2 zdy. (1)

В случае, когда положение нейтральной линии не совпадает с центром симметрии
стержня, имеем

"(x, z) = e0(x)� z{z(x), {z(x) =
d
2
w0(x)

dx2
, (2)

где e0(x) – деформация осевой линии стержня.
С учетом того, что z0(x) разделяет область сжатия и растяжения, имеем

e0(x) = z0(x)
d
2
w0(x)

dx2
, (3)
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тогда соотношения для деформации (2) примут вид

"(x, z) = z0(x)
d
2
w0(x)

dx2
� z

d
2
w0(x)

dx2
. (4)

При данных условиях закрепления и нагрузках продольное усилие должно рав-
няться 0. В работе [5] значение продольного усилия в стержне, определяемое соотно-
шениями

N = 2
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dz
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dz
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�
n

2 dy, (5)

будет равно 0 только при упругом деформировании стержня. В остальных случаях,
ввиду наличия нелинейности в области растяжения, данное продольное усилие бу-
дет отлично от нуля. Данная разница в работе [5] обусловлена предположением, что
нейтральная линия совпадает с осью стержня, что приводит к погрешности в приве-
денных расчетах.

Примем, что связь между напряжениями и деформациями в стержне в i-ом слое
определяется зависимостями при 0  " < "

+
0i

�
e

i = Ei", (6)

а при "+0i  " < "
+
⇤i, равной

�
n

i = A1i"+A2i"
2
. (7)

Из условия равенства изгибающего момента (1) значению, полученному из решения
статически определимой задачи об изгибе шарнирно-закрепленного стержня [5], и
равенства 0 продольного усилия (5) можно получить систему уравнений для решения
данной задачи.

Из соотношений (2), (6), (7) получим
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Тогда соотношения для продольного усилия и изгибающего момента примут вид
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где постоянные определяются равенствами
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Вторую производную прогиба можно получить из условия равенства деформации
предельной упругой, тогда из (4) получим
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Из соотношений (12)-(15) получим
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причем решения должны удовлетворять условию

��1  z2(x)  ��1 ��2. (18)

Для случая наличия в первом и втором слое неизвестных границ z1(x) и z2(x),
соответствующих случаю, рассмотренному в [5], соотношения между ними можно по-
лучить из равенств
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(z0(x) + z1(x))� z0(x). (19)

Далее, для данного случая решение идентично [5].
Для численного расчета данной задачи рассмотрим случай сечения №1 с парамет-

рами

b1 = 0, 03, b2 = 0, 04, �1 = 0, 06, �2 = 0, 04. (20)

В качестве материалов стержня будем рассматривать наиболее распространенные
в строительстве бетоны марок B10, B30, B50 с параметрами, приведенными в таблице
1.

№ Марка бетона E
+

"
+
0 , 10

�2
"
+
⇤ , 10

�2
A1i A2i, 106

1 B10 1232,92 0,005 0,015 1479,50 -4,93167
2 B30 2629,23 0,005 0,015 3155,08 -10,517
3 B50 3312,54 0,00375 0,015 3975,04 -13,250

Таблица 1. Физические параметры бетонов

Определим предельные нагрузки [5,6] с учетом и без учета совпадения нейтральной
линии с осью стержня. В дальнейшем, для краткости, численные решения уравнений
без учета совпадения нейтральной линии с осью стержня будем называть численными
решениями, а решения, полученные с учетом совпадения нейтральной линии с осью
стержня по аналитическим зависимостям, полученным в [5], будем называть анали-
тическими решениями.
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Численно полученную нагрузку q = q1,2 соответствующую появлению нелинейной
области во втором слое стержня в середине пролета, определим из уравнений (16)-(17)
при x = 1/2 и равенства

z2 = ��1 ��2, (21)
тогда получим

z0 = 0, q1,2 = �0, 000482. (22)
Полученное решение полностью соответствует аналитическому решению, так как

фактически весь стержень деформируется упруго и все еще обладает физической
симметрией и все слои стержня деформируются упруго.

Нагрузка, соответствующая появлению нелинейной области в первом слое стержня,
при отсутствии указанной области во втором слое будет равна, при условии числен-
ного решения,

z0 = 0, q1,1 = �0, 0008039, (23)
а также совпадать с аналогичной нагрузкой, полученной аналитически. Соответствен-
но, в данном случае будут также справедливы соотношения [5] для определения слоя,
в котором начнется нелинейное деформирование стержня. Предельная упругая де-
формация с повышением нагрузки впервые будет возникать в первом слое стержня
при параметрах, удовлетворяющих соотношению

"
+
01

�1
<

"
+
02

�1 +�2
.

Так как в данном примере используются бетоны марок B10 и B30, имеющие оди-
наковые предельные упругие деформации, то при достижении в середине пролета
границы z2 = ��1 при той же самой нагрузке q = q1,3 в середине пролета в первом
слое возникает область нелинейного деформирования, т.е. z1 = ��1.

Указанная предельная нагрузка в случае численного решения будет равна
z0 = 0, 00187, q1,3 = �0, 0007523. (24)

В случае аналитического решения указанная нагрузка q1,3 = �0, 0007755, что от-
личается от численного решения (24) на 3%.

Таким образом, при |q1,2| < |q| < |q1,3| имеем деформирование, соответствующее
рисунку 4б в работе [5].

Для примера возьмем нагрузку q = �0, 0006. Значение границы области нелиней-
ного деформирования для численного и аналитического решений одинаково и равно
x2 = 0, 2786. График указанных границ изображен на рис. 2, соответствующее поло-
жение нейтральной линии изображено на рис. 3.

При q > q1,3 будут в середине пролета стержня сразу две области нелинейного
деформирования, и при этом нагрузка не может быть больше нагрузки, соответству-
ющей достижению деформацией значения предельной предразрушения для соответ-
ствующих слоев.

Нагрузка, при которой в середине пролета стержня весь второй слой будет в об-
ласти нелинейного деформирования, а деформация достигает значения предельной
предразрушения на верхней границе первого слоя, будет равна для численного реше-
ния

z0 = 0, 01811, q2,1 = �0, 0012577. (25)



48 Ю. В. НЕМИРОВСКИЙ, С. В. ТИХОНОВ

Рис. 2. Расположение границы z2(x) на участке [x2...0, 5] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0006

Рис. 3. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x2...0, 5] при нагрузке q = �0, 0006

Как видно из соотношений (25), нейтральная линия достигает почти трети первого
слоя и, по сравнению с аналитическим решением, где при аналогичных параметрах
поперечного сечения было получено q2,1 = �0, 001689, меньше на 25%.

Нагрузка, при которой деформация достигнет предельного значения предразруше-
ния во втором слое, в случае численного решения будет равна

z0 = �0, 002562, q2,2 = �0, 001554. (26)

Соответственно, максимальная нагрузка, которую способен выдержать стержень,
будет равна в случае численного решения q2,1 = �0, 0012577.
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В качестве примера рассмотрим нагрузку q = �0, 0009. Тогда для данной нагрузки
имеем случай, изображенный на рис. 4а и указанный в работе [5]. Значение границ
областей зон деформирования для данной нагрузки имеет вид в случае численного
решения

x2 = �0, 1594, x22 = 0, 2974. (27)

В случае аналитического решения значения x2 = 0, 1594 и x22 = 0, 314, соответ-
ственно, первая полностью совпадает, а вторая оказалась меньше на 5%.

График границы z2(x) на отрезке [x2, x22], полученном численным и аналитиче-
ским методами, приведен на рис. 4, положение нейтральной линии на данном отрезке
изображено на рис. 5.

Рис. 4. Расположение границы z2(x) на участке [x2...x22] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0009

График границы z1(x) на отрезке [x2, 1/2], полученном численным и аналитиче-
ским методами, приведен на рис. 6, положение нейтральной линии на данном отрезке
изображено на рис. 7.

Как можно видеть из полученных решений, при нагрузках, существенно меньших
нагрузок предразрушения, учет реального положения нейтральной линии не сильно
влияет на точность расчетов. Погрешность будет расти при нагрузках, близких к
предельным предразрушения, так как существенная часть стержня будет находиться
в области нелинейного-упругого деформирования.
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Рис. 5. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x2...x22] при нагрузке q = �0, 0009

Рис. 6. Расположение границы z1(x) на участке [x22...0.5] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0009
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Рис. 7. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x22...0.5] при нагрузке q = �0, 0009
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Аннотация. В статье дано описание испытательного комплекса и методики проведения экс-
периментов для изучения сложного нагружения. Приведены некоторые вопросы исследо-
вания упругопластического деформирования материалов на автоматизированной комплек-
се СН-ЭВМ в лаборатории механических испытаний кафедры Сопротивления материалов,
теории упругости и пластичности Тверского государственного технического университета
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1. Введение В процессе эксплуатации некоторые элементы конструкций подвер-
гаются сложному нагружению, при этом напряжения локально могут превышать пре-
дел текучести. Рост сложности форм современных конструкций и увеличение интен-
сивности нагрузок также приводят к неоднородности напряженно-деформированного
состояния и появлению областей пластичности. Следовательно, практически важной
задачей экспериментальной механики деформируемых твердых тел является иссле-
дование механических свойств конструкционных материалов и разработка математи-
ческих моделей достоверно описывавших закономерности сложного неупругого пове-
дения.
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2. Постановка задачи Современная механика материалов не может успеш-
но развиваться без экспериментальной базы. Первые машины на сложное нагруже-
ние были созданы в середине XX века в Московском Государственном Университе-
те, институте механики РАН, институте механики НАН, ЦНИИМАШ и ряде дру-
гих научно-исследовательских центров. Разработка автоматизированного эксперимен-
тального комплекса [1], который позволил бы обосновать физическую достоверность
теории процессов А. А. Ильюшина и проверить практически все частные теории пла-
стичности для различных классов траекторий нагружения и деформирования, на ка-
федре Сопротивления материалов, теории упругости и пластичности Тверского Госу-
дарственного технического университета началась в конце 70-х годов XX века. Руко-
водил проектом Зубчанинов Владимир Георгиевич, а Алексей Антонович Ильюшин
лично участвовал в испытаниях, детально анализировал работу комплекса и получен-
ные результаты. Автоматизированный экспериментальный комплекс состоит из меха-
нической части, гидроприводов осевого усилия и внутреннего давления, автономного
блока управления и компьютера. На рисунке 1 представлен общий вид механиче-
ской части СН-ЭВМ, выполненной на базе универсальной испытательной машины
ЦДМУ-30. В конструкцию был внесен ряд изменений, которые позволили полностью
автоматизировать процесс испытаний [2]. Более подробно электромеханическая часть
описана в [3].

Автоматизированный комплекс СН-ЭВМ функционирует следующим образом: опе-
ратор загружает программу с внешнего носителя или вносит изменения в существую-
щую программу с клавиатуры, после чего эта информация сохраняется в оперативной
памяти компьютера (рис.2). Программа эксперимента содержит информацию о режи-
ме управления, количестве участков траектории нагружения или деформирования и
их типе. Для написания программ используется интегрированная среда разработки и
компилятор Microsoft QuickBASIC (QB) для объектно-ориентированного языка Basic.

Следующим этапом является настройка параметров эксперимента на блоке управ-
ления (рис.2, 1). Данный элемент комплекса позволяет устанавливать скорость на-
гружения либо деформирования, изменять дискретность регистрации информации с
датчиков механической части, регулировать механизмы предотвращения обратного
хода приводов и режимы стабилизации нагрузок. После проверки работоспособности
всех систем дается команда о начале эксперимента.

В процессе эксперимента на блок измерительных преобразователей сигналов по-
ступают различные по физической природе сигналы датчиков (таблица 1), которые
преобразуются в унифицированные электрические уровни напряжения и передаются
в компьютер.

Примечание: погрешность измерения, в основном, возникает вследствие линейной
аппроксимации собственных характеристик тензометра.

Вся информация о реализуемом процессе в режиме реального времени отобража-
ется на мониторе компьютера (рис. 2, 3). Полученная информация автоматически
записывается в постоянную память компьютера в виде файла данных с заданными
оператором временными интервалами.

3. Методы решения Методика проведения экспериментальных исследований
и обработка их результатов базируется на векторном представлении напряжений и
деформаций по А.А. Ильюшину [4].
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Рис. 1. Общий вид механической части испытательной машины СН-ЭВМ. 1 – образец для
испытания; 2 – дифференциальный тензометр; 3 – захватные приспособления; 4 – двухком-
понентный силоизмеритель; 5 – нижняя траверса; 6 – верхняя траверса; 7 – двигатель привода
кручения; 8 – неподвижная траверса гидроцилиндра; 9 – гидроцилиндр; 10 – двигатель ме-
ханического привода осевого усилия.

Эксперименты проводят на тонкостенных трубчатых образцах из металлов и спла-
вов [5], с толщиной стенки 1 мм, диаметром срединной поверхности 31 мм и длиной
рабочей части 110 мм (рис. 3). Отношение радиуса образца к толщине стенки 15. Ис-
пытательные образцы для серии экспериментов изготавливаются из одного прутка
длиной 6м. Форма и размеры испытательных образцов показаны на рис.3

Для измерения осевых, окружных и сдвиговых перемещений оболочки применяется
экстензометр (рис.4, 1) [6]. Для измерения поперечных деформаций применяется спе-
циальный датчик (рис.4., 2). Основная часть прибора состоит из двух колец в каждом
из которых находится по три стальных втулки расположенный под углом 120°. Внутрь
втулок устанавливаются иглы, которые перемещаются без зазоров и люфтов. На на-
ружной поверхности втулок сделана нарезка, на которую навинчивается колпачок. В
полости каждой иглы размещается пружинка, которая, прижимает иглу к образцу
(рис.4, 3) при закручивается колпачка. За счет этого достигается надежное крепле-
ние колец на образце и незначительное надавливание игл при увеличении диаметра
образца. База прибора составляет 50+0,1 мм.
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Рис. 2. Автономный блок управления и компьютер. 1 – блок управления; 2 – источник беспе-
ребойного питания; 3 – монитор; 4 – системный блок

Регистрирующее
устройство

Регистрируемый
параметр

Диапазон
работы

Погрешность
измерения, не

более
Двухкомпо-

нентный
силоизмеритель

Осевая нагрузка 60 кН ±0, 12 кН
Крутящий

момент 0, 5 кН · м ±3 нм

Датчик
давления

Внутреннее
давление 30МПа ±0, 2МПа

Дифференци-
альный

тензометр

Осевое
перемещение 2мм ±6 · 10�3 мм

Угол поворота
образца 0, 25 рад ±7 · 10�4 рад

Радиальное
перемещение ±0, 6мм ±3 · 10�3 мм

Таблица 1. Параметры автоматизированного комплекса СН-ЭВМ

Для предотвращения смещения и во избежание возможного перекоса колец при
монтаже прибора на образец используется специальное приспособление (рис.4, 4). Оно
представляет собой ступку, в которую вертикально устанавливается образец. Между
образцом и стенками ступки устанавливаются специальные фиксирующие детали –
сухари (рис.4, 5), внутренний диаметр которых выдержан по наружному диаметру
образца. Верхние и нижние сухари имеют выступы, на которые, в период монтажа,
опираются кольца с иглами. Высота колец подобрана таким образом, что, при от-
сутствии зазора между ними, оси игл лежат в параллельных плоскостях, отстоящих
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Рис. 3. Образец для испытания

друг от друга на расстоянии 50 мм. После того как иглы должным образом поджаты
к образцу, сначала снимаются верхние сухари, а за ними нижние. Образец с прибо-
ром фиксируется на испытательной машине захватными приспособлениями (рис.1, 3).
Удлинение образца измеряется тензорезисторами по взаимному смещению колец. Уг-
ловые деформации измеряются тензорезисторами наклеенными на упругий элемент,
один конец которого жестко закреплен, другой может скользить по списали Архиме-
да.

Как показывают многочисленные опыты, описанный прибор надежно определяет
деформации как упругой, так и пластической областях – малых и средних дефор-
маций. Благодаря наличию двух индикаторов, небольшое внецентренное растяжение
или сжатие не искажало правильность замера продольной деформации. Прибор, опре-
делявший изменение наружного диаметра по мере нагружения образца, показан на
рисунке (рис.4, 2).

Перед каждым экспериментом производятся обмерные работы. Контроль геометри-
ческих параметров образцов производится при помощи микрометров и специальных
приспособления для измерения толщины стенки, шероховатость поверхности устанав-
ливают визуально.

4. Основные результаты Перед выполнением основных программ, исследова-
ния закономерностей упругопластического деформирования материалов при сложном
нагружении, проводится проверка начальной изотропии материала образцов. Она за-
ключается в проведении базовых экспериментов и сопоставлении диаграмм деформи-
рования при простых процессах нагружения: растяжении, сжатии, кручении, внут-
реннем (внешнем) давлении и пропорциональных процессах нагружения. Если для
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Рис. 4. Дифференциальный тензометр (1) и датчик поперечных деформаций (2)

данных траекторий разброс по напряжениям (различие величин модуля вектора на-
пряжений) не превышает 5-10% (на уровне значения модуля вектора деформаций
порядка Э ⇡ 2%), полагаем, что материал образцов является квазиизотропным, что
позволяет использовать в расчетах процессов сложного нагружения и деформирова-
ния материалов общие определяющие соотношения теории упругопластических про-
цессов.

Были проведены следующие простые нагружения: образец 1 подвергался растяже-
нию, образец 2 – кручению, образец 3 – сжатию, образец 4 пропорциональному растя-
жению с кручением, образец 5 – пропорциональному сжатию с кручением. Программа
испытаний реализовывалась в векторном подпространстве деформаций Э1 �Э3 (рис.
5, а). Для каждого нагружения использовался свой образец. Соответствующий ей от-
клик приведен в векторном подпространстве девиатора напряжений S1�S3 (рис. 5,
б).

На рисунке 6 показаны образцы после испытаний.
Для расчета компонент тензора напряжений �ij (i, j = 1, 2, 3) и тензора деформаций

"ij (i, j = 1, 2, 3) использовались следующие формулы:

�11 =
P

2⇡Rh
; �22 = p

R

h
; �12 =

Mкр

2⇡R2h
; �33 ⇡ 0; �13 = �23 ⇡ 0
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Рис. 5. Программа, а) и отклик на программу б). (1 – растяжение, 2 – кручение, 3 – сжа-
тие, 4 - пропорциональное растяжение с кручением, образец 5 – пропорциональное сжатие с
кручением).

Рис. 6. Образцы после испытаний (1 – растяжение, 2 – кручение, 3 – сжатие, 4 - пропорцио-
нальное растяжение с кручением, образец 5 – пропорциональному сжатию с кручением.

�0 =
1

3
(�11 + �22) ; "11 =

�l

l
; "22 =

�R

R

"12 = '
R

2l
; "33 = � ("11 + "22) +

�0

3K
; "0 =

�0

3K
где P � осевая нагрузка, p � внутреннее давление, Mкр � крутящий момент,
K = E/ [3 (1� 2µ)]� объемный модуль упругости Эйлера�Юнга, µ – коэффициент
Пуассона, �l � абсолютное удлинение рабочей части образца, ' � угол взаимного
поворота сечений, �R � изменение радиуса срединной поверхности образца, �0 �
среднее напряжение, "0 � средняя деформация.
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Напряжённое состояние образцов – плоское, связь между модулями шаровых тен-
зоров �0 и "0 принята в виде зависимости:

�0 = 3K"0

Из диаграммы растяжения были найдены модуль деформации E = 2 · 105 МПа;
удвоенный модуль сдвига 2G = 1, 54 · 105 МПа; коэффициент Пуассона µ = 0, 3. С
появлением пластических деформаций коэффициент µ быстро возрастал и прибли-
жался к значению µр = 0, 5 уже при Э ⇡ 1%, что позволяет в расчетах при обра-
ботке экспериментальных данных использовать условие несжимаемости материала.
Предполагая, что материал несжимаем (K ! 1) [7] компоненты тензора-девиатора
напряжений и деформаций определялись по формулам:

(
S1 =

r
2

3
·
⇣
�11 �

�22

2

⌘
; S2 =

�22p
2
= S3 =

p
2 · �12; S4 = S5 = 0

(
Э1 =

r
3

2
· "11 ; Э2 =

p
2 ·

✓
"22 +

1

2
· "11

◆
Э3 =

p
2 · "12; Э4 = Э5 = 0

В таблице 2 приведены некоторые численные значения, полученные в ходе экспе-
римента на растяжение.

№ �, MPa Э, % S, % Time Э1, % S1, MPa "11,% �11 MPa
1 0,00 0,000 0,00 0 0,00 0,00 0,00 0,00
9 82,76 0,054 0,12 334 0,05 78,25 0,04 95,83
19 160,59 0,105 0,23 418 0,10 153,76 0,08 188,55
34 241,94 0,169 0,37 538 0,16 237,28 0,13 290,60
41 257,41 0,198 0,48 594 0,20 255,57 0,16 313,00
66 256,81 0,299 0,76 794 0,30 256,07 0,24 313,63
84 257,22 0,368 0,94 938 0,37 257,09 0,30 314,87
121 257,41 0,521 1,25 1234 0,51 257,41 0,42 315,49
138 256,65 0,590 1,36 1370 0,58 256,58 0,47 314,25
158 257,94 0,685 1,58 1530 0,67 257,92 0,54 316,12
200 270,30 0,873 1,98 1866 0,84 270,30 0,68 331,05
232 280,28 1,013 2,22 2122 0,96 280,27 0,78 343,50
302 300,79 1,328 2,89 2682 1,24 300,79 1,01 368,39
343 309,94 1,519 3,25 3010 1,41 309,93 1,15 379,59
385 320,61 1,707 3,63 3346 1,57 320,60 1,28 392,66
487 340,42 2,179 4,51 4162 1,98 340,42 1,62 416,92
593 360,23 2,690 5,47 5014 2,43 360,23 1,98 441,19
667 380,05 3,366 6,38 5606 3,01 380,05 2,46 465,46
716 400,51 4,064 7,21 6002 3,64 400,37 2,97 490,35
767 420,71 4,800 8,12 6410 4,45 420,69 3,64 515,24
836 440,01 5,857 9,34 6962 5,56 440,00 4,54 538,89

Таблица 2. Экспериментальные данные

Испытания по типу центрального веера являются базовыми и выполняться для
каждой партии образцов с целью определения начальной изотропии или анизотропию
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исследуемого материала. По результатам испытания выполняют построение диаграмм
и оценивают точность выполнения постулата изотропии при простых нагружениях [7].
На рисунке 7 представлена общая диаграмма прослеживания процесса деформирова-
ния, на рисунке 8 график зависимости � � Э.

Рис. 7. Диаграммы материала

Рис. 8. Диаграммы деформирования

5. Вывод Испытания по типу центрального веера позволяют установить на-
чальную анизотропию или изотропию путем построения диаграмм деформирования
при растяжении-сжатии, кручении, внутреннем давлении и пропорциональном нагру-
жении, определить модуль упругости, коэффициент Пуассона, предел текучести, оце-
нить точность выполнения постулата изотропии при простых нагружениях, построить
единую диаграмму упрочнения материала � = Ф(s). Базовые этапы являются базисом
дальнейших экспериментальных исследований. Следующим этапом является сравне-
ние экспериментальных данных с результатами численных расчетов [8], [9], [10], [11],
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[12], [13], [14], [15], [16], [17]. В результате такой верификации математических моделей
теории упругопластических процессов делаются выводы о достоверности аппрокси-
маций при моделировании сложного упругопластического деформирования для рас-
сматриваемого класса траекторий деформирования.
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V. I.Gultyaev, A.N. Bulgakov

EXPERIMENTAL STUDY OF ELASTOPLASTIC DEFORMATION
STRUCTURAL MATERIALS ON AN AUTOMATED TESTING COMPLEX

SN-EVM

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The article provides a description of the testing complex and experimental techniques
for studying complex loading. Some questions of the study of elastoplastic deformation of materials
on an automated SN-EVM complex in the mechanical testing laboratory of the Department of
Strength of Materials, Theory of Elasticity and Plasticity of Tver State Technical University are
presented.

Keywords: elastoplastic processes, plasticity, SN-EVM testing complex, elasticity.
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1. Введение Неоднородным задачам теории упругости (уравнения равновесия
с правой частью) посвящено значительно меньше публикаций, чем однородным. Как
правило, эти задачи сложнее однородных и более трудоемки. В учебниках по теории
упругости обычно можно найти только решение неоднородной задачи для бесконечной
плоскости, внутри которой действует сосредоточенная сила. Решений для областей с
разными граничными условиями на их сторонах, полученных на основе приближенно-
аналитических и численных методов, тоже крайне мало. В то же время эти задачи
очень важны в инженерном деле.

В предлагаемой статье получено точное решение неоднородной задачи для бес-
конечной полосы, нижняя сторона которой жестко защемлена, а верхняя свободна.
Внутри полосы приложена внешняя нагрузка, действующая вдоль ее вертикальной
оси.

Решение задачи строится с использованием соотношения ортогональности Папко-
вича. Это позволяет существенно упростить процесс решения, а окончательные фор-
мулы представить в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля, коэф-
фициенты которых записываются в простом явном виде.

В 1940 году П. Ф. Папковичем в статье [1] было получено соотношение ортогональ-
ности для собственных функций, возникающих при решении краевой задачи в упру-
гой полуполосе со свободными длинными сторонами. Эта статья послужила толчком
к изучению различных краевых задач теории упругости [2–6] с использованием соот-
ношения ортогональности Папковича в надежде построить, наконец, точное решение
краевой задачи в полуполосе. В работе [7] было показано, что это невозможно, а соот-
ношение ортогональности Папковича решает совсем другие задачи, а именно задачи
для бесконечной полосы с разрывами перемещений или скачками напряжений. Из-
вестно [8–11], что задачи с разрывами эквивалентны неоднородным задачам теории
упругости. Основываясь на этом, с помощью соотношения ортогональности Папкови-
ча можно легко строить решения неоднородных задач в бесконечной полосе.

2. Постановка задачи и ее решение Рассмотрим неоднородную задачу тео-
рии упругости для бесконечной полосы {⇧ : |x| < 1, 0  y  h} , в которой нижняя
сторона жестко защемлена, а верхняя свободна, т.е.

u(x, 0) = v(x, 0) = 0, �y(x, h) = ⌧xy(x, h) = 0. (1)

Предположим, что внутри полосы приложена внешняя нагрузка Y (y), действующая
вдоль вертикальной оси y на отрезке [↵1,↵2] (рис. 1).

Рис. 1. Схема неоднородной задачи для бесконечной полосы
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Будем рассматривать полосу ⇧ как стык двух полуполос {⇧+ : x � 0, 0  y  h}
и {⇧� : x  0, 0  y  h}.

Пусть на торце правой полуполосы ⇧+ известны касательные напряжения, равные
⌧(y), и продольные перемещения, равные U(y). Решение будем искать в виде рядов

�x(x, y) =
1X

k=1

2Re
h
Aksx(�k, y)e

�kx
i
, �y(x, y) =

1X

k=1

2Re
h
Aksy(�k, y)e

�kx
i
,

⌧xy(x, y) =
1X

k=1

2Re
h
Aktxy(�k, y)e

�kx
i
, (2)

U(x, y) =
1X

k=1

2Re
h
Ak⇠(�k, y)e

�kx
i
, V (x, y) =

1X

k=1

2Re
h
Ak�(�k, y)e

�kx
i

по собственным функциям Папковича–Фадля, удовлетворяющим граничным услови-
ям (1):

sx(�k, y) = �1
2 [2 cos�kh� (⌫ + 1)�kh sin�kh]

�
⌫+1
2 �ky sin�ky � ⌫ cos�ky

�
+

+1
2 [(⌫ + 1)�kh cos�kh+ (⌫ � 1) sin�kh]

�
⌫+1
2 �ky cos�ky +

⌫+3
2 sin�ky

�
,

sy(�k, y) =
1
2 [2 cos�kh� (⌫ + 1)�kh sin�kh]

�
⌫+1
2 �ky sin�ky + cos�ky

�
+

+1
2 [(⌫ + 1)�kh cos�kh+ (⌫ � 1) sin�kh]

�
�⌫+1

2 �ky cos�ky +
⌫�1
2 sin�ky

�
,

txy(�k, y) =
1
2 [(⌫ + 1)�kh cos�kh+ (⌫ � 1) sin�kh]

�
�⌫+1

2 �ky sin�ky + cos�ky
�
�

�1
2 [2 cos�kh� (⌫ + 1)�kh sin�kh]

�
⌫+1
2 �ky cos�ky +

⌫�1
2 sin�ky

�
,

(3)

⇠(�k, y) = �1
2 [2 cos�kh� (⌫ + 1)�kh sin�kh]

�
⌫+1
4 y sin�ky

�
+

+1
2 [(⌫ + 1)�kh cos�kh+ (⌫ � 1) sin�kh]

⇣
⌫+1
4 y cos�ky � ⌫�3

4�k
sin�ky

⌘
,

�(�k, y) = �1
2 [(⌫ + 1)�kh cos�kh+ (⌫ � 1) sin�kh]

�
⌫+1
4 y sin�ky

�
�

�1
2 [2 cos�kh� (⌫ + 1)�kh sin�kh]

⇣
⌫+1
4 y cos�ky +

⌫�3
4�k

sin�ky
⌘
.

В формулах (1)–(3) введены следующие обозначения: U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) =
Gv(x, y), где G – модуль сдвига, а u(x, y) и v(x, y) – продольное и поперечное переме-
щения соответственно; ⌫ – коэффициент Пуассона; Ak – неизвестные коэффициенты
разложений; �k – бесконечный набор комплексных корней характеристического урав-
нения

L(�) =
1

4
(⌫ + 1)(⌫ � 3) sin2 �h� 1

4
(⌫ + 1)2(�h)2 + 1 = 0, (4)

соответствующего краевой задаче для полосы ⇧ с граничными условиями (1). Числа
�k расположены попарно-симметрично относительно начала координат комплексной
плоскости. Через 2Re для краткости обозначены суммы соответствующих выраже-
ний при �k и при �̄k, им сопряженных. Для затухающего на бесконечности решения
считаем, что Re�k < 0, когда x � 0, и Re�k > 0, когда x  0.

Помимо комплексных корней, уравнение (4) имеет также два вещественных кор-
ня ±�1. В дальнейшем в окончательных формулах вынесем выражения, отвечающие
вещественным корням, за знаки суммирования.
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Следуя [7, 12], определим коэффициенты Ak с помощью соотношения ортогональ-
ности Папковича

hZ

0

[sx(�k, y)⇠(�m, y)� �(�k, y)txy(�m, y)] dy =

⇢
Bk (k = m),
0 (k 6= m),

(5)

где

Bk =
h
⇥
(⌫ + 1)2h2�2

k
+ 2(⌫ � 1)

⇤2

16(⌫ + 1)�k
.

В этой формуле числа �k и сопряженные с ними �̄k считаются различными. По-
этому при �m = �̄k интегралы в (5) будут равны нулю. Умножим левую и правую
части (5) последовательно на Am и Ām, затем сложим получившиеся выражения и
просуммируем их по индексу m = 1, 2, ... Обозначив через

U(y) =
1X

m=1

⇥
Am⇠(�m, y) + Ām⇠(�̄m, y)

⇤
, ⌧(y) =

1X

m=1

⇥
Amtxy(�m, y) + Āmtxy(�̄m, y)

⇤
,

(6)
на основании соотношения ортогональности (5) найдем

Ak =
1

Bk

hZ

0

[sx(�k, y)U(y)� �(�k, y)⌧(y)] dy. (7)

Формулы для комплексно сопряженных чисел Āk получаются из (7) при замене �k
на �̄k. Полагая теперь в (7) U(y) = 0, получим

Ak = � 1

Bk

hZ

0

�(�k, y)⌧(y)dy. (8)

Подставим коэффициенты (8) в формулы (2) и аналитически продолжим решение
(2) из правой полуполосы в левую как четно-симметричное. В результате, учитывая
вещественность первого корня, вместо (2) получим (Re�k < 0)

�x(x, y) = A1sx(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Aksx(�k, y)e

�k|x|
i
,

�y(x, y) = A1sy(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Aksy(�k, y)e

�k|x|
i
,

⌧xy(x, y) = signxA1txy(�1, y)e
�1|x| + signx

1X

k=2

2Re
h
Aktxy(�k, y)e

�k|x|
i
, (9)

U(x, y) = signxA1⇠(�1, y)e
�1|x| + signx

1X

k=2

2Re
h
Ak⇠(�k, y)e

�k|x|
i
,

V (x, y) = A1�(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Ak�(�k, y)e

�k|x|
i
.
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Покажем, что формулами (9) описывается решение неоднородной задачи, схема
которой показана на рис. 1. Для этого подставим их в основные уравнения теории
упругости.

Здесь понадобятся следующие формулы для обобщенных функций, в которых �(x)
– дельта функция Дирака, а �

0(x) – ее производная (� – параметр, принимающий
значения �k или �̄k):

sign2
x = 1, xsignx = |x|, |x|signx = x, �(x)signx = 0,

d

dx
signx = 2�(x),

d

dx
e
�|x| = �signxe�|x|,

d

dx

⇣
signxe�|x|

⌘
= [�+ 2�(x)] e�|x|, (10)

d

dx

⇣
|x|e�|x|

⌘
= (1 + �|x|) signxe�|x|,

d
2

dx2
e
�|x| = [�+ 2�(x)]�e�|x|,

d
2

dx2

⇣
signxe�|x|

⌘
=
⇥
2�0(x) + �

2signx+ 6��(x)signx
⇤
e
�|x|

.

Проверим выполнение уравнений равновесия в напряжениях [13]:
@

@x
�x(x, y) +

@

@y
⌧xy(x, y) = 0,

@

@y
�y(x, y) +

@

@x
⌧xy(x, y) = ��(x)Y (y).

(11)

Следующие равенства являются следствиями однородных уравнений (11):

sx(�k, y)�k +
d

dy
txy(�k, y) = 0,

d

dy
sy(�k, y) + �ktxy(�k, y) = 0. (12)

Далее для краткости в формулах (9), (11) и (12) отбросим знаки суммирования,
коэффициенты Ak, индексы суммирования при �k и символ 2Re. Тогда учитывая
первое равенство (12), из первого уравнения (11) получим

@

@x
�x(x, y) +

@

@y
⌧xy(x, y) = signx�sx(�, y)e�|x| + signxdtxy(�,y)

dy
e
�|x| =

= signx
h
�sx(�, y) +

dtxy(�,y)
dy

i
e
�|x| = 0.

(13)

Подставим формулы (9) в левую часть второго уравнения (11). Тогда получим

@

@y
�y(x, y) +

@

@x
⌧xy(x, y) =

dsy(�,y)
dy

e
�|x| + [�+ 2�(x)] txy(�, y)e�|x| =

=
h
dsy(�,y)

dy
+ �txy(�, y)

i
e
�|x| + 2�(x)txy(�, y)e�|x|.

(14)

Выражение, стоящее в квадратных скобках в предпоследней сумме в (14), согласно
второму равенству (12), равно нулю. Поэтому, в соответствии со вторым уравнением
(11), возвращая суммирование, получим

Y (y) = �2

(
A1txy(�1, y) +

1X

k=2

2Re [Aktxy(�k, y)]

)
= �2⌧(y). (15)

Проверим выполнение уравнений равновесия в перемещениях [14]:

2
1�⌫

@
2
U(x,y)
@x2 + @

2
U(x,y)
@y2

+ 1+⌫

1�⌫

@
2
V (x,y)
@x@y

= 0,
2

1�⌫

@
2
V (x,y)
@y2

+ @
2
V (x,y)
@x2 + 1+⌫

1�⌫

@
2
U(x,y)
@x@y

= ��(x)Y (y).
(16)
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Воспользуемся следующими равенствами для собственных функций, вытекающими
из однородных уравнений (16):

2
1�⌫

�
2
k
⇠(�k, y) +

@
2
⇠(�k,y)
@y2

+ 1+⌫

1�⌫
�k

@�(�k,y)
@y

= 0,
2

1�⌫

@
2
�(�k,y)
@y2

+ �
2
k
�(�k, y) +

1+⌫

1�⌫
�k

@⇠(�k,y)
@y

= 0.
(17)

Подставим (9) в формулы (16) и выполним дифференцирование, учитывая (10).
Как и в случае с уравнениями равновесия в напряжениях, используя на этот раз (17)
вместо (12), получим ноль в первом уравнении, а во втором –

�(x)Y (y) = �2�(x)

(
A1�1�(�1, y)e

�1|x| +
1X

k=2

2Re
h
Ak�k�(�k, y)e

�k|x|
i)

. (18)

Выражение для Y (y), вытекающее из (18), фактически совпадает с (15), если
учесть, что

⌧xy(0, y) =
@

@x
V (x, y)

����
x=0

, (19)

т.к. U(0, y) = 0.
Таким образом, формулы (9) действительно дают решение неоднородной задачи,

показанной на рис. 1. Причем функция Y (y), согласно (15), равна взятому с обратным
знаком скачку касательных напряжений на стыке x = 0 правой и левой полуполос.

3. Примеры решения задачи Проиллюстрируем полученное решение, рас-
смотрев два примера для внешней нагрузки Y (y).

Пример 1. Пусть

Y (y) =

⇢
�2y, ↵1  y  ↵2;
0, 0  y < ↵1 и ↵2 < y  h.

(20)

По формулам (20), (15), (9) и (8) найдем решение задачи. Ниже приведены гра-
фики, иллюстрирующие решение. На рис. 2 показан график сходимости касательных
напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой функции. Как видно из рисун-
ка, при y = 2 имеется скачок касательных напряжений в полученном решении. Это
связано с тем, что касательные напряжения на верхней стороне полосы равны нулю
согласно граничным условиям (1). На рис. 3 показано распределение нормальных на-
пряжений при x = 0. Здесь нормальные напряжения �x(0, y) имеют логарифмическую
особенность при y = 2. На рис. 4 приведены графики напряжений в заделке. На рис.
5 показано распределение перемещений на верхней стороне полосы. При вычислениях
считалось, что ⌫ = 1/3, h = 2, ↵1 = 0, ↵2 = h.

Пример 2. Пусть

Y (y) =

⇢
�2

⇥
y
2 � (↵1 + ↵2)y + ↵1↵2

⇤
, ↵1  y  ↵2;

0, 0  y < ↵1 и ↵2 < y  h.
(21)

Аналогично найдем решение задачи по формулам (20), (15), (9) и (8). На рис. 6–9
приведены аналогичные графики, иллюстрирующие решение. Как и в предыдущем
примере, считалось, что ⌫ = 1/3, h = 2, ↵1 = 0, ↵2 = h.
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Рис. 2. График сходимости касательных напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой
функции

Рис. 3. Распределение нормальных напряжений при x = 0

Рис. 4. Распределение напряжений при y = 0

4. Выводы
• В тех точках, где внешняя нагрузка Y (y) имеет конечные разрывы, напря-

жения �x(0, y) и �y(0, y) имеют логарифмическую особенность (рис. 3). Она
исчезает для напряжений �y(0, y) при ↵2 = h из-за того, что �y(0, h) = 0.
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Рис. 5. Распределение перемещений при y = h

Рис. 6. График сходимости касательных напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой
функции

Рис. 7. Распределение нормальных напряжений при x = 0

• Напряжения и перемещения быстро затухают вдоль полосы так, что на рас-
стоянии, приблизительно равном ширине пластины, ими практически можно
пренебречь.
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Рис. 8. Распределение напряжений при y = 0

Рис. 9. Распределение перемещений при y = h

• Нагрузку, действующую вдоль оси y, можно сместить вправо или влево на
некоторую величину a. В этом случае в формулах (9) надо заменить x на
x� a, если смещение выполнено вправо, и на x+ a, если � влево. Так можно
построить, например, решение с периодической нагрузкой Y (y).

• Функцию Y (y) можно рассматривать как контактные напряжения между реб-
ром жесткости и пластиной. Тогда Y (y) может быть определена из условия
равновесия элементарного участка ребра. Так можно получить решения раз-
личных задач о передаче нагрузки от ребра (ребер) жесткости к упругой по-
лосе.

• Накладывая на решение для бесконечной полосы решение для прямоугольни-
ка [15], можно получить решение неоднородной задачи для прямоугольника со
свободными (или какими-либо другими) торцами, в том числе для прямоуголь-
ника с ребром (ребрами) жесткости, расположенным внутри прямоугольника.

• В том случае, когда одна из сторон полосы подкреплена ребром жесткости,
нужно использовать соотношение ортогональности Папковича, записанное в
другом виде.
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сотового композиционного или металлического заполнителя различной конфигурации
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двигателестроении, судостроении, аэрокосмической технике, строительстве и т.д. бла-
годаря сочетанию высокой изгибной жесткости и низкой удельной плотности. Исполь-
зование сотовых полимерных композиционных материалов в конструкции мотогондо-
лы авиадвигателя позволяет также значительно снизить уровень его шума. Простей-
шими из сотовых конструкций являются трехслойные элементы с двумя наружными
тонкими силовыми обшивками (в виде пластинок или оболочек) и внутренним слоем
сотового заполнителя. За счет разнесенных обшивок такой пакет дает более высокие
характеристики жесткости и прочности при относительно малом весе. Элементы кон-
струкций с сотовым заполнителем в основном работают на изгиб, сдвиг, сжатие по
нормали к обшивкам и растяжение-сжатие в плоскости обшивок.

Широкое применение ответственных конструкций с заполнителем шестигранной
сотовой структуры вызывает необходимость отработки и верификации методов чис-
ленного анализа разнообразных элементов конструкций с сотовыми заполнителями,
отличающимися параметрами обшивок, рядностью и высотой сот, их материалом и
т.д. При расчетах таких конструкций обычно используют эффективные (усредненные)
характеристики жесткости и прочности реальной сотовой структуры, заменяемой
сплошной однородной анизотропной средой. Многими авторами предложены различ-
ные структурные подходы для определения эффективных характеристик [1], [2], [3],
которые в основном сводятся к расчету взаимных смещений под нагрузкой методами
строительной механики, энергетическими методами в предположении упругой работы
конструкции. В [4] получены аналитические формулы для определения усредненных
упругих и прочностных характеристик сотового заполнителя, основанные на введе-
нии предположения о безмоментной работе пластинок сот в процессе нагружения и
на поэтапном их исключении из работы после потери устойчивости в условиях или
двухстороннего сжатия, или чистого сдвига. В формулах введены безразмерные коэф-
фициенты, которые определяются из данных экспериментов на растяжение, сжатие
и чистый сдвиг в двух плоскостях. Детальный анализ по определению эффективных
характеристик заполнителей содержится, например, в работах [5], [6], [7], [8].

Комплекс экспериментально определяемых механических параметров многослой-
ных конструкций с сотовыми заполнителями получают чаще всего при испытаниях
плоских образцов-панелей, минимальные размеры которых определяются стандарта-
ми на испытания из соображений представительности образца с эффективными свой-
ствами, усредненными по его объёму:

– эффективные модули сдвига упругого ортотропного тела Gxz, Gyz (в декартовой
системе координат xyz, ось z направлена по нормали к плоскости обшивок), которые
зависят от жесткости на сдвиг пластинок-элементов сот (испытания образцов на сдвиг
сотового заполнителя по стандарту ASTM C273 [9]);

– эффективный модуль упругости заполнителя Ez, который зависит от геометри-
ческих особенностей сотового заполнителя.

Модуль сдвига Gxy и модули Ex, Ey сотового заполнителя с тонкими стенками обыч-
но пренебрежимо малы и определяются только для специальных задач.

Стандартные способы оценки характеристик сдвига и сжатия заполнителя позволя-
ют получить экспериментальные данные, которые необходимы для разработки техни-
ческих условий на материал, проектирования конструкций с сотовым заполнителем,
научных исследований и разработок, контроля качества.
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Представленная работа посвящена экспериментальному определению эффектив-
ных модулей сдвига Gxz, Gyz упругого ортотропного тела и соответствующих пре-
делов прочности для многослойных сотовых панелей с тонкими обшивками из уг-
лепластиков и наполнителем в виде шестигранных сот из стеклопластиковой ленты,
статистической интерпретации полученных результатов, численному анализу различ-
ных значимых факторов, определяющих достоверность и точность эксперименталь-
ных данных.

Методика экспериментального определения основных эффективных ха-
рактеристик сотового заполнителя при сдвиге

Метод испытаний образцов на сдвиг сотового заполнителя ASTM C273 позволя-
ет определять предел прочности при сдвиге параллельно плоскости обшивок образца
с сотовым заполнителем и модуль сдвига в плоскости действия нагрузки. При вы-
боре длины нагружающих пластин испытательной оснастки и назначении областей
приклейки к ним образцов сотового заполнителя разной высоты учитывалось суще-
ственное требование методики � линия действия продольной нагрузки растяжения
проходит через диагонально противоположные углы образца с сотовым заполните-
лем.

Испытания проводились на универсальной испытательной машине Zwick
Z100SN5A, оснащенной штатным длинноходовым датчиком Multisens для измерения
осевой деформации и штатным ручным датчиком DMS для измерения поперечной
деформации при растяжении-сжатии образцов. Для проведения экспериментальных
работ по определению модулей сдвига сотового заполнителя использовалась типовая
оснастка WTF-TS-35 (фирмы Wyoming Test Fixtures, Inc) для испытаний по ASTM
С 273 (рис. 1).

Определение модуля сдвига обуславливает необходимость измерения малого отно-
сительного смещения (сдвига) нагружающих приклеенных пластин относительно друг
друга. Большая нелинейная податливость нагруженных элементов оснастки не поз-
воляет надежно определять величину сдвига по измерению относительного смещения
цилиндрических шарниров оснастки с помощью экстензометра Multisens. Поэтому для
измерения величины сдвига был использован датчик поперечных деформаций DMS
с диапазоном измерения 4 мм, крепившийся специально разработанными и изготов-
ленными крепежными элементами на нагружающих стальных пластинах в средней
части образца. Контрольные бесконтактные измерения величин относительных сме-
щений нагружающих пластин оснастки выполнены с помощью оптической системы
Strain-Master 5 методом корреляции цифровых изображений в режиме визуального
датчика 2D. При нагружении образца с сотовым заполнителем относительное рас-
стояние между нагружающими пластинами изменялось до 0, 02% на уровне погреш-
ностей измерения, а сдвиговые деформации достигали 2, 5%. Максимальное отличие
относительного сдвига пластин оснастки, измеренного датчиком DMS и оптической
системой, не превышало 5%.

Существенным фактором, повлиявшим на статистическую вариативность получен-
ных результатов испытаний, оказалось несовершенство процедур приклейки сотовых
образцов к стальным пластинам оснастки. Необходим специальный многоместный
кондуктор, обеспечивающий реализацию допусков стандарта ASTM D5687 [10] по
взаимной смещенности, соосности и параллельности образца с приклеенными пласти-
нами. Испытание образца с не соосно приклеенными пластинами в испытательную
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Рис. 1. Образец однорядного сотового заполнителя с оснасткой WTF-TS-35, датчиком DMS
на испытательной машине Zwick Z100SN5A (слева), поверхность разрушения (справа).

оснастку приводит к внецентренному нагружению образца, а при не параллельности
осей � к сложному продольно-поперечному сдвигу.

Результаты экспериментальных исследований эффективных характери-
стик сотового заполнителя

Проведены испытания на сдвиг 18 партий образцов с 1, 2 и 3 рядами сотового
заполнителя различной высоты и общей высотой t заполнителя от 7,5 до 31 мм при
нагружении вдоль и поперек плоскостей склейки (ПС). Они образуются в процессе из-
готовления заполнителя с шестигранными сотовыми ячейками при склеивании перио-
дически гофрированных тонких лент стеклопластика. Выбрав ось x вдоль ПС, введем
обозначения эффективных модулей сдвига заполнителя: вдоль плоскости склейки �
Gxz, поперек плоскости склейки � Gyz. Соответственно обозначим пределы прочности
на сдвиг: ⌧ exz, ⌧ eyz.

Ниже приведены совмещенные гистограммы значений относительных (к среднему
значению Gxz) модулей сдвига и относительных (к среднему значению ⌧

e
xz) пределов

прочности при сдвиге заполнителя (рис. 2). На гистограммах значений относитель-
ного модуля сдвига (см. рис. 2) видно статистически значимое различие эксперимен-
тально найденных эффективных модулей сдвига вдоль и поперек плоскости склейки
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Рис. 2. Гистограммы значений относительных модулей сдвига заполнителя Gxz, Gyz (слева)
и относительных пределов прочности при сдвиге ⌧exz, ⌧eyz (справа).

заполнителя, в среднем их отношение
Gxz

Gyz

=
1, 00

0, 62
= 1, 61.

Пределы прочности на сдвиг в этих направлениях нагружения (см. рис. 2) стати-
стически значимо не различаются.

Аналитически эффективные модули сдвига сотового заполнителя находят по фор-
мулам [11]:

Gxz = Gc3
�3

l
⇣, Gyz = 0, 576Gc3

�3

l
, (1)

где Gc3 � модуль упругости стенки соты заполнителя, �3 � толщина стенки соты
заполнителя, l � длина стороны ячейки сотового заполнителя, ⇣ � коэффициент,
который определяют по графику [11] (стр. 257, рис. 5), для испытанных образцов
⇣ = 0, 877.

Отношение модулей из (1) определяется величиной
Gxz

Gyz

=
⇣

0, 576
=

0, 877

0, 576
= 1, 523,

что отличается от найденного экспериментального соотношения по средним значени-
ям модулей менее, чем на 6%.

В табл. 1 при доверительной вероятности Pд = 0, 95 приведены линейные коэф-
фициенты корреляции r значений относительных эффективных модулей сдвига за-
полнителя Gxz, Gyz относительных пределов прочности при сдвиге ⌧ exz, G

e
yz и общей

высоты сотового заполнителя t.

Таблица 1. Коэффициенты корреляции r относительных эффективных модулей сдвига со-
тового заполнителя, пределов прочности при сдвиге и общей высоты сотового заполнителя

Величина Gxz Gyz ⌧
e
xz ⌧

e
yz

r 0,17 0,14 -0,77 -0,87
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Отсутствие значимых корреляций эффективных модулей сдвига в обоих направле-
ниях и общей высоты разнорядных сот оправдывает отсутствие таковой зависимости
в формулах (1).

Пределы прочности уменьшаются с ростом общей высоты сотовых рядов, их корре-
ляции существенно значимы. Эта статистическая зависимость объясняется характер-
ным механизмом разрушения сотового заполнителя путем предварительной потерей
устойчивости элементарных пластинок сотовой структуры при сжимающих и сдвиго-
вых нагрузках [1], [2], [3], [4], [5] для всех высот сотового заполнителя с расположением
плоскостей склейки заполнителя вдоль и поперек плоскости нагружения образца.

Численное определение эффективных характеристик однорядного сото-
вого заполнителя

Явное конечно-элементное моделирование оснастки и всех сотовых ячеек с уче-
том одной оси симметрии рассматриваемой конструкции

При построении конечно-элементной модели (КЭМ) сотового заполнителя исполь-
зовались 8-ми узловые оболочечные элементы SHELL281, которые позволяют моде-
лировать слоистую структуру композиционных материалов. Для моделирования на-
гружающих пластин и нагружающих элементов оснастки использовались конечные
элементы SOLID186, при этом шарниры смоделированы как жесткие цилиндрические
контактные элементы со стандартными параметрами. При задании слоев сотового
заполнителя учитывались двойные слои в плоскости склейки сотового заполнителя,
стеклопластиковые соты соединены со стальными пластинами оснастки при помощи
контактных элементов, тип контакта bonded (always). Моделирование выполнено для
образцов на сдвиг с расположением плоскостей склейки вдоль и поперек плоскости
нагружения образца.

Расчетные относительные перемещения нагружающих пластин друг относительно
друга определялись в тех же местах, где снимались экспериментальные данные пере-
мещений при испытании образцов на сдвиг. В условиях испытаний датчик смещения
установлен таким образом, чтобы он измерял относительное смещение между двумя
стальными нагружающими пластинами. Точка контакта, в которой измерялось отно-
сительное перемещение между нагружающими пластинами, расположена в центре по
длине материала заполнителя.

При растяжении образца в оснастке происходит сдвиг нагружающих плаcтин отно-
сительно друг друга и объект испытаний, сохраняя силовую линию, по которой идет
нагружение, подвержен изгибу по менее жестким местам. Такими местами являются
свободные части нагружающих пластин, которые не находятся в контакте с заполни-
телем и соединительными элементами (рис. 3). Деформация нагружающих пластин
в ходе проведения испытаний была ожидаема и подтвердилась экспериментальным и
расчетным способами. На поверхностях приклейки сотового заполнителя к нагружа-
ющим пластинам возникают усилия сдвига и отрыва, распределенные неравномерно.
Максимальные нормальные напряжения отрыва достигают 10% от напряжений сдви-
га в торцевых зонах.

Модуль сдвига согласно ASTM C273 определяется для каждого образца по экс-
периментальной диаграмме �сила сдвига – относительный сдвиг между пластинами
оснастки� (P–u):

G
exp =

�P

�u

t

Lb
, (2)
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Рис. 3. Напряженно-деформированное состояние образца с расположением плоскостей склей-
ки заполнителя вдоль плоскости нагружения образца.

где �P � приращение нагрузки на участке, где определяется модуль, �u � прира-
щение относительное перемещение на участке, где определяется модуль; t � высота
заполнителя, L � длина образца, b � ширина образца. По результатам испытаний 10
образцов из двух партий (L = 288 мм, b = 76, 2 мм, t = 21, 03 ± 0, 08 мм) в каждой
был определен относительный модуль сдвига

G
exp

xz = 1, 00± 0, 09.

При численном анализе такого образца определена расчетная диаграмма �сила
сдвига – относительный сдвиг� и по (2) вычислен расчетный относительный эффек-
тивный модуль сдвига для сотового заполнителя с расположением плоскостей склейки
вдоль плоскости нагружения образца

G
sol

xz =
�P

�u

21, 0

288 · 76, 2 ⇡ 0, 67.

Получено неудовлетворительное согласование с экспериментом, отличие по среднему
значению составляет 33%.

Моделирование этого же образца без учета податливости нагружающих пластин
и других металлических деталей оснастки позволило получить более точную оценку
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G
sol
xz = 0, 83, что на 17% отличается от экспериментального значения и свидетельствует

о возможных погрешностях численной модели образца с податливой металлической
оснасткой.

Определение эффективных характеристик сотового заполнителя с использовани-
ем ячейки периодичности

Подход к определению эффективных характеристик сотового заполнителя был рас-
смотрен многими авторами на основе различных структурных подходов [1], [4], [5] и
др. Например, в работе [12] проведен анализ определяемых эффективных характе-
ристик сотового заполнителя с использованием различных способов моделирования
в сравнении с экспериментальными данными. Рассмотрены структурные модели со-
тового заполнителя на основе упрощающих гипотез и модель на основе конечных
элементов (КЭ). В [12] получено приемлемое совпадение расчетных значений модуля
сдвига для всех применяемых методик расчета. При этом наиболее близкие значения
получены при использовании КЭМ, но они выше экспериментальных данных. Вы-
сказано предположение: в расчетах используется идеально правильная форма соты,
а в реальности (в эксперименте) наблюдается наличие начальной погиби ребристых
элементов сот, что сказывается на понижении жесткости реального сотового запол-
нителя.

В [13] выполнено сравнение результатов с использованием метода прямого конеч-
но – элементного моделирования в пакете ANSYS и по аналитическим зависимостям.
При этом отмечено, что структурные модели сотового заполнителя на основе упро-
щающих гипотез, в отличие от КЭМ, дают существенно завышенные результаты для
Eх, Ey, Gxy.

Рис. 4. КЭМ структурной ячейки сотового заполнителя высотой 21 мм: объемные элементы
SOLID186 (слева), оболочечные элементы SHELL281 (справа).

В настоящей работе для определения эффективных характеристик сотового запол-
нителя выбрана ячейка периодичности, квадратной (в плане) формы (минимальный
объём материала, в котором содержится достаточное для описания состояния тела
число �носителей� механизмов процесса деформирования), показанная на рис. 1 с
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двумя вариантами сетки использованных КЭ. При расчетах выполнен анализ сходи-
мости от параметров сетки, а также анализ влияния способа закрепления по местам
торцевого контакта (обшивки не моделировались).

Для определения эффективных характеристик применялся метод прямого конеч-
но–элементного моделирования в пакете ANSYS. Проводились численные экспери-
менты на растяжения вдоль осей x, y, z и сдвиг в плоскостях xy, xz, yz (расчетная
модель состоит из нескольких ячеек периодичности). Из численных экспериментов
находились средние напряжения и деформации, а затем вычислялись эффективные
характеристики с использованием закона Гука. Полученные значения относитель-
ных эффективных модулей сдвига для сотового заполнителя по результатам расчета
структурных ячеек приведены в табл. 2.

Результаты расчета эффективных характеристик сотового заполнителя для струк-
турной ячейки при различном способе моделирования показали хорошую сходимость
результатов между собой и с результатами расчета образца при абсолютно жестких
нагружающих пластинах, но все они дают заниженные значения искомых модулей.

Для выяснения факторов, влияющих на заниженную численную оценку жёсткост-
ных характеристик сот, рассмотрено наличие клеевых наплывов (рис. 1) по торцевым
поверхностям сотового заполнителя.

На КЭМ структурной ячейки с КЭ SOLID186 выполнен численный анализ влияния
клеевых наплывов и модуля упругости клея на значение эффективного модуля сдви-
га сотового заполнителя вдоль плоскости склейки. При оценке влияния высоты кле-
евого наплыва на значение эффективного модуля сдвига сотового заполнителя клей
моделировался в виде параллелепипеда с квадратным сечением. Результаты анализа
приведены на рис. 5, из них следует, что незначительное изменение высоты клеевых
наплывов может привести к значительному изменению эффективного модуля сдвига
сотового заполнителя.

Дополнительными выявленными факторами, приводящими к увеличению стати-
стических разбросов экспериментальных данных, являются:

– клеевые наплывы различной высоты;
– отклонения технологических процессов изготовления, хранения и отверждения

клея.
Использованные при расчетах деформации структурных ячеек характеристики

стеклопластиковой тонкой ленты сот нами экспериментально не определялись, по-
этому на КЭМ структурной ячейки с КЭ SHELL281 выполнена численная оценка

Таблица 2. Результаты различного численного моделирования относительных эффективных
модулей сдвига сотового заполнителя

Модуль сдвига Расчет,
КЭМ
ячейки
SOLID186

Расчет,
КЭМ
ячейки
SHELL281

Расчет,
КЭМ ячей-
ки - жесткие
пластины

Эксперимент

Gxz (вдоль ПС) 0,827 0,850 0,830 1,00
Gyz (поперек ПС) 0,543 0,544 0,543 0,62
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Рис. 5. Анализ влияния клеевых наплывов и модуля упругости клея на значение эффектив-
ного модуля сдвига сотового заполнителя.

влияния свойств материала сот на эффективный модуль сдвига сотового заполните-
ля. Она показала ожидаемое линейное влияние вариаций модуля сдвига в плоскости
ленты стеклопластика на вариации эффективного модуля сотового заполнителя.

Заключение
При испытании на сдвиг образцов с разной высотой сотового заполнителя полу-

чены две четко выделенные группы образцов, которые делятся по способу располо-
жения плоскостей склейки заполнителя вдоль или поперек плоскости нагружения.
Результаты эксперимента хорошо согласуются с данными, приведенными в [1], [11].
Полученные модули сдвига заполнителя статистически значимо не зависят от высоты
сотового заполнителя.

По результатам эксперимента получены большие статистические разбросы данных,
обусловленных, в основном, несовершенством различных этапов процедур приклейки
сотовых образцов к стальным пластинам оснастки.

При нагружении образца сотового заполнителя сдвиговой нагрузкой в штатной
оснастке по ASTM C 273 на поверхностях приклейки заполнителя к нагружающим
пластинам кроме усилий сдвига возникают также усилия отрыва, распределенные
неравномерно. Максимальные нормальные напряжения отрыва достигают 10% от на-
пряжений сдвига в торцевых зонах.

Расчетное определение эффективных модулей сдвига сотового заполнителя путем
численного анализа в пакете ANSYS конечно-элементных модели образца на сдвиг
с явным моделированием сотовых ячеек и двух типов КЭ-моделей ячейки перио-
дичности дает заниженные на 17 � 33% значения модулей сдвига по отношению к
экспериментально определенным усредненным величинам.

Численный анализ учета клеевых наплывов разной высоты и модуля упругости
клея для приклейки сотового заполнителя к обшивкам панелей, вариации модуля
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сдвига стекло-пластиковой ленты сот на значение эффективного модуля сдвига сото-
вого заполнителя показал значимость этих факторов на занижение расчетных значе-
ний эффективных модулей сдвига сотового заполнителя.
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Abstract. The paper presents an experimental determination of effective shear modulus and
strength limits during shear tests of flat multilayer honeycomb panels with thin carbon fiber sheaths
and fiberglass tape filler. A statistically significant difference in the effective shear modules along
and across the tape bonding planes in the cells of the honeycomb, their inverse correlation with
the total height of the honeycomb filler, was revealed. The effective shear strength limits do not
differ statistically and do not depend on the total height of the honeycomb. Numerical analysis of
the factors influencing the underestimation of the calculated values of the effective shear modules
is performed on finite element models.
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Аннотация. В статье приведены результаты экспериментального исследования напряженно
деформированного состояния цилиндрических оболочек при реализации программ по типу
смещенного веера в пространстве деформаций и описана необходимость их проведения. По-
казано, как величина угла излома траектории деформирования влияет на глубину “нырка”
пассивной деформации при частичном упругом разгружении материала. Статья направлена
на расширение знаний о напряженно-деформируемом состоянии материалов, используемых
в гражданской, машиностроительной, аэрокосмической, ядерной, биомедицинской и многих
других отраслях.
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1. Введение В Тверском государственном техническом университете система-
тически проводятся экспериментальные исследования на сложное нагружение с ис-
пользованием автоматизированного испытательного оборудования. К настоящему мо-
менту накоплено большое количество экспериментального материала по различным
видам траекторий: двухзвенным и многозвенным, плоским и пространственным, ло-
манным и криволинейным, открытым и замкнутым [1–8]. Однако всё ещё существует
ряд не полностью исследованных траекторий, среди которых была выбрана програм-
ма испытаний по типу пропорционально смещенного однопроцентного веера.

2. Постановка задачи Данная статья является первой частью из серии экспе-
риментов, посвященных изучению смещённых вееров. Чтобы исследовать данный на-
бор траекторий, необходима разработка и реализация экспериментальных программ
деформирования по типу смещенного веера с проведением измерений напряжений и
деформаций. Обработка полученных данных и анализ результатов, с целью выяв-
ления закономерностей в напряженно-деформированном состоянии оболочек в зави-
симости от угла, под которым происходит излом траектории, а также исследовании
глубины, достигаемой “нырком”, когда материал частично разгружается.

3. Методика и программы эксперимента Эксперименты осуществлялись в
Тверском государственном техническом университете с использованием автоматизи-
рованного испытательного комплекса им. А.А. Ильюшина СН-ЭВМ, расположенного
в лаборатории механических испытаний на кафедре сопротивления материалов тео-
рии упругости и пластичности [9, 10].

В качестве образцов использовались тонкостенные (h = 1, 0 мм) цилиндрические
оболочки, имеющие отношение диаметра срединной поверхности к толщине стенки
D/h = 31, 0. Оболочки изготовлены из материала сталь 45 с площадкой текучести
(рис. 1) в состоянии поставки, химический состав подтвержден спектральным анали-
зом. Материал считается в достаточной степени начально-изотропным на основании
проведенной серии базовых экспериментов по типу центрального веера. Серия вклю-
чала пять экспериментов: первый – растяжение; второй – кручение; третий – сжатие;
четвертый - пропорциональное растяжение с кручением; пятый – пропорциональное
сжатие с кручением.

Компоненты тензоров напряжений �ij (ij = 1, 2, 3) и деформаций "ij (ij = 1, 2, 3)
вычислялись по данным двухкомпонентного силоизмерителя и дифференциального
тензометра (база 50 мм) с датчиком поперечных деформаций, закрепленного на ра-
бочей части образца длиной l = 110мм.

Значения компонент векторов напряжений, деформаций и их модулей в девиатор-
ном пространстве напряжений ⌃3 и деформаций E3 вычислялись по формулам:

(
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где �ij , "ij (ij = 1, 2, 3) – компоненты тензоров напряжений и деформаций.
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Эксперименты были осуществлены при нормальной температуре. Напряженное сос-
тояние оболочек рассматривалось как плоское, а материал считался несжимаемым,
приближенно имеющим значение коэффициента Пуассона µ ! 0, 5.

Рис. 1. Диаграмма растяжения исследуемого материала

Аппроксимация диаграммы материала с площадкой текучести, представленной на
(рис. 1), может быть выполнена, согласно [10], выражениями (1):

� =

8
><

>:

2GЭ, при Э  Эт

�
т
, при Эт  Э  ЭТ

⇤
�

т + 2G⇤ ·
�
Э � ЭТ

⇤
�
+ �а ·

⇣
1� e

��·(Э�ЭТ
⇤ )
⌘
, при Э > ЭТ

⇤

(1)

На рисунке 2 показаны результаты: красным цветом представлена эксперименталь-
ная диаграмма деформирования, синим – соответствующая ей аппроксимационная
кривая, построенная на основе формулы (1) при значениях параметров 2G = 1, 45 · 105
МПа, Эт = 0, 178, ЭТ

⇤ = 0, 748, �т = 255МПа, 2G⇤ = 2200МПа, �а = 70МПа, � = 0, 8.
Погрешность данной аппроксимации не превосходит 2%.

Для реализации программы испытаний была выбрана плоскость Э1Э3 в векторном
пространстве деформаций (рис. 3). Программа представляет собой пропорциональ-
но смещенный веер из двухзвенных ломанных траекторий. В данной серии испыта-
ний было использовано 7 образцов, прошедших проверку геометрических параметров
(толщины стенки, радиуса срединной поверхности, параллельности, биения и т.д.).
Излом каждой траектории осуществлялся при Э1 = Э3 = 1%, значения углов излома
представлены таблице 1.

Отклик на реализуемую программу в плоскости S1S3, соответствующий программе,
реализовывался векторного пространства девиатора напряжений.

4. Результаты По результатам обработки полученных данных построены диа-
граммы � � S и � � Э (рис. 5, 6). Видно, что после излома траектории в точке К,
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Рис. 2. Аппроксимационная диаграмма растяжения

Номер образца Угол излома траектории Вид нагружения после излома
4 0 Растяжение с кручением
6 45 Растяжение
7 -45 Кручение
11 90 Растяжение со знакопеременным кручением
9 -90 Сжатие с кручением
10 135 Знакопеременное кручение
8 -135 Сжатие

Таблица 1. Параметры эксперимента

соответствующей некоторому значению напряжения �т
k
, имеют место “нырки”. Глуби-

на, достигаемая “нырком”, когда материал частично разгружается, тем больше, чем
больше угол излома траектории деформирования в точке К. Ниспадающая ветвь соот-
ветствует участку частичной сложной упругой разгрузки. Возникновение вторичных
пластических деформаций происходит при достижении вторичного предела текучести
�

т
вт, наблюдается “протыкание” предельной поверхности.
На рисунках 7 и 8 представлены локальные диаграммы деформирования Sn �

Эn (n = 1, 3). На ниспадающем участке “нырка” в плоскости S1-Э1 происходит упру-
гая разгрузка для образцов подверженных сжатию и сжатию с кручением и упру-
гое нагружение при растяжение со знакопеременным кручением, на диаграмме S3-
Э3 упругая разгрузка происходит при растяжении со знакопеременным кручением. На
восходящей ветви “нырка” упругая разгрузка по растяжению-сжатию продолжается,
но происходит активное пластическое деформирование от кручения, что и является
причиной прекращения частичной упругой разгрузки материала.
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Рис. 3. Программы испытания оболочек с изломом при Э1 = Э3 = 1%

Рис. 4. Отклик на программу испытаний

Закон сложной частичной упругой разгрузки, на ниспадающем участке “нырка”, по
предложению В.Г. Зубчанинова [10], может быть принят линейным (2):

�� = 2G · (S � S0) = 2G · (Э � Э0) (2)

где S0 и Э0 – значения компонент векторов напряжений и деформаций в точке излома
траектории K.

На участке восходящей ветви имеет место локально простой процесс. Закон вторич-
ного пластического деформирования, после завершения частичной упругой разгрузки
согласно гипотезе В.Г.Зубчанинова [11, 12], можно приближенно представить в виде
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Рис. 5. Диаграмма � � S

Рис. 6. Диаграмма � � Э

выражения (3):

� = Ф (S) = �
т
вт + 2G⇤ · (S � S

вт
0 ) + �а ·

⇣
1� e

��·(S�S
вт
0 )

⌘
, (3)

где S
вт
0 – длина дуги в начале участка восходящей ветви при � = �

т
вт

На изображении 9 показаны: красным – экспериментальная диаграмма деформи-
рования для образца №10 (угол излома 135�), синим – её теоретическая аппроксима-
ция согласно (3). Погрешность аппроксимации при 2G⇤ = 3250МПа, �а = 63, 5МПа,
� = 0, 7 не превосходит 3%.

Прямолинейный участок (рис.9, участок 4) можно заменить участком 4* по фор-
муле (4):

� = �
т
вт + 2G⇤ · (S � S

вт
0 ) + �а · e��·(S�S

вт
0 ) (4)
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Рис. 7. Локальная диаграмма S1 � Э1

Рис. 8. Локальная диаграмма S3 � Э3
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Рис. 9. Диаграмма � � S с участком линейной аппроксимацией

Тогда при параметрах 2G⇤ = 5100МПа, �а = 6МПа, � = 7 (рис. 10, участок 4*)
погрешность данной аппроксимации не превосходит 6%.

Рис. 10. Диаграмма � � S с линейной аппроксимацией

5. Вывод Серия экспериментов по траекториям в виде смещенных вееров явля-
ется продолжением и развитием работ выполненных в ТвГТУ за прошедшие годы. На
основе анализа полученных результатов можно заключить, что используемые модели
поведения материала для траектории с углом излома 135� демонстрируют достаточно
точно соответствие с экспериментальными данными. В будущих статьях необходимо
провести более широкий анализ и сравнение результатов для различных углов излома
траектории и при различном начальном смещении веера.
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EXPERIMENTAL STUDY OF STEEL 45 MATERIAL DURING DEFORMATION
ACCORDING TO DISPLACED FAN PROGRAMS

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The article presents the results experimental study of the stress-strain state cylindrical
shells when implementing programs like a displaced fan in space of deformations and the need for
their implementation is described. Shown how the magnitude of the bend angle of the deformation
trajectory affects the depth of the “dive” passive deformation during partial elastic unloading of
the material. Article aimed at expanding knowledge about the stress-strain state materials used in
civil, mechanical engineering, aerospace, nuclear, biomedical and many other industries.

Keywords: experimental studies, two-link trajectories, isotropy postulate, testing and loading,
stress-strain state of shells.
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Аннотация. Настоящая статья посвящена вопросам распространения плоских термоупругих
гармонических волн в ацентрическом изотропном микрополярном теле. С этой целью сначала
рассматриваются динамические уравнения ацентрического изотропного тела. Определяются
пространственные поляризации плоских волн трансляционных и спинорных перемещений.
Обсуждается качественный характер возможных волновых решений уравнений связанной
микрополярной термоупругости. Отдельно рассматривается случай атермической волны.

Ключевые слова: волна, поляризация, волновой вектор, трансляционное перемещение, спи-
норное перемещение, микрополярность, ацинтрическое изотропное тело, волновое число, тер-
моупругость, атермическая волна
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1. Вводные замечания. Развитие современных методов производства матери-
алов и метаматериалов в значительной степени определяется развитием инновацион-
ных технологических приемов их термомеханической обработки. Получаемые изде-
лия обладают специфическими микроструктурными особенностями, проявляющими
гиротропные (гемитропные) свойства. Для описания термомеханического поведения
таких материалов требуется привлечение неклассические моделей современной меха-
ники сплошных сред. К таким моделям относятся ацентрические изотропные мик-
рополярные тела. Основной особенностью таких тел является чувствительность их
определяющих псевдоскаларов к преобразованиям, изменяющим ориентацию терх-
мерного пространства (зеркальным отражениям и инверсиям пространства). Прак-
тическая значимость исследований в этой области механики континуума связана с
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моделированием поведения биоматериалов, используемых в медицине, сотовых кон-
струкций, керамик, гранулированных материалов. Биологические ткани животного
происхождения (мышечная ткань, длинные кости, стенки кровеносных сосудов) про-
являют выраженные гиротропные свойства, что подтверждается публикациями [1–3].

Термомеханика микрополярных континуумов � бурно развивающаяся область ме-
ханики сплошных сред, о чем свидетельствует многочисленные монографии, посвя-
щенные этому вопросу [1–8]. Литературный поиск позволяет заключить, что подавля-
ющее большинство из них посвящено вопросам моделирования линейных изотропных
микрополярных сред, и лишь скудные источники посвящены ацентрическим изотроп-
ным телам. В случае общей анизотропии, микрополярное упругое тело характеризует-
ся 171-ой определяющей постоянной, что существенно усложняет анализ систем диф-
ференциальных уравнений, возникающих при решении конкретных прикладных за-
дач. Ацентрическое изотропное тело задается девятью определяющими константами,
что всего на три больше, чем в изотропном случае. В конвенциональных микрополяр-
ных теориях механики деформируемых сред [2] оперируют с двумя независимыми
кинематическими полями: трансляционные и спинорные перемещения (микропово-
роты), которые наиболее естественно задаются псевдовекторами (в частности, кон-
травариантным псевдовектором веса +1 [9] или ковариантным псевдовектором веса
�1 [10]). Использование алгебры и анализа псевдотензоров [11] позволяет получить
геометрически и физически непротиворечивые формулировки теорий микрополяр-
ных тел, которые могут быть легко трансформированы к формулировкам в терминах
абсолютных тензоров с помощью степеней псевдоскалярных единиц.

Волновые задачи механики микрополярных континуумов возникают при моделиро-
вании процессов медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование,
сонография, спектральная допплерография. Теоретической основой для указанных
методов диагностики могут служить задачи о распространении гармонических волн
в сплошной среде [12–14]. Волновым задачам термомеханики микрополярных конти-
нуумов посвященая обширная литература [4–8]. В настоящей работе рассматривается
задача о распространении плоской гармонической волны в ацентрическом изотропном
термоупругом микрополярном континууме.

2. Трансляционные и спинорные перемещения. Рассмотрим Евклидово
трехмерное пространство [15]. Введем понятие фундаментального ориентирующего
псевдоскаляра (веса +1) и двух псевдоскалярных единиц в соответствии со следую-
щими зависимостями [16]:

e = ı
1
· (ı

2
⇥ ı

3
)

[+1]
1 = e,

[�1]
1 = e

�1
. (1)

Отметим, что знак псевдоскалярной единицы (1) определяет ориентации коорди-

натных реперов, т.е. для правоориентированных троек векторов �
[+1]
1 > 0, для лево-

ориентированных �
[+1]
1 < 0.

Кроме того, целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно постоянны, т.е.

rk

[±g]
1 =

[±g]
0 ,

где rk � оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
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В конвенциональных микрополярных теориях термомеханики [2] оперируют с дву-
мя независимыми полями трансляционных и спинорных перемещений (микроповоро-
тами), которые наиболее естественно задаются абсолютным векторами (контравари-
антным u

s или коваринатным us) и псевдовекторами (в частности, контравариантным

псевдовектором
[+1]

�
s веса +1 [9] или ковариантным псевдовектором

[�1]

� s веса �1 [10]).
Псевдотензорная формулировка микрополярной теории может быть преобразована к
ковариантной, представленной в работе [4], согласно правилу баланса весов [17, 18].

3. Динамические уравнения гемитропной микрополярной среды. В ра-
боте [19] рассматривалась псевдотензорная формулировка связанного термоупруго-
го ацентрического изотропного тела в терминах абсолютного ковариантного вектора
трансляционных перемещений us и контравариантного псевдовектора спинорных пе-

ремещений положительного веса
[+1]

�
s. В этом случае, динамические уравнения можно

принять в следующей форме

G[(1 + e
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где fi � вектор массовых сил,
[�1]

l i � псевдовектор массовых моментов, G� модуль

сдвига; ⌫ � коэффициент Пуассона;
[�1]

L � характерная микродлина;
[�2]
c 1,

[+2]
c 2, c3, c4,

c5, c6 � не имеющие физической размерности псевдоскаляры; ↵
⇤

� коэффициент ли-

нейного теплового расширения;
[+1]

�
⇤

� коэффициент теплового изгиба–кручения; � �

коэффициент теплопроводности; c � теплоемкость на единицу массы при нулевой де-
формации (см. [4, 9]). ✓� превышение температуры над отсчетной температурой ✓0.
Кроме того, введены обозначения

c
0
4 = 2c6 + c4 � c5, c

0
5 = c4 + c5, c

0
6 = 4c5. (2)

Для получения системы динамических дифференциальных уравнений в терминах
абсолютных векторов достаточно воспользоваться правилом баланса весов [17, 18]. В
частности

�
s =

[�1]

1
[+1]

�
s
. (3)
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В итоге, в отсутствии массовых сил и массовых моментов получим
G[(1 + c1)r ·ru+ (1� c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rr · u+

+ 2c1r⇥ �+ Lc
0
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�
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⇢q

�
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(4)

В дальнейшем изложении мы будем рассматривать упрощенный вариант связан-
ных уравнений ацентрического изотропного термоупругого тела, когда из полного
набора определяющих констант остаются только связанные с температурным гради-
ентом &r✓. Тогда, система динамических уравнений при переходе от материальных
определяющих констант к конвенциональным примет вид

8
>>>><

>>>>:

(µ+ ↵)r ·ru+ (µ� ↵+ �)rr · u+ 2↵r⇥ �� ⌘r✓ = ⇢ü,

(� + ")r ·r�+ (� � "+ �)rr · �+ 2↵r⇥ u� 4↵�� &r✓ = I�̈,

c


✓̇ = r ·r✓ � 1


(⌘r · u̇+ &r · �̇).

(5)

4. Плоская гармоническая термоупругая волна. Исследуем решения си-
стемы (5) в форме плоских волн температуры, трансляционных и спинорных переме-
щений:

u = Ae
i(k·r�!t)

, � = Sei(k·r�!t)
, ✓ = Be

i(k·r�!t) (6)
где r� радиус-вектор; k� (комплексный) волновой вектор; !� циклическая частота;
A, S� (комплексные) векторы пространственной поляризации волны; B � (комплекс-
ная) амплитуда температурного инкремента.

В результате подстановки векторов (6) в динамические уравнения (5) получим урав-
нения для волнового вектора k и векторов поляризации плоской волны A, S (k2 = k·k)

� (µ� ↵+ �)(k ·A)k� [(µ+ ↵)k2 � ⇢!
2]A+ 2↵ik⇥ S� ⌘ikB = 0,

� (� � "+ �)(k · S)k� [(� + ")k2 + 4↵� I!2]A+ 2↵ik⇥A� &ikB = 0,

� k
2
B +

c


i!B � ⌘


!(k ·A)� &


!(k · S) = 0,

(7)

Из системы уравнений (7) легко получить выражения для проекций векторов по-
ляризации A и S на волновой вектор k:

A · k =
⌘ik

2
B

�(�+ µ� ↵)k2 � (µ+ ↵)k2 + ⇢!2
,

S · k =
&ik

2
B

�(� + � � ")k2 � (� + ")k2 � 4↵+ I!2
.

(8)

Из соотношений (8) видно, что в связанной термоупругой волне (B 6= 0) оба вектора
поляризации A и S имеют ненулевые проекции на волновой вектор k, т.е. указанная
волна всегда содержит продольные составляющие трансляционных перемещений и
микроповоротов. Более того, можно показать, что она является чисто поперечной, т.е.
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поперечные составляющие перемещений и микровращений равны нулю. Упомянутые
проекции легко исключаются из системы уравнений (7), поскольку достаточно просто
выражаются через комплексную амплитуду инкремента температуры B. В частности,
их исключение возможно в третьем уравнении рассматриваемой системы [20].

3. Атермическая плоская гармоническая волна. В случае атермической
волны комплексная амплитуда B = 0 и можно вести речь о гиперболической модели
распространения волн [13]. Векторы поляризации атермической волны A, S в силу
(8) имеют нулевые проекции на волновой вектор k, поэтому рассматриваемая волна
является чисто поперечной, т.е.

A = A?, S = S?.

Система уравнений (7) в случае атермической волны упрощается:
� ((µ+ ↵)k2 � ⇢!

2)A+ 2↵ik⇥ S = 0,

� ((� + ")k2 + 4↵� I!2)S+ 2↵ik⇥A = 0.
(9)

Из второго уравнения системы (9) следует, что векторы поляризации A, S ортого-
нальны друг другу, поскольку

2S = i⌦2 k⇥A
88
µ
c
2
?k

2 + ⌦2 � !2
, (10)

где
88
µ
c
2
? =

� + "

I
.

Подставляя выражение для S из (10) в первое уравнение системы (9), находим
"
�⇢(88

µ
c
2
?k

2 � !
2) +

↵⌦2
k
2

88
µ
c
2
?k

2 + ⌦2 � !2

#
A = 0, (11)

откуда получаем уравнение для определения волновых чисел

�⇢(88
µ
c
2
?k

2 � !
2) +

↵⌦2
k
2

88
µ
c
2
?k

2 + ⌦2 � !2
= 0,

или, вводя безразмерное значение волнового числа

ek =
k

88k?
,

где
88
k
2
? =

!
2

88c2?
,

88
c
2
? =

µ+ ↵

⇢
,

и опуская тильду над k, в итоге приходим к следующему уравнению:
[k2 � 1][µd

2
?k

2 � (1� (i⌧)2))] = (i⌧)2d2?k
2
, (12)

где введены следующие обозначения:

d
2
? =

8
c
2
?

88c2?
,

8
c
2
? =

↵

⇢
, µd

2
? =

88
c
2
?

88
µ
c
2
?
.

Волновые числа k, соответствующие атермической волне, находятся как корни би-
квадратного уравнения (12) и могут быть представлены в форме

2µd
2
?k

2
1, 2 = (i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 ±

p
�, (13)
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где для дискриминанта имеем

� = [(i⌧)2d2? � µd
2
? + (1� (i⌧)2)]2 + 4(i⌧)2µd

2
?d

2
?.

Дискриминант � как нетрудно заметить положителен:

� > 0,

поэтому оба значения для квадрата волнового числа k, данные (13), вещественны.
Поскольку

k
2
1k

2
2 =

1� (i⌧)2

µd
2
?

,

то тогда в случае 1 > (i⌧)2 оба значения k
2
1 and k

2
2 положительны, в противном случае

(когда 1 < (i⌧)2) первое значение k
2
1 положительно, а второе k

2
2 отрицательно.

Рассмотрим сначала первый случай, полагая 1 > (i⌧)2. Возможные волновые числа
атермической волны определятся четырьмя вещественными значениями

p
2µd?k1, 2; 3, 4 = ±

q
(i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 ±

p
�,

среди которых лишь два являются нормальными: k1; 3 and k1; 4.
Во втором случае, когда выполняется неравенство 1 < (i⌧)2, имеется очевидно един-

ственное вещественное нормальное волновое число, которое может быть вычислено по
формуле

p
2µd?k1; 3 =

q
(i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 +

p
�.

Таким образом, приходим к выводу о том, что в случае (i⌧)2 < 1 имеется два
вещественных нормальных волновых числа, а в случае (i⌧)2 > 1� лишь одно.

5. Заключение. В работе рассматриваются задачи о распространении плоских
термоупругих гармонических волн в ацентрическом изотропном микрополярном теле.

(1) Трансляционные и спинорные перемещения характеризующиеся псевдовекто-
рами использовались для построения модели ацентрического изотропного тер-
моупругого микрополярного тела.

(2) Псевдотензорные веса в формулировке динамических уравнений устранены с
помощью правила балансировки весов.

(3) Динамическая модель распространения связанной гармонической волны сфор-
мулирована в терминах абсолютных тензоров.

(4) Рассмотрено решение задачи о распространении плоской термоупругой гармо-
нической волны в ацентрическом изотропном микрополярном теле.

(5) Динамические уравнения ацентрического изотропного микрополярного конти-
нуума приводятся к конвенциональному виду.

(6) Определены пространственные поляризации волн трансляционных и спинор-
ных перемещений относительно волнового вектора плоской гармонической
волны.

(7) Обсуждается качественный характер возможных волновых решений динами-
ческих уравнений связанной микрополярной термоупругости.

(8) Рассмотрен случай распространения атермической гармонической волны по
ацентрическому изотропному термоупругому микрополярному телу.
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THERMIC AND ATHERMIC PLANE HARMONIC WAVES IN ACENTRIC
ISOTROPIC SOLID
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Abstract. The present paper is devoted to the propagation of plane thermoelastic harmonic
waves in an acentric isotropic micropolar solid. For this aim, the dynamic equations of an acentric
isotropic solid are considered. The spatial polarizations of plane waves of translational and spinor
displacements are determined. The qualitative nature of possible wave solutions to the equations
of coupled micropolar thermoelasticity is discussed. The case of an athermic wave is considered
separately.
Keywords: wave, polarization, wave vector, translational displacement, spinor displacement,
micropolarity, acentric isotropic solid, wave number, thermoelasticity, athermal wave
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ СЛАБЫХ РАЗРЫВОВ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И
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Аннотация. В настоящей работе рассматривается распространение поверхности слабых раз-
рывов вектора перемещений и псевдовектора микровращения в полуизотропном микропо-
лярном теле. Определяется скорость поверхности слабых разрывов, при которой возможно
распространение поверхностей связанных слабых разрывов перемещений и микровращений.
Найдена зависимость слабых разрывов вектора перемещений от вектора микровращений и
наоборот в касательном и нормальном направлении относительно поверхности слабого раз-
рыва.

Ключевые слова: микрополярный континуум, анизотропность, полуизотропность, слабые
разрывы, условия совместности, перемещение, микровращение

DOI: 10.37972/chgpu.2023.56.2.011

УДК: 539.374

Введение. Модель микрополярного тела исторически является первой моделью
среды с микроструктурой, была предложена братьями Коссера в 1909 году [1]. Из-
начальным мотивом использования модели тела с микроструктурой была неудовле-
творительность применения классической линейной теории упругости при расчете
оболочек и пластин, поскольку она не позволяла учесть моменты, возникающие в
теле, которые могут быть критически важны. В дальнейшем, работа [2] дополнила
оригинальное исследование братьев Коссера и вернула интерес к средам с микро-
структурой.

Позже выходят работы [3,4] посвященные модели микроморфной среды, в которой
учитывается не только ориентация малого элемента тела, но и его сдвиги с растя-
жениями. Таким образом модель микроморфной среды является обобщением модели
микрополярного тела. Заметим, что среды с микроструктурой могут быть использо-
ваны для моделирования процессов объемного роста [5] без необходимости введения
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дополнительной (виртуальной) конфигурации тела, поскольку объемный рост может
быть задан как изменение объема малого элемента тела.

Особенностью всех сред с микроструктурой является наличие тензора микродефор-
маций, который может быть истолкован двумя способами:

(1) как тензор описывающий преобразование директоров, на которых строится
малый элемент тела [6];

(2) как линейный член ряда разложения вектора микроперемещения, описываю-
щего изменение малого элемента тела [7,8]. Отметим, что допустимо говорить
о микроморфных средах (и как частный случай микрополярных средах), как
о средах с микроструктурой первого порядка [9].

В работе [10] на основе полярного разложения тензора микродеформации прово-
дится классификация подобных сред. Для сред Коссера тензор микродеформации об-
ладает свойством ортогонального тензора, что и приводит к отсутствию растяжения
и сдвигов в малом элементе тела.

В работе [11] было предложено явное выражение для тензора микродеформации
(микровращения) в микрополярном теле. За основу была взята формула Гибса [12,
стр. 338, ур. (6)], описывающая поворот в трехмерном пространстве. При переходе к
геометрически линейной теории микроплярного тела, тензор микроповорота полно-
стью описывается ассоциированным с вектором микровращения антисимметричным
тензором. Однако, при наличии анизотропии в микрополярном теле (простейшим слу-
чаем которой является полуизотропность), вектор микровращения, вообще говоря,
является псевдовектором, а следовательно, для корректных результатов требуется
привлекать аппарат псевдотензоров [13, 14], что было отмечено и подробно изложено
в работах [15, 16].

Основные соотношения линейной полуизотропной микрополярной тео-
рии упругости. Кинематика геометрически линейного микрополярного тела описы-
вается вектором макроперемещений u

i (в дальнейшем просто вектор перемещений)

и аксиальным вектором микровращения
[+1]

�
s, в дальнейшем в квадратных скобках

над корневым символом указывается вес псевдотензора. Связывающие между собой
меры деформации с вектором перемещений и аксиальным вектором микровращения,
кинематические соотношения линейной теории упругости микрополярного тела име-
ют вид:

✏ij = ✏(ij) + ✏[ij] = r(iuj) �
[�1]
✏ ijk

[+1]
'

k = riuj �
[�1]
✏ ijk

[+1]

�
k
,

✏(ij) = r(iuj), ✏[ij] = �
[�1]
✏ ijk

[+1]
'

k
,

[+1]
'

k =
[+1]

�
k �

1

2

[+1]
✏

kijriuj ,

(1)

где
[+1]
'

k � относительный вектор микровращения, ✏ij � полный тензор малых дефор-
маций, ✏(ij) � тензор малых деформаций, известный из механики линейного упругого
тела, ✏[ij] � асимметричный тензор малых деформаций. К индексам заключенным в
круглые или квадратные скобки применяется операция симметрирования или альтер-
нирования, соответственно. Отметим, что в дальнейшем, не будем указывать положи-

тельный или отрицательный вес символа Леви –Чивита
[�1]
✏ijk,

[+1]
✏

ijk и фундаменталь-

ного ориентирующего псевдоскаляра
[+1]
e ,

1
[�1]
e

.
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Уравнения динамики микрополярного тела имеют вид [17]:

X
j +rit

ij = ⇢ü
j
,

[�1]

Y k � 2
[�1]
⌧ k +ri

[�1]
µ

i·
·k = ⇢

[�2]

J

[+1]

�̈ k, (2)

где X
j ,

[�1]

Y k � вектор объемных сил и псевдовектор объемных момент, соответствен-

но; tij ,
[�1]
µ

i·
·k � полный тензор напряжений Коши и псевдотензор моментных напряже-

ний;
[�1]
⌧ k = �

1

2
✏kijt

ij =
1

2
✏kijt

[ij] псевдовектор ассоциированный с кососимметрической

частью тензора напряжений; ⇢,
[�2]

J � плотность и коэффициент микроинерции. Сило-
вые граничные условия на поверхности тела c вектором внешней нормали ni задаются
следующими соотношениями:

t
j = nit

ij
,

[�1]

Y k = ni

[�1]
µ

i·
·k.

Для линейно упругого полуизотропного микрополярного тела потенциал внутрен-
ней энергии представим в четырех формах: первой основной энергетической, конвен-
циональной энергетической, основной энергетической, материальной. В данной работе
потенциал выберем в виде основной энергетической формы

2U = 2U(✏ij ,
[+1]
 ij) = H

1

ijlm
✏ij✏lm +

[�2]

H
2

ijlm
[+1]
 ij

[+1]
 ij +

[�1]

H
3

ijlm
✏ij

[+1]
 ij ,

где
[Wp]

H
p

ijlm =
[Wp]
a
p
g
ij
g
lm +

[Wp]

b
p
g
il
g
jm +

[Wp]
c
p
g
im
g
jl есть тензор 4 ранга, инвариантный

к ортогональным преобразованиям пространства, но чувствительный к зеркальным

преобразованиям, за счет псевдоскаляров
[Wp]
a
p
,

[Wp]

b
p
,
[Wp]
c
p

.
Определяющие соотношения имеют вид:

t
ij =

@U

@✏ij
= H

1

ijlm
✏lm +

1

2

[�1]

H
3

ijlm
[+1]
 lm

[�1]
µ

ij =
@U

@
[+1]
 ij

=
[�2]

H
2

ijlm
[+1]
 lm +

1

2

[�1]

H
3

ijlm
✏lm

(3)

Подставив определяющие соотношения (3) в уравнения динамики (2) и, восполь-

зовавшись видом тензора
[Wp]

H
p

ijlm и кинематическими соотношениями (1), получим
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систему уравнений в терминах перемещений и микровращений для линейного полуи-
зотропного микрополяного тела:

(a
1
+ c

1
)rjriu

i + b
1
ririu

j +
1

e2
(b
1
� c

1
)✏jikri

[+1]

� k+

+
1

2
(
[�1]
a
3

+
[�1]
c
3
)rjri

[+1]

�
i +

1

2

[�1]

b
3
riri

[+1]

�
j = �⇢(f j � ü

j);

(
[�2]
a
2

+
[�2]
c
2
)rjri

[+1]

�
i +

[�2]

b
2
riri

[+1]

� j +
1

2
(
[�1]
a
3

+
[�1]
c
3
)rjriu

i+

+
1

2

[�1]

b
3
ririuj �

2

e2
(b
1
� c

1
)gjk

[+1]

�
k +

1

e2
(b
1
� c

1
)gjk✏

kpqrpuq

+ (
[�1]

b
3

�
[�1]
c
3
)✏jpqrp

[+1]

�
q = �⇢(

[�1]

Y j �
[�2]

J

[+1]

�j ).

(4)

В системе уравнений (4) удобно перейти от относительных тензоров к абсолютным
тензорам посредством умножения на ориентирующий псевдоскаляр e, таким образом
чтобы итоговый вес полученного произведения был равен нулю [18]:

(a
1
+ c

1
)rjriu

i + b
1
ririu

j + (b
1
� c

1
)ejikri�k+

+
1

2
(a
3
+ c

3
)rjri�

i +
1

2
b
3
riri�

j + ⇢(f j � ü
j) = 0,

1

e

h
(a
2
+ c

2
)rjri�

i + b
2
riri�j +

1

2
(a
3
+ c

3
)rjriu

i+

+
1

2
b
3
ririuj � 2(b

1
� c

1
)gjk�

k + (b
1
� c

1
)gjke

kpqrpuq

+ (b
3
� c

3
)ejpqrp

�
q + ⇢(Yj � J�j)

i
=

[�1]
0 .

(5)

В дальнейшем будем предполагать, что выбрана правая, и не ограничивая общности,
декартова система координат, т.е. 1

e
= 1.

Коэффициенты при слагаемых в системе уравнений (5) могут быть пересчитаны [19]
для иных материальных констант.

Условия совместности на поверхности слабых разрывов. Геометрические и
кинематические условия совместности разрывов Адамара –Томаса производных вто-
рого и более порядков перемещений и микровращений могут быть представлены в
виде [20]1 2:

[rirju
k] = ninjU

k
, [rirj�

k] = ninj�
k
,

[@t@tu
k] = G

2
U

k
, [@t@t

[+1]

�
k] = G

2�k
,

(6)

1Здесь предполагаем, что поля перемещений и микровращений непрерывны до первой производ-
ной включительно

2Отметим, что кинематические и геометрические условия совместности на поверхностях слабых
разрывов, распространяющихся в сплошных полуизотропных термоупругих средах в терминах псев-
дотензоров были рассмотрены в работе [21].
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где в квадратных скобках указан скачок соответствующей величины при переходе
через поверхность разрыва, G � скорость распространения поверхности слабых раз-
рывов, Ui, �i � некоторые поля, определенные на поверхности разрыва.

Подставив (6) в систему уравнений (5), получаем систему из двух соотношений,
связывающую между собой скачки вторых производных от векторов перемещений и
микровращений при переходе через волновую поверхность:

(a
1
+ c

1
)nj

niU
i + b

1
U

j +
1

2
(a
3
+ c

3
)nj

ni�
i +

1

2
b
3
�j � ⇢G

2
U

j = 0,

(a
2
+ c

2
)njni�

i + b
2
�j +

1

2
(a
3
+ c

3
)njniU

i +
1

2
b
3
Uj � ⇢JG

2�j = 0.

(7)

Разложим векторы поляризации слабых разрывов перемещений U
i и микровраще-

ний �i на сумму проекций на нормальное n
i и касательное ⌧ i направление к поверх-

ности разрыва:

U
i = Ukn

i + U?⌧
i
, �i = �kni + �?⌧i;

что позволяет преобразовать систему уравнений (7) к виду:

((a
1
+ b

1
+ c

1
)� ⇢G

2)nj
Uk + (b

1
� ⇢G

2)⌧ jU? +
1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
)nj�k +

1

2
b
3
⌧
j�? = 0,

((a
2
+ b

2
+ c

2
)� ⇢JG

2)nj�k + (b
2
� ⇢JG

2)⌧j�? +
1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
)njUk +

1

2
b
3
⌧jU? = 0,

(8)

и, приводя подобные при проекциях на касательное и нормальное направление к по-
верхности слабого разрыва, получим следующие две системы уравнений. Отметим,
что здесь произведен переход к объемной плотности момента инерции, а именно к
J̄ = ⇢J (В дальнейшем черту над символом J будем опускать):

0

B@
(a
1
+ b

1
+ c

1
)� ⇢G

2 1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
)

1

2
(a
3
+ b

3
+ c

3
) (a

2
+ b

2
+ c

2
)� JG

2

1

CA
✓
Uk
�k

◆
= 0, (9)

0

B@
b
1
� ⇢G

2 1

2
b
3

1

2
b
3

b
2
� JG

2

1

CA
✓
U?
�?

◆
= 0. (10)

Очевидно, что согласно системе (9), (10) в полуизотропном микрополярном теле
невозможно несвязанное распространение только упругой волны или только волны
кручения, поскольку это требовало бы равенства нулю (a

3
+ b

3
+ c

3
) или b

3
для продоль-

ной или поперечной волны, соответственно. Подобное ограничение означало бы, что
рассматривается изотропный микрополярный континуум, а не полуизотропный.
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Скорость распространения поверхности разрыва и связанные слабые раз-
рывы вектора перемещений и микровращения. Для удобства дальнейшего из-
ложения перейдем к следующим обозначениям:

a
1
+ b

1
+ c

1

⇢
= v

2
uk,

b
1

⇢
= v

2
u?,

a
2
+ b

2
+ c

2

J
= v

2
�k,

b
2

J
= v

2
�?,

a
3
+ b

3
+ c

3

2⇢J
= v

2
sk,

b
3

2⇢J
= v

2
s?,

(11)

где v
2
uk, v

2
�k, v

2
sk � скорости распространения продольной волны перемещений, микро-

вращений и связанной волны, соответственно; v2
u?, v2

�?, v2
s? � скорости распростра-

нения поперечной волны перемещений, микровращений и связанной волны, соответ-
ственно. Приведем формулы пересчета скоростей (11) продольных и поперечных свя-
занных волн перемещений, согласно соотношениям приведенным в работе [19], мик-
ровращений для различных наборов материальных констант, сведенные для удобства
в таблицу (2).

Произведя замену (11), системы уравнений (9), (10) примут следующий вид:
 
v
2
uk �G

2
Jv

2
sk

⇢v
2
sk v

2
�k �G

2

!✓
Uk
�k

◆
= 0;

✓
v
2
u? �G

2
Jv

2
s?

⇢v
2
s? v

2
�? �G

2

◆✓
U?
�?

◆
= 0. (12)

Условием нетривиальной разрешимости систем (12) будет равенство нулю опреде-
лителя, что приведет к двум биквадратным уравнениям:

G
4 � (v2

uk + v
2
�k)G

2 + v
2
ukv

2
�k � ⇢Jv

4
sk = 0,

G
4 � (v2

u? + v
2
�?)G

2 + v
2
u?v

2
�? � ⇢Jv

4
s? = 0.

(13)

Из уравнений (13) можно найти квадраты скоростей распространения поверхности
разрыва, при которых существуют нетривиальные решения систем (12). Это означа-
ет, что для определенной скорости G могут существовать связанные разрывы в нор-
мальном или касательном направлении. Квадраты таких скоростей распространения
поверхности слабых разрывов, при которых возможно наличие связанных разрывов
в нормальном направлении G

2
k1,2 или в касательном направлении G

2
?1,2 будут иметь

вид:

G
2
k1,2 =

� b±
p
b2 � 4ac

2a
=

1

2
[(v2

uk + v
2
�k)±

q
(v2

uk � v
2
�k)

2 + 4⇢Jv4
sk)]

G
2
?1,2 =

� b±
p
b2 � 4ac

2a
=

1

2
[(v2

u? + v
2
�?)±

q
(v2

u? � v
2
�?)

2 + 4⇢Jv4
s?)]

Отметим, что найденные скорости распространения поверхности разрыва, при ко-
торых возможно наличие связанных слабых разрывов вектора перемещений и мик-
ровращений в касательном направлении к поверхности разрыва, не гарантируют су-
ществование связанных слабых разрывов вектора перемещений и микровращений в
нормальном направлении к поверхности разрыва и наоборот.
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Таблица 1. Скорости распространения продольной и поперечной волны перемещений и мик-
ровращений

Скаляры первой
основной энерге-
тической формы

Скаляры конвен-
циональной энер-
гитической фор-
мы

Скаляры основ-
ной энергетиче-
ской формы

Материальные
скаляры
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2(A
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⇢
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6
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J

b
2

J
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v
2
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2A
8
�A

9

2⇢J

2(�+ ⌫)

⇢J

b
3

2⇢J

GL

2
(2c5 � c6)

После того как найдены скорости G
2
k1,2, G

2
?1,2 возможно определение связанных

векторов поляризации перемещений и микровращений. Для этого выразим касатель-
ную компоненту вектора поляризации микровращений через касательную компоненту
вектора поляризации перемещений �k = CkUk и сделаем то же с нормальными компо-
нентами векторов поляризации перемещений и микровращений �? = C?U?. Выразим
константы Ck, C? с учетом выполнения соотношений (13):

C1k = �
vuk �G

2
1,2

Jvsk
, C2k = �

⇢vsk

v�k �G
2
1,2

;

C1? = �
vu? �G

2
1,2

Jvs?
, C2? = �

⇢vs?

v�? �G
2
1,2

.

Обратную зависимость касательных и нормальных компонент вектора перемеще-
ний от вектора микровращений Uk = Kk�k и U? = K?�? можно найти с помощью

следующих выражений для констант K1,2 k =
1

C1,2 k
, K1,2 ? =

1

C1,2 ?
.
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Выразим зависимость между слабыми разрывами перемещений и микровращений
с учетом ранее полученных соотношений:

Uk = �k
G

2
k1,2 � v

2
�k

⇢v
2
sk

; �k = Uk
G

2
k1,2 � v

2
uk

Jv
2
sk

;

U? = �?
G

2
?1,2 � v

2
�?

⇢v
2
s?

, �? = U?
G

2
?1,2 � v

2
u?

Jv
2
s?

.

Заключение. В настоящей работе были получены следующие результаты:

• Показано, что в полуизотропном микрополярном теле невозможно распростра-
нение несвязанных слабых разрывов вектора перемещения и микровращения.
Обратное противоречило бы предположению, что рассматривается полуизо-
тропное микрополярное тело.

• Найдены скорости распространения поверхности разрывов при которых воз-
можно наличие связанных слабых разрывов вектора перемещений и микровра-
щений в касательном или нормальном направлении относительно поверхности
разрыва.

• С учетом найденной скорости распространения поверхности разрывов опреде-
лена зависимость между слабыми разрывами перемещений от микровращений,
и наоборот, в касательном и нормальном направлении относительно поверхно-
сти слабого разрыва.
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WEAK DISCONTINUITIES PROPAGATION OF DISPLACEMENTS AND
MICROROTATIONS IN A SEMI-ISOTROPIC MICROPOLAR BODY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. The present paper deals with weak discontinuities propagation of the displacement
and microrotation vector in a semi-isotropic micropolar body. The speed of the surface of
weak discontinuities is determined, at which the presence of associated weak discontinuities of
displacements and microrotations is possible. The dependence of weak discontinuities is found
displacement vector from the microrotation vector and vice versa in the tangential and normal
direction relative to the weak discontinuities surface.

Keywords: Micropolar continuum, anisotropy, semi-isotropy, weak discontinuities, compatibility
conditions, translation, microrotation
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краткой характеристикой основных полученных результатов; название работы на
английском языке с указанием всех авторов; список ключевых слов на англий-
ском языке; аннотацию на английском языке; библиографические списки
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на русском и английском языках; сведения о всех авторах на русском и
английском языках: должность, степень, звание, вуз, его полный почтовый адрес,
email. Название работы должно адекватно отражать ее содержание и быть, по воз-
можности, кратким. Не допускается включение формул в название работы и текст
аннотации.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной десятичной классифи-
кации (УДК).

4. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы
Latex 2e с использованием стиля predel.sty. Стиль predel.sty и пример оформления
статьи размещены на сайте издания. К статье должны быть приложены два файла
с библиографическими списками на русском и английском языках подготовленными
в системе разметки BibTeX. Рисунки представляются отдельно в формате pdf, jpg с
разрешением не менее 600 dpi. Изменение стандартных стилевых файлов недопусти-
мо.

5. Библиографические ссылки оформляются в соответствии с действующим ГОСТ.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. В случае су-

щественной переработки статьи указывается также дата получения редакцией окон-
чательного текста. Просьба редакции о переработке статьи не означает, что статья
принята к печати; после переработки она вновь рассматривается редколлегией жур-
нала.
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