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Аннотация. В настоящей работе рассматривается способ построения мультивесовой теории
поверхностного роста в терминах псевдотензоров. Предлагаемая к рассмотрению математиче-
ская теория существенным образом опирается на достижения современного псевдотензорного
исчисления. Приводятся определения миультивесовых псевдотензорных элементов площади и
объема. Выводится общая мультивесовая форма псевдотензорного соотношения на растущей
поверхности, при учете дополнительного выделенного направления. Определяется необходи-
мая система независимых мультивесовых псевдотензорных аргументов определяющей псев-
дотензорной функции на поверхности наращивания. Определяется полный мультивесовой
набор совместных рациональных псевдоинвариантов псевдотензоров силовых и моментных
напряжений. Дается псевдоинвариантно–полная формулировка определяющих соотношений
на поверхности наращивания.

Ключевые слова: алгебраический вес, псевдотензор, наномасштаб, микромасштаб, микро-
полярность, псевдотензорный элемент объема, мультивесовая формулировка, определяющая
псевдотензорная функция, поверхность наращивания, рациональный псевдоинвариант.

Ковалев Владимир Александрович, д-р физ.-мат. наук, проф., проф. кафедры финан-
сового менеджмента и финансового права; e-mail: vlad_koval@mail.ru;
https://orcid.org/0000-0003-2991-9531; AuthorID: 782898
Мурашкин Евгений Валерьевич, канд. физ.-мат. наук, старший научный сотрудник лаб.
моделирования в механике деформируемого твердого тела; e-mail: murashkin@ipmnet.ru;
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742; AuthorID: 129570
Стадник Никита Эдуардович, младший научный сотрудник лаб. моделирования в меха-
нике деформируемого твердого тела; e-mail: nik-122@mail.ru;
https://orcid.org/0000-0002-0187-8048; AuthorID: 961836
для цитирования: Ковалев В.А., Мурашкин Е. В., Стадник Н.Э. О мультивесовых форму-
лировках краевых условий в теориях поверхностного роста // Вестник Чувашского государ-
ственного педагогического университета им.И.Я.Яковлева. Серия: Механика предельного со-
стояния. 2024.№1(59). С. 5–20. DOI: 10.37972/chgpu.2024.59.1.013 EDN:ZIYJHT

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).

© КовалевВ.А., МурашкинЕ.В., СтадникН.Э. 2024
Поступила: 03.03.2024; принята в печать: 16.03.2024; опубликована: 05.07.2024.

5



Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya.Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost.

DOI: 10.37972/chgpu.2024.59.1.013 EDN: ZIYJHT
Research Article

V. A. Kovalev1, E. V. Murashkin2, N. E. Stadnik2

ON A MULTIWEIGHT FORMULATION OF BOUNDARY
CONDITIONS FOR SURFACE GROWTH THEORIES

1Moscow Metropolitan Governance Yury Luzhkov University, Moscow, Russia
2Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. In this paper, we consider a method for constructing a multiweight theory of
surface growth in terms of pseudotensors. The mathematical theory proposed for consideration
is substantially based on the achievements of modern pseudotensor calculus. Definitions of
multiweight pseudotensor elements of area and volume are given. The general multiweight form
of the pseudotensor relation on a growing surface is derived, taking into account the additional
selected direction. The necessary system of independent multiweight pseudotensor arguments of
the defining pseudotensor function on the growing surface is determined. A complete multiweight
set of joint rational pseudoinvariants of force and couple stress pseudotensors is determined. A
pseudoinvariant complete formulation of the constitutive relations on the growing surface is given.
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Введение. Аддитивное производство материалов и конструкций слож-
ной формы (ламинирование, фотополимеризация, стереолитография, экстру-
зия, намотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и
послойное отверждение) требуют развития неклассических моделей механики
деформируемого твердого тела [1]. Указанные технологические процессы яв-
ляются синтезом изделий путем последовательного добавления материала на
поверхность произвольной формы. При этом, механические характеристики, ис-
пользуемых материалов и итоговых изделий зачастую проявляют чувствитель-
ность к изменению ориентации внешнего пространства. Решение прикладных
задач поверхностного наращивания твердого тела является сложной и трудоем-
кой процедурой [2–5]. Существенной особенностью постановки таких краевых
задач в рамках механики роста является задание краевых условий на грани-
це раздела между исходным материалом и добавляемой частью [4, 5]. Модели
поверхностного наращивания [4, 5] могут быть обобщены на случай микропо-
лярных тел в терминах псевдотензоров [6–9]. В настоящей работе обсуждается
процедура получения мультивесовой пседотензорной формулировки краевых
условий на поверхности наращивания. Основы алгебры и анализа псевдотен-
зорных полей изложены в руководствах по тензорному исчислению [10–18].

1. Псевдотензорные элементы объема и площади в трехмерном
пространстве. В настоящей статье будем использовать терминологию и поня-
тия современной геометрии и тензорного анализа [13,17,19]. В дальнейшем из-
ложении, где это не очевидно, сверху корневого символа псевдотензора в квад-
ратных скобках будем отмечать его вес, а снизу в круглых скобках его ранг.
Нулевой вес абсолютных тензоров и веса некоторых фундаментальных псевдо-
тензоров в обозначениях отражаться не будут. Зададим функцию w.g.t равную
весу псевдотензора, на который действует эта функция, т.е. для псевдотензора
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s+ r имеем

w.g.t
( [g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= g.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr алгебраического веса g ранга n = s + r с помо-

щью степеней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютному
тензору того же ранга согласно

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr =

[−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr . (1)

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights
balance rule) [20–22]. Действительно, имеем

w.g.t
(
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= w.g.t

([−g]

1
[g]

T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

)
= −g + g = 0.
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Псевдоскалярные единицы и фундаментальный ориентирующий псевдоска-
ляр определяются согласно следующим соотношениям [23]:

e = ı
1
· (ı

2
× ı

3
),

[+1]

1 = e,
[−1]

1 = e−1 , (2)

где ı
1
, ı

2
, ı

3
векторы ковариантного ортогонального базиса в трехмерном Евкли-

довом пространстве.
Целые степени псевдоскалярных единиц обладают свойством ковариантного

постоянства, т. е.

∇k

[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где ∇k — оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
Символы перестановок Леви–Чивита являются фундаментальными псевдо-

тензорами, непосредственно связанными с ориентацией трехмерного простран-
ства, позволяющими разделить правые и левые тройки базисных векторов со-
гласно правилу

εijk = εijk =


+1, для троек i, j, k = 123, 231, 312;

−1, для троек i, j, k = 132, 213, 321;

0, во всех остальных случаях.
(3)

Отметим, символы перестановок обладают аномальными свойствами, нару-
шающими общепринятые в псевдотензорной алгебре соглашения. Во-первых
они являются одновременно ковариантным псевдотензором третьего ранга
нечетного алгебраического веса −1 и контравариантным псевдотензором тре-
тьего ранга нечетного алгебраического веса +1. Последнее, в силу (3), может
быть выражено соотношением

[−1]
ε lsk =

[+1]
ε lsk.

Во-вторых, для символов перестановок необходимы специальные правила, по
которым следует поднимать/опускать индексы:

[−1]
ε ijk =

[−2]

1 gilgjsgkr
[+1]
ε lsr,

[+1]
ε ijk =

[+2]

1 gilgjsgkr
[−1]
ε lsr. (4)

Символы перестановок позволяют ввести тензорные элементы объема наи-
более простым и понятным способом, что соответствует подходу, предложен-
ному Пуанкаре [24, 25], без привлечения теории внешних дифференциальных
форм [26–29]. Заметим, что литературный поиск показывает ограниченное ко-
личество работ, обсуждающих указанное обстоятельство. Тензорный элемент
объема в трехмерном пространстве можно принять в форме

dτmns =
[−1]

dτ 123[+1]
ε mns, (5)
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где
[−1]

dτ 123 — естественный элемент объема,1 представляющий собой псевдоска-
ляр веса −1, который определяется следующим образом

[−1]

dτ 123 = dx1dx2dx3. (6)

Опустив в формуле (5) индексы, т. е. применив правило жонглирования ин-
дексами для символов перестановок (4), определим ковариантный тензорный
элемент объема в виде

dτmns =
[+2]

1
[−1]

dτ 123[−1]
εmns =

[+1]

dτ123

[−1]
εmns, (7)

где
[+1]

dτ123 — дублетный элемент объема [13], представляющий собой псевдоска-
ляр веса +1.

С помощью псевдоскаляров
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ123 и псевдоскалярных единиц
[∓1]

1 мож-
но образовать абсолютный скаляр dτ , являющийся инвариантным элементом
объема

dτ =
[+1]

1
[−1]

dτ 123 =
[−1]

1
[+1]

dτ123.

В дальнейшем изложении примем упрощенные обозначения для псевдоинва-
риантных элементов объема

[−1]

dτ =
[−1]

dτ 123,
[+1]

dτ =
[+1]

dτ123.

Аналогичным способом, с тем различием, что рассуждения (5) должны быть
проведены для двумерной поверхности, задаются псевдоинвариантные элемен-
ты площади

[−1]

A =
[−1]

A 12,
[+1]

A =
[+1]

A12.

Введем в рассмотрение мультивесовые характеристики [32–34], принимающие
дискретные значения в зависимости от используемого элемента объема, т.е.:

� =


+1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

−1, для
[−1]

dτ ;

� =


+1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

−1, для
[−1]

dA.

(8)

� =


−1, для

[+1]

dτ ;

0, для dτ ;

+1, для
[−1]

dτ .

� =


−1, для

[+1]

dA;

0, для dA;

+1, для
[−1]

dA.

(9)

1Еще раз заметим, важное значение естественных элементов объема при формулировке
вариационных функционалов физических теорий поля [30,31].
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� =


−2, для

[+1]

dτ ;

−1, для dτ ;

0, для
[−1]

dτ ,

� =


−2, для

[+1]

dA;

−1, для dA;

0, для
[−1]

dA.

(10)

Анализирую определения (8)–(10), можно установить

� = −� = −�−1.

2. Мультивесовая формулировка краевых условий на поверхно-
сти наращивания. Ранее был предложен способ вывода краевых условий на
поверхности наращивания [6–9], развивающий модели поверхностного роста,
предложенные в работах академика Н.Х. Арутюняна [4] и профессора Г.И. Бы-
ковцева [5]. Определим распространяющуюся поверхность наращивания Σ в
трехмерном евклидовом пространстве неявным уравнением

t = τ
∗
(xi). (11)

Отметим, что, в самом общем случае, поверхность наращивания Σ может

определяться псевдоскалярной функцией
[g]
τ
∗

(xi). В этом случае, как было пока-

зано в работах [], необходимо вести речь о псевдоскалярном времени
[g]

t . Кроме
того, нормаль к поверхности роста следует трактовать как псевдовектор алгеб-
раического веса g. Указанный случай может быть сведен к случаю поверхности,
задающейся абсолютным скалярным полем (11), с использвоанием преобразо-
вания (1).

В дальнейшем, без ограничения общности, будем рассматривать поверхно-
сти Σ, заданные согласно (11). На мультивесовой псевдоинвариантный элемент

площади
�
A такой поверхности с вектором единичной нормали ni действуют

псевдовекторы поверхностных сил
�
t и моментов

�
m, определяемые через псев-

дотензоры актуальных силовых
�
σ и моментных

�
µ напряжений в соответствии

с мультивесовыми формулами
�
t = n · �σ, �

m = n · �µ. (12)

Единичный вектор нормали ni к поверхности наращивания Σ, заданной аб-
солютным скалярным полем (11) направленный в сторону ее распространения,
как отмечалось выше, является абсолютным вектором выселяющимся по фор-
муле

ni = c ∂iτ∗
, c = |∇τ

∗
|−1 (t = τ

∗
), (13)

где c — линейная скорость распространения поверхности наращивания Σ в нор-
мальном направлении nk.

Мультивесовая формулировка краевых условий на поверхности наращива-
ния, подробный вывод тензорных и псевдотензорных формулировок которых
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можно найти в работах [6–9], записывается в виде:

c[∇j
�
σ
∗
ji(xs) +∇j

�
Sji +

�
X
∗
i(xs)]− nj∂·

�
σji(xs, t) =

�
0 (t = τ

∗
+ 0) ; (14)

c[∇i
�
µ
∗

i·
·k(x

s) +∇i

�
Mi·
·k − 2

�
τ
∗k

+
�
Y
∗ k

]− ni∂·
�
µi··k(x

s, t) =
�
0 (t = τ

∗
+ 0) ; (15)

�
σij =

t∫
τ
∗
+0

[∂·
�
σij(xs, t′)]dt′ +

�
Sji +

�
σ
∗
ij(xs) ; (16)

�
µi··k =

t∫
τ
∗
+0

[∂·
�
µi··k(x

s, t′)]dt′ +
�
Mi·
·k +

�
µ
∗

i·
·k(x

s) ; (17)

�
S ij =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·
�
σij(xs, t′)]dt′ ; (18)

�
Mi·
·k =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·
�
µi··k(x

s, t′)]dt′ . (19)

В приведенных выше уравнениях (14)–(19) введены следующие обозначения:
�
Sji — мультивесовой интеграл, связанный со скачком силовых напряжений;
�
σ
∗
ij(xs) =

�
σij(xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 — компоненты тензора напряжений; соответствен-

но, вычисленные в момент t = τ
∗
(xs) − 0 прямо перед включением элемен-

та в основное твердое тело;
�
X
∗
i(xs) =

�
X i(xs, t)

∣∣
t=τ
∗
(xs)+0

. Момент t = τ
∗
(xs) + 0

соответствует моменту сразу после прикрепления элемента к поверхности на-

ращивания,
�
Mi·
·k — интеграл, связанный со скачком моментных напряжений,

�
µ
∗

i·
·k(x

s) =
�
µi··k(x

s, t)|t=τ
∗
(xs)−0 компоненты тензора моментных напряжений, вы-

численные во время t = τ
∗
(xs)− 0.

3. Мультивесовые псевдотензорные функции, связывающие акту-
альные силовые и моментные напряжения с силовыми и моментны-
ми напряжениями в наращиваемом элементе. В процессах аддитивного
производства можно выделить характерные направления на поверхности нара-
щивания

1
,

2
. Рассмотрим случай, когда векторы

1
 и

2
 ортогональны. Процесс

наращивания и способы определения необходимых параметров такого процес-
са можно представить в виде схема (см. рис. 1). В этом случае мультивесовые
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“Черный ящик”

�
F(

�
σ,

�
µ,n,

1
,

2
, . . .)

�
σ
∗

�
σ

“Черный ящик”

�
K(

�
σ,

�
µ,n,

1
,

2
, . . .)

�
σ
∗

�
σ

“Черный ящик”

�
Z(

�
σ,

�
µ,n,

1
,

2
, . . .)�

µ
∗

�
µ

“Черный ящик”

�
M(

�
σ,

�
µ,n,

1
,

2
, . . .)�

µ
∗

�
µ

Рис. 1. Идея физического принципа “Черного ящика” в механике наращиваемых тел.

псевдотензорные функции связи силовых �
σ
∗
ij и моментных напряжений �

µ
∗

i·
·k с

актуальными напряжения и моментами на поверхности наращивания можно
принять в форме

�
σ
∗
ij =

�
Fij(

�
σij,

�
µi··j, nj,

1
j,

2
j, . . .),

�
µ
∗

i·
·j =

�
Zi··j(

�
σij,

�
µi··j, nj,

1
j,

2
j, . . .), (20)

и, если возможно обратно, тогда справедливы соотношения

�
σ
∗
ij =

�
Kij(

�
σij,

�
µi··j, nj,

1
j,

2
j, . . .),

�
µ
∗

i·
·j =

�
Mi·
·j(

�
σij,

�
µi··j, nj,

1
j,

2
j, . . .), (21)

В мультивесовых соотношениях (20) и (21) требуется экспериментальное

определение неизвестных функций
�
Fij,

�
Zi··k,

�
Kij и

�
Mi·
·k. “Черный ящик” в схеме на

рис. 1 определяет возможные изменения физико-механических параметров на-
пряженно деформированного состояния материала во временном промежутке
от момента создания наращиваемого элемента до момента его присоединения
к основному телу, т.е. во временном интервале τ

∗
− 0 ≤ t ≤ τ

∗
+ 0. “Черный

ящик” может быть связан с различными физическими явлениями. В частно-

сти, мультивесовые псевдотензорные функции
�
Fij,

�
Zi··k,

�
Kij и

�
Mi·
·k при аддитив-

ном производстве 3D-материалов могут зависеть от подвижных выделенных
направлений

1
,

2
 на распространяющейся поверхности наращивания. Физиче-

ский смысл дополнительных направляющих директоров
1
,

2
 можно трактовать

как: характерные направления укладки волокон в тканых композитных ма-
териалах; направления армирования более жесткими волокнами; направления
наматывания нитей в бобину и т. д. Следует отметить, что при определении

мультивесовых псевдотензорных функций
�
Fij,

�
Zi··k,

�
Kij и

�
Mi·
·k следует учитывать

инвариантность их аргументов к поворотам подвижной системы координат свя-
занной с поверхностью наращивания вокруг единичного вектора нормали nj к
указанной поверхности. В таком случае система совместных псевдоинвариантов
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псевдотензоров
�
σ,

�
µ и абсолютных векторов n,

1
,

2
, удовлетворяющих условию

ротационной инвариантности относительно вектора n.

4. Способы построения систем совместных алгебраических отно-
сительных инвариантов тензора второго ранга и вектора. Как видно из
обсуждения в предыдущем разделе, для дальнейшей конкретизации определя-
ющих тензорных функций на поверхности наращивания необходимо определить
систему совместных псевдоинвариантов псевдотензоров

�
σ,

�
µ и абсолютных век-

торов n,
1
,

2
. С помощью векторов n,

1
,

2
 можно определить систему координат,

возможно косоугольную.
Теория построения систем совместных рациональных псевдоинвариантов по-

дробно рассмотрены в монографии проф. Г.Б. Гуревича [13]. Следуя методоло-
гии Г.Б. Гуревича, и, используя теорию Гамильтона–Кэли, обобщенную на слу-
чай псевдотензоров [–cayley]. В рассматриваемом случае систему рациональных
алгебраических мультивесовых псевдоинвариантов псевдотензора силовых

�
σ и

моментных
�
µ напряжений и векторов n,

1
,

2
 можно составить из всевозможных

скалярных произведений линейно независимых векторов: n,
1
,

2
,

�
t,

�
t⊥,

�
m,

�
m⊥,

2�
t
2
,

2�
t
2
⊥,

2�
m
2
,

2�
m
2
⊥. В дальнейшем будем использовать обозначения

�
t ·n = n· �σ ·n,

�
t
2
·n = n· �σ · �σ ·n, �

m·n = n·�µ·n, 2�
m
2
·n = n·�µ·�µ·n,

�
t ·s = n· �σ ·s,

�
m·s = n·�µ·s,

2�
t
2
·s = n· �σ · �σ ·s,

2�
m
2
·s = n·�µ·�µ·s

(s = 1, 2).

(22)

В мультипликаторе, представленном с помощью табл. 1, указана полная
система искомых рациональных мультивесовых псевдоинвариантов. Однако,
не все мультивесовые псевдоинварианты являются независимыми. Зависимые
псевдоинварианты можно устранить из дальнейшего рассмотрения, найдя соот-
ветствующие сизигии связывающие зависимые псевдоинварианты. Так, напри-
мер, очевидная сизигия a · b = b · a позволяет отбросить псевдоинвариантны
расположенные ниже главной диагонали мультипликатора (см. табл. 1).

Кроме того, совместные алгебраические рациональные инварианты высоких
порядков, включающие кубы и биквадраты псевдотензоров силовых и момент-
ных напряжений также могут быть исключены при использовании алгебраиче-
ской теории Гамильтона–Кэли [13,–cayley].

Таким образом, неприводимая полная система совместных алгебраических
рациональных мультивесовых ротационных псевдоинвариантов может быть
сведена к виду

�
t · n,

�
t ·

�
t,

�
m · n, �

m · �
m,

�
t · �

m,
�
t1 ·

�
m1. (23)
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⊥
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⊥
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5. Определяющие мультивесовые псевдотензорные функции в
специфической ортогональной системе координат. В случае, когда в ка-
честве базисных векторов выбраны n,

1
,

2
 определяющие мультивесовые псев-

дотензорные функции (20) на поверхности наращивания в терминах полной
системы совместных инвариантов (23) для сужения на двумерный плоский ка-
сательный элемент T тензора

∗
τ , примут вид

�
σ
∗
ij =

�
Fij(

�
t · n,

�
t ·

�
t,

�
m · n, �

m · �
m,

�
t · �

m,
�
t1 ·

�
m1). (24)

�
µ
∗

i·
·j =

�
Zi··j(

�
t · n,

�
t ·

�
t,

�
m · n, �

m · �
m,

�
t · �

m,
�
t1 ·

�
m1). (25)

Для проекций псевдовекторов
�
t⊥ и

�
m⊥ в касательной плоскости T к поверх-

ности наращивания следует

|
�
t⊥|2 = |

�
t1 ·1|2 + |

�
t2 ·2|2,

| �m⊥|2 = | �m1 ·1|2 + | �m1 ·2|2.
(26)

Квадраты совместных инвариантов и длины векторов (23) и длины проекций

(26) легко вычисляются через актуальные значения
�
t и

�
m на поверхности нара-

щивания, т.е. через актуальные компоненты силовых и моментных напряжений,
согласно формулам

|
�
t · n| = |�σ33|, |

�
t⊥ · 1|2 =

�
σ2

31, |
�
t⊥ · 2|2 =

�
σ2

32,

| �m · n| = |�µ33|, | �m⊥ · 1|2 =
�
µ2

31, | �m⊥ · 2|2 =
�
µ2

32,

|
�
t ·

�
t| = |�σ3s

�
σs3| = |

�
σ31

�
σ13 +

�
σ32

�
σ23 +

�
σ2

33|,

| �m · �
m| = |�µ3s

�
µs3| = |

�
µ31

�
µ13 +

�
µ32

�
µ23 +

�
µ2

33|.

(27)

Определяющие тензорные функции (24) и (25) на поверхности наращивания
с учетом выражений (27) и приняв следующие обозначения для инвариантов,

�
I = |�σ33|,

2�
II =

�
σ2

31 +
�
σ2

32,
2�
III = |�σ31

�
σ13 +

�
σ32

�
σ23 +

�
σ2

33|,
�
IV = |�µ33|,

2�
V =

�
µ2

31 +
�
µ2

32,
2�
V I = |�µ31

�
µ13 +

�
µ32

�
µ23 +

�
µ2

33|,
�+�
V II = |�σ33

�
µ33|.

(28)

можно выписать в форме

�
σ
∗
ij =

�
Fij(

�
I,

2�
II,

2�
III,

�
IV ,

2�
V ,

2�
V I,

�+�
V II). (29)

�
µ
∗

i·
·j =

�
Zi··j(

�
I,

2�
II,

2�
III,

�
IV ,

2�
V ,

2�
V I,

�+�
V II). (30)
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Граничные условия в форме дифференциальных ограничений на поверхности
наращивания (14), (15) обладают необходимыми свойствами чувствительности
к геометрии поверхности наращивания и характерным направлениям выкладки
материала в процессах намотки нитей или производстве тканных композитов.

6. Заключение. В настоящей работе предложен способ построения муль-
тивесовой теории поверхностного роста в терминах псевдотензоров. Предложен-
ная к рассмотрению математическая теория существенным образом опирается
на достижения современного псевдотензорного исчисления. Обсуждаются опре-
деления миультивесовых псевдотензорных элементов площади и объема. Выве-
дена общая мультивесовая форма псевдотензорного соотношения на растущей
поверхности, при учете дополнительного выделенного направления. Опреде-
лена необходимая система независимых мультивесовых псевдотензорных ар-
гументов определяющей псевдотензорной функции на поверхности наращива-
ния. Определяется полный набор совместных рациональных псевдоинвариан-
тов псевдотензоров силовых и моментных напряжений. Дана псевдоинвариант-
но–полная формулировка определяющих соотношений на поверхности наращи-
вания в специфической системе координат.
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М.А.Артемов, Е.С.Барановский, Р. Г.Меджидов, Д. И.Соломатин

О ПОЯВЛЕНИИ ПЛАСТИЧЕСКИХ ОБЛАСТЕЙ
ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ДИСКЕ

Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия

Аннотация. Проблема получения непрерывных полей пластических деформаций при ре-
шении задач плоского напряженного состояния, в отличие от плоского деформированного
состояния, характерна для всех моделей идеального упругопластического тела, включающих
кусочно-линейные функции пластичности. Однако в ряде западных научных статей считает-
ся, что только модель идеального упругопластического тела с условием пластичности Треска
неправильно прогнозирует неупругие деформации. В настоящей работе определяются грани-
цы изменения внешних параметров нагрузки, для которых диск будет находиться в упругом
состоянии. Напряжения связаны с упругими деформациями законом Гука. В зависимости
от значений параметров нагрузки пластическая область может зарождаться на внутренней
границе диска, или на внешней границе диска, или на обеих границах одновременно. Рас-
сматриваются разные условия пластичности. Показан вид годографа вектора напряжений.

Ключевые слова: вращающийся диск, закон Гука, кусочно-линейные функции пластично-
сти, идеально пластическое тело, эквивалентное напряжение, годограф вектора напряжений.
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Принятые обозначения
0ρθz – цилиндрическая система координат;
a – внутренний радиус диска;
b – внешний радиус диска;
E – модуль Юнга;
ν – коэффициент Пуассона;
k – предел пластичности при одноосное растяжение;
σρ, σθ, σz – компоненты тензора напряжений;
σeq – эквивалентное напряжение;
pa – давление на границе ρ = a диска;
pb – давление на границе ρ = b диска;
m = γω2

gk
– безразмерный параметр инерционного воздействия;

ω – угловая скорость вращения диска;
γ – объемный вес;
g – ускорение свободного падения;
u – радиальная координата вектора перемещений;
ua – радиальное перемещение границы ρ = a;
ub – радиальное перемещение границы ρ = b;
J2, J3 – квадратичный и кубический основные инварианты девиатора
напряжений.

Введение. В математической теории пластичности, в частности, рассмат-
риваются вопросы, связанные с изучением и применением математических мо-
делей, включающих кусочно-линейные функции пластичности [1–8]. Кусочно-
линейные условия пластичности идеально-пластических тел основаны на функ-
циях пластичности, которые являются линейными относительно главных ком-
понент тензора напряжений. Кроме исторических аспектов теории пластично-
сти, особый интерес к кусочно-линейным условиям пластичности связан с воз-
можностью получения аналитических решений некоторых практически важ-
ных задач. Известно [1–7], что при выборе общего предела пластичности на
одноосное растяжение все поверхности пластичности изотропных несжимаемых
идеально-пластических тел будут расположены между поверхностью пластич-
ности максимального касательного напряжения и поверхностью пластичности
максимального приведенного напряжения.

В настоящей работе рассматриваются условия пластичности с кусочно-линей-
ными функциями и условие пластичности максимальной интенсивности напря-
жений (условие Мизеса). Выбор этих условий пластичности обусловлен тем, что
они наиболее часто выбираются при решении одномерных упруго-пластических
задач [9–11, 15–18, 20]. Выбор нелинейных условий пластичности приводит к не-
обходимости численного решения таких задач [14, 19].
1. Постановка задачи
Рассматривается вопрос о зарождении пластических зон в тонком вращаю-

щемся диске постоянной толщины в процессе изменения нагрузки. Нагрузка
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является комбинированной, определяется условиями на границах диска и уг-
ловой скоростью вращения диска. Задаются граничные условия разных видов:
в напряжениях, кинематические. Определяются границы зарождения пласти-
ческих областей.

Для оценки напряженного состояния в точках диска вводится эквивалент-
ное напряжение, значение которого зависит от значения параметров нагрузки,
геометрических параметров и параметров материала. Определяются границы
изменения значений параметров нагрузки, в которых диск будет оставаться
в упругом состоянии. Рассматривается модель линейного упругого тела.

Выбирается цилиндрическая система координат, ось 0z которой перпендику-
лярна срединной поверхности диска.
2. Безразмерные величины
Все рассматриваемые величины приводятся к безразмерному виду, что дела-

ет проведение вычислительного эксперимента более универсальным и удобным
для оценки значения величин. В качестве характерного масштаба напряжений
принимается значение предела пластичности на одноосное растяжение. Соот-
ветственно, все величины, имеющие размерность напряжений отнесены к пре-
делу пластичности. За масштаб длины выбирается значение внешнего радиуса
диска. Для удобочитаемости формул все безразмерные и размерные величины
имеют одинаковые обозначения.
3. Граничные условия
Практическая реализация выбираемых значений параметров нагрузки не рас-

сматривается.
Варианты граничных условий, когда на границах кольцевого диска ρ = a,

ρ = b заданы:
давления (граничные условия в напряжениях – силовые граничные условия)

σρ|ρ=a = −pa, σρ|ρ=b = −pb, (1)

перемещения (кинематические граничные условия)

uρ|ρ=a = ua, uρ|ρ=b = ub, (2)

условия
uρ|ρ=a = ua, σρ|ρ=b = −pb, (3)

σρ|ρ=a = −pa, uρ|ρ=b = ub. (4)

4. Упругое состояние диска
Для вращающегося диска, находящегося в упругом состоянии, напряжения

и перемещения определяются по известным формулам [12]:

σρ = A− B

ρ2
− 3 + ν

8
mρ2,

σθ = A+
B

ρ2
− 1 + 3ν

8
mρ2, (5)

σz = 0,
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Eu = (1− ν)Aρ+
1 + ν

ρ
B − 1− ν2

8
mρ3.

Кинематические граничные условия рассматривались, например, в [10, 11].
Формулы для определения неизвестных величин A,B (функции внешних па-

раметров и параметров материала) определяются из граничных условий.
Если заданы граничные условия (1), то

A =
3 + ν

8
m(a2 + b2) +

a2pa − b2pb
b2 − a2

,

B =

(
3 + ν

8
m+

pa − pb
b2 − a2

)
a2b2.

(6)

После подстановки (6) в (5) можно получить, например, следующие формулы

σρ =
3 + ν

8

(
a2 + b2 − ρ2 − a2b2

ρ2

)
m+

a2pa − b2pb
b2 − a2

− a2b2(pa − pb)
ρ2(b2 − a2)

,

σθ =
3 + ν

8

(
a2 + b2 − µρ2 +

a2b2

ρ2

)
m+

a2pa − b2pb
b2 − a2

+
a2b2(pa − pb)
ρ2(b2 − a2)

,

µ =
1 + 3ν

3 + ν
.

(7)

Если заданы граничные условия (2), то

A =
Eubb− Euaa

(1− ν)(b2 − a2)
+

1 + ν

8
(a2 + b2)m,

B =
Euab− Euba

(1 + ν)(b2 − a2)
ab− 1− ν

8
a2b2m.

(8)

После подстановки (8) в (5) получим

σρ =
Eubb− Euaa

(1− ν)(b2 − a2)
− Euab− Euba

(1 + ν)(b2 − a2)

ab

ρ2

+

(
(1 + ν)(b2 + a2)− (3 + ν)ρ2 +

1− ν
ρ2

a2b2

)
m

8
,

σθ =
Eubb− Euaa

(1− ν)(b2 − a2)
+

Euab− Euba
(1 + ν)(b2 − a2)

ab

ρ2

+

(
(1 + ν)(b2 + a2)− (1 + 3ν)ρ2 − 1− ν

ρ2
a2b2

)
m

8
.

(9)

Если заданы граничные условия (3), то

A =
1 + ν

8

(1− ν)a4 + (3 + ν)b4

(1− ν)a2 + (1 + ν)b2
m+

Euaa− (1 + ν)pbb
2

(1− ν)a2 + (1 + ν)b2
,

B =
1− ν

8

(1 + ν)a2 − (3 + ν)b2

(1− ν)a2 + (1 + ν)b2
a2b2m+

Euaa+ (1− ν)pba

(1− ν)a2 + (1 + ν)b2
ab2.

(10)
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Если заданы граничные условия (4), то

A =
1 + ν

8

(1− ν)b4 + (3 + ν)a4

(1− ν)b2 + (1 + ν)a2
m+

Eubb− (1 + ν)paa
2

(1− ν)b2 + (1 + ν)a2
,

B =
1− ν

8

(1 + ν)b2 − (3 + ν)a2

(1− ν)b2 + (1 + ν)a2
a2b2m+

Eub + (1− ν)pab

(1− ν)b2 + (1 + ν)a2
a2b.

(11)

Если зафиксировать внутренние параметры, такие как модуль Юнга, коэф-
фициент Пуассона, плотность материала (параметры материала) и внешние гео-
метрические параметры, то при рассмотрении вопроса о зарождении пластиче-
ских зон можно измерять внешние параметры, характеризующие нагрузку.
5. Эквивалентное напряжение
Для оценки напряженного состояния в точках упругой области вводится эк-

вивалентное напряжение. Эквивалентное напряжение позволяет определять в
каких точках происходит нагружение, разгрузка или нейтральное нагружение.
Эквивалентное напряжение определяется по правилам, аналогичным правилам,
устанавливаемым при задании функции пластичности [1–8, 13, 14]. Когда рас-
сматривается модель упругопластического тела, то эквивалентное напряжение
равно функции пластичности.

Рассмотрим два варианта определения эквивалентного напряжения:

σ(1)
eq =

1

2

(
|σρ − σθ|+ |σθ − σz|+ |σz − σρ|

)
и

σ(2)
eq =

(
(σρ − σθ)2 + (σθ − σz)2 + (σz − σρ)2

2

)1/2

.

На рис. 1 показаны графики эквивалентных напряжений, когда σρ, σθ, σz
определяются по формулам (7), а параметры pa = pb = 1, m = 1.029, a = 0.2,
b = 1 и ν = 0.3.

Рис. 1. Сплошная линия – σ(1)
eq , пунктирная – σ(2)

eq
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6. Кусочно-линейные функции пластичности
Для режима

ασθ + βσρ = k,

учитывая (5) и (7), находим, что при задании граничных условий (1) граница
ρ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m = 4
(b2 − a2)k + 2αb2pb −

(
(α + β)a2 + (α− β)b2

)
pa

α(b2 − a2)
(
(1− ν)a2 + (3 + ν)b2

) . (12)

Следует обратить внимание на то, что при α = 0 этa формула неприменима.
Если рассматриваются граничные условия (2), то граница ρ = a диска пере-

ходит в пластическое состояние, когда

m =
4

b2 − a2

(
1

1− ν2

(
Eua
a

(
a2 + b2

b2 − a2
− α + νβ

να + β

)
− 2bEub
b2 − a2

)
+

k

να + β

)
. (13)

Если рассматриваются граничные условия (3), то из (5) и (10) следует, что
граница ρ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m =
8pbb

2

(b2 − a2)
(
(1− ν)a2 + (3 + ν)b2

)
+ 4

(
(1− ν)a2 + (1 + ν)b2

)
ak −

(
(α + β)a2 + (α− β)b2

)
Eua

a(αν + β)(b2 − a2)
(
(1− ν)a2 + (3 + ν)b2

) .

Если рассматриваются граничные условия (4), то из (5) и (11) следует, что
граница ρ = a диска переходит в пластическое состояние, когда

m = 4

(
(1 + ν)a2 + (1− ν)b2

)
k +

(
(1 + ν)(α + β)a2 + (1− ν)(β − α)b2

)
pa − 2bEubα

α(1− ν2)(b2 − a2)2
.

Приведенные формулы для вычисления значений параметра m применяются
вместе с проверкой допустимых значений напряжений на границах диска.
7. Предельное состояние диска
Если давления, действующие на границы диск равны (pa = pb = p), и угловая

скорость вращения диска равны нулю, то

A = −p, B = 0

и для всех точек диска
σρ = σθ = −p.

В этом случае эквивалентное напряжение во всех точках диска будет прини-
мать одно и тоже значение

σeq = const.

Для всех условий пластичности F (J2, |J3|) = k изотропного идеального
упруго-пластического тела с равными пределами пластичности на одноосное
растяжение, когда на границах ρ = a, ρ = b диска σρ|ρ=a = σρ|ρ=b = ±k, весь
диск будет находиться в предельном состоянии. Если действие нагрузки таково,
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что не совершается работа, то деформированное состояние диска не изменяет-
ся. При попытке совершения работы нагрузкой, наступает неограниченный рост
деформаций, существенно изменяющий конфигурацию диска. Аналогичная си-
туация возникает при нагружении тонкой пластины внутренним давлением [13].

При увеличении угловой скорости вращения диска m > 0 происходит измене-
ние напряженного состояния в его точках; напряжения будут вычисляться по
формулам

σρ =
3 + ν

8

(
a2 + b2 − ρ2 − a2b2

ρ2

)
m− p,

σθ =
3 + ν

8

(
a2 + b2 − µρ2 +

a2b2

ρ2

)
m− p.

При σρ|ρ=a = σρ|ρ=b = −k и выборе условия пластичности Треска в предель-
ном состоянии будут находиться только точки контуров ρ = a, ρ = b, а область
диска a < ρ < b переходит в упругое состояние. При этом увеличение угловой
скорости вращения диска в этой области приводит к разгрузке – ассоцииро-
ванное эквивалентное напряжение уменьшается. Значение параметра m может
изменяться в диапазоне

0 ≤ m ≤ mmax.

Максимальное значение параметра m определяется из условия σθ|ρ=a = 0. Из
формул (7) находим, когда σθ|ρ=a = 0, параметр

m = mmax =
4

(1− ν)a2 + (3 + ν)a2
.

На рис. 2 показан годограф вектора напряжений (функция радиальной ко-
ординаты) на плоскости σz = 0 пространства главных напряжений, когда

pa = pb = k.

При выполнении расчетов всюду ниже выбирались следующие значения
внешних геометрических параметров: a = 0.2, b = 1 и параметров материа-
ла (внутренних параметров): ν = 0.3, k = 1.
8. Граничные условия в напряжениях. Условие пластичности Трес-

ка
Рассмотрим случай, когда на границе ρ = a выполняется режим α = 1, β = 0.

Из формулы (12) находим

m = 4
(b2 − a2)k − (b2 + a2)pa + 2b2pb

(b2 − a2)
(
(1− ν)a2 + (3 + ν)b2

) .
Если pb = 0 и −k ≤ pa ≤ 0, то

m = mmin =
4k

(1− ν)a2 + (3 + ν)b2
,

m = mmax =
8b2k

(b2 − a2)(1− ν)a2 + (3 + ν)b2
.
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a) m = 0.75mmax b) m = mmax

Рис. 2. Годограф вектора напряжений. Условие пластичности Треска

На рис. 3 показан годограф вектора напряжений в плоскости σz = 0 про-
странства главных напряжений для разных значений pa.

a) pa = 0, m = 1.202 b) pa = −0.5k, m = 2.504
Рис. 3. Годограф вектора напряжений. Условие пластичности Треска

В случае, когда pb = k, pa = −k, максимальное и минимальное значения
параметра m определяются из условий σθ|ρ=a = k и σθ|ρ=a = 0, соответственно:

m = mmax =
16k

b2 − a2

b2

((1− ν)a2 + (3 + ν)b2)
,
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m = mmin =
4k

b2 − a2

3b2 + a2

((1− ν)a2 + (3 + ν)b2)
.

a) m = mmin b) m = 0.9mmax

Рис. 4. Годограф вектора напряжений pb = −pa = −k

В случае, когда pb = k, 0 < pa < k, значение параметра m определяем по
формуле

m =
4

b2 − a2

(3b2 − a2)k − 2b2pa
((1− ν)a2 + (3 + ν)a2)

.

Если pb = k, −k < pa < 0 , то значение параметра m определяем по формуле.

m =
4

b2 − a2

(b2 + a2)k − 2b2pa
((1− ν)a2 + (3 + ν)a2)

.

На рис. 5 показан годограф вектора напряжений в плоскости σz = 0 для раз-
ных значений параметров нагрузки.

Приведенные результаты показывают, что при выполнении на границах диска
условия |σρ| = k и увеличении значения параметра нагрузкиm вектор напряже-
ний будет перемещаться по соответствующей стороне шестиугольника Треска.
9. Граничные условия в перемещениях. Условие пластичности Трес-

ка
Во всех точках диска, находящегося в упругом состоянии |σρ| ≤ k, |σθ| ≤ k,

для построения годографа напряжений используем формулы (9). Используя
формулу для перемещений Eu = ρ(σθ − νσρ) и, задавая конкретные значения
для напряжений на границах диска, определяем минимальное м максимальное
значения параметра m.

Рассмотрим вариант, когда σρ|ρ=a = k, σρ|ρ=b = 0 и окружное напряжение

0 ≤ σθ ≤ k.
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a) pa = 0.5k, pb = k, m = 2.454; b) pa = −0.5k, pb = k, m = 2.554
Рис. 5. Годограф вектора напряжений

В этом случае перемещения на границах диска

Eua =
(3 + ν)b4 + (1− ν)a4 − 2(1 + ν)a2b2

4(b2 − a2)
am− (1− ν)a2 + (1 + ν)b2

b2 − a2
ak,

Eub =
2(1 + ν)b2a2 + (1− ν)b4 − (3 + ν)a4

4(b2 − a2)
mb− 2a2bk

b2 − a2
.

(14)

Соответстующие рассматриваемому случаю минимальное и максимальное до-
пустимые значения параметра m будут

mmin =
b2 + a2

b2 − a2

4k

(1− ν)a2 + (3 + ν)b2
,

mmax =
b2

b2 − a2

8k

(1− ν)a2 + (3 + ν)b2
.

(15)

Подставляя выражения из (15) в формулы (14), получим

min(Eua) =

(
a2 + b2

b2 − a2
− (1− ν)a2 + (1 + ν)b2

b2 − a2

)
ak,

min(Eub) =

(
a2 + b2

b2 − a2

2(1 + ν)a2b2 + (1− ν)b4 − (3 + ν)a4

b2 − a2((1− ν)a2 + (3 + ν)b2)
− 2a2

b2 − a2

)
bk,

max(Eua) =

(
2b2 (3 + ν)b4 − (1− ν)b4 − 2(1 + ν)a2b2

(b2 − a2)2((1− ν)a2 + (3 + ν)b2)
− (1− ν)a2 + (1− ν)b2

b2 − a2

)
ak,

max(Eub) =

(
2b2 (1− ν)b4 + 2(1 + ν)a2b− (3 + ν)a4

(b2 − a2)2((1− ν)a2 + (3 + ν)b2)
− 2a2

b2 − a2

)
bk.



32 M. A.АРТЕМОВ, Е.С. БАРАНОВСКИЙ, Р. Г. МЕДЖИДОВ, Д. И.СОЛОМАТИН

На рис. 6 показано изображение годографа вектора напряжений при задании
разных значений перемещений на границах диска.

a) m = 2.504, Eua = −0.06, Eub = 0.188 b) m = 1.302, Eua = 0.14, Eub = 0.438
Рис. 6. Годограф вектора напряжений. Условие Треска

Если Eu|ρ=a = (1−ν)ak, Eu|ρ=b = (1−ν)bk, то приm = 0 диск будет находить-
ся в предельном состоянии σρ = σθ = k. C увеличением значения параметра m
диск переходит в упругое состояние.
10. Гладкие функции пластичности
Одно из отличий гладких функций пластичности от кусочно-гладких в том,

что для кусочно-гладких функций пластичности в зависимости от значения
внешних параметров (параметры нагрузки и геометрические параметры) и па-
раметров материала надо выяснять, какой из режимов будет выполняться и в
какой области диска, что может приводить к громоздким алгоритмам решения
задач. Поскольку для всех гладких функций пластичности алгоритмы решения
задач о зарождении пластических областей в диске весьма схожи, то можно
ограничиться рассмотрением функции условия пластичности Мизеса [23].
11. Условие пластичности Мизеса

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ2)2 = 2k2.

Поскольку компоненты σρ, σθ, σz тензора напряжения являются главными,
для плоского напряженного состояния (σz = 0) условие пластичности Мизеса
запишем в виде

(σρ − σθ)2 + σ2
ρ + σ2

θ = 2k2.

Из условия (
(σρ − σθ)2 + σ2

ρ + σ2
θ

)∣∣
ρ=a

= 2k2
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следуют формулы, позволяющие выразить один параметр нагрузки через дру-
гие, например,

m = ma1 = 2
4pbb

2 − (a2 + 3b2)pa +
√

4k2 − 3p2
a(b

2 − a2)(
(3 + ν)a2 + (1− ν)b2

)
(b2 − a2)

,

m = ma2 = 2
4pbb

2 − (a2 + 3b2)pa −
√

4k2 − 3p2
a(b

2 − a2)(
(3 + ν)a2 + (1− ν)b2

)
(b2 − a2)

.

Аналогично из условия(
(σρ − σθ)2 + σ2

ρ + σ2
θ

)∣∣
ρ=b

= 2k2

находим

m = mb1 = 2
(3a2 + b2)pa − 4paa

2 +
√

4k2 − 3p2
a(b

2 − a2)(
(3 + ν)a2 + (1− ν)b2

)
(b2 − a2)

,

m = mb2 = 2
(3a2 + b2)pa − 4paa

2 +
√

4k2 − 3p2
a(b

2 − a2)(
(3 + ν)a2 + (1− ν)b2

)
(b2 − a2)

.

При построении годографа вектора напряжений, исключая отрицательные
значения величин ma1, mb1, ma2, mb2, выбираем

m = m1 = min(ma1,mb1)

или
m = m2 = min(ma2,mb2).

Для условия Мизеса радиальное напряжение может изменяться в пределах

− 2k√
3
≤ σρ ≤

2k√
3
.

Область допустимых значений для параметров pa, pb:

− 2k√
3
≤ pa, pb ≤

2k√
3
.

Если заданы граничные условия в перемещениях, и u|ρ=a = 0, u|ρ=b = 0, то
формулы (9) для напряжений примут вид

σρ =

(
(1 + ν)(b2 + a2)− (3 + ν)ρ2 +

1− ν
ρ2

a2b2

)
m

8
,

σθ =

(
(1 + ν)(b2 + a2)− (3 + ν)ρ2 − 1− ν

ρ2
a2b2

)
m

8
.

Когда при увеличении угловой скорости вращения диска параметр m достиг-
нет значения

m =
4k

(b2 − a2)
√
ν2 − ν + 1

,
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на внутренней ρ = a и внешней ρ = b границах диска эквивалентное напряжение
достигнет предельного значения

σeq = k.

12. Условие пластичности Ишлинского
Заданы граничные условия в перемещениях и u|ρ=a = 0, u|ρ=b = 0. В данном

случае из формул (9) для напряжений получаем, что

σρ
∣∣
ρ=a

=
b2 − a2

4
m, σθ

∣∣
ρ=a

= ν
b2 − a2

4
m,

σρ
∣∣
ρ=b

= −b
2 − a2

4
m, σθ

∣∣
ρ=b

= −ν b
2 − a2

4
m.

При увеличении значения параметра m на внутренней ρ = a и внешней ρ = b
границах диска эквивалентное напряжение одновременно достигнет значения

σeq = k.

При выборе условия А. Ю. Ишлинского [22] на границах диска будет выпол-
няться режим

|2σρ − σθ| = 2k,

когда параметр инерционной нагрузки

m =
8k

(2− ν)(b2 − a2)
.

На рис. 7 на плоскости σz = 0 в пространстве главных напряжений показан
годограф вектора напряжений и кривые пластичности для разных условий пла-
стичности.

a) условие Мизеса b) условие Ишлинского
Рис. 7. Годограф вектора напряжений. ua = 0, ub = 0
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Алгоритм решения задачи об определении значения параметров нагрузки, ко-
гда происходит зарождение пластических областей во вращающемся диске, если
заданы граничные условия (3) или (4) и напряжения вычисляются по формулам
(5), (10) или (5), (11), соответственно, строится по аналогии с рассмотренными
выше.
13. О записи условия пластичности Треска

max
{
|σρ − σθ|, |σθ − σz|, |σz − σρ|

}
= k. (16)

При построении кривых пластичности можно использовать выражение

|σρ − σθ|+ |σθ − σz|+ |σz − σρ| = 2k. (17)

Уравнения (16) и (17) в пространстве главных напряжений определяют одну
и ту же призму Треска. Заметим, что известные альтернативные формы записи
условия пластичности Треска [6, 7, 21] не отражают его сути, а именно: выбор
максимального касательного напряжения.
Заключение. Математические модели упругопластических тел при выборе

кусочно-линейных функций пластичности позволяют получить аналитические
решения ряда одномерных задач, но приводят к значительно более громоздким
алгоритмам решения поставленных задач по сравнению с математическими мо-
делями упругопластических тел при выборе гладких функций пластичности.
Это связано с тем, что, когда пластическая область включает части, в которых
реализуются разные режимы пластичности, приходится повторять выполнение
однотипных алгоритмов решения задачи. При этом утверждение, что соотно-
шения ассоциированного закона пластического течения интегрируются и сво-
дятся к соотношениям ассоциированного закона пластического деформирова-
ния справедливо только в случае, если в пластической области выполняется
только один режим кусочно-линейного условия пластичности. Тем не менее
в силу ряда причин, в том числе и исторических, изучение особенностей моде-
лей, включающих кусочно-линейные функции пластичности, является весьма
важным элементом математической теории пластичности. Исследования, изло-
женные в настоящей работе, показывают, каким образом при выборе условия
пластичности Треска происходит изменение напряженного состояния в точках,
где реализуется режим σρ = −k или σρ = k. Это исследование весьма важно, по-
скольку после опубликования работ [15, 16], в которых U. Gamer сделал вывод
о том, что выбор условия пластичности Треска приводит к неприемлемым ре-
зультатам. Было высказано предложение отказаться от использования условия
пластичности Треска, заменив его условием пластичности максимального каса-
тельного напряжения с учетом изотропного упрочнения. Критический анализ
работы [15] дан в [24].
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Введение. В 1970 году, японским астрофизиком Коре Миурой, была раз-
работана схема жёсткого складывания, которая была применена для развёр-
тывания солнечных батарей космических спутников. В предложенном методе
складывания складки представляют собой линейные шарниры, соединяющие
параллелограммы, то есть складки расположены не горизонтально и верти-
кально, а под углом друг к другу. Структура, полученная таким образом, со-
стоит из множества регулярно повторяющихся блоков. Каждый блок состоит
из четырёх параллелограммов и четырёх шарниров (сладок). Если считать, что
каждый параллелограмм абсолютно жесткий, а шарниры, которые их соединя-
ют, являются идеальными, то такая структура представляет собой механизм
с одной степенью свободы – углом сложения. Форма структуры может изме-
няться в широком диапазоне в зависимости от угла сложения. Данный метод
складывания получил название в честь своего изобретателя – Миура-ори. На
рис. 1 изображен лист бумаги, сложенный техникой Миура-ори.

Рис. 1. Лист бумаги, сложенный
техникой Миура-ори

На рис. 2 приведена кинематика развёртывания листа бумаги, сложенной по
технике Миура-ори. Морфология и механизм развертывания такой структуры
аналогичны тем, что встречаются в природе. На рис. 3 изображены листок
дерева и крыло насекомого которые разворачиваются по механизму, во многом
аналогичному Миура-ори.

Рис. 2. Развертывание листа бумаги, сложенной по технике
Миура-ори

1. Особенности структур Миура-ори. Структура Миура-ори состоит
из множества одинаковых элементарных ячеек. Каждая ячейка состоит из че-
тырёх параллелограммов и четырёх складок, которыми они соединены между
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Рис. 3. Листок дерева и крыло
насекомого

собой. Для выявления основных свойств структур Миура-ори необходимо рас-
смотреть элементарную ячейку. Элементарная ячейка шаблона Миура-ори и
общий вид сложенного шаблона представлены на рис. 4.

Рис. 4. Общий вид сложенного
шаблона и элементарная ячейка

Миура-ори

Геометрия элементарной ячейки может быть определена различными спосо-
бами. В работах, посвященных данной структуре, элементарная ячейка обычно
задана размерами наименьшего составляющего компонента – параллелограмма
с размерами сторон a и b, углом между сторонами параллелограмма γ < π/2
и углом между плоскостью рассматриваемого параллелограмма и плоскостью
xy – θ < π/2. Тогда внешние размеры ячейки могут быть заданы как:

H = a sin θ sinγ; S = b
cos θ · tan γ√

1 + cos2 θ · tan2 γ
;

L = a

(√
1− sin2 θ · sin2 γ

)
; V = b

1√
1 + cos2 θ · tan2 γ

.

Из кинематики сложения элементарной ячейки, очевидно, что образец обла-
дает отрицательным коэффициентом Пуассона. Коэффициент Пуассона в плос-
кости SL

νSL = −ε L
ε S

= −S · dL
L · dS
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Или, с учётом обозначений на рис. 4, νSL = − tan 2ξ. На рис. 5 приведен
график зависимости νSL от угла ξ и графики зависимости νSL от угла сложения
θ для различных значений угла γ между сторонами параллелограмма. На рис. 5
(справа) при угле между сторонами грани γ = 60◦и угле сложения θ = 55◦,
коэффициент Пуассона νSL = −1.

Рис. 5. График зависимости νSL от угла ξ (слева), графики
зависимости νSL от угла θ для различных значений угла γ

(справа)

Для анализа поведения структур Миура-ори из плоскости xy необходимо рас-
смотреть модели, в которых вводится дополнительная степень свободы – изгиб
граней вдоль короткой диагонали. Для таких моделей при изгибе характерна
седловидная форма деформирования. При этом, коэффициент Пуассона при
изгибе νk (отношение кривизны в направлениях x и y) оказывается равным по
величине, но противоположным по знаку коэффициенту Пуассона в плоскости
νSL: νk = −kyy/kxx = −νSL.

Обратим внимание, что образец Миура-ори может быть сложен из плоского
листа только за счёт сгиба вдоль линий сложения и, следовательно, является
развёртывающейся поверхностью. Если принять жесткость отдельного парал-
лелограмма значительно большей, чем жесткость складки и пренебречь дефор-
мациями параллелограмма, то образец Миура-ори обладает всего одной степе-
нью свободы.

Ряд свойств, присущих структурам Миура-ори представляет особый интерес.

(1) Отрицательное значение коэффициента Пуассона при деформировании
в плоскости листа, то есть структура ведет себя как ауксетик. При этом
значение коэффициента изменяется с изменением угла разложения;

(2) Значение коэффициента Пуассона из плоскости имеет противоположный
знак относительно коэффициента в плоскости, что приводит к нестан-
дартному поведению (деформированию) при изгибе. Структура прини-
мает седловидную форму при изгибе;
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(3) Может претерпевать значительные деформации и изменять глобальную
Гауссову кривизну (подразумевается кривизна эквивалентной сложенно-
му листу срединной поверхности) без появления напряжений на уровне
материала (то есть не происходит растяжение или сжатие граней эле-
ментарных ячеек, деформирование происходит преимущественно за счёт
поворота граней);

(4) Обладает низким удельным весом.

2. Основные направления исследований.

2.1. Исследование механических характеристик. В работе [1] рассмотрена
простая сложенная по Миура-ори структура, состоящая из одинаковых эле-
ментарных ячеек каждая из которых полностью определяется двумя углами
γ < π/2 и θ < π/2 и двумя длинами a и b. Для рассмотренной структу-
ры показано, что коэффициент Пуассона при растяжении и изгибе (отношение
кривизны поверхности при изгибе в направлении y и x) равны по значению
и противоположны по знаку. Выведены соответствующие аналитические зави-
симости. Проведены численные эксперименты, подтверждающие выведенные
зависимости. Пластические свойства не учитывались.

Коэффициент Пуассона в плоскости νSL = 1− ξ−2 где ξ = sinα · sin (θ/2).
Коэффициент Пуассона при изгибе νB = −Ky/Kx = ξ−2 − 1.
При выведении зависимости для νB было принято, что отдельные грани могут

деформироваться. Введена дополнительная степень свободы для каждой грани
– взаимный поворот половины грани относительно диагонали

В работе [2] представлена нелинейная формулировка моделирования струк-
тур типа Миура-ори, разработаны аналитические и численные модели, учиты-
вающие жёсткости складок и изгибные жесткости граней для больших дефор-
маций и перемещений. Так же в работе смоделировано возникновение дефекта
(т.н. pop-through) форме «смятия» центральной вершины ячейки при действии
локально приложенной нагрузки.

В работе [3] выполнен анализ структуры Миура-ори выполненной из матери-
ала с анизотропией свойств (полимер, армированный углеродным волокном) с
помощью МКЭ.

Для оптимизации геометрических параметров образца и получения одновре-
менно высокой жёсткости и отрицательных значений коэффициента Пуассона
был выполнен регрессионный анализ. В работе показано, что применение ком-
позитных материалов может улучшить механические характеристики.

2.2. Разработка метаматериалов, основанных на технике Миура-ори. В ра-
боте [4] представлены два вида метаматериалов, которые состоят из одинаковых
граней. Первый вид представляет собой лист, сложенный по Миура-ори. Вто-
рой, показанный на рис. 6, представляет собой отдельные паттерны Миура-ори,
которые сгруппированы послойно.
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Для многослойного образца показано, что коэффициент Пуассона отрица-
тельный в плоскости слоя, и из плоскости (то есть высота образца увеличива-
ется при растяжении в плоскости), и что образец является раскладываемым.
Выведены аналитические зависимости для коэффициента Пуассона из плоско-
сти. Для заданных ограничений 0 < θA < π/2 значение коэффициента Пуассона
в плоскости HL отрицательное, несмотря на то, что для одиночного слоя он по-
ложительный.

Рис. 6. Образец метаматериала, в котором структуры
Миура-ори сгруппированы послойно

Так же представлен образец, в котором центральный ряд элементарных ячеек
имеет отличные размеры. При деформировании такого образца центральный
ряд раньше остальных достигает максимального угла сложения, что приводит
к «самоблокировке» дальнейшего деформирования.

В работе [5] представлены два вида метаматериалов, которые состоят из не
одинаковых граней. Отдельные паттерны Миура-ори сгруппированы послойно
двумя способами (V-V, M-V) как показано на рис. 7.

Рис. 7. Образцы метаматериалов в которых структуры
Миура-ори сгруппированы послойно, элементарные ячейки

структур состоят из не одинаковых граней

Разработанные аналитические модели позволяют предсказать изменение раз-
меров и кинематику деформирования. Получены аналитические модели для
объёмного модуля упругости и модуля упругости при растяжении.

В работе [6] представлен класс метаматериалов, представляющих собой мо-
дернизированную структуру Миура-ори с отверстиями. Элементарная ячейка
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такого образца представляет собой две больших грани и 2 · n малых граней
соединённых через линии сгиба. На рис. 8 приведена элементарная ячейка об-
разца при n = 2 и модернизированная структура Миура-ори в сравнении с
обычной структурой Миура-ори.

Получены аналитические зависимости для коэффициента Пуассона, жест-
кость на растяжение. Показано, что поведение предложенных материалов ка-
чественно совпадает со структурами Миура-ори, но деформационные харак-
теристики отличаются по значению. В частности, зависимости коэффициента
Пуассона для элементарной ячейки модифицированного и обычного паттерна
Миура-ори совпадают, но для образца в целом -отличаются.

Рис. 8. Элементарная ячейка модернизированной структуры
Миура-ори, сравнение обычной структуры Миура-ори и

модернизированной

2.3. Разработка методов изготовления структур Миура-ори. В работе [7]
предложен новый метод изготовления развёртываемых структур (в частности
структур Миура-ори) – складывание под давлением. Метод основан на исполь-
зовании разности внешнего давления и давления в чехле, в который помеще-
на заготовка. Заготовка представляет собой две предварительно ослабленных
перфорацией вдоль линий сгиба пластины которые соединены «распорками».
Высота распорок определяет целевой угол сложения. На рис. 9 изображены
основные этапы изготовления структуры.

Авторами выведены аналитические зависимости для давления, которое тре-
буется для сложения заготовки, изготовленной из материала с определённым
значением предела текучести до целевого угла сложения.

3. Применение в различных устройствах, конструкциях В неко-
торых случаях особенности деформирования ауксетических структур оказы-
ваются полезными и для традиционных технологий. Так, в работе [8] предло-
жен новый подход для производства гибкой электроники на примере солнечной
батареи (рис. 10, слева). Жесткие солнечные элементы из кремния объедине-
ны с помощью змеевидных связей, которые позволяют добиться высокого угла
сложения и хорошей надёжности при циклическом сложении и разложении.
Каждый элемент представляет собой грань элементарной ячейки структуры
Миура-ори.
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Рис. 9. Основные этапы изготовления структуры Миура-ори
новым методом

В работе [9] предложен новый подход для производства литий-ионных бата-
рей. Применение принципов оригами (Миура-ори) в дизайне позволяет полу-
чить батарею с высокой механической деформируемостью (складывание, рас-
кладывание, изгиб, кручение). В качестве токоприёмника в батареи использует-
ся бумага, покрытая углеродными нанотрубками, что обеспечивает стабильные
электромеханические характеристики при циклических деформациях (рис. 10,
в центре).

Послойно сгруппированные листы, сложенные техникой Миура-ори в рабо-
те [10], составляют ячеистый материал. Показана перспективность применения
данного материала (рис. 10, справа) в качестве внутреннего слоя в многослой-
ной конструкции, предназначенной для уменьшения воздействия взрывной вол-
ны.

Рис. 10. Основные этапы изготовления структуры Миура-ори новым
методом

Заключение. Как и большинство метаматериалов, структуры Миура-ори,
позволяют изменять в широком диапазоне механические характеристики, за
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счёт изменения геометрических параметров и модификации элементарных яче-
ек, изменения способов их компоновки, применения материалов обладающих
анизотропией свойств. Однако следует выделить ряд преимуществ структур
Миура-ори:

(1) Относительная простота математического описания;
(2) Возможность отказа от 3d-печати при изготовлении;
(3) Низкое число дефектов при изготовлении;
(4) Возможность применения различных материалов при изготовлении та-

ких материалов.
Выше перечисленные преимущества способствуют росту интереса к структу-

рам Миура-ори для применения в различных отраслях, и как следствие, спо-
собствуют углублению и расширению исследования таких структур.

Исследования структур Миура-ори позволили выявить и объяснить их
необычные свойства – отрицательный коэффициент Пуассона в плоскости
структуры и положительный коэффициент Пуассона из плоскости. Выведе-
ны аналитические зависимости для коэффициентов Пуассона, осевой и изгиб-
ной жесткости от геометрических параметров элементарной ячейки и угла сло-
жения. Построены аналитические и численные модели, учитывающие геомет-
рическую и физическую нелинейность материала при больших деформациях,
учитывающих анизотропию свойств материала. Проведены исследования та-
ких структур с модернизированной формой элементарных ячеек и с различ-
ными способами компоновки элементарных ячеек. Кроме того, уже предложе-
ны многослойные структуры, образующие объемные метаматериалы. Отдель-
ные исследования направлены на оптимизацию процесса изготовления таких
структур. Множество работ посвящено внедрению таких структур в различные
устройства и конструкции.

Искусство оригами, в частности структурыМиура-ори, можно применять при
решении множества задач, связанных с необходимостью разместить большое в
малом, увеличить жёсткость или снизить вес конструкции, и задач, связанных
с поглощением энергии удара.
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1. Введение. Последние десятилетия ХХ века были отмечены открытия-
ми новых геомеханических явлений, которые с позиции традиционных взглядов
на деформирование и разрушение горных пород представляются аномальны-
ми [1]. Прежде всего, это зональная дезинтеграция пород вокруг подземных
выработок [2,3], а также реверсивный характер деформирования образцов гор-
ных пород при их нагружении в предразрушающей области [4]. Такие явления
наблюдаются, когда внутренние напряжения в среде превышают величину, ха-
рактеризующую прочность породы. На сегодняшний день факт их существова-
ния надежно установлен экспериментально, что заставляет исследовать наблю-
даемые закономерности, а также разрабатывать новые математические модели
для описания геомеханической среды [5–7].

Однако, специфика моделирования геомеханических сред связана не только
с описанием напряженно-деформированного состояния, но и с эксперименталь-
ным определением свойств горных пород и масштабными переходами [8]. Ситуа-
ция осложняется предысторией деформирования и изначально предварительно
напряженным состоянием изучаемых сред и материалов, при этом история их
деформирования и эволюции напряжений неизвестна. Горные породы форми-
ровались, эволюционировали, разрушались в течение длительного времени, по-
этому начальное представление их как ненапряженных, далеко от реальности.
Временные параметры и недоступность геологических объектов, не позволяет
непосредственно наблюдать за происходящими процессами. Перечисленные осо-
бенности, накладывают существенные ограничения на применение модельных
представлений механики сплошных сред в исследовании геоматериалов [9, 10].

Целью данной работы является определение напряженно-деформированного
состояния образцов горных пород на основе аналитического решения при мо-
делировании упругого поведения цилиндрических образцов горной породы при
одноосном сжатии, полученного в работе [11].

2. Основная часть. Известно, что предразрушающее состояние, а также
реверсивный характер деформаций горных образов [10] может быть описан с
помощью модели сплошной среды с учетом самоуравновешенных напряжений
[11].

Согласно этой модели, состояние предразрушения характеризуется наличием
дефектов различных типов в образце [12]. Они создают дополнительное поле
напряжений, меняющее деформированное состояние материала. Это проявляет-
ся в том, что при нагрузке, превышающей критическое значение, измеряемые
на поверхности образца деформации зависят от угла, тогда как в отсутствие
дефектов при P меньше P∗. такой зависимости от угла нет. Поскольку обра-
зец находится в равновесии, то силы, определяемые полем Tij, должны быть
скомпенсированы. Естественным кандидатом в качестве компенсирующего по-
ля является упругое поле напряжений Пij. При этом полное поле напряжений
Σij внутри образца равно Σij = Tij + Пij. Оно удовлетворяет уравнениям рав-
новесия и краевым условиям в следующей форме:
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∂Πij

∂xj
= Fi,

∂Tij
∂xj

= −Fi,Πijnj|dV = −Tijnj, (1)

значит, что функциональная зависимость упругого поля в образце от угловой
переменной может определяться или объемными силами Fi или взаимодействи-
ем упругого поля с полем дефектов на границе. При этом структура и распре-
деление поля Tij в материале зависит от типа рассмотренных дефектов. Но в
условиях проведенного эксперимента эволюция дефектной структуры не рас-
сматривалась, и, следовательно, можно считать Fi=0:

∂Πij

∂xj
= 0,

∂Tij
∂xj

= 0, (2)

тогда граничные условия к уравнениям (2) совпадают с последним соотноше-
нием в (1)

Πijnj|dV = −Tijnj. (3)

В ходе эксперимента на боковой поверхности образца измеряются деформа-
ции, которые определяют напряжения в дискретном наборе точек. Поэтому воз-
можная постановка задачи состоит в построении такого упругого поля Πij, что-
бы соответствующие ему деформации Eij совпадали с измеренными значениями
на границе в дискретном наборе точек.

Поле упругих напряжений Πij и деформаций Eij можно связать линейными
соотношениями с некоторыми коэффициентами A, B.

Πij = A(Eij +BEkkδij), A = E/(1 + ν) = 2µ,B = ν/(1− 2ν). (4)

Так как уравнения равновесия (1) являются линейными, то представим поле
Πij в виде суммы классического решения σeij, которое хорошо известно [13] и
некоторого упругого поля πij

Πij = σeij + πij. (5)

Дополнительно потребуем, чтобы первый инвариант πkk обращался в нуль.
Тогда тензор πij можно записать в следующем виде:

πij = µ(
∂ai
∂xj

+
∂aj
∂xi

), (6)

где ai - компоненты вектора перемещений.
Для определения компонент ai (i=1,2,3) подставим напряжения πij в виде

(6) в первое из уравнений (2), получим систему уравнений в перемещениях, в
цилиндрической системе координат она имеет вид:
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∆ar −
ar
r2
− 2

r2

∂aϕ
∂ϕ

= 0,

∆aϕ −
aϕ
r2

+
2

r2

∂ar
∂ϕ

= 0,

∆az = 0,

∆2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂r2
+

∂2

∂z2
.

(7)

Ограниченное решение системы (7) уравнений записываем в виде рядов Фу-
рье по тригонометрическим функциям [14]:

ar =
∑
n

(u(1)
n (ρ)cos(nϕ) + u(2)

n (ρ)sin(nϕ))cos(mγz),

aϕ =
∑
n

(v(1)
n (ρ)cos(nϕ) + v(2)

n (ρ)sin(nϕ))cos(mγz),

az =
∑
n

(w(1)
n (ρ)cos(nϕ) + w(2)

n (ρ)sin(nϕ))cos(mγz),

(8)

где ρ = γr, γ = π
h
.

Подставим соотношения (8) в систему уравнений (7.), тогда коэффициенты
Фурье u(i)

n (ρ), v(i)
n (ρ), w(i)

n (ρ) определяются следующим образом:

u(i)
n (ρ) =

A
(i)
n

2γ
In+1(ρ) +

B
(i)
n

2γ
In−1(ρ),

v(i)
n (ρ) =

A
(i)
n

2γ
In+1(ρ)− B

(i)
n

2γ
In−1(ρ),

w(i)
n (ρ) =

C
(i)
n

γ
In(ρ).

(9)

Так как первый инвариант тензора деформаций εkk должен равняться нулю,
то постоянные A(i)

n , B(i)
n ,C(i)

n связаны условием:

C(i)
n =

A
(i)
n +B

(i)
n

2
. (10)

.
Тогда компоненты тензора упругих напряжений в цилиндрических коорди-

натах находим из закона Гука:

πϕϕ =
∑
n

(π(1)
ϕϕ(nρ)cos(nϕ) + π(2)

ϕϕ(ρ)sin(nϕ))cos(mγz),

πzz =
∑
n

(π(1)
zz (nρ)cos(nϕ) + π(2)

zz (ρ)sin(nϕ))cos(mγz),
(11)
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где

π(i)
ϕϕ(n, ρ) = m(A(i)

nm(
n+ 1

ρ
In−1 −

2n2 + 2n

ρ2
In)−B(i)

nm

n− 1

ρ
In−1),

π(i)
zz (n, ρ) = −m(A(i)

nm +B(i)
nm)In,

(12)

здесь компоненты напряжений содержат набор неизвестных параметров A(i)
nm,

B
(i)
nm.

3. Задача сопряжения модельного представления с эксперимен-
тальными данными. Согласно изложенной выше постановки задачи, неиз-
вестные параметры должны определяться из условий совпадения компонент
тензора деформаций Eij со значениями, которые измеряются эксперименталь-
но в дискретном наборе точек на поверхности образца.

Поскольку Πrr+Πϕϕ+Πzz = −P , то при r = R и z = 0 получаем следующие
соотношения:

1

2µ
πϕϕ|r=R,z=0 = (Eϕϕ −

ν

E
P )|r=R,z=0,

1

2µ
πzz|r=R,z=0 = (Ezz −

1

E
P )|r=R,z=0.

(13)

В ходе эксперимента тензометрические датчики располагаются на поверхно-
сти образца по окружности в точках ϕk = πk

4
, k = 0, 7.

Предварительный анализ показывает, что в рядах Фурье можно взять одну
гармонику по оси z. Вычисляя значения напряжений и деформаций в этих точ-
ках, получаем систему линейных алгебраических уравнений для определения
неизвестных параметров A(i)

nm, B(i)
nm.

Численные расчеты проводились при следующих значениях параметров: ν =
0, 19, E = 7, 02 ∗ 104, h = 108, R = 27. Используя экспериментальные данные
для продольных Eϕϕ и поперечных деформаций Ezz с поверхности образца,
находим значения A(1)

nm, B(1)
nm. Затем вычисляем коэффициенты Фурье πkij(n, ρ)

и определяем компоненты тензора напряжений πϕϕ и πzz. Используя данные
шести пар тензодатчиков построим аналитические решения Eϕϕ и Ezz. Остав-
шиеся два датчика будем использовать в качестве тестовых для сравнения с
теоретическим решением. Сравним экспериментальные данные со значениями
деформаций, вычисленными теоретически, по формулам:

Eϕϕ|ϕ=ϕir=R,z=0 = (
1

2µ
πϕϕ +

ν

P
E)|ϕ=ϕir=R,z=0,

Ezz|ϕ=ϕir=R,z=0 = (
1

2µ
πϕϕ +

1

P
E)|ϕ=ϕir=R,z=0.

(14)
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Относительные отклонения аналитического решения от экспериментальных
значений вычислялись по следующим формулам:

δ =

√∑(
Ei

exp − Ei
theory

)2√∑(
Ei

exp

)2
, (15)

в точке ϕ = ϕk:

δkϕ =

∣∣Eexp
ϕϕ (ϕk)− Etheory

ϕϕ (ϕk)
∣∣

|Eexp
ϕϕ (ϕk)|

,

δkz =

∣∣Eexp
zz (ϕk)− Etheory

zz (ϕk)
∣∣

|Eexp
zz (ϕk)|

.

(16)

Относительные погрешности в проверочных точках соответственно равны
δϕ = 61, 2, δz = 12, 9 в точке ϕ = 5π

4
и δϕ = 46, 87, δz = 19, 41 в точке ϕ = 3π

2
.

Поточечный способ определения коэффициентов Фурье имеет ряд недостат-
ков:

• отсутствие поточечной сходимости приводит к большим значениям от-
носительных погрешностей;
• неопределенность в выборе количества гармоник, связанная с совмест-
ностью системы линейных алгебраических уравнений;
• необходимость дополнительно исследовать расположение тензодатчи-
ков.

Поэтому, определим коэффициенты в рядах Фурье используя аппроксимиру-
ющие функций Eaprox

zz (ϕ), Eaprox
ϕϕ (ϕ), по формулам:

π1
ϕϕ(ρ, n) =

2

π

∫ 2π

0

(
Eaprox
ϕϕ (ϕ)− ν

E
P
)

cos(nϕ)dϕ,

π2
ϕϕ(ρ, n) =

2

π

∫ 2π

0

(
Eaprox
ϕϕ (ϕ)− ν

E
P
)

sin(nϕ)dϕ,

π1
zz(ρ, n) =

2

π

∫ 2π

0

(
Eaprox
zz (ϕ)− ν

E
P
)

cos(nϕ)dϕ,

π2
zz(ρ, n) =

2

π

∫ 2π

0

(
Eaprox
zz (ϕ)− ν

E
P
)

sin(nϕ)dϕ.

(17)

4. Результаты расчетов на основе предложенной модели. Аппрок-
симирующие функции строились на основе значений продольных и попереч-
ных деформаций с поверхности образца методом наименьших квадратов для
заданного уровня нагрузки [15]. В таблицах 1 и 2 представлены относительные
отклонений аналитического решения от экспериментальных значений для трех
видов аппроксимирующих функций:

I. f(ϕ) = a11(ρ cos(ϕ))2 + a22(ρ sin(ϕ))2 + 2a12ρ
2 cos(ϕ) sin(ϕ) + 2a13 cos(ϕ) +

2a23 sin(ϕ) + a33 = 0,
II. f(ϕ) := Aϕ+B,
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III. f(ϕ) = Aϕ3 +Bϕ2 + Cϕ+D.

Вид
аппроксимирующей

функции

Относительное
отклонение в
точке ϕ = 0,

δ0
ϕ

Относительное
отклонение по
всем значениям,

δϕ
I 14, 55% 14, 35%
II 13, 71% 13, 53%
III 5, 68% 11, 65%

Таблица 1. Вид аппроксимирующей функции и относительные отклонения для про-
дольных и поперечных деформаций на поверхности образца.

Вид
аппроксимирующей

функции

Относительное
отклонение в
точке ϕ = 0,

δ0
z

Относительное
отклонение по
всем значениям,

δz
I 5,20 % 3,50 %
II 7,80 % 4,44 %
III 6,62 % 3,87 %

Таблица 2. Вид аппроксимирующей функции и относительные отклонения для про-
дольных и поперечных деформаций на поверхности образца.

Используя предложенный подход к описанию напряженно деформированно-
го состояния образа вычислены значения продольных Ezz и поперечных Eϕϕ
деформаций на всем интервале нагружения (от 0 до 336 МПа) для трех пар тен-
зометрических датчиков с использование аппроксимирующей функции в виде
многочлена третьей степени. На рисунках 1-3 представлены графики продоль-
ных и поперечных деформаций, вычисленные предложенным способом и экспе-
риментальные значения для трех пар тензометрических датчиков.

5. Заключение. В рамках неклассических положений о самоуравнове-
шенных напряжениях получено аналитическое решение трехмерной краевой
задачи механики деформируемого твердого тела для цилиндрических образ-
цов при одноосном сжатии с учетом экспериментальных данных и вычислены
относительные отклонения, также в ходе построения аналитического решения
было выявлено, что на относительную погрешность наибольшее влияние оказы-
вает выбор аппроксимирующей функции для определения коэффициентов по
формулам (15) чем увеличение количества гармоник в аналитическом решении.
Наименьшая относительная погрешность достигалась при выборе аппроксими-
рующей функции в виде многочлена третьей степени (5) и числе гармоник в
аналитическом решении n = 4.
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а) б)

Рис. 1. Значения Eϕϕ(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №1, ϕ = 0

а) б)

Рис. 2. Значения Eϕϕ(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №4, ϕ = 3π
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а) б)

Рис. 3. Значения Eϕϕ(а) и Ezz(б) вычисленные теоретически и экспериментальные
данные для пары датчиков №8, ϕ = 7π
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1. Введение. Метод статистического моделирования, называемый так-
же методом статистических испытаний или методом Монте-Карло, уже c пио-
нерских работ Улама [1] стал и остаётся традиционным методом исследования
сложных систем роазличной природы [2–10]. При этом отдельные подсистемы,
процессы, элементы представляются вероятностными распределениями, пара-
метры которых с некоторой ограниченной точностью оцениваются путём усред-
нения результатов независимых натурных экспериментов или расчётов на част-
ных моделях.

Таким образом, сами эти параметры можно считать случайными величина-
ми, распределение которых хорошо аппроксимируется нормальным законом, то
есть величины эти вполне определяются их средними значениями и дисперсией.

Рассмотрим стандартную схему метода статистического моделирования. В
модели рассчитывается N независимых реализаций выходного показателя Lm,
m = 1, 2, . . . , N , и в качестве его оценки берётся выборочное среднее

L =
1

N

N∑
m=1

Lm

Как показано в [7, 8], дисперсия L имеет две компоненты: D(L) = D1(L) +
D2(L), где D1(L) обусловлена конечностью числа реализаций N , а D2(L) –
неточностью исходных данных. D1(L) оценивается выборочной дисперсией

D1(L) =
1

N(N − 1)

N∑
m=1

(Lm − L)2

Для D2(L) там же получено асимптотическое разложение. На практике для
оценки этой компоненты используется его главный член, имеющий вид

D2 (L) =
n∑
i=1

(a(i))
2
σii + 2

∑
1≤i<j≤n

a(i)a(j)σij

где a(i) – оценка производной по i-му параметру от математического ожидания
выходного показателя, σij – элементы ковариационной матрицы параметров.

Оценка компоненты дисперсии D2(L), обусловленной неточностью исходных
данных позволяет не только уточнить доверительные интервалы оценки вы-
ходного показателя, но и дать разумный критерий для выбора количества ре-
ализаций N . Действительно, расчёты имеет смысл проводить до тех пор, пока
выборочная оценка компоненты дисперсии D1(L), обусловленной конечностью
N , не сравняется по порядку величины с D2(L).

Для оценивания производных, определяющих главный член асимптотическо-
го разложения D2(L) предлагались два способа.

В [5] предлагалось оценивать их варьированием параметров и использовани-
ем конечно-разностной аппроксимации. Этот подход имеет два недостатка. Во-
первых, появляются дополнительные реализации модели, значительно увели-
чивающие время расчётов без увеличения их точности. Во-вторых, имеет место
трудно разрешимое противоречие. С одной стороны для увеличения точности
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конечно-разностной аппроксимации мы должны уменьшать интервал варьи-
рования. Но при этом у оценки производной появляется малый знаменатель,
существенно увеличивающий дисперсию этой оценки. Уже первый недостаток
делает практически нецелесообразным применение этого способа для сложных
моделей.

В [2, 7, 8] предлагалось оценивать производные без увеличения числа реали-
заций путём усреднения получаемых значений выходного показателя Lm,m =
1, 2, . . . , N , с весовым коэффициентом, зависящим от вида соответствующего
распределения. А именно, оценка a производной ∂M(L)

∂c
по параметру распреде-

ления с плотностью f(c, x), в соответствии с которым в m-й реализации модели
генерируется случайная величина ξm, имеет вид

a =
1

N

N∑
m=1

LmR(ξm), (1)

R (x) =
1

f (c, x)

∂f (c, x)

∂c
.

Аналогичная оценка может быть построена и для дискретного распределе-
ния. В частности, для оценки производной a по параметру K биномиального
распределения (часто трактуемому как коэффициент готовности элементов мо-
делируемой системы)

P {ξ =k} = Ck
nK

k(1−K)n−k, 0 < K < 1,

R (x) =
x− nK
K (1−K)

.

Следует отметить, что в типичном случае систем с высоконадёжными элемен-
тами коэффициент готовности K элемента близок к 1. Следовательно и здесь
появляется описанная выше проблема малого знаменателя.

В этой работе далее мы исследуем сходимость оценки производной a вида (1)
по параметру K биномиального распределения и предложим для этой произ-
водной оценки с улучшенной сходимостью.

2. Исследование сходимости оценки a. Сходимость в среднем квадра-
тичном определяется скоростью убывания дисперсии оценки (1) производной.
По порядку величины это O(1/N). Но нас интересует величина этой дисперсии
при конечных N , поскольку при моделировании ограничиваются конечным и
желательно минимальным количеством реализаций модели. Не умаляя общно-
сти, будем считать, что 0 ≤ Lm ≤ 1. Обозначим M(·|ξ = i) оператор условного
математического ожидания при условии ξ = i.

Теорема 1. Если M(L2| ξ = i) ≥ d > 0 для любого i = 0, 1, . . . , n, то

nd

NK (1−K)
− 4n2

N
≤ D (a) ≤ n

NK (1−K)
. (2)
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Доказательство. Дисперсия D(a) имеет вид

D (a) =
1

N

n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
(

i− nK
K (1−K)

)2

M(L2|ξ = i)−

− 1

N

[
n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
i− nK

K (1−K)
M(L|ξ = i)

]2

≤

≤ 1

NK2 (1−K)2

n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i (i− nK)2 =
1

NK2 (1−K)2 · nK (1−K) =

=
n

NK (1−K)
.

Таким образом, получена верхняя оценка в выражении (2) Теоремы 1.
Получим теперь нижнюю оценку. Во первых, аналогично предыдущему по-

лучаем первый член нижней оценки
n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
(

i− nK
K (1−K)

)2

M(L2|ξ = i) ≥

≥ d

K2 (1−K)2

n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i (i− nK)2 =
d

K2 (1−K)2 ·nK (1−K) =
nd

K (1−K)
.

Далее

|
n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
i− nK

K (1−K)
M(L| ξ = i)| ≤

≤ max

∣∣∣∣∣∑
nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∑
i≤nK

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣ .
Для первого члена под знаком максимума справедлива оценка∣∣∣∣∣∑

nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

K (1−K)

(
n∑
i=0

Ci
nK

i
(1−K)n−i i− nK

∑
nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

)
=

=
n

(1−K)

(
1−

∑
nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

)
≤ n

(1−K)
.
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Для него же справедлива и другая оценка∣∣∣∣∣∑
nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

K (1−K)
[
n∑
i=0

Ci
nK

i
(1−K)n−i (n− nK)] =

n

K
.

Отсюда∣∣∣∣∣∑
nK<i

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣ ≤ min

{
n

(1−K)
,
n

K

}
≤ 2n. (3)

А поскольку для второго члена справедливо соотношение∣∣∣∣∣∑
i≤nK

Ci
nK

i
(1−K)n−i

i− nK
K (1−K)

M(L| ξ = i)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

K (1−K)

∑
i≤nK

Ci
nK

i
(1−K)n−i (nK − i) =

=
1

K (1−K)

∑
n(1−K)≤n−i

Cn−i
n K

n−i
(1−K)i [(n− i)− n (1−K)],

то по аналогии с (3) отсюда выводим, что также∣∣∣∣∣∣ 1

K (1−K)

∑
n(1−K)≤n−i

Cn−i
n K

n−i
(1−K)i [(n− i)− n (1−K)]

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2n.

То есть

|
n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
i− nK

K (1−K)
M(L| ξ = i)| ≤ 2n

и следовательно

−

[
n∑
i=0

Ci
nK

i (1−K)n−i
i− nK

K (1−K)
M(L| ξ = i)

]2

≥ −4n2.

Собирая вместе полученные неравенства, приходим к (2), что и требовалось
доказать.

Из (2) следует, что при фиксированном N дисперсия D(a) → ∞ при K → 0
или при K → 1. То есть при значениях K близких к 0 или 1 необходимо про-
считывать весьма большое число реализаций модели N , чтобы компенсировать
увеличение дисперсии.
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3. Улучшенные оценки производных. Для построения улучшенных
оценок воспользуемся тем, что рассматриваемую биномиальную случайную ве-
личину ξ можно представить в виде суммы n независимых случайных величин
ξ0
i , i = 1, 2, . . . , n, принимающих значения 0 и 1 с вероятностями (1 − K) и
K, соответственно. Обозначим Ki показатель, соответствующий случайной ве-
личине ξ0

i . При этом Ki = K. Тогда по правилу дифференцирования сложной
функции

∂M(L)

∂K
=

n∑
i=1

∂M(L)

∂Ki

· ∂Ki

∂K
=

n∑
i=1

∂M(L)

∂Ki

.

Таким образом, задача свелась к получению оценок производных ∂M(L)
∂Ki

Для
этого продифференцируем равенство

M (L) = KiM
(
L | ξ0

i = 1
)

+ (1−Ki)M
(
L | ξ0

i = 0
)

и получим
∂M(L)

∂Ki

= M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
.

Отсюда видно, что в качестве оценки ∂M(L)
∂Ki

можно взять величину

â1(i) =
1

N1

∑
m∈A1

Lm −
1

N0

∑
m∈A0

Lm,

где A0 – множество реализаций, в которых ξ0
i = 0, A0 – множество реализаций,

в которых ξ0
i = 1, N0 = |A0|, N1 = |A1|, N0 +N0 = N . Если какое-то из множеств

пустое, то соответствующий член полагается равным 0. Улучшенной оценкой
∂M(L)
∂K

будет служить величина

a1 =
n∑
i=1

â1 (i) .

Уже по построению оценки a1 видно, что у неё отсутствует свойственная
оценке a проблема малых знаменателей. Построенные таким образом оценки
мы будем называть улучшенными.

4. Смещение улучшенных оценок, несмещённые оценки . Смещён-
ность оценки â1 (i) следует из Теоремы 2.

Теорема 2. Математическое ожидание â1 (i) имеет вид

Mâ1 (i) =
∂M(L)

∂Ki

− (1−K)N M
(
L | ξ0

i = 1
)

+KNM
(
L | ξ0

i = 0
)
.

Доказательство.

Mâ1 (i) =
N−1∑
k=1

P {N1 = k}M

(
1

k

∑
m∈A1

Lm −
1

N − k
∑
m∈A0

Lm

)
+
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+P {N1 = N}M

(
1

N

∑
m∈A1

Lm

)
− P {N1 = 0}M

(
1

N

∑
m∈A0

Lm

)
=

= M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
− (1−K)N M

(
L | ξ0

i = 1
)

+KNM
(
L | ξ0

i = 0
)
.

Что и требовалось доказать.
Из Теоремы 2 следует асимптотическая несмещённость â1 (i). Действительно,

смещение

∆{â1 (i) = − (1−K)N M
(
L | ξ0

i = 1
)

+KNM
(
L | ξ0

i = 0
)

при возрастании N стремится к нулю с экспоненциальной скоростью: ∆{â1 (i) =
O(δN), где δ = max{K, 1−K}.

Как следствие получаем

∆{a1 (i) = − (1−K)N
n∑
i=1

M
(
L | ξ0

i = 1
)

+KN

n∑
i=1

M
(
L | ξ0

i = 0
)
.

Если (r − 1) раз применить стандартный приём, когда из рассматриваемой
оценки вычитается выборочная оценка её смещения, то можно получить оценку
âr (i), смещение которой имеет порядок O(δrN):

âr (i) =

(
r−1∑
j=0

(1−K)jN
)

1

N1

∑
m∈A1

Lm −

(
r−1∑
j=0

KjN

)
1

N0

∑
m∈A0

Lm.

Смещение такой оценки равно

∆{âr (i) = − (1−K)rN M
(
L | ξ0

i = 1
)

+KrNM
(
L | ξ0

i = 0
)

а следовательно смещение оценки ar =
n∑
i=1

âr (i) равно

∆ (ar) = − (1−K)rN
n∑
i=1

M
(
L | ξ0

i = 1
)

+KrN

n∑
i=1

M
(
L | ξ0

i = 0
)
.

Производя предельный переход r→ ∞, можно получить оценку a∞, несме-
щённую при всех N

a∞ =
n∑
i=1

â∞ (i)

â∞ (i) =

(
1

1− (1−K)N

)
1

N1

∑
m∈A1

Lm −
(

1

1−KN

)
1

N0

∑
m∈A0

Lm.

Дисперсия этой оценки уже не остаётся ограниченной на всём интервале зна-
чений K, однако при K →0 и K →1 она всё же растёт существенно медленнее,
чем дисперсия a, как это будет продемонстрировано далее.
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5. Дисперсия улучшенных оценок. Для исследования дисперсии улуч-
шенных оценок нам понадобится следующее утверждение общего характера.

Лемма 1. Для K ∈ (0, 1) справедлива формула
N∑
j=1

Cj
N

(1−K)jKN−j

j
=

N−1∑
j=0

Kj −KN

N − j
. (4)

Доказательство. Обозначим S(K) левую часть (4). Непосредственным диффе-
ренцированием получаем уравнение

K (1−K)
dS (K)

dK
= 1 +KN +N (1−K)S (K) .

Нас интересуют его решения вида

S (K) =
N∑
j=0

biK
i, (5)

удовлетворяющие условию S(K) →0 при K →1. Подставляя (5) в уравнение,
методом неопределённых коэффициентов находим

bj =
1

N − j
, j = 0, 1, . . . , N − 1; bN = −

N−1∑
j=0

1

N − j
.

Откуда

S (K) =
N∑
j=0

biK
i =

N−1∑
j=0

1

N − j
Ki + (−

N−1∑
j=0

1

N − j
)KN =

N−1∑
j=0

Kj −KN

N − j
.

Что и требовалось доказать.
Из Леммы 1 следует, что

N∑
j=1

Cj
n

(1−K)jKN−j

j
≤

N−1∑
j=0

Kj

N − j
=

[N
2

]∑
j=0

Kj

N − j
+

N−1∑
j=[N

2
]+1

Kj

N − j
≤

≤ 1

N − [N
2

]

[N
2

]∑
j=0

Kj + K[N2 ]+1

N−[N2 ]−2∑
j=0

Kj ≤
(

2

N
+K

N
2

) ∞∑
i=0

Ki = (6)

=
1

1−K

(
2

N
+K

N
2

)
.

Теорема 3. Справедлива следующая верхняя оценка для дисперсии D {â1 (i)}

D {â1 (i)} ≤ 1

2
min

{
1,

1

K (1−K)

(
1

N
+
K

N
2

+1 + (1−K)
N
2

+1

2

)}
+ (7)

+3KN+3 (1−K)N .
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Доказательство.

M(â1 (i)2) =
N−1∑
j=1

P {N1 = j}M(
1

j

∑
m∈A1

Lm−
1

N − j
∑
m∈A0

Lm)
2

+

+P {N1 = N}M

(
1

N

∑
m∈A1

Lm

)2

+ P {N1 = 0}M

(
1

N

∑
m∈A0

Lm

)2

=

=
N−1∑
j=1

P {N1 = j}
(
D (L | ξ0

i = 1)

j
+
D (L | ξ0

i = 0)

N − j

)
+ P {N1 = N} D (L | ξ0

i = 1)

N
+

+P {N1 = 0} D (L | ξ0
i = 0)

N
+

N−1∑
j=1

P {N1 = j} (M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
)
2
+

+P {N1 = N} (M
(
L | ξ0

i = 1)
)2

+ P {N1 = 0} (M
(
L | ξ0

i = 0)
)2
.

Поскольку 0 ≤ L ≤ 1, то
0 ≤M (L | ξ0

i = 1) ≤ 1, 0 ≤M (L | ξ0
i = 0) ≤ 1, D (L | ξ0

i = 1) ≤ 1
4
,

D (L | ξ0
i = 0) ≤ 1

4
.

Отсюда

M(â1 (i)2) ≤ 1

4

N∑
j=1

Cj
NK

j(1−K)N−j

j
+

1

4

N−1∑
j=0

Cj
NK

j(1−K)N−j

N − j
+

+[M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
]
2

+KN+ (1−K)N = .

1

4

N∑
j=1

Cj
NK

j(1−K)N−j

j
+

1

4

N∑
j=1

Cj
N(1−K)jKN−j

N − j
+

+(M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
)
2

+KN+ (1−K)N .

С использованием (6) и очевидного неравенства
N∑
j=1

Cj
N

(1−K)jKN−j

j
≤

N∑
j=0

Cj
N (1−K)jKN−j = 1

получаем

M(â1 (i)2) ≤ 1

4
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1

1−K

(
2

N
+K

N
2

)
+

1

K

(
2

N
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N
2

)
]+

+[M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
]
2

+KN+ (1−K)N ≤

≤ 1

2
min

{
1,

1

K (1−K)

(
1

N
+
K

N
2

+1 + (1−K)
N
2

+1

2

)}
+

+[M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
]
2

+KN+ (1−K)N .
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По Теореме 2

[Mâ1 (i)]2 = [M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
− (1−K)N M

(
L | ξ0

i = 1
)

+

+KNM
(
L | ξ0

i = 0
)
]
2

= [M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
]
2
+

+[(1−K)N M
(
L | ξ0

i = 1
)
−KN

M
(
L | ξ0

i = 0
)
]
2

+

+2
(
KN + (1−K)N

)
M
(
L | ξ0

i = 1
)
M
(
L | ξ0

i = 0
)
−

−2 (1−K)N M
(
L | ξ0

i = 1
)2 − 2KNM

(
L | ξ0

i = 0
)2 ≥

≥ [M
(
L | ξ0

i = 1
)
−M

(
L | ξ0

i = 0
)
]
2 − 2KN − 2 (1−K)N .

Собирая полученные оценки, получаем

D{â1 (i) = M([â1 (i)]2)− [M{â1 (i)}]2 ≤

≤ 1

2
min

{
1,

1

K (1−K)

(
1

N
+
K

N
2

+1 + (1−K)
N
2

+1

2

)}
+ 3KN+3 (1−K)N .

Что и требовалось доказать.

Для дисперсии оценки a1 =
n∑
i=1

â1 (i) имеем

D (a1) = D
n∑
i=1

â1 (i)} ≤ (
n∑
i=1

D(â1 (i))
1
2 )

2

≤

≤ n2

2
min

{
1,

1

K (1−K)

(
1

N
+
K

N
2

+1 + (1−K)
N
2

+1

2

)}
+ 3n2K

N
+3n2 (1−K)

N
.

Для дисперсий D(âr (i)) и D(ar) справедливы неравенства

D{âr (i) ≤ r2D{â1 (i) ; D(ar) ≤ r2D(a1).

6. Численный пример. Рассмотрим простую модель, в которой ге-
нерируется биномиальная случайная величина ξ, такая что P{ξ =1}=
K,P{ξ =0}=1-K. Математическое ожидание выходного показателя и его дис-
персия при условии ξ =0 равны L0 и D0. Соответствующие величины при усло-
вии ξ =1 равны L1 и D1. N , как и раньше, обозначает число реализаций.

Для данной модели выражения для дисперсии и смещения оценок производ-
ных от выходного показателя по K принимают следующий вид:

D (a) =
D1 (1−K) +D0K + (L1 (1−K) + L0K)2

NK(1−K)
;

D(a∞) =
D0

(1−KN)2

N−1∑
m=0

Km −KN

N −m
+

L2
0K

N

(1−KN)2 + 2
L0L1K

N(1−K)N

(1−KN)(1− (1−K)N)
+

+
D1

(1− (1−K)N)
2

N−1∑
m=0

(1−K)m − (1−K)N

N −m
+

L2
1(1−K)N

(1− (1−K)N)
2 ;
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D(a1) = D0

N−1∑
m=0

Km −KN

N −m
+D1

N−1∑
m=0

(1−K)m − (1−K)N

N −m
+

+L2
0K

N(1−KN)+L2
1(1−K)N(1−

(
1−K)N

)
+ +2L0L1K

N(1−K)N ;

∆(a1) = L0K
N − L1 (1−K)N .

В таблицах 1-3 приведены результаты расчётов зависимости D(a), D(a∞),
D(a1) + ∆2(a1) от N при L0 = 0, 5; L1 =0,6 и D0 = D1 = 0, 0004. Расчёты
проводились при K =0,7; K =0,85 и K =0,9.

Графики соответствующих зависимостей приведены на рисунках 1-3.
Эти простые примеры наглядно показывают, что улучшенные оценки демон-

стрируют существенно более быструю сходимость с ростом N по сравнению с
предлагавшимися ранее оценками вида a.

N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
D(a) 0,6698 0,4465 0,3349 0,2679 0,2233 0,1914 0,1674 0,1488 0,134 0,1218
D(a∞) 0,5682 0,2184 0,1091 0,0624 0,0386 0,025 0,0167 0,0113 0,0078 0,0054
D(a1)+
∆2(a1)

0,1554 0,0959 0,0634 0,0433 0,0301 0,0211 0,0148 0,0104 0,0074 0,0052

Таблица 1. Результаты расчётов для K = 0, 7.

Рис. 1. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a∞), 3 – D(a1) + ∆2(a1); K = 0, 7.

На графике непосредственно видна гораздо более быстрая сходимость улуч-
шенных оценок a1 и a∞ по сравнению с ранее предлагавшейся оценкой a.

Второй график показывает, что более быстрая сходимость улучшенных оце-
нок a1 и a∞ по сравнению с ранее предлагавшейся оценкой aсохраняется и при
приближении K к единице.

Из рассмотрения последнего графика видно, что и при K ещё более близком
к единице улучшенные оценки a1 и a∞ сходятся существенно быстрее ранее
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N 3 5 7 9 11 13 15 17
D(a) 0,6944 0,4167 0,2976 0,2315 0,1894 0,1603 0,1389 0,1225
D(a∞) 1,0367 0,3593 0,1743 0,0987 0,0609 0,0396 0,0266 0,0184

D(a1) + ∆2(a1) 0,1550 0,1113 0,0806 0,0583 0,0423 0,0307 0,0222 0,0161

Таблица 2. Результаты расчётов для K = 0, 85.

Рис. 2. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a∞), 3 – D(a1) + ∆2(a1); K = 0, 85.

N 4 6 8 10 12 14 16 18
D(a) 0,7236 0,4824 0,3618 0,2894 0,2412 0,2067 0,1809 0,1608
D(a∞) 1,3883 0,6061 0,3325 0,2062 0,1377 0,0967 0,0703 0,0524

D(a1) + ∆2(a1) 0,1643 0,1332 0,108 0,0876 0,071 0,0576 0,0468 0,0379

Таблица 3. Результаты расчётов для K = 0, 9.

предлагавшейся оценки a. Сравнение трёх графиков показывает также, что
при приближении K к единице сходимость улучшенной оценки a∞ всё-таки
несколько замедляется, как и указывалось ранее. В то же время на сходимость
улучшенной оценки a1 изменение K практически не оказывает влияния.

Заключение. Проведённое в данной работе исследование сходимости оце-
нок производных от выходного показателя модели по параметру K биномиаль-
ного распределения показывают существенное улучшение сходимости предло-
женных улучшенных оценок по сравнению с предлагавшимися ранее. В осо-
бенности это относится к практически значимому случаю K близких к 1. Это
позволяет рекомендовать их к использованию при оценке точности результатов
компьютерного моделирования.
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Рис. 3. Зависимость от N : 1 – D(a), 2 – D(a∞), 3 – D(a1) + ∆2(a1); K = 0, 9.
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Введение. Аналитический вид конформного отображения внешности двух
симметричных отрезков равной длины на прямоугольник через тета-функции
Якоби получено в монографиях Л.И. Седова [1]. В этой же работе, в случае,
когда отрезки равной длины расположены не симметрично, внешность этих от-
резков конформно отображается на кольцо при помощи сигма-функции Вейер-
штрасса. В. Коппенфельса и Ф. Штальмана [2] внешности двух отрезков на пря-
моугольник также приведен с помощью специальных функций Вейерштрасса.
В статье Петровой Т.Н. [3] численно получено конформное отображение внеш-
ности двух контуров на прямоугольник. В отличии от результатов статьи [3], в
данной работе представлен аналитический вариант получения вышеуказанного
отображения.

1. Конформное отображение плоскости с двумя исключенными
параллельными отрезками на прямоугольник. Пусть в плоскости z =
x+ iy заданы два исключенные отрезка AC и BD, длинами l1 и l2 соответствен-
но, и расположенные параллельно друг другу (рис. 1). Не нарушая общности
задачи, система координат вводится с началом в точке A, а координаты B точ-
ки обозначаются (−L,H) Требуется найти конформное отображение данной
области с дополнительно введенными разрезами 1E − 2E и 3E − 4E на пря-
моугольник со сторонами π и π|τ |/2 такое, что его первая производная была
бы двоякопериодическая функция с основными периодами π и πτ (рис. 2). Из
нарушения углов при обходе точек A, C, B, D и E можно найти

dz

dζ
= N

ϑ1(ζ − a)ϑ1(ζ + a)ϑ4(ζ − b)ϑ4(ζ + b)

ϑ2
1(ζ − ic)ϑ2

1(ζ + ic)
, (1)

где N — некоторая действительная постоянная, так как на горизонтальных
сторонах прямоугольника функция dz/dζ принимает чисто действительные зна-
чения.

В силу произвола выбора вертикальных разрезов в плоскости z координаты
образов точек C и D можно заранее задать в плоскости ζ = ξ + iη.

Рис. 1 Рис. 2
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Неизвестными параметрами конформного отображения являются N , a, b, c и
q = exp(−π|τ |), которые должны быть определены из геометрических характе-
ристик границы области (рис. 1).

2. Производная конформно-отображающей функции. Для нахож-
дения параметров конформного отображения, а также функцию z = z(ζ),
конформно-отображающую плоскость с двумя исключенными отрезками на
канонический прямоугольник, представление (1) малоэффективное. Получим
иное выражение этой функции. Для этого в начале приведем выражения лога-
рифмических производных от тета-функций Якоби [4]:

ϑ
/
4

ϑ4

(ζ) = 4
∞∑
n=1

qn sin 2nζ

1− q2n
, (2)

ϑ
/
1

ϑ1

(ζ) = ctg ζ + 4
∞∑
n=1

q2n sin 2nζ

1− q2n
, (3)

d

dζ

ϑ
/
4

ϑ4

(ζ) = 8
∞∑
n=1

nqn cos 2nζ

1− q2n
, (4)

d

dζ

ϑ
/
1

ϑ1

(ζ) = − 1

sin2 ζ
+ 8

∞∑
n=1

nq2n cos 2nζ

1− q2n
, (5)

где ϑi = ϑi(ζ) i = 1, 2, 3, 4 — тета-функции Якоби.
Учитывая, что функция dz/dζ на горизонтальных сторонах прямоугольника

принимает чисто действительные значения, свойства функций (3) и (4), а также
теорему Вейерштрасса - Якоби [5], рациональную дробь (1) можно записать в
следующем виде:

dz

dζ
(ζ) = A

[
d

dζ

ϑ
/
1

ϑ1

(ζ − ic) +
d

dζ

ϑ
/
1

ϑ1

(ζ + ic)

]
+ iB

[
ϑ
/
1

ϑ1

(ζ − ic)− ϑ
/
1

ϑ1

(ζ + ic)

]
, (6)

где A, B — произвольные действительные параметры.
Нетрудно проверить, что при прибавлении к аргументу ζ число πτ/2 функция

(6) принимает вид:

dz

dζ
(ζ +

πτ

2
) = A

[
d

dζ

ϑ
/
4

ϑ4

(ζ − ic) +
d

dζ

ϑ
/
4

ϑ4

(ζ + ic)

]
+ iB

[
ϑ
/
4

ϑ4

(ζ − ic)− ϑ
/
4

ϑ4

(ζ + ic)

]
. (7)

Из (6) и (7) с учетом функций (2) - (5), получаем конформно-отображающую
функцию:

z(ζ) = A

[
ϑ
/
1

ϑ1

(ζ − ic) +
ϑ
/
1

ϑ1

(ζ + ic)

]
+ iB ln

ϑ1(ζ − ic)
ϑ1(ζ + ic)

+ C, (8)
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где

= −A
[
ϑ
/
1

ϑ1

(a− ic) +
ϑ
/
1

ϑ1

(a+ ic)

]
− iB ln

ϑ1(a− ic)
ϑ1(a+ ic)

. (9)

Для аргумента ζ + πτ/2 имеем

z(ζ+
πτ

2
) = −2(cB+ iA)+A

[
ϑ
/
4

ϑ4

(ζ− ic)+
ϑ
/
4

ϑ4

(ζ+ ic)

]
+ iB ln

ϑ4(ζ − ic)
ϑ4(ζ + ic)

+C. (10)

Функции (8) и (9) можно переписать в другом виде, удобном для реализации
численных экспериментов:

z(ζ) = 2A

[
4
∑∞

n=1
q2n ch 2nc·sin 2nζ

1−q2n + sin 2ζ
ch 2c−cos 2ζ

]
+

+2B

[
2
∑∞

n=1
q2n sh 2nc·sin 2nζ

n(1−q2n)
− arctg(cthc · tg ζ)

]
+ C,

(11)

z(ζ + πτ
2

) = −2(cB + iA) + 8A
∑∞

n=1
qn ch 2nc·sin 2nζ

1−q2n +

+4B
∑∞

n=1
qn sh 2nc·sin 2nζ

n(1−q2n)
+ C,

(12)

C = −2A

[
4
∑∞

n=1
q2n ch 2nc·sin 2na

1−q2n + sin 2a
ch 2c−cos 2a

]
−

−2B

[
2
∑∞

n=1
q2n sh 2nc·sin 2na

n(1−q2n)
− arctg(cthc · tg a)

]
.

(13)

При этом функции (6) и (7) примут вид:

dz
dζ

(ζ) = 4A

[
4
∑∞

n=1
nq2n ch 2nc·cos 2nζ

1−q2n + ch 2c·cos 2ζ−1
(ch 2c−cos 2ζ)2

]
+

+2B

[
2
∑∞

n=1
q2n sh 2nc·cos 2nζ

1−q2n − sh 2c
ch 2c−cos 2ζ

]
,

(14)

dz

dζ
(ζ +

πτ

2
) = 16

∞∑
n=1

nqn ch 2nc · cos 2nζ

1− q2n
+ 8B

∞∑
n=1

qn sh 2nc · cos 2nζ

1− q2n
. (15)

3. Определение параметров конформного отображения. Поскольку
функция (1) в точках ζ = a, ζ = π−a, ζ = b+πτ/2 и ζ = π−b+πτ/2 обращается
в нуль, то функции (14) и (15) в этих же точках должна принимать нулевое
значение, т. е.

2A

[
4
∑∞

n=1
nqn ch 2nc·cos 2na

1−q2n + ch 2c·cos 2a−1
(ch 2c−cos 2a)2

]
+

+B

[
4
∑∞

n=1
q2n sh 2nc·cos 2na

1−q2n − sh 2c
ch 2c−cos 2a

]
= 0,

(16)
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2A
∞∑
n=1

nqn ch 2nc · cos 2nb

1− q2n
+B

∞∑
n=1

q2n sh 2nc · cos 2nb

1− q2n
= 0. (17)

Запишем условия задания длин исключенных отрезков

ζ(π − a)− z(a) = l1 ζ(π − b+
πτ

2
)− z(b+

πτ

2
) = l2,

которые с учетом (11) - (13) примут вид:

l1 = −4A

[
4
∑∞

n=1
q2n ch 2nc·sin 2na

1−q2n + sin 2a
ch 2c−cos 2a

]
−

−8B
∑∞

n=1
q2n sh 2nc·sin 2na

n(1−q2n)
,

(18)

l2 = −16
∞∑
n=1

qn ch 2nc · sin 2nb

1− q2n
− 8B

∞∑
n=1

qn sh 2nc · sin 2nb

n(1− q2n)
. (19)

Из условия задания расстояния между отрезками с учетом (12), находим

A = −H
2
, (20)

а из смещения передней кромки (точка B) на расстояние — L от точки A по
горизонтали получаем:

L = 2cB − 8A
∞∑
n=1

qn ch 2nc · sin 2nb

1− q2n
− 4B

∞∑
n=1

qn sh 2nc · sin 2nb

n(1− q2n)
− C. (21)

B = H ·
∑∞

n=1
nqn ch 2nc·cos 2nb

1−q2n∑∞
n=1

qn sh 2nc·cos 2nb
1−q2n

. (22)

Таким образом, уравнения (16), (18), (19) и (21) служат для определения
четырех параметров конформного отображения: a, b, C и q.

4. Постановка задачи и аналитическое решение. Пусть тандем из
двух тонких профилей разной длины максимальной хорды l1 и l2 обтекается
потенциальным установившимся потоком идеальной несжимаемой жидкости.
Согласно линейной теории [1] в силу малости кривизны α контуров тонких
профилей за исключением передних кромок (точки A и B ) краевые условия в
физической области течения z̃ = x̃+iỹ можно сносить на границы исключенных
отрезков в плоскости z = x+ iy (рис. 3).

Считаются известными: координаты передней кромки верхнего профиля от-
носительно передней кромки нижнего профиля, т. е. xB = −L, yB = H; границы
проницаемых участков MiNi(i = 1, 2, 3, 4) т. е. xMi

yNi(i = 1, 2, 3, 4) ; коэффици-
енты проницаемости ki для участков MiNi(i = 1, 2, 3, 4); скорость набегающего
невозмущенного потока на бесконечности V∞ ; плотность жидкости ρ; внутри
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Рис. 3. Физическая область течения

тонких профилей поддерживаются постоянные давления p1 и p2 с коэффициен-
тами давления Cp1 = p∞−p1

αρV 2
∞

для первого и Cp2 = p∞−p2
αρV 2

∞
для второго профилей.

Предполагается, что суммарный расход жидкости на нижнем и верхнем конту-
рах каждого профиля равен нулю.

Требуется аналитически получить формулу для вычисления подъёмной си-
лы. Определим краевые условия задачи.

Уравнения границ контуров имеют вид:

y = αf1(x) =

{
αf11(x) на нижнем контуре АС;
αf12(x) на верхнем контуре АС;

(23)

y = αf2(x) =

{
αf21(x) на нижнем контуре BD;
αf22(x) на верхнем контуре BD;

(24)

где α — некоторый малый параметр.
Введем в рассмотрение комплексно-сопряженную скорость возмущеннго по-

тока [1]:

ω(ζ) =
dW

dζ
− V∞ = U − iV, (25)

где W = ϕ + iψ — комплексный потенциал набегающего потока, а dW/dζ =
Vx − iVy — комплексно-сопряженная скорость этого потока.

Согласно работе [6] запишем краевые условия для функции (25):
- на непроницаемых участках тонкого профиля AC

V = V∞αf
/
1x(x); (26)

- на проницаемых участках профиля AC

V + kiU = V∞α[f
/
1x(x) + kiCp1], (i = 1, 2); (27)

- на непроницаемых участках тонкого профиля BD

V = V∞αf
/
2x(x); (28)

- на проницаемых участках профиля BD

V + kiU = V∞α[f
/
2x(x) + kjCp2], (i = 3, 4); (29)
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Согласно линейной теории [1] функция (25) в передних кромках профилей
имеет следующие особенности:

ω(z) ∼ z−1/2, и ω(z + L− iH) ∼ (z + L− iH)−1/2. (30)

В дальнейшем решение краевой задачи (26) - (30) будет строится в классе
функций (25) ограниченной на обоих концах проницаемых участков. При этом
предполагается, что в потоке дополнительные гидродинамические особенности
отсутствуют.

5. Краевые условия на каноническом прямоуголнике. Решение за-
дачи строится в параметрическом виде на каноническом прямоугольнике со
сторонами π и π|τ |/2 в плоскости ζ = ξ+iη. Для этого линеаризированная физи-
ческая область течения (рис. 3) при помощи функции (1) конформно отобража-
ется на данный прямоугольник. Соответствие точек границ области приведено
на рис. 4.

Преобразуем краевые условия (26) - (29):
Граница Г1 :

V (ξ) = V∞αf
/
1x(ξ), (31)

при η = 0 и ξ ∈ (m1, n1)
⋃

(n2,m2);
Граница Г2 :

V (ξ) + k1U(ξ) = V∞α[f
/
1x(ξ) + k1Cp1], (32)

при η = 0 и ξ ∈ (0,m1)
⋃

(m2, π);
Граница Г3 :

V (ξ) + k2U(ξ) = V∞α[f
/
1x(ξ) + k2Cp1], (33)

при η = 0 и ξ ∈ (n1, n2);
Граница Г4 :

V (ξ) = V∞αf
/
2x(ξ), (34)

при η = π|τ |/2 и ξ ∈ (r1, p1)
⋃

(p2, r2);
Граница Г5 :

V (ξ) + k3U(ξ) = V∞α[f
/
2x(ξ) + k3Cp2], (35)

при η = π|τ |/2 и ξ ∈ (p1, p2);
Граница Г6 :

V (ξ) + k3U(ξ) = V∞α[f
/
2x(ξ) + k4Cp1], (36)

при η = π|τ |/2 и ξ ∈ (0, r1)
⋃

(r2, π).
Условие (30) поведения функции ω(ζ) = ω[z(ζ)] в передних кромках профилей

на каноническом прямоугольнике означает, что решение краевой задачи (31)
- (36) Гильберта должно иметь простые полюсы в точках ζ = a и ζ = b +
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Рис. 4

π|τ |/2 . Условие задания скорости набегающего потока на бесконечности можно
в соответствии с формулой (25) записать в виде

ω(ic) = 0. (37)

Секундный расход жидкости на проницаемом участке вычисляется согласно
формуле

Q = ρ

∫
L

Vnds, (38)

где L — некоторый замкнутый участок. Так как нормальная составляющая
скорости

Vn = −V∞αf /(x) + V,

то (38) с точностью до величин второго порядка малости примет вид

Q = −ρV∞α
∫
L

f /(x)dx+ ρ

∫
L

V dx,

или

Q = −ρV∞α[f(xп)− f(xл)] + ρ

∫
L

V dx, (39)

где xп и xл — абсциссы правой и левой границ проницаемого участка.
Поскольку с точностью до величин второго порядка малости справедливо

преобразование

V dx = V
dx

dξ
dξ = V

dz

dξ
dξ = −Im

[
ω(ζ)

dz

dζ

]
dξ,
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то (39) перепишем в виде

Q = −ρV∞α[f(xп)− f(xл)]− ρ
ζв∫
ζн

Im

[
ω(ζ)

dz

dζ

]
dξ,

и если граница проницаемого участка при конформном отображении переходит
на горизонтальный отрезок (dξ = dζ), то

Q = −ρV∞α[f(xп)− f(xл)]− ρIm
ζв∫
ζн

ω(ζ)
dz

dζ
dξ. (40)

Таким образом, функция ω(ζ) должна удовлетворять следующим условиям:
QAC и QBD, или с учетом (40) имеем два уравнения

V∞α[f(m2)− f(m1) + f(n2)− f(n1)] + Im

∫
Г2

ω(ζ)
dz

dζ
dζ + Im

∫
Г3

ω(ζ)
dz

dζ
dζ = 0;

(41)

V∞α[f(p2)− f(p1) + f(r2)− f(r1)] + Im

∫
Г5

ω(ζ)
dz

dζ
dζ + Im

∫
Г6

ω(ζ)
dz

dζ
dζ = 0.

(42)

6. Общее решение задачи. Согласно работе [7] решение краевой задачи
(31) - (36) Гильберта для прямоугольника представим в виде

ω(ζ) = G(ζ)χ(ζ), (43)

где G(ζ) — фундаментальное решение

G(ζ) =

[
ϑ1(m1 − ζ)

ϑ1(ζ −m2)

]γ1[ϑ1(ζ − n2)

ϑ1(ζ − n1)

]γ2[ϑ4(ζ − p2)

ϑ4(ζ − p1)

]γ3[ϑ4(r1 − ζ)

ϑ4(ζ − r2)

]γ3
×

×ϑ1(ζ − f1)ϑ1(ζ − f2)ϑ4(ζ − f3)ϑ4(ζ − f4)

ϑ1(ζ − e1)ϑ1(ζ − e2)ϑ4(ζ − e3)ϑ4(ζ − e3)
, γj =

1

π
arctgkj; j = 1, 2, 3, 4.

При этом должно выполняться условие разрешимости краевой задачи:

γ1(m2 −m1) + γ2(n2 − n1) + γ3(p2 − p1) + γ4(r2 − r1) +
4∑

n=1

(fi − ei) = 0.

7. Вычисление подъемной силы. Главный вектор давления потока на
каждый тонкий профиль можно вычислить по формуле Жуковского – Чаплы-
гина [8] и затем найти главный вектор всего тандема тонких профилей. Однако,
промежуточные вычисления можно избежать, если вычислить главный вектор
давления потока на систему «тандем профилей». Для этого тандем профилей
охватываем некоторой замкнутой кривой тогда
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~R = X + iY =

∮
p~nds.(44)

В соответствии с уравнением Бернулли [8]

p = p∞ −
1

2
ρV 2 +

1

2
ρV 2
∞

и линейной теории формулу (44) можно преобразовать к виду

Y = −ρV∞Re
∮
ω(ζ) dz

dζ
dζ.(45)

По теореме Коши [9] (45) можно свести к вычислению вычета от подынте-
гральной функции в точке ζ = ic т. е.

Y = 2πρV∞Im{ζ=ic(ω
dz

dζ
(ζ))}. (46)

Так как ω(ic) = 0 , то подъемная сила (46) преобразуется к виду

Y = πHρV∞Im
dω

dζ
(ic). (47)

8. Заключение. Предложен явный вид функции конформно-
отображающий плоскость с двумя исключенными параллельными отрезками,
с проницаемыми участками на контурах, на канонический прямоугольник.
Найдена производная конформно-отображающей функции. Решена гидродина-
мическая задача обтекание тандема из двух тонких профилей, с проницаемыми
участками на контурах, потенциальным потоком идеальной несжимаемой жид-
кости. Найдено математическое решение поставленной задачи. Аналитически
получена формула для вычисления главного вектора давления потока на
систему «тандем профилей». На основе аналитического решения могут
быть найдены оптимальные расположения проницаемых участков на тонких
профилях.
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Любой процесс деформирования твердого тела протекает с изменением его
температуры. При решении краевых задач изменением температуры часто пре-
небрегают, так как его учет значительно усложняет модельные соотношения.
Нужно учитывать взаимосвязанность процессов деформирования и теплопере-
дачи, а также зависимость постоянных материала, например, таких как пре-
дел текучести, вязкость, от температуры. Здесь рассмотрим неизотермическое
деформирование упруговязкопластической пробки конечной длины в круглой
трубе с жесткими стенками под действием переменного перепада давления.
На боковой поверхности пробки задано условие жесткого сцепления. Необра-
тимое деформирование материала связано с его ползучестью и последующим
вязкопластическим течением. Вместе с необратимым процессом деформирова-
ния рассмотрим еще и необратимый процесс теплопроводности, полагая, что
тепло создается внутри только за счет необратимого деформирования, то есть
приток тепла в среду через ее границу отсутствует.

1. Основные модельные соотношения. Воспользуемся теорией боль-
ших упругопластических деформаций [1], в которой тензоры обратимых m и
необратимых p деформаций задаются дифференциальными уравнениями из-
менения (переноса) в форме

Dm

Dt
= ε− γ − 1

2
((ε− γ + z) ·m + m · (ε− γ − z)) , (1)

Dp

Dt
=
dp

dt
−ϕ · p + p ·ϕ = γ − p · γ − γ · p, (2)

m = e + αT0θI, ϕ = ω + z(ε,m), ε =
1

2

(
∇v +∇Tv

)
,

ω =
1

2

(
∇v −∇Tv

)
, θ = (T − T0)T−1

0 .

Здесь v — вектор скорости; T , T0 — текущая температура и температура
недеформированного состояния (комнатная температура); e — тензор, задаю-
щий упругие деформации; I — единичный тензор, составленный из символов
Кронекера; z(ε,m) — нелинейная часть тензора вращений ϕ

(
ϕ = −ϕT

)
, из-

за ее громоздкости здесь она не выписана, в общем виде она приведена в [1];
γ и εe = ε − γ — источники необратимых и обратимых деформаций в урав-
нениях изменения, являющиеся скоростями их накопления, α — коэффициент
линейного расширения. Зависимость (2) определяет объективную производную
по времени, задающую взаимодействие между обратимыми и необратимыми
деформациями в процессе деформирования, что обеспечивает геометрическую
корректность кинематики среды.

Из зависимостей (1) и (2) следует соотношение для тензора полных дефор-
маций Альманси d

d = m + p− 1

2
m ·m−m · p− p ·m + m · p ·m. (3)
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Отсюда следует, что тензор m является линейной частью тензора обрати-
мых деформаций c = m− 0.5m ·m. Из закона сохранения энергии следуют [1]
равенства

σ = ρ
∂Ψ

∂m
· (I−m) , (4)

∂(ρs)

∂t
= − div J− T−2q · ∇T + T−1σ · ·γ. (5)

Здесь Ψ = Ψ(m, θ) — плотность распределения внутренней энергии; σ —
тензор напряжений; s — плотность энтропии; q — поток тепла; J = ρvs +
q — поток энтропии; ρ — плотность среды; для упрощения математической
модели принимается гипотеза о независимости термодинамического потенциала
Ψ(m, θ) от необратимых деформаций p.

Считаем, что деформируемый материал механически несжимаем и изменение
его объема может происходить только за счет теплового расширения (сжатия).
Тогда из (4) следует соотношение для тензора напряжений

σ = −P1I + (1 + 3αT0θ)
−1 ∂W

∂m
· (I−m) . (6)

В зависимости (6) P — неизвестная функция добавочного гидростатическо-
го давления; W = ρ0Ψ(m, θ) — упругий потенциал; ρ0 — плотность материала
в его свободном состоянии. Далее предположим, что деформируемый матери-
ал является изотропным. Это позволяет разложить упругий потенциал в ряд
Тейлора относительно свободного состояния [2]

W = W (J1, J2, θ) = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + ν1J1θ + ν2θ
2−

−ν3J1θ
2 − ν4J

2
1θ − ν5J2θ − ν6θ

3 + ...,

J1 = tr c, J2 = c · ·c.
(7)

Здесь µ — модуль сдвига, b, χ, νm (m = 1, 2, ..., 6) — иные термомеханические
постоянные. Если принять закон теплопроводности в простейшей форме Фурье,
то из (5) и (7) следует уравнение теплопроводности

(1 + β1θ + β2 tr c)
∂θ

∂t
+ β3 (ε− γ) · ·c = g∆θ − 1

2ν2

σ · ·γ,

β1 =
ν2 (1− 3αT0)− 3ν6

ν2

, β2 = −ν3

ν2

, β3 = −ν1 + ν5

ν2

,

(8)

в котором g — коэффициент температуропроводности.
Диссипативный механизм деформирования связан с реологическими и пла-

стическими свойствами материала. Считаем, что необратимые деформации на-
капливаются в материале с начала процесса деформирования в результате про-
цесса ползучести.

В областях, где напряженное состояние еще не достигло поверхности теку-
чести, или, где пластическое течение было, но прекратилось, соответствующий
диссипативный механизм деформирования зададим в форме степенного закона
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ползучести Нортона [3]. В этом законе тензор скоростей необратимых дефор-
маций γ полагается равным тензору скоростей деформаций ползучести εv

V (σ) = BΣn (σ1, σ2, σ3) , Σ = max |σi − σj| , γ = εv =
∂V (Σ)

∂σ
. (9)

В (9) V (σ) — термодинамический потенциал; σ1, σ2, σ3 — главные значения
тензора напряжений; B, n — параметры ползучести материала.

Рис. 1. Геометрия задачи

При дальнейшем увеличении нагружающих усилий в некоторый момент вре-
мени напряженное состояние достигает поверхности текучести, что приводит к
смене диссипативного механизма деформирования. Таким образом, в материале
начинается пластическое течение. Поэтому в увеличивающейся области пласти-
ческого течения полагаем, что γ = εp, где εp — тензор скоростей пластических
деформаций. Не разделяя необратимые деформации на составляющие, будем
считать, что накопленные к моменту начала пластического течения необрати-
мые деформации ползучести (9) являются начальными значениями для накап-
ливающихся далее в области течения пластических деформаций. В случае учета
вязких свойств среды при пластическом течении также требуется совпадение
скоростей необратимых деформаций при изменении механизма деформирова-
ния с вязкого на пластический.

Из принципа максимума Мизеса следует ассоциированный закон пластиче-
ского течения [4, 5]

α = λ
∂F

∂σ
, F (σ,α) = k, λ > 0, α = εp − εv0 , (10)
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связывающий тензор скоростей пластических деформаций εp с тензором напря-
жений. В (10) εv0 — тензор скоростей деформаций ползучести в момент начала
пластического течения, k предел текучести.

В качестве пластического потенциала примем [4] обобщенное условие пласти-
ческого течения Треска – Сен-Венана

F (σ, εp) = k, F (σ, εp) =
1

2
max |σi − σj| − ηmax |εpk| . (11)

Здесь εpk — главные значения тензора скоростей пластических деформаций;
η — коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению.

При температурном воздействии на материал от нее зависят и параметры
материала. Для параметров ползучести и принимаем зависимости в форме [6]

B =
c1

σn−1
0

exp

(
− Q

RuT0(1 + θ)

)
, n = b1 +

b2

T0(1 + θ)
. (12)

В (12) c1, σ0, b1 и b2 — постоянные материала, Q — энергия активации, Ru

— универсальная газовая постоянная. Для предела текучести и коэффициента
вязкости пластического течения будем использовать соотношения [7]

k = k0

(
1− θ

θm

)2

, η = η0 exp (−υT0θ) , θm =
Tm − T0

T0

. (13)

В (13) Tm — температура плавления деформируемого материала, k0, η0 —
предел текучести и вязкость материала при комнатной температуре, υ — экс-
поненциальная скорость.

2. Постановка задачи и деформирование до вязкопластического
течения. Рассмотрим постановку краевой задачи в рамках модели, описан-
ной в параграфе 1. Пусть есть недеформируемая цилиндрическая труба ради-
уса R, в которой расположен слой материала конечной длины l (рис. 1). Этот
слой имеет такой же радиус, как и труба и образует плотную пробку. Материал
пробки является несжимаемым и обладает упругими, вязкими и пластически-
ми свойствами. При этом вязкие свойства материал проявляет сначала в форме
ползучести, затем при достижении напряженным состоянием поверхности на-
гружения в форме вязкого сопротивления пластическому течению.

Решение этой краевой задачи в цилиндрической системе координат r, ϕ, z
ищется в классе функций θ = θ(r, t), u = uz(r, t), v = vz(r, t), где u и v —
отличные от нуля компоненты векторов перемещений и скорости.

Механическое нагружение представляет собой перепад давления p(t) на гра-
ничных поверхностях пробки z = u(r, t) и z = l + u(r, t). Пусть граничные
условия для σzz(r, z, t) имеют вид

σzz (0, u(0, t), t) = −p(t), σzz (0, l + u(0, t), t) = 0, (14)

где r = 0 – координата максимального перемещения граничных точек пробки.
Согласно второму условию (14), сопротивление продавливанию на свободном

конце пробки при r = 0 предполагается отсутствующим. Но его можно задавать
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постоянной величиной, отличной от нуля. Это не влияет на способ решения
задачи.

На боковой поверхности пробки зададим условия прилипания

u|r=R = v|r=R = 0. (15)

Первоначально, пока пластическое течение отсутствует, необратимые дефор-
мации накапливаются в материале в результате медленного процесса ползуче-
сти. Необратимое деформирование материала вызывает его разогрев. Поэтому
примем для температуры следующие условия

θ(r, 0) = 0,
∂θ(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0,
∂θ(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=R

= 0. (16)

При выбранной кинематике движения отличными от нуля компонентами тен-
зора деформаций Альманси будут drr и drz. Из формулы (3) получаем для них
следующие соотношения

drr = −1

2
u′2, drz =

1

2
u′, u′ =

∂u

∂r
. (17)

Напряжения определяются обратимыми деформациями и согласно соотно-
шениям (6) и (7) имеют вид

σϕϕ = − (P1 + 2µ) + 2 (b− (ν4 + 3bβ) θ) (mrr +mzz)− 2 (µ− (ν4 + 3bβ) θ)m2
rz+

+ (ν1 + 6µβ) θ −
(
ν3 + 3ν1β + 18µβ2

)
θ2 = −p1, σrz = 2 (µ− l1θ)mrz,

σrr = −p1+2 (µ− l1θ)mrr + (3µ+ l1θ)m
2
rz, l1 = ν1 + ν5 + 3µβ,

σzz = −p1 + 2 (µ− l1θ)mzz + (3µ+ l1θ)m
2
rz, β = αT0.

(18)

Зависимости (18) для компонент тензора напряжений выписаны с точностью
до слагаемых первого порядка малости по компонентам обратимых деформаций
mrr и mzz и второго — по компоненте mrz.

В рамках квазистатического приближения выпишем уравнения равновесия в
рассматриваемом случае

∂σrr
∂r

+
∂σrz
∂z

+
σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrz
∂r

+
∂σzz
∂z

+
σrz
r

= 0. (19)

Из решения второго уравнения (19) следует, во-первых, что p1 является ли-
нейной функцией z: p1 = c(t)z+ p0(r, t), во-вторых, компонента напряжений σrz
имеет вид

σrz =
c(t)r

2
+
c2(t)

r
. (20)

Функцию интегрирования c2(t) в (20) следует положить равной нулю, чтобы
напряжение σrz имело конечное значение при r = 0. Для нахождения функции
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интегрирования c(t) воспользуемся граничными условиями (14). Таким обра-
зом, для компоненты σrz получим соотношение

σrz = −pr
2l
, p = p(t). (21)

Потенциал ползучести (9) в данном случае примет вид

V (σij) = B
(
(σrr − σzz)2 + 4σrzσzr

)n
2 . (22)

В потенциале (22) ограничимся слагаемыми до порядка n по напряжениям,
тогда для скоростей деформаций ползучести из (9), (18) и (22) получим

εvrz = −Bn
(pr
l

)n−1

, εvrr = −εvzz =
εvrz
2

mrr −mzz

mrz

. (23)

С учетом зависимостей (18) и (23) уравнение теплопроводности (8) примет
форму(

1 + β1θ +
β3l1p

2r2

8l2 (µ− l1θ)3

)
∂θ

∂t
+

β3pr
2 ∂p
∂t

8l2 (µ− l1θ)2 = g

(
∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r

)
− Bn

2ν2

(pr
l

)n
.

(24)

Уравнение теплопроводности (24) с учетом (12) и (16) было решено численно.
Из соотношений (1) и (2) следует, что кинематика среды в рассматриваемом

случае описывается зависимостями

εrz =
ddrz
dt

=
∂drz
∂t

=
v′

2
= εerz + γrz =

∂mrz

∂t
+
∂prz
∂t

,

ϕrz = −ϕrz =
2εrz (1−mzz)

mrr +mzz − 2
, γrr =

dprr
dt

+ 2prz (ϕzr + γrz) ,

γzz =
dpzz
dt

+ 2prz (ϕrz + γrz) , γrr = −γzz =
γrz
2

mrr −mzz

mrz

,

(25)

в которых скорости необратимых деформаций равны скоростям деформаций
ползучести: γrr = εvrr, γrz = εvrz и γzz = εvzz.

Из (18), (21), (23) и (25) следуют соотношения для компонент тензоров об-
ратимых и необратимых деформаций mrz и prz, а также для градиента переме-
щений точек пробки

mrz = − pr

4l (µ− l1θ)
, prz = −

t∫
0

Bn
(pr
l

)n−1

dt, u′ = 2 (mrz + prz) . (26)
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Интегрируя последнее уравнение (26) с учетом условия прилипания (15), най-
дем перемещения точек материала пробки. Для компонент обратимых дефор-
маций mrr, mzz и необратимых деформаций prr, pzz из зависимостей (25) полу-
чим систему уравнений

∂pzz
∂t

= γrz

(
mrz −

pzz
mrz

)
+

4 (εerz + γrz) prz
2 +m2

rz

(
1 + pzz −

m2
rz

2
− 2mrzprz

)
,

prr = −pzz − 2p2
rz, mzz = −pzz +

m2
rz

2
+ 2mrzprz, mrr = −mzz −m2

rz.

(27)

Учитывая зависимости (18), граничные условия (14) и интегрируя первое
уравнение равновесия (19), получим зависимости для вычисления компонент
тензора напряжений по найденным ранее распределениям температуры, пере-
мещений и компонентам обратимых деформаций

σzz =
p

l
(z − l − u(0, t))−

r∫
0

2 (µ− l1θ)mrr + (3µ+ l1θ)m
2
rz

r
dr+

+2 (µ− l1θ) (mzz −mrr)−2 (µ− l1θ(0, t)) (mzz(0, t)−mrr(0, t)) ,

σrr = σzz+2 (µ− l1θ) (mrr −mzz) ,

σϕϕ = −p1 = σzz−2 (µ− l1θ)mzz − (3µ+ l1θ)m
2
rz.

(28)

Найденное решение неизотермической задачи при возрастающем перепаде
давления остается справедливым до момента времени t1, в который на боковой
границе пробки r = R впервые выполнится условие пластического течения (11)
в следующем виде

|σrz||r=R = k (t1) . (29)

В условии (29) предел текучести зависит от температуры и вычисляется по
первой формуле (13). Момент начала вязкопластического течения вычисляется
из уравнения p (t1)R = 2lk (t1).
3. Вязкопластическое течение при возрастающем перепаде давле-

ния. С момента времени t1 в материале развивается область вязкопластиче-
ского течения m(t) ≤ r ≤ R. Движущаяся граница r = m(t) отделяет область
течения от области 0 ≤ r ≤ m(t), в которой материал продолжает деформи-
роваться вязкоупруго. В области 0 ≤ r ≤ m(t) для напряжений выполняются
зависимости (18). Используя соотношения (6) и (7), установим, что в области
течения m(t) ≤ r ≤ R компоненты тензора напряжений также удовлетворяют
соотношениям (18).

Из интегрирования второго уравнения равновесия (19) в обеих областях с
использованием граничных условий (14) следует зависимость (21) для компо-
ненты тензора напряжений σrz.

Компоненты скоростей деформаций ползучести в области 0 ≤ r ≤ m(t) имеют
вид (23), а уравнение теплопроводности в этой области — (24).
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Из ассоциированного закона пластического течения (10) следует, что условие
пластичности (11) в рассматриваемом случае (σrz < 0, εprz < 0) имеет вид

σrz = −k + η (εprz − εv0rz) . (30)

Разрешая уравнение (30) относительно εprz с использованием соотношения
(21), получим

εprz =
1

η

(
k − pr

2l

)
+ εv0rz. (31)

Еще раз отметим, что εv0rz в формулах (30) и (31) — это компонента скоростей
деформаций ползучести εvrz в точке в момент достижения ее упругопластиче-
ской границей, и в текущий момент времени t она вычисляется из зависимости

εv0rz = −Bn
(pm
l

)n−1

. (32)

Из условия непрерывности скоростей необратимых деформаций на границе
r = m(t) следует уравнение для определения ее положения

pm

2l
= k0

(
1− θ(m, t)

θm

)2

. (33)

Рис. 2. График упругопластической границы

Уравнение теплопроводности (8) в области вязкопластического течения
m(t) ≤ r ≤ R при использовании зависимостей (18) и (31) принимает форму(

1 + β1θ +
β3l1p

2r2

8l2 (µ− l1θ)3

)
∂θ

∂t
+

β3pr
2 ∂p
∂t

8l2 (µ− l1θ)2 =g

(
∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r

)
+

+
pr

2lν2

(
1

η

(
k − pr

2l

)
+ εv0rz

)
.

(34)

Уравнения (24), (32)–(34) образуют систему уравнений относительно неиз-
вестных функций: θ в областях 0 ≤ r ≤ m(t) и m(t) ≤ r ≤ R, m(t) и εv0rz. К этой
системе добавим второе и третье граничные условия (16) и начальные условия
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Рис. 3. Распределение температуры в материале

m (t2) = R, εv0rz(R) = −B (t2)n (t2)
(
p(t2)R
l

)n(t2)−1

. Также примем непрерывность

искомой функции θ и ее производной ∂θ
∂r

на границе r = m(t) и непрерывность
температуры в момент начала вязкопластического течения t1. Для решения
этой системы уравнений разработан алгоритм на основе конечно-разностного
метода.

Кинематика среды в вязкоупругой области 0 ≤ r ≤ m(t) описывается со-
отношениями (25) при γrr = εvrr, γrz = εvrz и γzz = εvzz. Эти же соотношения
выполняются и в области течения m(t) ≤ r ≤ R при γrr = εprr, γrz = εprz и
γzz = εpzz.

Расчеты проводились в безразмерных переменных r
R

и τ = α1t
µ

при ли-
нейной функции p(t) = α1t. Значения безразмерных постоянных выбирались
следующими: β1 = −2.772, β3 = −10, k0µ

−1 = 2.298 × 10−3, θm = 2.074,
l1µ
−1 = 0.452, lR−1 = 5, gµα−1

1 R−2 = 2.638 × 104, ν2µ
−1 = 80, b1 = 2.518,

b2T
−1
0 = 1.482, c1µα

−1
1 = 4.887 × 104, σ0µ

−1 = 7.199 × 10−6, QR−1
u T−1

0 = 52.37,
α1η0µ

−2 = 3.257× 10−5, υT0 = 1.212.
На рисунке 2 представлен график изменения границы области вязкопласти-

ческого течения в зависимости от времени τ в промежутке от τ1 = 0.023 до
τ2 = 0.025. Распределение температуры θ в момент времени τ2 по материалу
пробки представлено на рисунке 3.

Для компонент mrz, prz и градиента перемещений в области 0 ≤ r ≤ m(t)
справедливы зависимости (26). Первая и третья формулы (26) также верны и
в области m(t) ≤ r ≤ R. Компонента необратимых деформаций prz в обла-
сти течения находится путем интегрирования дифференциального уравнения,
следующего из (25) и (31):

∂prz
∂t

=
1

η

(
k − pr

2l

)
+ εv0rz. (35)

При решении уравнения (35) используется условие непрерывности компонен-
ты необратимых деформаций prz в момент времени t1.
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Рис. 4. Компонента необратимых деформаций prz

Рис. 5. Распределение перемещений в материале

Рисунок 4 иллюстрирует график компоненты тензора необратимых дефор-
маций prz в зависимости от радиуса r

R
в момент времени τ2. Распределение

перемещений в материале в момент времени τ2 представлено на рисунке 5.
Компоненты обратимых деформаций mrr, mzz и необратимых деформаций

prr, pzz в обеих областях вычисляются из системы уравнений (27). В области
0 ≤ r ≤ m(t) γrz = εvrz, а в области m(t) ≤ r ≤ R γrz = εprz.

По вычисленным распределениям температуры и деформаций напряжения
в области 0 ≤ r ≤ m(t) находятся из зависимостей (28). Условия непрерывно-
сти напряжений на границе r = m(t) приводят к этим же соотношениям для
вычисления напряжений в области течения m(t) ≤ r ≤ R.

В данной статье получено решение связанной краевой задачи теории боль-
ших деформаций о неизотермическом деформировании материала, образующе-
го пробку конечной длины в круглой недеформируемой трубе, под действием
возрастающего со временем перепада давления. Накопление необратимых де-
формаций в материале связано с его ползучестью и последующим пластическим
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течением. Разогрев материала происходит только за счет процессов необрати-
мого деформирования. В условиях достаточно медленного процесса деформиро-
вания (квазистатическое приближение) при отсутствии теплового потока и тре-
ния на граничной поверхности (условие жесткого сцепления) нагрев материала
ожидаемо оказывается незначительным, тем не менее изменение температуры
влияет на все характеристики напряженно-деформированного состояния.
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Последние два века в производство активно внедряются оригинальные фер-
менные конструкции для выполнения важных задач анализа текущего состоя-
ния и профилактики в изделиях производственного, транспортного и сельско-
хозяйственного назначениях.

Ферма Мизеса представляет из себя набор из нескольких стержневых кон-
струкций разных фазовых состояний, соединенных шарнирным узловым эле-
ментом в точке прикрепления изучаемого объекта и несколькими боковыми
элементами, закрепленными в неподвижных точках стенки привеса.

В соответствии с этим параметры основного центрального стержня с длиной
l, связанных с длинами боковых поддерживающих элементов l1, l2, ..., lm между
собой соотношениями.

Из условия совместности деформаций всех элементов точки привеса имеем
очевидные соотношения

l =
lm

cosαm
. (1)

Из условия совместности деформаций всех элементов точки привеса имеем
соотношения

ε =
ε

cos2 αm
. (2)

Все стержни фермы Мизеса деформируются в условиях растяжения.
Считается, что все фазовые материалы проектируемой фермы имеют задан-

ные механические и физические характеристики, определяемые по стандарт-
ным методикам для материалов соответствующих фаз.

Предполагается, что все элементы создаваемой фермы Мизеса сохраняют ос-
новные базовые характеристики метериалов при производстве фермы, незави-
симо от используемых технологических разработок.

Важно подчеркнуть, что многочисленные разработки ферменных элементов
Мизеса в наших и зарубежных странах показывают, что наиболее неизменны-
ми характеристиками в рамках любых технологических переработок наиболее
устойчивыми оказываются базовые характеристики материалов в виде удель-
ных весов, пределов прочности, предельных деформаций, пластичности и мо-
дулей Юнга.

Отмеченные обстоятельства позволяют вести мерные характеристики исполь-
зуемых в производстве конструктивных элементов как меры сравнения полу-
чаемых проектов при использовании в разных целях.

Это позволяет также ввести некоторые базовые характеристики.
Стержневой элемент из однородного материала, как эталонный для сравне-

ния с любыми другими конструкциями Мизеса.
В сравнении могут быть введены элементы производства независимо от места

изготовления.
Чтобы выстраивать выборку ряда подходящих проектов, мы можем ввести

критерии качеств:
• предельно допустимые деформации проектируемого проекта;
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• характеристики жесткости или податливости создаваемого проекта. В
общем случае выделить классы проектов со сравнительно низкими уров-
нями нагружения, когда ни в одном из базовых стержней не будет пре-
вышен предел упругого деформирования (предел пластичности);
• высоконагруженных проектов, которые могут деформироваться до пре-
дела прочности (пределов несущей способности).

До середины прошлого века существующие подходы расчетов ферм Мизеса
в качестве одной из главнейших гипотез принимали предположение, что фа-
зовые материалы для изготовления ферм Мизеса невесомыми. Это вызывало
сомнение в достоверности и экспериментальности проверки расчетных методов.

Вопрос в этом направлении продолжает существовать и в настоящее время.
Цель данной работы внести дополнительную ясность и исправить, где требуется
предыдущие расчеты.

Для проведения сходственных и различных подходов в этих двух моделях
выпишем все необходимые соотношения для первой модели, а затем для срав-
нения соотношения для второй модели.
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1. Введение. Проблема компактного размещения и развертывания круп-
ногабаритных трансформируемых конструкций из транспортного положения
в рабочее для наземных и комических условий ставит задачи поиска концеп-
ций, способных разрешить основное противоречие: минимальная масса, мак-
симальные компактность и необходимые габариты в рабочем состоянии. Пер-
спективный способ, развертывания крупногабаритных трансформируемых кон-
струкций, базируется на упругой энергии, запасаемой в процессе компактного
размещения. Перспективными составными частями таких конструкций явля-
ются гибкие, упругие стержни из армированных композиционных материалов.
Проблема изгиба и кручения армированного композитного стержня во многом
определяет потенциальные возможности конструкции в целом. Ситуация, когда
масса изделия должна быть минимальна, а надежность развертывания макси-
мальна, требует детального изучения механики процесса, с полным пониманием
ограничений, накладываемых на конструкцию, и, как следствие, ограничений
на технологию изготовления составных частей таких конструкций.
В современной литературе имеется достаточно решений, описывающих напря-
женно – деформированное состояние упруго - пластических тел (смотрите, на-
пример, [1 - 3] и цитируемую там литературу). Построение точных частных
решений опирается, в частности, на методы группового анализа дифференци-
альных уравнений: симметрии и законы сохранения [4, 5]. Теория симметрий
позволяет строить решения так называемым «полуобратным методом», когда
к построенному тем или иным способом решению побирается соответствующая
краевая задача. Для решения конкретных краевых задач более перспективным,
по мнению авторов, являются законы сохранения, построенные для данной си-
стемы уравнений [3, 6]. При этом методика законов сохранения приводит, к так
называемому, «численно-аналитическому методу», когда окончательное реше-
ние получается в виде интегралов по границе заданной области. Законы со-
хранения уже показали свою эффективность для решения ряда краевых задач
упругости и пластичности, а так уже применяются для решения задач, возни-
кающих для многослойных и композитных материалов.

2. Постановка задачи. Рассмотрено упруго-пластическое состояние бру-
са коробчатого сечения находящегося под действием поперечной силы. С по-
мощью построенных законов сохранения вычислим напряженное состояние в
каждой точке этой конструкции.
В матрице S выполняются уравнение равновесия и уравнение, которое является
следствием соотношений Бельтрами–Митчелла

F1 =
∂τ1

∂x
+
∂τ2

∂y
− P [δ1(x− x0) + δ2(y − y0)] = 0,

F2 =
∂τ1

∂y
− ∂τ2

∂x
+ P [δ1(y − y0)− δ2(x− x0)] + 2K = 0,

(1)

где S - поперечное сечение, Iij - моменты
инерции сечения, Si - статические моменты,
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δ1 = −I11S − I12S
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∆
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∆
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I12 I11 S1

S2 S1 S

∣∣∣∣∣∣ ,
x0 =

S2

S
, y0 =

S1

S
, σ33 = P (l − z)(δ1(x− x0) + δ2(y − y0)),

S =
x

S

ds, S1 =
x

S

yds, S1 =
x

S

yds, I11 =
x

S

y2ds, I12 =
x

S

xyds, I22 =
x

S

x2ds,

τ1 = τxz, τ2 = τyz, σ33 = P (l − z)(δ1(x − x0) + δ2(y − y0)) - компоненты тензора
напряжений, ν - коэффициент Пуассона матрицы, x0, y0 - координаты центра
тяжести сечения. Пусть брус нагружен в концевом сечении силами, равномер-
но распределенными с равнодействующей P = (P, 0, 0), которая действует в
направлении оси x, центр тяжести поперечного сечения бруса не совпадает с
началом координат (рисунок 1).

Рис. 1. Изгиб упруго-пластического бруса коробчатого сечения

Постоянная K характеризует крутку вокруг продольной оси бруса, вычисле-
ние этой постоянной можно найти в [7, стр. 455]. Материал бруса имеет предел
текучести kS.

Замечание. Второе уравнение (1) без труда получается как
следствие первого уравнения (1) и соотношений Бельтрами–Митчелла
∆τ1 = Pδ1

(1+ν)
, ∆τ2 = Pδ2

1+ν
, ∆ - оператор Лапласа.

Граничные условия. Внешняя и внутренние поверхности бруса предпо-
лагаются свободной от напряжений, поэтому на них выполняются условия

τ1n+ τ2m = 0, (2)

а также условие пластичности

τ 2
1 + τ 2

2 = k2 = k2
s −

1

3
σ2

33, (3)
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Здесь n,m - компоненты вектора внешней нормали к боковой поверхности. В
результате из (2), (3) получаем следующие граничные условия

τ1 = −mk, τ2 = nk. (4)

3. Законы сохранения уравнений (1). Сохраняющийся ток закона со-
хранения ищем в виде

A = α1τ1 + β1τ2 + γ1, B = α2τ1 + β2τ2 + γ2, (5)

где αi, βi, γi - функции от x, y. Имеем

∂xA+ ∂yB = ω1F1 + ω2F2, (6)

Подставляем (5) в (6), получаем

∂x(α
1τ1+β1τ2+γ1)+∂y(α

2τ1+β2τ2+γ2) = ω1(∂xτ1+∂yτ2+C)+ω2(∂xτ2−∂yτ1+D).
(7)

В формулах (7) для краткости введены обозначения

C = −P [δ1(x− x0) + δ2(y − y0)], D = P [δ1(y − y0)− δ2(x− x0)] + 2K.

Из (7) получаем

α1 = β2, α2 = −β1, ∂xβ
1 + ∂yα

1 = 0, ∂xα
1 − ∂yβ1 = 0, ∂xγ

1 + ∂yγ
2 = α1C + β1D.

(8)
Из (8) следует, что система уравнений (1) допускает бесконечную серию
законов сохранения.

4. Вычисления компонент тензора напряжений в брусе. Пусть
(x0, y0) ∈ S. Рассмотрим решение уравнений (8), которое имеет особенность
в этой точке.

α1 =
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , β
1 =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 ,

γ1 = P{−[δ1(x0 − x0) + δ2(y0 − y0) +
2K

y − y0

] arctg
x− x0

y − y0

+

+
[δ1(y0 − y0)− δ2(x0 − x0)]

2
ln[(x− x0)2 + (y − y0)2)− δ2(x− x0)},

γ2 = 0.

(9)

Опишем вокруг точки (x0, y0) ∈ S1 окружность радиуса ε : (x− x0)2 +
(y − y0)2 = ε2, сделаем разрез, как это изображено на рисунке 2.
По формуле Грина получаем

x

S

(Ax +By)dxdy =

∮
Γ1∪Γ2

Ady −Bdx−
∮
ε

Ady −Bdx = 0, (10)
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Рис. 2. Направление обхода контуров при вычислении интеграла (10)

где ε - окружность (x− x0)2 + (y − y0)2 = ε2.
Рассмотрим решение (9), полагая x− x0 = ε cosφ, y − y0 = ε sinφ, тогда из (10)
с учетом (8), при ε→ 0 получаем

2πτ12(x0, y0) =

∮
Γ1∪Γ2

(m0k
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 − n0k
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 + γ1)dy−

−(m0k
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 + n0k
x− x0

(x− x0)2 + (y − y)2 )dx.

(11)

Рассмотрим другое решение уравнений (8)

α1
∗ =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 ,

β2
∗ = − y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 , ∂xγ
1
∗ + ∂yγ

2
∗ = α1

∗C + β2
∗D. γ

1
∗ =

= P [−δ1(x− x0) +
(−δ1(x0 − x0) + δ2(y0 − y0))

2
ln
(
(x− x0)2 + (y − y0)2

)
+

+(δ2(x0 − x0)− δ1(y0 − y0) +
2K

y − y0

)arctg
x− x0

y − y0

],

γ1
∗ = 0.

(12)

Почти дословно повторяя предыдущие рассуждения с решением (12) получаем

2πτ23(x0, y0) =

∮
Γ0

(m0k
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2 + n0k
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 )dy−

−(−m0k
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2 + n0k
y − y0

(x− x0)2 + (y − y)2 + γ1
∗))dx.

(13)
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Заключение. В работе построены законы сохранения для уравнений, опи-
сывающих напряженное состояние упруго–пластического бруса коробчатого се-
чения под действием поперечной силы для каждой фиксированной точки z. За-
коны сохранения позволили вычислить напряженное состояние в каждой точке
бруса по формулам (12) и (13) с помощью интегралов по внешним границам
бруса.
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Введение. Математические модели континуумов с микроструктурой это
модели сред, в которых точка среды обладает дополнительными степенями сво-
боды, помимо трех, описывающих положение точки среды в пространстве. До-
полнительные степени свободы обеспечиваются посредством прикрепления к
точке среды т.н. триады "директоров". В таком случае имеет смысл говорить
не о точке тела, а о некотором малом теле, построенном на данной триаде ди-
ректоров. При деформировании такого тела преобразование тройки директоров
определяет тензор микродеформации.

Впервые микрополярная теория была предложена в работе [1] в 1909 году.
В дальнейшем интерес к ней вернула работа Трусделла и Эриксена, посвя-
щенная применению идей, изложенных братьями Коссера, к вопросу расчета
оболочек [2]. После этого в 1960-1980 годах теория сред с микроструктурой
и в частности теория микрополряных сред получает активное развитие, здесь
перечислим некоторые работы [3–7].

Позже в работах [8–11], было замечено, что при моделировании анизотроп-
ного микрополярного тела (полуизотропность является простейшим случаем)
необходимо привлекать аппарат псевдотензоров [12,13] для получения коррект-
ных результатов.

1. Уравнения Навье –Ламе линейного полуизотропного микропо-
лярного тела. Вывод системы уравнений Навье –Ламе для линейного по-
луизотропного микрополярного тела можно найти в работе [14], и в терминах
псевдотензоров [8, 11]:

(a
1

+ c
1
)∇j∇pu

p + b
1
∇p∇pu

j +
1

e2
(b

1
− c

1
)εjpq∇p

[+1]

φ q+

+
1

2
(
[−1]
a
3

+
[−1]
c
3

)∇j∇p

[+1]

φ p +
1

2

[−1]

b
3
∇p∇p

[+1]

φ j = −ρ(Xj − üj);
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J
[+1]

φ̈j ),

(1)
здесь uj – вектор макроперемещений (в дальнейшем просто вектор перемеще-

ний);
[+1]

φ j – аксиальный вектор микровращения, в квадратных скобках над кор-

невым символом указывается вес псевдотензора;Xj,
[−1]

Y j – объемные силы и мо-

менты; ρ,
[−2]

J – плотность и тензор микроинерции;
[Wp]
a
p
,

[Wp]

b
p
,

[Wp]
c
p

где p = (1, 2, 3) –

набор материальных констант, соответствующий упругому потенциалу полуи-
зотропного микрополярного тела, записанному в виде основной энергетической



118 Т.К. НЕСТЕРОВ

формы;
[−1]
ε jpq,

[+1]
ε jpq – символы перестановок;

[+1]
e ,

1
[−1]
e

– ориентирующий псев-

доскаляр.
Систему уравнений (1) можно можно получить в терминах абсолютных тен-

зоров, согласно методу предложенному в работе [15]. Суть метода заключается в
том, чтобы посредством умножения или деления интересующего псевдотензора

на целую степень ориентирующего псевдоскаляра
[+1]
e (который является ко-

вариантно постоянным) свести итоговый вес произведения к нулю, тем самым
получив абсолютный тензор. Благодаря данному подходу система уравнений
(1) будет представима в терминах абсолютных тензоров:

(a
1

+ c
1
)∇j∇pu

p + b
1
∇p∇pu

j + (b
1
− c

1
)ejpq∇pφq+

+
1

2
(a

3
+ c

3
)∇j∇pφ

p +
1

2
b
3
∇p∇pφ

j + ρ(Xj − üj) = 0,

(a
2

+ c
2
)∇j∇pφ

p + b
2
∇p∇pφj +

1

2
(a

3
+ c

3
)∇j∇pu

p+

+
1

2
b
3
∇p∇puj − 2(b

1
− c

1
)φj + (b

1
− c

1
)ejpq∇puq

+ (b
3
− c

3
)ejpq∇pφq + ρ(Yj − Jφ̈j) = 0,

(2)

здесь ejpq – тензор перестановок. Отметим, что в системе уравнений (2) второе

уравнение дополнительно умножили на
[+1]
e .

Коэффициенты при слагаемых в системе уравнений (2) могут быть пересчи-
таны для иных материальных констант на основе соотношений представленных
в работе [16].
Плоские монохроматические связанные волны перемещений и мик-

ровращений в линейном полуизотропном микрополярном теле. Плос-
кая связанная монохроматическая волна перемещений и микровращений в ли-
нейном полуизотропном микрополярном представима в виде:

uj = Uje
i(kpxp−ωt), φj = Φje

i(kpxp−ωt), (3)

где kp – волновой вектор, xp – пространственные ковариантные координаты, ω
– частота, Uj,Φj – компоненты вектора амплитуды (поляризации) колебаний
упругой волны и волны кручения, соответственно.

Подставим выражения, описывающие плоскую монохроматическую волну,
(3) в систему уравнений движения (2) и учитывая, что:

∇qu
j = ikqu

j, ∂tu
j = −iωuj,
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получим систему из двух векторных уравнений, которым должен удовлетворять
вектор амплитуд (поляризации) связанной волны перемещений и микровраще-
ний:

(a
1

+ c
1
)kjkpU

p + b
1
k2U j + i(b

1
− c

1
)ejpqkpΦq +

1

2
(a

3
+ c

3
)kjkpΦ

p +
1

2
b
3
k2Φj + ρωU j = 0,

(a
2

+ c
2
)kjkpΦ

p + b
2
k2Φj +

1

2
(a

3
+ c

3
)kjkpU

p +
1

2
b
3
k2uj

− 2(b
1
− c

1
)Φj + i(b

1
− c

1
)ejpqk

pU q + i(b
3
− c

3
)ejpqk

pΦq + ω2ρJΦj = 0.

(4)
Систему линейных алгебраических уравнений (4) можно записать в символи-
ческой форме:

D ·X = 0, (5)

где X = (U1, U2, U3,Φ1,Φ2,Φ3). Без исключения общности рассмотрим случай
коллинеарности волнового вектора k и третьего пространственного орта2 k =
(0, 0, k), тогда матрица D будет иметь вид:

D =


d11 0 0 d14 d15 0
0 d22 0 d24 d25 0
0 0 d33 0 0 d36

d41 d42 0 d44 d45 0
d51 d52 0 d54 d55 0
0 0 d63 0 0 d66


С помощью перестановок строк и столбцов матрица D может быть приведена
к блочно –диагональному виду. В таком случае вектор амплитуд примет вид:

X = (X⊥,X‖) = (U⊥,Φ⊥,X‖) = (U1, U2,Φ1,Φ2, U3,Φ3), (6)

где X⊥ = (U⊥,Φ⊥) – компоненты связанной поперечной волны перемещений и
микровращений, U⊥ = (U1, U2) – компоненты поперечной волны перемещений,
Φ⊥ = (Φ1,Φ2) – компоненты поперечной волны микровращений, X‖ = (U3,Φ3)
– компоненты перемещений и микровращений продольной волны. Матрица D
преобразуется к виду:

D =

 D11 D12 0
D21 D22 0

0 0 D33

 , (7)

2Волновой вектор k всегда можно представить в таком виде посредством поворота системы
координат.



120 Т.К. НЕСТЕРОВ

где блочные элементы матрицы D 3 Dij записываются в следующем виде:

D33 =

(
d33 d36

d63 d66

)
=

 (a
1

+ b
1

+ c
1
)k2 − ρω2

1

2
(a

3
+ b

3
+ c

3
)k2

1

2
(a

3
+ b

3
+ c

3
)k2 (a

2
+ b

2
+ c

2
)k2 + 2(b

1
− c

1
)− Jω2

 ,

D11 =

(
d11 0
0 d22

)
=

(
b
1
k2 − ρω2 0

0 b
1
k2 − ρω2

)
,

D22 =

(
d44 d45

d54 d55

)
=

(
2(b

1
− c

1
) + b

2
k2 − Jω2 (b

3
− c

3
)ik

−(b
3
− c

3
)ik 2(b

1
− c

1
) + b

2
k2 − Jω2

)
, (8)

D12 =

(
d14 d15

d24 d25

)
=

 1

2
b
3
k2 (b

1
− c

1
)ik

−(b
1
− c

1
)ik

1

2
b
3
k2

 ,

D21 =

(
d41 d42

d51 d52

)
=

 1

2
b
3
k2 (b

1
− c

1
)ik

−(b
1
− c

1
)ik

1

2
b
3
k2

 .

Для того чтобы существовало нетривиальное решение системы (5) необходи-
мо чтобы детерминант матрицы D был равен нулю. Для блочно –диагональной
матрицы D вида (7) определитель может быть рассчитан по следующей фор-
муле [17][стр. 59, ур. Iа]4:

det(D) = det(D33) det(D11D22 −D21D12). (9)

Из уравнения выше сразу можно видеть, что для выполнения равенства (5)
достаточно того, чтобы один из множителей был равен нулю. Выпишем их с
учетом (8) вида блочных матриц5Dij:

det(D33) = d33d66 − d63d36 = 0, (11)

det(D11D22 −D12D21) =

∣∣∣∣ d11d44 − d2
14 + d2

15 d11d45 − 2d14d15

−(d11d45 − 2d14d15) d11d44 − d2
14 + d2

15

∣∣∣∣ = (12)

=
[
d11d44 − d2

14 + d2
15 − i(d11d45 − 2d14d15)

] [
d11d44 − d2

14 + d2
15 + i(d11d45 − 2d14d15)

]
= 0.

3Отметим, что D12 = D21.
4Здесь учитывается, что D11 = d11I, где I единичная матрица.
5Здесь учтены следующие соотношения между элементами блочных матриц:

d11 = d22, d44 = d55, d45 = −d54, d14 = d41 = d25 = d52, d15 = d42 = −d51 = −d24 (10)
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Далее для удобства перейдем к следующим обозначениям:

a
1

+ b
1

+ c
1

ρ
= v2

u‖,
b
1

ρ
= v2

u⊥,

a
2

+ b
2

+ c
2

J
= v2

φ‖,
b
2

J
= v2

φ⊥,

a
3

+ b
3

+ c
3

2ρJ
= v2

s‖,
b
3

2ρJ
= v2

s⊥,

2(b
1
− c

1
)

ρJ
= Ω2

1,
(b

3
− c

3
)

J
= Ω2

3,

(13)

где v2
u‖, v

2
φ‖, v

2
s‖ – скорости распространения связанной продольной волны пе-

ремещений и микровращений, соответственно; v2
u⊥, v2

φ⊥, v2
s⊥ – скорости распро-

странения связанной поперечной волны перемещений и микровращений, соот-
ветственно, Ω2

1, Ω2
3 – константы, имеющие размерность циклической частоты.

Выпишем получившиеся вид блочных матрицDij с учетом введеных ранее обо-
значений6:

D33 =

(
k2v2

u‖ − ω2 k2Jv2
s‖

k2ρv2
s‖ k2v2

φ‖ + ρ (Ω2
1 − ω2)

)
,

D11 =

(
k2v2

u⊥ − ω2 0
0 k2v2

u⊥ − ω2

)
,

D22 =

(
k2v2

φ⊥ + ρ (Ω2
1 − ω2) ikΩ3

−ikΩ3 k2v2
φ⊥ + ρ (Ω2

1 − ω2)

)
, (14)

D12 = J

 k2v2
s⊥

ik

2
Ω2

1

−
ik

2
Ω2

1 k2v2
s⊥

 , D21 = ρ

 k2v2
s⊥

ik

2
Ω2

1

−
ik

2
Ω2

1 k2v2
s⊥

 .

Приведем на основании таблицы (1) из работы [16], формулы пересчета скоро-
стей продольных и поперечных связанных волн перемещений, микровращений
для различных наборов материальных констант, которые соберем для удобства
в таблице (1).

C учетом вида блочных матриц (14) выпишем соотношения (11), (12) в раз-
вернутом виде и получим:(

v2
u‖v

2
φ‖ − ρJv4

s‖
)
k4 −

(
ρv2

u‖(ω
2 − Ω2

1) + ω2v2
φ‖
)
k2 + ρω2(ω2 − Ω2

1) = 0 (15)

6Здесь в матрице D первую, вторую и пятую строку разделили на ρ, а третью, четвертую
и шестую строки на J .
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Таблица 1. Скорости распространения продольной и поперечной волны перемещений
и микровращений

Скаляры пер-
вой основной
энергетической
формы

Скаляры кон-
венциональной
энергетической
формы

Скаляры основ-
ной энергетиче-
ской формы

Материальные
скаляры

v2
u‖

2(A
1

+A
3

)

ρ

λ+ 2µ

ρ

a
1

+ b
1

+ c
1

ρ

2G(1− ν)

ρ(1− 2ν)

v2
φ‖

2(A
2

+A
4

)

J

β + 2γ

J

a
2

+ b
2

+ c
2

J

2GL2(1 + c3)

J

v2
s‖

A
7

+A
8

ρJ

κ + 2χ

ρJ

a
3

+ b
3

+ c
3

2ρJ

GL(c4 + c5)

ρJ

v2
u⊥

A
5

+ 2A
3

2ρ

µ+ α

ρ

b
1

ρ

G(1 + c1)

ρ

v2
φ⊥

A
6

+ 2A
4

2J

γ + ε

J

b
2

J

GL2(1 + c2)

J

v2
s⊥

2A
8
−A

9

4ρJ

χ+ ν

ρJ

b
3

2ρJ

GL(2c5 − c6)

4ρJ

(
ρJv4

s⊥ − v2
u⊥v

2
φ⊥
)
k4 −

(
ρJv2

s⊥Ω2
1 − v2

u⊥Ω2
3

)
k3+

+

(
v2
φ⊥ω

2 + ρv2
u⊥
(
ω2 − Ω2

1

)
+

1

4
ρJΩ4

1

)
k2 − Ω2

3ω
2k − ρω2

(
ω2 − Ω2

1

)
= 0, (16)

(
ρJv4

s⊥ − v2
u⊥v

2
φ⊥
)
k4 +

(
ρJv2

s⊥Ω2
1 − v2

u⊥Ω2
3

)
k3+

+

(
v2
φ⊥ω

2 + ρv2
u⊥
(
ω2 − Ω2

1

)
+

1

4
ρJΩ4

1

)
k2 + Ω2

3ω
2k − ρω2

(
ω2 − Ω2

1

)
= 0, (17)

где уравнение (15) соответствует соотношению (11), а (16) и (17) соответству-
ют первому и второму множителю во второй строке выражения (12), соответ-
ственно. Таким образом условие равенства нулю определителя, а следовательно
и возможность существования нетривиального решения системы (5) выпишет-
ся в виде одного биквадратного алгебраического уравнения и двух уравнений
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четвертой степени.7 Данные уравнения позволяют определить такие значения
k волнового вектора k при котором будет возможно существование попереч-
ной или продольной связанной волны перемещений и микровращений. Отме-
тим сразу решение, которое удовлетворяет всем трем уравнениям свыше k = 0,
ω2 = Ω2

1.
Биквадратное уравнение (15) может быть сведено к квадратному уравнению

и его решением будет:

k2
1,2 =

[
±
√

4Jρ2ω2v4
s‖(ω

2 − Ω2
1) + (ρv2

u‖(Ω
2
1 − ω2) + ω2v2

φ‖)
2

+ ρv2
u‖(ω

2 − Ω2
1) + v2

φ‖ω
2
]
\2(v2

u‖v
2
φ‖ − JρV 4

s‖). (18)

Уравнения четвертой степени (16), (17) могут быть решены с помощью метода
Декарта –Эйлера, изложение которого можно найти, к примеру, в [18].
Определение условий связанности продольной волны перемещений

и микровращений. Рассмотрим случай, когда волновой вектор представим в
виде k = (0, 0, k), где k волновое число, которое является решением уравнения
(15) и не является решением уравнений (16), (17). В таком случае определитель
матрицы D будет равен нулю и следовательно возможно существование нетри-
виального решения системы (5). Перепишем данную систему с учетом вида (7)
матрицы D и вида (6) вектора амплитуд X: D11 D12 0

D21 D22 0
0 0 D33

 ·
 U⊥

Φ⊥
X‖

 =

 D11 ·U⊥ +D12 ·Φ⊥
D21 ·U⊥ +D22 ·Φ⊥

D33 ·X‖

 = 0. (19)

Чтобы определить решение данной системы для начала рассмотрим вид ком-
понент связанной поперечной волны X⊥. Поскольку выбрано такое волновое
число k, что уравнения (16), (17) не выполняются, то следовательно не выпол-
няется условие (12). Это означает, что компоненты связанной поперечной волны

7От скоростей волны можно перейти к длине волны если разделить на частоту ω, в таком
случае получим:(

λ2φ‖λ
2
u‖ − ρJλ

4
s‖

)
k4 −

(
λ2φ‖ + ρλ2u‖

(
1−H2

1

))
k2 + ρ

(
1−H2

1

)
= 0,

(
ρJλ4s⊥ − λ2φ⊥λ2u⊥

)
k4 −

(
ρJλ2s⊥H

2
1 − λ2u⊥H2

3

)
k3+

+

(
λ2φ⊥ + ρλ2u⊥

(
1−H2

1

)
+

1

4
ρJH4

1

)
k2 −H2

3k − ρ
(
1−H2

1

)
= 0,

(
ρJλ4s⊥ − λ2φ⊥λ2u⊥

)
k4 +

(
ρJλ2s⊥H

2
1 − λ2u⊥H2

3

)
k3+

+

(
λ2φ⊥ + ρλ2u⊥

(
1−H2

1

)
+

1

4
ρJH4

1

)
k2 +H2

3k − ρ
(
1−H2

1

)
= 0,

где H2
1 =

Ω2
1

ω2
, H2

3 =
Ω2

3

ω2
.
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могут обладать только тривиальным видом:

U⊥ = (U1, U2) = (0, 0), Φ⊥ = (Φ1,Φ2) = (0, 0). (20)

Рассмотрим компоненты продольной связанной волны. Поскольку выбрано
такое волновое число k, что выполняется уравнение (15), то это позволяет
выразить компоненту продольный волны перемещений через компоненту про-
дольный волны микровращений, либо наоборот компоненту продольной волны
микровращений через компоненту продольный волны перемещений, что можно
символически записать как:

U3 =
1

C‖
Φ3, Φ3 = C‖U3. (21)

Определить неизвестную константу C‖ можно из необходимости выполнения
следующих соотношений:

D33 ·X‖ =

(
d33 d36

d63 d66

)(
U3

C‖U3

)
=

(
d33 C‖d36

d63 C‖d66

)
U3 = 0. (22)

Откуда видно, что постоянная C‖ может принимать два значения, каждое из
которых выбирается таким образом, чтобы в соотношениях выше тождествен-
но выполнялось либо первое, либо второе, на что указывает соответствующий
нижний числовой индекс:

C‖,1 = −
d33

d36

= −
k2v2

u‖ − ω2

k2Jv2
s‖

, C‖,2 = −
d63

d66

= −
k2ρv2

s‖

k2v2
φ‖ + ρ (Ω2

1 − ω2)
, (23)

где k обладает видом (18). При подстановке констант C‖,1, C‖,2 в систему урав-
нений (22) одно из соотношений будет выполняться тождественно благодаря
выбранному виду констант, а оставшиеся соотношения будут выполняться в
силу выполнения условия (11), поскольку полученные выражения совпадают с
определителем матрицы D33. Отметим, что линейная комбинация 1

2
(C‖,1 +C‖,2)

так же будет удовлетворять системе уравнений (22).

2. Определение коэффициента связанности поперечной волны пе-
ремещений и микровращений. Рассмотрим теперь иной случай, когда вол-
новое число k является решением уравнения (16) или (17), но не является ре-
шением уравнения (15). В данном случае уравнение (5) будет обладать нетри-
виальным решением.

Для начала рассмотрим каким видом будут обладать компоненты продоль-
ной связанной волны X‖. Поскольку волновое число k не является решением
уравнения (15), то и условие (11) не выполняется, следовательно компоненты
продольной волны перемещений и микровращений должны обладать тривиаль-
ным видом, чтобы уравнение (5) выполнялось, а именно:

X‖ = (U3,Φ3) = (0, 0). (24)
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Для определения коэффициента связанности поперечной волны перемеще-
ний и микровращений представим, что компоненты поперечной волны микро-
вращений связаны с компонентами поперечной волны перемещений следующим
соотношением:

Φ⊥ = C⊥ ·U⊥, (25)
здесь C⊥ есть матрица коэффициентов связанности компонент поперечной вол-
ны перемещений и микровращений.

Подставим соотношение выше в первые два равенства системы уравнений
(19) и получим систему двух векторных уравнений:

[D11 +D12 ·C⊥] ·U⊥ = 0

[D21 +D22 ·C⊥] ·U⊥ = 0
(26)

В силу произвольности вектора амплитуд поперечной волны перемещений U⊥
система уравнений выше должна выполняться за счет правильного выбора мат-
рицы коэффициентов C⊥, которая может принимать два значения. Каждое из
этих двух значений выбрано таким образом чтобы тождественно выполнялось
первое или второе векторное уравнение (что, по аналогии с предыдущим слу-
чаем, указано в нижнем индексе соответствующего коэффициента) в (26):

C⊥,1 = −(D12)−1 ·D11, C⊥,2 = −(D22)−1 ·D21. (27)

Далее подставим полученные выражения (27) для коэффициентов связанности
в (26) и придем к двум условиям для каждого значения коэффициента C⊥
которые должны выполняться:

D21 −D22 · (D12)−1 ·D11 = 0, D11 −D12 · (D22)−1 ·D21 = 0; (28)

Преобразуем их, учитывая, что матрица D11 обладает структурой вида d11I:

D21 −D22 · (D12)−1 ·D11 = D21 ·D12 −D11 ·D22 = −(D11 ·D22 −D21 ·D12) = 0

D11 −D12 · (D)−1
22 ·D21 = D11 · (D21)−1 −D12 · (D22)−1 =

= (D21)−1 ·D11 ·D22 −D12 = D11 ·D22 −D21 ·D12 = 0

Как видно из выкладок выше, условия (28) по сути своей аналогичны и сво-
дятся к условию равенства нулю матрицы D11 · D22 − D21 · D12 и, учитывая
вид данной матрицы (12) (условие равенства определителя данной матрицы
было условием существования поперечных связанных волн), получим систему
из двух уравнений:

d11d44 − d2
14 + d2

15 = ρω4 +
(
v2
u⊥v

2
φ⊥ − ρJv4

s⊥
)
k4−

−
(
ρv2

u⊥ + v2
φ⊥
)
ω2k2 − ρΩ2

1ω
2 +

(
ρΩ2

1v
2
u⊥ −

1

4
ρJΩ4

1

)
k2 = 0,

d11d45 − 2d14d15 = −ik
[(
ρJΩ2

1v
2
s⊥ − Ω2

3v
2
u⊥
)
k2 + Ω2

3ω
2
]

= 0

Отсюда сразу можно увидеть одно, указанное ранее, решение k = 0, ω = Ω2
1.

Другое нетривиальное решение получим, выразив из второго соотношения
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квадрат волнового числа k2 через квадрат частоты ω2 (или наоборот) и под-
ставив в первое соотношение. После чего остается только решить полученное
биквадратное уравнение относительно k2 или ω2, соответственно. Выпишем по-
лученное решение:

k2 =
Ω4

1Ω2
3 (Ω2

3 − 4ρv2
s⊥)

4v4
s⊥ (ρJ2Ω4

1 − Ω4
3) + 4Ω2

1Ω2
3v

2
s⊥
(
v2
φ⊥ − ρv2

u⊥
), (29)

ω2 =
Ω4

1 (4ρv2
s⊥ − Ω2

3) (J2Ω2
1v

2
s⊥ − Ω2

3v
2
u⊥)

4v4
s⊥ (ρJ2Ω4

1 − Ω4
3) + 4Ω2

1Ω2
3v

2
s⊥
(
v2
φ⊥ − ρv2

u⊥
). (30)

Таким образом, для найденных квадратов волнового числа и частоты, суще-
ствует связанная волна перемещений и микровращений.

Заключение. В настоящей работе были получены следующие результаты:

• Приведена таблица пересчета скоростей продольных и поперечных упру-
гих волн и волн кручения для различных наборов материальных кон-
стант.
• Получены дисперсионные уравнения для плоской монохроматической
волны в линейном полуизотропном микрополярном теле.
• Найдено волновое число при котором возможно существование продоль-
ной связанной волны перемещений и микровращений в линейном мик-
рополярном теле и вычислен коэффициент связанности компоненты пе-
ремещений и микровращения.
• Определены квадраты частоты, волнового числа (и коэффициент свя-
занности поперечной волны перемещений и микровращений), при кото-
рых возможно существование поперечной связанной волны, для которой
вектор амплитуд перемещений будет выражаться через вектор амплитуд
микровращений.

В дальнейшем данный подход может быть применим к исследованию распро-
странения плоских монохроматических связанных волн перемещений, микро-
вращений, температурных колебаний в линейном микрополярном термоупру-
гом полуизотропном теле.
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Для уравнений линейной теории упругости существует много способов по-
строения точных решений с помощью гармонических функций (см., например
[1]). Для этих уравнений упругости строились и законы сохранения [2], которые,
однако, не нашли практического применения. В работе показано, что краевая
задача в перемещениях может быть полностью решена с помощью законов со-
хранения, впервые приведенных в статье, и трех гармонических функций.

Рассмотрим уравнения линейной теории упругости в пространственном слу-
чае:

F1 = (λ+ 2µ)u1
xx + (λ+ µ)(u2

xy + u3
xz) + µ(u1

yy + u1
zz) = 0,

F2 = (λ+ 2µ)u2
yy + (λ+ µ)(u1

xy + u3
yz) + µ(u2

xx + u2
zz) = 0,

F3 = (λ+ 2µ)u3
zz + (λ+ µ)(u1

xz + u2
yz) + µ(u3

xx + u3
yy) = 0,

(1)

где λ, µ – упругие постоянные Ламе, ui, (i = 1, 2, 3) – компоненты вектора де-
формации; индекс внизу означает производную по соответствующим перемен-
ным. Поставим для этих уравнений следующую краевую задачу:

u1
∣∣
S

= u1
0(x, y, z), u2

∣∣
S

= u2
0(x, y, z), u3

∣∣
S

= u3
0(x, y, z). (2)

Здесь S – замкнутая поверхность, ограничивающая объем V , ui0 (i = 1, 2, 3) –
некоторые заданные функции.

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (1) назовем выра-
жение вида

Ax +By + Cz = ω1F1 + ω2F2 + ω3F3,

где A, B, C называются компонентами сохраняющегося тока, ωi (i = 1, 2, 3) –
некоторые линейные дифференциальные операторы, одновременно не равные
тождественно нулю. В этой работе A, B, C, ωi – функции, зависящие только от
зависимых и независимых переменных.

Имеет место следующая теорема.
Теорема. Система уравнений (1) допускает закон сохранения со следующими

сохраняющимися токами:

A = w1u1
x+w2u2

x+w3u3
x, B = w1u1

y+w2u2
y+w3u3

y, C = w1u1
z+w

2u2
z+w

3u3
z. (3)

Здесь (u1, u2, u3), (w1, w2, w3), – произвольные решения системы уравнений (1).
Замечание. Система (1) допускает и другие законы сохранения с другими

сохраняющимися токами, отличными от (3). Они здесь не приведены, поскольку
не дают решения задачи (1), (2).

Решим задачу (1)–(2), поставленную выше.
Из (3) по формуле Гаусса – Остроградского следует, что

y

V

(Ax +By + Cz)dxdydz =
{

S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = 0. (4)
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Пусть (x0, y0, z0) – некоторая внутренняя точка области V и

u1 =
1

r
− α ∂

∂x

x− x0

r
, u2 = −α ∂

∂y

x− x0

r
, u3 = −α ∂

∂z

x− x0

r
,

4α =
1

1− ν
, r2 = (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2,

(5)

где ν – коэффициент Пуассона. Тогда (5) есть решение системы уравнений (1)
[1].

Рассмотрим шар радиуса ε : ε2 = (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2, описанный
вокруг точки (x0, y0, z0). Тогда из (4) имеем:

{

S

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy = −
{

ε

Adydz +Bdzdx+ Cdxdy. (6)

Сделаем в правой части равенства (6) замену по следующим формулам:

x = x0 + ε cosψ cosϕ, , y = y0 + ε sinψ cosϕ, z = z0 + ε sinϕ,

0 ≤ ψ ≤ 2π,
π

2
≤ ϕ ≤ π

2
.

Тогда при ε→ 0 из (4)–(6) получаем:

aw1(x0, y0, z0) =

=
{

S

u1
0

(
1

r
− α ∂

∂x

x− x0

r

)
dydz − u2

0α
∂

∂y

x− x0

r
dzdx− u3

0α
∂

∂z

x− x0

r
dxdy, (7)

здесь a – постоянная, равная −8

5
α

(
λ+

8

3
µ

)
+

4

3
π(λ+ µ).

Аналогично, если в (6) положить

u1 = −α ∂

∂x

y − y0

r
, u2 =

1

r
− α ∂

∂y

y − y0

r
, u3 = −α ∂

∂z

y − y0

r
,

то получаем:

bw2(x0, y0, z0) =

=
{

S

− u1
0α

∂

∂x

y − y0

r
dydz + u2

0

(
1

r
− α ∂

∂y

y − y0

r

)
dzdx− u3

0α
∂

∂z

y − y0

r
dxdy,

(8)

где b – постоянная, равная − 9

32
π2αµ+

4

5
απ

(
3λ+

11

3
µ

)
+

8

3
µπ.

Таким же образом, если в (6) положить

u1 = −α ∂

∂x

z − z0

r
, u2 = −α ∂

∂y

z − z0

r
, u3 =

1

r
− α ∂

∂z

z − z0

r
,

получаем:
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w3(x0, y0, z0) =

=
{

S

− u1
0α

∂

∂x

z − z0

r
dydz − u2

0α
∂

∂y

z − z0

r
dzdx+ u3

0

(
1

r
− α ∂

∂z

z − z0

r

)
dxdy,

(9)

где c – постоянная, равная
3

8
π2αµ− 4

5
απ

(
2λ+

19

3
µ

)
+

4

3
π(λ+ 4µ).

Из формул (7) – (9) можно найти решение уравнений (1) в любой внутрен-
ней точке области V . Тем самым краевая задача (2) для системы уравнений
(1) полностью решена. Отметим, что подобная задача для случая двумерной
упругости решена в [3].
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Введение. Современные технологии производства железобетонных изде-
лий позволяют создавать многослойные конструкции, где в каждом из слоев
может быть реализована своя марка бетона [1]. При проектировании зданий и
сооружений часто возникает необходимость расчета стержней на несущую спо-
собность. Указанные задачи для многослойных железобетонных стержневых
конструкций с учетом влияния формы поперечного сечения, состава фазовых
материалов на несущую способность рассматривались в работе [2]. При воз-
действии поперечных нагрузок в слоях стержня могут возникать как области
упругого, так и нелинейного квазиупругого деформирования. Аналитические и
численные расчеты для указанных стержней в случае трех слоев были рассмот-
рены в работах [3,4]. С возрастанием количества слоев соответственно возраста-
ет и количество различных случаев, в которых каждый слой может находиться.
Если считать, что слои могут находиться в областях упругого деформирова-
ния, нелинейного квазиупругого деформирования и содержать границу разде-
ла упругого и нелинейного квазиупругого деформирования, то в общем случае
возможно 3n различных случаев. Задача поиска верхней и нижней границ на-
грузок для каждого конкретного случая рассматривается в данной работе.

1. Основные соотношения. Рассмотрим n-слойный стержень симмет-
ричного сечения [5].

Комбинацию из возможных случаев будем обозначать через
(i1, i2, ..., ij, ..., in), где значение ij для j-го слоя равно 0 для слоя, находя-
щегося целиком в области упругого деформирования, 1 – для нелинейного
квазиупругого и 2 – с границей раздела упругой и нелинейной областей.

В данной работе будем считать справедливыми классические кинематические
гипотезы Кирхгофа-Лява, при этом имеет место одноосное напряженное состоя-
ние, тогда для продольного усилия и изгибающего момента будет справедливо

My(x) = −2
∑
i∈Ae

∫ −hi−1

−hi
dz

∫ bi

0

σei zdy − 2
∑
i∈An

∫ −hi−1

−hi
dz

∫ bi

0

σni zdy− (1)

−2
∑
i∈Az

(∫ zi

−hi
dz

∫ bi

0

σni zdy +

∫ −hi−1

zi

dz

∫ bi

0

σei zdy

)
− 2

n∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

σei zdy,

N(x) = −2
∑
i∈Ae

∫ −hi−1

−hi
dz

∫ bi

0

σei dy − 2
∑
i∈An

∫ −hi−1

−hi
dz

∫ bi

0

σni dy− (2)

−2
∑
i∈Az

(∫ zi

−hi
dz

∫ bi

0

σni dy +

∫ −hi−1

zi

dz

∫ bi

0

σei dy

)
− 2

n∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

σei dy,

где zi – граница раздела областей упругого и нелинейного квазиупругого де-
формирования.
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Значения напряжений определяются из соотношений [6–8]

σei = Eiε, σni = A1iε+ A2iε
2. (3)

Будем рассматривать задачу изгиба шарнирно-опертого стержня равномер-
ной поперечной нагрузкой q (рис. 1). Тогда моменты и усилия для данной ста-
тически определимой задачи будут равны

My(x) = q

(
x2

2
− x

2

)
, N(x) = 0. (4)

Рис. 1. Шарнирно-опертый стержень под действием равномерно-распределенной на-
грузки

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам

σ̃ =
σ

σ−1∗
, l̃ = 1, b̃i =

bi
l
, h̃i =

hi
l
, (5)

q̃ = q
1

lσ−1∗
, Q̃ = Q

1

l2σ−1∗
, Ñ = N

1

l2σ−1∗
, M̃ = M

1

lσ−1∗
, w̃ =

w

l
,

где обезразмеривающие величины такие: σ−1∗ – предел прочности при сжатии
бетона марки B10, l – длина стержня, q – величина распределенной нагрузки,
Q – величина перерезывающей силы, M – величина изгибающего момента, N
– продольного усилия, w – величина прогиба стержня.

Для деформации справедливы соотношения

ε(x, z) = z0(x)
d2w0(x)

dx2
− zd

2w0(x)

dx2
, κ(x) =

d2w0(x)

dx2
, (6)

где w0(x) – величина прогиба осевой линии стержня, z0(x) – величина, опреде-
ляющая положение нейтральной линии, κ(x) – кривизна осевой линии стержня.

Для определения неизвестных границ раздела областей zj1 , zj2 , ..., zjk спра-
ведливы соотношения

ε+
0j1

1− zj1(x)
=

ε+
0j2

1− zj2(x)
= ... =

ε+
0jk

1− zjk(x)
. (7)

Решая совместно уравнения (1)-(6) для заданной конфигурации
(i1, i2, ..., ij, ..., in) относительно неизвестных z0, zj1 , zj2 , ..., zjk , можно получить
распределение деформаций и моментов вдоль всей длины стержня. Причем
полученные значения деформации для каждого слоя должны удовлетворять
соответствующим ограничениям [5].
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2. Определение предельных нагрузок. Минимально возможную на-
грузку для заданной конфигурации (i1, i2, ..., ij, ..., in) будем обозначать через
q−(i1,i2,...,ij ,...,in), а максимально возможную через q+

(i1,i2,...,ij ,...,in). Указанные пре-
дельные нагрузки определим из соотношений

q−(i1,i2,...,ij ,...,in) = min{q−(i1,i2,...,ij ,...,in),1, ..., q
−
(i1,i2,...,ij ,...,in),k, ..., q

−
(i1,i2,...,ij ,...,in),n}, (8)

q+
(i1,i2,...,ij ,...,in) = min{q+

(i1,i2,...,ij ,...,in),1, ..., q
+
(i1,i2,...,ij ,...,in),k, ..., q

+
(i1,i2,...,ij ,...,in),n}, (9)

где нагрузка q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k рассчитывается для конфигурации (i1, i2, ..., ij, ..., in)

в предположении, что минимальное значение (знак минус в верхнем индексе)
или максимальное значение (знак плюс в верхнем индексе) достигается в слое
с индексом k.

Кривизну κ будем рассматривать как функцию от ε и z, тогда из уравнения
(6) получим

κ(ε, z) =
ε

z0 − z
. (10)

Для определения нагрузок q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k в уравнении (4) примем q =

q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k и положим значение кривизны равным (10) при значениях ε и
z из таблицы 1 в уравнении (6). Решая совместно полученные уравнения (1)-(6)
относительно q±(i1,i2,...,ij ,...,in),k, z0, zj1 , zj2 , ..., zjk для заданного сечения x, можем
определить искомые предельные нагрузки.

ik q−(i1,i2,...,ij ,...,in),k q+
(i1,i2,...,ij ,...,in),k

0 κ(0,−hk−1) κ(ε+
0k,−hk)

1 κ(ε+
0k,−hk−1) κ(ε+

∗k,−hk)
2 κ(ε+

0k,−hk) κ(ε+
0k,−hk−1)

Таблица 1. Кривизна стержня при минимальной и максимальной нагрузках для слоя
с индексом k

Значение кривизны для соответствующих значений нагрузок из таблицы 1 и
соотношения (10) подставим в соотношение для определения деформации (6).
Тогда соотношения для определения деформации в зависимости от значения
ik и того, искалась ли минимальная или максимальная нагрузка, примут вид,
показанный в таблице 2.

Найденные значения положения нейтральной линии z0 в заданном сечении
позволяют найти значения деформации в каждом слое по соотношениям (6). В
зависимости от слоя k и того, максимальное или минимальное значение дефор-
мации искалось, определим значение деформации в заданном сечении стержня
x. Полученные решения будут иметь место, если для каждого слоя j = 1, 2, ..., n
найденные значения деформации на верхних и нижних границах в каждом се-
чении x не будут превышать предельные значения (таблица 4).
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ik q−(i1,i2,...,ij ,...,in),k q+
(i1,i2,...,ij ,...,in),k

0 ε(z) = 0 ε(z) =
ε+0k

z0+hk
(z0 − z)

1 ε(z) =
ε+0k

z0+hk−1
(z0 − z) ε(z) =

ε+∗k
z0+hk−1

(z0 − z)

2 ε(z) =
ε+0k

z0+hk
(z0 − z) ε(z) =

ε+0k
z0+hk−1

(z0 − z)

Таблица 2. Деформация стержня при минимальной и максимальной нагрузках для
слоя с индексом k

ij Деформация на нижней границе слоя Деформация на верхней границе слоя
0 −ε−0j ≤ ε(−hij−1) ε(−hij) ≤ ε+

0j

1 ε+
0j ≤ ε(−hij−1) ε(−hij) ≤ ε+

∗j
2 ε(−hij−1) ≤ ε+

0j ε+
0j ≤ ε(−hij) ≤ ε+

∗j

Таблица 3. Условия, которым должна удовлетворять деформация в слое с индексом j

3. Результаты расчета. Для иллюстрации методики расчета предель-
ных нагрузок возьмем физически-нелинейный бетонный стержень, полностью
аналогичный рассмотренному в [4], который в дальнейшем будем называть кон-
фигурацией 1

b1 = 0, 03, b2 = 0, 04, ∆1 = 0, 06, ∆2 = 0, 04, (11)

где первый слой реализован из бетона марки B10, второй – марки B30. Соот-
ветственно, все обозначения и предположения будут соответствовать работе [4].

№ Марка бетона E+ ε+
0 , 10−2 ε+

∗ , 10−2 A1i A2i, 106

1 B10 1232,92 0,005 0,015 1479,50 -4,93167
2 B30 2629,23 0,005 0,015 3155,08 -10,517
3 B50 3312,54 0,00375 0,015 3975,04 -13,250

Таблица 4. Физические параметры бетонов

Физические параметры бетонов B10, B30, B50, используемые в расчетах, при-
мем согласно таблице 2 [9].

Рассмотрим конфигурацию (0, 0), которая соответствует случаю, когда пер-
вый и второй слои полностью находятся в области упругого деформирования.
В этом случае минимальное значение деформации и нагрузки будет равно 0

q−(0,0) = q−(0,0),1 = q−(0,0),2 = 0.

Максимальное значение нагрузки для конфигурации (0, 0) будет, когда де-
формация достигнет значения предельной упругой ε+

0k на верхней границе слоя.
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В этом случае нагрузка, соответствующая появлению нелинейной области во
втором слое стержня, будет равна

q+
(0,0),2 = 0, 00048236,

а для нагрузки q+
(0,0),1 отсутствуют соответствующие деформации, удовлетворя-

ющие условиям в таблице 4.
Нагрузка q−(0,2),2 очевидно будет равна q+

(0,0),2

q−(0,2),2 = 0, 00048236.

Максимальное значение нагрузки для конфигурации (0, 2) будет являться
q+

(0,2),1, а для q+
(0,2),2 отсутствуют соответствующие деформации, удовлетворяю-

щие условиям в таблице 4

q+
(0,2),1 = 0, 0007523.

Полученная нагрузка q+
(0,2),1 будет равна минимальным нагрузкам для кон-

фигураций (2, 1) и (2, 2)

q−(2,1),1 = q−(2,2),1 = q−(2,2),2 = 0, 0007523.

Откуда очевидно, что при q ≥ q−(2,1),1 весь второй слой будет в области нели-
нейного деформирования и одновременно появится нелинейная область на верх-
ней границе первого слоя.

Наибольшая нагрузка для конфигурации (2, 1) будет равна

q+
(2,1),2 = 0, 001112.

Указанные решения полностью совпадают с решениями, полученными в ра-
боте [9].
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