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6 сентября 2025 исполнилось 95 лет со дня рождения выдающегося россий-
ского ученого в области механики деформируемого твердого тела, теории упру-
гости и пластичности, теории предельного состояния и несущей способности тел
и конструкций доктора физико-математических наук, профессора Дюиса Да-
ниловича Ивлева.

Дюис Данилович Ивлев родился в г. Чебоксары в семье преподавателя Чу-
вашского педагогического института (сейчас Чувашский государственный педа-
гогический университет им. И. Я. Яковлева) Данила Осиповича Ивлева. После
окончания средней школы в 1948 г. он поступил на механико–математический
факультет МГУ им. М. В. Ломоносова. Как он сам указывал в своих воспоми-
наниях, в выборе механико-математического факультета МГУ сыграло много
обстоятельств личных и не совсем личных, например, таких как географическое
расположение факультета в то время на Моховой улице. Впоследствии, как он
всегда указывал, о своем выборе никогда не жалел. В Университете он активно
посещал лекции А. Г. Куроша, С. Н. Бахвалова, А. Я. Хинчина, А. П. Минако-
ва, П. К. Рашевского, А. И. Маркушевича, С. Л. Соболева, М. М. Филоненко–
Бородича, А. А. Космодемьянского, Л. И. Седова и др. Деканом мехмата в те
времена был В. В. Голубев, заместителем декана по научной части –– П. В. Мяс-
ников, отец В. П. Мясникова, позже должность декана занял Ю. Н. Работнов.
Курсовая работа на третьем году обучения в университете была написана Дю-
исом Даниловичем под руководством Андрея Петровича Минакова и была свя-
зана с сухим трением. Данная работа произвела на Андрея Петровича хорошее
впечатление, и положительная оценка сыграла большую роль в его жизни, ко-
гда во время его последующей учебы в аспирантуре он рекомендовал Д. Д.
Ивлева Владимиру Николаевичу Щелкачеву, заведующему кафедрой теорети-
ческой механики Московского нефтяного института имени академика Губкина,
где впоследствии он проработал ассистентом на этой кафедре полтора года.
Следующая его курсовая работа была связана с повторными нагружениями
упругопластического тела и была удостоена 3 места на конкурсе студенческих
работ механико–математического факультета. До поступления в аспирантуру
он несколько месяцев проработал в Подлипках (г. Королев), где уже работал
Леонид Викторович Ершов. С тех пор началась их совместная работа. В аспи-
рантуре он вместе с В. Д. Клюшниковым и С. А. Шестериковым принял участие
в работе семинара кафедры теории пластичности, которой заведовал Ю. Н. Ра-
ботнов. Впоследствии к ним присоединились Б. Д. Аннин, Ю. В. Немировский,
О. В. Соснин и др. В 1956 г. после окончания аспирантуры при Институте меха-
ники МГУ он успешно защитил диссертацию на соискание ученой степени кан-
дидата физико-математических наук на тему «Приближенное решение упруго-
пластических задач методом малого параметра». Первым оппонентом диссер-
тации был В. В. Соколовский, вторым — Г. С. Шапиро. Впоследствии, на осно-
ве кандидатской диссертации совместно с Леонидом Викторовичем Ершовым
была издана монография «Метод возмущений в теории упругопластического
тела», которая легла в основу ряда кандидатских и докторских диссертаций.
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В феврале 1957 г. после защиты диссертации Алексей Антонович Ильюшин,
будучи директором, принял Д. Д. Ивлева на должность младшего научного со-
трудника Института механики АН СССР, где он проработал вплоть до октября
1958 г.

В 1959 г. в возрасте 29 лет Дюис Данилович защитил диссертационную работу
по теме «Пространственная задача теории идеальной пластичности» в диссер-
тационном совете при МГУ и получил степень доктора физико-математических
наук.

В октябре 1959 г. Д. Д. Ивлев как один из самых молодых докторов физико-
математических наук страны был приглашен в Воронежский государственный
университет, где руководил созданной им кафедрой теории упругости и пла-
стичности, одновременно заведовал кафедрой сопротивления материалов в Во-
ронежском политехническом институте и читал лекции по математике в Воро-
нежском педагогическом институте. С этой даты ведет начало созданная Дю-
исом Даниловичем Воронежская школа механики, в которой сейчас насчиты-
вается более 30 докторов, среди них как прямые ученики Дюиса Данилови-
ча, так и учеными следующих поколений. Среди учеников следует выделить
Г. И. Быковцева, И. А. Бережного, В. В. Дудукаленко. Сейчас в Воронеже ра-
ботают такие ученые, как А. Д. Чернышев, А. Н. Спорыхин, Ю. А. Россихин, и
М. В. Шитикова и др., в Москве и Самаре — Ю. Н. Радаев, Комсомольске-на-
Амуре А. А. Буренин и А. И. Хромов (ученик Г. И. Быковцева), в Новосибирске
— А. Ф. Ревуженко, в Минске — А. В. Чигарев.

По возвращении в Москву, Дюис Данилович работал профессором кафедры
высшей математики Московского высшего технического училища им. Н. Э. Ба-
умана, позднее заведовал этой кафедрой (1966–1970 гг.), а впоследствии (1971–
1982 гг.) — кафедрой высшей математики во Всесоюзном заочном политехни-
ческом институте.

В 1982 г. Д. Д. Ивлев вернулся на родину в г. Чебоксары, где работал в
ЧГУ им. И.Н. Ульянова сначала заведующим кафедрой математического ана-
лиза, а потом заведующим кафедрой механики деформируемого твердого тела
и деканом физико-математического факультета (1982–1993 гг.). Под его пред-
седательством был открыт диссертационный совет по защите диссертаций на
соискание ученой степени доктора физико-математических наук по специаль-
ности «Механика деформируемого твердого тела». В истории науки Чувашии
это был первый докторский диссертационный совет.

В 1993 г. Д. Д. Ивлев перешел на работу в Чувашский государственный пе-
дагогический университет им. И. Я. Яковлева, где заведовал кафедрой мате-
матического анализа. С самого начала работы в педагогическом университете
он не только обеспечил функционирование докторского диссертационного со-
вета по механике деформируемого твердого тела, но придал ему качественно
новый статус – регионального совета с привлечением ведущих ученых страны в
области механики твердых тел и конструкций. За время работы в вузе под его
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научным руководством и консультированием подготовлено более 30 кандидатов
наук и 3 доктора наук.

Основными научными результатами Д. Д. Ивлева считается развитие общей
теории предельных статически определимых состояний тел с математическим
анализом уравнений гиперболического типа, в которой классические результа-
ты плоской задачи являются частным разделом общей теории. Ряд исследо-
ваний посвящен упрочняющемуся телу, деформационной теории пластичности,
построению моделей сложных сред, статике и динамике сыпучих сред, механике
квазихрупкого разрушения и др.

Профессором Д. Д. Ивлевым опубликовано более 250 научных и методиче-
ских трудов, в том числе 9 монографий. Являлся экспертом Высшей аттеста-
ционной комиссии, членом редакционной коллегии журнала «Известия РАН.
Механика твердого тела», ответственным редактором журнала «Вестник Чу-
вашского государственного педагогического университета им. И. Я. Яковлева.
Серия: Механика предельного состояния», членом экспертного совета ВАК РФ
по математике и механике.

За большие заслуги в области высшего образования и научной деятельности
Д.Д. Ивлев был награжден медалями «За доблестный труд в Великой Отече-
ственной войне 1941–1945 гг.», «50 лет Победы в Великой Отечественной войне
1941–1945 гг.», «60 лет Победы в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.»,
медалью ордена «За заслуги перед Отечеством» II степени, высшей наградой
Национальной академии наук и искусств Чувашской Республики —- Золотой
медалью им. И. Я. Яковлева, нагрудным значком «За отличные успехи в рабо-
те», знаком «Изобретатель СССР».
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А.Н. Власов родился в 28 октября 1955 г. в городе Коломне Московской
области. Женат, имеет двоих детей. В 1973 г. завершает обучение в средней
политехнической школе № 12 в городе Балашихе Московской области. Сра-
зу после окончания школы в 1973 г. поступает в Московский государственный
университет (МГУ) им. М.В. Ломоносова на механико-математический факуль-
тет отделения математики, обучение в котором завершает в 1978 г.. Будучи
студентом 5-го курса, в 1977 г. А.Н. Власов поступает на работу во Всесоюз-
ный научно-исследовательский институт противопожарной обороны (ВНИИПО
МВД СССР), где проходит практику в должности лаборанта по январь 1977 г..
После окончании МГУ с 1978 г. проходит срочную военную службу в в/ч 44526
(26 ЦНИИ Министерства обороны СССР). Во время прохождения воинской
службы А.Н. Власов участвует в крупномасштабных экспериментах.

В декабре 1983 г. А.Н. Власов увольняется из в/ч 44526 и в декабре того
же года поступает на работу в Московский инженерно-строительный институт
им. В.В. Куйбышева, который в 1993 г. был переименован в Московский го-
сударственный строительный университет (МГСУ). В 1983–1998 гг. работает в
МИСИ–МГСУ в должностях: старший инженер, младший научный сотрудник,
старший научный сотрудник.

За время работы, в МИСИ А.Н. Власов завершает обучение в аспирантуре и
защищает в 1990 г. кандидатскую диссертационную работу по теме «Определе-
ние эффективных деформационных характеристик слоистых и трещиноватых
скальных пород» по специальности 01.02.07 — Механика сыпучих тел и грун-
тов. Научным руководителем по кандидатской диссертации был проф., д.т.н.
Ухов Сергей Борисович. Официальными оппонентами выступили: проф., д.т.н.
Батугин С.А., к.ф.-м.н. Талонов А.В. Ведущей организацией был выбран Все-
союзный научно-исследовательский институт гидротехники им. Б.Е.Веденеева
(ВНИИГ). После защиты кандидатской диссертации завершает докторантуру
при МГСУ.

За время работы в МГСУ А.Н. Власов принимает участие в работах по ис-
следованию механических свойств грунтов, оснований и бортов примыканий
при строительстве Вилюйской ГЭС-III и в исследованиях, предваряющих стро-
ительство Адычанской ГЭС, он был в служебных командировках на Колымской
ГЭС, в г. Магадане, г. Якутске и г. Владивостоке.

С июля 1998 г. по настоящее время А.Н. Власов работает в Институте при-
кладной механики Российской академии наук (ИПРИМ РАН). В ИПРИМ РАН
работает в должностях старшего научного сотрудника, ведущего научного со-
трудника, главного научного сотрудника, заведующего Отделом механики ге-
терогенной и структурированной среды, и.о. директора ИПРИМ РАН. В насто-
ящее время является директором ИПРИМ РАН.

В 2010 г. А.Н. Власов защищает докторскую диссертацию по теме «Усред-
нение механических характеристик структурно неоднородных сред природных
материалов скальных пород» по специальности 01.02.04 — Механика дефор-
мируемого твёрдого тела. Научным консультантом по докторской диссертации
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являлся проф., д.т.н. Ухов Сергей Борисович. Официальными оппонентами
выступили: проф., д.ф.-м.н. Победря Б.Е., д.ф.-м.н. Вахрушев А.В., д.ф.-м.н.
Стефанов Ю.П. Ведущей организацией являлся Институт физики Земли им.
О.Ю. Шмидта РАН (ИФЗ РАН).

А.Н. Власов регулярно читает лекции по вычислительным методам в меха-
нике неоднородных сред аспирантам, обучающимся по направлениям 01.06.01
Математика и механика (ФГОС 01.02.04 и 01.02.05) и 03.06.01 Физика и астро-
номия (ФГОС 01.04.07).

В 2000–2016 гг. А.Н. Власов работает по совместительству в Институте гео-
экологии им. Е.М. Сергеева РАН (ИГЭ РАН) в лаборатории Геокриологии в
должностях старший научный сотрудник, ведущий научный сотрудник, глав-
ный научный сотрудник. Участвовал в экспедиции на Троицкое месторождение
(Бурятия), в экспедициях на о. Ольхон (о. Байкал). Принимал участие в работе
Координационного совета Программы фундаментальных исследований Россий-
ской Федерации по Секции технических наук (2021, 2022 гг.).

А.Н. Власов является председателем диссертационного совета Д 002.068.ХХ
(24.1.508.01) по специальности 1.1.8. Механика деформируемого твердого тела
(физико-математические и технические науки), членом диссертационного сове-
та МГУ.013.4 Московского государственного университета имени М.В. Ломоно-
сова, действующего по специальности 1.1.8. Механика деформируемого твердо-
го тела (физико-математические науки). Был членом диссертационного совета
Д 212.138.08 при Московском строительном университете (МГСУ) по специаль-
ности 25.00.20 (геомеханика, разрушение горных пород, рудничная аэрогазоди-
намика и горная теплофизика (технические науки) — закрыт в 2022 г..

В МГСУ принимал участие в работе ГЭК по программе подготовки научно-
педагогических кадров в аспирантуре по направлению подготовки 01.06.01 (ма-
тематика и механика) и ГЭК и ГИА (магистры и бакалавры) по направлени-
ям подготовки 08.03.01 (строительство), 08.04.01 (геотехника) и 15.04.03 «При-
кладная механика» в качестве председателя (2020–2025 гг.). В МАИ принимал
участие, как член комиссии, в работе ГЭК по программе подготовки научно-
педагогических кадров в аспирантуре по направлению подготовки 01.02.06 (ме-
ханика деформируемого твердого тела).

А.Н. Власов является экспертом РАН, членом Российского националь-
ного комитета по теоретической и прикладной механике (РНКТПМ); чле-
ном International Society for Rock Mechanics and Rock Engineering (ISRM);
International Society for Soil Mechanics and Geotechnical Engineering (ISSMGE);
Российского общества по механике грунтов, геотехнике и фундаментостро-
ению (РОМГГиФ); экспертом Городской экспертно-консультативной комис-
сии по основаниям, фундаментам и подземным сооружениям, которая име-
ет статус экспертно-консультативного и координационного органа Правитель-
ства г. Москвы; являюсь председателем экспертно-консультационного сове-
та Международной Ассоциации Фундаментостроителей (ЭКС МАФ); главным
редактором журнала «Composites: Mechanics, Computations, Applications, An
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International Journal» (Begell House Inc., USA); заместителем главного редакто-
ра Всероссийского научного журнала «Механика композиционных материалов
и конструкций»; членом Редакционных советов журналов «Вестник МГСУ» и
«Арктика и Антарктика» и членом редколлегии журнала «Вестник Чувашско-
го государственного педагогического университета им. И.Я. Яковлева. Серия:
Механика предельного состояния».

1 авторское свидетельство, 6 патентов и 3-и свидетельства о государственной
регистрации программ для ЭВМ.

А.Н. Власов является научным руководителем знаковых хоздоговорных ра-
бот:

(1) «Проведение математического моделирования нарастания прочности
льда, определение расчетной толщины льда и выдача рекомендаций по
расчету опор моста на воздействие ледовой нагрузки на объекте «Транс-
портный переход через Керченский пролив». 2016 г. (отв. исполнитель
Сахаров А.Н.).

(2) «Адаптационные технологии для обеспечения безопасности производ-
ственных объектов при изменении геокриологических условий». Этапы 1
«Разработка концепции адаптационных подходов к совершенствованию
отраслевых подходов, технических средств и управленческих меропри-
ятий в условиях меняющегося климата и геокриологических условий».
Этап 9 «Разработка методики экспресс-определения несущей способно-
сти свай, вмороженных в грунт, при различных отрицательных темпе-
ратурах и в процессе оттаивания». Этап 16 «Разработка методики по-
становки задачи численного термомеханического моделирования». Этап
17 «Разработка проекта корпоративной программы адаптации производ-
ственной деятельности ПАО «Газпром» к меняющимся климатическим
и геокриологическим условиям». 2018 – 2019 гг. (отв. исполнитель Ко-
ролев М.В.).

(3) «Сбор и анализ исходных материалов, проведение численного моделиро-
вания и расчетов для определения причин аварии 29.05.2020 г. хранили-
ща № 5 дизельного топлива ТЭЦ – 3 ПАО ГМК «Норильский никель»
в г. Норильске». 2020 – 2021 гг. (отв. исполнитель Королев М.В.).

(4) «Установление технических причин аварии по объекту: Склад дробленой
руды, инв. № 10300001593 дробильного цеха Норильской обогатительной
фабрики в г. Норильске». 2021 г. (отв. исполнитель Королев М.В.).

Область научных интересов А.Н. Власов — усреднения дифференциальных
уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами, механика композит-
ных материалов, геомеханика, численные методы и программирование задач
механики, теплофизики и фильтрации, математических задач геокриологии.

В настоящее время А.Н. Власов занимается разработкой аналитико–
численных методов определения эффективных характеристик механических
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свойств (упругих, прочностных и вязких) структурно неоднородных сред, та-
ких как композиты и нанокомпозиты (в том числе полимерные и эластомер-
ные), грунты и горные породы, а также теплофизических, термомеханических
и фильтрационных (для пористых сред) характеристик. Результаты его работ
представляют существенный вклад в развитие этих методов и соответствуют
мировому уровню.

Основные научные результаты Власова А.Н.:

• Предложил параметрический метод асимптотического усреднения диф-
ференциальных уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами
и с его использованием был разработал метод определения нелинейных
характеристик структурно неоднородных сред — горных пород, в част-
ности мерзлых, и композитов, в том числе и с нанонаполнителями.

• Был предложен метод оценки деформационных свойств композитных
материалов, описывающий эффект усиления модуля Юнга при умень-
шении размеров частиц наполнителя от микро- до нано с достижением
«насыщения» в нанообласти, после чего происходит резкое снижение его
значения.

• С использованием метода асимптотического усреднения был разработан
метод определения характеристик композитных материалов с градиент-
ным контактным слоем, что позволяет корректно учитывать концентра-
ции напряжений, обусловленные структурой композитных материалов.

• Метод определения характеристик на основе метода асимптотического
усреднения Бахвалова композитных материалов периодической струк-
туры со случайными характеристиками фаз и со случайным размером
включений, у которых центры включений имеют периодическое распо-
ложение.

• Предложена и разработана нелинейная модель скальной трещины,
учитывающей дилатансию. Предложены и разработаны аналитико-
численные методы определения деформационных и прочностных харак-
теристик слоистых и трещиноватых скальных пород с учетом дилатан-
сии и нелинейного деформирования. Предложены модели определения
вязкоупругих свойств мерзлых супесей и песков базальной структуры в
зависимости от температуры.

• Был разработан параметрический вариант метода асимптотического
усреднения дифференциальных уравнений теплопроводности и термо-
упругости и решены задачи по оценке теплофизических и деформаци-
онных характеристик структурно-неоднородных сред, свойства которых
зависят от температуры (композитные материалы, мёрзлая супесь).

• Была решена задача асимптотического усреднения уравнений фильтра-
ции Бринкмана в трёхмасштабной пористой среде на основе метода
асимптотического усреднения Бахвалова.
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Друзья и коллеги поздравляют Александра Николаевича с 70-летием и же-
лает ему новых ярких достижений в науке, талантливых учеников и успехов в
его многогранной деятельности в области науки и образования.
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Abstract. A stationary isotropic thermoelastic field is described by a set of defining relations:
1) the Poisson equation relating the temperature field to volumetric heat sources; 2) Cauchy
formulas; 3) Duhamel-Neumann law; 4) equilibrium equations. The linear resolving equations of
Lame and Poisson allow us to decompose the solution into the sum of a partial solution and a
solution to a problem with adjusted boundary conditions. In the case of volumetric factors of
the polynomial type, the partial solution is written out exactly. The interest lies in solving a
homogeneous problem. A convenient classification of problems is proposed for linear and piecewise
linear boundary conditions in which temperature and mechanical characteristics are generally
related. The procedures for forming separable bases of spaces of internal and boundary states in the
problems of thermostatics, elastostatics, and thermoelastostatics for regions of arbitrary geometric
configuration are strictly prescribed. In isomorphic Hilbert spaces of internal and boundary states
the values of the scalar products coincide for isomorphic pairs of elements. The method of boundary
states forms an infinite system of linear equations with respect to the coefficients of the Fourier
series expansion of the solution. The choice of the size of the truncated basis is based on the
Bessel inequality. The accuracy of the solution is estimated by the inconsistency of the constructed
boundary state with boundary conditions. As an example, a problem of class "1N"is considered,
combining the boundary conditions of the first basic elasticity problem (surface forces) and the
Neumann conditions for a temperature field, formulated for a spherical layer weakened by a
spherical cavity. Various combinations of geometric parameters of the outer boundary, the central
cavity, and the perturbing cavity are considered. The results are analyzed and conclusions are done.
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Введение. Описание моделей термоупругих сред содержится в классиче-
ских монографиях [1—3]. Исследования последнего времени в области статиче-
ских и квазистатических сред посвящены разработкам эффективных численно-
аналитических методов [4], проектированию форм для изготовления отливок
изделий [5], применению функций комплексного переменного для анализа со-
стояний тел с трещинами [6], средствам учета свойств анизотропии [7—9], неод-
нородности [10].

Работа посвящена исследованию влияния термических воздействий на
напряженно-деформированное состояние (НДС) равновесной термоупругой
среды и является развитием темы [11]. Круг задач, ведущих к достижению
цели:

1) описание внутреннего состояния термоупругой среды и ему соответству-
ющего граничного состояния;

2) формирование базиса пространства состояний двухполостного ограни-
ченного тела;

3) развитие аппарата метода граничных состояний (МГС) на решение клас-
сических задач термоэластостатики (TE-задач) многосвязных тел;

4) решение конкретных задач для сферического слоя со сферической поло-
стью.

1. Уравнения стационарной термоупругости. Термоэластостатиче-
ское состояние 3D-тела V с границей ∂V описывается определяющими соотно-
шениями [2], содержащими 16 уравнений:

T,ii +
1

k
Q = 0, (1)

εij =
1

2
(ui,j + uj,i), (2)

σij = λθδij + 2µεij − (3λ+ 2µ)αTδij, (3)

σij,j +Xi = 0. (4)

Уравнение Пуассона (1) отвечает за распределение температуры T во внут-
ренних точках x = {x1, x2, x3} ∈ V ; здесь k — параметр температуропровод-
ности, Q — объемная плотность тепловых источников. Соотношения Коши (2)
выражают компоненты тензора деформаций εij через составляющие вектора
перемещений ui линейной упругой изотропной среды. Закон Дюамеля-Неймана
(3) обобщает закон Гука на предмет учета температурных деформаций: θ = εkk
— объемная упругая деформация, λ, µ — упругие параметры Ламе, δij — символ
Кронекера, α — параметр температурного расширения среды. Уравнения рав-
новесия (4) приведены при учете объемных сил Xi произвольной физической
природы.
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Частные решения, отвечающие регулярным силам Xi и теплоисточникам Q,
строятся эффективно [12], поэтому неоднородные составляющие линейной си-
стемы уравнений (1)–(4) можно из рассмотрения исключить. Разрешающий на-
бор дифференциальных уравнений при отсутствии неоднородных составляю-
щих (Xi = 0, Q = 0) состоит из системы уравнений Ламе и уравнения Лапласа:

µui,jj + (λ+ µ)uj,ji − (3λ+ 2µ)αT,i = 0,

T,ii = 0.
(5)

Это — замкнутая разрешающая система уравнений в частных производных
эллиптического типа относительно температуры и перемещений.

Описываем температурное состояние тела избыточным набором согласован-
ных характеристик, совокупность всех вариантов их наборов ξT = {T, T,i} ∈ ΞT

образует термостатическое пространство внутренних состояний. Ему изоморф-
но пространство граничных состояний с элементами γT =

{
T, dT

dn

}
∈ ΓT . Анало-

гичный подход используем для представления пространств состояний упругой
среды: ξE = {uEi , εEij, σE

ij} ∈ ΞE, γE = {uEi , pEi } ∈ ΓE. Символом E помечены
характеристики состояний, отвечающих обобщенному закону Гука

σE
ij = λεEkkδij + 2µεEij.

В целом характеристики состояния учитывают «приобретенные» температур-
ные деформации εTij = αTδij и «потерянные» напряжения σT

ij = −(3λ+2µ)αTδij :

εij = εEij + εTij, σij = σE
ij + σT

ij.

Соответствующие граничные состояния имеют характеристики

γ = {uEi , uTi , pEi , pTi , T,
dT

dn
} ∈ Γ, γE = {uEi , pEi } ∈ ΓE

2. Гильбертовы пространства состояний термоэластостатики. Про-
странства Ξ, Γ — гильбертовы со скалярными произведениями (a, b > 0):

(ξm, ξn)Ξ = a(ξE(m), ξE(n))E + b(ξT (m), ξT (n))T ,

(ξE(m), ξE(n))E =

∫
V

σ
E(m)
ij ϵ

E(n)
ij dV, (ξT (m), ξT (n))T =

∫
V

T
(m)
,i T

(n)
,i dV

(6)

– в пространстве внутренних состояний Ξ, и

(γm, γn)Γ = a(γE(m), γE(n))E + b(γT (m), γT (n))T ,

(γE(m), γE(n))E =

∫
∂V

p
(m)
i u

(n)
i dS, (γT (m), γT (n))T =

∫
∂V

T (m)∂T
(n)

∂n
dS

(7)

– в пространстве граничных состояний Γ. Для изоморфных пар элементов
пространств Ξ ↔ Γ справедливо равенство

(ξ(m), ξ(n))Ξ = (γ(m), γ(n))Γ,
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вытекающее из принципа возможных перемещений и свойств гармонических
функций.

Скалярные произведения предназначены для ортогонализации базисов обоих
пространств, которую можно проводить как в Ξ, так и в Γ. С практической точ-
ки зрения при наличии полостей рекомендуется производить ортогонализацию
в пространстве Γ, поскольку элементы базиса в пространстве внутренних состо-
яний содержат особые точки внутри каждой полости и при численном взятии
интегралов это существенно сказывается на точности вычислений. На границах
тела такие особенности отсутствуют.

Основой формирования регулярных базисов внутренних состояний для объ-
ектов, описываемых уравнениями эллиптического типа, служит набор однород-
ных гармонических многочленов

Φ+
0 = {1, x, y, z, xy, xz, yz, x2 − y2, x2 − z2, xyz, . . . , φ+

j (x, y, z), . . .}
Множество Φ+

0 содержит один элемент порядка 0, три элемента порядка 2,
2m+1 элементов порядка m = ordφj, где через ord обозначен оператор взятия
порядка многочлена. Оно является регулярным базисом функций, гармониче-
ских в ограниченной односвязной области V0.

Каждый элемент φ+
j множества Φ0 порождает инверсию:

φ−
j =

{
φ+
j (x, y, z)

/
|r− r0|(2m+1)/2

}
, r = {x, y, z}, r0 = {x0, y0, z0} ∈ V0,

являющуюся гармонической функцией вне полюса r0 и исчезающей на беско-
нечности.

Их набор образует базис гармонических функций Φ−
0 , регулярных во внеш-

ности полости V0: V = R3 \ V0.
Ниже через Ξ будем обозначать сепарабельный базис пространства Ξ, через−→

Ξ N — алгебраический вектор размерности N , удержанный из базиса Ξ.
Структура базиса гильбертова пространства ΞT определяется структурой об-

ласти определения V :
1) односвязная ограниченная область V = V0. Из списка Φ+

0 исключён эле-
мент, являющийся «нулём» пространства: ΞT

= Ξ
T

0 = Φ+
0 \ {φ+

1 };
2) односвязная неограниченная область V = R3 \ V0: Ξ

T

0 = Φ−
0 ;

3) n-полостная неограниченная область V = R3 \
n
∪
k=1

Vk, где все полости Vk
— непересекающиеся и каждая из них содержит опорную точку r̄0k ∈ Vk,
участвующую при формировании инверсий: ΞT

=
n
∪
k=1

Φ−
k , r̄0k ∈ Vk;

4) n-полостная ограниченная область V = V0 \
n
∪
k=1

Vk: Ξ
T
= Ξ

T

0 ∪
(

n
∪
k=1

Φ−
k

)
.

Базис пространства ΞEформируется на основе общих решений системы урав-
нений Ламе [1], записываемых для изотропного однородного тела при отсут-
ствии объемных сил:
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µui,jj + (λ+ µ)uj,ji = 0 (8)

Весьма эффективным средством формирования базисов являются решения
Аржаных-Слободянского [3] для односвязной внутренней и внешней по отно-
шению к ∂V области соответственно

ui = 4(1− ν)Bi + xjBi,j − xiBj,j, ui = 4(1− ν)Bi − (xjBj),i,

где Bi — компонента гармонического вектора, ν = λ/(λ + µ)/2. Общие реше-
ния выражаются через векторы, составляемые из гармонических функций, по-
этому каждая гармоническая функция порождает три внутренних состояния
пространства ΞE.

Процесс формирования регулярного базиса Ξ
E в зависимых от структуры

тела аналогичен таковому, описанному для Ξ
T , за исключением одного нюан-

са. А именно, в случае односвязного ограниченного тела процедура дифферен-
цирования в формуле Коши приводит к понижению порядка выражения. На
начальном участке используемых однородных многочленов это порождает три
линейно-зависимых элемента, которые не могут входить в базис. Их исключение
удобно производить автоматизировано, использую процедуру ортогонализации
(ξm, ξn)Ξ, выполняемую на любой простейшей геометрической 3D-области. По-
сле «чистки» и отбрасывания «нулевого» элемента (отвечающего φ+ = 1) счёт-
ный базис Ξ

E

0 определён. Иных отклонений не наблюдается.
Следовательно, каждый элемент пространства гармонических функций поз-

воляет построить три элемента вида ξ = {ui, εij, σij, 0, 0} ∈ Ξ и один элемент
вида ξ = {uTi , εTij, σT

ij, T, T,j} ∈ Ξ, где символом T помечены частные решения от
объёмных сил теплового характера.

После ортогонализации базиса, использования разложения Фурье

ξ =
∑
k

ckξ
(k), γ =

∑
k

ckγ
(k) (9)

и обработки граничных условий система уравнений (5) приводится к бесконеч-
ной системе линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов
Фурье cj:

N∑
j=1

akjcj = bk, N =
∣∣∣−→Ξ N

∣∣∣ , (10)

где коэффициенты akj определяются через поверхностные интегралы от базис-
ных элементов γ(k), γ(j), либо через объёмные интегралы от ξ(k), ξ(j), а правые
части используют кроме γ(k) ещё и содержимое граничных условий.

Решение усеченной бесконечной системы линейных алгебраических уравне-
ний (БСУ) проводится с учетом двух факторов: 1) насыщение суммы Бесселя;
2) невязка построенного граничного состояния с условиями на границе тела.
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Классические варианты краевых задач TE-среды исходят из формулирова-
ния ГУ для равновесной упругости и термостатики: «1», «2» означают соот-
ветственно первую и вторую задачи теории упругости по классификации Н.И.
Мусхелишвили [13], «D», «N» – условия Дирихле и Неймана. Легко понимается
смысл основных задач термоупругости, обозначаемых как «1D», «1N», «2D»,
«2N». Нетрудно понять смысл аббревиатуры смешанных задач «12D», «1DN»
и др.

Настоящая работа является важным шагом к реализации общего подхода
к решению основных и смешанных задач термоэластостатики с линейными и
кусочно-линейными граничными условиями для однородной изотропной среды,
но уже наблюдаются смежные исследования, ориентированные на анизотроп-
ные среды. В работе [9] метод граничных состояний применен для описания
термоупругого состояния трансверсально-изотропного тела вращения, находя-
щегося в осесимметричном поле установившихся температур.

3. Термоэластостатическое состояние сферического слоя со сфе-
рической полостью. Нижеизложенное представлено в обезразмеренной фор-
ме. Шар радиуса R1 = 1 содержит центральную полость радиуса R2 =

1
2

и “воз-
мущающую” полость радиуса R3, расположенную в позиции (0, 0, 3

4
) (рис. 1).

При исследовании влияния “возмущающую” полости рассматривались вариан-
ты R3 ∈ [1

8
, 1
16
, 3
16
].

Рис. 1. Сферический слой со сферической полостью

Обе полости являются источниками тепла либо холода. Потоки тепла че-
рез S1, S2, S3 полагаются равномерными с интенсивностями Tnk = dT

dn

∣∣∣
k
, k ∈

{1, 2, 3}. При вычислениях принимались значения Tn2 = ±4, Tn3 = ±1. Для
обеспечения термобаланса принимались значения уровня термопотоков через
внешнюю границу области равными Tm1 ∈

{
∓65

64
,±257

256
,±265

256

}
в соответствии с
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вариантами для R3. Верхние знаки в Tnk отвечают источникам тепла, нижние
— источникам холода. Значения тепловых потоков отвечают условию стацио-
нарности температурного поля в теле: количество тепла в теле V не меняется
с течением времени и, следовательно, имеет место баланс температуры (1). По-
лагается отсутствие объемных теплоисточников (Q = 0).

Кроме тепловых воздействий полости оказывают на тело механические воз-
действия давлением интенсивности p0 = 1. Внешняя граница свободна от на-
грузки.

Набор граничных условий характеризует краевую задачу как задачу класса
«1N»:

∂T

∂n
= Tnk, (x, y, z) ∈ Sk, p =


0, (x, y, z) ∈ S1,

p0, (x, y, z) ∈ S2,

p0, (x, y, z) ∈ S3.

(11)

Для проведения решения средствами МГС были сформированы и ортонорми-
рованы отрезки базисов пространств состояний й Ξ⃗T , Ξ⃗E количеством 180 и 35
единиц соответственно и выполнены решения задачи Неймана для уравнения
Лапласа и первой основной задачи для уравнений Ламе. Суммирование механи-
ческих характеристик привело к построению полей перемещений, деформаций,
напряжений в упругом теле (параметры Ламе λ = µ = 1 при коэффициенте
Пуассона ν = 1

4
, α = 0.2).

На (рис. 2) представлены распределения температуры в обоих вариантах теп-
лового воздействия для варианта R3 =

1
8
; фрагменты осевых купюр полей вбли-

зи “возмущающей” полости показаны укрупненно (рис. 3).

а) холод б) тепло

Рис. 2. Распределение температуры
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а)холод б)тепло

Рис. 3. Распределение температуры

Температурные поля от тепло- и хладоисточников имеют противополож-
ные характеры. Эти же диаграммы в соответствующих масштабах отвеча-
ют характерам распределения “приобретенных” деформаций и «потерянных»
напряжений. Фрагмент диаграммы, выделенной вблизи “возмущающей” поло-
сти, более качественно иллюстрирует окрестные температурные и напряженно-
деформационные характеристики, обусловленные внешними тепловыми воздей-
ствиями.

В табл. 1, 2 для обоих вариантов тепловых воздействий приведены сечения,
поясняющие распределение радиальных σr = σxx

∣∣
y=0

, окружных σθ = σyy
∣∣
y=0

,
осевых σz = σzz

∣∣
y=0

, сдвиговых σrz = σxz
∣∣
y=0

напряжений в осесимметричном
теле при различных значениях геометрического параметра “возмущающей” по-
лости. Для качественной оценки влияния центральной полости на характер рас-
пределения напряжений в осевом сечении рассмотрен вариант тела с R2 = 3

16
,

R3 =
1
8

(столбец 4 в табл. 1, 2).
Анализ распределения напряжений в осевом сечении позволяет сделать об-

щие выводы:

1) уменьшение диаметра “возмущающей” полости независимо от характера
теплового воздействия приводит к заключениям:

– на удалении от возмущающей полости поля напряжений корректи-
руются слабо, а вблизи существенно варьируются;

– уровень всех продольных напряжений меняется в соответствии с
характером изменения R3;

– уровень сдвиговых напряжений снижается существенно в зонах,
прилегающих к возмущающей полости.
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2) изменение размера центральной полости приводит к существенному ис-
кажению полей напряжений. Характер полей напряжений почти не из-
меняется, за некоторыми исключениями, которые отмечены ниже;

3) радиальные напряжения σr вблизи экватора центральной полости при
теплоисточниках имеют естественный характер: убывающее сжатие ра-
диальных волокон при перемещении от полости к внешней границе; при
охлаждении они незначительны. По-видимому, это вызвано наличием
“возмущающей” полости. радиальные волокна в слое между полостями
удлиняются слабо при теплоисточниках и весьма существенно при ис-
точниках холода. Воздействие хладосточников изменяет характер поля
σr: уровень сжимающих радиальных напряжений значителен в областях,
примыкающих к экваториальной плоскости;

4) поля окружных напряжений σθ получают существенные искажения воз-
действием “возмущающей” полости: при нагреве окружные волокна су-
щественно удлиняются в слое между полостями, при охлаждении – меж-
ду внешней границей и S3. Воздействие теплосточников при уменьшении
размера центральной полости изменяет характер поля: вдоль толщины
шарового слоя изменение напряжения не является монотонным, но со-
держит экстремальные значения (минимумы) примерно в средине слоя;

5) осевые напряжения σz — существенно сжимающие вблизи полюсов и
слабо сжимающие при воздействии хладоисточников. Вблизи экватора
внешней границы он приобретают существенный растягивающий харак-
тер, но при охлаждающих воздействиях удлинения волокон незначитель-
ны. Вблизи оси симметрии тела между S3 и S1 осевые напряжения незна-
чительны.

6) напряжения сдвига σrz имеют классический упругий характер. Они от
температурных воздействий не зависят;

7) сопоставление полей напряжений, отвечающих различным значениям
R3,свидетельствует о его существенном влиянии на НДС слоя между S3

и S1: чем больше R3, тем значительнее искажения полей напряжений.
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R2 = 1/4, R3 = 3/16 R2 = 1/4, R3 = 1/8 R2 = 1/4, R3 = 1/16 R2 = 3/16, R3 = 1/8

σr

σθ

σz

σrz

Таблица 1. Теплоисточники.
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R2 = 1/4, R3 = 3/16 R2 = 1/4, R3 = 1/8 R2 = 1/4, R3 = 1/16 R2 = 3/16, R3 = 1/8

σr

σθ

σz

σrz

Таблица 2. Хладоисточники.
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4. Заключение. Анализ состояния двухполостного шарового тела позво-
ляют сделать ряд выводов.

(1) Замкнутость системы определяющих соотношений (1)-(4) термоэласто-
статики многополостного тела определяет структуры пространств внут-
ренних и граничных состояний.

(2) Описан эффективный алгоритм формирования изоморфных счетных ба-
зисов гильбертовых пространств состояний TE-статики многополостно-
го тела. Равенство скалярных произведений изоморфных пар элементов
пространств внутренних и граничных состояний позволяет эффективно
проводить ортогонализацию их базисов Ξ̄ ↔ Γ.

(3) Проведен анализ TE-состояний двухполостного шара с двумя сфери-
ческими полостями. Результаты расчетов проиллюстрированы и про-
комментированы. Наблюдается существенное искажение характеристик
внутренних состояний воздействием “возмущающей” полости малого
диаметра при альтернативных вариантах температурных потоков через
границы обеих полостей.

(4) Размеры “возмущающей” полости оказывают существенное влияние на
уровень интенсивности напряжений в теле вблизи внешней границы.
Опасность разрушения локализуется в окрестности «верхнего» полюса
шара.

Ближайшие перспективы исследований просматриваются в плане варьиро-
вания уровней температурных воздействий, в допущении температурных воз-
действий альтернативного характера (одна полость – нагревающая, вторая –
охлаждающая), в варьировании распределения потоков от теплоисточников че-
рез границы тела, в отклонении в постановках задач от цилиндрической сим-
метрии. Вызывают существенный интерес вопросы, связанные с постановкой
и решением краевых задач в случаях, когда температурные и механические
характеристики среды связаны на границах едиными соотношениями.
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Введение. В предлагаемой работе для решения задач МДТТ использу-
ются законы сохранений дифференциальных уравнений. Использование зако-
нов сохранения позволяет свести нахождение компонент тензора напряжений
в каждой точке к контурному интегралу по границе рассматриваемой обла-
сти, что дает возможность построить упругопластическую границу. При этом
предполагается, что граница является кусочно - гладкой. Упругопластические
задачи, в силу их практической важности, уже давно изучаются механиками.
Основной проблемой, которая возникает при решении таких задач, является
нахождение упругопластической границы. Условие пластичности накладывает
дополнительную связь и это, по словам Г. П. Черепанова [1], упрощает задач;
с другой стороны возникает новый неизвестный элемент – упругопластическая
граница, затрудняющая решение. В настоящее время решения упругопластиче-
ских задач продолжает оставаться в центре внимания исследователей. Появля-
ются новые аналитические подходы к решению этих задач, совершенствуются
численные методы. Проведем краткий обзор таких работ. В [2] с помощью зако-
нов сохранения решена задача о кручении упругопластического стержня, арми-
рованного упругими волокнами. Для решения задачи используются законы со-
хранения. В работе [3] рассмотрен упругопластический коробчатый брус, кото-
рый изгибается поперечной силой. Предполагается, что деформации в стержне
упругопластические и боковая поверхность его свободна от напряжений. Центр
тяжести поперечного сечения не совпадает с точкой приложения силы. С помо-
щью законов сохранения построено точное решение, описывающее напряжен-
ное состояние этой конструкции. Напряженное состояние вычисляется в каж-
дой точке рассмотренной фигуры с помощью интегралов по внешним контурам
поперечного сечения. В [4] исследуется упругопластическое кручение много-
слойного стержня. Стержень состоит из нескольких слоев. Упругие свойства
слоев различны, но коэффициент пластичности у всех слоев одинаков. В статье
построены законы сохранения, которые позволили вычислить компоненты тен-
зора напряжений с помощью контурных интегралов по границе слоев. В работе
[5] рассматривается упругопластическое кручение анизотропного трехслойного
цилиндрического стержня некругового поперечного сечения. Внутренний слой
стержня находится в упругопластическом состоянии, два внешних слоя пол-
ностью пластические. Предполагается пластическая анизотропия. Параметры
анизотропии каждого слоя различны. В работе [6] рассмотрено решение задачи
определения упругопластического состояния тяжелого пространства, ослаблен-
ного отверстием эллиптической формы. Материал среды обладает свойствами
анизотропии. Решение задачи выполнялось методом малого параметра. Круче-
ние двухслойного стержня коробчатого сечения рассмотрено в [7]. В статье [8]
численными методами рассчитывается напряженно-деформированное состоя-
ние связующего композиционных материалов. Расслоения стальных труб при
сложном нагружении моделируются в [9]. Упругопластический анализ круговой
трубы, вывернутой наизнанку, проведен в [10]. В статье [11] изучается влияние
типа плоской задачи для упругопластического адгезионного слоя на значение
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J -интегралов. В [12] в рамках одной модели больших упругопластических де-
формаций рассматривается нестационарная динамика среды, не связанная с
дополнительным накоплением пластических деформаций к уже имеющимся.
Показано, что в общем случае каждая из упругих волн может сопровождать-
ся скачкообразным поворотом пластических деформаций. В работе [13] изучен
процесс производства необратимых деформаций во вращающемся цилиндре, из-
готовленном из материала с упругими, вязкими и пластическими свойствами.

Постановка задачи. Имеется упругопластический стержень постоянного
поперечного сечения, который находится под действием линейного гидростати-
ческого давления и пары сил, которые скручивают его вокруг центральной оси,
совпадающей с осью oz.

Предполагаем, что выполнены следующие условия:

σx = −λz + C, σy = −λz + C, σz = −λz + C, τxy = 0, τxz = u(x, y), τyz = v(x, y).
(1)

В этом случае уравнения, описывающие упругую деформацию в стационар-
ном случае, имеют вид:

ux + vy = λ, vx − uy = 2a. (2)

Система (2) состоит из уравнения равновесия и уравнения совместности упру-
гих деформаций. В пластической области система имеет вид:

ux + vy = λ, u2 + v2 = k2. (3)

Здесь σx, σy, σz, τxy, τzx, τyz – компоненты тензора напряжений, λ, k, a = Gθ
постоянные, G - модуль упругости, θ - угол кручения, k - постоянная пластич-
ности, равная пределу текучести при чистом сдвиге.

Предполагается, что боковая поверхность стержня свободна от напряжений
и находится в пластическом состоянии, поэтому систему (1) следует решить со
следующими граничными условиями:

un1 + vn2|L = 0, u2 + v2 = k2. (4)

Здесь n1, n2 – компоненты вектора внешней нормали к кусочно-гладкому внеш-
нему контуру L, ограничивающему конечную область S.

Замечание 1. Если a = 0, то задача (4) для системы уравнений (2) с точ-
ностью до обозначений совпадает с задачей А [1]. В [1] показано, что в этом
случае для задачи (2) - (4) решение существует и единственно, если стержень
имеет овальное сечение и −1

λ
> k

GRmin
, где Rmin - минимальный радиус кривизны

кривой L.
Замечание 2. Случай, когда λ = 0, a ̸= 0, соответствует классическому слу-

чаю упругопластического кручения и рассматриваться не будет. Рассмотрению
его посвящена работа [1].

Для удобства запишем уравнения (2) в виде:

F1 = ux + vy − λ = 0, F2 = −uy + vx + 2a = 0. (5)
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Решим краевую задачу (2), (4) с помощью законов сохранения.
Законы сохранения системы уравнений:
Определение. Законом сохранения для системы уравнений (2) назовем выра-

жение вида:
Ax +By = ω1F1 + ω2F2 (6)

где ω1, ω2 – линейные дифференциальные операторы, одновременно не равные
тождественно нулю/

A = α1u+ β1v + γ1, B = α2u+ β2v + γ2. (7)

где αi, βi, γi - некоторые гладкие функции, зависящие только от x,y.
Замечание 3. Более общее определение закона сохранения, подходящее для

произвольных систем уравнений, можно найти в [14].
Из (6) c учетом (7), получаем:

α1
xu+ α1ux + β1

xv + β1vx + γ1x + α2
yu+ α2uy + β2

yv + β2vy + γ2y =

= ω1(ux + vy − λ) + ω2(−uy + vx + 2a) (8)

Из (8) следует:
α1
x + α2

y = 0, β1
x + β2

y = 0, α1 = ω1,

β1 = ω2, α
2 = −ω2, β

2 = ω1, γ
1
x + γ2y = λω1 + 2αω2.

Отсюда получаем:

α1 = β2, α2 = −β1 (9)

Поэтому:

α1
x − β1

y = 0, α1
y − β1

x = 0, γ1x + γ2y = −λα1 + 2aβ1 (10)

Из приведённых формул следует, что система уравнений (2) допускает бес-
конечно много законов сохранения; далее будут приведены только те, которые
позволяют решить поставленную задачу.

Поскольку сохраняющийся ток имеет вид:
A = α1u+ β1v + γ1, B = −β1u+ α1v + γ2.

Из (6) по формуле Грина получаем:∫∫
S

(Ax +By)dxdy =

∮
L

−Ady +Bdx = 0, (11)

где S -область, ограниченная кривой L.
Решение задачи (2), (4). Для нахождения значений u, v внутри области

S, необходимо построить решения системы (10), имеющие особенности в произ-
вольной точке (x0, y0) ∈ S.

Первое из таких решений имеет вид
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α1 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

β1 = − y − y0
(x− x0)2 + (y − y0)2

, (12)

γ1 = −2αarctg
x− x0
y − y0

, γ2 = −λarctg y − y0
x− x0

.

В точке (x0, y0) ∈ S функции α1, β1 имеют особенности, поэтому окружим эту
точку окружностью:

ε : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = ε2.

Тогда из формулы (11) получаем:∮
L

−Ady +Bdx+

∮
ε

−Ady −Bdx = 0, (13)

Вычислим последний интеграл в формуле (13). Имеем:∮
ε

−Ady −Bdx =

∮
ε

−
(

u(x− x0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
− v(y − y0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
+ γ1

)
dy+

+

(
− u(y − y0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
− v(x− x0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
+ γ2

)
dx. (14)

Введем новые координаты x− x0 = εcosϕ, y − y0 = εsinϕ, получаем:

∮
ε

−Ady −Bdx =

∫ 2π

0

[−(ucosϕ+ vsinϕ)cosϕ− (usinϕ+ vcosϕ)sinϕ]dϕ =

= −
∫ 2π

0

udϕ = −2πu(x0, y0). (15)

Последнее равенство получено по теореме о среднем при ε −→ 0.
Для окончательного построения решения найдем значения u, v на границе L.

Из формулы (13) получаем

2πu =

∮
L

−(−α1n2 + β2n1 + γ1)dy + (β1n2 + α1n1 + γ2)dx. (16)

Второе решение системы уравнений (10) возьмем в виде:
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α1 =
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

β1 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, (17)

γ1 = −λarctgx− x0
y − y0

, γ2 = 2αarctg
y − y0
x− x0

.

Проделав выкладки, аналогичные выкладкам, проделанным с решением (12),
получаем:

2πv =

∮
L

−(−α1n2 + β2n1 + γ1)dy + (β1n2 + α1n1 + γ2)dx. (18)

На основе приведенных выше формул нами были созданы программы для
ЭВМ программном пакете Maple. Результаты расчета некоторых из данных
программ представлены далее.

На рисунке 1 представлено изменение упругопластических границ прокатного
профиля H-образного сечения, с значением крутящего параметра a = −1.6 и
различными значениями λ.

Рис. 1. Упругопластическая граница профиля Н-образного сечения, при значениеи
крутящего параметра a = −1.6 и значениями λ, в А)λ = −0, 6; Б)λ = −1 В)λ = −1, 6
Г)λ = −3.

На рисунке 2 представлено изменение упругопластических границ прокатного
профиля H-образного сечения, с значением крутящего параметра a = −2.0 и
различными значениями λ.



66 Д. О.ЕВТИХОВ, И.Л. САВОСТЬЯНОВА, С. И. СЕНАШОВ.

Рис. 2. Упругопластическая граница профиля Н-образного сечения, при значениеи
крутящего параметра a = −2.0 и значениями λ, в А)λ = −0, 6; Б)λ = −1 В)λ = −1, 6
Г)λ = −3.

Заключение. В работе построены законы сохранения для системы урав-
нений (2), описывающей кручение упругопластического стержня, находящего-
ся под действием давления, линейно меняющегося вдоль образующей. Исполь-
зуя построенные законы сохранения, найдены компоненты тензора напряжений
σxz, σyz. Формулы (15) и (17) позволяют определить упругопластическую гра-
ницу в рассматриваемом стержне. Созданы программы для ЭВМ, позволяю-
щие найти упругопластической границы исследуемого стержня. В заключение
работы приведены результаты работы программы с различными значениями
крутящего параметра a и параметра λ, для стержней профиля типа "двутавр".

ДОПОЛНИТЕЛЬНО

Вклад авторов. 100%.
Конфликт интересов. Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Источник финансирования. Авторы заявляют об отсутствии внешнего финанси-
рования при проведении исследования.

ADDITIONAL INFORMATION

Authors’ contribution. 100%.
Competing interests. The authors declare that they have no competing interests.
Funding. This study was not supported by any external sources of funding.



КРУЧЕНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ, НАХОДЯЩЕГОСЯ ... 67

ЛИТЕРАТУРА
1. Аннин Б. Д., Черепанов Г. П. Упруго-пластическая задача. – Новосибирск :

Федеральное государственное унитарное предприятие "Академический научно-
издательский, производственно-полиграфический и книгораспространитель-
ский центр "Наука", 1983. – 238 с. – EDN: XXGCWN.

2. Евтихов Д. О. Упругопластическая граница скручиваемого стержня, армиро-
ванного волокнами // Вестник Чувашского государственного педагогического
университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. –
2024. – 4(62). – С. 53–61. – DOI: 10.37972/chgpu.2024.62.4.004. – EDN:
SANGJY.

3. Сенашов С. И., Савостьянова И. Л. Изгиб упруго-пластического бруса короб-
чатого сечения // Вестник Чувашского государственного педагогического уни-
верситета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2024. –
1(59). – С. 107–114. – DOI: 10.37972/chgpu.2024.59.1.006. – EDN: EBWYKU.

4. Сенашов С. И., Савостьянова И. Л. Упруго-пластическое кручение многослой-
ного стержня // Вестник Чувашского государственного педагогического уни-
верситета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. – 2023. –
2(56). – С. 28–35. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.56.2.003. – EDN: AASYUM.

5. Щеглова Ю. Д. Метод возмущений при определении поля перемещений трех-
слойного анизотропного цилиндрического стержня некругового поперечного се-
чения при упругопластическом кручении // Вестник Чувашского государствен-
ного педагогического университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика пре-
дельного состояния. – 2023. – 4(58). – С. 5–13. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.58.
4.001. – EDN: BEWLEY.

6. Матвеев С. В., Матвеева А. Н., Александров А. Х. Упругопластическое состоя-
ние анизотропной среды, ослабленной горизонтальной эллиптической полостью
с учетом силы тяжести // Вестник Чувашского государственного педагогиче-
ского университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состоя-
ния. – 2023. – 1(55). – С. 46–51. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.55.1.006. – EDN:
MWIBIT.

7. Сенашов С. И., Савостьянова И. Л., Власов А. Ю. Кручение двухслойно-
го упругого стержня c коробчатым сечением // Прикладная механика и тех-
ническая физика. – 2024. – Т. 65, 3(385). – С. 161–168. – DOI: 10 . 15372 /
PMTF202315404. – EDN: MTLSLU.

8. Ракин С. И. Расчет напряженно-деформированного состояния связующего во-
локнистых композитов // Прикладная механика и техническая физика. –
2024. – Т. 65, 2(384). – С. 127–137. – DOI: 10.15372/PMTF202114917. – EDN:
EQPBHD.

9. Кургузов В. Д. Моделирование расслоения стальных труб при сложном нагру-
жении // Прикладная механика и техническая физика. – 2023. – Т. 64, 6(382). –
С. 155–167. – DOI: 10.15372/PMTF202315317. – EDN: MSBBSX.

10. Севастьянов Г. М. Упруго-пластический анализ круговой трубы, вывернутой
наизнанку // Известия Российской академии наук. Механика твердого тела. –
2024. – № 3. – С. 34–50. – DOI: 10.31857/S1026351924030039. – EDN: UIILGM.

11. Влияние типа плоской задачи для тонкого упругопластического адгезионного
слоя на значение J-интеграла / В. Э. Богачева [и др.] // Прикладная механика



68 Д. О.ЕВТИХОВ, И.Л. САВОСТЬЯНОВА, С. И. СЕНАШОВ.

и техническая физика. – 2023. – Т. 64, 6(382). – С. 168–175. – DOI: 10.15372/
PMTF202315316. – EDN: OAEWUF.

12. Рагозина В. Е., Дудко О. В. Некоторые свойства упругой динамики среды
с предварительными большими необратимыми деформациями // Сибирский
журнал индустриальной математики. – 2019. – Т. 22, 1(77). – С. 90–103. – DOI:
10.33048/SIBJIM.2019.22.109. – EDN: KZDXDL.

13. Фирсов С. В., Прокудин А. Н., Буренин А. А. Ползучесть и пластическое те-
чение во вращающемся цилиндре с жестким включением // Сибирский жур-
нал индустриальной математики. – 2019. – Т. 22, 4(80). – С. 121–133. – DOI:
10.33048/SIBJIM.2019.22.412. – EDN: LZHISH.

14. Vinogradov A. M. Local symmetries and conservation laws // Acta Applicandae
Mathematicae. – 1984. – Vol. 2, no. 1. – P. 21–78. – DOI: 10.1007/BF01405491. –
EDN: ZYJNIF.

REFERENCES
1. Annin B. D., Cherepanov G. P. The elastic-plastic problem. – Novosibirsk : Federal

State Unitary Enterprise “Academic scientific-publishing, production-polygraphic,
book distribution center ‘Nauka’ ”, 1983. – 238 с. – EDN: XXGCWN. – In Russian.

2. Evtikhov D. O. Elastoplastic boundary of a fiber-reinforced torsional rod // Bulletin
of the Chuvash State Pedagogical University named after I.Y. Yakovlev. Series:
Mechanics of Limit State. – 2024. – 4(62). – С. 53–61. – DOI: 10.37972/chgpu.
2024.62.4.004. – EDN: SANGJY. – In Russian.

3. Senashov S. I., Savostyanova I. L. Bending of an elastic-plastic bar of box section //
Bulletin of I.Y. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series: Mechanics
of Limit State. – 2024. – 1(59). – С. 107–114. – DOI: 10.37972/chgpu.2024.59.1.
006. – EDN: EBWYKU. – In Russian.

4. Senashov S. I., Savostyanova I. L. Elastic-plastic torsion of a multilayer rod //
Bulletin of I.Y. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series: Mechanics of
Limit State. – 2023. – 2(56). – С. 28–35. – DOI: 10.37972/chgpu.2023.56.2.003. –
EDN: AASYUM. – In Russian.

5. Shcheglova Y. D. The method of perturbations in determining the displacement
field of a three-layer anisotropic cylindrical rod of non-circular cross-section under
elastoplastic torsion // Bulletin of I.Y. Yakovlev Chuvash State Pedagogical
University. Series: Mechanics of Limit State. – 2023. – 4(58). – С. 5–13. – DOI:
10.37972/chgpu.2023.58.4.001. – EDN: BEWLEY. – In Russian.

6. Matveev S. V., Matveeva A. N., Alexandrov A. K. Elastoplastic state of an
anisotropic medium weakened by a horizontal elliptical cavity taking into account
gravity // Bulletin of I.Y. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University. Series:
Mechanics of Limit State. – 2023. – 1(55). – С. 46–51. – DOI: 10.37972/chgpu.
2023.55.1.006. – EDN: MWIBIT. – In Russian.

7. Senashov S. I., Savostyanova I. L., Vlasov A. Y. Torsion of a two-layer elastic rod
with a box section // Applied Mechanics and Technical Physics. – 2024. – Т. 65,
3(385). – С. 161–168. – DOI: 10.15372/PMTF202315404. – EDN: MTLSLU. – In
Russian.



КРУЧЕНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ, НАХОДЯЩЕГОСЯ ... 69

8. Rakin S. I. Calculation of the stress-strain state of the binder of fiber composites //
Applied Mechanics and Technical Physics. – 2024. – Т. 65, 2(384). – С. 127–137. –
DOI: 10.15372/PMTF202114917. – EDN: EQPBHD. – In Russian.

9. Kurguzov V. D. Modeling of steel pipe delamination under complex loading //
Applied Mechanics and Technical Physics. – 2023. – Т. 64, 6(382). – С. 155–167. –
DOI: 10.15372/PMTF202315317. – EDN: MSBBSX. – In Russian.

10. Sevastyanov G. M. Elastic-plastic analysis of a circular tube turned inside out //
Izvestia of the Russian Academy of Sciences. Solid State Mechanics. – 2024. – № 3. –
С. 34–50. – DOI: 10.31857/S1026351924030039. – EDN: UIILGM. – In Russian.

11. Influence of the type of the plane problem for a thin elastoplastic adhesive layer
on the value of the J-integral / V. E. Bogacheva [и др.] // Applied Mechanics
and Technical Physics. – 2023. – Т. 64, 6(382). – С. 168–175. – DOI: 10.15372/
PMTF202315316. – EDN: OAEWUF. – In Russian.

12. Ragozina V. E., Dudko O. V. Some properties of elastic dynamics of a medium
with preliminary large irreversible deformations // Siberian Journal of Industrial
Mathematics. – 2019. – Т. 22, 1(77). – С. 90–103. – DOI: 10.33048/SIBJIM.2019.
22.109. – EDN: KZDXDL. – In Russian.

13. Firsov S. V., Prokudin A. N., Burenin A. A. Creep and plastic flow in a rotating
cylinder with a rigid inclusion // Siberian Journal of Industrial Mathematics. –
2019. – Т. 22, 4(80). – С. 121–133. – DOI: 10.33048/SIBJIM.2019.22.412. – EDN:
LZHISH. – In Russian.

14. Vinogradov A. M. Local symmetries and conservation laws // Acta Applicandae
Mathematicae. – 1984. – Vol. 2, no. 1. – P. 21–78. – DOI: 10.1007/BF01405491. –
EDN: ZYJNIF.



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.005 EDN: FNYEUY
Научная статья УДК: 539.374

Р. И.Непершин

ОСЕВОЕ СДАВЛИВАНИЕ ЦИЛИНДРА ШТАМПОМ С
КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЕЙ

Московский государственный технологический университет “СТАНКИН”,
Москва, Россия
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Введение. В массовом и крупносерийном производстве деталей типа тел
вращения в машиностроении экономически целесообразной является объемная
штамповка на механических и гидравлических прессах осевым пластическим
сдавливанием цилиндрической заготовки [1, 2]. При этом важной проблемой
является повышение усталостной прочности и износостойкости штампов при
высоких циклических нагрузках на инструмент. Применение профиля перемен-
ного сечения при снижении толщины по радиусу целесообразно для деталей
машин с высокой угловой скоростью вращения.

Численное моделирование нестационарных процессов при плоской деформа-
ции и осевой симметрии на основе гиперболических уравнений теории идеаль-
ной пластичности [3] при сдавливании жесткопластического цилиндра и шара
плоскими плитами с изменением области пластического течения до образования
тонкой полосы и тонкого диска приведено в [4, 5]. Нестационарное пластическое
течение при поперечном сдавливании длинного цилиндра в штампе с гладким
криволинейным профилем при плоской деформации рассмотрено в [6].

В настоящей работе рассматривается гладкий выпукло-вогнутый профиль
штампа на конечной стадии осевого пластического сдавливания цилиндриче-
ской заготовки с целью снижения контактных напряжений и нагрузки на ин-
струмент при более однородной пластической деформации по сравнению с тра-
диционной объемной штамповкой с выдавливанием металла в тонкий облой.
Моделирование основано на математической теории идеальной пластичности
при условии полной пластичности Треска при осевой симметрии численным
решением гиперболических уравнений для напряжений и скоростей [3] с из-
менением жестких и пластических зон при пластическом формоизменении ци-
линдрической заготовки с отношением высоты к диаметру больше единицы
ограниченным условием устойчивости при осевом сжатии.

Преимуществом численных алгоритмов на основе гиперболических уравне-
ний идеальной пластичности являются высокая скорость вычислений вслед-
ствие решения системы четырех алгебраических уравнений в узловых точках
линий скольжения при аппроксимации дифференциальных уравнений конеч-
ными разностями; определение пластических и жестких зон, зависящих от гра-
ничных условий задачи, корректная оценка концентрации напряжений и ско-
ростей пластического течения в окрестности угловых точек пересечения гра-
ницы штампа со свободной боковой границей пластической области и оценка
деформации сдвига вдоль жесткопластических границ. Основной физической
константой модели жесткопластического тела является напряжение текучести
σY , которое при условии пластичности Треска определяет касательное напря-
жение сдвига k = σY /2 вдоль линий скольжения. Упрочнение при холодной
пластической деформации и скорости деформации при высоких температурах
могут быть учтены по средней накопленной деформации и скорости деформа-
ции в пластической области [7, 8].
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1. Основные уравнения Напряжения и скорости перемещений принима-
ем безразмерными, отнесенными к напряжению текучести σY , и к вертикаль-
ной скорости перемещения штампа V относительно горизонтальной плоскости
симметрии полости штампа. В рассматриваемом процессе осевого сдавливания
круглого цилиндра жесткими штампами имеет место пластическое течение при
осевой симметрии и положительной радиальной скорости Vr; при этом условие
полной пластичности в главных напряжениях имеет вид [3]

σ1 − σ2 = 1, σ3 = σ1, (1)
где σ1 и σ2 – главные напряжения на плоскости r, z и σ3 – окружное напряжение
σθ в цилиндрических координатах r, z, θ. При условиях (1) дифференциальные
уравнения равновесия для напряжений и скоростей относятся к гиперболиче-
скому типу [3]. Линии скольжения на плоскости r, z, среднее напряжение σ,
угол наклона касательной φ линии скольжения ξ к оси r и проекции векто-
ра скорости Vξ, Vη на линиях скольжения определяются дифференциальными
соотношениями:

dz

dr
= tgφ, dσ − dφ =

1

2

dr + dz

r
на ξ, (2)

dz

dr
= − ctgφ, dσ + dφ =

1

2

dr − dz

r
на η, (3)

dVξ − Vηdφ = −1

2

Vξdr − Vηdz

r
на ξ, (4)

dVη + Vξdφ = −1

2

Vξdz + Vηdr

r
на η. (5)

Напряжения и скорости в координатах r, z, θ связаны с σ, φ, Vξ и Vη уравне-
ниями:

σr = σ − 1

2
sin 2φ, σz = σ +

1

2
sin 2φ, σθ = σ +

1

2
, τrz =

1

2
cos 2φ, (6)

Vr = Vξ cosφ− Vη sinφ, Vz = Vη cosφ+ Vξ sinφ. (7)

Вследствие необратимости пластической деформации диссипативная функ-
ция в пространстве главных напряжений и скоростей деформаций D = σ1ε1 +
σ2ε2 + σ3ε3 положительна и равна нулю в жесткой области.

Уравнения (4), (5) на линиях скольжения при осевой симметрии удовлетво-
ряют условию пластической несжимаемости, которое в цилиндрических коор-
динатах определяется дифференциальным уравнением:

∂Vr
∂r

+
∂Vz
∂z

+
Vr
r

= 0, (8)

из которого следует интегральное условие сохранения объема при деформации
жесткопластического тела.
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2. Криволинейная граница штампа Границу штампа на конечной ста-
дии сдавливания цилиндра вычисляем по условию непрерывности поля напря-
жений и скоростей в пластической области при отсутствии жестких зон и кон-
тактного трения. Плоскость симметрии z = 0 принимаем неподвижной; верхняя
и нижняя части штампа перемещаются относительно этой плоскости по оси z
со скоростью V = ∓1.

На рис. 1 показана гладкая вогнуто-выпуклая граница и линии скольжения
в первом квадранте плоскости осевого сечения r, z. Граница ACD и пласти-
ческая область определяются двумя параметрами – радиусом rA на выходе из
пластической области и углом наклона касательной −αC в точке перегиба C.
За единицу длины принимаем полутолщину профиля границы h = zA в точке
A. В областях ABB1 и ODE линии скольжения прямые с углом наклона ξ ли-
ний скольжения φ = −π/4 и σ = const, что следует из уравнений (2) и (3). Из
условия σr = 0, σz = −1 на AB1 и первого уравнения (1) находим σ = −1/2 в
области ABB1 и σ = σE в области ODE, где σE – среднее напряжение в точке
E, известное после вычисления линий скольжения в области BCE.

Рис. 1. Линии скольжения, граница штампа и контактное давление p при осевом сдав-
ливании цилиндра. RA = 5.995, αC = 0.3491,H = 2.106, q = 1.281, Q = 144.7

Границу ACD и линии скольжения вычисляем при изменении угла наклона
касательной α с постоянным шагом ∆α = αC/(N − 1), где N – число точек на
выпуклой границе AC и на вогнутой границе CD. На линии скольжения AB
задаем N точек с постоянным шагом ∆z = 1/(N − 1) по оси z. Первую точку
границы AC около точки A находим на пересечении прямой, проходящей через
точку A со средним углом наклона касательной −1/2∆α, с прямой, проходящей
через точку линии скольжения AB около точки A и средним углом наклона ка-
сательной к ξ линии скольжения −1/2(π/2+∆α) при условии φ = −(∆α+π/4)
на гладкой границе AC. Значение σ в найденной точке границы AC находим
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из конечно-разностной аппроксимации второго уравнения (2). Затем выполня-
ем цикл вычислений регулярных точек прямой η линии скольжения с углом
φ от найденной точки границы AC до первой точки ξ линии скольжения BC
около точки B решением системы конечно-разностных уравнений, аппрокси-
мирующих уравнения (2) и (3) [8]. Выполняя вычисления от найденной точки
границы AC и η линии скольжения, находим последующие точки на границе
AC с прямыми η линии скольжения и ортогональными к ним ξ линиями сколь-
жения в области ABC.

Линии скольжения в области BCE находим решением смешанной задачи
при известных значениях r, z, σ, φ на ξ линии скольжения BC и условиях
z = 0, φ = −π/4 на BE с использованием конечно-разностной аппроксима-
ции уравнений (3) на η линиях скольжения. В области CED с прямыми ξ ли-
ниями скольжения, пересекающими вогнутую гладкую границу CD под углом
φ = −(π/4 + α), вычисляем точки границы CD и линии скольжения η ортого-
нальные к ξ линиями скольжения по алгоритму аналогичному области ABC с
использованием известных значений r, z, σ, φ на η линии скольжения CE при
изменении угла α от −αC в точке перегиба C до нуля в точке D с постоянным
шагом ∆α между точками границы CD. Полутолщина профиля H = zD на оси
симметрии z определяется по координате rD = ε на оси r, так как уравнения
(2)–(5) применимы при r > 0. Значение ε порядка 10−4 получаем корректиров-
кой радиуса rA точки A в исходных данных вычислительной программы при
заданном угле наклона профиля −αC в точке перегиба C.

Дифференциальные уравнения (2) и (3) при φ = const на прямых линиях
скольжения η в области ABC и на прямых линиях скольжения ξ в области
CED имеют вид

dσ =
1

2
(1 + tgφ)

dr

r
на ξ, dσ =

1

2
(1 + ctgφ)

dr

r
на η, (9)

и значения σ на этих линиях скольжения находим интегрированием уравнений
(9)

σ = σ0 +
1
2
(1 + tgφ) ln

(
r
r0

)
на ξ,

σ = σ0 +
1
2
(1 + ctgφ) ln

(
r
r0

)
на η,

(10)

где r0 – координаты r точек на η линии скольжения CE и на ξ линии скольже-
ния BC, в которых известны значения среднего напряжения σ0. При φ = −π/4
из уравнений (10) следует однородное напряженное состояние σ0 = σE в обла-
сти ODE и σ0 = −1/2 в области ABB1. Распределение нормального давления
p = 1/2 − σ на гладкой границе ACD находим по уравнениям (10) и в точках
пересечения прямых ξ и η линий скольжения с этой границей. Силу Q и среднее
давление q, действующие на штамп, находим интегрированием распределения
давления p на границе ACD:

Q = 2π

rA∫
0

p(r)rdr, q = Q/
(
πr2A

)
. (11)
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Интегралы, определяющие зависимость объема полости штампа от координат
ri точек границы ACD, заданной табличной функцией z(ri):

Ω(r) = 2π

r∫
0

z(r)rdr, (12)

записываем в массив данных на границе ACD и используем при вычислении
перемещения s границы штампа ACD из условия равенства объема цилиндра
объему полости штампа при задании координаты ri = rA свободной боковой
границы деформируемого цилиндра в верхнем пределе интеграла (12). При за-
данном отношении a = H0/R0 из интеграла (12) находим радиус R0 и полувысо-
ту H0 цилиндра при заполненной полости штампа в конце осевого сдавливания
цилиндра:

R0 =
3

√
Ω(rA)

πa
, H0 = aR0. (13)

На рис. 1 показаны линии скольжения и распределение давления p на границе
ACD на конечной стадии осевого сдавливания цилиндра для параметров rA =
5.995, αC = 0.3491 при N = 45 и rD = 1.78 × 10−5. При a = 2 и rA = 5.995
из уравнений (12) и (13) находим начальные размеры цилиндра R0 = 2.915,
H0 = 5.831. Численные значения давления p на границе ACD приведены в
табл. 1. Силу Q = 144.7 и среднее давление q = 1.281 находим из уравнений
(11) численным интегрированием.

Поле скоростей на конечной стадии сдавливания цилиндра в штампе с глад-
кой границей ACD находим интегрированием дифференциальных уравнений
(4), (5) для скоростей Vξ, Vη с граничными условиями на границе ACD и на
осях симметрии r и z.

Из уравнений (7) при Vr = 0, Vz = −1, φ = −(π/4 + α) на границе ACD и
φ = −π/4 на осях симметрии находим:

Vξ/Vη = − tg(π/4 + α) на ACD, (14)

Vξ = −Vη при r = 0, Vξ = Vη при z = 0. (15)
В областях ODE и ABB1 (рис. 1) при φ = −π/4 скорости Vr и Vz опреде-

ляются линейными зависимостями от координат r и z, которые удовлетворяют
уравнению (8) и граничным условиям для скоростей Vr и Vz на осях симметрии
и на границе AB1 при r = rA:

Vr =
1

2

r

H
, Vz = − z

H
, 0 ≤ r ≤ H, в области ODE, (16)

Vr =
1

2

r

h
, Vz = −z

h
, rA − h ≤ r ≤ rA, в области ABB1, (17)

где h = 1 – единица длины.
Граничные условия для скоростей Vξ и Vη на ξ линии скольжения DE, опре-

деляемой уравнением z = H − r, 0 ≤ r ≤ H, находим подстановкой (16) и
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r z p r z p
0.000 2.106 1.774 3.661 1.476 1.344
0.242 2.100 1.688 3.819 1.423 1.328
0.465 2.088 1.660 3.974 1.369 1.311
0.679 2.072 1.636 4.093 1.326 1.298
0.885 2.054 1.615 4.219 1.283 1.281
0.987 2.043 1.605 4.303 1.256 1.269
1.186 2.020 1.585 4.432 1.218 1.251
1.382 1.995 1.566 4.518 1.194 1.239
1.573 1.968 1.548 4.649 1.161 1.220
1.762 1.938 1.530 4.780 1.130 1.200
1.948 1.905 1.513 4.913 1.103 1.179
2.131 1.871 1.495 5.002 1.087 1.165
2.311 1.835 1.478 5.091 1.072 1.151
2.488 1.796 1.461 5.181 1.058 1.137
2.663 1.756 1.444 5.316 1.040 1.115
2.836 1.714 1.427 5.451 1.026 1.093
3.006 1.670 1.411 5.587 1.015 1.070
3.173 1.624 1.394 5.723 1.006 1.047
3.338 1.576 1.377 5.859 1.002 1.024
3.501 1.527 1.361 5.995 1.000 1.000

Таблица 1. Давление p на границе ACD (рис.1). RA = 5.995, H = 2.106, h = 1,
αC = 0.3491

φ = −π/4 в (7):

Vξ =
1
2
r + z
√
2H

, Vη =
1
2
r − z
√
2H

. (18)

На рис. 2 показан годограф скоростей на плоскости Vr, Vz в пластической
области ABEDC (рис. 1), полученный численным интегрированием уравнений
(4), (5) от линии скольжения DE до линии скольжения AB с граничными усло-
виями (14), (15), (18). Координаты r, z и углы φ находим численным интегри-
рованием уравнений (2), (3) при известных значениях r, z, σ, φ на границе ACD
и φ = −π/4 на оси r.

В области EDC решаем смешанную задачу для скоростей с граничными усло-
виями (18) на ξ линии скольжения DE и (14) на границе DC. Скорости Vξ, Vη в
точках границы DC находим по конечно-разностной аппроксимации уравнений
(3) и (5) при известных значениях r, z, φ, Vξ, Vη в ближайшей к границе точке на
ξ линии скольжения DE, начиная от окрестности точки D. Затем выполняем
циклы вычислений в регулярных узлах соседней ξ линии скольжения до η ли-
нии скольжения EC. Выполняя аналогичные вычисления от найденной линии
скольжения ξ и следующей точки на границе DC, находим скорости Vξ, Vη в
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Рис. 2. Годограф скоростей в пластической области с линиями скольжения на рис. 1.

области EDC и на η линии скольжения EC, отображая их на плоскость годо-
графа скоростей Vr, Vz по уравнениям (7).

Поле скоростей в области BCE находим решением смешанной задачи при
конечно-разностной аппроксимации уравнений (4), (5) и известных скоростях
Vξ, Vη на линии скольжения EC с условием Vξ = Vη на оси r. В области ABC
поле скоростей находим численным решением смешанной задачи для уравнений
(4), (5) при известных скоростях на линии скольжения BC и условии (14) на
границе AC, аналогично с областью EDC.

В областяхABC и CED прямые линии скольжения η и ξ (рис. 1) отображают-
ся на годографе скоростей также прямыми линиями; скорости по направлению
главного напряжения σ1 возрастают и по направлению σ2 снижаются при поло-
жительной диссипативной функции во всей пластической области. В сечениях
r = const в области с выпуклой границей AC скорости быстро возрастают. От-
клонение скорости VrA на границе r = rA от значения 1

2
rA в первом уравнении

(17) равно 6× 10−3.
Пластическая область при осевом сдавливании цилиндра изменяется; про-

цесс деформирования является нестационарным с изменением длины границы
контакта штампа с деформируемым цилиндром. Линии скольжения и поле ско-
ростей, приведенные на рис. 1 и 2 имеют место на конечной стадии сдавли-
вания цилиндра при заполнении полости штампа до объема тела вращения с
криволинейной образующей ACD. Сила Q, среднее давление q и контактные
напряжения на границе штампа существенно снижаются по сравнению с объ-
емной штамповкой с истечением металла в тонкий слой (облой). Однородная
пластическая деформация и минимальное давление q = 1 имеют место только
при сдавливании цилиндра идеально гладким плоским штампом при αC = 0
при формообразовании диска постоянной толщины.
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При малых углах αC в точке перегиба границы ACD пластическое сдавли-
вание цилиндра приближается к конечной форме с непрерывными полями на-
пряжений и скоростей с использованием одного профиля границы штампа при
малом перемещении s границы штампа по оси −z. Деформирование цилиндра
при больших углах αC возможно с изменением профилей границы штампа по
переходам от малых углов αC до заданного конечного значения. На рис. 3 при-
ведены гладкие границы штампа, вычисленные для углов αC от 0.1745 (10◦)
до 0.6981 (40◦) с шагом 5◦ по условию сохранения объема деформируемого ци-
линдра с отношением высоты к диаметру a = 2 для штампа с конечным углом
αC = 0.6981. В табл. 2 приведены значения максимальной H и минимальной h
полутолщины профилей штампов и среднего давления q в зависимости от угла
αC при h = 1 для профиля с углом αC = 0.6981.

Рис. 3. Границы штампа с углами наклона касательной в точках перегиба (•): αC =
10◦, 15◦, 20◦, 25◦, 30◦, 35◦, 40◦.

αC H h q
0.6981 4.449 1.000 1.742
0.6109 4.264 1.154 1.610
0.5236 4.053 1.322 1.489
0.4363 3.818 1.502 1.379
0.3491 3.563 1.692 1.281
0.2618 3.292 1.888 1.195
0.1745 3.012 2.085 1.120

Таблица 2. Зависимости H, h и среднего давления q профилей штампа (рис.3) от угла
αC в точках перегиба.
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3. Сдавливание цилиндра штампом с криволинейной границей.
Ниже приведено моделирование нестационарного процесса осевого сдавлива-
ния цилиндра с отношением высоты к диаметру a = 2 штампом с гладкой
вогнуто-выпуклой границей с постоянным углом αC = −0.3491 в точке переги-
ба и значениями H = 2.106, rA = 5.995 на конечной стадии деформирования
цилиндра при R0 = 2.915, H0 = 5.830 (рис. 1). Объем верхней полости штампа
Ω(rA) = 155.7 равен объему цилиндра с размерами R0 и H0.

Первая стадия. На рис. 4 показаны:
• начальная граница штампа при контакте с ребром цилиндра в точке A0;
• граница штампа при перемещении s от начальной границы с заполнени-

ем полости над торцом цилиндра;
• начальная форма цилиндра и граница штампа при заполнении полости

в конце сдавливания цилиндра.

Рис. 4. Сдавливание ребра цилиндра на первой стадии (s = 0.309, R0 = 2.915, H0 =
5.831). (- - -) Границы штампа при s = 0 и s∗ = 4.136.

Параметры последней приведены выше. Заполнение полости над торцом ци-
линдра заканчивается в конце первой стадии при перемещении s1. Конечное
перемещение s∗ при заполнении полости штампа на конечной стадии определя-
ется равенством:

s∗ = H0 + s1 −H.

Начальную границу A0D0 находим по координатам zA0 = H0 и rA0 = R0

точки контакта A0 из неравенства ri+1 > R0 > ri, где ri – известные координаты
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точек границы штампа в конечном положении. Координату z0 на этой границе
находим линейной интерполяцией в интервале zi+1 > z0 > zi. Сдвигая конечную
границу штампа по оси z в начальное положение, находим координату zD0 точки
D0 и перемещение s1:

zD0 = H +H0 − z0, s1 = H − z0. (19)

При перемещении границы штампа 0 < s < s1 из начального положения A0D0

происходит деформация сдвигом ребра цилиндра по ξ линии скольжения BC
при τ = 0.5, σ1 = 0 и σ2 = −1. Сила Q и давление q на линии сдвига BC равны:

Q = π(R2
1 − r2C), q = 1. (20)

Координату rC точки C пересечения границы цилиндра z = H0 с гра-
ницей штампа AD при перемещении s находим интерполяцией в интервале
ri+1 > rC > ri, где i и i + 1 – номера точек границы AD, удовлетворяю-
щие неравенству zi+1 > H0 > zi. При s < s1 давление по сечению цилиндра
q1 = (1− r2C/R

2
0) < 1, и область ниже линии скольжения BC остается жесткой.

Первая стадия переходит в сдавливание цилиндра при однородном напряжен-
ном состоянии сжатия с жесткой областью ограниченной линией скольжения ξ
и вогнутой границей контакта AD при s = s1, rC = 0, q1 = 1.

На первой стадии область ABC возрастает от нуля в точке A0 при s = 0 до
максимальной величины при s = s1 и rC = 0 при заполненной полости штампа
над торцом цилиндра. При 0 < s < s1 происходит выдавливание материала
на границу цилиндра r = R0 с увеличением границы контакта AC, которое
зависит от перемещения s и определяется равенством объема цилиндра Ω1 над
границей контакта AC и объема Ω2 материала смещенного на границу r = R0,
которые определяются уравнениями:

Ω1 = π(R2
0 − r2C)(s+ z0) + Ω(rC)− Ω(R0), (21)

Ω2 = πh(R0 +
1
3
h)(a− s), h = rA −R0, a = R0 − rC , (22)

где координата z0(R0) и объемы Ω(rC), Ω(R0) в правой части (21) определяются
интегралами (12) при вычислении границы штампа при конечном перемещении
s∗. Границу AB принимаем линейной с углом наклона β к оси z. Из уравнений
(21) и (22) находим квадратное уравнение для переменной h:

h2 + 3R0h− 3c = 0, c =
(R2

0 − r2C)(s+ z0)− 2(Ω(R0)− Ω(rC))/π

a− s
. (23)

Координаты точек A, B и угол β определяются равенствами:

rA = R0 + h, rB = R0, zB = H0 −R0 + rC ,

β = arctg

(
h

zA − zB

)
.

Координату zA находим линейной интерполяцией в интервале zi+1 > zA > zi
между точками i + 1 и i смещенной границы штампа при ri+1 > rA > ri. Угол
β уменьшается при увеличении перемещения s. На рис. 4 угол β равен 0.220
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при s = 0.309. В конце первой стадии rA = 3.162, zA = 5.352, zB = 2.915,
β = 0.101 при s1 = 0.412 в конце первой стадии, и s∗ = 4.136 на конечной
стадии деформирования цилиндра.

Вторая стадия Вторая стадия с заполненной полостью над торцом цилиндра
начинается при перемещении s > s1. При переходе ко второй стадии на участке
0 < z < zB цилиндра с радиусом R0 имеет место однородное напряженное сос-
тояние σ2 = −1 и σ1 = σ3 (рис. 4). На участке zB < z < zA до точки контакта
A с границей штампа при s = s1 материал остается жестким с жесткопласти-
ческой границей по линии скольжения ξ, проходящей через точку B с углом
наклона φ = −π/4. При s > s1 жесткопластическая граница перемещается по
границе AB к точке A и отделяет область пластического течения с однородным
напряженным состоянием сжатия цилиндрической части от жесткой области,
ограниченной вогнутой границей штампа AD. При малой кривизне границы
AD в окрестности оси z и уменьшении начального радиуса цилиндра R0 при
a > 1 объем полости над торцом цилиндра мал; координата rA точки A близка
к R0 и смещение жесткопластической границы в точку A происходит при ма-
лом превышении s > s1. Вычисления поля скоростей в пластической области
с однородным напряженным состоянием сжатия со свободной границей орто-
гональной к оси r показывают малое искривление этой границы, которое не
приводит к существенному изменению напряжений и скоростей в пластической
области.

Граница контакта AD на второй и последующих стадиях сдавливания ци-
линдра при перемещении s по оси −z от начальной границы A0D0 (рис. 4)
определяется уравнением:

z(s, r) = z(r) +H0 −H − s+ s1, (24)

где z(r) – уравнение границы при конечном положении штампа на рис. 1, и
H = z(0). Объем деформируемого цилиндра с границей контакта AD и свобод-
ной вертикальной границей AB при известном радиусе rA точки контакта A
находим интегрированием уравнения (24) с верхним пределом rA в интеграле
(12):

Ω(s) = Ω(rA) +
1
2
πr2A(H0 −H − s+ s1), (25)

где Ω(rA) – известный интеграл равный объему полости штампа в конечном
положении. Из уравнения (25) и условия сохранения объема цилиндра πR2

0H0

находим перемещение штампа s при увеличении радиуса контакта rA = ri в
точках i границы AD, заданной табличной функцией z(ri):

s(rA) = s1 +
2Ω(rA)

πr2A
+H0

[
1−

(
R0

rA

)2
]
−H. (26)

При отношениях zA/rA > 1 на второй стадии давление q = 1 и сила Q = πr2A.
На рис. 5 показаны линии скольжения при перемещении s = 1.067 с координа-

тами точки A rA = 3.173, zA = 4.695. Жесткая область ACD ограничена вогну-
той границей контакта AD и прямой η линией скольжения AC. В пластической
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области со свободной вертикальной границей AB имеет место однородное на-
пряженное состояние σ = −0.5, φ = −π/4 и прямые линии скольжения ξ и η.
Поле скоростей в пластической области находим численным интегрированием
уравнений (4) и (5) которые при φ = −π/4 имеют вид:

dVξ = −1
2
(Vξ + Vη)/r на ξ, (27)

dVη = −1
2
(Vξ + Vη)/r на η. (28)

а) b)

Рис. 5. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии сдавливания
цилиндра. Параметры: s = 1.067, rA = 3.173, zA = 4.695

В области OCE скорости Vr и Vz определяются линейными зависимостями
от координат r, z при условиях Vr = 0 на OC и Vz = 0 на OE:

Vr =
1
2
r/zC , Vz = −z/zC , 0 ≤ r ≤ rE, 0 ≤ z ≤ zC . (29)

Из уравнений (7) и (29) при φ = −π/4 находим скорости Vξ, Vη на линии
скольжения CE:

Vξ =
Vr − Vz√

2
, Vη =

Vr + Vz√
2

. (30)

Жесткая область выше η линии скольжения AC перемещается со скоростью
Vz = −1, Vr = 0; из уравнений (7) при φ = −π/4 на AC находим Vξ = 1/

√
2,

Vη = −1/
√
2. Скорости в области ACEG находим численным интегрировани-

ем уравнений (27), (28) при конечно-разностной аппроксимации с граничными
условиями на линиях скольжения AC и CE. Скорости в области BEG находим
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решением смешанной задачи для уравнений (27), (28) с известными значениями
скоростей на линии скольжения EG и условием Vξ = Vη на оси r.

Годограф скоростей показан на рис. 5b с обозначениями областей линий
скольжения на рис. 5a. В области OCE скорости определяются уравнениями
(29) с наклонной границей CE. Линия скольжения AC отображается совпадаю-
щими точками A и C при Vz = −1. Граничные условия на AC и CE определяют
поле скоростей в области ACEG с линейным изменением скоростей на участке
AG и криволинейным участком BG границы AB. Диссипативная функция в
пластической области положительна.

В табл. 3 показаны скорости Vr на границе AB. На участке AG скорость Vr
зависит от граничного условия на линии скольжения AC и увеличивается от
нуля в точке A до 0.488 в точке G; на участке BG изменение скорости Vr зависит
от граничных условий на линии скольжения CE и на оси r. При приращении
перемещения ∆s = 0.258 максимальное радиальное перемещение точки B равно
0.155 при ∆rB = 0.08. Относительное максимальное отклонение ∆rB/rB грани-
цы AB на рис. 5a от криволинейной равно 0.025. Вторая стадия заканчивается
при rA/zA = 1 и область OCE на рис. 5a стягивается в точку O. Равенство
rA = zA в рассматриваемом примере выполняется при перемещении s2 = 2.0.

Таблица 3. Скорости Vr на свободной границе AB (рис. 5a). s = 1.067, rA = 3.173,
zA = 4.695.

z Vr z Vr z Vr z Vr
4.695 0.000 3.425 0.147 2.156 0.389 1.031 0.571
4.536 0.007 3.267 0.176 1.998 0.422 0.873 0.583
4.377 0.020 3.108 0.204 1.839 0.455 0.714 0.593
4.219 0.036 2.949 0.233 1.680 0.488 0.555 0.600
4.060 0.054 2.791 0.263 1.349 0.540 0.397 0.606
3.901 0.075 2.632 0.294 1.507 0.519 0.238 0.609
3.743 0.098 2.474 0.325 1.190 0.557 0.079 0.611
3.584 0.123 2.315 0.357

Третья стадия. Третья стадия начинается при s > s2 и отношении координат
rA/zA > 1 точки A границы AB. На рис. 6a показаны форма деформированно-
го цилиндра и линии скольжения при перемещении s = 3.031 и rA/zA = 1.765.
В области ABC линии скольжения ортогональны при напряженном состоянии
σ = −0.5 и φ = −π/4. Линии скольжения в области ACE находим решением
уравнений (2), (3) с известными φ и σ на η линии скольжения AC и на вырож-
денной ξ линии в точкеA с углом веера ψ, где правая часть второго соотношения
(2) равна нулю, φ и σ уменьшаются с шагом ∆φ = 0.01. Линию скольжения EO
находим решением смешанной задачи в области CEO при 0 < rO < 0.02 в цен-
тре O. Силу Q = 59.3 и среднее давление q = 1.061 находим интегрированием
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распределения давления p = −σ+0.5 на отрезке OB оси r. В точке A угол вее-
ра ψ меньше угла наклона касательной αA = 0.317 при отсутствии скольжения
на границе контакта со штампом. Жесткопластическая граница совпадает с η
линией скольжения AEO.

а)
b)

c)

Рис. 6. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b), (c) на третьей стадии сдав-
ливания цилиндра. s = 3.031, rA = 4.129, zA = 2.39.

На рис. 6b показан годограф скоростей в пластической области AEOC
(рис. 6a). Скорости находим интегрированием уравнений (4) и (5) при условиях
Vξ = − sinφ, Vη = − cosφ на границе AEO и Vξ = Vη на оси r, при вычислении
линий скольжения от границы AEO к линии скольжения AC, так как уравне-
ния (4) и (5) содержат угол φ. В области EOC решаем смешанную задачу для
уравнений (4) и (5) при r > 0 с граничными условиями на EO и OC. В окрестно-
сти центра O при r → 0 имеет место сингулярность поля скоростей вследствие
скачка граничных условий при переходе от жесткопластической границы к оси
r, где скорости Vr, Vz зависят от полярного угла β с центром в точке O [9]:

Vr =
2

π

√
cos 2β

cos β
, Vz =

2

π
arctg

√
cos 2β

sin β
− 1, 0 ≤ β ≤ π/4 (31)

В области AEC решаем задачу Гурса с граничными условиями на AE и
известными значениями Vξ, Vη на линии скольжения EC. Скорости (31) около
центра O показаны на рис. 6b штриховой линией. На η линии скольжения около
жесткопластической границы AEO происходит изменение скоростей Vη близкое
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к разрывному вследствие сингулярности (31). Вдоль ξ линии скольжения EC
изменяется знак кривизны η линий скольжения (рис. 6a), что приводит к уг-
ловым точкам при отображении η линий скольжения на плоскости годографа
(рис. 6b). Скорости по направлениям главного напряжения σ1 положительны
и возрастают; скорости по направлениям главного напряжения σ2 отрицатель-
ны. Вследствие больших отрицательных значений σ2 и малых значений σ1 = σ3
диссипативная функция в пластической области положительна.

Поле скоростей в области ABC с однородным напряженным состоянием
σ2 = −1, σ1 = σ3 = 0 и прямыми линиями скольжения при φ = −π/4 на
рис. 6a находим численным решением уравнений (27), (28) с известными зна-
чениями Vξ, Vη на линии скольжения AC и условии Vξ = Vη на оси r. Годограф
скоростей в области ABC показан на рис. 6c. Главные скорости пластической
деформации ε1 и ε2 этой области отрицательны, но при нулевых значениях σ1
и σ3 диссипативная функция D = σ2ε2 положительна. Среднее отклонение ско-
рости Vr = 0.883 границы AB по интегральному условию сохранения объема от
значений 0.794 в точке A и 0.925 в точке B на годографе скоростей равно 0.065;
при малом перемещении штампа ∆s кривизна границы AB незначительна.

Угол веера ψ в точке A (рис. 6a) увеличивается при увеличении перемеще-
ния s. При ψ = |αA| в окрестности точки A появляется скольжение по гладкой
выпуклой границе штампа, и пластическое течение переходит в четвертую ста-
дию. Равенство ψ = |αA| в конце третьей стадии в рассматриваемом примере
выполняется при s3 = 3.272.

Четвертая стадия. Четвертая стадия начинается при скольжении по гладкой
выпуклой границе контакта. На рис. 7 показаны линии скольжения и годограф
скоростей при перемещении s = 3.369. На дуге AA1 границы контакта имеет
место скольжение с изменением угла α наклона касательной от −0.262 в точке
A до −0.309 в точке A1. Линии скольжения (рис. 7a) находим численным ин-
тегрированием уравнений (2) и (3) с условиями σ = −1/2, φ = −π/4 на линии
скольжения AC, углом веера линий скольжения ψ = 0.262 в точке A, φ = −π/4
на оси r и φ = −(α + π/4) на границе скольжения AA1.

Поле скоростей (рис. 7b) находим численным интегрированием уравнений
(4) и (5) с вычислениями линий скольжения и скоростей Vξ, Vη от жесткопла-
стической границы OEA1 до линии скольжения AC с граничными условиями
Vξ = − sinφ, Vη = − cosφ на OEA1, Vξ = Vη на оси r и (14) на границе AA1.
Скорости в окрестности центра O определяются уравнениями (31). Скорости
в области ABC находим интегрированием уравнений (27) и (28) с известными
значениями Vξ, Vη на AC аналогично с третьей стадией деформирования. Дис-
сипативная функция в пластической области положительна. Силу Q = 75.6 и
среднее давление q = 1.156 находим интегрированием распределения нормаль-
ного давления p = −σ + 0.5 на отрезке OB оси r (рис. 7a).

Скачок скорости Vη вдоль η линии скольжения ближайшей к жесткопласти-
ческой границе OEA1 вследствие сингулярности (31) в окрестности центра O
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а) b)

Рис. 7. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на четвертой стадии сдавли-
вания цилиндра. s = 3.369, rA = 4.562, zA = 1.951.

приводит к скачку скорости Vξ в точке A1 на контактной границе, и распро-
страняется вдоль ξ линии скольжения A1A2 с выходом на свободную границу
AB в области ABC (рис. 7a). С увеличением границы скольжения AA1 скачок
скорости вдоль линии скольжения A1A2 непрерывно смещается от точки A к
точке C, изменяя кривизну свободной границы AB аналогично сдавливанию
цилиндра при плоской деформации [4].

При перемещении s > 3.573 пластическое скольжение переходит на вогнутую
границу штампа с изменением жесткопластических границ, линий скольжения
и поля скоростей. На рис. 8 показаны линии скольжения и годограф скоростей
при перемещении границы штампа s = 3.742. Линии скольжения в области
ABFA1 (рис. 8a) при скольжении на выпуклой дуге контакта до точки пере-
гиба A1 находим по алгоритму пластической области приведенной на рис. 7a.
В области OFG имеет место однородное напряженное состояние при σ = σF ,
φ = −π/4 и прямая ξ линия скольжения FG. В области A1FGM линии сколь-
жения ξ, ортогональные к известной η линии скольжения FA1, также прямые
при положительной диссипативной функции и скольжении по вогнутой границе
A1M . Линии скольжения в этой области находим численным интегрированием
уравнений (2) и (3) при известных значениях σ и φ на FG и FA1 и φ = const
в уравнениях (2). Точки η линий скольжения на границе A1M находим на пе-
ресечении касательной к η линии скольжения в ближайшей точке к границе
A1M с касательной к границе A1M в интервалах αi < α < αi+1 углов наклона
касательной содержащих точки пересечения. На вогнутой границе скольжения
A1M при α > −0.3491 нормальное давление и касательное напряжения, приве-
денные в табл. 4, находим по формулам p = −(σ + 1/2 sin 2β), τ = 1/2 cos 2β,
где β = (φ − α) < −π/4. При увеличении перемещения s жесткая область
GDM уменьшается, граница скольжения A1M увеличивается, угол β → −π/4
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и τ → 0. Силу Q = 107.9 и среднее давление q = 1.325 находим интегрированием
распределения давления p = −σ + 1/2 на отрезке 0 < r < rA оси r.

а) b)

Рис. 8. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на четвертой стадии сдавли-
вания цилиндра. s = 3.742, rA = 5.091, zA = 1.467.

Таблица 4. Давление p и напряжение τ на границе скольжения A1M (рис. 8a)

r z p −τ
3.917 1.785 1.384 0.127
3.734 1.847 1.370 0.151
3.543 1.909 1.353 0.177
3.344 1.970 1.331 0.204
3.133 2.031 1.304 0.234
2.908 2.091 1.269 0.226
2.677 2.149 1.283 0.272

Скорости в области OFG определяются уравнениями Vr = 1/2r/zG, Vz =
−z/zG. Поле скоростей в области A1FGM (рис. 8b) находим интегрированием
уравнений (4) и (5) с условиями Vξ = Vη = (Vr +Vz)/

√
2 на ξ линии скольжения

GF , Vξ = − sinφ, Vη = − cosφ на η линии скольжения GM и Vη = Vξ tgφ +
cosα/ cosφ на границе скольжения A1M . Поле скоростей в области FA1AC и
ABC находим по алгоритму вычислений в пластической области на рис. 7b
при известных скоростях Vξ, Vη на η линии скольжения FA1 и скольжении по
выпуклой границе контакта A1A. Поле скоростей во всей пластической области
непрерывно вследствие непрерывности скоростей в области OFG и на линии
скольжения GF . Жесткая область GMD при s → 4.136 стягивается в точку
D при непрерывном пластическом течении в заполненной полости штампа на
конечной стадии деформирования (рис. 1 и 2).
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На рис. 9 показаны зависимости силы Q и среднего давления q при осевом
сдавливании цилиндра от перемещения границы штампа s относительно плос-
кости симметрии z = 0 до конечного значения s∗ = 4.136. При s < 3.27 до
начала пластического течения по границе штампа давление q близко к едини-
це. При s > 3.57 давление q и сила Q при начальном скольжении по вогнутой
границе штампа повышаются по сравнению со скольжением по гладкой границе
вследствие появления контактных касательных напряжений. При s→ s∗ сколь-
жение по вогнутой границе приближается к точке D, контактные касательные
напряжения снижаются до нуля при Q = 144.7 и q = 1.281 на рис. 1.

Рис. 9. Зависимости среднего давления q и силы Q от перемещения s при сдавливания
цилиндра. s1, s2, s3, s∗ — перемещения в конце стадий 1 -– 4.

4. Заключение. При массовом производстве деталей типа тел вращения
с криволинейной формой образующей целесообразной является штамповка на
высокопроизводительных прессах при условии высокой циклической прочности
и износостойкости штампов. В этих процессах для заполнения сложной формы
полости применяют эффект повышения давления в полости штампа при те-
чении металла в тонкий слой (облой) вследствие быстрого увеличении силы
на конечной стадии деформирования при сдавливании тонкого пластического
слоя.

В представленной работе приведен алгоритм численного построения гладкой
выпукло-вогнутой границы штампа на конечной стадии осевого сдавливания
цилиндра, при которой пластическая деформация происходит без образования
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жестких зон и приближается к однородной при существенном снижении дав-
ления на штамп по сравнению с облойной штамповкой . Толщина профиля де-
формированной заготовки снижается по радиусу, что представляет интерес для
штамповки деталей с высокой угловой скоростью вращения. Выпукло-вогнутый
профиль границы штампа изменяется при сдавливании цилиндра вследствие
нестационарного пластического течения. Вычислены профили границы штам-
пов в случае многопозиционной штамповки детали с гладким криволинейным
профилем на конечной стадии деформирования.

Приведен пример моделирования нестационарного процесса осевого сдавли-
вания цилиндра с отношением высоты к диаметру больше единицы в штампе
с гладкой выпукло-вогнутой границей, вычисленной для конечной стадии де-
формирования. На первой стадии происходит заполнение полости штампа над
торцом цилиндра пластическим сдвигом ребра цилиндра. На второй стадии
происходит сдавливание высокого цилиндра при однородном напряженном со-
стоянии осевого сжатия и неоднородном поле скоростей с образованием жесткой
области на вогнутой границе контакта. При отношении радиуса к высоте сво-
бодной границы больше единицы пластическое течение определяется линиями
скольжения с жесткопластической границей проходящей через центр полости
штампа и скольжением по границе контакта. При приближении к конечной
стадии жесткая область на вогнутой границе контакта уменьшается, и пла-
стическое течение происходит по всей полости штампа с непрерывным полем
скоростей и низким давлением на штамп по сравнению с облойной штамповкой.
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Введение. Теория устойчивости деформируемых систем активно применя-
ется во многих областях промышленности и строительства. Развитие исследова-
ний, связанных с разработкой новых композиционных материалов с требуемы-
ми эксплуатационными параметрами, построение моделей изменения свойств
материалов для различного вида нагрузок и т.п.

Решение проблемы устойчивости композиционных материалов в условиях ко-
нечных возмущений имеет важное значение для оценки надежности материала
при различных нагрузках с известными параметрами.

Развитие теории упругой устойчивости при конечных возмущениях является
важным шагом в понимании динамических систем. Эта теория позволяет уста-
новить связь между упругой устойчивостью, общей теорией кинематической
устойчивости и теорией бифуркаций. Одним из важных следствий является то,
что точность 3D-линеаризованной теории устойчивости может быть оценена
как для малых, так и для конечных деформаций.

Построение конечной последовательности точек бифуркации показывает, что,
в отличие от классических теорий устойчивости, определяющих единственную
точку бифуркации, всегда существует область устойчивых равновесных состо-
яний.

Эта иерархия представляет собой набор состояний, каждое из которых мо-
жет быть устойчивым в зависимости от величины и направления приложенной
нагрузки. Таким образом, в процессе анализа устойчивости композиционных
материалов важно учитывать не только пороговые значения нагрузок, при ко-
торых происходит потеря устойчивости, но и динамику перехода между этими
состояниями. Важное значение имеет также влияние микроструктуры матери-
ала на его устойчивость. На уровне отдельных волокон, слоев и их взаимо-
действий можно наблюдать сложные механические эффекты, которые могут
оказывать значительное влияние на общее поведение композита под нагрузкой.
Это требует разработки более сложных математических моделей и численных
методов, способных учитывать эти аспекты.

Кроме того, для практического применения теории устойчивости в инженер-
ной практике необходимо учитывать влияние внешних факторов, таких как
температура, влажность и условия эксплуатации. Эти факторы могут изме-
нять механические свойства материалов и, следовательно, влиять на их устой-
чивость.

Разработка эффективных методов прогнозирования устойчивости компози-
ционных материалов в условиях конечных возмущений будет способствовать
созданию более надежных и долговечных конструкций. Это, в свою очередь,
значительно повысит безопасность и эффективность применения таких мате-
риалов в различных сферах, включая авиацию, автомобилестроение и строи-
тельство.

Таким образом, дальнейшие исследования в области устойчивости компози-
ционных материалов имеют ключевое значение для совершенствования суще-
ствующих моделей и разработки новых подходов, которые позволят более точно
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предсказывать поведение этих материалов под воздействием различных нагру-
зок.

Основная часть. Рассмотрим состояние тела под действием механиче-
ских и тепловых нагрузок по истечении времени достаточного для окончания
процессов ползучести и релаксации [1]. При термомеханическом возмущении
тело перейдет в состояние, которое характеризуется:

u′ =
◦
u +u, E ′ =

◦
E +E, θ ′ =

◦
θ +θ, S

′ =
◦
S +S, . . . ,

где u′ – вектор перемещений с начальным состоянием
◦
u= { ◦

u1,
◦
u2,

◦
u3} и возму-

щением u; E ′ – тензор деформаций с начальным состоянием
◦
E и возмущением

E; θ′ – температура и т.д. Начальные состояния не зависят от времени, т.е ха-
рактеризуют положение равновесия [2].

Декартовы координаты естественного состояния в начальный момент време-
ни совпадают с материальными: ξ = {ξ1, ξ2, ξ3}.

В рамках этих представлений уравнение энергии в возмущениях получается
из [3], [4] отбрасыванием диссипативной функции и запишется в виде

ρRθ̇η̇ + hRi,i = 0. (1)

Уравнения движения и граничные условия останутся в том же виде. Соот-
ветствующие соотношения [1, 3] запишутся так

S = S∞ +

t∫
−∞

[
G(1)(0, ξ − ξ′;

◦
E,

◦
θ)
∂E(τ ′)

∂τ ′
+G(2)(0, ξ − ξ′;

◦
E,

◦
θ)
∂θ(τ ′)

∂τ ′

]
dτ ′, (2)

η = η∞ +

t∫
−∞

G(2)(0, ξ − ξ′;
◦
E,

◦
θ)
∂θ(τ ′)

∂τ ′
dτ ′. (3)

Определяющим соотношением для теплового потока будет

−hR =
◦
M
( ◦
E,

◦
θ
)
gR. (4)

Соотношения для возмущений тензора напряжений можно переписать в виде

S∞ = S∞(1) + S∞(2) + · · ·+ SH . (5)

Количество слагаемых в (5) конкретизируется заданием формы упругого по-
тенциала, а соотношение SH примет вид

SH = S∞ +

t∫
−∞

[
G(1)(0, q − q′;

◦
E,

◦
θ)
∂E(τ ′)

∂τ ′
+G(2)(0, q − q′;

◦
E,

◦
θ)
∂θ(τ ′)

∂τ ′

]
dτ ′. (6)

Распределение температур имеет вид

θ = θ
(
t,

◦
E,

◦
θ, ξk

)
. (7)
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Для задачи (1-6) запишем вариационную задачу метода Бубнова-Галеркина.
Предположим, что в теле отсутствуют массовые и поверхностные силы, тогда

вариационные уравнения после необходимых преобразований примут следую-
щий вид∫

V

[(
δik+

◦
ui,k

)
T∗kj+

◦
T ∗kj ui,k + T∗kjui,k

]
δui,jdV + ρR

∫
V

üiδuidV = 0. (9)

Решение нелинейной краевой задачи (9)

ui(ξk, t) =
∑
n,m

fnm(t) · φinm(ξk), i = 1, 2, . . . , n; m = 1, 2, . . . , (10)

где fnm(t) – неопределенные коэффициенты, зависящие от времени, φinm(ξk) –
формы перегибов, удовлетворяющие геометрическим граничным условиям для
ui и соответствующие линеаризованной задаче.

В качестве вариаций δui примем выражения

δui =
∑
n,m

φinm(ξk) · δfnm(t). (11)

Из (9)-(11), используя произвольность вариаций для каждого момента вре-
мени получим∫

V

[(
δik+

◦
ui,k

)
T∗kj+

◦
T ∗kj ui,k + T∗kjui,k

]
φinm,jδfnmdV+

+ρR

∫
V

φinmδfnmdV = 0. (12)

Вполне очевидно, что при конкретизации потенциала возмущения компонент
тензора напряжений выражаются через возмущения перемещений, а соотноше-
ния (5) представимы в форме

S∞
ij (1) = fnmSijnm, S∞

ij (2) = fnmfklSijnmkl, (13)

где T∗ = ρRS.
Или

S∞(1) = f (1)S(1), S∞(2) = f (1)f (2)S(2), S∞(3) = f (1)f (2)f (3)S(3) (14)

при обозначениях fnm = f (1), fkl = f (2), Sijnm = S(1), Sijnmkl = S(2).
Компоненты тензора деформаций в (12) с учетом введенных обозначений

Emn(1) =
1

2
fij

(
φmij,n + φnij,m+

◦
uk,m φkij,n + φkij,m

◦
uk,m

)
,

Emn(2) =
1

2
fijfklφrij,mφrij,n.

Производная по времени от компонент тензора деформаций

Ėmn(1) =
1

2
ḟij(φmij,n + φnij,m).
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Выражение для возмущений температуры (7) и его производная

θ
(
t,

◦
E,

◦
θ, ξk

)
= θ(1)(t)ψ(1)

( ◦
E,

◦
θ, ξk

)
,

θ̇
(
t,

◦
E,

◦
θ, ξk

)
= θ̇(1)(t)ψ(1)

( ◦
E,

◦
θ, ξk

)
.

Из (6) получим

SH =

t∫
−∞

[
G(1)ḟ (1)E(0) +G(2)θ̇(1)ψ(1)

]
dτ ′, (15)

где

E
(0)
ijmn =

1

2
(φmij,n + φnij,m),

E
(1)
ijmn =

1

2

(
φmij,n + φnij,m+

◦
uk,m φkij,n + φkij,m

◦
uk,n

)
,

E
(2)
ijmnkl =

1

2
φrij,mφnkl,r.

С учетом (12) и (15) получим систему уравнений

Aḟ (1) +B
(
ḟ (1)
)
+ C

(
ḟ (1)
)
f (1) +D

(
ḟ (1)
)
+ L

(
θ̇(1)
)
f (1)+

+ · · ·+K1f
(1) +K2f

(1)f (2) +K3f
(1)f (2)f (3) + · · · = 0, (16)

где коэффициенты имеют следующий вид:

A = ρk

∫
V

ḟ (1)ϕ(1)ϕ(1)TdV,

B
(
ḟ (1)
)
=

t∫
−∞

ḟ (1)(τ)

∫
V

[(
I+

◦
H
)
E(0)H(1)

]
dV G(1)dτ,

D
(
θ̇(1)
)
=

t∫
−∞

θ̇(1)(τ)

∫
V

[(
I+

◦
H
)
ψ(1)H(1)

]
dV G(2)dτ,

C
(
ḟ (1)
)
=

t∫
−∞

ḟ (1)(τ)

∫
V

[
E(0)H(1)H(1)

]
dV G(2)dτ,

L
(
θ̇(1)
)
=

t∫
−∞

θ̇(1)(τ)

∫
V

[
ψ(1)H(1)

]
dV G(2)dτ,

K1 =

∫
V

[(
I+

◦
H
)
S(1)+

◦
S H

(1)
]
H(1)dV,
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K2 =

∫
V

[(
I+

◦
H
)
S(2) + S(1)H(1)

]
H(1)dV,

K3 =

∫
V

[(
I+

◦
H
)
S(3) + S(2)H(1)

]
H(1)dV,

. . .

Количество слагаемых в (16) и вид коэффициентов определяется заданием фор-
мы упругого потенциала. Перепишем систему (16) в виде

d

dt

[
1

2
Aḟḟ +

1

2
K1ff +

1

3
K2fff +

1

4
K3ffff + · · ·+ (17)

+

t∫
−∞

B
(
ḟ
)
ḟdτ +

t∫
−∞

C
(
ḟ
)
ḟdτ +

t∫
−∞

D
(
θ̇
)
ḟdτ +

t∫
−∞

L
(
θ̇
)
fḟdτ

 = 0.

Запишем аддитивную свертку

Π =
1

2
Aḟḟ +

1

2
K1ff +

1

3
K2fff +

1

4
K3ffff + · · ·+

+

t∫
−∞

B
(
ḟ
)
ḟdτ +

t∫
−∞

C
(
ḟ
)
ḟdτ +

t∫
−∞

D
(
θ̇
)
ḟdτ +

t∫
−∞

L
(
θ̇
)
fḟdτ.

Дифференцируя Π, получим систему уравнений для начальных возмущений и
их скоростей (

∂Π

∂ḟ

)
0

= 0,

(
∂Π

∂f

)
0

= 0,

(
∂Π

∂θ̇

)
0

= 0, (18)

относительно которых которой нулевое решение (16) будет устойчиво.
Функцию Π представим в виде суммы пяти слагаемых, где

Π1 =
1

2
Aḟḟ +

1

2
K1ff +

1

3
K2fff +

1

4
K3ffff + · · · , (19)

Π2 =

t∫
−∞

B
(
ḟ
)
ḟdτ =

=

t∫
−∞

t∫
−∞

∫
V

[(
I+

◦
H
)
E(0)H(1)

]
dV G(1)ḟ(τ1)ḟ(τ2)dτ1dτ2, (20)

Π3 =

t∫
−∞

C
(
ḟ
)
ḟdτ =

=

t∫
−∞

t∫
−∞

∫
V

[(
I+

◦
H
)
E(1)H(1)

]
dV G(1)ḟ(τ1)ḟ(τ2)dτ1dτ2, (21)
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Π4 =

t∫
−∞

D
(
θ̇
)
ḟdτ =

=

t∫
−∞

t∫
−∞

∫
V

[(
I+

◦
H
)
ψ(1)H(1)

]
dV G(2)θ̇(τ1)ḟ(τ2)dτ1dτ2, (22)

Π5 =

t∫
−∞

L
(
θ̇
)
ḟdτ =

=

t∫
−∞

t∫
−∞

∫
V

(
ψ(1)H(1)H(1)dV

)
θ̇(τ1)f(τ1)ḟ(τ2)dτ1dτ2. (23)

Функция (19) получена в [5]. Функции (20)-(23) ядерные полилинейные фор-
мы, конкретный вид ядер которых определяется из экспериментов.

Для нахождения областей относительно амплитуд начальных возмущений
получим (

∂Π

∂ḟ

)
0

= Aḟ(0) +B
(
ḟ(0)

)
ḟ(0) + C

(
ḟ(0)

)
f(0)ḟ(0)+

+D
(
θ̇(0)

)
f(0)ḟ(0) + L

(
θ̇(0)

)
f(0)ḟ(0) + · · · = 0, (24)(

∂Π

∂f

)
0

= K1f(0)+K2f(0)f(0)+K3f(0)f(0)f(0)+K4f(0)f(0)f(0)f(0)+ · · · = 0.

Система уравнений (24) была решена численно с заданными начальными
деформациями и фиксированными скоростями деформаций. Размер области
устойчивости и количество членов ряда (10) определены на основании мето-
да, основанного на исследовании динамических систем с режимом странно-
го аттрактора [5—7]. Отмечено, что динамическая стохастичность возникает
после определенной последовательности бифуркаций, приводящих к хаотиче-
скому поведению системы [8, 9]. Для вязкоупругого тела получены точки би-
фуркации, представляющие следы решения, попавшего в область притяжения
странного аттрактора. Также были уточнены графические зависимости вели-
чин параметров нагрузки от размерности странного аттрактора, полученные в
[4, 6].

Заключение. При применении описанного выше подхода решены задачи
устойчивости нелинейно-вязкоупругих материалов. Показано, что с увеличени-
ем параметра нагрузки наблюдается снижение размерности странного аттрак-
тора, которое указывает на наличие определенных структурных переходов в
материале, происходящих под воздействием внешних нагрузок. Такие переходы
могут быть связаны с изменением: упругости, пластичности и прочности. Это
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влияет на поведение материала при различных условиях воздействия, а так-
же позволяет прогнозировать устойчивость материалов в условиях нагрузки.
Данное исследование может быть востребовано при разработке новых компо-
зитных материалов способных выдержать высокие нагрузки без потери прочно-
сти. Уменьшение размерности странного аттрактора применимо при численном
моделировании для сокращения времени вычислений и повышении точности
результатов.
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Введение. Композитные материалы обладают анизотропией, потому что
их свойства зависят от направления и расположения компонентов. Композит-
ные материалы имеют высокую прочность, жесткость, легкость, износостой-
кость и термостойкость.

Стеклопластики, являются характерными представителями композитов. Эти
современные материалы находят широкое применение при изготовлении эле-
ментов конструкции в различных отраслях техники: в самолетостроении, в
космической и ракетной технике. В автомобильной промышленности всё боль-
ше применяются композитные материалы. Композиционные материалы в кон-
струкциях, требующих наибольшего упрочнения, характеризуются расположе-
нием армирующих волокон по направлению приложенной нагрузки. Цилиндри-
ческие изделия и другие тела вращения (например, сосуды высокого давления),
в основе которых лежат композиционные материалы, армируют волокнами,
ориентируя их в продольном и поперечном направлениях. В технике широ-
кое распространение получили волокнистые композиционные материалы, ар-
мированные высокопрочными и высокомодульными непрерывными волокнами,
в которых армирующие элементы несут основную нагрузку, тогда как матрица
передаёт напряжения волокнам. Волокнистые композиционные материалы, как
правило, анизотропны.

Исходя из этого решение, полученное в данной работе может быть применено,
как рекомендации к повышению прочности композитных изделий.

Вопросы теории изгиба пластически анизотропного плоского листа рассмот-
рены в работах [1—5]. Пластическое состояние анизотропных цилиндрических
тел изучен в работах [6—13]. В работах [14—16] изучено предельное состояние
анизотропных сферических тел.

В настоящей работе рассматривается предельное состояние сферически ор-
тотропного листа в виде сектора длинной конической трубы под совместным
воздействием распределенных изгибающих моментов и растягивающих усилий,
приложенных на осевых торцевых сечениях (рис. 1). Надо определить закон
изменения этих сил вдоль образующих.

Рис. 1. Схема конического листа
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Принимается, материал конического листа подчиняется соотношениям иде-
ального жестко пластического тела Мизеса-Хилла [17] и направления армиру-
ющих волокон материала совпадают с осями сферической системы координат.

1. Оnределяющие соотношения с учетом анизотропии. Соотноше-
ния теории анизотропного идеального жестко пластического течения в сфери-
ческих координатах в обычных обозначениях имеют вид:

дифференциальные уравнения равновесия
∂σr
∂r

+
1

r

∂τ rθ
∂θ

+
1

r sin θ
+
∂τ rφ
∂φ

+
1

r
(2σr − σθ − σφ + τrθ cot θ) = 0

∂τrθ
∂r

+
1

r

∂σθ

∂θ
+

1

r sin θ

∂τ θφ
∂φ

+
1

r
[(σθ − σφ) cot θ + 3τrθ] = 0 (1)

∂τrφ
∂r

+
1

r

∂τ θφ
∂θ

+
1

r sin θ

∂σφ

∂φ
+

1

r
(2τθφ cot θ + 3τrφ) = 0

условие текучести Мизеса-Хилла [17]

F0 (σθ − σφ)
2 +G0 (σφ − σr)

2 +H0 (σr − σθ)
2 + 2L0τ

2
θφ + 2M0τ

2
rφ+

+2N0τ
2
rθ = 1 (2)

Зависимости между компонентами тензора скоростей деформации, скоростей
перемещения и напряжений

εr =
∂u

∂r
= Ω0[H0 (σr − σθ) +G0(σr − σφ) (3)

εθ =
u

r
+

1

r

∂v

∂θ
= Ω0[F0 (σθ − σφ) +H0(σθ − σr)

,

εφ =
1

r sin θ

∂w

∂φ
+
u

r
+
v

r
cot θ = Ω0[G0 (σφ − σr) + F0 (σφ − σθ)],

2γθφ =
1

r

∂w

∂θ
− w

r
cot θ +

1

r sin θ

∂v

∂φ
= 2L0τθφΩ0

2γrθ =
∂v

∂r
− v

r
+

1

r

∂u

∂θ
= 2N0τrθΩ0

2γrφ =
1

r sin θ

∂u

∂φ
+

∂w

∂r
− w

r
= 2M0τrφΩ0

Компоненты напряжений удобно представить в виде

σr = σθ +
1

Ω
(Fεr −Gεθ),

σφ = σθ −
1

Ω
[Hεr + (G+H) εθ] , (4)

τθφ =
L

Ω
γθφ , τ rφ =

M

Ω
γrφ , τrθ =

N

Ω
γrθ ,

Ω =
√

(F +H) ε2r + 2Hεrεθ + (H +G) ε2θ + 2Lγ2θφ + 2Mγ2rφ + 2Nγ2rθ,
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где введены обозначения

F =
F0

∆
, G =

G0

∆
, H =

H0

∆
, L = L−1

0 , M =M−1
0 , N = N−1

0

∆ = F0G0 +H0G0 +H0F0

С учетом этих обозначений получается переход от Ω0 к Ω.

2. Решение исходных уравнений. Поле скоростей перемещений ищем
в виде

u = 0, v = 3r(A cot θ − B

sin θ
− C cosφ) (5)

w = 3r(Aφ sin θ + C cos θ sinφ) A,B,C −−const
Тогда отличные от нуля компоненты скоростей деформации будут

εφ= −εθ =
3

sin2
θ

(A−B cos θ)

Соответствующие компоненты напряжения определяются из уравнений (1 и
(4)

σr = σθ − ν
G√
G+H

, σφ = σθ − ν
√
G+H , (6)

σθ = −H − ν
√
G+H ln sin θ , ν = signεθ

Из условия отсутствия нагрузки на внутренней поверхности θ = α, для зоны
сжатия следует

σr = σθ −
G√
G+H

, σφ = σθ −
√
G+H (7)

σθ = −
√
G+H ln

sin θ

sinα
α ≤ θ ≤ γ

где θ = γ нейтральная поверхность слоя.
Для зоны растяжения, используя условие отсутствия нагрузки на внешней

поверхности θ = β, определим

σr = σθ +
G√
G+H

, σφ = σθ +
√
G+H (8)

σθ = −
√
G+H ln

sin β

sin θ
γ ≤ θ ≤ β

Для определения положения нейтральной поверхности используем условие
непрерывности σθ на θ = γ что дает

sinγ =
√
sinα sin β (9)

Предельный изгибающий момент относительно оси θ = 0 , приходящийся на
единицу длины вдоль r, будет

M∗ = r2
β∫

α

σφ sin θ dθ (10)
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Подставляя в (10) значение σφ для соответствующей зоны из (7) и (8), и
вычисляя, получим

M∗ = 2
√
G+Hr2 ln

sin α
2
sin β

2

sin γ
2

(11)

Изгибающие моменты относительно осей, перпендикулярных к оси θ = 0 и
лежащих в осевых торцевых сечениях φ = ±φ0 , равны

M∗ = r2
β∫

α

σφ cos θdθ (12)

Докажем, что эти моменты равны нулю. Действительно, из второго уравне-
ния равновесия (1) для рассматриваемого случая можно выразить σφ через σθ
следующим образом

σφ cos θ = (σθ sin θ )

Подставляя это выражение в (12) получаем

M∗ = r2σθ sin θ
β
α = 0,

так как внешняя и внутренняя поверхности конического листа свободны от
нагрузок.

Предельное растягивающее усилие в торцевых сечениях φ = ±φ0 приходя-
щееся на единицу длины вдоль r будет

T∗ = r

β∫
α

σφdθ = r
√
G+H

 β∫
γ

(1− ln
sin β

sin θ
)dθ −

γ∫
α

(1 + ln
sin θ

sinα
)dθ


3. Выводы. Проведено численное исследование растягивающего усилия

для листов разных толщин, при следующих значениях параметров

α = 15°, β = 25°, 30°, 35°, 40°; r = 10см, G = 1, 5k2, H = 0, 5k2

и приведено в виде графика (рис. 2).

Рис. 2. График растягивающего усилия для листов разных толщин
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Для сравнения пунктирной линией представлена зависимость предельного
растягивающего усилия от толщины в случае анизотропного материала, что
показывает насколько может увеличиваться несущая способность анизотроп-
ного композитного материала.
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Аннотация. Численно исследовано влияние уровня и направления внешнего низкоинтенсив-
ного импульсного энергетического воздействия, имитирующего ударно-волновую терапию, на
напряжённо-деформированное состояние системы остеонов для оценки условий, способству-
ющих резорбции или ремоделированию костной ткани. Моделирование выполнено методом
подвижных клеточных автоматов с реализованной в нём моделью пороупругого тела Био.
Геометрия остеона представлена в виде многослойного цилиндра с переменной проницаемо-
стью ламелей. Проведена валидация модели одиночного остеона, показавшая хорошее со-
ответствие литературным данным по распределению давления флюида. Для анализа усло-
вий структурной перестройки использовались критерии, основанные на значениях средне-
го напряжения, интенсивности сдвиговых деформаций и давления внутритканевой жидко-
сти. Установлено, что анизотропия эффективных упругих модулей системы остеонов для
крайних случаев ориентации (вдоль и поперёк их оси) не превышает 15–20%, что обосно-
вывает допустимость использования изотропных моделей на макроуровне. Показано, что
при воздействии, направленном перпендикулярно оси остеонов, с плотностью потока энер-
гии (ППЭ) 0,05–0,1 мДж/мм2 в 80% объёма гаверсова канала создаётся давление, способ-
ствующее миграции стволовых клеток, а в области ламелей возникают средние напряжения
(0,04–0,2 МПа), необходимые для запуска остеогенеза. При направлении воздействия вдоль
остеонов аналогичный эффект наблюдается лишь в 30 % объёма канала. Выявлено, что пре-
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Abstract. This study aims to numerically investigate the influence of low-intensity pulsed
mechanical impact, simulating extracorporeal shockwave therapy, on the stress and strain state of
the osteon system in cortical bone tissue. The focus is on assessing the mechanical conditions that
trigger either bone resorption or remodeling processes. A three-dimensional structural-mechanical
model of a single osteon and an osteon conglomerate was developed using the movable cellular
automaton method. This particle mechanics approach incorporated a poroelastic constitutive
model based on Biot’s theory to account for the interstitial fluid in the bone matrix. The osteon
was represented as a multi-layered cylinder with depth-dependent permeability of the lamellae.
The validation of the single osteon model demonstrated good agreement with reference data for
pore pressure distribution. The analysis of remodeling conditions was based on thresholds for
mean stress, equivalent shear strain, and interstitial fluid pressure. The calculated anisotropy
of the effective elastic moduli for the osteon system between extreme orientations (parallel and
perpendicular to the osteon axis) was found to be less than 20%, justifying the use of isotropic
models at the macroscale. Simulations revealed that the pulsed mechanical impact with an energy
flux density (EFD) of 0.05–0.1 mJ/mm2 applied perpendicularly to the osteon axis induced
adequate fluid pressure for stem cell migration in 80 % of the Haversian canal volume. Concurrently,
mean stress levels (0.04–0.2 MPa) conducive to osteoblast differentiation were generated in the
lamellar region. In contrast, loading parallel to the osteon axis produced this beneficial environment
in only 30 % of the canal volume. EFD levels exceeding 0.25 mJ/mm2 generated critical tensile
stresses, potentially leading to microdamage at the osteon boundaries. As a conclusion, the findings
suggest that the extracorporeal application of the mechanic impact, directed perpendicular to the
bone surface at a medium intensity range, is the most effective protocol for promoting targeted
bone regeneration.
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Введение. Остеон является структурной единицей костной ткани на ме-
зоуровне и представляет собой объект цилиндрической формы, в центральной
части которого находится гаверсов канал с кровеносными сосудами и нервами,
вокруг которого расположены пластинчатые структуры (ламели), упорядочен-
ные в спиралевидную форму. В пластинах остеона, основу которых составляет
внеклеточный матрикс, расположена система лакун с остеоцитами, связанными
между собой через канальцы.

В диафизарных частях длинных трубчатых костей гаверсовы каналы направ-
лены вдоль вертикальной оси [1—3]. Данное расположение остеонов даёт ани-
зотропию упругих свойств на макроуровне с коэффициентом до 1.5. Однако в
областях с максимальным искривлением поверхности (например, в эпифизар-
ных частях трубчатых костей) остеоны направленны вдоль этой поверхности
или имеют разупорядоченную структуру, в результате чего коэффициент ани-
зотропии уменьшается и находится в диапазоне 0,9–1,1 [4]. Разупорядоченность
в направлении остеонов также отмечается и в диафизарных областях при деге-
неративных изменениях различного типа [5].

Остеон является важным элементом костной ткани, поскольку через гавер-
совы каналы поступают питательные вещества и стволовые клетки, способ-
ные к дальнейшей дифференцировке. Определение фенотипа стволовых кле-
ток происходит вблизи поверхности гаверсова канала. Стоит отметить, что
напряжённо-деформированное состояние на макроуровне и мезоуровне игра-
ет существенную роль в процессах структурной перестройки костных тканей,
под которой будем понимать такие процессы как резорбция и ремоделирование
костной ткани.

На основе анализа публикаций можно сформулировать некоторые закономер-
ности между определённым уровнем объёмных сжимающих и растягивающих
напряжений, а также сдвиговых деформаций, и запуском сигнала, приводя-
щего к активации различных клеточных факторов для определения фенотипа
стволовых клеток [6, 7]. Малый уровень среднего напряжения в костной ткани
способствует запуску сигналов для дифференцировки остеокластов, способству-
ющих резорбции костной ткани [8]. Среднее напряжение в диапазоне от 0,003
до 0,2 МПа способствует дифференцировке стволовых клеток в незрелые клет-
ки костных тканей (остеобласты). При среднем напряжении более 0,2 МПа и
сдвиговой деформации более 5% происходит запуск процессов, регулирующих
дифференцировку на клетки фиброзной и хрящевой ткани [9], что является, в
свою очередь, негативным вариантом структурной перестройки костной ткани,
приводящей к некрозу и склерозу тканей опорно-двигательного аппарата. Оцен-
ка условий для миграции здоровых стволовых клеток может быть определена
по давлению внутритканевой жидкости («давления флюида в порах» для поро-
упругих моделей). Так миграция стволовых клеток и поступление питательных
веществ происходят при величине давления внутритканевой жидкости в диа-
пазоне от 20 кПа до 2 МПа, при этом оптимальным является значение 68 кПа
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[10]. Существуют также модели, способные описывать процессы ремоделиро-
вания во времени, однако их основным недостатком является применимость
только в условиях длительных постоянных нагрузок [11].

В качестве инструментов компьютерного моделирования костных тканей пре-
имущественно используются коммерческие пакеты программ Ansys и Abaqus,
а также частные программные продукты, написанные, в том числе, в пакете
Matlab. Основные направления численного моделирования механического пове-
дения остеонов включают в себя исследование факторов влияния мезострукту-
ры на разрушение костной ткани [12, 13], массопереноса в системе остеонов [14,
15], анализ динамики процессов деформирования на основе многоуровневого
моделирования [16]. Разрушение кортикальной ткани на мезоуровне моделиру-
ется с помощью усовершенствованного метода конечных элементов. Гаверсовы
каналы в случае использования упругой модели моделируется как пустое про-
странство. Так при однонаправленной структуре остеонов (гаверсовы каналы
направлены вдоль одной оси) на мезоуровне установлено, что разрушение идёт
вдоль цементных линий между остеонами [17]. В работах [18, 19] показано,
что при неравномерном распределении остеонов (близком к физиологическо-
му) разрушение может идти в разных направлениях: вдоль цементной линии,
вдоль зоны соединения колец остеонов, а также через гаверсов канал. Существу-
ют работы [20], в которых исследуются влияние особенностей микроструктуры
(ориентация остеоцитов) на разрушение остеонов. В настоящее время большое
внимание уделяется численному исследованию сопротивления разрушению на
мезоуровне в бионических материалах для локальной замены костной ткани
[21]. Для исследования эффективных упругих свойств костной ткани на мак-
роуровне используются упругие [22], вязкоупругие [23] и пороупругие модели с
явным учётом структуры на мезоуровне.

Применение моделей диффузии для описания процессов ремоделирования
является одним из главных в имитационном моделировании этих процессов в
костной ткани на микроскопическом и мезоскопическом уровнях [24, 25]. Основ-
ным недостатком таких моделей является сложность в определении входных
параметров модели. Для исследования процессов ремоделирования при меха-
нической стимуляции на основе анализа напряжённо-деформированного состо-
яния, как и процессов разрушения, также используются модели, основанные на
методах механики сплошной среды. В качестве основных моделей используют
пороупругие модели [26]. В случае неявного учёта гаверсовых каналов исполь-
зуются как изотропные [27], так и анизотропные пороупругие модели [28—30].
Работы по численному исследованию процессов ремоделирования костной тка-
ни с явным учётом структуры остеонов строятся преимущественно на основе
изотропной пороупругой модели [27, 31] и ортотропной пороупругой модели
[32—34].

В настоящее время активно развиваются методы моделирования, основан-
ные на дискретном представлении материала. Данные методы используется
преимущественно для исследования напряжённо-деформированного состояния
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композиционных материалов со сложной иерархической структурой [35, 36].
В работе [37] на основе полевой теории и метода перидинамики представлена
модель образования трещины и её залечивания в кортикальной кости на мезо-
уровне. Критерием разрушения служило расстояние между соседними узлами.
Показана защитная роль цементного слоя вокруг остеона, позволяющая уво-
дить трещину от гаверсова канала. В работе [38] на основе бессеточного метода
радиальной интерполяции естественного соседа проведено численное исследо-
вание процессов ремоделирования губчатой ткани бедренной кости в условиях
статической нагрузки. Далее этот бионический алгоритм был развит для оп-
тимизации внутренней геометрии ответственных деталей [39]. В работе [40] с
помощью метода сглаженных частиц исследовано ремоделирование кортикаль-
ной ткани на плоском мезоскопическом образце из нескольких остеонов при
статической нагрузке. В качестве критерия структурной перестройки исполь-
зовался параметр сдвиговой деформации по Мизесу. В работах [41, 42] на основе
бессеточного метода интегрального уравнения локальных границ исследовано
количество стволовых клеток, прибывших для дальнейшей дифференциации в
зону костной мозоли вокруг перелома при постоянной нагрузке.

Для стимулирования процессов ремоделирования костной ткани и сраста-
ния переломов применяют методики внешней механически стимуляции. Од-
ним из активно развивающихся направлений является фокусированная ударно-
волновая терапия [43]. При этом следует иметь в виду, что несбалансированное
ремоделирование костной ткани может вызывать микроразрушение, которое в
свою очередь является предвестником так называемого стрессового перелома.

Анализ упомянутых литературных данных показал, что в основном работы
по численному исследованию напряжённо-деформированного состояния кост-
ных тканей с целью прогнозирования условий для их структурной перестройки
выполнены при статических нагрузках. Однако большинство методик стимуля-
ции процессов ремоделирования твёрдых тканей опорно-двигательного аппара-
та предполагает использование динамических нагрузок. Поэтому целью данной
работы является численное исследование влияния уровня и направления внеш-
него энергетического воздействия (механической стимуляции) на напряжённо-
деформированное состояние остеона и системы остеонов, в результате которого
появляется возможность оценить возникающие условия, способствующие либо
ремоделированию, либо резорбции костной ткани. Для исследования использо-
вался дискретный подход к описанию костных тканей с реализованной в нём
моделью пороупругого тела.

1. Метод моделирования. В данной работе в качестве инструмента для
численного исследования применялся метод подвижных клеточных автоматов,
основанный на дискретном подходе к описанию механического поведения мате-
риалов [44]. Как известно, биологические материалы представляют собой двух-
фазные среды, состоящие из твёрдого каркаса и флюида. Модель двухфазной
среды, реализованная в методе подвижных клеточных автоматов, строится на
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предположении о том, что каждый дискретный элемент среды (подвижный кле-
точный автомат) представляет собой пористую структуру, заполненную флюи-
дом, рассматриваемую неявно (рис. 1).

Рис. 1. Представление материала в пороупругой модели метода подвижных клеточных
автоматов

1.1. Основные положения. В методе ПКА материал рассматривается как на-
бор дискретных элементов (клеточных автоматов), которые взаимодействуют
между собой в соответствии с определёнными правилами многочастичного вза-
имодействия и могут изменять своё пространственное положение, ориентацию и
состояние. В работе [44] авторами метода было показано, что построенные пра-
вила многочастичного взаимодействия позволяют описывать деформационное
поведение такой системы элементов как изотропного упругопластического те-
ла в рамках вычислительной механики частиц. Движение системы дискретных
элементов описывается уравнениями Ньютона-Эйлера:

mi
d2Ri

dt2
= FΩ

i +

Nj∑
j=1

Fpair
ij

Ĵi
dωi

dt
=

Nj∑
j=1

Mij

, (1)

где Ri, ωi, mi and Ĵi — радиус-вектор, скорость вращения, масса и момент
инерции автомата i; Fpair

ij — парная сила механического взаимодействия авто-
матов i и j; FΩ

i — объёмно-зависящая сила, действующая на автомат i и обу-
словленная взаимодействием его соседей с другими автоматами. В последнем
уравнении Mij = qij(nij×Fpair

ij ) + Kij, здесь qij — расстояние от центра i-го
автомата до точки его взаимодействия с j-м автоматом; nij = (Rj −Ri)/rij —
единичный вектор ориентации пары i-j; rij — расстояние между центрами авто-
матов; Kij — момент сопротивления взаимному вращению автоматов пары i-j.
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Детальное описание вычисления сил взаимодействия для упругопластического
тела приведено в [44].

Предполагается, что автоматы деформируются однородно. Тогда компоненты
тензора напряжений в автомате постоянны и могут быть вычислены с помощью
процедуры осреднения:

σ̄i,αβ =
1

Vi

Nj∑
j=1

qijnij,αFij,β, (2)

где α и β обозначают оси X, Y , Z лабораторной системы координат; Vi — объём
автомата i; nij,α — α-компонента единичного вектора nij; Fij,β — β-компонента
полной силы, действующей в точке взаимодействия между автоматами i и j.

1.2. Реализация пороупрогой модели материала. Воздействие жидкой фазы
(флюида), содержащейся в поровом пространстве дискретного элемента, на его
напряжённое состояние описывается на основе линейной модели пороупругости.
Для описания переноса флюида в поровом пространстве элемента оно рассмат-
ривается как проницаемое (сеть взаимосвязанных пор и каналов). Материал
твёрдого каркаса, вообще говоря, может также быть пористым (микропоры).
Однако, ввиду того, что объёмная доля микропор и их размеры для биологи-
ческих материалов пренебрежимо малы по сравнению с порами макро и ме-
зо уровней, то будем рассматривать материал каркаса дискретных элементов
сплошным, однородным и изотропным. Поэтому справедливо следующе упро-
щение модели пороупругости, основанной на соотношениях Био [45]

Ks = K ′
s = K ′′

s , (3)

где K ′
s — эффективный микроскопический модуль объёмного сжатия матери-

ала каркаса в дренированном (сухом) состоянии; K ′′
s — эффективный микро-

скопический модуль объёмного сжатия материала каркаса в недренированном
состоянии (микропоры полностью насыщены флюидом); Ks — микроскопиче-
ский модуль объёмного сжатия материала каркаса.

Значение порового давления флюида в объёме автомата рассчитывается на
основе соотношений модели пороупругости Био с использованием текущего зна-
чения порового объёма [45]. При этом флюид полагается сжимаемым и описы-
вается с помощью линейного уравнения состояния

ρ = ρ0

(
1 +

P − P0

Kfl

)
, (4)

где ρ и P — текущие значения плотности и давления флюида в поровом про-
странстве; ρ0 и P0 — значения плотности и давления флюида при атмосферных
условиях; Kfl — модуль объёмного сжатия флюида.
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В модели Био поровое давление влияет только на диагональные компоненты
тензора напряжений. Поэтому необходимо модифицировать только соотноше-
ния для приращения центральных сил взаимодействия (формула (13) в [44]):

∆F pair,n
ij = 2Gi

(
∆εij −

ai∆Pi

3Kd,i

)
+

(
1− 2Gi

3Kd,i

)
∆σmean

i , (5)

где Gi и Kd,i — модуль сдвига и эффективный модуль объёмного сжатия дре-
нированного (сухого) материала автомата i; σmean

i — среднее напряжение (гид-
ростатическое давление с обратным знаком) в этом автомате, вычисляемое по
формуле

σmean
i =

σxx + σyy + σzz
3

, (6)

a — коэффициент Био, определяемый как

a = 1− Kd

Ks

. (7)

Предполагается, что в процессе перераспределения флюида в поровом про-
странстве материала (фильтрации) определяющая роль принадлежит гради-
енту порового давления флюида, или с учётом (4) — его плотности. В прене-
брежении гравитационными эффектами уравнение фильтрации в поровом про-
странстве моделируемого материала (набора автоматов) может быть записано
следующим образом:

φ
∂ρ

∂t
= Kfl∇

[
k

η
∇ρ
]
, (8)

где η — вязкость флюида; k — коэффициент проницаемости твёрдого каркаса;
φ — его пористость.

Особенностями морфологического строения мягких тканей (хрящи, мениск,
ткани межпозвоночного диска) являются низкие значения их упругих модулей
и малая проницаемость, что препятствует свободному поступлению стволовых
клеток извне. В свою очередь, это отрицательно сказывается на восстановле-
нии суставов при их деградации. Хорошая проницаемость костного матрик-
са обеспечивает практически бесперебойное поступление стволовых клеток для
их дальнейшей дифференцировки. Поэтому для оценки возможности структур-
ной перестройки костных тканей в большинстве случаев достаточным являет-
ся определение обычных параметров напряжённо-деформированного состояния
твёрдого тела. Для оценки структурной перестройки мягких тканей необходима
совместная оценка напряжений и деформаций твёрдого матрикса и параметров
движения биологической жидкости в нём. Поэтому для данных задач необхо-
димо примененять такие модели механики, которые позволяют корректно опи-
сывать механическое поведение мягких тканей как двухфазных сред.

Большинство мягких тканей, таких как сосуды, артерии и т.д. можно опреде-
лить как малосжимаемые твёрдые тела, наполненные флюидом, т.к. они удовле-
творяют соответствующим критериям согласно модели Био. В этой модели под
малосжимаемым твёрдым телом понимается тело, в котором упругий модуль
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сжатия матрикса на макроуровне значительно ниже упругих констант матрик-
са и флюида на микроуровне:

Kd

K ′
s

≪ 1,
Kd

K ′′
s

≪ 1,
Kd

Kfl

≪ 1. (9)

В большинстве случаев численного решения задач пороупргости использова-
ние упругих параметров дренированного каркаса, полученных эксперименталь-
но и удовлетворяющих вышеописанным условиям, не представляется возмож-
ным вследствие неустойчивости численных схем. Поэтому для описания тела
как несжимаемого выполняется ряд модификаций модели Био, описанных в ра-
боте [45]. Так, модификация модели Био для насыщенного флюидом несжимае-
мого твёрдого тела предполагает стремление к бесконечности модуля объёмно-
го сжатия недренированного материала, а в качестве модуля объёмного сжатия
дренированного тела принимается максимально возможное значение. Методи-
ка расчёта максимально возможного упругого параметра мягких материалов
была предложена в 60-х годах XX века Хашиным и Штрикманом и применена
для расчёта упругих модулей композитов [46]. На основании рассмотрения ма-
териала как микроскопически и макроскопически изотропного была построена
верхняя возможная граница для определения дренированного упругого модуля
каркаса:

Kd

Ks

≤ 1− 3φ

2φ
, (10)

где φ — пористость. Получаемое из этого соотношения значение Kd может
быть использовано для расчёта приращения центральных сил взаимодействия
по формуле (5).

1.3. Критерии структурной перестройки костных тканей. В данной работе
под структурной перестройкой понимаются процессы разрушения, деградации
и регенерации костной ткани.

В качестве критерия разрушения используется пороговое значение сдвиговых
напряжений σs

σeq
ij = σs, (11)

где σeq
ij — значение интенсивности напряжений по Мизесу, определяемое вторым

инвариантом девиатора тензора напряжений в точке взаимодействия автома-
тов i и j [44]. В случае выполнения критерия разрушения, пара автоматов i и j
переходит из состояния «связанная» в состояние «несвязанная». При этом авто-
маты несвязанной пары не сопротивляются взаимному удалению дуг от друга
(растяжению), но сопротивляются сжатию. Сопротивление такой пары сдвигу
ограничено коэффициентом трения и величиной взаимного сжатия.

В качестве условий для структурной перестройки, приводящей к деграда-
ции и регенерации костной ткани, используются значения следующих величин:
средних напряжений σmean (гидростатическое давление), эквивалентных сдви-
говых деформаций εeq и давления внутритканевой жидкости в порах P (с его
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помощью оценивается миграция стволовых клеток для их дальнейшей диффе-
ренцировки). Обозначая через T1 резорбцию костной ткани (дифференцировка
стволовых клеток в остеокласты), а через T2 регенерацию костной ткани (диф-
ференцировка стволовых клеток в остеобласты), условия для этих двух типов
перестройки, приведённые в работе [10], будут иметь следующий вид (давление
и напряжения приведены в паскалях):

|σmean| ∈ [ 0; 3×103 ]
εeq ∈ [ 0; 4×10−4]
P ∈ [ 20; 2×106 ]

→ T1 (12)

|σmean| ∈ [ 3×103; 2×105 ]
εeq ∈ [ 4×10−4; 5×10−2]
P ∈ [ 20; 2×106 ]

→ T2 (13)

2. Структурно-механическая модель остеона. Большинство моделей
остеонов, используемых для оценки напряжённо-деформированного состояния
и миграции стволовых клеток, построены преимущественно с использованием
пороупругой модели Био в рамках методов континуальной механики [47]. Как
показал обзор литературы, первые модели остеона представляли собой однород-
ный изотропный цилиндрический образец, рассматриваемый при статической
нагрузке. Но, поскольку в направлении, перпендикулярном гаверсову каналу,
проницаемость пластин изменяется, то в дальнейших исследованиях остеон ста-
ли рассматривать как многослойный цилиндр, и исследования сосредотачива-
лись на изучении влияния проницаемости слоёв остеона на его напряжённо-
деформированное состояние при заданной нагрузке [48]. В более поздних рабо-
тах моделировалась циклическая нагрузка на многослойный остеон [49].

В основе структурно-механической модели остеона, разработанной в данной
работе, лежит геометрия, представляющая собой совокупность цилиндриче-
ских слоёв (ламелей), в центре которых располагался гаверсов канал (рис. 2).
Геометрические размеры и пороупругие параметры соответствующих матери-
алов взяты из литературных данных [50]. Внутренний диаметр остеона (диа-
метр гаверсова канала) составлял A=100 мкм, внешний диаметр остеона равен
B=300 мкм, высота H=150 мкм, каждый из пяти цилиндрических слоёв имел
толщину 20 мкм (рис. 2) [32].

Пороупругие параметры материала приведены в табл. 1 и взяты из литерату-
ры [51, 52], при этом исходили из предположения, что наименьшей проницаемо-
стью обладает слой вблизи гаверсова канала [32]. Гаверсов канал моделировался
как пороупругий материал со свойствами артерии, аналогично работе [53].

Для валидации модели задавалось периодическое сжимающее нагружение
вдоль оси остеона при средней скорости деформации 0,58 с−1 и частоте 20 Гц,
что соответствует физиологической активности [32]. Граничные условия пред-
ставлены на рис. 2 и реализованы путём задания вертикальных скоростей ав-
томатам верхнего слоя образца и нулевых скоростей автоматам нижнего слоя,
при этом боковые поверхности образца были свободными.
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Рис. 2. Вид модельного образца остеона с указанием слоёв и схемой нагружения

Тип ткани ρd, кг/м3 Kd, МПа Ks, МПа νs φ

Ламели 1850 14000 17000 0,3 0,325
Интерстициальный матрикс (ИМ) 1850 18300 20000 0,3 0,3

Гаверсов канал (ГК) 1000 2300 2300 0,45 0,9

Послойное изменение проницаемости ламелей k×1018, м2

Слой 1 Слой 2 Слой 3 Слой 4 Слой 5 Матрикс
0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,0

Прочность материалов остеона, МПа
Тип ткани Ламели Матрикс Ламели-Матрикс

σs 76 72 70

Таблица 1. Пороупругие параметры костной ткани на мезоуровне

На рис. 3 представлена зависимость давления флюида в порах от расстояния
от центра остеона при установившемся движении внутритканевой жидкости в
конце расчёта. Полученные данные свидетельствуют о том, что при постепен-
ном удалении от центра максимум порового давления флюида сосредоточен в
центральных слоях остеона. Полученные картины распределения соответству-
ют данным, представленным в работе [32]. Результаты валидации по этому па-
раметру показали, что разработанная структурно-механическая модель позво-
ляет корректно описывать механическое поведения остеона при динамическом
механическом воздействии.

3. Влияние ориентации остеонов на эффективные механические
характеристики костной ткани на мезоуровне. Кортикальная костная
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Рис. 3. Зависимость давления флюида в порах (МПа) от расстояния от центра остеона:
точки — литературные данные, кривая — расчётные

ткань представляет собой конгломерат остеонов [51]. Важной задачей являет-
ся исследование влияния ориентации остеонов на анизотропию свойств корти-
кальной костной ткани на мезоуровне. Для этого были построены модельные
образцы кубической формы, состоящие из интерстициального матрикса с рас-
положенными в нём остеонами, как показано на рис. 4. В каждом модельном
образце содержалось четыре остеона, но с различной ориентацией их оси отно-
сительно оси Z для каждого образца. Так рассматривалось три случая. Первый
случай подразумевал идеализированный вариант, когда остеоны ориентирова-
ны вдоль оси Z (рис. 4, а). Второй подразумевал физиологическое отклонение
ориентации остеонов от вертикальной оси на 5◦ [54] (рис. 4, б). Третий характе-
ризовался максимальным отклонением ориентации остеонов — перпендикуляр-
но оси Z (рис. 4, в).

а) б) в)

Рис. 4. Модельные образцы костной ткани с различной ориентацией остеонов относи-
тельно оси Z: а) 0◦, б) 5◦, в) 90◦

Разрушение задавалось по критерию интенсивностей напряжений согласно
литературным данным [52]. Наличие цементной линии на границе остеонов яв-
но не рассматривалось, однако оно учитывалось через уменьшение прочности
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на границе между ламелями и окружающим их интерстициальным матриксом
(Ламели-Матрикс в табл. 1).

Рассматривалось два типа нагружения: одноосное сжатие вдоль оси Z и сдвиг
вдоль оси X. Сжатие моделировалось аналогично рассмотренному выше при-
меру одиночного остеона, только в данном случае скорость автоматов верхнего
слоя плавно нарастала до максимального значения V = 0,04 м/с, а затем оста-
валась постоянной (это обеспечивало квазистатический режим процесса сжатия
до момента начала разрушения). Для сдвигового нагружения скорость автома-
тов верхнего слоя была направлена вдоль оси X, в этом же направлении для
боковых поверхностей задавались периодические граничные условия.

Полученные результаты моделирования представлены на рис. 5 и свидетель-
ствуют о том, что анизотропия эффективных упругих свойств, определяемая
как отношение эффективных модулей сжатия (наклон диаграммы нагруже-
ния, аппроксимированной линейной функцией) в крайних случаях ориента-
ции остеонов 90◦ (E⊥) и 0◦ (E∥) относительно оси нагружения, не превышает
E⊥/E∥ = 1,15. В случае сдвига отношение эффективных модулей сдвига имеет
тот же порядок (G⊥/G∥ = 1,14). Полученные данные позволяют утверждать,
что использование изотропной модели для описания механического поведения
кортикальной костной ткани является вполне допустимым для макроскопиче-
ских моделей костей человека, где явно выделяются кортикальная и губчатая
ткани. Аналогичные соотношения по прочности на сжатие также описаны в
работе [55].

а) б)

Рис. 5. Диаграммы одноосного сжатия (а) и сдвига (б) модельных образцов с различ-
ной ориентацией остеонов относительно оси нагружения: 1— 0◦, 2— 5◦, 3— 90◦

4. Исследование напряжённо-деформированного состояния кост-
ной ткани на мезоуровне при динамическом воздействии. Большин-
ство работ по численному исследованию механического поведения структурной
единицы костной ткани посвящено статическим нагрузкам [56, 57]. Однако, как
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указывалось выше, большинство методик стимуляции процессов ремоделирова-
ния костных тканей предполагает использование динамических нагрузок при
которых в них распространяются упругие волны.

Основной характеристикой интенсивности акустической волны является
плотность потока энергии (ППЭ) Eefd, которую можно выразить через произве-
дение интенсивности акустической волны I на характерное время положитель-
ного давления Tpp [58]

Eefd ≡ I · Tpp. (14)
Согласно [59] Tpp можно определить как 90% от времени положительного дав-
ления в импульсе. Интенсивность является характеристикой акустического им-
педанса среды, что даёт следующее выражение для расчёта плотности потока
энергии:

Eefd =
vρcTpp

2
, (15)

где v — скорость частиц среды, ρ — её плотность, c — скорость звука в ней.
В работе [60] показано, что регенеративный эффект терапии, основанной на

внешнем энергетическом воздействии, наблюдается при плотности потока энер-
гии более 0,1 мДж/мм2. Поэтому в настоящей работе исследовался эффект
импульсного энергетического воздействия низкой интенсивности в диапазоне
ППЭ от 0,03 до 0,17 мДж/мм2. Рассматривались два варианта направления рас-
пространения генерируемых волн. Первый вариант предполагал воздействие,
направленное перпендикулярно гаверсовым каналам, которое имеет место при
экстракорпоральной методике установки аппликатора. Второй вариант, реали-
зуемый при инвазивной методике, предполагал направление вдоль ориентации
остеонов и под углом 5◦ к их оси. Второй вариант возможен также при дегене-
ративных изменениях костных тканей, которые характеризуются локальными
поворотами остеонов [61].

Граничные условия при моделировании внешнего энергетического воздей-
ствия соответствовали принятой выше схеме нагружения (рис. 6, а): нижний
слой автоматов образца жёстко закреплён, а автоматам верхнего слоя задаётся
скорость, направленная вдоль вертикальной оси, величина которой определя-
ется частотой и энергией воздействия по формуле (15).

В данных расчётах задавалось 10 импульсов. Пример зависимости давле-
ния на поверхности воздействия от времени для ППЭ 0,05 мДж/мм2 приведён
на рис. 6, б. Данные по распределению гидростатического давления, давления
флюида в порах и эквивалентных деформаций, полученные при моделирова-
нии воздействия интерпретировались согласно условиям для структурной пе-
рестройки, представленным в работе [10] и записанным в виде соотношений
(12)–(13).

Анализ результатов моделирования малоинтенсивного нагружения (ППЭ до
0,05 мДж/мм2) показал, что в случае механической стимуляции, направлен-
ной перпендикулярно оси гаверсовых каналов, уровень среднего напряжения в
первой ламели и давления флюида в порах гаверсова канала и первой ламе-
ли удовлетворяет соотношению (12) и оказывается недостаточным для запуска
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а) б)

Рис. 6. Условия нагружения системы остеонов: а) граничные условия при моделиро-
вании энергетического воздействия; б) зависимость контактного давления на поверх-
ности нагружения от времени

положительной структурной перестройки, и, следовательно, может способство-
вать деградации костной ткани (дифференцировка остеокластов). Анализ дав-
ления флюида в порах показал, что условия для миграции стволовых клеток
(более 20 кПа) вдоль гаверсова канала создаются в доле, составляющей менее
20% от объёма канала.

При среднеинтенсивном воздействии (0,05–0,1 мДж/мм2) уровень напряже-
ний и деформаций (среднее напряжение в диапазоне 0,04–0,2 МПа, интенсив-
ность деформации менее 1%) во внутренней ламели сигнализирует о запуске
процесса дифференцировки остеобластов, что способствует росту костной ткани
(рис. 7, а). Анализ давления флюида в порах при ППЭ 0,05 мДж/мм2 показал,
что условия для миграции стволовых клеток создаются вдоль гаверсова канала
в 80% его объёма, оптимальные условия для переноса клеток (около 68 кПа)
создаются в 40% объёма гаверсова канала (рис. 7, б). Дальнейшее увеличение
ППЭ воздействия (0,1 мДж/мм2) приводит к увеличению доли объёма гаверсо-
ва канала, в котором создаются условия для миграции стволовых клеток. По-
лученные максимальные величины выходных параметров соответствуют кри-
териям (13) для запуска процессов ремоделирования. При высокоинтенсивном
нагружении (≥0,25 мДж/мм2) наблюдаются условия для разрушения тканей
на границе остеонов (растягивающие напряжения более 5 МПа).

Анализ результатов моделирования в случае направления нагрузки парал-
лельно ориентации гаверсовых каналов, а также с отклонением от него на 5◦

показал, что значения параметров для структурной перестройки в образце на-
ходятся примерно на том же уровне, что и при воздействии поперёк гаверсовых
каналов (рис. 8, 9), однако локализация их максимумов изменяется. В случае
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а) б)

Рис. 7. Распределение среднего напряжения (а) и давления флюида в порах (б) в
системе остеонов, ориентированных перпендикулярно направлению нагружения, при
энергетическом воздействии с плотностью потока энергии 0,05 мДж/мм2 (МПа)

малоинтенсивного нагружения эти значение по прежнему удовлетворяют соот-
ношению (12), что говорит о возможной деградации костной ткани (дифферен-
цировка остеокластов). Давление флюида вдоль гаверсовых каналов при таком
направлении нагрузки в целом ниже, чем в случае направления перпендикуляр-
но каналам (рис. 8, б, 9, б), и в случае малоинтенсивного нагружения позволяет
говорить о создании условий для миграции стволовых клеток в менее чем 10%
их объёма.

а) б)

Рис. 8. Распределение среднего напряжения (а) и давления флюида в порах (б) в си-
стеме остеонов, ориентированных параллельно направлению нагружения, при энер-
гетическом воздействии с плотностью потока энергии 0,05 мДж/мм2 (МПа)
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При среднеинтенсивном воздействии (0,05–0,1 мДж/мм2) значения парамет-
ров для структурной перестройки в первой ламели сигнализируют о запуске
процесса дифференцировки стволовых клеток в остеобласты (рис. 8, а, 9, а).
Анализ давления флюида в гаверсовых каналах при ППЭ 0,05 мДж/мм2 поз-
воляет говорить о создании условий для миграции стволовых клеток в 30 % их
объёма (рис. 8, б, 9, б). При высокоинтенсивном нагружении (≥0,25 мДж/мм2)
по прежнему наблюдаются условия для разрушения тканей на границе остеонов
(по цементной линии).

а) б)

Рис. 9. Распределение среднего напряжения (а) и давления флюида в порах (б)
в системе остеонов, ориентированных с отклонением в 5◦ относительно направ-
ления нагружения, при энергетическом воздействии с плотностью потока энергии
0,05 мДж/мм2 (МПа)

5. Заключение. Разработана трёхмерная численная модель одиночного
остеона и системы остеонов на основе метода подвижных клеточных автоматов,
где составляющие модель материалы рассматриваются как пороупругие тела.
Геометрически остеон представлен как система цилиндрических слоёв (ламе-
лей) с различными проницаемостями. Система остеонов располагалась внут-
ри интерстициального матрикса со своими пороупругими характеристиками. В
результате моделирования одноосного сжатия и простого сдвига с различной
ориентацией направления нагружения относительно оси гаверсовых каналов
получены эффективные модули сжатия и сдвига системы остеонов. Показано,
что отличие упругих модулей в разных направлениях не превышает 20%.

Численно исследовано напряжённо-деформированное состояние системы
остеонов при внешнем импульсном энергетическом воздействии с различной
ориентацией оси гаверсовых каналов относительно направления воздействия.
Результаты анализа полей напряжений и деформаций проинтерпретированы с
позиций их влияния на дифференцировку остеобластов и остеокластов и их
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роли в процессе ремоделирования костной ткани, что позволило оценить тен-
денции в создании условий для структурных перестроек в костной ткани на
мезоуровне.

В случае энергетического воздействия на систему остеонов, расположенных
перпендикулярно направлению нагружения, с ППЭ 0,05–0,1 мДж/мм2 макси-
мум давления флюида в порах наблюдается в остеоне на поверхности гаверсова
канала в 80% от его объёма, что способствует миграции стволовых клеток для
их дальнейшей дифференцировки. В случае энергетического воздействия на
систему остеонов, расположенных параллельно и под углом 5◦ относительно
направления нагружения, максимум давления жидкости в порах также наблю-
дается на поверхности гаверсова канала и способствует миграции стволовых
клеток для их дальнейшей дифференцировки в 30% от его объёма. Для всех
рассмотренных вариантов ориентации системы остеонов относительно направ-
ления нагружения необходимый уровень среднего напряжения для дифферен-
цировки стволовых клеток в клетки костной ткани наблюдается в зоне пла-
стинчатой структуры остеона. Дальнейшее увеличение плотности потока энер-
гии воздействия приводит к возникновению критических состояний с уровнем
всестороннего растяжения, характерного для разрушения модельных образцов
вдоль наружной границы остеонов.

Таким образом, анализ результатов проведённых исследований показал, что
для терапии, основанной на энергетическом воздействии, предпочтительным
является стандартный тип воздействия перпендикулярно ориентации остеонов
в среднем диапазоне его интенсивности.
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57. Mäkelä J. T., Huttu M. R., Korhonen R. K. Structure-function relationships in
osteoarthritic human hip joint articular cartilage // Osteoarthritis and Cartilage. –
2012. – Vol. 20, no. 11. – P. 1268–1277. – DOI: 10.1016/j.joca.2012.07.016.

58. Cleveland R. O., McAteer J. A. Physics of Shock-Wave Lithotripsy // Smith’s
Textbook of Endourology. – Wiley-Blackwell, 2012. – P. 527–558. – DOI: 10.

1002/9781444345148.ch49.
59. Loske A. M. Medical and Biomedical Applications of Shock Waves. – Cham :

Springer, 2007. – (Shock Wave and High Pressure Phenomena). – DOI: 10.1007/
978-3-319-47570-7.

60. An automated analysis of intracortical porosity in human femoral bone across age /
M. S. Stein, S. A. Feik, C. D. Thomas, [et al.] // Journal of Bone and Mineral
Research. – 1999. – Vol. 14, no. 4. – P. 624–632. – DOI: 10.1359/jbmr.1999.14.
4.624.

61. Does 3D orientation account for variation in osteon morphology assessed by 2D
histology? / C. Hennig [et al.] // Journal of Anatomy. – 2015. – Vol. 227, no. 4. –
P. 497–505. – DOI: 10.1111/joa.12357.



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.009 EDN: TWJGXD
Научная статья УДК: 612.75,612.79

А.Р.Халиулова, Д.В.Иванов

ВЛИЯНИЕ ОБЛУЧЕНИЯ НА БИОМЕХАНИКУ РАЗЛИЧНЫХ
СТРУКТУР ОРГАНИЗМА

Саратовский национальный исследовательский государственный университет им.
Н.Г. Чернышевского, Саратов, Россия

Аннотация. Облучение является одним из самых результативных методов воздействия в
медицине. Данный метод позволяет влиять на глубоко расположенные ткани, не нарушая
целостность организма. Однако излучение отличается разрушительным действием на струк-
туры организма, при этом нарушается функция органа и меняются его биомеханические
свойства. В работе собраны результаты различных исследований из 15 стран, направлен-
ных на оценку влияния облучения на механические свойства тканей организма человека и
животных. В изученных работах присутствовали сведения о механических свойствах кожи,
роговицы, кости, сухожилий. Для различных структур критическими являются дозы облу-
чения в диапазоне 25-35 кГр. Однако для достижения максимального эффекта необходимы
большие дозы, при этом во избежание необратимых изменений в тканях комплексно исполь-
зуются различные химические вещества и фармакологические препараты. Таким образом,
возможно сохранение структуры и функции органа или ткани при достижении оптималь-
ного эффекта от лечения. Стоит обратить внимание на то, что облучение может оказывать
как положительное, так и отрицательное воздействие на биологические ткани. Таким обра-
зом, проблема оценки воздействия облучения на ткани и органы нуждается в дальнейшем
изучении вследствие технического развития и применения новых медицинских технологий и
приборов

Ключевые слова: облучение, биологические ткани, механические свойства тканей, модуль
упругости, жесткость, твердость

Иванов Дмитрий Валерьевич, доктор физико-математических наук; ведущий научный
сотрудник образовательно-научного института наноструктур и биосистем, начальник лабо-
ратории систем поддержки принятия врачебных решений; e-mail: ivanovdv.84@ya.ru;
https://orcid.org/0000-0003-1640-6091; AuthorID: 201794
Халиулова Алсу Рафаилевна, студент; e-mail: alihaliulova@yandex.ru
https://orcid.org/0009-0000-6565-0440

для цитирования: Халиулова А.Р., Иванов Д.В. Влияние облучения на био-
механику различных структур организма // Вестник Чувашского государствен-
ного педагогического университета им. И.Я.Яковлева. Серия: Механика пре-
дельного состояния. 2025.№ 4(66). С. 142–156. DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.009.
EDN: TWJGXD

© Халиулова А. Р., ИвановД. В. 2025
Поступила: 06.06.25; принята в печать: 22.12.25; опубликована: 30.12.25.

142



ВЛИЯНИЕ ОБЛУЧЕНИЯ НА БИОМЕХАНИКУ ... 143

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).



Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya.Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost.

DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.009 EDN: TWJGXD
Research Article

A.R.Khaliulova,D.V. Ivanov

THE EFFECT OF RADIATION ON THE BIOMECHANICS OF
VARIOUS BODY STRUCTURES

1Saratov National Research State University named after N.G. Chernyshevsky, Saratov,
Russia

Abstract. Radiation is one of the most effective methods of exposure in medicine. This method
allows you to influence deeply located tissues without violating the integrity of the body. However,
radiation has a destructive effect on the structures of the body, while the function of the organ
is disrupted and its biomechanical properties change. The paper contains the results of various
studies from 15 countries aimed at assessing the effects of radiation on the mechanical properties
of human and animal body tissues. The studied papers contained information on the mechanical
properties of skin, cornea, bone, tendons. Radiation doses in the range of 25-35 kGy are critical
for various structures. However, large doses are needed to achieve maximum effect, while various
chemicals and pharmacological preparations are used comprehensively to avoid irreversible changes
in tissues. Thus, it is possible to preserve the structure and function of an organ or tissue while
achieving the optimal effect of treatment. It is worth paying attention to the fact that radiation
can have both positive and negative effects on biological tissues. Thus, the problem of assessing
the effects of radiation on tissues and organs needs to be further studied due to the technical
development and application of new medical technologies and devices.
Keywords: irradiation, biological tissues, mechanical properties of tissues, modulus of elasticity,
stiffness, hardness

Dmitry V. Ivanov, Doctor of Physico-Mathematical Sciences; e-mail: ivanovdv.84@ya.ru;
https://orcid.org/0000-0003-1640-6091; AuthorID: 201794
Alsu R. Khaliulova, student; e-mail: alihaliulova@yandex.ru;
https://orcid.org/0009-0000-6565-0440

to cite this article: A.R.Khaliulova, D.V. Ivanov The effect of radiation
on the biomechanics of various body structures // Vestn. Chuvash. Gos. Ped.
Univ. im. I.Ya. Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost. 2025. No 4(66). p. 142–156.
DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.009

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

Received: 06.06.25; accepted: 22.12.25; published: 30.12.25.
144



ВЛИЯНИЕ ОБЛУЧЕНИЯ НА БИОМЕХАНИКУ ... 145

Введение. Развитие современных технических и естественных наук со-
провождается изучением влияния различного рода излучений на те или иные
объекты. Излучение активно используют для изучения различных свойств объ-
ектов, в том числе и живых. Под излучением далее будем понимать передачу
энергии в форме волн или частиц через пространство или через материальную
среду. В то же время, облучение – это процесс, при котором происходит влияние
излучения на объект.

Кроме того, при процедуре облучения происходит фиксация нескольких по-
казателей – целевой дозы, диапазона доз, температуры облучения и других.

Для обозначения мощности поглощенной дозы излучения используют едини-
цу измерения Грей (Гр) или же внесистемную единицу мощности Рад (рад).
Поглощенная доза представляет собой отношение энергии, поглощенной веще-
ством, к массе этого вещества. Целевая доза – это доза, которую гипотетически
получит ткань. Но целевая доза, как правило, это минимальная доза, которая
будет получена тканью, так как в условиях эксперимента вся ткань может полу-
чить дозы более высокие, чем целевая. Так, если заявлено воздействие в 25 кГр
(2,5 Мрад), то, скорее всего, материалы были подвергнуты воздействию не ме-
нее 25 кГр или выше. Диапазон доз отражает минимальную и максимальную
дозу облучения и является более надежным способом передать объекту дозу
облучения. Предварительная обработка объекта играет определенную роль в
воздействии на ткань. Это может быть воздействие химических веществ и фи-
зическое воздействие, предусмотренное методом облучения.

При изучении физиологии и морфологии клеток и тканей важны механиче-
ские характеристики этих объектов. Науке известны большинство таких харак-
теристик. Но все чаще в медицине применяются методы, связанные с облуче-
нием. Кроме того, есть такие типы излучения, которые действуют на живые
системы, в том числе и на человека, в обычной жизни. В связи с этим появля-
ется необходимость изучения влияния излучения на организм человека, в том
числе и на биомеханические показатели.

Цель работы: обобщить литературные данные, которые касаются изучения
действия облучения на структуры живых организмов.

Материалы и методы. Поиск статей был осуществлен с использованием
материалов поисковых систем КиберЛенинка и PubMed по ключевым словам
«биомеханика» и «облучение». Затем были выбраны статьи, выпущенные в пе-
риод с 2010 по 2025 год. Поиск выдал выборку из 2241 статьи, которые затем
фильтровались следующим образом. Первично статьи оценивались по названию
и аннотации, при этом из выборки были исключены статьи, не содержащие све-
дений об облучении и (или) о биомеханическом исследовании. В итоге обзор
были включены 20 отечественных и зарубежных статей.

Затем проводился второй этап анализа статей с прочтением их полного тек-
ста и внесения в таблицу 1 информации из них. Данные в таблице 1 распре-
делялись по столбцам «Год», «Страна», «Вид облучения», «Цель облучения»,
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«Объект» и «Биомеханический показатель». Столбцы «Год» и «Страна» содер-
жат информацию о годе и стране выпуска исследования. В столбце «Вид об-
лучения» находятся сведения о типе или методе излучения, использованном в
работе. В столбец «Цель облучения» была внесена краткая информация о цели
процедуры облучения. Столбец «Объект» содержит информацию о материале,
структуре, ткани или органе, который подвергся воздействию. Под термином
«Биомеханический показатель» понимается информация о механическом пара-
метре, измеряемом в биомеханическом эксперименте.

Большая часть работ посвящена влиянию облучения на элементы опорно-
двигательной системы [1—15]. Также проанализированы работы, посвященные
оценке влияния излучения на глазной аппарат [1, 3] и кожу [16—18].

Результаты и обсуждение. В работах присутствовало различное наиме-
нование излучений, стоит отметить, что в работе [7] типы волн и их характери-
стики не уточнялись. Удалось отобрать основные использованные типы излуче-
ния. Под электромагнитным излучением понимается воздействие, возникающее
в результате колебаний электрического и магнитного полей. В итоге появляют-
ся различные виды волн – ультрафиолетовые и инфракрасные, рентгеновские и
радиоволны, а также гамма-излучение и др. Большую часть этих волн челове-
ческий глаз не воспринимает, но при этом переизбыток дозы излучения может
привести к серьезным проблемам. Ультрафиолетовое излучение отличается вы-
сокой химической активностью, опасно для кожи и глаз, но тем не менее именно
этот вид излучения чаще всего используют в лечении данных органов. Инфра-
красные волны [10] излучает любое нагретое тело, при этом лучи не видимы
глазу и могут глубоко проникать в ткани.

Стоит отметить также использование такого устройства как лазер [19]. Его
преимущество состоит в том, что создается когерентный высококонцентриро-
ванный луч, использующийся сегодня в различных областях.

Одна из разновидностей электромагнитного излучения – гамма-излучение –
используется в литературе чаще всего [1—3, 5, 6, 8, 9, 11—14, 18]. Оно характе-
ризуется высокой энергией и длиной волны и возникает в результате распада
радиоактивных элементов. Стоит отметить, что данный тип волн может про-
никать почти через любые материалы. Данный тип излучения в некоторых
работах использовался как метод лучевой терапии. Также были использованы
высокочастотная вибрация, бета-излучение и др.

Влияние излучения на различные структуры было изучено с разными целя-
ми. Многие авторы анализируют влияние излучения на изменение различных
свойств объектов. С помощью излучения проводили стерилизацию имплантов
[7, 8], изучали способы оптимизации лечения и хирургических операций. Иссле-
дования проводились на трупном материале, на группах людей или животных.

Среди механических показателей биологических объектов, то чаще всего ис-
следовались такие показатели как жестокость, прочность и модуль Юнга. Так-
же рассчитывались вязкость, упругость, напряжения, деформации тканей и
некоторые другие.
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1. Воздействие облучения на кожу. Вероятнее всего, первым органом,
который подвергается воздействию излучения, является кожа. Несмотря нали-
чие липидного и ороговевшего слоев на кожном покрове, различные виды лучей
проходят глубоко сквозь кожу и воздействуют на нее. Наиболее часто кожа че-
ловека подвержена действию ультрафиолетовых лучей в естественных услови-
ях, они же часто применяются для лечения различных заболеваний кожных по-
кровов. Известно, что ультрафиолетовое излучение ускоряет процесс старения,
соответственно изменяются механические свойства кожи. Но данные изменения
пока недостаточно изучены. Некоторые исследователи считают, что к измене-
ниям механических свойств кожи приводят в том числе изменение структуры
микроРНК и белков, регулирующих пролиферацию и апоптоз клеток. Облуче-
ние делает кожу более слабой и жесткой. Фибриллы коллагена уменьшаются в
диаметре, а экспрессия соответствующих генов (miR-34) увеличивается. Также
облученная кожа демонстрирует меньшую деформацию в ответ на нагрузку и
меньшую упругость [17]. Стоит отметить, что изменения начинают проявляться
при облучении UVA дозировкой 1200 Дж/см2 или UVB 1600 Дж/см2. При этом
увеличивается плотность коллагеновых пучков, но не изменяется их извитость,
от которой зависят механические изменения микроструктур [16].

Одним из наиболее распространенных вариантов лечения онкологических за-
болеваний является лучевая терапия. Современные методы позволяют произ-
водить лечение местно, снижая нагрузку на другие области тела и системы ор-
ганов, однако свести системное действие лучевой терапии к нулю пока не пред-
ставляется возможным, что приводит к соответствующим осложнениям, в том
числе и к таким патологическим процессам как радиационно-индуцированный
фиброз кожного покрова. Данное осложнение меняет механические характери-
стики кожного покрова, что может повлиять, например, на результаты пост-
хирургической реконструкции у пациентов с раком молочной железы [18]. При
сравнении облученной и необлученной кожи результат гистологического иссле-
дования показал атрофию эпидермиса, утолщение дермы и признаки отложе-
ния толстого, дезорганизованного коллагена во внеклеточном матрице облучен-
ной кожи. Данные признаки приводили к повышению жесткости облученной
кожи.

2. Воздействие облучения на глаза. Роговица и кожа характеризуют-
ся общим эктодермальным происхождением. Существует классификация типов
кожи (4 фототипа), в основе которой лежат визуальные параметры – цвет кожи
и глаз. Есть данные, что у пациентов с I и II фототипами (меланодефицитные
типы) риск эпителиального дефекта после лазерного кератомилеза (эксимер-
лазерное вмешательство) был в 10 раз выше, чем с другими типами. Соответ-
ственно выше риск ослабления механических свойств роговицы [20]. В чистом
виде облучение негативно влияет на механические свойства роговицы и изменя-
ет структуру коллагена. Для того, чтобы избежать такого действия проводится
кросслинкинг роговицы – профилактический метод повышения качества кол-
лагена с использованием рибофлавина при использовании ультрафиолетового
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А-облучения. Это повышает стабильность роговицы и способствует формиро-
ванию коллагеновых комплексов и сшивок с протеогликанами [19].

3. Воздействие облучения при стерилизации. Излучение часто ис-
пользуется в современной медицине для стерилизации трансплантатов и поли-
меров, используемых в тканевой инженерии. В данных целях часто используют
гамма-излучение, которое преобразует воду в гидроксилы, расщепляющие ДНК
патогенов. При этом наиболее распространенная доза поглощения 25 кГр. Так
при стерилизации биосовместимых полимеров, которые используются для из-
готовления каркасов микрофиламентов в инженерии, микроволнами оптималь-
ная температура – 31℃. Однако после стерилизации наблюдается снижение мо-
дуля упругости, при этом кристаллическая структура не меняется [12].

В медицинской практике облучение используется для стерилизации алло-
трансплантатов, в том числе сухожилий и связок, так как есть вероятность
передачи инфекции от донора к реципиенту, например, ВИЧ-инфекции. Для
инактивации вируса используются высокие дозы гамма-облучения (более 50
кГр). Однако, стоит заметить, что такой метод стерилизации приводит к ухуд-
шению биомеханических свойств, так как расщепляются полипептидные цепи
коллагеновых волокон путем высвобождения свободных радикалов, которые
расщепляют коллаген. Чтобы преодолеть действие свободных радикалов мож-
но использовать аскорбат, который поглощает эти радикалы и защищает при
облучении не выше 25 кГр [7].

Костная ткань также может выступать в роли аллотрансплантата. При сте-
рилизации ее также обрабатывают с помощью различных доз излучения. Это
может стать причиной снижения ее прочностных свойств и приводить к сни-
жению усталостной прочности при высоких нагрузках с увеличением дозы об-
лучения до 15 кГр и устойчивости к распространению усталостных трещин в
аллотрансплантате кортикальной кости [14]. Однако было выяснено, что влия-
ние облучения на костные структуры и на сухожилия отличаются. Так, после-
довательное электронное облучение сухожилия (по 3,4 кГр, суммарно 34 кГр)
привело к меньшему снижению циклической прочности на разрыв в сравне-
нии с единоразовым облучением электрическим лучом сухожилия дозой 34 кГр
[15] (табл.3). При этом электронный пучок приводит к меньшей деформации и
большей жесткости образца, чем гамма-излучение. Однако схожий эксперимент
с костной тканью не показал значимых различий между последовательным и
одноразовым облучением одинаковой дозой (15 кГр) [15], вероятно, из-за срав-
нительно низкой дозы облучения.

4. Воздействие облучения на элементы опорно-двигательного
аппарата. В исследовании [10] были рассмотрены сухожилия короткой и длин-
ной малоберцовой мышц, которые были облучены дозой 1,5–2,5 Мрад. Для су-
хожилия короткой мышцы не было найдено статистически значимых различий
между облученной и необлученной группой по среднему пределу прочности,
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Группа Деформация
(%)

Циклическая прочность
на разрыв (мм)

Нагрузка на
разрушении (Н)

Жесткость
(Н/мм)

Контрольная
группа 2.9 ± 1.1 0.2 ± 0.1 1.499 ± 352 239 ± 92

Облучение Ebeam
34 kGy 3.4 ± 1.1 0.5 ± 0.4 1.024 ± 204 216 ± 63

Облучение Ebeam
fraction. 34 kGy 2.9 ± 1.5 0.3 ± 0.2 1.327 ± 305 254 ± 111

Облучение Gamma
34 kGy 4.6 ± 2.0 0.6 ± 0.4 827 ± 209 178 ± 48

Таблица 1. Результаты биомеханических свойств соответствующих групп [15] (в фор-
мате среднее значение ± стандартное отклонение)

деформации и удлинению при максимальной нагрузке. При этом были выяв-
лены отличия в жесткости облученной и необлученной групп (табл. 2). Для
сухожилия длинной мышцы таких различий найдено не было.

PB
Необлученная Облученная

а б в г д а б в г д
1.457 75.7 8.6 22.0 225.0 936 48.6 18.5 46.0 65.5
1.323 93.6 8.6 22.0 250.0 1.087 91.5 12.2 31.0 131.6
1.545 61.5 8.0 20.0 245.5 1.480 67.0 10.3 26.0 262.5
1.513 68.5 13.1 33.0 218.2 1.545 80.3 10.7 27.0 235.7
1.910 115.1 12.0 30.0 303.0 1.771 70.5 14.0 35.0 187.5
1.318 93.2 8.9 22.0 233.3 1.308 92.5 11.2 28.0 168.4
1.334 69.3 12.9 32.0 150.0 1.102 57.3 17.4 44.0 82.3
1.485

±
209.3

82.4 ±
19.0

10.3 ±
2.3

25.8 ±
5.6

232.1
± 45.7

1.318
±

296.9

72.5 ±
16.6

13.5 ±
3.3

33.7 ±
8.3

161.9
± 74.0

PL
2.106 95.3 18.6 46.5 189.7 1.864 84.4 13.8 34.5 193.3
1.889 75.2 11.1 27.7 316.7 2.201 99.6 19.0 47.5 183.3
2.307 104.4 24.0 60.0 166.7 2.756 124.8 15.4 38.5 283.3
2.064 93.4 20.4 51.0 190.5 1.872 97.3 17.7 44.2 153.3
2.092 83.2 13.1 32.7 216.7 1.921 67.7 15.6 39.0 165.1
2.091

±
148.7

90.3 ±
11.3

17.4 ±
5.3

43.6 ±
13.2

216.1
± 59.0

2.122
±

380.0

94.8 ±
21.0

16.3 ±
2.0

40.8 ±
5.1

195.7
± 51.4

Таблица 2. Результаты исследования короткой (PB) и длинной (PL) малоберцовой
мышцы (названия столбцов: а - максимальная сила (Н), б - напряжение (МПа), в -
удлинение (мм), г - максимальная деформация (%), д - жесткость (Н/мм) [10]
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В исследованиях было отмечено, что ослабление структур сухожилий после
облучения происходило при дозе в 25 кГр или 2,5 Мрад [1, 11]. Выявлено, что
при воздействии 15 кГр увеличивается интерстициальное пространство сухожи-
лий, а при 25 кГр интерстициальное пространство еще больше увеличивается.
При этом коллагеновые волокна скручиваются и становятся неупорядоченны-
ми. Это приводит к уменьшению (по сравнению со свежезамороженными образ-
цами) максимального напряжения, и вязкоупругости, что увеличивает вероят-
ность разрыва при растяжении внешней силой. Значения предельной нагрузки
для 25 кГр также уменьшается (возможен разрыв) [8].

Было обнаружено, что свежие сухожилия значительно отличаются по пре-
дельной нагрузке, жесткости и пределу прочности по сравнению с образцами,
прошедшими различную химическую или механическую обработку. Сухожи-
лия, которые прошли обработку гамма-облучением и подверглись циклу замо-
раживание–оттаивание, показали значительное снижение предельной нагрузки,
предела прочности и жесткости. Не рекомендуется применять гамма–облучение
(25 кГр) и повторяющиеся циклы замораживания-оттаивания (4 цикла) при об-
работке сухожилий аллотрансплантата [9].

Эксперимент на образцах поясничных позвонков животных показал сниже-
ние толщины трабекулярного слоя кости после облучения дозой 5 кГр и неиз-
менность кортикального слоя кости. Также изменялось распределение нагруз-
ки в эксперименте с аксиальными сжимающими нагрузками от трабекулярного
центра в кору позвонков. После облучения снижалась жесткость костной струк-
туры, хоть и разница была незначительной по сравнению с контрольной груп-
пой (2045 ± 142 против 2185 ± 225 Н/мм). Совокупность данных факторов го-
ворит об изменениях микроструктуры позвонков при облучении и снижении их
механических показателей, в частности жесткости на 6,4% [13]. По сравнению с
контрольной группой объем кости от общего объема ткани (Tb.BV/TV) после
облучения уменьшился на 22,1%, однако толщина трабекул (Tb.Th) увеличи-
лась на 4,8%, а толщина коры позвонков (Ct.Th) практически не изменилась.

Дозы облучения выше 25-34 кГр оказывали эффект снижения механических
свойств костной ткани. Подобное действие объясняется снижением качества
коллагена, так как облучение увеличивает неферментативное сшивание в ко-
сти, что делает материал более хрупким. Ранее было выяснено, что облучение
приводит к фрагментации коллагена при высоких дозах, а это ведет к сниже-
нию его пластических свойств. От подобных изменений кость защищает пред-
варительная обработка рибозой [3]. Стоит отметить, что при гамма-облучении
губчатой кости не происходит значительное изменение пористости образцов и
при одноосном нагружении характеристики ткани не изменяются [5] (табл.3).
Не было обнаружено различий в модуле Юнга или пределе текучести между
облученными и контрольными образцами (табл. 3). Стерилизация не повлияла
на предельную деформацию, предел прочности.

Лучевая терапия может также оказывать опосредованное влияние на распре-
деление напряженно-деформированное состояние кости, что может привести к



ВЛИЯНИЕ ОБЛУЧЕНИЯ НА БИОМЕХАНИКУ ... 151

Свойство Контрольная группа образцов
(n=14)

Облученные образцы
(n=12)

Модуль Юнга (МПа) 1764 ± 1482 1483 ± 1307
Предел текучести (МПа) 10.92 ± 8.10 8.88 ± 7.32
Макс. деформация (%) 1.00 ± 0.12 0.95 ± 0.10

Предел прочности (МПа) 9.27 ± 8.50 6.23 ± 3.48

Таблица 3. Механические параметры образцов костей, облученных дозой гамма-
изучения, 29.45 ± 0.15 кГр при одноосном сжатии [5] (в формате среднее значение
± стандартное отклонение)

ошибкам в биомеханическом исследовании, построении моделей и предопера-
ционном планировании. В результате построения пространственной биомехани-
ческой модели проксимального отдела бедренной кости было определено, что
после облучения увеличиваются напряжения в области шейки бедренной кости,
что может стать фактором повышенного риска перелома (табл.4) [6].

Группа Эквивалентное напряжение
по Мизесу (МПа) Перемещения (мм)

Pre-H1 7.34 ±2.49 1.06±0.46
Post-H1 9.05 ± 3.10 1.27±0.69
Pre-H2 14.61± 4.14 0.63± 0.19
Post-H2 17.25±4.36 0.81±0.23
Pre-H3 19.51±5.75 2.38±0.90
Post-H3 23.94±6.84 3.13±1.34
Pre-H4 14.75± 5.15 2.16± 0.81
Post-H4 18.04± 6.40 2.82±1.21
Pre-H5 21.57± 5.43 1.92±0.58
Post-H5 25.39±6.60 2.61±0.80

Таблица 4. Результаты моделирования напряженно-деформированного состояния
проксимального отдела бедра (в моделях до и после облучения) [6](в формате среднее
значение ± стандартное отклонение)

5. Воздействие облучения на опухоли. При использовании ионизи-
рующего излучения при лечении опухолей нарушается васкуляризация кост-
ной ткани. Однако при облучении костной ткани дозой ионизирующего излуче-
ния в 30 Гр и после гипербарической оксигенации (ГБО) увеличивается доступ
кислорода и улучшается васкуляризация. В исследовании [2] использовалось 4
стратегии облучения и ГБО: noIRnoHBO — большеберцовая кость без облуче-
ния и ГБО-терапии; IRnoHBO — большеберцовая кость, подвергнутая ионизи-
рующему облучению без ГБО-терапии; noIRHBO — большеберцовая кость без



152 А.Р.ХАЛИУЛОВА, Д.В.ИВАНОВ

облучения и подвергнутая ГБО-терапии; IRHBO — большеберцовая кость, под-
вергнутая ионизирующему облучению и ГБО-терапии. Были взяты примерно
одинаковые по длине, переднезадней и медиально-латеральной толщине образ-
цы большеберцовой кости. Выявлено, что при воздействии ионизирующего из-
лучения без ГБО сокращается изгибная прочность и жесткость кости (табл. 5)
[2].

Показатели/
Группы noIRnoHBO noIRHBO IRnoHBO IRHBO

Длина
(проксимально-

дистальная)
37.67 ± 1.59 37.00 ± 0.95 35.30 ± 1.36 34.80 ± 1.22

Толщина
(переднезадняя) 3.00 ± 0.15 2.91 ± 0.30 2.81 ± 0.22 2.76 ± 0.23

Толщина
(медиально-
латеральная)

2.29 ± 0.16 2.21 ± 0.18 2.15 ± 0.17 2.09 ± 0.14

Прочность на изгиб
(Н/мДж) 58.60 ± 14.69 73.37 ± 23.86 45.66 ± 18.30 59.66 ± 19.46

Жесткость
(Н/мм) 129.10 ± 19.45 120.75 ± 8.97 89.06 ± 13.96 106.00 ± 13.95

Соотношение
амидов 2.56 ± 0.29 2.41 ± 0.44 2.04 ± 0.44 1.82 ± 0.34

Амид I + II/
Гидроксиапатит 0.43 ± 0.14 0.36 ± 0.10 0.34 ± 0.06 0.29 ± 0.08

Амид III + Коллаген/
Гидроксиапатит 3.57 ± 1.31 4.75 ± 1.31 1.93 ± 0.42 1.53 ± 0.31

Таблица 5. Результаты оценки механических параметров костей до и после воздей-
ствия излучения [2] (в формате среднее значение ± стандартное отклонение)

В группе IRnoHBO прочность при изгибе была ниже, чем в группах
noIRnoHBO и IRHBO. Кроме того, в группе noIRHBO прочность при изгибе
была выше, чем в группах noIRnoHBO и IRHBO. Жесткость костей при изгибе
в группе IRnoHBO оказалась ниже, чем в группах noIRnoHBO и IRHBO, однако
в группе noIRHBO статистической разницы по сравнению с группами IRHBO
и noIRHBO выявлено не было. Все это говорит о том, что ГБО оказывает по-
ложительное влияние не только на костную ткань, подвергнутую радиации, но
и на обычную кость, а значит может быть способом укрепления костей при
различных заболеваниях костной ткани.

При удалении первичной опухоли костной ткани происходит иссечение значи-
тельного объема материала. Однако если окружающая опухоль костная ткань
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является нормальной, ее стараются сохранить и облучают экстракорпоральным
путем рентгеновскими лучами. При этом даже при воздействии дозы в 300 Гр
на кость ее механические свойства значительно не изменяются. Соответственно,
можно использовать достаточно высокие дозы облучения, чтобы снизить риск
рецидива [4].

Вывод. В результате удалось собрать обобщенные данные, которые каса-
ются влияния различных методов облучения на механические свойства тканей,
а соответственно на структурные и функциональные характеристики органов и
тканей. Несмотря на важность изучения эффектов излучения на живые струк-
туры, работ, посвященных этой теме, крайне мало. В основном они касаются
влияния облучения на элементы опорно-двигательного аппарата, но важно так-
же изучение влияния на кровь и нервную систему, которые оказывают сильней-
шее влияние на работу организма.

Другой причиной важности изучения проблемы влияния излучения на меха-
нические свойства тела человека является широкий спектр возможностей ис-
пользования данного явления при лечении и диагностике различных заболе-
ваний. К сожалению, подобные исследования также крайне редки и почти не
встречаются среди отечественных авторов. Данная тема недостаточно освеще-
на и требует дальнейшего изучения. При дальнейшем изучении данной темы
возможно изменение стандартов и методик лечения и диагностики в медицине,
а также требований безопасности к условиям работы с излучением.
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Введение. Материалы труб, используемых при строительстве нефтега-
зовых скважин в условиях высоких температур и длительной эксплуатации,
демонстрируют сложное механическое поведение, которое не может быть адек-
ватно описано классической теорией упругости. В таких условиях в резьбовые
соединения в скважине может возникнуть явление ползучести. Понимание и
точное моделирование такого поведения имеет решающее значение для проек-
тирования и анализа резьбовых соединений класса "Премиум"[1, 2]. Игнори-
рование явления ползучести может привести к некорректной оценке ресурса
конструкции с точки зрения герметичности, что, в свою очередь, может стать
причиной аварий на месторождениях.

Целью данной статьи является применение теории линейной вязкоупругости
для сплава группы прочности P110 с аппроксимацией релаксационного модуля
рядами Прони, используя данные испытаний на ползучесть.

1. Вывод соотношений между напряжениями и деформациями на
основе теории вязкоупругости В рамках линейной вязкоупругости исполь-
зуется принцип суперпозиции Больцмана и соотношение между напряжениями
и деформациями [3]:

σij(t) =

∫ t

0

Cijkl(t− s)
dεkl(s)

ds
ds, (1)

где σij(t) — компоненты тензора напряжений, t — текущее время нагружения,
s — прошедшее время нагружения, Cijkl(t− s) — функция релаксации, εkl(s) —
компоненты тензора малых деформаций.

В классической теории упругости для изотропного материала связь между
компонентами тензора напряжений σij и компонентами тензора деформаций εij
описывается обобщенным законом Гука. В тензорной форме обобщенный закон
Гука для упругого изотропного тела имеет вид [4]:

σij = 2µεij + λδijεkk (2)

где δij — символ Кронекера, εkk = ε11 + ε22 + ε33 — объемная деформация, µ и
λ — параметры Ламе.

Разложим компоненты тензора деформаций εij на девиаторную и шаровую
части:

εij = eij +
1

3
δijεkk (3)

где eij — компоненты девиатора деформаций, а 1
3
εkk — средняя объемная де-

формация.
Параметр Ламе связан с модулем объемного сжатия K и модулем сдвига G

следующим соотношением [4]:

λ = K − 2

3
G (4)
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Выразив компоненты девиатора деформации через (3) и используя выражение
(4), приходим к следующему соотношению между напряжениями и деформа-
циями, полученному из (2):

σij = 2Geij +Kδijεkk (5)
Подставив выражение (5) в выражение (1), получим окончательный вид ин-

тегрального соотношения между напряжениями и деформациями в теории на-
следственности:

σij = 2

∫ t

0

G(t− s)
eij
ds
ds+ δij

∫ t

0

K(t− s)
dεkk
ds

ds (6)

где G(t−s) — ядро сдвиговой релаксации, K(t−s) — ядро объемной релаксации.
Рассмотрим случай одноосного растяжения, что соответствует описываемым

далее испытаниям на ползучесть. В такой постановке, учитывая, что σxx =
σyy = 0, выражение (6) преобразуется в:

σzz =

∫ t

0

E(t− s)
εzz
ds
ds (7)

где релаксационный модуль выражается через модуль сдвига и модуль объем-
ного сжатия с учетом временной зависимости следующим образом [3]:

E(t) =
9K(t)G(t)

3K(t) +G(t)
(8)

2. Аппроксимация функции релаксации рядами Прони и переход
к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ). Функцию
E(t) удобно аппроксимировать дискретной суммой экспонент, где каждое сла-
гаемое соответствует элементу обобщенной модели Максвелла [3, 5]:

E(t) = E∞ +
n∑

i=1

Ei exp
(
− t

τi

)
, (9)

где E∞ — длительный модуль упругости, Ei — модули релаксации для харак-
терных времен релаксации τi, n — число экспоненциальных слагаемых.

В таком случае интегральное соотношение сводится к следующему виду:

σ(t) = E∞ ε(t) +
n∑

i=1

σi(t), (10)

где введены компоненты

σi(t) =

∫ t

0

Ei e
−(t−s)/τi

dε(s)

ds
ds. (11)

Возьмём производную по времени от (??). Тогда, применив правило Лейбница
для дифференцирования интеграла, получим следующее ОДУ первого порядка
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для компонент σi:

τi
dσi
dt

+ σi = Ei
dε(t)

dt
. (12)

Уравнение (12) в дальнейшем используется в конечно-элементном пакете.

3. Определение параметров функции релаксации в рядах Прони
на основе испытаний на ползучесть. В случае испытаний на ползучесть,
когда σzz = const, а εzz(t) представляет собой набор данных с экстензометра,
выражение (10) сводится к форме:

σzz = E(t)εzz(t), (13)

Выражение (9) можно привести к виду:

E(t) = E∞ +
n∑

i=1

Ei exp

(
− t

τi

)
= E0 −

n∑
i=1

miE0

[
1− exp

(
t

τi

)]
(14)

где E0 – мгновенный модуль упругости, mi = Ei/E0 – параметр Прони.
Тогда комбинируя уравнения (13) и (14), получим следующее выражение:

n∑
i=1

miE0

[
1− exp

(
t

τi

)]
= E0 −

σzz
εzz(t)

(15)

откуда для набора времен испытаний ti можно получить систему уравнений:
∑n

i=1miE0

[
1− exp

(
t1
τi

)]
= E0 −

σzz
εzz(t1)

. . .∑n
i=1miE0

[
1− exp

(
tn
τi

)]
= E0 −

σzz
εzz(tn)

(16)

Систему уравнений (16) можно записать в виде компонент тензоров:

E0Tijmj = ej (17)

где тензоры безразмерных параметров Прони и изменения мгновенного модуля
имеют следующий вид:

m =

m1

...
mn

 , e =


E0 −

σzz
εzz(t1)
...

E0 −
σzz

εzz(tn)

 .

Из уравнения (17) на основе экспериментальных данных для заданной тем-
пературы можно получить неизвестные параметры mj.

Для построения вязкоупругой модели, были проведены испытания в лабора-
тории «Гибридные наноструктурные материалы» НИТУ МИСИС. Для данных
испытаний в АО «Выксунский металлургический завод» из муфтовой заготовки
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для нарезки резьбового премиального соединения были изготовлены образцы.
Полученные образцы и испытательная машина Instron представлены на Рис. 1.

Рис. 1. Испытательные образцы и оборудование

На Рис. 2 приведены экспериментальные кривые ползучести и кривые, полу-
ченные при моделировании испытаний на ползучесть с использованием моде-
ли Максвелла–Вихерта. Все кривые были получены при напряжениях, равных
95% предела текучести материала муфты, что соответствует уровню напряже-
ний в испытаниях резьбовых соединений, указанному в стандарте испытаний
резьбовых соединений [6]. Видно, что полученное решение позволяет описать
ползучесть для трех разных температур. При этом для того, чтобы учесть мас-
штабный фактор, возможное проявление нелинейной ползучести, а также по-
грешности испытательного оборудования, в левую часть уравнения (17) был
введен калибровочный коэффициент α = 1,06. Окончательный вид уравнения:

αE0Tijmj = ej (18)
Для решения уравнения (18), выбор оптимальных точек экспериментальных

кривых осуществлялся при помощи метода Монте–Карло с целевой функцией
среднеквадратичной ошибки. Пример реализации подбора оптимальных точек
данным методам для кривой, соответствующей температуре 350°С, представлен
на Рис. 3. Для этого случая достаточно 6 точек, дающих минимальное значение
среднеквадратичной ошибки аппроксимации 2, 93·10−9. Дальнейшее увеличение
числа точек не влияет на качество аппроксимации.
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Рис. 2. Сравнение кривых ползучести для испытаний и моделирования.

Рис. 3. Подбор оптимальных точек для аппроксимации кривой ползучести методом
Монте–Карло для температуры 350 °С.

Заключение. В работе был представлен подробный вывод определяющих
соотношений для линейного вязкоупругого изотропного тела, в основе которо-
го стоит обобщенный закон Гука и принцип суперпозиции Больцмана. Было
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показано, как тензорные соотношения, описывающие связь между напряжени-
ями и деформациями, могут быть адаптированы для учета временной зави-
симости, характерной для вязкоупругих материалов и использованы для мо-
делирования процесса ползучести. Полученные соотношения были сведены к
одномерному случаю, что позволяет моделировать кривые ползучести, полу-
ченные в ходе проведенного испытания. В этом контексте был введен релакса-
ционный модуль E(t), который описывает поведение материала при одноосном
растяжении-сжатии. Для удобства численного моделирования и анализа экспе-
риментальных данных было подробно рассмотрено представление релаксаци-
онного модуля в виде рядов Прони. Было проведено моделирование испытаний
и осуществлен подбор параметров, описывающих кривые ползучести с доста-
точной точностью. Полученные результаты можно применять в том числе для
прогнозирования герметичности резьбовых соединений класса «Премиум», ис-
пользуемых при строительстве современных нефтегазовых скважин. Дальней-
шие исследования могут быть направлены на учет температурной зависимости
и нелинейных эффектов, что позволит еще более точно моделировать поведение
материалов в подобных условиях эксплуатации.
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1. Введение. Методы, используемые для решения упругопластических
задач, обычно разбивают на две группы: аналитические и вариационно-
разностные. Аналитические приемы, используемые при решении упругопласти-
ческих задач, опираются, в основном, на методы теории комплексного перемен-
ного и метод малого параметра [1, 2]. Этими методами решены упругопластиче-
ские задачи в работах [3—5]. Из вариационно-разностных методов наибольшее
применение к решению упругопластических задач находит метод конечных эле-
ментов. Решение задач такими методами можно найти в [2].

В последнее время для решений упругопластических задач активнее стал
использоваться метод законов сохранения (см. [6—8]). В том числе, на основе
формул, полученных с помощью законов сохранения, созданы программы для
ЭВМ, которые позволяют строить упругопластические границы в различных
телах.

В предлагаемой работе найдены законы сохранений для дифференциальных
уравнений, описывающих напряженное состояние скручиваемого стержня. Ис-
пользование законов сохранения позволяет свести нахождение компонент тензо-
ра напряжений в каждой точке к вычислению контурного интеграла по границе
контура поперечного сечения. А это дает возможность построить упругопласти-
ческую границу, возникающую в этом случае.

Постановка задачи. Предполагаем, что напряженное состояние в упру-
гой и пластической областях удовлетворяет следующим условиям

σx = −λz+C, σy = −λz+C, σz = −λz+C, τxy = 0, τxz = u(x, y), τyz = v(x, y). (1)

В этом случае уравнения, описывающие упругую деформацию в стационар-
ном случае, имеют вид

ux + vy = λ, vx − uy = 0. (2)

Система (2) – это уравнение равновесия и уравнение совместности упругих
деформаций.
В пластической области система состоит из уравнения равновесия и условия
пластичности Треска-Мизеса и имеет вид

ux + vy = λ, u2 + v2 = k2. (3)

Здесь σx, σy, σz, τxy, τxz, τyz – компоненты тензора напряжений, λ – постоянная,
k – постоянная пластичности, равная пределу текучести при чистом сдвиге.

Уравнения (2), (3) можно использовать для описания напряженного состоя-
ния упругопластического стержня постоянного поперечного сечения, который
подвергается кручению, параметр −λ характеризует кручение. При этом ось z
направлена вдоль оси стержня.

Предполагается, что боковая поверхность стержня свободна от касательных
напряжений и находится в пластическом состоянии, поэтому система (2) реша-
ется со следующими граничными условиями

un1 + vn2|L = 0, u2 + v2 = k2.
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Откуда получаем на боковой поверхности

u = −kn2, v = kn1. (4)

Здесь n1, n2 - компоненты вектора внешней нормали к внешнему контуру L,
ограничивающему конечную область S.

Замечание. Формулировка рассматриваемой задачи совпадает с задачей о
кручении упругопластического стержня, рассмотренного в [2]. Там, в случае,
когда стержень имеет овальное поперечное сечение, доказана теорема суще-
ствования и единственности.

2. Законы сохранения системы уравнений (2). Для удобства запи-
шем уравнения (2) в виде

F1 = ux + vy − λ = 0, F2 = −uy + vx = 0. (5)

Решим краевую задачу (2), (4) с помощью законов сохранения.
Определение. Законом сохранения для системы уравнений (2) назовем выра-

жение вида
Ax +By = ω1F1 + ω2F2, (6)

где ω1, ω2 - линейные дифференциальные операторы, одновременно не равные
нулю тождественно.

Пусть
A = α1u+ β1v + γ1, B = α2u+ β2v + γ2, (7)

α1, β1, γ1, α2, β2, γ2 - некоторые гладкие функции, зависящие только от x, y.
Замечание. Более общее определение закона сохранения, подходящее для

произвольных систем уравнений, можно найти в [9].
Из (6) c учетом (7), получаем

α1
xu+ α1ux + β1

xv + β1vx + γ1x + α2
yu+ α2uy + β2

yv + β2vy + γ2y =
= ω1(ux + vy − λ) + ω2(−uy + vx + 2α).

(8)

Из (8) следует
α1
x + α2

y = 0, β1
x + β2

y = 0,
α1 = ω1, β

1 = ω2, α
2 = −ω2, β

2 = ω1,
γ1x + γ2y = −λω1 + 2αω2.

Отсюда получаем
α1 = β2, α2 = −β1. (9)

Поэтому
α1
x − β1

y = 0, α1
y + β1

x = 0, γ1x + γ2y = −λα1. (10)

Из приведённых формул следует, что система уравнений (2) допускает бес-
конечно много законов сохранения; далее будут приведены только те, которые
позволяют решить поставленную задачу.

В силу (9) сохраняющийся ток (7) имеет вид

A = α1u+ β1v + γ1, B = −β1u+ α1v + γ2.
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Из (6) по формуле Грина получаем∫ ∫
S

(Ax +By)dxdy =

∮
L

−Ady +Bdx = 0, (11)

где S – область, ограниченная кривой L.

3. Решение задачи (2), (4). Для нахождения значений u, v внутри об-
ласти S необходимо построить решения системы (10), имеющие особенности в
произвольной точке (x0, y0) ∈ S.

Первое из таких решений имеет вид

α1 = x−x0

(x−x0)
2+(y−y0)

2 , β1 = y−y0
(x−x0)

2+(y−y0)
2 ,

γ1 = 0,
γ2 = −λ

∫
x−x0

(x−x0)
2+(y−y0)

2dy = −λarctg y−y0
x−x0

.
(12)

В точке (x0, y0) ∈ S функции α1, β1 имеют особенности, поэтому окружим эту
точку окружностью

ε : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = ε2.

Тогда из формулы (11) получаем∮
L

−Ady +Bdx+

∮
ε

−Ady +Bdx = 0. (13)

Вычислим последний интеграл в формуле (13).
Имеем ∮

ε

−Ady +Bdx =
∮
ε

−( u(x−x0)

(x−x0)
2+(x−x0)

2 − v(y−y0)

(x−x0)
2+(x−x0)

2 + γ1)dy+

+
(
− u(y−y0)

(x−x0)
2+(y−y0)

2 − v(x−x0)

(x−x0)
2+(y−y0)

2 + γ2
)
dx.

Введем новые координаты: x− x0 = ε cosφ, y − y0 = ε sinφ; получаем∮
ε

−Ady +Bdx =
2π∫
0

[−(u cosφ+ v sinφ) cosφ− (u sinφ+ v cosφ)sinφ]dφ =

= −
2π∫
0

udφ = −2πu(x0, y0)

(14)
Последнее равенство получено по теореме о среднем при ε→ 0.
Для окончательного построения решения подставим в (13) значения u, v на

границе L. Из формул (13) получаем

2πu(x0, y0) =

∮
L

−(−α1n2 + β1n1)dy + (β1n2 + α1n1 + γ2)dx. (15)
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Второе решение системы уравнений (10) возьмем в виде

α1 = y−y0
(x−x0)

2+(y−y0)
2 , β1 = − x−x0

(x−x0)
2+(y−y0)

2 ,

γ1 = −λ
∫

y−y0
(x−x0)

2+(y−y0)
2dx = −λarctg x−x0

y−y0
,

γ2 = 0.

(16)

Проделав выкладки, аналогичные выкладкам, проделанным с решением (12),
получаем

2πv(x0, y0) =

∮
L

−(−α1n2 + β1n1 + γ1)dy + (β1n2 + α1n1)dx.

Заключение. В работе предложен метод решения краевой задачи, описы-
вающей напряженное состояние скручиваемого упругопластического стержня.
В настоящее время разрабатывается программа для ЭВМ, позволяющая стро-
ить границу для стержней с произвольной гладкой границей, удовлетворяющих
граничным условиям (4).
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ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ КОЛЕБАНИЙ
ТОНКОСТЕННОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В

ПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗОНЕ ДЕФОРМАЦИИ
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Аннотация. При эксплуатации конструкций, основу которых составляют тонкостенные
цилиндрические оболочки, иногда возникают предельные нагрузки, когда материал кон-
струкции близок пластической зоне или находится в пластической зоне напряжённо-
деформированного состояния. В этих случаях изменяется модуль упругости конструкцион-
ного материала. Такое изменение модуля упругости оказывает влияние на собственные коле-
бания тонкостенной цилиндрической оболочки, а при проектировании этот факт не учиты-
вается. Это может вызвать смещение частоты собственных колебаний тонкостенной цилин-
дрической оболочки и привести к её разрушению из-за возникновения эффекта резонанса. В
работе представлен модально-аналитический подход к оценке частот собственных колебаний
тонкостенной цилиндрической оболочки в постановке задачи Доннелла–Муштари–Власова
(ДМВ) с учётом стадии перехода материала в пластическую зону посредством секущего мо-
дуля Esec(ε), заданного по экспериментальной диаграмме растяжения σ–ε. Сохраняя линей-
ную структуру уравнений движения, метод вводит физическую нелинейность в виде мас-
штабирования спектра и амплитудной зависимости частот. Выведены модальные уравнения
для осесимметричной и неосесимметричных форм и получены аналитические выражения для
собственных частот через модальные параметры. Предложен итерационный алгоритм выбора
Esec по уровню эквивалентной деформации. Показано влияние амплитуды на эквивалентную
деформацию и эффективную жёсткость оболочки; приведены рекомендации по применимо-
сти подхода для быстрых инженерных оценок в предкритической области

Ключевые слова: тонкостенная цилиндрическая оболочка; теория Доннелла–Муштари–
Власова; собственные колебания; физическая нелинейность; пластическая деформация; се-
кущий модуль упругости
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Abstract. During the operation of structures based on thin-walled cylindrical shells, limit loads
sometimes occur, bringing the structural material close to or into the plastic region of the stress-
strain state. In these cases, the elastic modulus of the material changes. This change in the
elastic modulus affects the natural vibrations of the thin-walled cylindrical shell, a factor often not
considered during design. This oversight can lead to a shift in the natural frequency of the shell and
potentially cause its failure due to resonance. This work presents a modal-analytical approach for
estimating the natural frequencies of a thin-walled cylindrical shell within the Donnell–Mushtari–
Vlasov (DMV) formulation, accounting for the material’s transition into the plastic zone via a
secant modulus Esec(ε) defined by an experimental σ–ε tensile diagram. While preserving the
linear structure of the equations of motion, the method introduces physical nonlinearity through
spectrum scaling and amplitude-frequency dependence. Modal equations for axisymmetric and
non-axisymmetric forms are derived, yielding analytical expressions for the natural frequencies in
terms of modal parameters. An iterative algorithm for selecting Esec based on the equivalent strain
level is proposed. The influence of vibration amplitude on the equivalent strain and the effective
stiffness of the shell is demonstrated, and recommendations are provided for the applicability of
this approach for rapid engineering assessments in the pre-critical regime.
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Введение Традиционно тонкостенные цилиндрические оболочки широко
применяются в авиационно-космической, энергетической и гражданской техни-
ке. Колебания оболочек в классической постановке задачи, основанной на тео-
риях типа Доннелла–Муштари–Власова и других, рассчитываются в упругой
области при постоянном модуле Юнга E.[1, 2] Однако при перегрузках (из-
быточное внутреннее или внешнее давление, термомеханические воздействия и
др.) эффективная жёсткость снижается с ростом деформаций: линейные оцен-
ки завышают собственные частоты и занижают амплитуды, что повышает риск
резонансных и усталостных повреждений.[3—5] Современные эксперименталь-
ные и вычислительные данные подтверждают ключевую роль динамических
эффектов в предкритической области, что требует учёта материальной нели-
нейности.

Классический подход опирается на статические критические нагрузки, од-
нако многочисленные эксперименты и современные вычисления показывают,
что динамические эффекты и колебания существенно влияют на наступление
предельных состояний; это стимулировало переход к динамико–колебательному
анализу предкритической области [6—9]

В инженерной практике для быстрого учёта пластичности широко приме-
няют эффективный (касательно–секущий) модуль E(ε̂), получаемый из экс-
периментальной диаграммы σ–ε на заданном участке. Замена E = const на
E(ε̂) в уравнениях Доннелла–Муштари–Власова позволяет сохранить линейную
структуру уравнений движения и ввести влияние пластичности в виде масшта-
бирования частот [5, 10—12]

Цель данной работы — получить явные формулы и численные оценки
собственных частот тонкостенной цилиндрической оболочки в постановке
Доннелла–Муштари–Власова при применении E(ε̂). Линейный расчёт оболочек
с постоянным E завышает частоты и занижает амплитуды при выходе материа-
ла в пластическую область; корректировка через E(ε̂) позволяет сохранить ли-
нейную структуру уравнений движения и ввести материальную нелинейность
в виде масштабирования спектра частот.[13]

1. Постановка задачи и вывод модальных уравнений Рассматрива-
ется цилиндрическая тонкостенная оболочка радиуса R и длины l с толщиной h,
коэффициентом Пуассона ν и плотностью ρ. Предполагается тонкость оболочки

h

R
≪ 1.

Координаты срединной поверхности: x ∈ [0, l] (вдоль образующей), y ∈ [0, 2πR]
(дуговая координата, y = Rθ). Для учёта выхода материала в пластическую
зону применяем касательно–секущий подход: в уравнениях заменяем

E 7→ Esec(ε̃), (1)

где альтернативно может использоваться касательный модуль Etg(ε) =
dσ

dε
.
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Вводим функцию напряжений Эйри Φ(x, y, t). Мембранные усилия выража-
ются через Φ следующим образом:

Nx =
∂2Φ

∂y2
, Ny =

∂2Φ

∂x2
, Nxy = − ∂2Φ

∂x ∂y
. (2)

Базовые уравнения ДМВ с учётом секущего модуля:

D(ε̃)∆2w +
1

R

∂2Φ

∂x2
+ ρh ẅ = 0 (3)

∆2Φ− Esec(ε̃)h

R(1− ν2)

∂2w

∂x2
= 0, (4)

где

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, ∆2 =

∂4

∂x4
+ 2

∂2

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4
, (5)

изгибная жёсткость определяется секущим модулем:

D(ε̃) =
Esec(ε̃)h

3

12(1− ν2)
. (6)

Представим динамический прогиб как сочетание трёх модальных компонент:

w(x, y, t) = A(t) cos(sy) sin(rx) +B(t) sin(sy) sin(rx) + C(t) sin(rx), (7)

где

r =
πm

l
, s =

n

R
, m ≥ 1, n ≥ 0.

Вычислим производные по x:

∂w

∂x
= r
[
A(t) cos(sy) cos(rx) +B(t) sin(sy) cos(rx) + C(t) cos(rx)

]
, (8)

∂2w

∂x2
= −r2

[
A(t) cos(sy) sin(rx)+B(t) sin(sy) sin(rx)+C(t) sin(rx)

]
= −r2w. (9)

Подстановка уравнения (7) в (3) и (4) и поиск функции напряжений в виде

Φ(x, y, t) = Φ1(t) cos(sy) sin(rx) + Φ2(t) sin(sy) sin(rx) + Φ3(t) sin(rx) (10)

приводят к соотношениям для Φi(t), поскольку wxx выступает источником в
уравнении для Φ. где Φi(t) — модальные функции напряжения. Вычислим би-
лапласиан:

∆2Φ = (r2+s2)2
[
Φ1(t) cos(sy) sin(rx)+Φ2(t) sin(sy) sin(rx)

]
+r4Φ3(t) sin(rx). (11)

Сопоставление выражений из (4) и (11) даёт три соотношения:
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(r2 + s2)2Φ1(t) = −Esec(ε̃)h r
2

R(1− ν2)
A(t),

(r2 + s2)2Φ2(t) = −Esec(ε̃)h r
2

R(1− ν2)
B(t), (12)

r4Φ3(t) = −Esec(ε̃)h r
2

R(1− ν2)
C(t).

Отсюда явные выражения:

Φ1(t) = − Esec(ε̃)h r
2

(1− ν2)R(r2 + s2)2
A(t),

Φ2(t) = − Esec(ε̃)h r
2

(1− ν2)R(r2 + s2)2
B(t),

Φ3(t) = − Esec(ε̃)h

(1− ν2)Rr2
C(t).

(13)

Для проекции на модальные функции вычислим интегралы по области [0, l]×
[0, 2πR]. ∫ l

0

sin2(rx) dx =
l

2
,∫ 2πR

0

cos2(sy) dy = πR,

∫ 2πR

0

sin2(sy) dy = πR, (14)∫ 2πR

0

sin(sy) cos(sy) dy = 0,

∫ 2πR

0

sin(sy) dy = 0,

∫ 2πR

0

cos(sy) dy = 0,∫ 2πR

0

dy = 2πR.

Базисные функции:

ψ1(x, y) = cos(sy) sin(rx), ψ2(x, y) = sin(sy) sin(rx), ψ3(x, y) = sin(rx). (15)

Их нормы: ∫∫
ψ2
1 dx dy =

∫∫
ψ2
2 dx dy =

l

2
πR,∫∫

ψ2
3 dx dy = πlR.

перекрёстные интегралы равны нулю:∫∫
ψiψj dx dy = 0, i ̸= j. (16)
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Проецируя уравнение (3) на каждую базисную функцию ψi и используя выра-
жения (13) вместе с ортогональными соотношениями получаем для модальных
амплитуд следующие ОДУ:

ρh Ä(t) +
Esec(ε̃)

1− ν2

[
h2

12
(r2 + s2)2 +

r4

R2(r2 + s2)2

]
A(t) = 0, (17)

ρh B̈(t) +
Esec(ε̃)

1− ν2

[
h2

12
(r2 + s2)2 +

r4

R2(r2 + s2)2

]
B(t) = 0, (18)

ρh C̈(t) +
Esec(ε̃)

1− ν2

[
h2

12
r4 +

1

R2

]
C(t) = 0. (19)

Из уравнений (17)–(19) следуют квадраты собственных частот:

ω2
AB(ε̃) =

Esec(ε̃)

ρ(1− ν2)

[
h2

12
(r2 + s2)2 +

r4

R2(r2 + s2)2

]
, fAB(ε̃) =

ωAB(ε̃)

2π
, (20)

ω2
C(ε̃) =

Esec(ε̃)

ρ(1− ν2)

[
h2

12
r4 +

1

R2

]
, fC(ε̃) =

ωC(ε̃)

2π
. (21)

Пара {A,B} описывает неосесимметричные моды (n ≥ 1), а C — осесиммет-
ричную моду (n = 0). Учёт выхода материала в пластическую область выпол-
няется заменой E → Esec(ε̃); при фиксированных ρ, ν и геометрии это приводит
к масштабированию спектра

ω2 ∝ Esec(ε̃) ⇒ f(ε̃) ∝
√
Esec(ε̃),

одинаково для мод {A,B} и C (с отличием лишь в геометрических множителях
внутри скобок). Такая подстановка учитывает только изменение упругой жёст-
кости; возможное пластическое/структурное демпфирование в неё не входит.

2. Численный пример Рассматривается тонкостенная цилиндрическая
оболочка из материала сталь3 (Ст3) со свойствами

R = 0.75 м, l = 1.5 м, h = 0.006 м, ν = 0.30, ρ = 7800 кг/м3,

что удовлетворяет условию тонкости h/R = 0.008 ≪ 1. Материальная нелиней-
ность учитывается секущим модулем, полученным по диаграмме растяжения
(рис. 1); аппроксимация Esec(ε) показана на (рис. 2) и используется в формулах
собственных частот (20), (21).

Исследуются неосесимметричная мода (m,n) = (2, 6) и осесимметричная
(m,n) = (1, 0). Определения r = πm/l, s = n/R. Численные значения равны

(2, 6) : r ≃ 4.1888 м−1, s = 8.0 м−1; (1, 0) : r ≃ 2.0944 м−1, s = 0.

Частоты вычисляются по (20) для {A,B} и по (21) для C, при этом f = ω/(2π).
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Рис. 1. Сталь Ст3: экспериментальная диаграмма растяжения σ(ε) (ГОСТ 1497–84).

Рис. 2. Секущий модуль по данным рис. 1: Esec(ε) = 15.95 ε−0.332 (ГПа) при ε ∈
[0.002, 0.16].
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Введём геометрические множители

KAB =
h2

12
(r2 + s2)2 +

r4

R2(r2 + s2)2
, KC =

h2

12
r4 +

1

R2
.

Коэффициент

K =
K

ρ(1− ν2)
, f(ε) =

1

2π

√
K Esec(ε).

Численные значения примера для (m,n) = (2, 6):

KAB = 1.02254×10−1, KAB =
KAB

ρ(1− ν2)
=

1.02254× 10−1

7800 · 0.91
= 1.4406×10−5 mkg−1.

Численные значения примера для (m,n) = (1, 0):

KC = 1.7778355, KC =
KC

ρ(1− ν2)
=

1.7778355

7800 · 0.91
= 2.5047× 10−4 mkg−1.

Частоты

fAB(ε) =
1

2π

√
KAB Esec(ε), fC(ε) =

1

2π

√
KC Esec(ε).

fAB(ε) =
1

2π

√
Esec(ε)

ρ(1− ν2)

[
1.02254× 10−1

]
, fC(ε) =

1

2π

√
Esec(ε)

ρ(1− ν2)

[
1.7778355

]
.

Частотные значения. Итоговые частоты для набора деформаций сведены в
табл. 1. Видно, что при уменьшении Esec (рост ε) частоты снижаются как
f ∝

√
Esec; у осесимметричной моды C значения выше из-за доминирующего

вклада 1/R2.

ε Esec (ГПа) fAB (Гц) fC (Гц)
0.002 125.55 214.0 892.5
0.005 92.62 183.8 766.6
0.010 73.58 163.9 683.2
0.020 58.45 146.1 609.0
0.050 43.12 125.4 523.1
0.100 34.26 111.8 466.2
0.160 29.31 103.4 431.2

Таблица 1. Частоты мод {A,B} и C для оболочки из стали Ст3 при разных ε.

См. также рис. 1 и рис. 2 для связи частот с диаграммой σ–ε и зависимостью
Esec(ε).

Как видно из табл. 1, с ростом пластической деформации секущий модуль
Esec уменьшается, что приводит к снижению собственных частот колебаний. Это
подчёркивает существенное влияние пластичности материала на динамические
характеристики конструкции.
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Заключение Использование секущего модуля, полученного по экспери-
ментальной диаграмме растяжения σ(ε), позволяет адекватно учесть нели-
нейные свойства материала без необходимости в полном нелинейном конечно-
элементном анализе; такой подход эффективен для инженерных оценок и пара-
метрических расчётов. Требование тонкостенности h/R = 0.008 ≪ 1 соблюдено,
что оправдывает применение модели Доннелла–Муштари–Власова; полученные
формулы собственных частот корректны в рамках этой постановки. Материаль-
ная нелинейность учтена через секущий модуль Esec(ε),

Esec(ε) = 15,95 ε−0,332 (ГПа), ε ∈ [0,002; 0,16],

что обеспечивает согласованную подстановку в частотные формулы без полно-
нелинейных расчётов.

Получены компактные выражения для частот:

fAB(ε) =
1

2π

√
KAB Esec(ε), fC(ε) =

1

2π

√
KC Esec(ε),

с геометрическими коэффициентами
KAB = 1,4406× 10−5 м · кг−1, KC = 2,5047× 10−4 м · кг−1.

Частоты масштабируются как f ∝
√
Esec. В расчётах и диагностике тон-

костенных цилиндрических конструкций из пластичных сталей недостаточно
использовать лишь упругий модуль E = const. Необходимо учитывать зависи-
мость Esec(ε), особенно вблизи предела текучести, чтобы избежать недооценки
амплитуд колебаний и ошибок в оценке резонансных частот.
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Abstract. The resistance of auxetic metamaterial samples to normal penetration by a rigid
spherical impactor was experimentally investigated. The samples were made on a 3D printer from
thermoplastic polyurethane (TPU 95A plastic) based on a cell in the form of a concave hexagon,
which has a negative Poisson’s ratio. The internal structure of the manufactured samples differed
in the angle of rotation (0, 30, 45, 60 or 90 degrees) relative to the vertical axis. The samples
were compared in terms of their ability to reduce the kinetic energy of the impactors at a velocity
of about 190 m/s at temperatures of 5, 16, 25, and 35◦С. It was found that in the considered
temperature range, the samples most effectively resist penetration by an impactor at 25◦C. At the
same time, for all temperatures, the greatest resistance is characteristic of auxetic metamaterials
made of thermoplastic polyurethane, with a 90-degree unfolded structure.
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Введение. Библиография проблемы исследования механических свойств
ауксетиков (материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона), в том
числе создаваемых в настоящее время ауксетических метаматериалов, которые
могут быть использованы при проектировании защитных противоударных по-
крытий конструкций, очень обширна [1—10]. В списке публикаций приведены
некоторые работы по проблематике данной статьи (см., например, [2, 11—18]).

В [16] экспериментально исследовались механические свойства хиральных
ауксетических и неауксетических метаматериалов из гибкого TPU 95А пласти-
ка (термопластичного полиуретана), внутренняя структура которых состояла
из ячеек на основе вогнутого или выпуклого шестиугольника. Результаты экспе-
риментов по пробиванию образцов были представлены для двух значений тем-
пературы (16 и 25◦С) и двух скоростных режимов пробивания (150 и 190 м/c).
Относительная потеря кинетической энергии ударника при пробивании ауксе-
тических образцов была существенно выше, чем неауксетических. Установлено,
что для исследованных видов гибких метаматериалов сопротивляемость проби-
ванию ударником при 25◦С выше, чем при 16◦С. В [17] образцы метаматериа-
лов из гибкого TPU 95А пластика (термопластичного полиуретана) и жесткого
e-PLA пластика с ауксетической хиральной и нехиральной структурой срав-
нивались по способности сопротивляться пробиванию жестким ударником. В
ходе проведения экспериментов было установлено, что наиболее эффективны-
ми по сопротивлению пробиванию ударником являются ауксетики из термо-
пластичного полиуретана, с развернутой на 90 градусов относительно исходно-
го (вертикального) направления нехиральной структурой. Поворот внутренней
структуры относительно вертикальной оси (на 0, 30, 60 или 90 градусов) рас-
сматривался в [18] для метаматериалов с хиральной и нехиральной внутренней
структурой из гибкого термопластичного полиуретана (TPU 95A пластика) и
жесткого e-PLA пластика. Образцы сравнивались по способности снижать ки-
нетическую энергию ударников на скорости около 190 м/c при температуре
16◦С. По результатам проведенных экспериментов по пробиванию образцов бы-
ло установлено, что наиболее эффективными по сопротивлению пробиванию
ударником являются ауксетики из термопластичного полиуретана, с разверну-
той на 90 градусов нехиральной структурой. Из проведенных в [16—18] экс-
периментальных исследований можно сделать обобщающий вывод, что лучше
всего сопротивляются пробиванию ударником образцы гибкого нехирального
ауксетического материала из TPU 95A пластика с внутренней структурой, раз-
вернутой на 90 градусов. При этом при температуре 25◦С потери кинетической
энергии ударника были выше, чем при 16◦С.

Данная работа является продолжением описанных выше исследований и
представляет результаты экспериментов по пробиванию образцов гибкого нехи-
рального ауксетического метаматериала из TPU 95A пластика, высокая эффек-
тивность которого в плане гашения энергии ударника была установлена ранее.
Сравниваются по сопротивляемости пробиванию нехиральные ауксетические
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образцы с поворотом внутренней структуры на 0, 30, 45, 60 и 90 градусов при
температурах 5, 16, 25 и 35◦С.

1. Эксперимент и обсуждение. Для проведения экспериментов с по-
мощью 3D принтера были изготовлены ауксетические образцы метаматериа-
лов из TPU 95A пластика с поворотом внутренней структуры на угол α =
0, 30, 45, 60, 90 градусов относительно вертикальной оси y (см. рис.1). Будем счи-
тать, что угол α принимает положительные значения при повороте структуры
по часовой стрелке и отрицательные – при повороте против часовой стрелки.
Образцы закреплялись в штативе и простреливались вдоль оси x стальным сфе-
рическим ударником на скорости ∼190 м/с по нормали к боковой поверхности,
имеющей размеры ∼70×75 мм. Образцы выдерживались в термостате не менее
4 часов при температуре 5, 16, 25 или 35◦С. Ударник массой 4.06 г и диаметром
10 мм разгонялся пневматической пушкой и входил без вращения в преграду.
Скорость входа ударника измерялась с помощью оптического рамочного хроно-
графа ИБХ-АСС-0021 «Стрелец», а также с помощью высокоскоростной видео-
камеры FASTCAM mini AX200, на которую записывался процесс пробивания
образца. Камера применялась также для определения скорости вылета ударни-
ка из преграды. Результаты проведенных экспериментов приведены в табл.1-4
для значений температуры образцов 5, 16, 25 и 35◦С, соответственно.

а) б)

Рис. 1. Пример ауксетического образца с поворотом структуры по часовой стрелке на
угол α = 60◦: (a) напечатанный на 3D принтере образец из TPU 95A пластика; (б) 3D
модель (при α = 0◦): L = 3 мм, h = 0.5 мм, γ = 60◦.
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Таблица 1. Пробивание нехиральных ауксетических образ-
цов из TPU 95A пластика при температуре 5◦C (результа-
ты экспериментов).

Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =
эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v

2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

406/394 0 6/46.3 190.5 162 27.7
407/395 0 6/46.1 189 163.5 25.2
416/404 −30 6/49.5 190.5 155.6 33.3
415/403 30 6/47.3 192 159.4 31.1
449/437 −45 6/49.2 192 156.8 33.3
438/426 45 6/48.9 190.5 156.3 32.7
423/411 −60 6/48 192 156.3 33.7
422/410 60 6/45.3 192 158.2 32.1
428/416 90 6/49.8 192 157.5 32.7
429/417 90 6/47.8 190.5 153.8 34.8
408/396 0 9/65.8 190 150 37.7
409/397 0 9/69.2 193.5 150 39.9
413/401 −30 9/72 191.7 142.5 44.7
412/400 30 9/73.3 191.7 139.1 47.3
420/408 60 9/70.8 191.7 130.7 53.5
421/409 −60 9/67.5 190.5 128.8 54.3
426/414 90 9/72 190.5 137.7 47.7
427/415 90 9/70.5 189 136.9 47.5
433/421 45 10/70.7 190.5 130.7 52.9
450/438 45 10/71.2 191.7 142.5 44.7
411/399 0 12/86.5 191.7 142.5 44.7
454/442 0 12/85.9 193.1 135 51.1
414/402 −30 11/86.3 190 130 53.2
410/398 30 11/84.5 191.7 133.5 51.5
425/413 −60 12/91.2 191.7 123 58.8
453441 60 12/87.6 192 127.5 55.9
430/418 90 11/87.7 193.3 126.9 56.9
452/440 90 11/87.8 191.7 122.3 59.3
436/424 45 13/86.3 193.3 131.3 53.9
451/439 −45 13/88.8 192 127.5 55.9
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Таблица 2. Пробивание нехиральных ауксетических образ-
цов из TPU 95A пластика при температуре 16◦C (резуль-
таты экспериментов).

Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =
эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v

2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

215/203 0 6/44.5 193.3 148.9 40.7
217/205 0 6/44.9 193.3 150 39.8
274/262 −30 6/46.6 193.3 151.9 38.2
277/265 30 6/46 192 154 35.7
294/282 −45 6/48 193.6 145.7 43.4
286/274 45 6/46 193.6 153.2 37.4
280/268 −60 6/45.3 195 152.1 39.2
281/269 60 6/44.8 193.3 146 43
213/201 90 6/46.4 190.9 145 42.3
218/206 90 6/47.7 193.3 141.9 46.1
306/294 −60 8/59.6 195 135 52.1
310/298 60 8/62.3 192 131.3 53.2
222/210 0 9/65.4 192.3 137.5 48.9
224/212 0 9/65.1 193.3 132.5 53
227/215 0 9/67 191.7 133.8 51.3
278/266 −30 9/71.7 193.1 127 56.7
279/267 30 9/69.8 191.7 126 56.8
311/299 45 9/66.2 195 125 58.9
312/300 −45 9/66 195 129 57.1
284/272 60 9/67.2 192 113.7 64.9
288/276 60 9/68.3 196.5 116.7 64.7
292/280 −60 9/68.4 193.3 115.5 64.3
211/199 90 9/67 193.3 100.6 72.9
212/200 90 9/67 191.7 114.6 64.3
290/278 45 10/70.5 193.1 116.3 63.7
296/284 45 10/72.1 192 113.8 64.7
313/301 −45 10/68.9 191.7 126.6 56.4
300/288 60 10/77.1 193.5 111.2 67
302/290 −60 10/74.2 191.7 107.3 68.7
216/204 0 12/85.8 193.3 110 67.6
221/209 0 12/87.8 193.3 110 67.6
223/211 0 12/87.3 191.7 112.5 65.6
275/263 −30 11/84.4 193.3 105.9 70
276/264 30 11/85.7 193.3 99 73.7

продолжение на следующей странице
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Таблица 2 – Продолжение
Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =

эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v
2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

299/287 −30 11/88.8 191.7 87.2 79.3
314/302 45 11/76 193.1 115.8 45
304/292 60 11/84.6 193.1 83.9 81.1
303/291 −60 11/79.8 193.1 116.5 63.6
307/295 −60 11/82.1 193.5 116 64.1
315/303 45 12/76.9 191.3 125.6 56.9
316/304 −45 12/80.6 191.3 114.7 64.1
283/271 −60 12/83.4 196.9 113.4 66.8
282/270 60 12/83.7 192.9 115.6 64.1
293/281 −60 12/85.2 193.1 106.3 69.8
308/296 −60 12/87.4 195 111.6 67.2
309/297 60 12/86.8 192 102.2 71.7
219/207 90 11/87.3 195 86.3 80.4
228/216 90 11/87.3 195 68.3 87.7
298/286 30 13/10.7 193.5 0 100
297/285 −30 13/10.2 195 64.8 89
291/279 −45 13/86.3 192.9 109.4 67.8
287/275 45 13/84.2 195 112.5 66.7
295/283 −45 13/83.5 193.3 106.6 69.6
301/289 −60 13/97.9 193.5 0 100
305/293 60 13/97.4 193.1 67.5 87.8

Таблица 3. Пробивание нехиральных ауксетических образ-
цов из TPU 95A пластика при температуре 25◦C (резуль-
таты экспериментов).

Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =
эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v

2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

323/311 0 6/47.3 192.3 141.9 45.5
326/314 0 6/45.4 195 146.5 43.6
331/319 −30 6/46.3 195 143.6 45.8
330/318 30 6/44.8 193.6 140.4 47.4
356/344 −45 6/45.3 193.6 143.1 45.4

продолжение на следующей странице
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Таблица 3 – Продолжение
Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =

эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v
2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

355/343 45 6/47 190.9 141.9 44.7
337/325 −60 6/46.7 190.5 129.7 53.6
336/324 60 6/46.9 192 132 52.7
346/334 90 6/45.4 186 130 51.2
347/335 90 6/47.5 195 132 54.2
349/337 −60 8/58 192.3 121.9 59.8
348/336 60 8/56.1 192.3 126.2 56.9
459/447 0 9/68.8 191.5 105 69.9
328/316 0 9/65.6 195 117 64
440/428 0 9/65.9 193.8 117.5 63.2
333/321 −30 9/72 193.5 100.5 73
332/320 30 9/71.8 193.3 100 73.2
462/450 30 9/75.1 191.1 88.9 78.4
371/359 45 9/65.5 192 118.1 62.2
340/328 60 9/67.1 195 118.9 62.8
370/358 60 9/66 193.5 116.3 64
341/329 −60 9/69.1 192 108.2 67.8
463/451 −60 9/69.8 190 110.7 66,1
375/363 90 9/71.6 191.7 89.2 78.3
458/446 90 9/72.9 191.7 73.8 85.2
461/449 90 9/71.8 192 76.6 84.1
360/348 45 10/69.1 195 122.1 60.8
361/349 −45 10/68.3 190.5 111 66
350/338 60 10/73.6 190.5 96.7 74.2
369/357 −60 10/73.1 193.3 107.4 69.1
351/339 60 11/76.6 190.5 93 76.2
352/340 −60 11/83.8 193.5 100.3 73.1
460/448 60 11/82.3 192.5 92.9 76.7
325/313 0 12/89 193.1 81 82.4
329/317 0 12/85.4 193.3 92.4 77.2
441/429 0 12/87.7 191.7 75 84.7
335/323 −30 11/85.2 191.7 83.2 81.2
334/322 30 11/84.6 192 70.8 86.4
372/360 45 11/79 193.3 98.3 74.1
373/361 45 12/83.7 192 96 75
442/430 45 12/81.7 192 84 80.9

продолжение на следующей странице
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Таблица 3 – Продолжение
Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =

эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v
2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

351/339 60 11/76.6 190.5 93 76.2
352/340 -60 11/83.8 193.5 100.3 73.1
339/327 −60 12/90.3 192 71.1 86.3
338/326 60 12/90.5 193.3 57 91.3
342/330 90 11/89.1 195 39 96
374/362 90 11/84.7 193.3 46.7 94
357/345 45 13/80.4 192 91.9 77.1
358/346 −45 13/81.4 191.7 90 78

Таблица 4. Пробивание нехиральных ауксетических образ-
цов из TPU 95A пластика при температуре 35◦C (резуль-
таты экспериментов).

Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =
эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v

2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

387/375 0 6/43.9 190.9 150 38.3
393/381 0 6/44.8 192 150 39
379/367 −30 6/43 192 147.7 40.8
378/366 30 6/45.3 190.5 141.9 44.5
400/388 −45 6/47.7 192 148.8 39.9
399/387 45 6/47.8 189 146.3 40.1
384/372 −60 6/46.8 192 141.9 45.4
383/371 60 6/46.8 189.5 135 49.2
376/364 90 6/46.5 190.5 127 55.5
377/365 90 6/49 192 126.4 56.7
386/374 0 9/64.4 190.5 131.3 52.5
398/386 0 9/64.4 190.5 131.5 52.4
392/380 −30 9/70.3 190.5 116.5 62.6
380/368 30 9/66.3 192 106.3 69.3
401/389 45 9/64 190 133.8 50.4
402/390 −45 9/62.5 192 136.2 49.7
364/352 60 9/68 190.9 114.4 64.1
388/376 −60 9/67.7 193.5 125.8 57.7

продолжение на следующей странице
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Таблица 4 – Продолжение
Номер α, Кол-во Скорость Скорость δ =

эксперимента/ град. слоев/ входа выхода (v21 − v22) /v
2
1,

образца масса, г ударника ударника %
v1, м/с v2, м/с

447/435 90 9/72.3 195 104 71.6
448/436 90 9/72.2 192 111.3 66.4
391/379 90 9/68.8 192 107.1 68.9
362/350 0 12/85 192 82.5 81.5
385/373 0 12/87 190 97.5 73.7
446/434 −30 11/86.9 193.1 95 75.8
445/433 30 11/87.7 191.7 75 84.4
382/370 −60 12/87.2 189 82.1 81.1
365/353 60 12/88.1 192 86.3 79.8
367/356 90 11/81.9 190.5 80.8 82
390/378 90 11/84.2 191.7 78.5 83.2
366/354 45 13/80.2 193.3 115.3 64.4

На рис.2а маркерами различных типов представлены экспериментальные за-
висимости относительной потери кинетической энергии δ ударника от массы
m нехиральных образцов метаматериалов из TPU 95A пластика при скорости
входа ударника ∼190 м/с при значении угла поворота внутренней структуры
α = 0◦ (см. рис.1б) для значений температуры 5, 16, 25 и 35◦С. Для наглядно-
сти на рисунке добавлены также линейные линии тренда. Из графика видно,
что наибольшее сопротивление пробиванию оказывают образцы при 25◦С, а
наименьшее - при 5◦С. На рис.2б экспериментальные точки соединены для на-
глядности плавными кривыми, иллюстрирующими зависимость потери энергии
от температуры образцов массой ∼50, 70 и 90 г. Видно, что максимум потерь
соответствует температуре 25◦С.

Рис.3а,б представляет экспериментальные зависимости относительной поте-
ри кинетической энергии δ при значении угла поворота внутренней структуры
образцов метаматериала α = 30◦. Углам поворота α = 45, 60, 90◦ соответствуют
рис.4-6.

На рис.4а и рис.5а экспериментальные зависимости δ от m для значений тем-
пературы 5 и 16◦C дополнены полиномиальными линиями тренда (полином
третьей степени). В предшествующей работе [18] такой нелинейный характер
зависимостей предлагалось объяснить тем, что с ростом массы образцов в рас-
сматриваемых случаях не происходит роста потери энергии ударников, и можно
предположить, что рост затрат энергии на пробивание более толстого (и, следо-
вательно, более массивного) образца сопровождается одновременным снижени-
ем деформационных потерь энергии (более толстый образец может совершать
меньшие деформации). Данное явление наблюдалось для образцов с α = 45, 60◦
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а) б)

Рис. 2. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника при
пробивании образцов метаматериала из TPU 95A пластика при α = 0◦: (а) зависи-
мость от массы m (г) образцов при значениях температуры: 1 – 5◦C; 2 – 16◦C; 3 –
25◦C; 4 – 35◦C; (б) зависимость от температуры t (◦C) при значениях массы образца
50 г, 70 г, 90 г.

а) б)

Рис. 3. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника при
пробивании образцов метаматериала из TPU 95A пластика при α = 45◦: (а) зависи-
мость от массы m (г) образцов при значениях температуры: 1 – 5◦C; 2 – 16◦C; 3 –
25◦C; 4 – 35◦C; (б) зависимость от температуры t (◦C) при значениях массы образца
50 г, 70 г, 90 г.

при более низких температурных режимах (16 и 5◦C) в рассмотренном диапа-
зоне.
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а) б)

Рис. 4. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника при
пробивании образцов метаматериала из TPU 95A пластика при α = 45◦: (а) зависи-
мость от массы m (г) образцов при значениях температуры: 1 – 5◦C; 2 – 16◦C; 3 –
25◦C; 4 – 35◦C; (б) зависимость от температуры t (◦C) при значениях массы образца
50 г, 70 г, 90 г.

а) б)

Рис. 5. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника при
пробивании образцов метаматериала из TPU 95A пластика при α = 60◦: (а) зависи-
мость от массы m (г) образцов при значениях температуры: 1 – 5◦C; 2 – 16◦C; 3 –
25◦C; 4 – 35◦C; (б) зависимость от температуры t (◦C) при значениях массы образца
50 г, 70 г, 90 г.

Результаты серии экспериментов с нехиральными образцами из TPU 95A пла-
стика при поворотах внутренней структуры на α = 0, 30, 45, 60, 90 градусов,



198 С. Ю.ИВАНОВА, К.Ю. ОСИПЕНКО, А. И. ДЕМИН, Н. В.БАНИЧУК, Д.С. ЛИСОВЕНКО

а) б)

Рис. 6. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника при
пробивании образцов метаматериала из TPU 95A пластика при α = 90◦: (а) зависи-
мость от массы m (г) образцов при значениях температуры: 1 – 5◦C; 2 – 16◦C; 3 –
25◦C; 4 – 35◦C; (б) зависимость от температуры t (◦C) при значениях массы образца
50 г, 70 г, 90 г.

соответственно, показали наилучшую сопротивляемость пробиванию при 25◦С
для всех рассмотренных типов метаматериалов. Наилучшие значения зафик-
сированы для образцов с α = 90 градусов. Это видно из рис.7. Метаматериа-
лы с углами поворота α = 0, 45 градусов сопротивлялись слабее на величину
δ ∼ 10− 15% и имели примерно равные показатели. Промежуточный результат
у структур с α = 30 и 60 градусов.

На основании проведенных экспериментов можно сделать следующие выво-
ды:

• при пробивании рассмотренных типов ауксетических нехиральных мета-
материалов из TPU 95A пластика с поворотом внутренней структуры на
некоторый угол относительно исходного положения (относительно вер-
тикальной оси) температура образцов существенным образом влияет на
их способность снижать кинетическую энергию ударника;

• максимальные потери энергии образцов наблюдались при температуре
25◦С;

• при температуре 16 и 5◦C для образцов из TPU 95A пластика с пово-
ротом внутренней структуры на 60 и 45 градусов наблюдался интервал
изменения массы образцов, для которого значение потери относительной
кинетической энергии ударника сохранялось практически постоянным;

• из всех рассмотренных в работе метаматериалов наилучшую способность
сопротивляться пробиванию имели образцы с поворотом структуры на
90 градусов, при углах поворота 0 и 45 градусов она была минимальной.
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Рис. 7. Зависимость относительной потери δ (%) кинетической энергии ударника от
массы m (г) образца для скорости входа ∼190 м/с, максимальные потери по всем
рассмотренным ауксетическим метаматериалам (при температуре 25◦С): 1 – α = 0◦;
2 – α = 30◦; 3 – α = 45◦; 4 – α = 60◦; 5 – α = 90◦.
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Введение. Проблема деградации поверхности, довольно часто возникает
при проектировании и эксплуатации гидротехнических сооружений, например,
в основаниях нефтяных платформ гравитационного типа, транспортных покры-
тий автомобильных дорог и других бетонных конструкций. Это влечет за собой
уменьшение эффективных размеров, и, в конечном итоге, может привести к
разрушению. Таким образом, проектирование структуры бетона, как зернисто-
го композита, с высоким сопротивлением износу, является важной проблемой.

Следует отметить, что сопротивление истиранию таких зернистых компози-
тов до настоящего времени остается наименее изученным свойством. Последнее
связано со сложностью экспериментального получения данных характеристик
таких материалов [1].

Более того, моделирование процесса истирания цементных композитов,
осложнено существенной неоднородностью данных материалов. Модели изно-
са поверхности, представленные в работах [2—6] учитывают неоднородность
структуры бетона. Однако прочностные и деформационные характеристики
элементов структуры здесь не изменяются, а остаются постоянными в течение
всего процесса.

В работах [4], [7] износ поверхности представлен как результат выпадения
зерен заполнителя из цементно-песчаной матрицы при оголении их на опреде-
ленную величину, которая сопоставима с размером крупного заполнителя. В то
же время на протяжении достаточно длительного эксплуатационного периода
конструкций изменение поверхности происходит только за счет износа тонких
приповерхностных слоев. Последнее оказывает существенное влияние на выбор
критерия разрушения на различных структурных уровнях.

Ранее, в работах [3], [4], [8—11], в том числе авторов статьи, выбор струк-
турных уровней, обоснованный экспериментальными исследованиями [12], [13],
был разделен на необходимые стадии для моделирования.

В настоящей работе предложена модель перехода истирания цементной мат-
рицы от рабочей стадии [8], [14—17] к процессу износа бетонной поверхности на
макроуровне (стадия разрушения). Данный подход осуществляется путем по-
этапного снижения деформационных характеристик матрицы, а именно модуля
деформации цементной матрицы, в процессе ее старения, и возможного выпа-
дения зерен из матрицы. Представлен анализ напряженно-деформированного
состояния переходной зоны "матрица-зерно".

1. Стадии истирания поверхности неоднородного материала с зер-
нистыми включениями. Процесс истирания поверхности неоднородного ма-
териала с зернистыми включениями, в связи со сказанным выше, и на основа-
нии [3], [4], [8—11], целесообразно описывать и моделировать отдельно, на каж-
дой, следующей одна за другой, стадии: начальная; рабочая; разрушение (рис.
1).

1.1. Начальная стадия истирания – стадия на которой дробятся сольват-
ные оболочки и обнажаются зерна мелкого и крупного заполнителей [8], [12].
Моделирование на данной стадии описано в [13]. Показано, что поверхность
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Рис. 1. Поэтапность процесса истирания поверхности неоднородного материала с зер-
нистыми включениями: начальная стадия; рабочая стадия; стадия разрушения.

неоднородного материала с зернистыми включениями может быть принята од-
нородной. Степень истирания может быть представлена как ∂ω/∂t и зависит
от скорости v, давления p на контакте поверхности, а также от параметров
неоднородного материала [8], [12, 13] .

1.2. Рабочая стадия истирания. На этой стадии происходит процесс исти-
рания и зерен крупного заполнителя, и матрицы. Данные процессы протекают
с разной скоростью, и зависят от физических свойств материала. Происходит
неравномерное изнашивание материала: более мягкая структура мелкого за-
полнителя матрицы разрушается, зерна крупного заполнителя на поверхности
обнажаются. Как результат, достаточно ровная поверхность становится волно-
образной.

Здесь процесс изнашивания неоднородной поверхности с зернистыми включе-
ниями представлен одновременно как истирание поверхности заполнителя, так
и разрушение матрицы рис.1. Данные процессы приводят к изменению формы
поверхности. Применение предыдущей модели на начальной стадии становится
невозможным.

Таким образом, авторами статьи, было предложено моделирование процесса
истирания на данной стадии с учетом инструментов механики контактного вза-
имодействия [18]. Поверхность неоднородного материала с зернистыми включе-
ниями моделировалась, как упругое полупространство с областью Ω, усиленной
в круговых (или другой конфигурации) областях ωij радиуса a, в узлах квад-
ратной решетки с шагом l рис. 2. Давление p и скорость v были приняты посто-
янными. В установившемся режиме изнашивания получены формы истирания
изношенной поверхности f(x, y) полупространства неоднородного материала с
зернистыми включениями Ω. Серия вычислительных экспериментов позволила
изучить зависимость f(x, y) моделируемой функции от варьируемых значений
a и m2 = m − 1 [14] и от крупности зерен и их количества в рассматриваемом
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объеме. Расположение упрочненных зон оказывает существенное влияние на
формируемый в процессе изнашивания рельеф поверхности рис. 2.

Более подробные расчеты и результаты представлены в работах авторов [14—
17].

Рис. 2. Изношенная поверхность неоднородного материала с зернистыми включения-
ми в диагональном поперечном сечении (б) при расположении упрочненных зон (а),
где m2 = m − 1 = {0.9; 0.5}: сплошная линия f(x, y) ( a = 0.25); штриховая линия
f(x, y) ( a = 0.45).

Согласно [4], как только выступ зерен достигает максимальной высоты вы-
хода 0.4h, возможен процесс их выпадения. Дальнейшее применение данной
модели невозможно.

1.3. Стадия разрушения – разрушение поверхности из-за выпадения зерен
заполнителя из матрицы.

Здесь возможно два варианта разрушения, что установлено эксперименталь-
но авторами статьи на примере истирания бетона [8, 12, 13]:

– усталостное разрушение матрицы (объемное микрораcстрескивание) между
зернами крупного заполнителя, приводящее к их выпадению. Это характерно
для бетона с малопрочной цементно-песчаной матрицей;

– прорастание усталостной макротрещины на границе между зернами круп-
ного заполнителя и цементно–песчаной матрицей. Такое разрушение характер-
но для высокопрочных бетонов [8].

Моделирование процесса поверхностной деградации цементного композита
как постепенного усталостного разрушения матрицы и нарушения сцепления
достаточно сложная проблема. Ниже представлена предложенная авторами
простая модель, где процесс деградации приповерхностного слоя зернистого
композита происходит поэтапно за счет снижения жесткости матрицы. При
этом жесткость гранул заполнителя остается постоянной.
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2. Переход от рабочей стадии истирания к стадии возможного вы-
падения зерен. Исходя из того, что неоднородные материалы с зернисты-
ми включениями – это, как правило, гетерогенные материалы, и, из-за слож-
ности трехмерного моделирования мезоструктуры и высоких вычислительных
затрат, исследование напряженно-деформированного состояния на данной ста-
дии целесообразнее проводить в двумерных (2D)моделях. Поэтому в двумерном
(2D)мезоскопическом моделировании приповерхностный уровень представлен
в виде упругого слоя с круглыми включениями: расстояние между зернами l,
размер зерна a и высота выступа h.

Так же, реальный процесс динамического износа был сведен к приложению
статической равномерно распределенной нагрузки P к зернам под некоторым
углом β.

Метод конечных элементов (FEM) позволяет решать ряд таких задач. Рас-
четы были проведены в программном обеспечении ANSYS. Для двумерного
моделирования использовался элемент ANSYS–PLANE182.

Рис. 3. (a) нормальные деформации (drr); (b) касательные деформации (drφ) для E

Рис. 4. (a) нормальные деформации (drr); (b) касательные деформации (drφ) для 0.2E

Параметры для экспериментов: E = 23МПа – модуль Юнга матрицы, E2 =
37МПа – модуль Юнга зерен, v1 = 0.2 – постоянная Пуассона матрицы, v2 = 0.25
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– постоянная Пуассона зерен. Данные для P = 100кПа, a = 20мм, l = 35мм,
h = 8мм приняты на основе решения задачи о выпадении зерна из матрицы
[4]. Процесс деградации моделируем снижением модуля упругости матрицы: E,
0.8E, 0.6E, 0.2E.

Численные исследования для анализа напряженно-деформированного состо-
яния и определения местоположения зон ожидаемого разрушения приповерх-
ностного материала в пределах границы сцепления представлены на рис. 3-4.

Расчеты проводились в системе ANSYS в декартовой системе координат. Для
наглядности, результаты расчетов приведены в Local Coordinate Systems, со-
ответствующей цилиндрической локальной системе координат (LCS). Дефор-
мации с компонентами drr соответствуют нормальным деформациям, а drφ –
касательным деформациям, действующим на границе.

Рис. 5. (a) нормальные деформации (drr); (b) касательные деформации (drφ) на гра-
нице сцепления ядра (сплошная линия) и матрицы (пунктирная линия) при снижении
модуля упругости матрицы: E, 0.8E, 0.6E, 0.2E.

Согласно полученным расчетам рис. 5, со снижением модуля упругости мат-
рицы, деформации в матрице увеличиваются, а деформации зерна практически
не изменяются. Максимальные и минимальные деформации сосредоточены на
границе сцепления зерна и матрицы. Более того, при выбранных параметрах
расчетов, на границе сцепления, предельных значений для разрушения не до-
стигается. Это происходит за счет нахождения в матрице близлежащих зерен.
Варьируя расстояниями между зернами, можно получить как высокопрочный,
так и не устойчивый, даже к небольшим нагрузкам, бетон.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ. Полученные оценки напряженно-
деформированного состояния "матрица–зерно"позволяют сформулировать
конкретные рекомендации для проектирования состава и технологических
параметров зернистых композитов, например таких как бетон, с высокой
стойкостью к истиранию.
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Накопленные данные по исследованию процесса деградации приповерхност-
ного слоя цементного композита при истирании с учетом изменения его струк-
туры позволяет уточнить расчетные модели. Такие модели могут быть исполь-
зованы как для оценки ресурса конструкций, так и для проектирования опти-
мальных бетонных композиций.

Предложенный подход так же может быть полезен в прогнозировании пове-
дения неоднородных материалов с зернистыми включениями в процессе износа
в зависимости от степени изменения механических свойств их структурных эле-
ментов на протяжении жизненного цикла.
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Введение. Использование адгезионных соединений находит широкое при-
менение в различных отраслях, например, машиностроении, авиационной и ра-
кетной техниках. Поэтому анализ их прочностных свойств является достаточно
актуальной задачей.

При экспериментальных исследованиях трещиностойкости адгезионных сло-
ев в качестве образца обычно используют двухконсольную балку. А трещи-
ноподобный дефект в адгезиве моделируют не только в виде математического
разреза с жестким сцеплением сопрягаемых тел, но и в виде слоя с характерной
толщиной [1—5].

В данной работе рассматривается образец, экспериментально изученный в
статье [6], с адгезивами, в качестве которых выступают смолы Araldite 2015 и
Sikaforce 7752. В статье [7], показано общее аналитическое решение упругопла-
стической постановки задачи и изучено влияние геометрических данных компо-
зита на распределение напряжений в слое. В данной работе продолжено изуче-
ние этой задачи — определена прочностная характеристика в виде J-интеграла.

1. Постановка задачи. Рассматривается образец (рис. 1) длиной ℓ + a,
где a— длина участка без сопряжения консолей адгезионным слоем, a = 0.055
м, ℓ— длина участка с сопряжением консолей слоем 3, ℓ = 0.2 м, b— толщина
образца, b = 0.025 м, ℓp — длина участка, на котором слой деформируется пла-
стически, причем данное значение определяется в ходе решения. Консоли 1 и
2 имеют одинаковые толщины h = 0.0127 м, модуль упругости E = 2.04 · 1011
Па и коэффициент Пуассона ν = 0.33. По длине ℓ тела связаны адгезионным
слоем 3, толщина которого δ0 — линейный параметр. Механические и прочност-
ные характеристики для адгезивов найдены экспериментально в работе [6] и
приведены в таблице 1.

Рис. 1. Слоистый композит



ВЛИЯНИЕ ТОЛЩИНЫ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО АДГЕЗИОННОГО СЛОЯ... 217

E3, Па ν3 τ0, МПа Pcr, Н JC , Н/м
Araldite 2015 1.85 · 109 0.33 14.6 1500 430
Sikaforce 7752 0.49 · 109 0.3 5.2 3100 2360

Таблица 1. Механические и прочностные характеристики адгезионных слоев

В таблице 1 E3, ν3 — модуль упругости и коэффициент Пуассона адгезионно-
го слоя 3; τ0 — предел текучести; Pcr — внешняя нагрузка при инициализации
трещины в адгезиве толщиной δ0 = 10−3 м, JC — значение J-интеграла.

Правый торец композита закреплен от перемещений, на левых торцах консо-
лей действует нагрузка, обеспечивающая нормальный отрыв, интенсивностью
P . Композит рассматривается в состоянии плоской деформации. Считается, что
консоли 1 и 2 деформируются упруго, а материал слоя 3 является упругопла-
стическим без упрочнения.

В статье [7] описана данная постановка задачи. В ней для описания взаимо-
действия слоя 3 с телами 1 и 2 применяется концепция ”слоя взаимодействия”[5]
с учетом симметрии образца относительно горизонтальной оси Ox1. Согласно
данной концепции на границах между слоем и пластинами жесткое сцепление,
и постулируется равенство по модулю и противоположность по направлению
векторов напряжений по границе слоя 3.

Область упругого деформирования определяется законом Гука. На участке
пластического деформирования слоя 3 предполагается выполнение критерия
Треска—Сен-Венана [8] при условии полной пластичности. Также учитывается
теория пластин Миндлина—Рейсснера [9, 10], согласно которой поле перемеще-
ний в теле 1 определяется следующим образом:

u1 (x1, x2) = u+1 (x1)− φ (x1) (x2 − δ0/2) , u2 (x1, x2) = u+2 (x1) , (1)

где u+1 , u+2 — компоненты векторов перемещений верхней границы слоя, φ— угол
поворота материальных нормалей к плоскости x2 = δ0/2.

Общее решение на участке (0; ℓp] имеет вид:

u+1 = C̃2e
R1x1

[−R9 cos (R2x1)+

+R10 sin (R2x1)

]
+ C̃3e

R1x1

[
R10 cos (R2x1)+

+R9 sin (R2x1)

]
−

−C̃4e
−R1x1

[
R9 cos (R2x1)+

+R10 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[−R10 cos (R2x1)+

+R9 sin (R2x1)

]
+

+
1

Dh
C̃1x1 +

2τ0δ0
3Dh

x1 + C̃6,

(2)
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u+2 = C̃2e
R1x1

[
R1 cos (R2x1)−
−R2 sin (R2x1)

]
− C̃3e

R1x1

[
R2 cos (R2x1)+

+R1 sin (R2x1)

]
−

−C̃4e
−R1x1

[
R1 cos (R2x1)+

+R2 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[−R2 cos (R2x1)+

+R1 sin (R2x1)

]
−

− δ0
2Dh

C̃1 −
2τ0δ0S

3Dh
,

(3)

φ = C̃2e
R1x1

[
R3 cos (R2x1)+

−R4 sin (R2x1)

]
− C̃3e

R1x1

[
R4 cos (R2x1)+

+R3 sin (R2x1)

]
+

+C̃4e
−R1x1

[
R3 cos (R2x1)+

+R4 sin (R2x1)

]
+ C̃5e

−R1x1

[
R4 cos (R2x1)+

−R3 sin (R2x1)

]
,

(4)

где D = E
(1−ν2)

; L = k E
2(1+ν)

; k = 5
6
; ∆ = 4D2h4 (1− δ0T ); T = 12L(2LS+Dh)

D2h2 ;

K = E3

3(1−2ν3)
; S = Dh

K
+ δ0

2
; R1 =

√√
α2+β2+α

2
; R2 =

√√
α2+β2−α

2
; α = Dh−6Lδ0

Lhδ0(Dh
K

+2δ0)
;

β = D
√
δ0T−1

Lδ0(Dh
K

+2δ0)
; R3 = 2LS

V

(
R2

1 −R2
2 − 2D

LSδ0

)
; R4 = 4LSR1R2

V
; V = 2LS + Dh;

R5 = Dh2(R2R4−R1R3)
2SK

+ R1

S
; R6 = −Dh2(R1R4+R2R3)

2SK
+ R2

S
; R7 = R1

R2
1+R2

2
; R8 = R2

R2
1+R2

2
;

R9 = R5R7 +R6R8; R10 = R6R7 −R5R8.
Согласно работе [11] общее решение на участке (ℓp; ℓ] следующее:

u+1 = C̃8e
F1x1

[−F9 cos (F2x1)+

+F10 sin (F2x1)

]
+ C̃9e

F1x1

[
F10 cos (F2x1)+

+F9 sin (F2x1)

]
−

−C̃10e
−F1x1

[
F9 cos (F2x1)+

+F10 sin (F2x1)

]
+ C̃11e

−F1x1

[−F10 cos (F2x1)+

+F9 sin (F2x1)

]
+

+

[
δ0D2C2

2S2 (C1S2 − 0.5δ0D2C2)
+

1

S2

]
C̃7x1 + C̃12,

(5)

u+2 = C̃8e
F1x1

[
F1 cos (F2x1)−
−F2 sin (F2x1)

]
− C̃9e

F1x1

[
F2 cos (F2x1)+

+F1 sin (F2x1)

]
−

−C̃10e
−F1x1

[
F1 cos (F2x1)+

+F2 sin (F2x1)

]
+ C̃11e

−F1x1

[−F2 cos (F2x1)+

+F1 sin (F2x1)

]
−

− C2

C1S2 − 0.5δ0D2C2

C̃7,

(6)

φ = −C̃8e
F1x1

[
F3 cos (F2x1)+

+F4 sin (F2x1)

]
+ C̃9e

F1x1

[−F4 cos (F2x1)+

+F3 sin (F2x1)

]
+

+C̃10e
−F1x1

[−F3 cos (F2x1)+

+F4 sin (F2x1)

]
+ C̃11e

−F1x1

[
F4 cos (F2x1)+

+F3 sin (F2x1)

]
,

(7)
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где D1 = E3(1−ν3)
(1+ν3)(1−2ν3)

; D2 = 2E3ν3
(1+ν3)(1−2ν3)δ0

; C1 = 2D1

δ0
; C2 = δ0D2

2
; m1 = 1 + DhC2

2LS2
;

m2 =
1
Lh

(
C1 − δ0D2C2

2S2

)
; m3 = −3(δ0D2Dh+4LS2)

Dh(4hS2−3Dh2)
; m4 =

12LS2

Dh(4hS2−3Dh2)
;

S2 = Dh+ 0.5δ0D1; d = (m2 +m1m3 +m4)
2 − 4m2m4; F1 =

√√
γ2+η2+γ

2
;

F2 =

√√
γ2+η2−γ

2
; γ = m2+m1m3+m4

2
; η =

√
−d
2

; F3 =
m2−F 2

1+F 2
2

m1
; F4 =

2F1F2

m1
;

F5 = Dh2(F1F3+F2F4)+δ0D2F1

2S2
; F6 = Dh2(F2F3−F1F4)+δ0D2F2

2S2
; F7 = F1

F 2
1+F 2

2
; F8 = F2

F 2
1+F 2

2
;

F9 = F5F7 + F6F8; F10 = F6F7 − F5F8.
Чтобы найти 12 констант интегрирования из формул (2)-(7), необходимо удо-

влетворить следующим условиям:

u+1
∣∣
x1=ℓ

= 0, u+2
∣∣
x1=ℓ

= 0, φ|x1=ℓ = 0,

Q12|x1=0 = −P/b, (Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=0 = 0, M11|x1=0 = −Pa/b,
u+1
∣∣
x1=ℓp−0

= u+1
∣∣
x1=ℓp+0

, u+2
∣∣
x1=ℓp−0

= u+2
∣∣
x1=ℓp+0

, φ|x1=ℓp−0 = φ|x1=ℓp+0 ,

Q12|x1=ℓp−0 = Q12|x1=ℓp+0 , Q11|x1=ℓp−0 = (Q11 + 0.5δ0σ̄11)|x1=ℓp+0 ,

M11|x1=ℓp−0 = M11|x1=ℓp+0 ,

(8)

где Q11 = Dh
(

du+
1

dx1
− h

2
dφ
dx1

)
, Q12 = Lh

(
du+

2

dx1
− φ

)
, M11 = Dh2

(
1
2

du+
1

dx1
− h

3
dφ
dx1

)
—

обобщенные силы и обобщенный момент.

2. Определение J-интеграла. На рис. 2 показан интеграл по замкну-
тому контуру SM ′MS ′ABB′A′, который охватывает предполагаемую область
диссипации.

Рис. 2. Контур интегрирования

А на рис. 3 согласно работе [12] изображен элемент слоя взаимодействия, ко-
торый находится в равновесии под воздействием распределенной внешней на-
грузки q, где q+ — нагрузка по верхней границе слоя; q− — нагрузка по нижней
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границе слоя; qr — нагрузка по правому торцу слоя; ql — нагрузка по левому
торцу слоя.

Рис. 3. Элемент слоя

Следуя работе [13], приходим к следующему определению J-интеграла:

J = δ0ψ|x1=ℓp
− δ0q̄

r · ∂ū
∂x1

∣∣∣∣
x1=ℓp

−
ℓp∫
0

(
q− · ∂u

−

∂x1
+ q+ · ∂u

+

∂x1

)
dx1, (9)

где ψ— удельная свободная энергия; ū = 0.5 (u+ + u−)— вектор средних пе-
ремещений; q+ = σ+

12e1 + σ+
22e2; q− = −σ−

12e1 − σ−
22e2; q̄r = σ̄11e1 + σ̄12e2;

q̄l = −σ̄11e1 − σ̄12e2; σ±
12, σ

±
22 — граничные напряжения слоя; σ̄11, σ̄12, σ̄22 — сред-

ние напряжения на торцах слоя; σ̄11 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ11 (x1, x2) dx2; σ̄12 (x1) =

1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ12 (x1, x2) dx2; σ̄22 (x1) = 1
δ0

0.5δ0∫
−0.5δ0

σ22 (x1, x2) dx2.

Учитывая условия равновесия слоя: δ0 ∂σ̄11

∂x1
= σ−

12 − σ+
12, δ0

∂σ̄12

∂x1
= σ−

22 − σ+
22,

для случая нормального отрыва имеем: u+1 = u−1 ; u+2 = −u−2 ; σ̄12 = 0;
σ−
12 = −σ+

12 = 0.5δ0
∂σ̄11

∂x1
; σ+

22 = σ−
22 = σ̄22.

Таким образом, формула (9) преобразуется к следующему виду:

J = δ0

[
τ0
3

(ε̄11 − 2ε̄22)|x1=ℓp
+
K

2

(
ε̄222 − ε̄211

)∣∣
x1=0

+
4τ0
3
ε̄22|x1=0

]
, (10)

где ε̄11 =
du+

1

dx1
, ε̄22 =

2u+
2

δ0
— средние деформации в адгезионном слое.

3. Результаты. Для принятых механических и геометрических характе-
ристик образца по формуле (10) вычислим значения J-интеграла. В таблице 2
при разной толщине адгезионного слоя показаны результаты для смолы Araldite
2015, а в таблице 3 — для Sikaforce 7752.
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δ0, м ℓp, м JC , Н/м
10−3 0.00290683 431.74

5 · 10−4 0.00378364 415.68
10−4 0.00391626 388.13

Таблица 2. Результаты расчета для адгезива Araldite 2015

δ0, м ℓp, м JC , Н/м
10−3 0.01357304 2233.6

5 · 10−4 0.01230715 2081.1
10−4 0.00894073 1827

Таблица 3. Результаты расчета для адгезива Sikaforce 7752

Из таблиц 2 и 3 видим, что при δ0 = 10−3 м значения J-интеграла отличаются
от экспериментальных значений (табл. 1) менее чем на 5 %. А при уменьшении
толщины слоя значения J-интеграла тоже уменьшаются и согласно работе [14]
стремятся к аналитическому значению, вычисленному по формуле:

Ja =
12P 2 (1− ν2)

hEb2

(a
h

)2(
1 +

1√
5 (1− ν)

h

a

)2

(11)

Для Araldite 2015 по формуле (11) получим Ja = 353.42 Н/м, а для Sikaforce
7752 — Ja = 1509.5 Н/м.

Заключение. Показано общее решение для модели упругопластическо-
го деформирования тонкого адгезионного слоя. Разработан подход для опре-
деления прочностной характеристики в виде J-интеграла. С использованием
полученной формулы вычислены его значения для адгезивов Araldite 2015 и
Sikaforce 7752 при различной толщине адгезионного слоя. Получено, что ана-
литические значения J-интеграла отличаются от экспериментальных не более
чем на 5 % и стремятся к определенному значению.
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Введение. Эффективным методом решения задач теории упругости являет-
ся использование комплексного потенциала [1], который , как показано в рабо-
тах Г.В. Колосова, Н.И. Мусхелишвили ([2] c. 136), представляет собой решение
бигармонического уравнения.

∆2F = 0.

На множестве комплексных чисел решение бигармонического уравнения яв-
ляется бианалитической функцией.

F (z) = ϕ0 (z) + z̄ϕ1 (z) . (1)
Здесь ϕk (z)(k=0,1) - аналитические в области D (область занятая телом)

функции, z̄ = x− iy.
В работах ([3] с.300), ([2] с.279), ([4] с.9) для решения основных задач теории

упругости использовались краевые задачи для аналитических и бианалитиче-
ских функций.

Напомним, что в выделяют две основных краевых задачи теории аналити-
ческих функций ([3] с.85, 264): двусторонняя задача Римана и односторонняя
задача Гильберта. Напомним их формулировки.

Пусть на расширенной плоскости комплексного переменного z задан простой
гладкий замкнутый контур L, который делить плоскость на конечную область
D+ и бесконечную область D−(z∞ ∈ D−).

Задача Римана. Найти кусочно аналитическую функцию Φ±(z) по краево-
му условию

Φ+ (t) = G (t) Φ− (t) + g (t) . (t ∈ L) (2)
Здесь G (t) (краевой коэффициент) и g (t) (свободный член) – заданные на

контуре функции удовлетворяющие условию Гельдера, G (t) ̸= 0.
Задача Гильберта. Найти аналитическую в области D+ функцию Φ+(z)

по краевому условию

Φ+(t) = G(t)Φ+(t)+g(t). (3)
Здесь на краевые коэффициенты накладываются условия аналогичные

предыдущим.
Важным свойством задач (2) и (3) является то, что число условий разре-

шимости и число линейно независимых решений соответствующих однородных
задач полностью определяется индексом краевого коэффициента G(t). Кроме
этого, в случае односвязной области задачу (3) можно методом аналитического
продолжения свести к задаче (2).

Краевые условия основных задач теории упругости и их обобщений являют-
ся аналогами задач (2) и (3) на классе бианалитических функций. Наличие в
краевых условиях задач для бианалитических функций неаналитических ком-
понент осложняет их исследование. До сих пор не проведено систематическое
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исследование разрешимости данных задач, что ограничивает их практическое
использование.

Постановка задачи. Основная задача работы - исследование зависимости
разрешимости краевых задач для бианалитических функций от краевых коэф-
фициентов.

Приведём постановки краевых задач для бианалитических функций ([3]
с.344).

Задача Римана для бианалитической функции. Найти кусочно биана-
литическую функцию F± (z) = ϕ±

0 (z) + z̄ϕ±
1 (z) по краевым условиям

φ+′

0 (t) + t̄φ+′

1 (t) + φ+
1 (t) = G1 (t)

[
φ−′

0 (t) + t̄φ−′

1 (t) + φ−
1 (t)

]
+ g1 (t) ,

φ+′

0 (t) + t̄φ+′

1 (t)− φ+
1 (t) = G2 (t)

[
φ−′

0 (t) + t̄φ−′

1 (t)− φ−
1 (t)

]
+ g2 (t) . (4)

Здесь Gk (t) заданные функции, удовлетворяющие условию Гельдера вместе
своими производными до порядка (2k−1) порядка включительно; g1 (t) ∈ H1(L).

Задача Гильберта для бианалитической функции. Найти бианалити-
ческую в области D функцию F (z) по краевым условиям:

φ
′

0 (t) + t̄φ
′

1 (t) + φ1 (t) = G1 (t) [φ
′
0 (t) + t̄φ

′
1 (t) + φ1 (t)] + g1 (t) ,

φ
′

0 (t) + t̄φ
′

1 (t)− φ1 (t) = G2 (t) [φ
′
0 (t) + t̄φ

′
1 (t)− φ1 (t)] + g2 (t) . (5)

Частным случаем задачи Гильберта для бианалитических функций является
первая основная задача теории упругости:

ϕ
′

0(t)+t̄ϕ
′

1(t) + ϕ1(t) = [ϕ
′
0(t)+t̄ϕ

′
1(t) + ϕ1(t)] + g1(t),

ϕ
′

0(t)+t̄ϕ
′

1(t)− ϕ1(t) = [ϕ
′
0(t)+t̄ϕ

′
1(t)− ϕ1(t)] + g2(t). (6)

Неоднородная краевая задача (6) имеет единственное решение. Однородная
задача не имеет нетривиальных решений ([2] с.283). Данный результат получен
благодаря дополнительному условию. Согласно которому тело находится в рав-
новесии. Сам результат имеет ясную физическую интерпретацию. В отсутствии
внешних напряжений отсутствует деформация. Определенным напряжениям
соответствуют единственные деформации.

В общем случае для исследования задач (4) и (5) привлечение механических
аналогов не подходит. Поэтому на данный момент разрешимость краевых задач
для бианалитических функций исследована только в частных случаях [5]. Для
полного исследования применим несколько, дополняющих друг друга методов.

Доказательство нетеровости краевых задач Римана и Гильберта
для бианалитических функций. Назовём нётеровыми краевые задачи, в
которых индекс (разность между числом линейно независимых решений одно-
родной задачи и числом условий разрешимости неоднородной задачи) является
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конечным числом. Для подсчёта индекса задачи воспользуемся системами син-
гулярных интегральных уравнений эквивалентным краевым задачам (4) и (5).

Рассмотрим задачу Римана для бианалитических функций (4). Соответству-
ющая система сингулярных интегральных уравнений в данном случае будет
иметь вид [1]:

a1(t)(ρ0(t)+t̄ρ
′

1(t) + ρ1(t))+
b1(t)

πi
∫
L

ρ0(τ)+t̄ρ
′
1(τ) + ρ1(τ)

τ − t
dτ = g1(t), (7)

a2(t)(ρ0(t)+t̄ρ
′

1(t)− ρ1(t))+
b2(t)

πi
∫
L

ρ0(τ)+t̄ρ
′
1(τ)− ρ1(τ)

τ − t
dτ = g2(t).

Здесь

ϕ
′

k(z) =
1

2πi
∫
L

ρk(τ)

τ − t
dτ,

ak(t) =
1 +Gk(t)

2
,

bk(t) =
1−Gk(t)

2
.

Выполним следующее преобразование.
1

πi
∫
L

t̄ρ
′
1(τ)

τ − t
dτ =

1

πi
∫
L

τ̄ ρ
′
1(τ)

τ − t
dτ+

1

πi
∫
L

∂

∂τ

(
t̄−τ̄
τ − t

)
ρ1(τ)dτ.

Введём обозначение

W1(t) = ρ0(t)+t̄ρ
′

1(t) + ρ1(t),

W2(t) = ρ0(t)+t̄ρ
′

1(t)− ρ1(t).

Получим

a1(t)W 1(t)+
b1(t)

πi
∫
L

W1(t)

τ − t
dτ = g1(t)−∫

L
R1(t, τ)ρ1(τ)dτ, (8)

a2(t)W 2(t)+
b2(t)

πi
∫
L

W2(t)

τ − t
dτ = g2(t)−∫

L
R2(t, τ)ρ1(τ)dτ.

Система (8) может быть регуляризована методом Карлемана-Векуа ([3] с.
233), то есть приведена к системе интегральных уравнений Фредгольма второго
рода.

Система (8) преобразуется к следующему виду:

ρ1(t)+ ∫LK2(t, τ)ρ1(τ)dτ = f 2(t), (9)

ρ0(t) = −t̄ρ′

1(t)− ρ1(t)−∫
L
K1(t, τ)ρ1(τ)dτ + f 1(t).

Здесь Kk(t, τ) – известные ядра Фредгольма, fk(t) – известные функции при-
надлежащие классу Гёльдера.

Индекс данной системы определяется краевыми коэффициентами Gk(t).
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IndR = Ind[G1(t) +G2(t)] = k1+k2.

Число линейно независимых решений однородного уравнения Фредгольма
второго рода из системы (9) таким образом определить невозможно.

Аналогичные результаты можно получить для задачи (4).
Определение условий разрешимости и число линейно независимых

решений. Для разнообразия основное внимание в данном разделе большее
внимание уделим задаче Гильберта для бианалитических функций (5). Резуль-
таты относительно краевой задачи Римана приведём кратко.

Воспользуемся методом решения краевых задач для бианалитических функ-
ций и их обобщений, предложенным в работе ([3] с.310).

Пусть контур L представляет собой единичную окружность: tt̄ = 1.
Воспользуемся соотношением

t̄ =
1

t
.

В этом случае краевое условие (5) примет вид:

φ
′

0 (t) +
1

t
φ

′

1 (t) + φ1 (t) = G1 (t) [φ
′
0 (t) +

1

t
φ

′
1 (t) + φ1 (t)] + g1 (t) ,

φ
′

0 (t) +
1

t
φ

′

1 (t)− φ1 (t) = G2 (t) [φ
′
0 (t) +

1

t
φ

′
1 (t)− φ1 (t)] + g2 (t) .

Введём вспомогательные аналитические функции.

Φ1 (z) = φ
′

0 (z) +
1

z
φ

′

1 (z) + φ1 (z) ,

Φ2 (z) = φ
′

0 (z) +
1

z
φ

′

1 (z)− φ1 (z) .

Получим

Φ1 (t) = G1 (t) Φ1 (t) + g1 (t) , (10)

Φ2 (t) = G2 (t) Φ2 (t) + g2 (t) .

Система (10) представляет собой две обычные краевые задачи Гильберта для
аналитических функций.

Замечание. Обычно при постановке краевой задачи Гильберта для биана-
литических функций добавляются начальные условия либо в точке z = 0 или в
точке z = ∞. Таким образом, чтобы функции Φ1 (z) и Φ2 (z) не имели особен-
ностей.

Для задачи Гильберта вида (10) справедливо следующее утверждение:
Теорема 1 ([3] с.291). При km= IndGm ≥ 0 неоднородная задача безусловно

разрешима, однородная задача имеет km линейно независимых решений. При
km= IndGm< 0 неоднородная задача неразрешима, единственное решение неод-
нородной задачи существует при соблюдении |km| необходимых и достаточных
условий.
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Таким образом, для краевой задачи Гильберта для бианалитических функ-
ций в случае круговой области число условий разрешимости неоднородной за-
дачи p и число линейно независимых решений однородной задачи l полностью
определяется коэффициентами Gm(m = 1, 2).

l = max(0, k1 + k2),

p = max(0,− k1 − k2).

Полученные результаты можно распространить на области, отображающиеся
на внутренность единичного круга рациональными функциями.

Для конечной области D конформно отображающая функция будет иметь
вид

z = ωn (ϑ) = a1ϑ+ a2ϑ
2 + ...+ anϑ

n.

Для бесконечной

z = ωn (ϑ) =
a−1

ϑ
+ a1ϑ+ a2ϑ

2 + ...+ anϑ
n.

Введём вспомогательные функции.

ψ (ωn) = φ
′

0 (z)

ψ0 (ωn) = ψ′ (ω) ,

ψ1 [ωn (ϑ)] = ϕ1 (z) .

Краевое условие (5) можно записать следующим образом:

ψ0 (σ) +
ωn (σ)

ωn
′ (σ)

ψ′
1 (σ) +ψ1 (σ) = G1 [ωn (σ)]

[
ψ0 (σ) +

ωn (σ)

ωn
′ (σ)

ψ′
1 (σ) +ψ1 (σ)

]
+

+g1 [ωn (σ)] , (11)

ψ0 (σ) +
ωn(σ)

ωn
′ (σ)

ψ′
1 (σ)−ψ1 (σ) = G2 [ωn (σ)]

[
ψ0 (σ) +

ωn(σ)

ωn
′ (σ)

ψ′
1 (σ)−ψ1 (σ)

]
+

+g2 [ωn (σ)] .

Здесь σ – точка единичной окружности.
Согласно предположению об функции, осуществляющей конформное отобра-

жение, можно записать:

ωn

(
1

ϑ

)
= ϑ−n

(
a1ϑ

n−1 + a2ϑ
n−2 + ...+ an

)
. (12)

Введём вспомогательные функции.

Φ1 (ϑ) = ψ0 (ϑ) +
ωn

(
1
ϑ

)
ω′
n (σ)

ψ′
1 (ϑ) +ψ1 (ϑ) ,
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Φ2 (ϑ) = ψ0 (ϑ) +
ωn

(
1
ϑ

)
ω′
n (σ)

ψ′
1 (ϑ)−ψ1 (ϑ) .

Получим:

Φ1 (σ) = G1 [ωn (σ)] Φ1 (σ) + g1 [ωn (σ)] , (13)

Φ2 (σ) = G2 [ωn (σ)] Φ2 (σ) + g2 [ωn (σ)] .

С учётом (12) краевые условия (13) представляют собой две краевые зада-
чи Гильберта для аналитических в области D функций. Для каждой из задач
справедлива теорема 1.

В частности, в случае нулевого индекса однородные задачи (13) не имеют
нетривиальных решений. Отсюда

ψ1(ϑ) =
Φ1 (ϑ)− Φ2 (ϑ)

2
= 0,

ψ0(ϑ) = 0.

Это утверждение соответствует свойству безусловной однозначной разреши-
мости основных задач теории упругости, которое получено без привлечения
условия механического равновесия.

В случае произвольной области такой подход не даст нужного результата,

так как t̄ = ω (σ) =
∞∑
i=0

ciσi( ω (σ) = 1
σ
+

∞∑
i=0

ciσ
iдля бесконечной области) нельзя

представить в виде граничного значения аналитической функции.
Преобразуем систему (13) к следующему виду:

ψ0 (σ) = G1 [ω (σ)]ψ0 (σ) +Q1 (σ) , (14)

ψ1 (σ)−G2 [ω (σ)]ψ1 (σ)+∫LA (σ, σ0)ψ1 (σ0) dσ0+∫LB (σ, σ0)ψ1 (σ0)dσ0 = Q2 (σ) .

Здесь A (σ, σ0), B (σ, σ0) - известные ядра Фредгольма, Q2 (σ) - известная
функция,

Q1 (σ) = − ω (σ)

ω′ (σ)
ψ′

1 (σ)−ψ1 (σ) +G1 (ω (σ))

[
ω (σ)

ω′ (σ)
ψ′

1 (σ) +ψ1 (σ)

]
+ g1 (ω (σ)) .

Из системы (14) следует, что решение краевой задачи Гильберта для биана-
литической функции сводится к последовательному решению задачи Гильберта
для аналитической функции, содержащей интегральные члены и обычной за-
дачи Гильберта. Отсюда следует, что для доказательства неразрешимости од-
нородной задачи (5) с нулевым индексом достаточно доказать неразрешимость
второй краевой задачи в системе (14).

Предположим, что ψ1(ϑ) ̸= 0 решение краевой задачи



О РАЗРЕШИМОСТИ КЛАССИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ... 233

ψ1 (σ)−G2 [ω (σ)]ψ1 (σ) + ∫LA (σ, σ0)ψ1 (σ0) dσ0 + ∫LB (σ, σ0)ψ1 (σ0)dσ0 = 0,

при условии IndG2 [ω (σ)] = 0.
Рассмотрим функцию ωn(ϑ), которая получается из функции ω(ϑ) отбрасы-

ванием членов степени выше n. Данная функция отображает внутренность еди-
ничного круга на область Dn близкую к области D:

lim
n→∞

|ωn(σ)− ω(σ)|= 0.

В силу условий, наложенных на контур L и краевые условия задачи Гиль-
берта для бианалитических функций справедливы неравенства:

|G2[ωn(σ)]−G2[ω(σ)]| ≤ A |ωn(σ)− ω(σ)|µ , 0 < µ ≤ 1.

|An(σ, σ0)− A(σ, σ0)| ≤ C( |ωn(σ)− ω(σ)|µ+ |ωn(σ0)− ω(σ0)|
µ ),

|Bn(σ, σ0)−B(σ, σ0)| ≤ D( |ωn(σ)− ω(σ)|µ+ |ωn(σ0)− ω(σ0)|
µ ).

Здесь µ – показатель Гёльдера, A,C,D – постоянные.
Отсюда следует, что

|ψ1 [ωn (ϑ)]− ψ1 [ω (ϑ)]| ≤ K |ωn(σ)− ω(σ)|µ .
Согласно предыдущим результатам ψ1 [ωn (ϑ)] = 0. Следовательно,

lim
n→∞

ψ1 [ωn (ϑ)] = ψ1 [ω (ϑ)] = 0.

Этот результат противоречит сделанному предположению.
Теорема 2. Однородная задача Гильберта для бианалитических функций с

нулевым индексом неразрешима.
Теорема 3. Неоднородная задача Гильберта для бианалитических функций

безусловно и однозначно разрешима.
Аналогичным образом можно рассмотреть случаи, когда индекс задачи Гиль-

берта отличен от нуля. В общем случае справедливо утверждение.
Теорема 4. Число решений однородной задачи Гильберта для бианалитичкес-

кой функции и число условий разрешимости неоднородной задачи определяется
индексами краевых коэффициентов Gk (t) (k = 1, 2).

l = max(0, k1 + k2),

p = max(0,− k1 − k2).

Аналогичный результат можно получить для задачи Римана для бианали-
тических функций (4). Единственное существенное отличие в доказательстве
заключается в том, что при конформном отображении в краевых условиях за-
дачи появится функция сдвига, которая не влияет на разрешимость [6].
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Выводы. Краевые задачи для бианалитических функций, построенные на
основе основных задача теории упругости являются нётеровыми. Это означа-
ет, что число условий разрешимости p неоднородных задач и число решений
l однородных задач конечно. При этом числа p, l и индекс задачи полностью
определяются краевыми коэффициентами задач.

Данный результат позволяет шире применять к решению задач, связанных с
определением напряжённого состояния изотропных и анизотропных тел, тел с
различными упругими свойствами теорию краевых задач для бианалитических
функций и их обобщений.
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1. Состояние вопроса. В рамках восстановления Донбасса плани-
руется строительство мемориального комплекса. Проектируемый объект -
архитектурно-художественный мемориал. Общий вид мемориала показан на
рис. 1. Первоначальный вариант конструктивной схемы мемориала – каркас
из пространственной фермы из стоек, горизонтальных и вертикальных связей.
Основной каркас устанавливается на железобетонный постамент. В окончатель-
ном варианте Заказчиком принято решение об изменении конструктивной схе-
мы: переход от системы из балок и связей на оболочку.

Строительство будет осуществляться в сложных инженерно-геологических
условиях (просадочные грунты II типа, склоновые процессы) [1—3]. В рамках
научно-технического сопровождения НИИОСП выполнил анализ инженерно-
геологических условий площадки строительства, дал рекомендации по коррек-
тировке материалов изысканий, разработал принципиальные решения по фун-
даментам объекта, выполнил расчет устойчивости существующего склона с уче-
том строительства Объекта, дал рекомендации по геотехническому мониторин-
гу. Кроме того, в рамках научно-технического сопровождения генеральный про-
ектировщик выполнил численное моделирование и испытания конструкции в
аэродинамической трубе, в том числе для уточнения нагрузок на основание [4,
5].

Рис. 1. Общий вид мемориала

2. Краткое описание инженерно-геологических условий площад-
ки строительства и конструктивных решений объекта. В администра-
тивном отношении участок строительства расположен в г. Мариуполь. В гео-
морфологическом отношении - в пределах абразионной террасы Таганрогского
залива (рис. 2).
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В современном рельефе эта часть города равнинная, с крутым уступом в
южном направлении к Таганрогскому заливу. Рельеф участка непосредственно
на площадке изысканий относительно ровный, спланированный, абсолютные
отметки изменяются от 45,95 до 46,70 м (по устьям горных выработок). С уче-
том склона абсолютные отметки изменяются от 7,00 до 46,20 м. Общий уклон
поверхности от верхней бровки уступа до подножия 14-25 градусов.

Рис. 2. Схема размещения Объекта

В геологическом строении площадки до глубины бурения 20 м прини-
мают участие: современные техногенные образования (tQIV), делювиально-
аллювиальные отложения (daQIV), аллювиальные отложения (aQIII-IV),
элювиальные коры выветривания (eMZ), челябинский гранитоидный массив
(PZ).

С учетом генезиса и физико-механических свойств грунтов на участке изыс-
каний выделены 4 слоя современных техногенных, почвенных отложений и 6
инженерно-геологических элементов (ИГЭ):

Слой-1н (eQIV) - насыпной грунт;
Слой-2н (eQIV) - насыпной грунт – суглинок пылеватый, твердый, при

водонасыщении текучепластичный, среднепросадочный, неоднородный, несле-
жавшийся;

Слой-п (eQIV) - почвенно-растительный слой;
Слой-г (eQIV) - гумусированный слой – глина твердая, при водонасыщении

мягкопластичная, слабопросадочная, гумусированная;
ИГЭ-1 (dQIII) - суглинок твердый, при водонасыщении тугопластичный,

слабопросадочный, с прослоями глины;
ИГЭ-2 (dQI) - песок средней крупности, средней плотности, маловлажный;
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ИГЭ-3 (dQI) - суглинок пылеватый, твердый, непросадочный, с тонкими
прослоями песка;

ИГЭ-3а (dQI) - суглинок твердый, при водонасыщении тугопластичный,
непросадочный;

ИГЭ-4 (dQI) - песок крупный, средней плотности, водонасыщенный;
ИГЭ-5 (dQI) - глина пылеватая, твердая, средненабухающая.
При бурении скважин в июне-июле 2024 г. уровень грунтовых вод на площад-

ке проектируемого сооружения установился на глубине 19,8-20,1 м (абс. отм.
25,93-26,29м), на участке склона на глубине 3,7-11,5 м (абс. отм. 3,30-18,62).

Водовмещающими грунтами на исследуемом участке являются глинистые
грунты (ИГЭ-3, 3а) и пески (ИГЭ-4). Локальный водоупор – глины ИГЭ-5.
Региональный водоупор не вскрыт.

Специфическими грунтами на данном участке являются насыпные, просадоч-
ные и набухающие грунты. Просадочные грунты распространены повсеместно в
пределах площадки изысканий. Тип грунтовый условий по просадочности – вто-
рой. Участок строительства относится к III категории сложности инженерно-
геологических условий согласно СП 446.1325800.2019 [6]. План-схема располо-
жения инженерно-геологических разрезов приведена на рис. 3.

Рис. 3. План-схема расположения инженерно-геологических разрезов для оценки
устойчивости склона с учетом строительства Объекта
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Инженерно-геологический разрез 3-3 для расчета устойчивости Объекта при-
веден на рис. 4

Рис. 4. Расчет устойчивости откоса на период эксплуатации с учетом пригрузочной
призмы

3. Методы. В первоначальной отчете по изысканиям коэффициент запа-
са устойчивости для склона в естественном состоянии был менее 1.0 (при этом
для некоторых грунтов (ИГЭ 3, 3а, 5) физико-механические характеристики,
определенные методом "плашка по плашке"были приняты при расчете устой-
чивости).

Так как в отчете по изысканиям не было обоснования потенциальной
оползнеопасности склона, то НИИОСП рекомендовал для грунтов физико-
механических характеристик методом "плашка по плашке"не использовать.
Кроме того, НИИОСП рекомендовал обосновать возможность водонасыщения
грунтов склона. В случае обоснованности такого сценария, расчет устойчивости
с учетом водонасыщения НИИОСП рекомендовал рассматривать как расчет на
особое сочетание нагрузок. В результате корректировки отчета по изыскани-
ям, с учетом рекомендаций НИИОСП, коэффициент устойчивости склона при
природной влажности составил 1,352-1,481 (склон находится в устойчивом со-
стоянии).

При увеличении влажности грунта было установлено, что устойчивость скло-
на снижается. Значение коэффициента устойчивости при этом составит 1,097-
1,224. В связи с этим НИИОСП рекомендовал в проекте мемориала предусмот-
реть водозащитные мероприятия по СП 21.13330 [7], СП 22.13330 [8] для исклю-
чения замачивания грунтов склона (включая, просадочные грунты).

С учетом инженерно-геологических условий НИИОСП рекомендовал при-
нять свайный вариант для Объекта. Технология погружения – забивка, вдавли-
вание. Возможно применение свай заводского изготовления 35х35 см с опирани-
ем на ИГЭ-3 (сваи прорезают просадочные грунты и опираются на непросадоч-
ные). Для снижения сил негативного трения от просадки было рекомендовано
применение лидерного бурения при погружении свай. Глубина лидера – на 1 м
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меньше длины сваи, диаметр лидерного бурения равен стороне квадратной сваи
(не менее 35 см). По расчетам НИИОСП расчетная нагрузка на сваю 35х35 см с
учетом сил негативного трения составила 35.7 тс (при опирании свай на ИГЭ-3).
НИИОСП рекомендовал проведение статических испытаний по ГОСТ 5686 [9]
с учетом п. 9.11 СП 24.13330 [10]. Должно быть проведено не менее трех испы-
тания на вдавливающую нагрузку и трех на выдергивающую для сооружений
КС-2. План свайного фундамента приведен на рис. 5.

Рис. 5. План свайного фундамента мемориала

Испытания грунтов сваями статической вдавливающей нагрузкой были про-
ведены специализированной испытательной организацией в соответствии с
ГОСТ 5686 [9] и СП 24.13330 [10]. Испытания свай статической вдавливающей
нагрузкой были завершены по достижении максимальной нагрузки 150 тс, при
этом общая осадка испытуемых свай составила 33,5-38 мм.

Также проведены статические испытания свай выдергивающую нагрузку.
Максимальная нагрузка при испытании на выдёргивание – 32 тс, при этом об-
щий выход сваи составил до 22 мм.

4. Результаты. НИИОСП выполнил поверочные расчеты устойчивости
склона в период строительства и эксплуатации объекта по двум расчетным се-
чениям (разрезы 3-3 и 5-5) с учетом принятых принципиальных решений по
фундаментам объекта.

Расчеты устойчивости склона выполнялись методом конечных элементов в
сертифицированном программном комплексе Plaxis 2D. Расчеты выполнены на
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Рис. 6. График испытания сваи на вдавливающую нагрузку. Условные обозначения
Горизонтальная ось – нагрузка в тс, вертикальная ось – осадка в мм.

основное (природная влажность) и особое сочетание нагрузок (полное водо-
насыщение). Работа грунта описывалась упругопластической моделью Мора-
Кулона.

Расчетная схема 3-3 приведена на рис. 8.
Оценка устойчивости склона выполнялась для следующих расчетных случа-

ев.

(1) Оценка устойчивости природного склона в естественном состоянии на
основное сочетание нагрузок.

(2) Оценка устойчивости природного склона в водонасыщенном состоянии
на особое сочетание нагрузок.

(3) Оценка устойчивости склона в естественном состоянии на основное со-
четание нагрузок в период строительства.

(4) Оценка устойчивости склона в водонасыщенном состоянии на особое со-
четание нагрузок в период строительства.

(5) Оценка устойчивости склона в естественном состоянии на основное со-
четание нагрузок в период эксплуатации.
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Рис. 7. График испытания сваи на выдергивающую нагрузку. Условные обозначения
Горизонтальная ось – нагрузка в тс, вертикальная ось – перемещение в мм.

(6) Оценка устойчивости склона в водонасыщенном состоянии на особое со-
четание нагрузок в период эксплуатации.

Все расчеты выполнялись по предельным состояниям первой группы
Механизм потери устойчивости склона по разрезу 3-3 в естественном состоя-

нии приведен на рис. 9.
Механизм потери устойчивости склона по разрезу 3-3 в эксплуатационный

период приведен на рис. 10.
Выполненные НИИОСП расчеты устойчивости склона с учетом принятых

конструктивных решений по фундаментам мемориала показали, что склон на-
ходится в устойчивом состояния в период строительства и эксплуатации объек-
та. Дополнительных мероприятий по усилению склона не требуется. Рекомен-
дуется предусмотреть комплекс водозащитных мероприятий по СП 21.13330,
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Рис. 8. Расчетная схема 3-3 для оценки устойчивости в естественном состоянии, в
эксплуатационный период.

Рис. 9. Механизм потери устойчивости склона в естественном состоянии.

СП 22.13330 для исключения замачивания грунтов основания мемориала и су-
ществующего склона (включая, просадочные грунты). Также в период строи-
тельства объекта и его эксплуатации было рекомендовано организовать геотех-
нический мониторинг в соответствии с СП 22.13330.2016.

5. Выводы. В рамках научно-технического сопровождения НИИОСП вы-
полнил анализ инженерно-геологических условий площадки строительства, дал
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Рис. 10. Механизм потери устойчивости склона по разрезу 3-3 в эксплуатационный
период.

рекомендации по корректировке материалов изысканий, разработал принципи-
альные решения по фундаментам Объекта, выполнил расчет устойчивости су-
ществующего склона с учетом строительства Объекта. Научно-техническое со-
провождение проектирования фундаментов мемориала позволило выработать
оптимальное решение.

ДОПОЛНИТЕЛЬНО

Вклад авторов. Вклад авторов равноценен.
Конфликт интересов. Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Источник финансирования. Авторы заявляют об отсутствии внешнего финанси-
рования при проведении исследования.

ADDITIONAL INFORMATION

Authors’ contribution. The authors’ contributions are equal.
Competing interests. The authors declare that they have no competing interests.
Funding. This study was not supported by any external sources of funding.

ЛИТЕРАТУРА
1. Рытов С. А., Иовлев И. М., Шишарин А. С. Особенности оценки устойчивости

склонов в инженерно-геологических условиях Республики Крым // Вестник
НИЦ Строительство. – 2019. – 1(20). – С. 67–75.

2. Попсуенко И. К., Рытов С. А., Малеева А. Н. Численный расчет уплотненных
массивов из песчано-гравийных смесей (ПГС) в просадочных грунтах II типа
с учетом фактора времени // Теория и практика фундаментостроения: Сбор-
ник тезисов докладов XV Международного симпозиума по реологии грунтов. –
Казань : Казанский государственный архитектурно-строительный университет,
2025. – С. 106.



ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЁТЫ ПРИ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОМ СОПРОВОЖДЕНИИ ... 247

3. Способ ликвидации просадки и снижения сейсмической нагрузки на основание
фундамента сооружения, возводимого на просадочных грунтах в сейсмическом
районе : 2831855 C1 / И. К. Попсуенко, С. А. Рытов. – МПК E02D 27/34; заявка
№ 2024110497.

4. Предельное состояние деформируемых тел и горных пород / Д. Д. Ивлев [и
др.]. – Москва : ООО Издательская фирма «Физико-математическая литерату-
ра», 2008. – 832 с.

5. Особенности научно-технического сопровождения изысканий и проектирования
для зданий повышенного уровня ответственности на примере жилого дома в
г. Самаре / А. М. Белостоцкий [и др.] // Вестник НИЦ Строительство. – 2021. –
2(29). – С. 28–37.

6. СП 446.1325800.2019. Инженерно-геологические изыскания для строительства.
Общие правила производства работ. – 2019.

7. СП 21.13330.2012. Здания и сооружения на подрабатываемых территориях и
просадочных грунтах. – 2012.

8. СП 22.13330.2016. Основания зданий и сооружений. – 2016.
9. ГОСТ 5686-2020. Грунты. Методы полевых испытаний сваями. – 2020.

10. СП 24.13330.2021. Свайные фундаменты. – 2021.

REFERENCES
1. Rytov S. A., Iovlev I. M., Shisharin A. S. Features of Assessing the Stability of

Slopes in the Engineering and Geological Conditions of the Republic of Crimea //
Vestnik NITs Stroitelstvo. – 2019. – 1(20). – P. 67–75.

2. Popsuenko I. K., Rytov S. A., Maleeva A. N. Numerical Calculation of Compacted
Massifs of Sand-Gravel Mixtures (SGM) in Type II Saturated Soils, Taking into
Account the Time Factor // Theory and Practice of Foundation Engineering: Col-
lection of Abstracts of the XV International Symposium on Soil Rheology. – Kazan :
Kazan State University of Architecture, Civil Engineering, 2025. – P. 106.

3. Method for Eliminating Settlement and Reducing Seismic Load on the Foundation of
a Structure Built on Sinking Soils in a Seismic Area : 2831855 C1 / I. K. Popsuenko,
S. A. Rytov. – IPC E02D 27/34; application No. 2024110497.

4. The Ultimate State of Deformable Bodies and Rocks / D. D. Ivlev [et al.]. –
Moscow : LLC Publishing House “Physical, Mathematical Literature”, 2008. –
832 p.

5. Features of Scientific and Technical Support of Surveys and Design for Buildings
with a High Level of Responsibility on the Example of a Residential Building in
Samara / A. M. Belostotsky, S. A. Kryuchkov, S. A. Rytov, [et al.] // Bulletin of
SIC Construction. – 2021. – 2(29). – P. 28–37.

6. SP 446.1325800.2019 Engineering and Geological Surveys for Construction. General
Rules for Work Production. – 2019.

7. SP 21.13330.2012 Buildings and Structures in Areas Under Development and on
Sinking Soils. – 2012.

8. SP 22.13330.2016 Foundations for Buildings and Structures. – 2016.
9. GOST 5686-2020. Soils. Methods of Field Testing with Piles. – 2020.

10. SP 24.13330.2021 Pile Foundations. – 2021.



Вестник ЧГПУ им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния.

DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.017 EDN:XQGGAW
Научная статья УДК: 539.374

А.Н.Спорыхин

О ДИНАМИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ ТОЛСТОСТЕННОЙ
ТРУБЫ

Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия

Аннотация. В работе на основе реологической модели упруговязкопластической смеси в
рамках плоской деформации определено напряженно-деформированное состояние и внутрен-
няя динамическая нагрузка, при которой происходит исчерпание несущей способности (отказ)
трубы.

Ключевые слова: смесь, напряжение, деформация, упругость, пластичность, вязкость,
упрочнение.

Спорыхин Анатолий Николаевич, доктор физико-математических наук, профессор, про-
фессор кафедры мехники и компьютерного моделирования; e-mail: anspor@mail.ru

для цитирования: Спорыхин А. Н. О динамическом деформировании тол-
стостенной трубы// Вестник Чувашского государственного педагогическо-
го университета им.И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состоя-
ния. 2025.№ 4(66). С. 248–254. DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.017. EDN: XQGGAW

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).

© Спорыхин А. Н. 2025
Поступила: 18.09.25; принята в печать: 20.12.25; опубликована: 30.12.25.

248



Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya.Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost.

DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.017 EDN:XQGGAW
Research Article

A.N. Sporykhin

ON THE DYNAMIC DEFORMATION OF A THICK-WALLED PIPE

I. Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. In this work, based on a rheological model of an elastoviscoplastic mixture under plane
strain conditions, the stress-strain state and the internal dynamic load leading to the exhaustion
of load-bearing capacity (failure) of a pipe are determined.

Keywords: mixture, stress, deformation, elasticity, plasticity, viscosity, hardening.

Anatoliy N. Sporykhin, Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor; e-mail:
anspor@mail.ru

to cite this article: Sporykhin A.N. On the dynamic deformation of a thick-
walled pipe // Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya. Yakovleva Ser.: Mekh. Pred.
Sost. 2025.No 4(66). p. 248–254. DOI: 10.37972/chgpu.2025.66.4.017

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

Received: 18.09.25; accepted: 20.12.25; published: 30.12.25.
249



250 А. Н.СПОРЫХИН

Известно, что многие создаваемые материалы, к которым в частности можно
отнести полимеры — это продукт смешивания конечного числа сплошных сред
с различными физико-механическими параметрами, и как результат — среда
(смесь) со сложными реологическими свойствами. Применение техизделий из
таких материалов, безопасность их использования определяет необходимость
производить расчёты их поведения при динамическом нагружении.

1. Ниже в квазистатической постановке рассматривается деформирование
толстостенной трубы, внешний радиус которой — b, а внутренний — a, нахо-
дящейся под действием внутреннего давления

P = P0e
ât, 0 ≪ t≪ t0,

где â — известная константа.
Приведем основные состояния определяющие свойства обобщенной модели

тела Sα
p [1—3].

Тело остается упругим

SijSij ≪ k21, Sij = σij − σ0δij, σ0 =
1

3
σkk, k1 ≫ k2 ≫ .. ≫ kL (1)

где Sij — компоненты девиатора тензора напряжений.
При этом для последовательно соединенных моделей тела

Sα
ij = 2µαε

eα
ij , /
∑

α = 1, 2..L , (1)

где µα — параметр Ламе.
Если SijSij ≥ k2, то полная деформация слагается из упругой и пластической

εij = εe1ij + εp1 + εe2ij + εp2ij + · · ·+ εeLij + εpLij =
(
εeαij + εpαij

)
(2)

Здесь α определяет порядок обобщенной модели Sα
p .

Объемная деформация согласно (2) удовлетворяет условию несжимаемости

εпп = 0 (3)

Напряжения (усилия), приложенные к моделям Sα
p одинаковы, тогда

S1
ij = S2

ij = . . . = SL
ij

(
σ1
ij = · · · = σL

ij

)
(4)

Компоненты тензора скоростей пластической деформации epαij связаны с ком-
понентами тензора напряжений соотношениями ассоциированного закона тече-
ния

ε.pαij = Ψα

(
Sij − cα εpαij − nαε

.pα
ij

)
, /
∑

α = 1, 2..L , (5)
если выполняются условия пластичности

(Sij − cα εpαij − nαε
.pα
ij )(Sij − cα εpαij − nαε

.pα
ij ) = k2α/

∑
α = 1, 2..L (6)

где cα — коэффициент упрочнения, nα — коэффициент вязкости, kα — предел
текучести.

Полные деформации удовлетворяют соотношениям Коши

εij =
1

2

(
∂Wi

∂xj
+
∂Wj

∂xi

)
, (7)
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Уравнениям равновесия удовлетворяют только действительные напряжения
∂σij
∂xj

= 0. (8)

Уравнения (??)-(8) — полная система уравнений, описывающих деформиро-
ванное состояние «смешанной» упруговязкопластической среды тела Sα

p произ-
вольного порядка.

Напряженно-деформированное состояние трубы (в случае плоской деформа-
ции) определяется согласно (7), уравнением равновесия

dσr
dr

+ 2
σr − σθ

r
= 0 (9)

законом Гука (1) и соотношением Коши (7) для области упругого деформиро-
вания трубы и имеют вид:

σe
r = − µ∗Ce

r2
+D, σe

θ =
µ∗Ce

r2
+D, uer =

Ce

r
, µ∗ = ,

(∫ L

α=1

1

2µα

)−1

(10)

где Ce и D — неизвестные интегрирования.
В пластической области из условия объемной несжимаемости (3) следует:

up =
Cp

1

r
, εr = −εθ = −C

p
1

r2
, (11)

из соотношений (1) и (2) следует

εij = µ∗ −1 Sα
ij +

L∑
α=1

εpαij , (12)

Т.к. каждый комплекс Sα
p воспринимает полную нагрузку (4), то Sα

ij = Sij и
(12) тогда принимает вид

Sij = µ∗ εij − µ∗εpij,

(
εpij =

L∑
α=1

εpαij

)
, (13)

В полярных координатах

Sr = µ∗ εr − µ∗ εpr = −Sθ, S33 = 0, (14)

Для отдельно взятого Sα
p тела условия пластичности (6) представляется так:

Sr − 2cαε
pα
r − 2nαε

.pα
r = ±2kα, /

∑
α = 1, 2..L (15)

Принимая во внимание (11) и (14) приходим к уравнению для определения
εpαr для отдельно взятого комплекса Sα

p .

nαε
.pα
r + (µα + cα) ε

pα
r = −2kα − µαC

p
1

r2
, /
∑

α = 1, 2..L (16)

Решение уравнения (16) имеет вид

εpαr =
kαr

2 − 2µαC
p
1

r2(2µα + cα)
(1 − e

−(2µα + cα)

nα

t), /
∑

α = 1, 2..L (17)
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Неизвестная интегрирования определена из начального условия εPα
r = 0

при t=0.
Далее подставляя (15) в уравнение равновесия (9), учитывая при этом (10),

(11), (14), (17) и интегрируя находим неизвестные интегрирования

σp
r = Bαlnr +

AαC
p
1

2r2
+ C3, Cp

1 , , C3 − неизвестные интегрирования

σp
θ = σp

r +Bα − AαC
p
1

r2
= Bα (1 + lnr )− AαC

p
1

2r2
+ C3 (18)

где обозначено

e
− (2µα + сα)

nα

t − 1 = A0
α

Aα = −4
L∑

α=1

µ∗µα

(2µα + сα)
A0

α − 2µ∗ (19)

Bα = 2
L∑

α=1

µ∗kα
(2µα + сα)

A0
α , A0

α = e
− (2µα + сα)

nα

t− 1

Для удобства дальнейших выкладок приведем все величины в соотношениях
(10), (18) и (19) к безразмерному виду. Отнесем все величины, имеющие раз-
мерность напряжения к модулю сдвига µα(α = 1), а величины имеющие раз-
мерность длины к внешнему радиусу трубы — b, сохранив при этом их прежние
обозначения.
Подчиняя полученные решения (18), (19) граничным условиям на внешней и
внутренней поверхности трубы

σe
r = 0 при r = 1σp

r = −Peât = P ∗ при r = a (20)
а также условиям сопряжения напряжений и перемещений на упругопластиче-
ской границе

σp
r = σe

r , σ
p
θ = σe

θ, u
p
r = uer при r = γ (21)

определяем неизвестные интегрирования

Ce = Cp
1 = C =

Bα γ
2

Aα − 2µ∗ , D = µ∗C (22)

C3 = Bα lna − AαC

2aα
− P ∗

Таким образом, для компонент напряжений и перемещений в упругой (10) и
пластической (18) областях при учете (22) получаем

σe
r =

(
1− 1

r2

)
µ∗C, σe

θ =

(
1 +

1

r2

)
µ∗C, ue =

C

r

σp
r = −P ∗ + Bα (lnr − lna ) +

AαC

2
(
1

r2
− 1

a2
), up =

C

r
(23)
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σp
θ = −P ∗ + Bα (1 + lnr − lna ) − AαC

2
(
1

r2
+

1

a2
)

Радиус упругопластической границы γ удовлетворяет уравнению

γ2
Bα

Aα − 2µ∗

(
µ∗ +

Aα

a2

)
−Bαln

γ

a
− Bα

Aα − 2µ∗ (µ∗ − Aα) + P∗ = 0 (24)

При этом давление, при котором вся труба приходит в пластическое состоя-
ние, определяется выражением (γ = 1).

P∗ = − Bα

Aα − 2µ∗

(
µ∗ +

Aα

a2

)
+Bαlna +

Bα

Aα − 2µ∗ (µ
∗ − Aα) (26)

0 ≪ t≪ t0
Отметим, если в (24) положить α = 1, P∗ = const, Aα = 1, то приходим

к результатам работы [1], соответствующим классическому варианту теории
течений упруговязкопластической среды [4], а при nα = 0 (α = 1) , приходим
к результату работы [5], полученным в рамках классического варианта теории
течения упругопластической среды [6].
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Вводные замечания. Настоящая работа продолжает цикл работ [1—3],
посвященных формулировкам энергетических форм нелинейных микрополяр-
ных континуумов. Предлагается алгоритм получения аппроксимации шестого
порядка потенциала силовых и моментных напряжений гемитропного микро-
полярного упругого тела, учитывающего (кроме базовой квадратичной аппрок-
симации) поправки вплоть до шестого алгебраического порядка, при система-
тическом использовании теории алгебраических инвариантов. С этой целью
обсуждается полный перечень неприводимых инвариантов для системы двух
асимметричных тензоров второго ранга в форме инвариантных следов. В ре-
зультате предложен исходный набор из 86 инвариантных следов, состоящий из
8 индивидуальных инвариантов, 17 парных, 44 инвариантных троек, 17 инва-
риантных четверок. Здесь классификация проведена по количеству тензорных
литер (максимальное число литер равно 4). Максимальная степень исходных
инвариантов равна 6.

Предложена схема построения инвариантов шестой степени, разбитых для
удобства по восьми подгруппам. Таким образом, микрополярный потенциал
определяется с помощью 1034 механических модулей. Получены определяю-
щие уравнения для силовых и моментных напряжений, включающие поправки
второй, третьей и четвертой алгебраической степени, справедливые в произ-
вольной криволинейной системе координат.

Изложение в значительной степени использует терминологию, обозначения,
методы и результаты, развитые в предыдущих статьях [1—17].

1. Инвариантные следы целый рациональный базис относительно
гемитропной группы. Рассмотрим систему, состоящую из двух асимметрич-
ных тензоров второго ранга. Каждый из этих тензоров можно представить в
виде алгебраической суммы симметричной и антисимметричной частей, т.е.

A+V; B+W. (1)

При этом, справедливы следующие равенства:

A = AT; V = −VT;

B = BT; W = −WT.
(2)

Используя результаты, полученные в работах [18—20], для системы, состоя-
щей из двух симметричных A, B и двух антисимметричных V, W тензоров
второго ранга, можно построить систему исходных инвариантов. Следует отме-
тить, что рассуждения о совместных и индивидуальных инвариантах такой си-
стемы существенно зависят от размерности пространства. Положим далее, что
она равна 3. Для удобства перенумеруем их согласно следующим правилам: 1.)
инварианты нумеруются в порядке возрастания их алгебраической степени; 2.)
— в порядке увеличения количества различных сомножителей во внутреннем
произведении; 3.) — в алфавитном порядке литер. При этом главным является
правило 1.), а правила 2.) и 3.) — подчиненными. Кроме того, правило 3.) под-
чинено также правилу 2.). В таком случае получим следующий упорядоченный
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набор инвариантов:

1.) tr [A] 2.) tr [B] 3.) tr [A2] 4.) tr [B2]

5.) tr [V2] 6.) tr [W2] 7.) tr [AB] 8.) tr [VW]

9.) tr [A3] 10.) tr [B3] 11.) tr [AB2] 12.) tr [BA2]

13.) tr [V2A] 14.) tr [V2B] 15.) tr [W2A] 16.) tr [W2B]

17.) tr [VAB] 18.) tr [WAB] 19.) tr [VWA] 20.) tr [VWB]

21.) tr [A2B2] 22.) tr [V2A2] 23.) tr [V2B2] 24.) tr [W2A2]

25.) tr [W2B2] 26.) tr [VA2B] 27.) tr [WA2B] 28.) tr [VB2A]

29.) tr [WB2A] 30.) tr [VWA2] 31.) tr [VWB2] 32.) tr [V2AB]

33.) tr [W2AB] 34.) tr [V2WA] 35.) tr [V2WB] 36.) tr [W2VA]

37.) tr [W2VB] 38.) tr [VWAB] 39.) tr [VWBA] 40.) tr [VA2B2]

41.) tr [VA2BA] 42.) tr [VB2AB] 43.) tr [V2A2B] 44.) tr [V2B2A]

45.) tr [V2AVB] 46.) tr [WA2B2] 47.) tr [WA2BA] 48.) tr [WB2AB]

49.) tr [W2A2B] 50.) tr [W2B2A] 51.) tr [W2AWB] 52.) tr [V2WA2]

53.) tr [W2VA2] 54.) tr [V2WB2] 55.) tr [W2VB2] 56.) tr [VWA2B]

57.) tr [VWB2A] 58.) tr [WVA2B] 59.) tr [WVB2A] 60.) tr [V2WAB]

61.) tr [W2VAB] 62.) tr [V2AWB] 63.) tr [W2AVB] 64.) tr [VA2B2A]

65.) tr [VB2A2B] 66.) tr [V2AVA2] 67.) tr [V2AVB2] 68.) tr [V2AWA2]

69.) tr [V2AWB2] 70.) tr [V2BVA2] 71.) tr [V2BVB2] 72.) tr [V2BWA2]

73.) tr [V2BWB2] 74.) tr [VWA2BA] 75.) tr [VWA2B2] 76.) tr [VWB2AB]

77.) tr [WA2B2A] 78.) tr [WB2A2B] 79.) tr [W2AVA2] 80.) tr [W2AVB2]

81.) tr [W2AWA2] 82.) tr [W2AWB2] 83.) tr [W2BVA2] 84.) tr [W2BVB2]

85.) tr [W2BWA2] 86.) tr [W2BWB2]
(3)

Здесь и далее будем опускать операцию внутреннего произведения тензоров,
т.е. запись A ·B сокращается до AB.

Каждый из инвариантных следов снабжается индивидуальным идентифика-
ционным номером. Отметим, что в наборе (3) присутствует: два инварианта
первой степени — 1.), 2.); шесть инвариантов второй степени — 3.)–8.); две-
надцать инвариантов третьей степени — 9.)–20.); девятнадцать инвариантов
четвертой степени — 21.)–39.); двадцать четыре инварианта пятой степени —
40.)–63.); двадцать три инварианта шестой степени — 64.)–86.);.
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2. Набор инвариантов шестой степени. Найдем полный набор инва-
риантов шестой степени, представляющих собой совместные комбинации инва-
риантов из списка (3) общей алгебраической степени 6 по схеме, которая была
использована ранее для получения полного набора гемитропных инвариантов
общих алгебраических степеней 3, 4 и 5.

Сначала найдем произведения линейных инвариантов друг с другом (7):

16, 15 · 2, 14 · 22, 13 · 23, 12 · 24, 1 · 25;
26.

(4)

Произведения инвариантов первой и пятой степеней примут вид (2*24=48):

1 · 40, 1 · 41, 1 · 42, 1 · 43, 1 · 44, 1 · 45, 1 · 46, 1 · 47, 1 · 48, 1 · 49, 1 · 50, 1 · 51,
1 · 52, 1 · 53, 1 · 54, 1 · 55, 1 · 56, 1 · 57, 1 · 58, 1 · 59, 1 · 60, 1 · 61, 1 · 62, 1 · 63;
2 · 40, 2 · 41, 2 · 42, 2 · 43, 2 · 44, 2 · 45, 2 · 46, 2 · 47, 2 · 48, 2 · 49, 2 · 50, 2 · 51,
2 · 52, 2 · 53, 2 · 54, 2 · 55, 2 · 56, 2 · 57, 2 · 58, 2 · 59, 2 · 60, 2 · 61, 2 · 62, 2 · 63.

(5)
Произведения инвариантов четвертой степени и квадратов инвариантов пер-

вой степени примут вид (3*19=57):

12 · 21, 12 · 22, 12 · 23, 12 · 24, 12 · 25, 12 · 26, 12 · 27, 12 · 28, 12 · 29, 12 · 30,
12 · 31, 12 · 32, 12 · 33, 12 · 34, 12 · 35, 12 · 36, 12 · 37, 12 · 38, 12 · 39;
22 · 21, 22 · 22, 22 · 23, 22 · 24, 22 · 25, 22 · 26, 22 · 27, 22 · 28, 22 · 29, 22 · 30,
22 · 31, 22 · 32, 22 · 33, 22 · 34, 22 · 35, 22 · 36, 22 · 37, 22 · 38, 22 · 39;
1 · 2 · 21, 1 · 2 · 22, 1 · 2 · 23, 1 · 2 · 24, 1 · 2 · 25, 1 · 2 · 26, 1 · 2 · 27, 1 · 2 · 28,
1 · 2 · 29, 1 · 2 · 30, 1 · 2 · 31, 1 · 2 · 32, 1 · 2 · 33, 1 · 2 · 34, 1 · 2 · 35, 1 · 2 · 36,
1 · 2 · 37, 1 · 2 · 38, 1 · 2 · 39.

(6)

Произведения инвариантов первой и третьей степеней друг с другом запи-
шутся в виде (4*12=48):

13 · 9, 13 · 10, 13 · 11, 13 · 12, 13 · 13, 13 · 14,
13 · 15, 13 · 16, 13 · 17, 13 · 18, 13 · 19, 13 · 20;
12 · 2 · 9, 12 · 2 · 10, 12 · 2 · 11, 12 · 2 · 12, 12 · 2 · 13, 12 · 2 · 14,
12 · 2 · 15, 12 · 2 · 16, 12 · 2 · 17, 12 · 2 · 18, 12 · 2 · 19, 12 · 2 · 20;
1 · 22 · 9, 1 · 22 · 10, 1 · 22 · 11, 1 · 22 · 12, 1 · 22 · 13, 1 · 22 · 14,
1 · 22 · 15, 1 · 22 · 16, 1 · 22 · 17, 1 · 22 · 18, 1 · 22 · 19, 1 · 22 · 20;
23 · 9, 23 · 10, 23 · 11, 23 · 12, 23 · 13, 23 · 14,
23 · 15, 23 · 16, 23 · 17, 23 · 18, 23 · 19, 23 · 20.

(7)
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Произведения инвариантов второй и четвертой степеней друг с другом запи-
шутся в виде (6*19=114):

3 · 21, 3 · 22, 3 · 23, 3 · 24, 3 · 25, 3 · 26, 3 · 27, 3 · 28, 3 · 29, 3 · 30,
3 · 31, 3 · 32, 3 · 33, 3 · 34, 3 · 35, 3 · 36, 3 · 37, 3 · 38, 3 · 39;
4 · 21, 4 · 22, 4 · 23, 4 · 24, 4 · 25, 4 · 26, 4 · 27, 4 · 28, 4 · 29, 4 · 30,
4 · 31, 4 · 32, 4 · 33, 4 · 34, 4 · 35, 4 · 36, 4 · 37, 4 · 38, 4 · 39;
5 · 21, 5 · 22, 5 · 23, 5 · 24, 5 · 25, 5 · 26, 5 · 27, 5 · 28, 5 · 29, 5 · 30,
5 · 31, 5 · 32, 5 · 33, 5 · 34, 5 · 35, 5 · 36, 5 · 37, 5 · 38, 5 · 39;
6 · 21, 6 · 22, 6 · 23, 6 · 24, 6 · 25, 6 · 26, 6 · 27, 6 · 28, 6 · 29, 6 · 30,
6 · 31, 6 · 32, 6 · 33, 6 · 34, 6 · 35, 6 · 36, 6 · 37, 6 · 38, 6 · 39;
7 · 21, 7 · 22, 7 · 23, 7 · 24, 7 · 25, 7 · 26, 7 · 27, 7 · 28, 7 · 29, 7 · 30,
7 · 31, 7 · 32, 7 · 33, 7 · 34, 7 · 35, 7 · 36, 7 · 37, 7 · 38, 7 · 39;
8 · 21, 8 · 22, 8 · 23, 8 · 24, 8 · 25, 8 · 26, 8 · 27, 8 · 28, 8 · 29, 8 · 30,
8 · 31, 8 · 32, 8 · 33, 8 · 34, 8 · 35, 8 · 36, 8 · 37, 8 · 38, 8 · 39.

(8)

Произведения инвариантов третьей степени друг с другом вычисляются со-
гласно схеме (12*13/2=78):

92, 9 · 10, 9 · 11, 9 · 12, 9 · 13, 9 · 14, 9 · 15, 9 · 16, 9 · 17, 9 · 18, 9 · 19, 9 · 20;
102, 10 · 11, 10 · 12, 10 · 13, 10 · 14, 10 · 15, 10 · 16, 10 · 17, 10 · 18, 10 · 19, 10 · 20;
112, 11 · 12, 11 · 13, 11 · 14, 11 · 15, 11 · 16, 11 · 17, 11 · 18, 11 · 19, 11 · 20;
122, 12 · 13, 12 · 14, 12 · 15, 12 · 16, 12 · 17, 12 · 18, 12 · 19, 12 · 20;
132, 13 · 14, 13 · 15, 13 · 16, 13 · 17, 13 · 18, 13 · 19, 13 · 20;
142, 14 · 15, 14 · 16, 14 · 17, 14 · 18, 14 · 19, 14 · 20;
152, 15 · 16, 15 · 17, 15 · 18, 15 · 19, 15 · 20;
162, 16 · 17, 16 · 18, 16 · 19, 16 · 20;
172, 17 · 18, 17 · 19, 17 · 20;
182, 18 · 19, 18 · 20;
192, 19 · 20;
202.

(9)
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Триплетные произведения инвариантов первой, второй и третьей степеней
запишутся в виде (2*6*12=144):

1 · 3 · 9, 1 · 3 · 10, 1 · 3 · 11, 1 · 3 · 12, 1 · 3 · 13, 1 · 3 · 14,
1 · 3 · 15, 1 · 3 · 16, 1 · 3 · 17, 1 · 3 · 18, 1 · 3 · 19, 1 · 3 · 20;
1 · 4 · 9, 1 · 4 · 10, 1 · 4 · 11, 1 · 4 · 12, 1 · 4 · 13, 1 · 4 · 14,
1 · 4 · 15, 1 · 4 · 16, 1 · 4 · 17, 1 · 4 · 18, 1 · 4 · 19, 1 · 4 · 20;
1 · 5 · 9, 1 · 5 · 10, 1 · 5 · 11, 1 · 5 · 12, 1 · 5 · 13, 1 · 5 · 14,
1 · 5 · 15, 1 · 5 · 16, 1 · 5 · 17, 1 · 5 · 18, 1 · 5 · 19, 1 · 5 · 20;
1 · 6 · 9, 1 · 6 · 10, 1 · 6 · 11, 1 · 6 · 12, 1 · 6 · 13, 1 · 6 · 14,
1 · 6 · 15, 1 · 6 · 16, 1 · 6 · 17, 1 · 6 · 18, 1 · 6 · 19, 1 · 6 · 20;
1 · 7 · 9, 1 · 7 · 10, 1 · 7 · 11, 1 · 7 · 12, 1 · 7 · 13, 1 · 7 · 14,
1 · 7 · 15, 1 · 7 · 16, 1 · 7 · 17, 1 · 7 · 18, 1 · 7 · 19, 1 · 7 · 20;
1 · 8 · 9, 1 · 8 · 10, 1 · 8 · 11, 1 · 8 · 12, 1 · 8 · 13, 1 · 8 · 14,
1 · 8 · 15, 1 · 8 · 16, 1 · 8 · 17, 1 · 8 · 18, 1 · 8 · 19, 1 · 8 · 20;
2 · 3 · 9, 2 · 3 · 10, 2 · 3 · 11, 2 · 3 · 12, 2 · 3 · 13, 2 · 3 · 14,
2 · 3 · 15, 2 · 3 · 16, 2 · 3 · 17, 2 · 3 · 18, 2 · 3 · 19, 2 · 3 · 20;
2 · 4 · 9, 2 · 4 · 10, 2 · 4 · 11, 2 · 4 · 12, 2 · 4 · 13, 2 · 4 · 14,
2 · 4 · 15, 2 · 4 · 16, 2 · 4 · 17, 2 · 4 · 18, 2 · 4 · 19, 2 · 4 · 20;
2 · 5 · 9, 2 · 5 · 10, 2 · 5 · 11, 2 · 5 · 12, 2 · 5 · 13, 2 · 5 · 14,
2 · 5 · 15, 2 · 5 · 16, 2 · 5 · 17, 2 · 5 · 18, 2 · 5 · 19, 2 · 5 · 20;
2 · 6 · 9, 2 · 6 · 10, 2 · 6 · 11, 2 · 6 · 12, 2 · 6 · 13, 2 · 6 · 14,
2 · 6 · 15, 2 · 6 · 16, 2 · 6 · 17, 2 · 6 · 18, 2 · 6 · 19, 2 · 6 · 20;
2 · 7 · 9, 2 · 7 · 10, 2 · 7 · 11, 2 · 7 · 12, 2 · 7 · 13, 2 · 7 · 14,
2 · 7 · 15, 2 · 7 · 16, 2 · 7 · 17, 2 · 7 · 18, 2 · 7 · 19, 2 · 7 · 20;
2 · 8 · 9, 2 · 8 · 10, 2 · 8 · 11, 2 · 8 · 12, 2 · 8 · 13, 2 · 8 · 14,
2 · 8 · 15, 2 · 8 · 16, 2 · 8 · 17, 2 · 8 · 18, 2 · 8 · 19, 2 · 8 · 20.

(10)
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Триплетные произведения инвариантов второй степени друг с другом примут
вид (56):

33, 32 · 4, 32 · 5, 32 · 6, 32 · 7, 32 · 8;
3 · 42, 3 · 4 · 5, 3 · 4 · 6, 3 · 4 · 7, 3 · 4 · 8;
3 · 52, 3 · 5 · 6, 3 · 5 · 7, 3 · 5 · 8;
3 · 62, 3 · 6 · 7, 3 · 6 · 8;
3 · 72, 3 · 7 · 8;
3 · 82;
43, 42 · 5, 42 · 6, 42 · 7, 42 · 8;
4 · 52, 4 · 5 · 6, 4 · 5 · 7, 4 · 5 · 8;
4 · 62, 4 · 6 · 7, 4 · 6 · 8;
4 · 72, 4 · 7 · 8;
4 · 82;
53, 52 · 6, 52 · 7, 52 · 8;
5 · 62, 5 · 6 · 7, 5 · 6 · 8;
5 · 72, 5 · 7 · 8;
5 · 82;
63, 62 · 7, 62 · 8;
6 · 72, 6 · 7 · 8;
6 · 82;
73, 72 · 8;
83;

(11)
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Произведения квадратов инвариантов первой и второй степеней друг с дру-
гом примут вид (63):

12 · 32, 12 · 3 · 4, 12 · 3 · 5, 12 · 3 · 6, 12 · 3 · 7, 12 · 3 · 8;
12 · 42, 12 · 4 · 5, 12 · 4 · 6, 12 · 4 · 7, 12 · 4 · 8;
12 · 52, 12 · 5 · 6, 12 · 5 · 7, 12 · 5 · 8;
12 · 62, 12 · 6 · 7, 12 · 6 · 8;
12 · 72, 12 · 7 · 8;
12 · 82;
22 · 32, 22 · 3 · 4, 22 · 3 · 5, 22 · 3 · 6, 22 · 3 · 7, 22 · 3 · 8;
22 · 42, 22 · 4 · 5, 22 · 4 · 6, 22 · 4 · 7, 22 · 4 · 8;
22 · 52, 22 · 5 · 6, 22 · 5 · 7, 22 · 5 · 8;
22 · 62, 22 · 6 · 7, 22 · 6 · 8;
22 · 72, 22 · 7 · 8;
22 · 82;
1 · 2 · 32, 1 · 2 · 3 · 4, 1 · 2 · 3 · 5, 1 · 2 · 3 · 6, 1 · 2 · 3 · 7, 1 · 2 · 3 · 8;
1 · 2 · 42, 1 · 2 · 4 · 5, 1 · 2 · 4 · 6, 1 · 2 · 4 · 7, 1 · 2 · 4 · 8;
1 · 2 · 52, 1 · 2 · 5 · 6, 1 · 2 · 5 · 7, 1 · 2 · 5 · 8;
1 · 2 · 62, 1 · 2 · 6 · 7, 1 · 2 · 6 · 8;
1 · 2 · 72, 1 · 2 · 7 · 8;
1 · 2 · 82;

(12)

Наконец отберем исходные инварианты шестой алгебраически степени:

64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75,

76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86.
(13)

3. Аппроксимация шестого порядка энергетической формы гемит-
ропного микрополярного упругого тела. Опираясь на результаты преды-
дущего раздела, построим систему индивидуальных и совместных целых ра-
циональных алгебраических инвариантов симметричных и антисимметричных
частей асимметричных тензоров деформаций и тензора изгиба–кручения. Для
этого следует положить:

A = sym ϵ, B = symκ,

V = asym ϵ, W = asymκ.
(14)
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В смешанных компонентах соотношения (14) примут вид

A·k
s· =

1

2

[
ϵ·ks· + ϵk··s

]
, B·k

s· =
1

2

[
κ·ks· + κk··s

]
,

V ·k
s· =

1

2

[
ϵ·ks· − ϵk··s

]
, W ·k

s· =
1

2

[
κ·ks· − κk··s

]
.

(15)

Воспользовавшись заменой (14) и принимая схему нумерации из работ [4,
5], системы гемитропных инвариантов второй [4], третьей [21], четвертой [2]
и пятой [RadMur25ChGPU2Quintic] следует дополнить системой гемит-
ропных инвариантов шестой степени (4)–(13). Полученную итоговую систему
инвариантов используем для построения аппроксимации шестого порядка А-
представления энергетической формы гемитропного микрополярного упругого
тела и запишем ее в сокращенной форме:

U =
9∑

a=1

2C
a

2I
a
+

28∑
c=1

3C
c

3J
c
+

87∑
m=1

4C
m

4K
m
+

242∑
s=1

5C
s

5L
s
+

668∑
r=1

6C
r

6Y
r
, (16)

где введены новые обозначения для определяющих модулей: 2C
a

(a = 1, ..., 9) —
определяющие модули квадратичного приближения; 3C

c
(c = 1, ..., 28) — опре-

деляющие модули, связанные с кубическими поправками; 4C
m

(m = 1, ..., 87) —
определяющие модули, связанные с поправками четвертой степени; 5C

s
(s =

1, ..., 242) — определяющие модули, связанные с поправками четвертой степе-
ни; 6C

r
(r = 1, ..., 668) — определяющие модули, связанные с поправками пятой

степени; 2I
a

(a = 1, ..., 9) — квадратичные инварианты; 3J
c

(c = 1, ..., 28) — ку-

бические инварианты; 4K
m

(m = 1, ..., 87) — инварианты четвертой степени; 5L
s

(s = 1, ..., 242) — инварианты пятой степени; 6Y
s

(r = 1, ..., 668) — инварианты

шестой степени. Стоит отметить чувствительность некоторых определяющих
модулей к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного пространства,
что связано с возможностью присвоения нечетного алгебраического веса тензо-
ру изгиба–кручения.

Определяющие модули (9 + 28 + 87 + 242 + 668 = 1034): 2C
a

(a = 1, ..., 9); 3C
c

(c = 1, ..., 28); 4C
m

(m = 1, ..., 87); 5C
s

(s = 1, ..., 242) и 6C
r

(r = 1, ..., 668), при-
сутствующие в потенциале силовых и моментных напряжений (16), являются
неопределенными коэффициентами в линейной комбинации неприводимой си-
стемы инвариантов второй, третьей, четвертой и пятой алгебраических степе-
ней системы двух асимметричных тензоров второго ранга.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений, соответ-
ствующие энергетической форме (16), получены как в виде

ts··k =
∂U

∂ (ϵ·ks·)
, µs·

·k =
∂U

∂ (κ·ks·)
. (17)
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Для симметричных и антисимметричных частей силовых и моментных на-
пряжений справедливы следующие соотношения

1

2

[
t·ks· + tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ϵ·ks·)
+

∂U

∂ (ϵk··s)

]
,

1

2

[
µ·k
s· + µk·

·s
]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
+

∂U

∂ (κk··s)

]
,

1

2

[
t·ks· − tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ϵ·ks·)
− ∂U

∂ (ϵk··s)

]
,

1

2

[
µ·k
s· − µk·

·s
]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
− ∂U

∂ (κk··s)

]
.

(18)

Подставив выражение для потенциала (16) в уравнения (17), получим:

ts··k =
9∑

c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (ϵ·ks·)
+

28∑
a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (ϵ·ks·)
+

87∑
m=1

4C
m

∂ 4K
m

∂ (ϵ·ks·)
+

242∑
s=1

5C
s

∂ 5L
s

∂ (ϵ·ks·)
+

668∑
r=1

6C
r

∂ 6Y
r

∂ (ϵ·ks·)
,

µs·
·k =

9∑
c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (κ·ks·)
+

28∑
a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (κ·ks·)
+

87∑
m=1

4C
m

∂ 4K
m

∂ (κ·ks·)
+

242∑
s=1

5C
s

∂ 5L
s

∂ (κ·ks·)
+

668∑
r=1

6C
r

∂ 6Y
r

∂ (κ·ks·)
.

(19)
Остается вычислить частные производные в выражениях (19) для получе-

ния точной формулировки определяющих уравнений нелинейного гемитропно-
го микрополярного тела, учитывающие поправка второй, третьей, четвертой и
пятой алгебраической степени.

4. Заключение. В настоящей работе теория алгебраических инвариантов
используется с целью получения аппроксимации шестого порядка энергетиче-
ской формы нелинейного гемитропного микрополярного упругого тела. Алго-
ритм развивается на базе исходной системы инвариантных следов. Алгебраи-
ческие инварианты представляют собой инвариантные следы, вообще говоря,
неперестановочных степеней внутренних произведений целых степеней тензо-
ров второго ранга, образующих искомую систему. Подводя итог настоящего
исследования, заключаем:

(1) С помощью теории целых рациональных алгебраических инвариантов
(псевдоинвариантов) исследовано полное множество неприводимых ин-
вариантов для системы двух асимметричных тензоров второго ран-
га в форме инвариантных следов. В результате выделен набор из 86
инвариантных следов, состоящий из 8 индивидуальных инвариантов,
17 парных, 44 инвариантных троек и 17 инвариантных четверок, т.е.
8 + 17 + 44 + 17 = 86.

(2) Найдены 668 целых рациональных произведений шестой алгебраической
степени, сформированные из исходных 86 элементов.

(3) Построен потенциал силовых и моментных напряжений гемитропного
микрополярного упругого тела, содержащий аппроксимации второго,
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третьего, четвертого и пятого порядков. Таким образом микрополярный
потенциал содержит всего 9 + 28 + 87 + 242 + 668 = 1034 независимых
механических модулей.

(4) Получены определяющие уравнения для силовых и моментных напря-
жений, включающие поправки второй, третьей, четвертой и пятой ал-
гебраической степени.
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