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28 февраля 2026 года исполнилось 60 лет Константину Борисовичу Устинову
— известному специалисту в области механики деформируемого твердого тела,
доктору физико-математических наук, автору более 200 научных работ.

Константин Борисович родился 28 февраля 1966 года в Москве, в семье ин-
женеров. В 1983 г. поступил на физико-технический факультет Московского
горного института, который окончил с отличием в 1989 г. по специальности
“горный инженер – физик”. Во время обучения в институте прошел конкурс
и был принят в группу “Геомеханика” по углубленному изучению математиче-
ских дисциплин и механики твердого тела, организованную Р.Л. Салгаником.
Окончив с отличием институт, работал инженером на выпускающей кафедре
института “физико-технический контроль производства”. В 1990 г. поступил в
аспирантуру Института проблем механики АН СССР (научный руководитель
– профессор Р.Л. Салганик). В 1992 году К.Б.Устинов был приглашен в аспи-
рантуру Университета Западной Австралии (University of Western Australia),
которую окончил в 1995 г. представив диссертацию “Asymptotic modeling of
stress concentration and fracture near underground excavations” (“Асимптотиче-
ское моделирование концентрации напряжений и разрушения вблизи подзем-
ных выработок”), а в 1996 году получил степень Doctor of Philosophy. После
завершения обучения за рубежом он вернулся в Россию и поступил на работу в
лабораторию механики нелинейных сред (впоследствии лаборатория геомеха-
ники) Института проблем механики РАН, где и работает до настоящего време-
ни в должностях (последовательно): младшего научного сотрудника, научного
сотрудника, старшего научного сотрудника, ведущего научного сотрудника. В
1997 г. согласно законам РФ оформил переаттестацию диссертации Универси-
тета Западной Австралии на звание кандидата физико-математических наук
по специальности “механика твердого тела”. В 2015 г. защитил диссертацию
“Механика упругого деформирования систем с покрытиями и промежуточны-
ми слоями” на степень доктора физико-математических наук по специальности
“механика твердого тела” (официальные оппоненты – д.ф.-м.н., проф. Греков
Михаил Александрович (Санкт-Петербургский государственный университет);
д.ф.-м.н., проф. Коробейников Сергей Николаевич (Институт гидродинамики
им. М.А. Лаврентьева СО РАН); д.ф.-м.н., проф. Еремеев Виктор Анатолье-
вич (Южный федеральный университет), ведущая организация – Федеральное
государственное бюджетное учреждение науки Институт проблем машиноведе-
ния Российской академии наук (ИПМаш РАН). Защита состоялась на заседании
Диссертационного совета ИПМех РАН. Доцент ВАК с 2007 г.

Научный путь Константина Борисовича хорошо показывает редкое сегодня
сочетание широты и глубины. С одной стороны, это геомеханика нефтяных и
газовых скважин, теоретическое изучение и механико-математическим модели-
рование деформационных процессов и процессов разрушения, происходящих в
массиве горных пород под действием возникающих в них напряжений, иссле-
дование взаимовлияния напряженного состояния, фильтрации и разрушения
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пород. Результатом этой деятельности явилась разработка математической мо-
дели потери устойчивости стволов наклонных и горизонтальных нефтяных и
газовых скважин при их проводке и эксплуатации. При непосредственном уча-
стии К.Б. Устинова был проведен цикл экспериментальных работ, выявивший
особый вид прочностной анизотропии ряда горных пород, что привело к необ-
ходимости по-новому взглянуть на некоторые вопросы геомеханики, такие как
определение устойчивости скважин и определение исходного напряженного со-
стояния массива.

С другой стороны, это большой пласт работ, связанных с получением анали-
тических решений задач теории упругости. Особое внимание уделялось исполь-
зованию методов теории функции комплексного переменного и сведения задач
теории упругости к задаче Римана о скачке (чаще матричной). В частности ме-
тод факторизации матриц А.А. Храпкова был адаптирован и успешно применен
к решению задач о распространении интерфейсных трещин. С использованием
данного подхода получен ряд решений для задач о трещинах в составных кли-
ньях и об отслоении покрытий: найдены сингулярные и несингулярные члены
разложений поля напряжений вблизи вершин интерфейсных трещин. В круг
интересов К.Б. Устинова входит также моделирование эффектов, связанных с
поверхностными явлениями и моментными напряжениями, причем в последнем
случае физической обоснованностью важности их учета предполагалось нали-
чие структуры среды, такой как слоистость.

Константин Борисович внес значительный вклад в развитие теории эффек-
тивных характеристик неоднородных сред. Для сред со множеством включений,
в случае наличия нескольких параметров, характеризующих геометрию вклю-
чения (отношение максимального размера к минимальному) и упругие свой-
ства (отношение модуля включения к модулю матрицы) им выделены характер-
ные области в пространстве параметров, для которых справедливы различные
асимптотические оценки свойств.

Такой диапазон научных интересов сам по себе производит впечатление. Но
еще важнее, что за ним всегда стоит не внешнее разнообразие тем, а единый
стиль мышления — стремление добраться до сути механического явления и
выразить ее строго, ясно и, по возможности, красиво.

Тех, кто работал с Константином Борисовичем, неизменно поражает его от-
ношение к науке. Для него механика — не набор готовых схем и не собрание
удобных формул на все случаи жизни, он не боится идти против инерции при-
вычных представлений. Возможно, именно поэтому в его работах так органич-
но соединяются физическая содержательность и математическая культура. Не
случайно методы теории функции комплексного переменного он с характерной
для него улыбкой называл “забытым искусством древних магов”. В этой фразе
— и юмор, и точное ощущение того, что в науке есть инструменты, требующие
не только техники, но и настоящего вкуса.

При всей масштабности собственных результатов Константин Борисович ни-
когда не производит впечатления человека, отгороженного от коллег высотой
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своей квалификации. Напротив, в научной работе и в повседневном общении
он необыкновенно щедр: охотно делится идеями, замечаниями, соображения-
ми, умеет вовремя подсказать решение или указать верное направление, не по-
давляя собеседника авторитетом. Для молодых исследователей это особенно
важно. Он много лет преподавал, руководил студентами, бакалаврами, маги-
странтами, работал с аспирантами, и эта сторона его деятельности — вовсе не
приложение к основным научным достижениям, а естественное продолжение
его понимания науки как дела, которое должно передаваться дальше.

Особого упоминания заслуживает его отношение к учителям и научной тра-
диции. Константин Борисович всегда с глубоким уважением говорит о Р.Л. Сал-
ганике и других ученых, которых считает своими наставниками. И в этом тоже
есть важная черта его личности: для него научная школа — не формальность и
не дань жанру, а реальная преемственность мысли, ответственности и профес-
сиональной честности. При этом он совершенно лишен академической позы. В
воспоминаниях о школьных годах, студенчестве, о собственном образовании у
него всегда находится место самоиронии. Он умеет говорить о серьезных вещах
без тяжеловесности — редкое качество, особенно в среде, где слишком легко
впасть либо в сухой официоз, либо в дешевую фамильярность.

За пределами собственно науки Константин Борисович — человек широкой
культуры и живого интереса к миру. Коллеги знают Константина Борисовича
не только как крупного ученого, но и как человека высокой внутренней культу-
ры. История, литература, музыка, кино — все это не декоративный фон, а часть
его внутреннего устройства. Свободное время он любит проводить в горах, увле-
кается горными лыжами, парусом, путешествиями, причем явно предпочитает
маршруты подальше от комфорта и массовых курортов.

Сегодня, поздравляя Константина Борисовича Устинова с 60-летием, хочет-
ся сказать не только о его научных заслугах, хотя они, безусловно, велики и
общепризнанны. Хочется сказать о другом: о счастливо сохранившемся в нем
масштабе личности, о ясности мысли, о человеческой надежности, о том осо-
бом соединении строгости и свободы, которое и делает ученого по-настоящему
заметным.

В день 60-летия хочется пожелать Константину Борисовичу крепкого здо-
ровья, сил, научного азарта, новых идей, талантливых учеников и, конечно,
радости — от работы, от общения, от движения вперед.
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Введение. Ауксетические метаматериалы – класс искусственно сформиро-
ванных структур (функциональные материалы), для которых характерен отри-
цательный коэффициент Пуассона, выражающийся в том, что при растяжении
в одном направлении они могут расширяться в поперечном, а при сжатии, на-
оборот, сжиматься [1]. Такое поведение не противоречит классической теории
упругости, поскольку определяется не материалом как таковым, а геометрией и
кинематикой элементарной ячейки [1—7]. Наиболее технологически и инженер-
но востребоваными являются решетчатые (сотовые) ауксетические метаструк-
туры, где требуемый эффект достигается за счет поворотов узлов и работы
стержневых элементов в условиях изгиба и сдвига [1, 8, 9]. К числу наиболее
практичных геометрий относится вогнутая структура, в которой наклонные
элементы образуют вогнутые углы и обеспечивают выраженную поперечную
деформацию при осевом нагружении [1, 10, 11].

Интерес к трехмерным ауксетическим решеткам обусловлен тем, что сочета-
ние отрицательных коэффициентов Пуассона с пространственной топологией
дает набор свойств, которые можно использовать в инженерной практике [12]:
повышенную деформативность ауксетика, способность к значительным фор-
моизменениям без локального разрушения, эффективное поглощение энергии
и управляемую анизотропию. Однако проектирование и расчет таких струк-
тур усложняются тем, что их поведение определяется одновременно параметра-
ми исходного материала, из которого изготовлен ауксетик, а также геометрией
ячейки, причем вклад геометрии зачастую доминирует и приводит к сильной
нелинейности кинематики ауксетической решетки даже при умеренных уровнях
напряжений.

1. Виды ауксетических метаматериальных структур. Ауксетический эф-
фект (отрицательный коэффициент Пуассона) может реализовываться в ши-
роком спектре метаматериальных архитектур [3, 4]. Особенностью является то,
что поперечная деформация определяется преимущественно геометрией и кине-
матикой элементарной ячейки, а не физико-механическими характеристиками
исходного материала. Поэтому в механике ауксетики целесообразно классифи-
цировать не по видам материала, а по конструктивному механизму, который
обеспечивает отрицательную поперечную деформацию. Среди наиболее распро-
страненных ауксетических структур можно выделить следующие (рис. 1):

1. Сотовые и решетчатые структуры (рис. 1a), в которых наклонные эле-
менты образуют вогнутые углы [10, 12]. При осевом растяжении такие ячейки
раскрываются за счет поворота узлов и изгиба или сдвига наклонных стержней,
что приводит к расширению в поперечном направлении. Подобные архитекту-
ры реализуются как в двухмерном (вогнутые соты), так и в трехмерном (про-
странственные решетки, сформированные периодическим повторением ячейки)
виде. Для данного класса характерна выраженная управляемость коэффици-
ентов Пуассона геометрическими параметрами (например, углом наклона) и
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возможность получения сильной анизотропии свойств. Именно к этому клас-
су относится рассматриваемая далее в настоящей работе трехмерная сотовая
конструкция с вогнутой структурой.

2. Киральные и антикиральные решетки (рис. 1b), в которых ауксетические
свойства возникают вследствие вращения узловых колец/ядер (цилиндрические
или кольцевые элементы), соединенных тонкими связями [1, 8, 10, 13, 14]. Под
нагрузкой узлы поворачиваются, а связи деформируются, обеспечивая отрица-
тельную поперечную деформацию. Антикиральные варианты часто дают более
симметричный (квазиизотропный в плоскости) отклик. Такие структуры инте-
ресны тем, что ауксетический эффект формируется, главным образом, меха-
низмами вращения, однако для корректного расчета существенны особенности
узлов и податливость соединений.

3. Структуры на основе вращающихся жестких элементов (рис. 1c), которые
составлены из жестких фигур (квадратов, прямоугольников, треугольников и
т.п.), соединенных шарнирно или тонкими перемычками [15—17]. Отрицатель-
ный коэффициент Пуассона обеспечивается кинематикой поворота элементов
относительно друг друга. Такие архитектуры способны демонстрировать очень
сильные свойства ауксетика (вплоть до предельных значений при идеализиро-
ванных шарнирах), но их реальное поведение чувствительно к форме и жестко-
сти связей между элементами, а также к концентрациям напряжений в местах
соединений.

4. Перфорированные ауксетические структуры из листового материала (рис.
1d), которые создают из сплошных листов путем нанесения периодического ри-
сунка отверстий и прорезей [18, 19]. В таких системах отрицательная попереч-
ная деформация также часто связана с механизмом вращения сегментов или
раскрытием элементов.

(a) (b) (c) (d)

Рис. 1. Ауксетические метаматериальные структуры: (a) – сотовая структура с во-
гнутыми элементами [10], (b) – киральная решетка [10], (c) – вращающиеся жесткие
квадратные диски [18], (d) – перфорированная структура с овальными вырезами [19].
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С практической позиции важны два признака: топология (периодическая ре-
шетка/соты, листовая перфорация и т.д) и доминирующий механизм дефор-
мации (поворот узлов/элементов, изгиб или сдвиг стержней и т.д.). Для целей
гомогенизации и получения эффективных анизотропных характеристик наибо-
лее удобны периодические стержневые архитектуры, поскольку их поведение
допускает строгую связь между геометрией ячейки и средними деформациями
всей системы.

2. Методы определения эффективных характеристик решетчатых
метаматериалов. Для использования ауксетических метаструктур в рас-
чете строительных конструкций (в том числе в таких конечно-элементных
пакетах, как ANSYS Mechanical APDL, SIMULIA Abaqus и т.д.) необходимы
эффективные (гомогенизированные) механические характеристики. Такой
подход позволяет заменить моделирование каждой ауксетической ячейки (что
является достаточно трудоемким как при построении подобной структуры,
так и по вычислительным затратам) на эквивалентную непрерывную среду
с набором констант, описывающих данную среду. Это существенно снижает
вычислительные затраты и позволяет выполнять параметрические исследо-
вания, оптимизацию характеристик и верификацию результатов расчета на
уровне конструкции. При этом важно, чтобы эффективные константы среды
были получены из модели, адекватно отражающей физику деформирования
ауксетического метаматериала.

Существующие подходы к определению эффективных характеристик решет-
чатых метаматериалов можно условно разделить на следующие:

1. Методы на основе репрезентативного объемного элемента (representative
elementary volume (REV)) [20—22], в основе которого используется условие
Хилла-Манделя, при котором усредненная виртуальная работа на микроуровне
равна виртуальной работе на макроуровне (выполняется энергетическое согла-
сование). Для этого используют кинематические, статические или периодиче-
ские граничные условия.

2. Гомогенизация на основе методов численного моделирования в про-
граммных комплексах (например, конечно-элементное моделирование в ANSYS
Mechanical APDL или SIMULIA Abaqus и т.д.) [23—25]. В данном подходе вы-
полняется моделирование либо отдельных ауксетических элементов с целью
определения податливости системы на единичное воздействие, либо целой кон-
струкции.

3. Кинематические (так называемые "механизмные"модели) и аналитические
модели ячейки, в которых описывается упрощенная механика отдельных ячеек
(в составе конструкции), например, шарнирные повороты, изгиб, растяжение,
сдвиг элементов, геометрические соотношения между углами и макродеформа-
цией [5, 26—29]. Такие модели особенно популярны для метаматериалов, состо-
ящих из стержневых элементов, а также для вращающихся элементов.

4. Методы, использующие обобщенные непрерывные среды (например, среду
Коссера, градиентную или микро-дилатационную теорию упругости), которые
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применяются для случаев, когда размер рассматриваемого элемента конструк-
ции сопоставим с характерным размером ячеек метаматериала [26].

5. Экспериментальные методы [15, 27—29], позволяющие определять харак-
теристики на основе серии экспериментов (сжатия, растяжения, изгиба, удара
и т.д.).

Настоящая работа посвящена аналитическому методу определения эффек-
тивных ортотропных механических характеристик трехмерных сотовых ауксе-
тических метаматериалов с вогнутой структурой на основе балочной теории.
Цель работы – получить точные и приближенные (с применением гипотезы ма-
лых деформаций) аналитические выражения для эффективных ортотропных
констант метаструктуры, которые можно применять для инженерных расчетов,
а также для исследования влияния геометрических характеристик ауксетиче-
ских ячеек на эффективные механические характеристики ортотропной среды.
Практическая значимость полученных результатов заключается в возможности
подбора геометрических параметров ауксетического метаматериала под требу-
емые ортотропные механические характеристики среды.

3. Описание ауксетической метаструктуры. Рассматривается простран-
ственная (трехмерная) сотовая структура (метаматериал) с вогнутыми элемен-
тами, обладающая ауксетическим эффектом. При осевом растяжении или сжа-
тии в одном направлении поперечные деформации имеют тот же знак, что соот-
ветствует отрицательным коэффициентам Пуассона в определенных направле-
ниях. Метаматериал формируется как периодическая решетка из элементарных
ауксетических ячеек, многократно повторяемых вдоль осей декартовой систе-
мы X, Y, Z (рис. 2 a, b). Геометрическое построение ауксетических решеток
выполнялось на основе параметризации в ANSYS SpaceClaim.

Геометрически метаструктура является балочной решеткой, поскольку она
состоит из прямолинейных стержней постоянного поперечного сечения, соеди-
ненных в узлах. Вогнутость обеспечивается наличием наклонных стержней,
образующих с вертикальными стойками вогнутые углы, благодаря чему при
нагружении возможны значимые повороты узлов и развитие деформаций из-
гиба/сдвига в наклонных элементах, что и определяет ауксетическое поведение
подобной конструктивной системы материала.

Конструкция обладает центральной симметрией относительно центра ячей-
ки. В частности, для рассматриваемой ячейки направления X и Y являются
эквивалентными (симметрия в плоскости XY), что далее отражается в симмет-
рии эффективных механических характеристик.

Оси X, Y, Z выбираются совпадающими с главными направлениями перио-
дичности решетки. Это согласуется с последующей интерпретацией структуры
как эквивалентной ортотропной среды, для которой оси ортотропии принима-
ются совпадающими с глобальной декартовой системой координат.

В качестве основных геометрических параметров рассматриваемой ауксети-
ческой ячейки вводятся (рис. 2c):

L – длина наклонного (вогнутого) стержня AC;
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 2. Трехмерная сотовая ауксетическая конструкция с вогнутой структурой в
ANSYS SpaceClaim: (a) трехмерная структура ауксетика; (b) элементарная ауксети-
ческая ячейка (оранжевым цветом выделена единичная образующая структура); (c)
геометрические параметры ауксетической ячейки со схемой деформации единичной
балочной структуры; (d) единичная образующая структура, которая посредством зер-
кальной осевой симметрии (по X, Y и Z) образует элементарную ауксетическую ячей-
ку.

H – характерный вертикальный размер, задаваемый длиной соответствующей
вертикальной стойки;
θ – вогнутый угол, задающий наклон стержня AC относительно вертикаль-

ного направления (и, соответственно, степень вогнутости ячейки)
t – размер поперечного сечения стержня (в работе далее принимается квад-

ратное сечение t×t).
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При этом вводится ограничение на допустимую геометрию ауксетической
ячейки, при которой должны выполняться условия H > L cos θ, 0 < t

2L sin(θ) < 1
и 0 < θ < π

2 .
Все стержни метаструктуры считаются изготовленными из линейно-упругого

материала, характеризующегося упругим модулем растяжения-сжатия E, мо-
дулем сдвига G и коэффициентом Пуассона ν. Таким образом, дальнейшие
теоретические выкладки справедливы для любого материала, например, ме-
таллического порошка [30—32] или часто используемых пластиков [33], если их
поведение можно считать линейно-упругим в рассматриваемом диапазоне.

В расчетной постановке используется элементарная ауксетическая ячейка
(рис. 2b), которая служит минимальным повторяющимся объемом для постро-
ения всей трехмерной решетки. Для удобства параметризации и последующе-
го аналитического вывода внутри ячейки выделяется единичная образующая
структура, представляющий собой минимальный симметричный фрагмент, из
которого полная ячейка собирается операциями зеркального отражения отно-
сительно координатных плоскостей по осям X, Y, Z (рис. 2d). Такая декомпо-
зиция важна по причине выделения несущих элементов, в которых возникают
основные механизмы деформации (изгиб и сдвиг наклонных стержней и осевая
деформация вертикальных стоек), что также позволяет в дальнейшем исполь-
зовать симметрию при выводе зависимостей прогибов от нагрузки и при перехо-
де от перемещений отдельного стержня к средним деформациям ауксетической
ячейки.

Полная элементарная ауксетическая ячейка и единичная образующая струк-
тура различаются, поскольку эффективные деформации и ортотропные харак-
теристики определяются по полной элементарной ячейке, тогда как единичная
образующая структура используется только для локального силового взаимо-
действия и кинематики внутри нее.

Для моделирования элементарной ячейки было сделано несколько предпо-
ложений. Во-первых, предполагалось, что элементарная ячейка расположена в
бесконечной структуре (т.е. бесконечном числе элементарных ячеек во всех трех
направлениях), что исключает краевые эффекты и сохраняет геометрическую
симметрию. Во-вторых, все соединения в метаструктуре считались жесткими, а
деформация элементов в основном обусловлена изгибом и сдвигом наклонных
стержней и осевым сжатием вертикальных стержней.

4. Прогибы вогнутых стержней под нагрузкой на основе балочной теории.
Наклонный стержень в единичной ауксетической решетке длиной L (AC на
рис.2c) соединен с соседними элементами жесткими узлами и в идеализиро-
ванной бесконечной решетке работает как балка, защемленная на обоих концах
(рис.2a). При симметричном нагружении эпюра моментов для такой балки име-
ет нулевое значение в середине пролета, что верно для рассматриваемой схемы
нагружения, когда точка перегиба находится в центре. Следовательно, каждую
половину можно рассматривать как консоль длины ℓ = L/2.
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Введем локальную продольную координату u вдоль исходной оси стержня
от защемления A (см. рис.3d). Если конец B смещается вдоль локальной оси
стержня u на ∆u, эффективное плечо поперечной силы уменьшается относи-
тельно u – координаты вдоль исходной (недеформированной) оси половины
стержня (локальная продольная координата u ∈ [0, L/2]) и вместо (ℓ− u) полу-
чаем (ℓ−∆u− u). Отсюда изгибающий момент в произвольном сечении можно
получить из состояния равновесия рис.3с и рис.3d):

M(u) = Q(ℓ−∆u− u), (1)

где Q – поперечная сила в балке.
Согласно классической теории Эйлера-Бернулли кривизна оси балки при по-

воротах определяется как

κ = dφ

ds
= M(u)

EI
= Q

EI

(︂
ℓ−∆u− u

)︂
, (2)

где s – дуговая координата вдоль деформированной оси половины балки, φ(s)
– угол поворота касательной к оси балки относительно исходного направления,
E – модуль упругости балки, I = t4

12 – осевой момент инерции сечения (рассмат-
ривается квадратное).

Важно отметить, что u является зависимой координатой от s, поскольку при
больших поворотах проекция дугового элемента ds на исходную ось равна du и
связывается с φ.

Для тонких балок (у которых высота сечения значительно меньше длины),
работающих в основном на изгиб [34—36], эффекты, связанные с влиянием сдви-
говой деформации, являются незначительными. Однако, поскольку длины рас-
сматриваемых элементов ячеек ауксетического метаматериала малы, то для до-
статочно коротких стержней используется модель балки Тимошенко, в которой
связь между углом поворота и производной поперечного прогиба определяется
как [37]

γ = φ(u)− dv

du
= Q

κsAG
, (3)

где γ – сдвиговая деформация, которая является константой при постоянной
поперечной силе Q; κs – коэффициент сдвига, зависящий от формы поперечного
сечения балки (для прямоугольного сечения κs = 5/6); v – поперечный прогиб
балки; G – модуль сдвига материала, из которого изготовлена ячейка ауксетика;
A – площадь поперечного сечения балки (квадратного сечения размерами t×t).

Так как поперечная сила Q на рассматриваемом участке балки постоянна,
сдвиговая деформация также является постоянной величиной и не зависит от
координаты. Поэтому, дифференцируя (3) по дуговой координате s, получаем
следующее кинематическое соотношение

dφ

ds
= d

ds

(︄
dv

du
+ γ

)︄
= d

ds

(︄
dv

du

)︄
= d2v

du2
du

ds
. (4)
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 3. Нагружение вдоль оси Z на элементарную ауксетическую ячейку: (a) – усло-
вие нагружения на элементарную ауксетическую ячейку; (b) – условие нагружения
на единичную образующую структуру ауксетика в плоскости ZY; (c) – внутренние
усилия в единичной образующей структуре ауксетика в плоскости ZY; (d) – связь
между системами координат исходной и деформированной системы при нагружении
в направлении Z.

Пренебрегая растяжением оси балки, т.е. считая, что ее длина не изменяется
в процессе нагружения, можно получить соотношения, связывающие дуговую
координату s с текущей формой в плоскости через угол поворота касательной
φ:

du

ds
= cosφ, dv

ds
= sinφ. (5)
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Для того чтобы получить нелинейное дифференциальное уравнение для φ(s),
продифференцируем уравнение (2) по s и учтем соотношения (5):

d2φ

ds2 = Q

EI

d

ds
(ℓ−∆u− u) = − Q

EI

du

ds
= − Q

EI
cos (φ) . (6)

Умножим (6) на dφ
ds

и проинтегрируем по s:∫︂ d2φ

ds2
dφ

ds
ds = − Q

EI

∫︂
cos (φ) dφ

ds
ds. (7)

В результате получим:

1
2

(︄
dφ

ds

)︄2

= − Q

EI
sin (φ) + C. (8)

Для определения постоянной интегрирования C необходимо задать гранич-
ные условия для консольной балки AB (см. рис.3d), которая в нашем случае
моделирует половину балки AC (см. рис. 2c):

1. На свободном конце s = ℓ = L
2 кривизна (а значит, и dφ/ds) обращается в

ноль:
dφ

ds

⃓⃓⃓⃓
⃓
s=ℓ

= 0, φ(ℓ) = φL/2, (9)

откуда получаем C = Q
EI

sin
(︂
φL/2

)︂
.

2. В защемлении s=0 угол поворота равен сдвиговому углу γ. Это следует из
(3), поэтому

dv

du

⃓⃓⃓⃓
⃓
s=0

= 0, φ(0) = γ. (10)

Подставляя найденное C в (8) и выбирая положительную ветвь, получаем:

dφ

ds
=
√︄

2Q
EI

(︂
sin

(︂
φL/2

)︂
− sin (φ)

)︂
. (11)

Разделим переменные в уравнении (11) и проинтегрируем от s = 0 до s = ℓ =
L/2 с учетом граничных условий. В результате получим∫︂ φL/2

γ

dφ√︃
sin

(︂
φL/2

)︂
− sin (φ)

= L

2

√︄
2Q
EI

. (12)

Покажем, что интеграл в (12) сводится к эллиптическому интегралу Ле-

жандра 1-го рода. Для этого введем параметры k =
√︃

1+sin(φL/2)
2 и sin (α) =√︃

1+sin(φ)
1+sin(φL/2) . Тогда интеграл в (12) можно представить через неполный эллип-

тический интеграл первого рода F (α, k) и полный F (k) ≡ F
(︂

π
2 , k

)︂
:

F (k)− F (α0, k) =
∫︂ π

2

α0

dα√︂
1− k2 sin2 (α)

= L

2

√︄
Q

EI
, (13)
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где α0 соответствует φ = γ, т.е. sin (α0) =
√︃

1+sin(γ)
1+sin(φL/2) .

При заданных значениях величин L, t, E, G и Q параметр k определяется как
корень уравнения (13), после чего находится φL/2 из условия sin

(︂
φL/2

)︂
= 2k2−1.

Далее вычислим перемещения ∆u и ∆v. Для этого сначала воспользуемся
соотношением

∆v =
∫︂ ℓ

0

dv

ds
ds =

∫︂ ℓ

0
sin (φ) ds,

которое с учетом (11) перепишем в виде:

∆v =
√︄
EI

2Q

∫︂ φL/2

γ

sin (φ) dφ√︃
sin

(︂
φL/2

)︂
− sin (φ)

. (14)

Тогда, используя параметры k и sin (α), перемещение ∆v выражается через
эллиптические интегралы первого F (·) и второго рода E (·):

∆v =
√︄
EI

Q
[F (k)− F (α0, k)− 2 (E (k)− E (α0, k))] . (15)

Продольная проекция деформированной оси на исходную ось:

u (ℓ) =
∫︂ ℓ

0

du

ds
ds =

∫︂ ℓ

0
cos (φ) ds. (16)

Так как исходная длина половины стержня равна ℓ = L/2, выражение для
продольного перемещения принимает вид:

∆u = ℓ− u (ℓ) = L

2 −
∫︂ ℓ

0
cos (φ) ds. (17)

Используя тот же переход ds→ dφ, получаем замкнутую форму:

∆u = L

2 −
√︄

2EI
Q

(︂
sin

(︂
φL/2

)︂
− sin (γ)

)︂
. (18)

Важно отметить, что ∆u появляется только из-за больших перемещений (гео-
метрическая нелинейность). Для классической модели балки Тимошенко обыч-
но принимают ∆u ≈ 0 (т.е. проекция пренебрежимо мала).

Для моделирования ауксетических метаматериалов из менее жестких поли-
мерных материалов, подверженных значительным деформациям под нагруз-
кой, решения на основе модели балки с большими перемещениями учитывают
нелинейное изменение размеров и, как ожидается, будут более точно описывать
деформацию полимерных структур. При этом это требует применения неанали-
тических алгоритмов (численных методов), и поэтому они менее эффективны
для проектирования и оптимизации конструкций, состоящих из ауксетических
метаматериалов. Следовательно, необходимо получить, в том числе и прибли-
женные формулы, которые будут представлять собой замкнутые (аналитиче-
ские) функции, удобные для практического применения.

Далее приведены теоретические выкладки по переходу от перемещений от-
дельного стержня ∆v и ∆u к изменениям размеров ауксетической ячейки по
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глобальным осям и к эффективным модулям упругости и коэффициентам Пуас-
сона.

Идея заключается в том, что периодическая ауксетическая ячейка трактует-
ся как эквивалентная ортотропная непрерывная среда. Для этого при заданном
напряжении σz и σy вычисляются средние деформации ячейки через перемеще-
ния ∆x, ∆y и ∆z, а затем определяются Ei и νij, где i, j = x, y, z.

5. Гомогенизация ортотропных механических свойств. Пусть в бесконечной
ауксетической решетке возникает сжимающее напряжение σz вдоль направле-
ния Z. Тогда при моделировании одной элементарной ячейки (показанной на
рис. 3a, которая может быть далее упрощена до структуры, представленной на
рис. 3b, в виду симметрии) будем рассматривать сжимающее усилие Fz.

Площадь верхней грани (в плоскости XY) равна Axy =
(2L sin (θ)) (2L sin (θ)) = 4L2 sin2 (θ). в силу симметрии и принятого разби-
ения на симметричную подсистему, результирующая сила:

Fz = 1
2σzAxy = 2σzL

2 sin2 (θ) . (19)

Далее эта сила распределяется по наклонным элементам (рис.3c). На каждый
наклонный стержень действует сила Fz/4, которую раскладывают на:

1. поперечную компоненту (вызывающую изгиб):

Qz = Fz

4 sin (θ) = 1
2σzL

2 sin3 (θ) ; (20)

2. продольную компоненту (вызывающую растяжение и сжатие):

Nz = Fz

4 cos (θ) = 1
2σzL

2 sin2 (θ) cos (θ) . (21)

В дальнейшем для определения перемещений используется прежде всего Qz,
поскольку основное деформирование задается изгибом и сдвигом наклонных
стержней, в то время как Nz является более существенным для прочности и
локальной устойчивости элементов ауксетической решетки (авторы планируют
это учесть в своих дальнейших исследованиях).

Далее локальные перемещения конца половины стержня (∆u, ∆v) соотносят-
ся с глобальными (для половины стержня в геометрии элементарной ячейки),
показанными на рис. 3d, с помощью следующих соотношений:

∆x = ∆u sin (θ) + ∆v cos (θ) , ∆z1 = ∆v sin (θ)−∆u cos (θ) . (22)

Соотношения (22) описывают геометрию поворота локальной системы на
угол θ. Важно отметить, что ∆x и ∆z1 – это вклад половины стержня.

Вертикальная стойка длиной H и сечением A=t2 испытывает осевое сжатие
силой Fz, что добавляет компоненту перемещений по Z:

∆z2 = FzH

EA
= FzH

Et2
= 2σzHL

2 sin2 (θ)
Et2

. (23)
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При этом в рассматриваемой симметричной подсистеме вклад наклонных
стержней в ∆z удваивается (две симметричные половины), следовательно, в
результате имеем:

∆z = 2∆z1 + ∆z2. (24)
С учетом габаритов для половины элементарной ячейки исходный размер

подсистемы hz = H−L cos (θ) – вдоль Z и hx = L sin (θ)– вдоль X. Тогда средние
деформации можно определить как:

εz = ∆z
H − L cos (θ) , εx = 2∆x

L sin θ . (25)

Множитель 2 в εx относится к половине стержня, а изменение ширины под-
системы собирается из двух симметричных половин.

Коэффициент Пуассона по определению равен отрицательному значению от-
ношения поперечной деформации к осевой деформации. Таким образом, коэф-
фициент Пуассона в направлении оси Z (νzx) с учетом (24):

νzx = −εx

εz

= −
2∆x

L sin(θ)
∆z

H−L cos(θ)
= −2 (H − L cos (θ)) ∆x

L sin (θ) ∆z = 2∆x (L cos (θ)−H)
L sin (θ) (2∆z1 + ∆z2)

. (26)

Благодаря зеркальной симметрии относительно плоскостей XZ и YZ и сим-
метрии ячейки при перестановке направлений X и Y, эффективные свойства
вдоль осей X и Y совпадают, тогда νzy = νzx. Эффективный модуль упругости
Ez по определению:

Ez = σz

εz

= σz

∆z
H−L cos(θ)

= σz (H − L cos (θ))
2∆z1 + ∆z2

. (27)

Формула (27) корректна как для модели с учетом больших перемещений (гео-
метрической нелинейности), где ∆u и ∆v вычисляются по эллиптическим ин-
тегралам, так и для малых прогибов.

Для получения замкнутых (аналитических) формул для νzx и Ez с учетом
теории малых прогибов по классической модели балки Тимошенко необходимо
использовать решения для консоли длины ℓ под действием поперечной силы Q.
Поперечный прогиб консольной балки разделяется на 2 составляющие:

1. изгибная ∆vb = Qℓ3

3EI
;

2. сдвиговая ∆vs = Qℓ
κsGA

.
Тогда полный прогиб:

∆v = Q (L/2)3

3E (t4/12) + Q (L/2)
(5/6)Gt2 = Q

(︄
L3

2Et4 + 3L
5Gt2

)︄
. (28)

Продольное перемещение ∆u ≈ 0, поскольку в приближении малых переме-
щений укорочение из-за кривизны мало. Тогда соотношения (22) упрощаются
и определяют глобальные приращения в виде:

∆x ≈ ∆v cos (θ) , ∆z1 ≈ ∆v sin (θ) . (29)
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Используя (26) с (24), а также (23), (28) и (29) получим замкнутую формулу
для коэффициента Пуассона в направлении оси z (νzx):

νzx = C̃ cos (θ) (L cos (θ)−H)
LC̃ sin2 (θ) + 20GHt2

. (30)

где C̃ = 5GL2 + 6Et2.
Используя (27) и те же подстановки, получим:

Ez = Et2

L2
H/L− cos (θ)

sin2 (θ)
[︂

2H
L

+
(︂

L2

2t2 + 3E
5G

)︂
sin2 (θ)

]︂ . (31)

Аналогичный подход был применен для моделирования свойств одноосного
сжатия вогнутой ауксетической структуры в направлении оси Y (см. рис. 4).
На рис. 4 показана элементарная ячейка, в которой каждый вогнутый элемент,
расположенный на ее границе вдоль оси Y, является общим для двух элемен-
тарных ячеек.

(a) (b) (c)

Рис. 4. Нагружение вдоль оси X ≡ Y на элементарную ауксетическую ячейку: (a) –
Условие нагружения на элементарную ауксетическую ячейку; (b) – тип стержня 1; (c)
– тип стержня 2.

В силу симметрии ячейки физико-механические свойства вдоль осей X и Y
одинаковы, поэтому достаточно рассмотреть одно направление. Площадь соот-
ветствующей грани вдоль оси Y равна Axz = (2 (H − L cos (θ))) (2L sin (θ)). По-
скольку напряжение прикладывается к бесконечной структуре, то сжимающая
сила, приложенная к каждому целому вогнутому элементу, составляет Fy/4.
Связь между силой и напряжением определяется следующим соотношением:

Fy = σyAxz = 4σy (H − L cos (θ)) (L sin (θ)) , (32)
где Fy относится к полной элементарной ячейке. На единичную образующую
структуру, выделенную на рис.4 оранжевым цветом, приходится сила Fy/8. Си-
лы Fy/4 и Fy/8, показанные на отдельных элементах, обусловлены тем, что
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соответствующие граничные стержни совместно используются соседними эле-
ментарными ячейками.

Благодаря геометрической симметрии элементарную ячейку можно дополни-
тельно упростить до единичной образующей структуры, показанной на рис. 4
оранжевым цветом. В силу равновесия и симметрии вертикальные стойки, кото-
рые теперь кажутся горизонтальными, не испытывают никакой эффективной
силы. Также следует отметить, что вогнутые стержни, отмеченные цифрами
1 и 2 на рис. 4, не являются механически симметричными и, следовательно,
должны рассматриваться отдельно. При таком нагружении выделяются два
неэквивалентных набора наклонных стержней (тип 1 и тип 2) на рис. 4b и рис.
4c. Для типа 1 обозначим их силовые компоненты N1 и Q1 для продольной и
поперечной составляющих сил и M1 для изгибающего момента, а также N2, Q2
и M2 для типа 2. Введем горизонтальные реакции T1 и T2, тогда из условия рав-
новесия и отсутствия поворота получаются условия, приводящие к результатам
для Q1 = Fy

4 cos (θ)− T1 sin (θ) и Q2 = T2 sin (θ).
Следует отметить, что для обоих типов стержней граничные условия иден-

тичны. Поскольку стержни типа 1 и типа 2 должны компенсировать прогиб
таким образом, чтобы в упрощенной конструкции не возникали глобальные кру-
тильные эффекты, как того требует симметрия конструкции, их прогибы долж-
ны быть одинаковыми. Следовательно, M1 = M2, тогда Fy

4 cos (θ) − T1 sin (θ) =
T2 sin (θ). Кроме того, для равновесия вертикальных стоек необходимо, чтобы
T1 = T2. Откуда следует, что

T1 = T2 = Fy

8
cos (θ)
sin (θ) = Fy

8 ctg (θ) , Q1 = Q2 = Fy

8 cos (θ) . (33)

Компоненты продольных сил, которые интересны в основном при анализе
несущей способности и не учитываются вследствие малого вклада в перемеще-
ние наклонных элементов, получаются из проекций

N1 = Fy

4 sin (θ) + T1 cos (θ) , N2 = T2 cos (θ) . (34)

Для половины стержня при известных ∆u и ∆v из соотношений (22) опреде-
ляются изменения размеров в главных направлениях ∆z = ∆v sin (θ)−∆u cos (θ)
и ∆x = ∆y = ∆u sin (θ) + ∆v cos (θ). Заметим, то здесь проявляется одна важ-
ная особенность: поскольку при сжатии вдоль Y из-за симметрии подсистемы
изменения вдоль X и Y оказываются одинаковыми, то сразу можно определить
один из коэффициентов Пуассона.

Средняя деформация вдоль Y берется по половине ячейки hy = L sin (θ), а
вдоль Z - hz = H − L cos (θ), поэтому

εy = 2∆y
L sin (θ) , εz = 2∆z

H − L cos (θ) . (35)
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Тогда коэффициент Пуассона νyz определяется как

νyz = −εz

εy

= −
2∆z

H−L cos(θ)
2∆y

L sin(θ)
= − ∆z sin (θ)

∆y (H/L− cos (θ)) . (36)

Так как ∆x = ∆y, то εx = εy. Тогда коэффициент Пуассона νyx = − εx

εy
= −1.

Эффективный модуль упругости Ey (а значит, и Ex) определяется как

Ey = σy

εy

= σy

2∆y
L sin(θ)

= σyL sin (θ)
2∆y . (37)

В приближении малых перемещений по линейной теории Тимошенко ∆u ≈ 0.
Тогда ∆z ≈ ∆v sin (θ) и ∆y ≈ ∆v cos (θ), а соотношения (36) и (37) сводятся
соответственно к виду:

νyz ≈ −
(∆v sin (θ)) sin (θ)

(∆v cos (θ)) (H/L− cos (θ)) = L sin (θ) tg (θ)
L cos (θ)−H . (38)

Ey = 10EGt4
L cos2 (θ) (H − L cos (θ)) (5L2G+ 6Et2) (39)

При этом Ey = Ex.

6. Влияния геометрических параметров на ортотропные характеристики
ауксетика. Геометрические параметры ячейки задаются длиной наклонного
стержня L, высотой стойки H, углом вогнутости (наклона) θ и размером по-
перечного сечения t (квадратное). Для получения эффективных констант ис-
пользуются две модели:

1. точное решение с учетом геометрической нелинейности наклонных стерж-
ней, определяемые по формулам (26), (27), (36) и (37);

2. приближенное (на основе линейной балки Тимошенко), использующее ги-
потезу малых деформаций. Принимается ∆u≈0, а ∆v задается суммой изгибной
и сдвиговой составляющих, что приводит к замкнутым аналитическим форму-
лам (30), (31), (38) и (39).

Эффективные характеристики определяются в рамках процедуры гомогени-
зации как отношение заданного напряжения к средней деформации ячейки в
соответствующем направлении. Обезразмеривание модулей упругости произво-
дилось в виде Ez/E и Ey/E, где E – модуль упругости материала, из которого
изготовлен ауксетик.

Использованы параметры материала, соответствующие нержавеющей стали
17-4PH (ХН4МДБТ): E=200 ГПа и G=77.4 ГПа. Геометрические параметры:
L=5 мм, t=1 мм, базовое значение H=10 мм и θ=60◦. Для точной модели рас-
чет выполнен при фиксированных уровнях напряжений σz и σy, равных 1 и
100 МПа (в этом случае получаемые эффективные модули являются секущими
по отношению к заданной нагрузке, а отличие от модели с гипотезой малых
деформаций отражает вклад геометрической нелинейности).
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На рис. 5a показана зависимость Ez/E от угла θ при базовых значениях H
и L, а также от масштабного параметра H/L при базовом угле θ 5b. Из рис.
5a видно, что наблюдается резкое падение эффективной жесткости по z с ро-
стом θ. При увеличении θ возрастает поперечная составляющая нагрузки на
наклонные элементы и, как следствие, увеличивается их изгибно-сдвиговая по-
датливость, формирующая основной вклад в ∆z. Из рис. 5b следует, что Ez/E
монотонно растет с увеличением H/L. Рост связан с тем, что при увеличении
H возрастает характерный размер hz, тогда как вклад изгибной составляющей
наклонных стержней в абсолютное приращение ∆z остается сопоставимым (он
определяется, в первую очередь, величинами L, t, θ и уровнем нагрузки). В
результате относительная деформация εz = ∆z/hz снижается, и эффективная
жесткость Ez = σ/εz возрастает. Вклад напряжения σz незначителен.

Точное решение при σz = 1 МПа Точное решение при σz = 100 МПа
• Приближенное решение на основе модели балки Тимошенко

а) б)
Рис. 5. Зависимость модуля упругости Ez от угла вогнутости (a) и отношения H/L
(b) для точного решения при σz, равном 1 МПа (зеленый цвет) и 100 МПа (синий), а
также приближенное решение на основе модели балки Тимошенко (красный).

На рис. 6 показана зависимость Ey/E от угла θ (a) при базовых значениях H
и L, а также от масштабного параметра H/L при базовом угле θ (b). Из рис. 6a
видно, что в отличие от Ez, модуль Ey возрастает с увеличением θ, причем рост
становится особенно резким при θ > 75◦. Такая тенденция согласуется с анали-
тической структурой приближенной формулы для Ey (при θ → 90◦ cos (θ)→ 0)
и жесткость по y увеличивается. Из рис. 6b видно, что Ey/E убывает с увели-
чением H/L. Это связано с тем, что при росте H увеличивается вертикальный
размер подсистемы hz = H − L cos (θ), что повышает податливость по оси Y.
Вклад геометрической нелинейности становится более значительным при уве-
личении угла θ.

На рис. 7 показана зависимость коэффициента Пуассона νzx от угла θ (a)
при базовых значениях H и L, а также от масштабного параметра H/L при
базовом угле θ (b). Во всем исследованном диапазоне νzx < 0, т.е. структура
демонстрирует ауксетическое поведение. При этом коэффициент Пуассона νzx

существенно зависит от угла (рис. 7a): при малых углах эффект максимально
выражен (νzx ≈ −3.18 при θ = 10◦), а при приближении к 85◦ он ослабева-
ет (νzx ≈ −0.28). Это объясняется тем, что при малых θ механизм поворота
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Точное решение при σy = 1 МПа Точное решение при σy = 100 МПа
• Приближенное решение на основе модели балки Тимошенко

а) б)
Рис. 6. Зависимость модуля упругости Ey от угла вогнутости (a) и отношения H/L
(b) для точного решения при σy, равном 1 МПа (зеленый цвет) и 100 МПа (синий), а
также приближенное решения на основе модели балки Тимошенко (красный).

наклонных стержней дает значительное изменение hx = L sin (θ) при сравни-
тельно малом изменении hz = H − L cos (θ). На рис.7b показано, что при росте
H/L коэффициент Пуассона νzx проявляет более сильные ауксетические свой-
ства. Это означает, что более высокие ячейки (параметр H) при сжатии по оси
Z дают более выраженную поперечную деформацию в X (или Y) относительно
продольной деформации по Z. Вклад геометрической нелинейности становится
более значительным при увеличении угла θ, а также при увеличении масштаб-
ного параметра H/L.

Точное решение при σz = 1 МПа Точное решение при σz = 100 МПа
• Приближенное решение на основе модели балки Тимошенко

а) б)
Рис. 7. Зависимость коэффициента Пуассона νzx от угла вогнутости (а) и отношения
H/L (б) для точного решения при σz, равном 1 МПа (зеленый цвет) и 100 МПа (синий),
а также приближенное решения на основе модели балки Тимошенко (красный).

На рис. 8 показана зависимость коэффициента Пуассона νyz от угла θ (a) при
базовых значениях H и L, а также от масштабного параметра H/L при базовом
угле θ (b). Во всем исследованном диапазоне νyz < 0, т.е. структура демонстри-
рует ауксетическое поведение. По мере роста угла θ коэффициент Пуассона νyz

демонстрирует более сильные ауксетические свойства (рис. 8а), что свидетель-
ствует об увеличении вертикальной составляющей деформаций, возникающей
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из поворота и прогиба наклонных элементов при нагружении по y, а также
наблюдается рост чувствительности к геометрии при θ → 90◦. Характерный
результат демонстрирует коэффициент Пуассона νyz в зависимости от H/L.
При стремлении H/L → cos (θ), коэффициент Пуассона νyz сильно усилива-
ет ауксетические свойства, а при росте масштабного параметра H/L быстро
уменьшается. Это соответствует структуре аналитической зависимости νyz, в
которой присутствует знаменатель вида L cos (θ)−H, при котором вертикаль-
ный размер hz становится малым при H близком к L cos (θ), и даже небольшие
абсолютные приращения по Z дают большие относительные деформации и, как
следствие, большую по модулю величину νyz. Вклад геометрической нелиней-
ности становится более значительным при увеличении угла θ.

Точное решение при σy = 1 МПа Точное решение при σy = 100 МПа
• Приближенное решение на основе модели балки Тимошенко

а) б)
Рис. 8. Зависимость коэффициента Пуассона νyz от угла вогнутости (a) и отношения
H/L (b) для точного решения при σy, равном 1 МПа (зеленый цвет) и 100 МПа (синий),
а также приближенное решения на основе модели балки Тимошенко (красный).

В результате проведенного анализа угол вогнутости θ выступает как важный
фактор ортотропии, поскольку при увеличении θ уменьшается жесткость по Z,
но жесткость по Y увеличивается и усиливает νyz, тогда как |νzx| уменьшается.
Тем самым угол θ позволяет целенаправленно смещать поведение структуры
от жесткой по Z и сильно выраженных свойств ауксетика в ZX (при малых
θ) к более жесткой по Y и сильно выраженных свойств ауксетика в YZ (при
больших θ).

Увеличение масштабного фактора H/L повышает Ez и усиливает |νzx|, но
одновременно снижает Eу и делает νyz менее отрицательным. Таким образом,
масштабный фактор H/L является вторым важным параметром для настройки
ортотропных свойств и перераспределяет свойства ауксетика между парами
направлений ZX и YZ.

При увеличении нагрузки σz и σy влияние геометрической нелинейности на
эффективные ортотропные характеристики возрастает. При этом данный эф-
фект оказывает большее влияние на коэффициенты Пуассона, чем на модули
упругости.



МЕХАНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ АУКСЕТИЧЕСКИХ МЕТАМАТЕРИАЛОВ 47

7. Заключение. В работе проведено исследование по определению эффек-
тивных ортотропных механических характеристик трехмерных сотовых ауксе-
тических конструкций с вогнутой структурой на основе балочной модели де-
формирования элементов.

Получено, что механический отклик рассматриваемой структуры при одно-
осных нагружениях в главных направлениях (направлениях ортотропии) в зна-
чительной степени определяется изгибно-сдвиговой податливостью наклонных
стержней и осевой деформацией вертикальных стоек, тогда как продольные
усилия в наклонных элементах оказываются вторичными для оценки дефор-
мативности и эффективных модулей. На уровне единичного элемента введена
постановка в виде консольной балки для половины наклонного стержня, что
позволило свести задачу больших прогибов к нелинейному уравнению для угла
поворота φ (s) и получить замкнутые выражения для локальных перемещений
∆u и ∆v через эллиптические интегралы.

На этапе гомогенизации сформулированы геометрические связи перехода от
локальных перемещений ∆u и ∆v к изменениям размеров ячейки ∆x, ∆y и ∆z,
а далее к средним деформациям εx, εy и εz. В результате получены выраже-
ния для эффективных ортотропных модулей упругости Ex = Ey, Ez, а также
коэффициентов Пуассона νzx, νyz и νxy представимые в виде функций геомет-
рических параметров ячейки (L, H, θ, t) и линейно-упругих свойств исходно-
го материала (E, G). Для инженерного применения дополнительно выведены
замкнутые аналитические формулы в приближении малых деформаций, учи-
тывающих сдвиг по модели балки Тимошенко, удобные для параметрических
расчетов и последующего использования при задании эквивалентного ортотроп-
ного материала.

Показано, что при увеличении уровня напряжений возрастают эффекты гео-
метрической нелинейности, при этом она заметнее влияет на коэффициенты
Пуассона, чем на модули упругости. Следовательно, при проектировании вы-
сокодеформируемых ауксетических решеток (особенно из полимерных матери-
алов) предпочтительно использовать точную (нелинейную) модель, а прибли-
женные формулы рассматривать для первичной оценки.

Установлено, что угол вогнутости θ и масштабный параметр H/L являются
главными управляющими параметрами ортотропности ауксетика. Угол θ пе-
рераспределяет свойства между парами направлений ZX и YZ (уменьшая Ez,
увеличивая Ey и усиливая νyz, но ослабляя νzx), а H/L повышает Ez и усиливает
νzx, одновременно снижая Ey и делая νyz менее отрицательным.

Выполнено исследование влияния геометрических параметров ауксетической
ячейки на ортотропные характеристики и показано следующее:

1. Жесткость по направлению Z резко уменьшается при росте угла θ, по-
скольку увеличение угла вогнутости усиливает поперечную составляющую на-
гружения наклонных элементов и тем самым повышает их изгибно-сдвиговую
податливость. При увеличении масштабного фактора H/L модуль Ez монотонно
возрастает.
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2. Жесткость вдоль направлений Y (и X) ведет себя противоположным обра-
зом, поскольку Ey возрастает с увеличением θ и демонстрирует особенно резкий
рост при θ > 75◦, в то же время с ростом H/L Ey уменьшается.

3. Во всем исследованном диапазоне параметров структура сохраняет аук-
сетическое поведение νzx < 0 и νyz < 0. При этом |νzx| максимален при ма-
лых углах θ (характерное значение νzx ≈ −3.18 при θ = 10◦) и ослабевает
при приближении к большим углам (порядка νzx ≈ −0.28 при приближении к
θ ≈ 85◦). Увеличение H/L усиливает ауксетический эффект νzx, а для νyz на-
блюдается усиление с ростом угла θ. Также выявлен характерный режим при
H/L → cos (θ), где малость вертикального размера подсистемы hz приводит к
резкому росту |νyz|.

Ограничения модели связаны с принятыми идеализациями: балочная аппрок-
симация элементов, жесткость узловых соединений, линейно-упругий закон ма-
териала элементов ауксетического метаматериала и отсутствие учета локаль-
ных эффектов (контакт, локальная потеря устойчивости, технологические эф-
фекты, связанные с методами изготовления, неоднородность и анизотропия ис-
ходного материала и т.п.). Тем не менее, предложенная в данной работе модель
позволяет подбирать геометрию ячейки под требуемые ортотропные константы
и использовать их в расчетах конструкций без явного моделирования ауксети-
ческой решетки.
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Введение. Аддитивное производство (АП) позволяет создавать трехмер-
ные объекты любой сложности на основе цифровых моделей. Наиболее распро-
страненный метод АП — селективное лазерное плавление (СЛП). Механические
свойства деталей, изготовленных методом СЛП, отличаются от изготовленных
традиционными способами. Основные отличия:

1. повышенная пористость, снижающая прочность и усталостные харак-
теристики из-за распространения макротрещин, особенно от пор непра-
вильной формы;

2. тонкая микроструктура материала, повышающая твердость и проч-
ность, но снижающая пластичность сталей;

Промышленное применение технологии СЛП, как и других методов АП, не
позволяет достичь бездефектного изготовления металлических деталей. Непра-
вильная оптимизация параметров процесса приводит к повышенной пористости
и образованию большого количества технологических дефектов (таких как тре-
щины и поры неполного сплавления и газовые поры). Эти дефекты снижают
механические характеристики изделий, увеличивает их дисперсию, что делает
аддитивные материалы (АМ) менее качественными и ограничивает возможно-
сти применения по сравнению с материалами, изготовленными традиционными
методами, например, такими как литье.

Для улучшения характеристик деталей, изготовленных по технологии СЛП,
используются термические (возврат, отжиг), термомеханические методы (высо-
котемпературный отжиг, горячее пластическое деформирование, горячее изо-
статическое прессование) и методы электроимпульсной обработки. Термические
и термомеханические методы повышают пластичность за счет снятия остаточ-
ных напряжений и уменьшения пористости, но снижают предел прочности и
усталостные характеристики. При этом происходит термическая деградация
микроструктуры. Механизм залечивания пористости при применении термо-
механических методов обработки основан на термодиффузии атомов при высо-
ких температурах. Они требуют значительных затрат энергии и времени, что
делает их менее эффективными.

Под залечиванием микродефектов в АМ, далее понимается восстановление
сплошности материала за счет уменьшения в нем объема внутренних пор и тре-
щин, а также сглаживание формы этих дефектов, уменьшающее концентрацию
механических напряжений в их острых вершинах.

Методы электроимпульсной обработки (ЭИО) стали предполагают индуци-
рование в проводящем материале импульсов токов высокой плотности за счёт
воздействия внешним интенсивным электромагнитным полем (ЭМП). При этом
для изделий из сталей, изготовленных традиционными методами, используют-
ся широкий диапазон режимов ЭИО с импульсами длительности 10−5–10−2 с и
плотностями токов порядка 107–109 А/м2. Это приводит к рассеиванию в мате-
риале удельной энергии в диапазоне 105–109 Дж/м3.
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Далее будем называть импульсное электромагнитное поле (ЭМП) высоко-
энергетическим (далее — ВЭМП) в случае рассеивания в сталях удельной энер-
гии в диапазоне 107–109 Дж/м3 при сравнительно малых длительностях еди-
ничных импульсов 10−5–10−4 с [1]. Электроимпульсную обработку образцов им-
пульсами ВЭМП далее будем сокращённо называть — высокоэнергетической
электроимпульсной обработкой (ВЭИО). Другие виды ЭИО будем называть
низкоэнергетическими (НЭИО). Данное разделение основано на наблюдениях
за значительными различиями в механизмах залечивания микродефектов при
НЭИО и ВЭИО [1].

Следует заметить, что вопрос улучшения механических свойств аддитивных
материалов посредством ЭИО является малоизученным. Исследованию воз-
действия ЭМП на механические свойства аддитивных материалов посвящено
незначительное число работ [2—6]. Все они посвящены исследованиям в обла-
сти НЭИО. Материалы для исследований не только сталь 316L, но и с другие
АМ. Технологии изготовления также не ограничиваются СЛП, но и другими
методами аддитивного производства.

Отдельно отметим работы [7] и [8], в которых их авторы не уделяли вни-
мания исследованиям изменений пластических и прочностных свойств, однако
наблюдали явления, схожие с исследуемыми в настоящей работе. В [7] при элек-
тромеханической обработке (одновременном действии НЭИО и прижимающего
усилия) в образце из сплава Ti-6Al-4V авторы наблюдали сглаживание границ
дефектов в образце из АМ после электромеханической обработки. В [8] при
ВЭИО с последовательно возрастающими импульсами тока (всего 75 импуль-
сов) в 2-х образцах из композитного АМ TiC/316L удалось частично залечить
длинные макротрещины путем сварки их берегов. Кумулятивный нагрев, вы-
званный многократными импульсами тока, приводил к сильному термическому
сжатию берегов трещин и способствовал их сварке и залечиванию. Улучшение
механических свойств образцов после ВЭИО в [8] не изучалось.

В вышеуказанных работах наблюдались качественные изменения тонкой мик-
роструктуры аддитивных материалов под действием НЭИО, вызванные куму-
лятивным высокотемпературным нагревом образцов, действие которого было
аналогичным отжигу. Их авторы подтверждают значительный рост температу-
ры и отмечают сходство воздействия НЭИО с термомеханической обработкой,
как в части изменений микроструктуры, так и в части улучшения механических
свойств. Более подробный обзор этих работ приведен в [9].

В аддитивных материалах (впрочем, как и в материалах, изготовленных тра-
диционными методами) под действием ВЭИО будут происходить иные эволюци-
онные изменения, чем при термомеханической обработке или НЭИО. В частно-
сти, при ВЭИО залечивание дефектов, приводящее к улучшению механических
характеристик, протекает по иному механизму, нежели при термомеханической
обработке или электромеханической обработке (НЭИО + механическое сжа-
тие). Так, при воздействии импульсов ВЭМП в острых вершинах внутренних
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микротрещин и микропор происходит сильная концентрация электромагнитно-
го поля, интенсивное выделение Джоулева тепла в короткий промежуток вре-
мени, возникновение сжимающих термических напряжений с одновременным
разупрочнением и плавлением металла в этих областях. В совокупности это
приводит к тому, что внутренние микротрещины и микропоры изменяют фор-
му, уменьшаются в объеме, а их берега свариваются расплавленным металлом
[10].

Результаты моделирования [10—12] подтверждают реальность именно тако-
го механизма залечивания внутренних дефектов в проводящем материале при
ВЭИО. В данных работах на основе связанной конечноэлементной электротер-
моупругопластической модели [10] было показано, что при ВЭИО металла с
микродефектами в нем происходит уменьшение объема микродефектов и, как
следствие, пористости материала, вплоть до полного залечивания некоторых
микропор и микротрещин посредством сварки их берегов расплавленным ме-
таллом. Экспериментальное подтверждение залечивания микротрещин в цинке
при ВЭИО приводится [13]. Численное исследование залечивания макротрещин
в стали 316L при ВЭИО по другой конечноэлементной модели [14] также кос-
венно подтверждают вышеописанный механизм. Сварка берегов и залечивание
макротрещин при ВЭИО наблюдались в экспериментах c АМ TiC/316L [8] и в
нержавеющих сталях, изготовленных традиционными методами [13—15].

При отжиге, термомеханической обработке (горячем изостатическом прессо-
вании, горячей пластической деформации) и электромеханической обработке
(одновременное воздействие механического сжатия и НЭИО), когда тепловая
энергия выделяется в течение более продолжительных интервалов времени по
сравнению с ВЭИО, залечивание дефектов происходит по иному механизму –
за счет термодиффузии атомов между берегами дефектов при высоких темпе-
ратурах нагрева. При этом происходит образование связей (мостиков) между
берегами дефектов. Интенсивное плавление в вершинах микродефектов и свар-
ка их берегов при НЭИО не происходит.

Таким образом, исследования воздействия ВЭМП на АМ с целью улучше-
ния их механических свойств не проводились. Возможность залечивания в них
внутренних микродефектов в процессе ВЭИО также не изучалась.

Безотносительно ВЭИО, также следует отметить чрезвычайно широкий диа-
пазон параметров импульсов (плотностей токов, форм и длительностей импуль-
сов) используемый в исследованиях по НЭИО [9].

Кроме того, в [2—8, 14, 16] авторы никак не объясняли и не обосновывали вы-
бор ими тех или иных значений параметров проведенной ЭИО (далее – режима
ЭИО). То есть выбор режима ЭИО осуществлялся ими чисто эмпирическим
путем.

Настоящая работа является попыткой восполнить эти пробелы. В работе ис-
пользуется новый подход для определения режима ВЭИО, ориентированный
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на залечивание внутренних микродефектов в металлических материалах. Раз-
виваемый подход применен для определения предпочтительного режима ВЭ-
ИО нержавеющей стали 03Х16Н15М3 (AISI 316L) изготовленной аддитивным
методом (СЛП). Эта марка стали популярна в промышленности благодаря от-
личным физико-механическим свойствам, высокой стойкости к окислению и
хорошей свариваемости. Она широко используется в СЛП печати. Стальные
образцы для экспериментов имеют низкое качество печати с крупными дефек-
тами, такими как несплавления с линейными размерами до 250µm. Наличие
этих дефектов предпочтительно для демонстрации возможностей ВЭИО по их
залечиванию.

Цели работы:

1) экспериментально подтвердить залечивание микропор и микротрещин (в
широком диапазоне линейных размеров 5-250мкм) в аддитивной стали
03Х16Н15М3, при предпочтительном режиме ВЭИО (ранее таких под-
тверждений не было);

2) исследовать изменения пористости и морфологии микродефектов при
предпочтительном режиме ВЭИО и их влияние на макроскопические
механические свойства стали 03Х16Н15М3.

Изучение тонкой микроструктуры было факультативным, так как оно влияло
на механические свойства.

Материалы и методы. В работе исследовались образцы, изготовленные из
порошка нержавеющей стали 03Х16Н15М3. Образцы с шейкой в центральной
части имели размеры 120 × 6 × 3 мм (рис. 1А). Образцы были изготовлены
методом СЛП на 3D-принтере SLM Kings 3D Printer M280HD (Китай). Для
целей эксперимента 10 случайных образцов были поровну разделены на две
группы.

Первая группа тестировалась на разрыв без предварительной ВЭИО. Вторая
группа проходила ВЭИО, а затем тестировалась на разрыв.

Все образцы подвергали растяжению до разрыва на испытательной машине
ГОСТ МИМ.2-100 (Россия) со скоростью деформации 0,15 мм/мин (начальное
расстояние между зажимами l0 = 35 мм).

Для изготовления шлифов использовали 2 образца. От каждого отрезали
кусочки размером 10× 6× 3 мм до ВЭИО, затем образец обрабатывали током
и вырезали аналогичные кусочки.

Шлифы для микроструктурного исследования делали вдоль широкой гра-
ни образцов (параллельно плоскости Y Z на рис. 1А). Дефекты исследовали
в 3 случайно выбранных плоскостях, суммарная площадь которых составила
9,9 мм2.

Микроструктуру до и после ВЭИО исследовали с помощью сканирующего
электронного микроскопа (СЭМ) Coxem EM-30AX Plus (Китай), а также оп-
тического микроскопа Zeiss Axio Imager.D1m (Германия). Образцы, жестко за-
фиксированные в медных зажимах-электродах (38 мм между электродами),
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Рис. 1. Печатные образцы (размеры в мм) для экспериментов из стали
03Х16Н15М3(А), принципиальная схема экспериментальной установки (Б), измерен-
ная в экспериментах зависимость плотность тока и рассчитанная зависимость удель-
ной рассеянной энергии в образце от времени (В)

подвергались ВЭИО с помощью импульсного генератора ГИТ-20-40 (Россия)
на специально разработанной лабораторной установке, схематично показанной
на рис.1Б. Изменение силы тока в цепи от времени измерялась с помощью отка-
либрованной катушки Роговского, подключенной к осциллографу. В процессе
ВЭИО в образцах индуцировались импульсы тока, имеющие форму, показан-
ную на рис.1В.

Экспериментальная зависимость плотности тока j∞(t) может быть аппрокси-
мирована затухающей синусоидальной функцией

j∞(t) = jmaxe
−ζωt sin(ωt),

где ω — собственная угловая частота колебаний, ζ — коэффициент затухания,
а время t изменяется в диапазоне 0 ≤ t ≤ τ0.

Для импульсного генератора ГИТ-20-40 частота составляет

f = ω

2π = 14,76 кГц,

коэффициент затухания равен ζ = 0,15, а длительность импульса τ0 = 162 мкс.
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В проводимых экспериментах амплитуда плотности тока в импульсах jmax
варьировалась, тогда как длительность всех импульсов оставалась одинаковой.

Интервал времени между импульсами составлял 120 с. За этот период образец
полностью остывал до начальной температуры T0, вследствие чего кумулятив-
ный эффект нагрева отсутствовал.

Режим высокоэнергетического импульсного воздействия (ВЭИО) был выбран
в соответствии с подходом, предложенным в работе [1]. Данный подход исполь-
зует единственный параметр управления — удельную энергию импульса тока q,
вместо одновременного подбора нескольких параметров, таких как плотность
тока j∞(t), длительность импульса t = τ0 и форма импульса, что практикова-
лось в предшествующих исследованиях.

Удельная энергия импульса тока рассчитывалась по выражению

q =
∫︂ τ0

0

j2
∞(t)
σE

dt, (1)

где σE — коэффициент электропроводности материала.
Значительные различия размеров и форм дефектов создают существенные

трудности при неэмпирическом определении параметров ВЭИО, необходимых
для их залечивания и улучшения пластических макроскопических характери-
стик материала.

Анализ внутренних дефектов показывает, что для подавляющего большин-
ства из них (за исключением газовых пор) характерным является негладкая
форма с острыми выступами или вершинами. См.рис.2.

Одной из особенностей подхода, направленного на залечивание дефектов и
изложенного в работе [1], является необходимость знания конкретной формы и
относительных геометрических размеров залечиваемых дефектов.

В настоящей работе для упрощения будем считать, что все дефекты в мате-
риале образцов имеют форму эллиптических цилиндров с образующей, ориен-
тированной вдоль оси Z (см.рис.1А). Основанием таких цилиндров являются
эллипсы с большой полуосью a и малой полуосью b. Все эллипсы считаются
одинаково ориентированными таким образом, что электрический ток в образце
направлен вдоль их малой полуоси, то есть вдоль оси Y .

Для определения режима залечивания используются уравнения (31) и (32),
приведённые в работе [1]. Как следует из указанных уравнений, связь удельной
энергии импульса тока q с температурой металла T в вершине эллиптического
дефекта, радиусом кривизны в вершине

R = b2

a

, длиной дефекта a, средним расстоянием между центрами дефектов 2W , а
также с физическими свойствами материала, описывается следующим образом:

q = R

a

⎛⎝1−
√︄
R

a

⎞⎠2
πa

2W ctg
(︃
π

2
a

W

)︃
ρc (T − T0) , (2)
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Рис. 2. Различные типы дефектов в материале образцов. Снимки оптического мик-
роскопа с увеличением x200. Минимальная цифровая обработка - удаление дефектов
шлифовки

где c — удельная теплоёмкость материала, ρ — плотность, а T0 — начальная
температура в вершине дефекта.

При этом зависимость (2) является автомодельной по отношению к безраз-
мерным параметрам R/a и a/W . Первый параметр определяет форму микроде-
фектов (далее — параметр формы), тогда как второй характеризует взаимное
расположение микродефектов в материале. В дальнейшем все дефекты в иссле-
дуемых образцах будут описываться исключительно этими двумя параметрами.

Будем считать, что дефекты имеют вытянутую форму, то есть b/a < 1, так
что b2/a2 = R/a ≪ 1, и, следовательно, в выражении (2) можно пренебречь
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членами порядка o(R/a). Кроме того, будем предполагать, что среднее рассто-
яние между дефектами значительно превышает их максимальный размер a, то
есть a/W ≪ 1, вследствие чего в формуле (2) можно также пренебречь членами
порядка o(a/W ).

Данные предположения, с учётом наблюдаемой на шлифах геометрии дефек-
тов в материале образцов и расстояний между ними, соответствуют действи-
тельности (см. рис.2).

Во введении отмечалось, что залечивание дефектов путём сварки их берегов
происходит преимущественно в областях острых вершин дефектов, где импульс
тока вызывает одновременное плавление металла и его сжатие. Процесс про-
текает пошагово: с каждым импульсом вершина дефекта смещается к центру
эллипса вдоль его большой полуоси.

Пусть режим ВЭИО состоит из N + 1 импульсов с номерами n = 0, 1, . . . , N .
В работе [1] предложено поддерживать для каждого импульса n = 0, 1, . . . , N
постоянную внутреннюю энергию в вершине дефекта, равную энергии первого
импульса, что обеспечивает последовательные плавление и сварку дефекта.

Для этого энергия первого по порядку импульса из последовательности им-
пульсов ВЭИО, q0, должна выбираться таким образом, чтобы при прохождении
данного импульса залечивание в вершине дефекта заведомо происходило. Ины-
ми словами, в конкретных экспериментах энергия q0 должна быть достаточной
для обеспечения залечивания дефекта. Такой режим (или совокупность режи-
мов в зависимости от выбранного значения q0) далее будем называть предпо-
чтительным.

Мерой внутренней энергии в вершине дефекта является температура (T−T0),
входящая в уравнение (2). Тогда, с учётом сделанных выше допущений, из урав-
нения (2) следует, что предпочтительный режим описывается соотношением,
аналогичным уравнению (35) в работе [1]:

qn+1

qn

= Rn+1 an

Rn an+1
, n = 0, 1, . . . , N − 1. (3)

Здесь qn+1 и qn — энергии двух последовательных импульсов тока, Rn+1 и Rn,
а также an+1 и an — соответствующие геометрические параметры дефекта, из-
меняющиеся в процессе прохождения этих импульсов. Уравнение (3) отношение
энергий импульсов тока с изменяемыми в процессе залечивания геометрически-
ми размерами дефекта.

Будем считать, что дефект залечивается равномерно: за каждый импульс
заваривается одинаковый малый участок ∆a в вершине дефекта, и через n
импульсов его начальная длина a0 уменьшится до an = a0−n ·∆a, при ∆a/a0 ≪
1.

Также будем считать, что с каждым n-м импульсом размер малой полуоси
дефекта bn изменяется незначительно, т. е. считаем bn = b0, где b0 — начальный
размер малой полуоси. Данное предположение соответствует результатам рас-
чётов [11—13]. Поэтому на n-ом шаге для радиуса кривизны Rn в новой вершине
дефекта имеем:
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Rn = b2
n

an

= R0

1− n (∆a/a0)
, n = 0, 1, . . . , N, (4)

где R0 = b2
0/a0 — начальный радиус кривизны в вершине дефекта.

С учётом сделанных предположений, для того чтобы при каждом n-ом им-
пульсе в вершинах происходило плавление и, соответственно, могло происхо-
дить заваривание берегов дефекта, из уравнений (3) и (4) следует, что энергия
каждого n-го импульса qn должна увеличиваться в соответствии с зависимо-
стью:

qn = q0

(1− n (∆a/a0))2 , (5)

где q0 — энергия начального импульса.
Если выполняется условие n (∆a/a0) ≪ 1, то выражение (5) можно аппрок-

симировать линейной зависимостью

qn = q0 (1 + 2n (∆a/a0)) , (6)

где q0 — энергия начального импульса.
Для конкретизации выражения (5) применительно к дефектам в исследуемых

образцах воспользуемся следующими соображениями.
В исследуемых образцах выявлены микродефекты с различными параметра-

ми формы R0/a0. В соответствии с уравнением (2), чем меньше R0/a0 (т. е. чем
острее дефект), тем меньшая начальная энергия q0 требуется для его залечи-
вания.

В наших экспериментах мы будем залечивать микродефекты с параметром
формы, лежащим в диапазоне 1,6·10−3 ≤ R0/a0 ≤ 1,2·10−1. Его нижняя граница
соответствует по параметру формы усталостным трещинам [16], а верхняя —
овальным порам.

По известным свойствам стали 316L, используя уравнение (2), определяем
энергии импульсов, соответствующие нижней и верхней границам диапазона
параметра формы R0/a0:

1,1 · 107 Дж/м3 < qn < 3,8 · 108 Дж/м3.

Из экспериментов по залечиванию макротрещин в пластинах из нержавею-
щей стали с отношением R0/a0 = (1,2–1,8)·10−3 нам известна начальная энергия
импульса, при которой в вершине таких трещин начинается залечивание путём
сварки их берегов, q0 = 1,88 · 107 Дж/м3 [16].

Исходя из этих экспериментальных данных, скорректируем диапазон энергий
импульсов:

1,37 · 107 Дж/м3 ≤ qn ≤ 4,75 · 108 Дж/м3.

Таким образом, для зависимости (5) имеем q0 = 1,37 · 107 Дж/м3, qN = 4,75 ·
108 Дж/м3. ПриN = 9 из уравнения (5) определяем, что для предпочтительного
режима ∆a/a0 = 0,083.
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Для простоты разделим залечиваемые микродефекты в материале образцов
на две большие группы: с острыми вершинами, для которых R0/a0 = 1,6 · 10−3–
2,25 · 10−2, и с тупыми вершинами, для которых R0/a0 = 2,25 · 10−2–1,2 · 10−1.
Для этих двух групп аппроксимируем зависимость (5) двумя прямыми:

Для их залечивания используем режим ВЭИО с двумя линейными ветвями
вида (5):

qn = q′
0

(︄
1 + 2n∆a′

a0

)︄
, n = 0, 1, . . . , 4,

где q′
0 = 0,14 · 108 Дж/м3, ∆a′/a0 = 1,33 · 10−2.

qn = q′′
0

(︄
1 + 2(n− 5)∆a′′

a0

)︄
, n = 5, . . . , 9,

где q′′
0 = 1,51 · 108 Дж/м3, ∆a′′/a0 = 2 · 1,33 · 10−2.

Изменение единственного параметра предпочтительного режима qn представ-
лено в табл. 1.

n qn, 109 Дж/м3

0 0,014
1 0,027
2 0,042
3 0,058
4 0,074
5 0,151
6 0,221
7 0,301
8 0,376
9 0,475

Итого 1,739

Таблица 1. Изменение удельной энергии импульсов qn в предпочтительном режиме
ВЭИО

Результаты и обсуждение Для иллюстрации результатов эксперимента на
рис. 3 приведены кривые номинальное напряжение–деформация. В табл. 2 ука-
заны результаты испытаний на разрыв.

С помощью воздействия электромагнитным полем в предпочтительном ре-
жиме ВЭИО удалось увеличить показатель средней предельной пластической
деформации до разрушения εF на 30% (с 24,73% до 32,30%) при незначи-
тельном снижении среднего предела прочности σв на 4% (с 0,655 кН/мм2 до
0,629 кН/мм2). То есть в результате ВЭИО пластичность материала существен-
но возрастает при незначительных потерях в прочности материала.
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Кроме того, в экспериментах наблюдается снижение показателей стандарт-
ного отклонения εF на 70% и σв на 32% соответственно. Снижение дисперсии
говорит о том, что в результате предложенного воздействия ВЭМП пластиче-
ские свойства образцов стали более предсказуемыми и менее изменчивыми от
образца к образцу.

Группа σв, кН/мм2 εF , % sσв , кН/мм2 sεF
, %

∑︁
qi, 109 Дж/м3

Обработанные (5
шт.)

0,655 24,73 0,041 7,78 –

Необработанные
(5 шт.)

0,629 32,30 0,028 2,29 1,739

Таблица 2. Результаты испытаний на разрыв обработанных ВЭМП и необработанных
образцов

σв — средний предел прочности, εF , % — среднее относительное удлинение, sσв

— стандартное отклонение предела прочности, sεF
— стандартное отклонение

относительного удлинения,
∑︁
qi — суммарная удельная рассеянная энергия.

Одной из целей настоящей работы является экспериментальное подтвержде-
ние залечивания при ВЭИО в предпочтительном режиме микропор и микро-
трещин в широком диапазоне размеров (от 5 мкм до 250 мкм), образовавшихся
в АМ в результате изготовления методом СЛП. До настоящего времени такие
экспериментальные подтверждения отсутствовали. При этом объектом иссле-
дования являются непосредственно изменения пористости и микроструктуры
дефектов АМ.

Для достижения данной цели был проведён анализ микроструктуры изло-
мов (см. рис. 4). Исследование микростроения изломов необработанных образ-
цов показывает, что их микроструктура характеризуется существенной неодно-
родностью. На изломах необработанных образцов наблюдаются многочислен-
ные микродефекты-несплавления неправильной формы с острыми вершинами,
внутри них видны нерасплавленные частицы порошка (рис. 4А). Вокруг этих
пустот видны границы ванн расплава. Границы ванн расплава являются пред-
почтительными путями разрушения при растяжении по вязкому механизму,
о чём свидетельствуют равноосные и вытянутые ямки на изломе (рис. 4А).
Дефекты неправильной формы служат концентраторами напряжений и спо-
собствуют катастрофическому образованию макротрещин, распространяющих-
ся по границам ванн расплава перпендикулярно направлению растяжения. В
этом смысле механизм разрушения необработанных образцов имеет квазивяз-
кий характер.

В обработанных образцах изломы отличаются значительной однородностью,
с равноосными ямками и глубокими порами овальной формы, что указывает
на чисто вязкий механизм разрушения (рис. 4Б).

Таким образом, в результате применения предпочтительного режима ВЭИО
изменился механизм разрушения образцов. Если до обработки разрушение было
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Рис. 3. Кривые номинальное напряжение-деформация необработанных образцов
(сверху) и образцов, обработанных ВЭМП (снизу)
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Рис. 4. Типичное микростроение изломов до (А) и после ВЭИО (Б)

Рис. 5. Типичные внутренние микродефекты в образцах до ВЭИО (А) и после ВЭИО
(Б)

квазивязким, то после ВЭИО оно стало чисто вязким. В том числе это связано
с уменьшением количества и изменением формы концентраторов напряжений.
Данный результат подтверждает, что предпочтительный режим ВЭИО способ-
ствует залечиванию микродефектов в материале.

Исследование микроструктуры в оптическом микроскопе показало, что в
необработанных образцах до ВЭИО содержится множество микродефектов раз-
личных форм и размеров: от 0,2 мкм до 250 мкм. Большинство дефектов имеют
неправильные формы с острыми вершинами. Типичные формы микродефектов
в образцах представлены ранее на рис. 2. Среди них: крупные несплавления
(50–250 мкм), крупные поры и трещины (10–50 мкм), мелкие трещины и поры
(< 10 мкм), а также газовые поры (0,2–2 мкм). После ВЭИО микродефекты



70 К. К.КУКУДЖАНОВ

Рис. 6. Панорамные фотографии типичного шлифа, полученные в оптическом мик-
роскопе: (А) до ВЭИО, (Б) после ВЭИО. Размер снимка (тёмного поля) составляет
1825 мкм× 1825 мкм.

существенно изменяются: их формы становятся более гладкими, без острых
вершин (см. рис. 5).

Отметим, что после ВЭИО в стали произошли твердотельные фазовые пе-
реходы с образованием новой фазы (тёмные пятнышки на светлом фоне на
рис. 5А). Тогда как в окрестности дефектов новая фаза отсутствует (светлая
область вокруг дефекта на рис. 5Б). По нашему мнению, это свидетельствует о
плавлении, произошедшем в окрестности дефекта, и залечивании микродефек-
тов по механизму, описанному во введении.

Возможно предположить, что изменение фазового состава также повлияло на
изменение типа разрушения обработанной стали, однако данное утверждение
требует дальнейшего исследования.

На рис. 6А показана микроструктура шлифа необработанного образца, а на
рис. 6Б — обработанного после ВЭИО. Микродефекты видны как белые об-
ласти на чёрном фоне. Сравнение рис. 6А и 6Б показывает, что количество
и распределение микродефектов существенно различаются. До ВЭИО образец
более пористый и содержит больше крупных микродефектов (рис. 6А), тогда
как после ВЭИО их количество значительно меньше (рис. 6Б). Визуально за-
метно, что предпочтительный режим ВЭИО эффективно снижает пористость
и количество крупных микродефектов.

Для количественного анализа было использовано открытое программное
обеспечение Porosity Calculator Matlab. С помощью Porosity Calculator рассчи-
тывалась пористость по фотографиям поверхностей шлифов, аналогичным по-
казанным на рис. 6. Всего с помощью Porosity Calculator было обработано и



УЛУЧШЕНИЕ МЕХ.ХАРАКТЕРИСТИК 03Х16Н15М3 ПРИ ВЭИО 71

рассчитана пористость на суммарной площади шлифов 9,9 мм2 сечений образ-
цов до и после ВЭИО (в трёх произвольно выбранных сечениях образцов).

Расчёты пористости показали, что в результате ВЭИО пористость залечилась
с 0,93% до 0,63%, т. е. произошло уменьшение пористости на 32%.

Таким образом, проведённые исследования подтверждают, что в результа-
те воздействия ВЭИО при предложенном определении параметров предпочти-
тельного режима в СЛМ-стали 03Х16Н15М3 происходит залечивание микроде-
фектов. Механизм этого залечивания следующий: при воздействии импульсом
ВЭМП в острых вершинах внутренних микротрещин и микропор происходит
сильная концентрация электромагнитного поля, интенсивное выделение джоу-
лева тепла в короткий промежуток времени, возникновение сжимающих тер-
мических напряжений с одновременным разупрочнением и плавлением металла
в этих областях. В совокупности это приводит к тому, что внутренние микро-
трещины и микропоры изменяют форму, уменьшаются в объёме, а их берега
свариваются расплавленным металлом.

Выводы ВЭИО в предложенном предпочтительном режиме способна за-
лечивать микротрещины и микропоры с линейными размерами 5–250 мкм в
нержавеющей стали 03Х16Н15М3, изготовленной методом СЛП. Вследствие
залечивания внутренних микродефектов произошло существенное улучшение
механических характеристик образцов.

Проведённые исследования показывают, что высокоэнергетическая ЭИО да-
же при низком качестве печати позволяет улучшить механические характери-
стики АМ, повысить предсказуемость и уменьшить вариабельность его макро-
скопического поведения.

Полагаем, ВЭИО обладает большим потенциалом для применения при зале-
чивании внутренних микродефектов и улучшения механических характеристик
деталей из АМ.
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Введение. При строительстве нефтегазовых скважин важнейшим элемен-
том для формирования колонны труб являются резьбовые соединения. Особое
место среди присоединительных элементов труб нефтегазового сортамента за-
нимают резьбовые соединения класса «Премиум». Такие соединения, помимо
специальных профилей резьбы, обладают конструктивным элементом, обеспе-
чивающим газовую герметичность в скважине – уплотнительным узлом, фор-
мирующим радиальный натяг при свинчивании соединения. При этом контакт-
ные поверхности уплотнения могут быть выполнены в различных геометриче-
ских комбинациях: конус-конус, сфера-конус, сфера-сфера и т.д. Для описания
распределения контактных давлений на этих поверхностях и, в дальнейшем,
оценки герметизирующей способности резьбового соединения, может быть ис-
пользована теория контактного взаимодействия Герца. Одно из условий в по-
становке задачи Герца заключается в том, что тела вдавливаются друг в друга
на заданное расстояние. В случае премиального резьбового соединения данный
подход не отражает реальных условий взаимодействия тел, так как в трубах,
соединяемых при помощи муфты, носик, на котором выполнено радиальное
уплотнение, обладает определенной податливостью, что не соответствует по-
становке задачи Герца. В случае труб, соединяемых друг с другом без исполь-
зования муфт, необходимо также учитывать податливость раструбной части
соединения. Целью данной работы является создание аналитической модели,
описывающей распределение контактных давлений с учетом податливости но-
сика трубы резьбового соединения.

1. Описание перемещений при сборке резьбового соединения. Для того, что-
бы в контактной модели учесть податливость носика с радиальным уплотнени-
ем, рассмотрим трубу с нарезанной конической резьбой как цилиндрическую
оболочку [1] с усредненной толщиной, нагруженную сосредоточенным усили-
ем P на расстоянии x0 от торца трубы. Такая расчетная схема соответствует
свинченному ниппелю с муфтой с учетом радиального натяга в уплотнительном
узле. В данном случае, в соответствии с общей теорией деформирования цилин-
дрических оболочек, прогибы будут представлять собой следующую функцию
осевой координаты [2]:

v(x) = e−β(x−x0) [C1cosβ(x− x0) + C2sinβ(x− x0)] (1)

В выражении (1) β = 4
√︂

3(1−µ2)
R2h2 — коэффициент затухания перемещений, µ —

коэффициент Пуассона, R — радиус оболочки, представляющий собой среднее
значение между радиусом средней линии резьбы и уплотнения в измерительных
плоскостях. Обоснование выбора такой величины приведено в [1], при этом h
— соответствующая толщина оболочки для радиуса R, C1 и C2 — неизвестные
постоянные.

В качестве примера рассмотрим трубу с резьбовым соединением OMK
VEGA [3] с внешним диаметром 177.8 мм, толщиной стенки 10.36 мм, длиной
12 метров, выполненной из стали группы прочности P110. Коэффициент
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Пуассона примем равным 0.3. Для такого случая величина β = 30 м−1. Это
означает, что уже на длине 100 мм прогибы затухают примерно в 460 раз, что
подтверждает корректность применения указанного решения типа краевого
эффекта (1).

Для нахождения постоянных в выражении (1), используем граничные усло-
вия для изгибающего момента и поперечной силы:

Mx

⃓⃓⃓⃓
⃓
x=0

= −Dd2v

dx2

⃓⃓⃓⃓
⃓
x=0

= 0, Qx

⃓⃓⃓⃓
⃓
x=x0

= −Dd3v

dx3

⃓⃓⃓⃓
⃓
x=x0

= −P (2)

В условиях (2) D = Eh3

12(1−µ2) — цилиндрическая жесткость, E — модуль упру-
гости.

Из граничных условий (2) находятся неизвестные постоянные C1 = − P
2Dβ3 ,

C2 = 0. В итоге выражение для прогибов ниппеля при действии радиальной
нагрузки у торца принимает следующий вид:

v(x) = − P

2Dβ3 e
−β(x−x0)cosβ(x− x0) (3)

На Рис. 1 представлено сравнение прогибов, полученных при помощи выра-
жения (3) и метода конечных элементов (МКЭ) путем моделирования сборки
резьбового соединения в осесимметричной постановке без учета натяга резьбы
и с учетом натяга резьбы. Учитывая, что длина носика, содержащего уплотни-
тельный узел составляет 13 мм, из полученных зависимостей видно, что натяг
резьбовой части оказывает несущественное влияние на прогибы уплотнения и
в рамках исследования напряженно–деформированного состояния радиального
уплотнения им можно пренебречь.

Таким образом, из выражения (3) перемещение в месте приложения усилия
(области формирования максимального контактного давления в уплотнении)
можно получить в следующем виде:

v(x0) = − P

2Dβ3 = ∆ (4)

В выражении (4) ∆ — радиальный натяг в уплотнительном узле.
Стоит отметить, что выражение (4) получено в предположении, что муфта об-
ладает значительно большей радиальной жесткостью, чем ниппельная часть
трубы в виду значительно большей толщины в зоне уплотнительного узла. В
случае безмуфтовых резьбовых соединений ∆ будет представлять часть от сум-
марного перемещения ниппельной и раструбной части.

2. Контактная модель радиального уплотнения премиального резьбового
соединения. В резьбовом соединении OMK VEGA радиальное уплотнение име-
ет сферический тип [4] с выпуклой сферой на ниппеле и вогнутой сферой на
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Рис. 1. Сравнение аналитического и численного решения для прогибов ниппеля с
учетом и без учета натяга в резьбе.

муфте. Закон распределения контактного давления может быть определён на
основе теории Герца для плоской контактной задачи цилиндрических тел [5]:

p(s) = E∗

2R∗

√
a2 − s2, R∗ = Rs1Rs2

Rs1 +Rs2
, E∗ = E

2(1− µ2) (5)

В выражении (2): R∗ — эквивалентный радиус контактной области, Rs1 —
радиус сферы на уплотнительной поверхности ниппеля, Rs2 — радиус сферы
на уплотнительной поверхности муфты, a — полуширина контактной зоны, E∗

— эквивалентный модуль упругости, используемый в плоских задачах теории
упругости в случае одинаковых материалов контактирующих тел, s — коор-
дината вдоль контактной поверхности в локальной системе координат пятна
контакта.
При этом стоит отметить, что в случае уплотнений типа «конус-конус» закон
распределения контактных давлений (2) следует заменить на зависимость, по-
лученную в задаче о вдавливании штампа [5].
В качестве нагрузки, используемой в выражениях (2) – (4), примем усилие от
радиального натяга на поверхности уплотнения ниппеля, которое можно пред-
ставить следующим образом [6]:

P =
∫︂ a

−a
p(s)ds (6)

Предполагая, что распределение контактных давлений подчиняется закону
(2), получим:
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Рис. 2. Зависимость контактного давления от осевой координаты для аналитического
и численного решения.

P = E∗

2R∗

∫︂ a

−a

√
a2 − s2ds = πE∗a2

4R∗ (7)

Выразив из соотношения (7) полуширину контактной зоны и подставив уси-
лие из (4), получим следующее выражение для полуширины контактной зоны:

a =
√︄

8D∆R∗β3

πE∗ (8)

Таким образом, выажение для распределения контактных давлений прини-
мает следующий вид:

p(s) = E∗

2R∗

√︄
8D∆R∗β3

πE∗ − s2 (9)

На Рис. 2 приведено сравнение распределения контактных давлений для ана-
литического решения (9) и численного решения, полученного при помощи МКЭ
для резьбового соединения в осесимметричной постановке. Видно, что получен-
ные решения хорошо согласуются.

Заключение. В работе приведена аналитическая модель распределения кон-
тактных давлений в уплотнительном узле премиального резьбового соединения,
построенная на основе контактной задачи Герца с учетом податливости носика
премиального резьбового соединения при помощи общей теории деформирова-
ния цилиндрических оболочек. Она может применяться как и при проектиро-
вании премиальных резьбовых соединений для оценки герметичности, так и в
других контактных задачах тел, представляющих собой оболочки.
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1. Введение. Известно, что горные выработки широко используются в хо-
зяйственной деятельности, в частности, для хранения различного сырья. Расчет
их поведения при воздействии динамических нагрузок необходим при прогно-
зирование критических ситуаций. В рамках плоской деформации рассматрива-
ются горизонтальные и вертикальные выработки в смешанных горных пародах,
которое могут быть получены, в частности, в результате направленного взрыва.
Образование газообразных продуктов взрыва в стенках выработки приводит к
ее динамическому деформированию. Горная порода моделируется многокомпо-
нентной упроговязкопластической средой. Получены соотношения для опреде-
ления напряжения и деформаций в зоне упругого и пластического деформи-
рования. В аналитической форме приведены уравнения для определения ди-
намической нагрузки соответствующей моменту возникновения пластического
течения при заданных физикомеханических и геометрических параметрах.

Имеющиеся решения [1—3] аналогичных задач выполнены, когда массив гор-
ных пород скального типа и процесс деформирования статический. В настоящей
работе исследуется динамический процесс деформирования горизонтальной и
вертикальной выработки, когда массив горных парод в области пластического
деформирования моделируется упрговязкопластическим многокомпонентным
телом [4, 5], что характерно для смешанных рыхлых горных парод [6].

1. Задача деформирования горных выработок рассматривается в квазистати-
ческой постановке. Заменим горных массив с выработкой, как это обычно дела-
ется, невесомой бесконечной плоскостью с круговым отверстием радиуса r1, по
контору которого приложена равномерно распределенное давление P ,например
давление газа на породный контур при взрыве, а на бесконечности действует
нагрузка q, выражения для которых имеют вид:

P = P0e
ât, q = q0 = gh, 0 ≤ t<t0,

где g – объемный вес породы, h – глубина заложения выработки, â — известная
константа.

Согласно [4, 5] приведем полную систему уравнений, описывающих дефор-
мируемое состояние упруговязкопластической среды произвольного порядка.

Тело остается упругим при условии

SijSij ≤ k2
1, Sij = σij − σ0δij, σ0 = 1

3σkk, k1 ≥ k2 ≥ ... ≥ kL, (1)

где Sij – компоненты девиатора тензора напряжений.
При этом для последовательно соединённых моделей тела Sα

p выполняется
закон Гука

Sα
ij = 2µαε

eα
ij , α = 1, 2...L (2)

где µα – параметр Ламме.
Если SijSij ≥ k2

1, то полная деформация слагается из упругой и пластической

εij = εe1
ij + εp1

ij + εe2
ij + εp2

ij + ...+ εeL
ij + εpL

ij =
L∑︂

α=1
(εeα

ij + εpα
ij ), (3)



О ДИНАМИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ ... 85

здесь αопределяет порядок обобщенной модели Sα
p .

Объемная деформация согласно (3) удовлетворяет условию несжимаемости

εnn = 0. (4)

Усилия, приложенные к модели Sα
p одинаковы, следовательно

S1
ij = S2

ij = ...SL
ij, (σ1

ij = σ2
ij = ...σL

ij) (5)

Компоненты тензора скорости пластической деформации epα
ij связаны с компо-

нентами тензора напряжений соотношениями ассоциированного законом тече-
ния

epα
ij = Ψα(Sij − cαε

pα
ij − ηαe

pα
ij ), α = 1, 2...L (6)

если выполняется условие пластичности

(Sij − cαε
pα
ij − ηαe

pα
ij )(Sij − cαε

pα
ij − ηαe

pα
ij ) = k2

α (7)

где cα- коэффициент упрочнения, ηα- коэффициент вязкости, kα - предел теку-
чести, для каждой из моделей Sα

p .
Полные деформации удовлетворяют формулам Коши

εij = 1
2(∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi
). (8)

Уравнениям равновесия удовлетворяют только действительные напряжения
∂σij

∂xj

= 0. (9)

Соотношения (1)-(9) полная система уравнений описывающая деформиро-
ванное состояние “смешанной” упруговязкопластической среды тела Sα

p произ-
вольного порядка.

2. Напряжённо-деформированое состояние горизонтальной и вертикальной
выработки в случае плоской деформации определятся согласно (9) уравнением
равновесия

dσr

dr
+ 2σr − σθ

r
= 0. (10)

Законом Гука (2) и соотношением Коши (8) для области упругого деформи-
рования и имеет вид:

σe
r = −µ

∗Ce

r2 +D, σe
θ = µ∗Ce

r2 +D, ue
r = Ce

r
, (11)

здесьCe и D- неизвестные интегрирования.
В пластической области из условия несжимаемости (4) получаем:

up
r = Cp

1
r
, εr = −εθ = −C

p
1
r2 . (12)

Из соотношений (2),(3) и (5) следует

Sij = µ∗εij − µ∗εp
ijε

P
ij =

L∑︂
α=1

εP α
ij µ

∗ =
(︄

L∑︂
α=1

1
2µe

α

)︄−1

. (13)
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В полярных координатах

Sr = µ∗(εr − εp
r) = −Sθ, S33 = 0. (14)

Для отдельно взятого тела Sα
p условие пластичности (7) с учётом (12) и (14)

принимает вид
Sr = 2cαε

pα
r − 2ηαε̇

pα
r = ±2kα, α = 1, 2...L. (15)

Откуда приходим к уравнению для определения εpα
r для отдельного взятого

комплекса Sα
p

ηαε̇
pα
r + (µα + cα)εpα

r = 2kα −
µαC

p
1

r2 , α = 1, 2...L. (16)

Решение уравнения (16) имеет вид

εpα
r = kαr

2 − 2µαC
p
1

r2(2µα + cα)

(︃
1− e− (2µα+cα)

ηα
t
)︃
, α = 1, 2...L. (17)

Неизвестная интегрирования определенна из начального условия εpα
r = 0 при

t = 0. Подставляя (14) в уравнение равновесия (10) учитывая при этом (13),
(17) и интегрируя находим

σp
r = Bα ln r + AαCp

1
2r2 + Cp

2 ,

σp
θ = σp

r +Bα − AαCp
1

2r2 = Bα (1 + ln r)− AαCp
1

2r2 + Cp
2 .

(18)

Здесь обозначено

Aα = −4
L∑︁

α=1

µ∗µα

(2µα+cα)A
◦
α − 2µ∗, Bα = 2

L∑︁
α=1

µ∗kα

(2µα+cα)A
◦
α,

A◦
α = e− (2µα+cα)

ηα
t − 1.

(19)

где Cp
1 , Cp

2 – неизвестные интегрирования.
Удовлетворяя полученные решения (10), (18) граничным условиям на внеш-

ней и внутренней поверхности выработки

σe
r = −gh = q0 при r =∞, σp

r = −Peât = P0 при r = a, (20)

а также условиям сопряжения напряжений и перемещений на упругопластиче-
ской границе

σp
r = σe

r , σ
p
θ = σe

θ, u
p
r = ue

r при r = γ, (21)
определяем неизвестные интегрирования.

Ce = Cp
1 = C = Bαγ2

Aα−2µ∗ , D = −gh = q0,

Cp
2 = P −Bα ln a− AαC

2a2 .
(22)

Таким образом для компонент напряжений и перемещений в упругой (11) и
пластичной областях (18) учитывая (22) получаем

σe
r = −µ∗C

r2 − q, σe
θ = µ∗C

r2 + q, ue = C
r
,

σp
r = P +Bα(ln r − ln a) + AαC

2

(︂
1
r2 − 1

a2

)︂
,

σp
θ = P +Bα(1 + ln r − ln a)− AαC

2

(︂
1
r2 − 1

a2

)︂
, up = C

r
.

(23)
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Радиус упругопластической границы γ удовлетворяют уравнению.
A∗

a2 γ
2 −Bα ln

(︂
γ
a

)︂
+ A∗

(︂
1 + 2µ∗

Aα

)︂
+ P + gh = 0,

A∗ = AαBα

2(Aα−2µ∗) .
(24)

Динамическая нагрузка P = P0e
âtпри которой начинает зарождаться пла-

стическая зона на внутреннем контуре горизонтальной выработке в массиве
рыхлых горных пород определяется из уравнения (24) приγ = a

В случае неподкреплённой вертикальной цилиндрической выработки, выхо-
дящей на поверхность, напряжённо-деформированное состояние массива около
выработки и динамическая нагрузка, при которой зарождается пластическая
зона на внутреннем контуре, также определяются соотношениями (23) и соот-
ветственно (24).

Отметим если в (24) положить α = 1, P = const (Aα = 1)то приходим к ре-
зультатам работы [5] соответствующим варианту теории течения упруговязко-
пластической среды [7], а при ηα = 0 (α = 1) приходим к результату работы [1]
полученным в рамках классического варианта теории течения упругопластиче-
ской среды [8].
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Введение. Соотношения теории малых упругопластических деформаций
[1—5] в полярной системе координат имеют вид

σr − σθ = 2
3
σi

ei

(er − eθ) , τrθ
= 2

3
σi

ei

erθ
(1)

где согласно степенному упрочнению

σi = Aek
i (A, k − const) (2)

σi, ei - соответственно интенсивность напряжения и интенсивность деформа-
ций, определяемые соотношениями

σi =
√

3
2
√︂

(σr − σθ)2 + 4τ 2
rθ
, ei = 1√

3

√︂
(er − eθ)2 + 4e2

rθ
(3)

В силу (2) и условия несжимаемости, соотношения (1) и (3) примут вид

σr − σθ = 4
3Aek−1

i er , τrθ
= 2

3Aek−1
i erθ

(4)

σi =
√

3
2
√︂

(σr − σθ)2 + 4τ 2
rθ
, ei = 2√

3
√︂
e2

r + e2
rθ

(5)

Линеаризируем компоненты напряжений и перемещений по безразмерному
малому параметру δ

σij = σ0
ij + δσ′

ij, eij = e0
ij + δe′

ij (6)
где индекс градус наверху приписан компонентами невозмущенного состоя-

ния, а индекс штрих - компонентам возмущения.
В невозмущенном состоянии в трубе, находящейся под действием внутреннего

и внешнего нормальных давлений, перемещение вдоль оси θ u0
θ = 0, а u0

r = u0
r(r)

Тогда по формулам Коши получим

e0
r = ∂u0

r

∂r
, e0

θ = u0
r

r
, e0

rθ = 0 (7)

Используя сотношение (7) и условия несжимаемости находим

u0
r = Cl

r
, e0

r = −e0
θ = −Cl

r2 , Cl > 0 (8)

Используя сотношения (5), (6) и (7) получим

e0
i = 2√

3
|e0

r|, e′
i = 2√

3
e′

r (9)

Из соотношени (4) - (7) имеем

τ 0
rθ = 0, σ0

i =
√

3
2 (σ0

r − σ0
θ), σ′

i =
√

3
2 (σ′

r − σ′
θ), τ ′

rθ = 2Brqe′
rθ (10)
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q = 2(l − k), B = A

3

(︄
2Cl√

3

)︄k−l

(11)

Используя соотношения (6), (8), (9) формулы (4) приведем к виду

σ0
r − σ0

θ = −4BClre
−2k (12)

σ′
r = σ′ + 2Bkrqe′

r, σ′
θ = σ′ − 2Bkrqe′

r (13)
Подставив (12) в уравнение равновесия в основном (нулевом) состоянии

∂σ0
r

∂r
+ σ0

r − σ0
θ

r
= 0 (14)

получим

σ0
r = −2BCl

k
r−2k + C2, C2 − const (15)

Тогда

σ0
θ = −2BCl

k
r−2k(l − 2k) + C2 (16)

Удовлетворим уравнению несжимаемости полагая

u′
r = −1

r

∂η

∂θ
, u′

θ = ∂η

∂r
(17)

Следовательно

e′
r = ∂u′

r

∂r
= 1
r2
∂η

∂θ
− 1
r

∂2η

∂r∂θ

e′
rθ = 1

2

[︄
r
∂

∂r

u′
θ

r
+ 1
r

∂u′
r

∂θ

]︄
= 1

2

[︄
∂2η

∂r2 −
1
r

∂η

∂r
− 1
r2
∂2η

∂θ2

]︄
(18)

Используя формулы (13), (18) и (10), получим

σ′
r = σ′ +B(2− q)

[︄
rq−2∂η

∂θ
− rq−1 ∂

2η

∂θ∂r

]︄
(19)

σ′
θ = σ′ −B(2− q)

[︄
rq−2∂η

∂θ
− rq−1 ∂

2η

∂θ∂r

]︄
(20)

τ ′
rθ = B

[︄
rq ∂

2η

∂r2 − r
q−1∂η

∂r
− rq−2 ∂2η

∂r∂θ2

]︄
(21)

Уравнения равновесия в первом приближении имеют вид

∂σ′
r

∂r
+ 1
r

∂τ ′
rθ

∂θ
+ σ′

r − σ′
θ

r
= 0
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∂τ ′
rθ

∂r
+ 1
r

∂σ′
θ

∂θ
+ 2τ ′

rθ

r
= 0

Подставив (19), (20), (21) в эти уравнения получим

∂σ′

∂r
+B

[︄
(2− q)qrq−3∂η

∂r
+
(︂
q2 − 2q − 1

)︂
rq−2 ∂

2η

∂r∂θ
+ (q − 1)rq−1 ∂3η

∂r2∂θ
− rq−3 ∂3η

∂r∂θ3

]︄
= 0

(22)
Уравнение (22) сводится к дифференциальному уравнению четвертого по-

рядка в частных производных [4]

∇1η + ∂2

∂θ2∇2η + ∂4η

∂θ4 = 0 , (23)

где операторы ∇1 и ∇2 имеют вид

∇1 = r4 ∂
4

∂r4 + 2(q + 1)r3 ∂
3

∂r3 + (q2 − 1)r2 ∂
2

∂r2 − (q2 − 1)r ∂
∂r

, (24)

∇2 = 2(1− q)r2 ∂
2

∂r2 − 2(1− q)2r
∂

∂r
+ (q − 2)2 . (25)

Рассмотрим толстостенную трубу радиусов a и b (a < b), находящейся под
действием внутреннго давления p и содержащую выточки на внутренней и
внешней поверхностях трубы. Уравнение выточек имеют вид

r = 1 + δc1(β2
1 − θ2) (26)

и

r = α+ δc2(θ2 − β2
2) (27)

на внешней и внутренней поверхностях соответственно
где β1 и β2 - пологость выточек, а c1 и c2 - глубина выточек. Величины,

имеющие размерность длины, отнесем к внешнему радиусу трубы b и α = α/b.
С учетом уравнений выточек (26) и (27) имеем линеаризованные граничные

условия [4]

σ′
r + ∂σ0

r

∂r
c1(β2

1 − θ2) = 0, (r = 1)

τ ′
rθ − 2(σ0

r − σ0
θ)c1θ = 0 (28)

σ′
r −

∂σ0
r

∂r
c2(β2

2 − θ2) = 0, (r = α)

τ ′
rθ −

2
α

(σ0
r − σ0

θ)c2θ = 0 (29)

Подставив соотношения (15) и (16) в граничные условия в невозмущенном
состоянии
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σ0
r(r = 1) = 0, σ0

r(r = α) = −p (30)
для C1 и C2 получим выражения

C1 = pα2

2B (1− α2)) , C2 = pα2

1− α2 (31)

(15) и (16) примут вид

σ0
r = pα2 (r2 − 1)

r2 (1− α2) , σ0
θ = pα2 (r2 + 1)

r2 (1− α2) (32)

и будем иметь

σ0
r − σ0

θ = −2p α2r

r2 (1− α2) ,
∂σ0

r

∂r
= 2p α2

r3 (1− α2) (33)

Поиск рашения уранения (23) в виде

η = R3θ
3 +R1θ (34)

сведется к решению двух уравнений

∇1R3 = 0, ∇1R1 + 6∇2R3 = 0 (35)

В результате получим

R3 = A3r
2 +B3r

2−q + C3r
−q +D3

R1 = A1r
2 +B1r

2−q + C1r
−q +D1 −

3(4− 3q2)A3

2q(q + 2) r2(2 ln r − 1)+

+3B3

q
r2−q ((2− q) ln r − 1) + 3(4− 3q2)C3

q2(q + 2) r−q(q ln r + 1) + 3(q − 2)D3

q
ln r (36)

гдеq ̸= 0, а k ̸= 1. Из соотношений (36), (34) и (19)-(22) находим

σ′
r = B

[︄
q(2− q)

2 B3θ
4 −

(︄
q(q − 2)B1 + 6(q − 2)

q
A3r

q+

+3(3q2)− 6q2 − 8q + 8
2q B3 − 3(q − 2)2B3 ln r + 3(q2 − 4q − 4)

2 C3r
−2−

−6D3r
q−2
)︂
θ2 − 2(q − 2)

q
A1r

q − (q − 2)(q − 1)B1 + (q − 2)2B1 ln r−

−q
2 − 4q − 4

2 C1r
−2 + 2D1r

q−2 + 6(4− 3q2)(q − 2)
q2(q + 2) A3r

q ln r−

−3(q − 2)(3q3 − 2q2 + 8)
q3(q + 2) A3r

q − 3(q − 2)3

2q B3 ln2 r − 3(q − 4)B3 ln r + 3(q − 2)
q

B3−

−3(4− 3q2)(q2 − 4q − 4)
2q(q + 2) C3r

−2 ln r + 3(3q5 − 6q4 − 8q3 − 24q2 + 32)
4q2(q + 2) C3r

−2+
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+6(q − 2)
q

D3r
q−2 ln r − 6(q − 4)(q − 1)

q(q − 2) D3r
q−2
]︄

σ′
θ = B

[︄
q(2− q)

2 B3θ
4 −

(︄
q(q − 2)B1 + 6(q − 2)(q + 1)

q
A3r

q − 3(q − 2)3

2q B3−

−3(q − 2)2B3 ln r − 3(3q2 − 4)
2 C3r

−2 − 6(q − 1)D3r
q−2
)︄
θ2−

−2(q − 2)(q + 1)
q

A1r
q − (q − 2)(1− q)B1 ln r − 3(3q2 − 4)

2 C1r
−2+

+2(q − 1)D1r
q−2 + 6(4− 3q2)(q − 2)(q + 1)

q2(q + 2) A3r
q ln r−

−3(q − 2)(3q4 + 3q3 − 6q2 + 8)
q3(q + 2) A3r

q − 3(q − 2)3

2q B3 ln2 r−

−3(2q3 − 9q2 + 12q − 8)
q

B3 ln r − 3(q − 2)
q

B3 −
3(3q2 − 4)2

2q(q + 2) C3r
−2 ln r+

−3(3q5 − 6q4 − 32q3 + 24q2 + 32q − 32)
4q2(q + 2)) C3r

−2+

+6(q − 2)(q − 1)
q

D3r
q−2 ln r − 6(q3 − 5q2 + 7q − 4)

q(q − 2) D3r
q−2
]︄

τ ′
rθ = B

[︄(︂
q(q − 2)B3 + q(q + 2)C3r

−2
)︂
θ3 +

(︂
q(q − 2)B1 + q(q + 2)C1r

−2+

+12(q − 2)(q + 1)
q(q + 2) A3r

q − 3(q − 2)2B3lnr + 3(q2 − 6q + 4)
q

B3+

+3(4− 3q2)C3r
−2lnr + 3(3q + 4)(q − 2)

(q + 2) C3r
−2 − 12(q − 1)

q
D3r

q−2
)︄
θ

]︄
Подставив полученные соотношения в граничные условия (28), (29) и опре-

делим коэффициенты

A3 = pqα(q + 2) [c2 [q(1− α2) + 2(αq − 1)] + c1 [qαq+1(1− α2) + 2α3(αq − 1)]]
3B(2− q)(1− α2) [q2αq(α2 − 1)2 − 4α2(αq − 1)2]

D3 = pqα [c2 [q(1− α2) + 2α2(αq − 1)] + c1 [qαq+3(1− α2) + 2α3(αq − 1)]]
3B(1− α2) [q2αq(α2 − 1)2 − 4α2(αq − 1)2]

A1 = q

2(q − 2)αq−2(1− α2)

[︄
B1
(︂
(q − 2)(q − 1)(1− αq−2)− (q − 2)2 lnα

)︂
+

+C1
(q2 − 4q − 4)(1− αq)

2α2 + A3

(︄
3(q − 2)(3q3 − 2q2 + 8)αq−2

q3(q + 2) (α2 − 1)−
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−6(4− 3q2)(q − 2)
q3(q + 2) αq lnα

)︄
+D3

6(2− q)
q

αq−2 lnα + 2p
Bα(1− α2) (αqc1β

2
1 + c2β

2
2)
]︂

B1 =
2pα

[︂
c2
(︂
2qαq(α2 − 1)− 4(αq − 1)

)︂
+c1

(︂
2qαq+1(α2 − 1)− 4αq(αq − 1)

)︂]︂
Bq(2− q)(1− α2) [q2αq(α2 − 1)2 − 4α2(αq − 1)2]

C1 =
2pα

[︂
c2
(︂
2qαq(1− α2)− 4α2(αq − 1)

)︂
+c1

(︂
2qαq+3(1− α2) + 4αq+3(αq − 1)

)︂]︂
Bq(2− q)(1− α2) [q2αq(α2 − 1)2 − 4α2(αq − 1)2]

D1 = 1
2αq−2(1− α2)

[︄
B1
(︂
(q − 2)(q − 1)(1− αq)− (q − 2)2 lnα

)︂
+

+C1
(q2 − 4q − 4)

2α2 (1− αq+2) + A3

(︄
6(q − 2)(3q2 − 4)

q3(q + 2) αq lnα+

+D3

(︄
6(q2 − 5q + 4)

q(q − 2) αq−2(α2 − 1)− 6(q − 2)
q

αq−2 lnα
)︄

+

− 2p
Bα(1− α2)(αq+3c1β

2
1 + c2β

2
2)
]︄

Для упругого материала k = 1 и q = 0 . Следовательно соотношения (24) и
(25) примут вид

∇1 = r4 ∂
4

∂r4 + 2r3 ∂
3

∂r3 − r
2 ∂

2

∂r2 + r
∂

∂r
(37)

∇2 = 2r2 ∂
2

∂r2 − 2r ∂
∂r

+ 4 (38)

Решение уравнения (23), ищем в виде (34) и опредляются соотношениями

R3 = A3r
2 ln r +B3r

2 + C3lnr +D3

R1 = A1r
2 ln r +B1r

2 + C1 ln r +D1 − A3r
2 ln3 r − 3B3r

2 ln2 r+

+3B3r
2 ln r − 3

2B3r
2 − C3 ln3 r − 3D3 ln2 r (39)

Из соотношения (39), (34) и (19)-(22) находим

σ′
r = B

[︄
−A3θ

4 +
(︄
−2A1 + 6A3(ln2 r + ln r − 1) + 12B3 ln r+

+6C3

r2 (ln r + 1) + 6D3

r2

)︄
θ2 + 2A1(ln2 r + ln r − 1) + 2B1(2 ln r − 1)+

+2C1

r2 (ln r − 1) + 2D1

r2 − A3 ln2 r(ln2 r + 2 ln r + 3)−B3(4 ln3 r − 3 ln r + 3)−
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−2C3 ln2 r

r2 (ln r − 3)− 6D3 ln r
r2 (ln r − 2)

]︄

σ′
θ = B

[︄(︄
−2A1 + 12B3(ln r + 1)− 6D3

r2

)︄
θ2+

+2A1(ln2 r + 3 ln r + 1) + 2B1(2 ln r + 1)− 2C1

r2 (ln r − 1)− 2D1

r2 −

−B3(4 ln3 r + 12 ln2 r − 3) + 6D3 ln r
r2 (ln r − 2)

]︄

τ ′
rθ = B

[︄(︃
2A3 −

2C3

r2

)︃
θ3 +

(︄
2A1 −

2C1

r2 − 6A3 ln r(ln r + 2)−

−6B3(2 ln r + 1) + 6C3 ln r
r2 (ln r − 2) + 12D3

r2 (ln r − 1)
)︄
θ

]︄
(40)

Коэффициенты A3, B3, C3, D3, A1, B1, C1, D1 определяются из граничных
условий (28), (29) и принимают вид A3 = C3 = 0

B3 = −pc1α
2(α2 − 2α2 lnα− 1)− pc2α(α2 − 2 lnα− 1)

3B(1− α2)
[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂
D3 = −pc1α

4(1− α2 + 2 lnα)− pc2α(1− α2 − 2α2 lnα)
3B(1− α2)

[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂
C1 = −4pc1α

4 ln2 α− pc2α lnα(1− α2)
B(1− α2)

[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂
A1 = −pc1α

2(1− α2 − 4α2 ln2 α + 2α2 lnα)− pc2α(1− α2 + 2α2 lnα)
B(1− α2)

[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂
B1 = −α2

(1− α2 + 2α2 lnα)B(1− α2)
[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂ ·
·
(︄
−pc1

[︄
−8

3α
2 ln3 α(α2 lnα + α2 − 1) + 2α2 lnα(α2 lnα− α2 + 1) + 1

2(1− α2)2
]︄
−

−pc2

[︄
−4

3α ln3 α(α2−1+lnα)+α3 lnα(lnα−1)+1
2(2 ln2 α+2 lnα+1+α4−2α2)/α

]︄
−

−
[︄
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︄
(pc1β

2
1 + pc2β

2
2/α)

)︄

D1 = −α2

(1− α2 + 2α2 lnα)B(1− α2)
[︂
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︂ ·
·
(︄
−pc1

[︄
−8

3α
2 ln3 α(α2 lnα + α2 − 1)− 4α2 lnα

]︄
−
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−pc2

[︄
−4

3α ln3 α(α2 − 1 + lnα) + α3 ln2 α + 1
2(α ln2 α + 1− 4α2 ln2 α)/α

]︄
−

−
[︄
(1− α2)2 − 4α2 ln2 α

]︄
(pc1β

2
1α

2(1− 2 lnα) + 1
2pc2β

2
2)
)︄
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Введение. Устойчивость тонкостенных цилиндрических оболочек при раз-
личных видах нагружения теоретически и экспериментально исследованы во
многих научных трудах [1—10] Теоретический и экспериментальный анализ
устойчивости цилиндрических оболочек при изгибе приведен в следующих ис-
точниках [2, 3]. Влияние геометрических параметров на устойчивость цилин-
дрических оболочек теоретически и экспериментально исследовалось в [2, 3,
11, 12]. Решение задачи при прямом изгибе (под действием сосредоточенной
силы) обусловлено тем, что в зависимости от геометрических и жесткостных
параметров оболочки потеря устойчивости может происходить по двум типам:
от действия касательных напряжений (по типу кручения) и нормальных напря-
жений (по типу сжатия-изгиба) [2, 3]. Серьезное влияние на потерю устойчи-
вости тонкостенных оболочек оказывают начальные несовершенства геометрии
оболочки и другие факторы [1, 4, 7].

Целью настоящей работы является теоретическое и экспериментальное изуче-
ние потери устойчивости тонкостенных цилиндрических оболочек средней дли-
ны при прямом изгибе.

1. Теоретическое исследование потери устойчивости тонкостенных цилин-
дрических оболочек средней длины при прямом изгибе. Для рассмотрения
теоретического исследования потери устойчивости тонкостенной цилиндриче-
ской оболочки средней длины при прямом изгибе использовали расчетную схе-
му представленную на рис. 1.

Рис. 1.
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При прямом изгибе (рис. 1) создаются в стенке цилиндрической оболочки
нормальные и касательные напряжения [7]. Тогда опасными для потери устой-
чивости будут зоны максимальных нормальных напряжений (зона I) и макси-
мальных касательных напряжений (зона II).

Для исследований использовалась тонкостенная цилиндрическая оболочка из
алюминиевого сплава марки 3004 в состоянии H-19 у которой радиус срединной
поверхности r = 31, 48 мм, толщина оболочки h = 0, 1 мм, длина оболочки
l = 140 мм, модуль упругости E = 0, 7 · 1011 Па [13], коэффициент Пуассона
ν = 0, 33 [14].

Для тонкостенной оболочки средней длины при прямом изгибе выполняется
условие (1) [7]:

1, 2
√︄
h

r
<
l

r
< 3

√︃
r

h
(1)

После подстановки данных в условие (1), получим: 0,068<4,45<53,23. Соглас-
но формуле (1), разброс длины рассматриваемой тонкостенной цилиндрической
оболочки, у которой отношение радиуса срединной поверхности к толщине дан-
ной оболочки равна 314,8, составляет от 2,14 мм до 1675,68 мм.

Приравнивая критическое нормальное напряжение в первой зоне (σикр) к
критическому напряжению при осевом сжатии (σкр) для оболочек средней дли-
ны, вычислили ожидаемую критическую силу [7].

Предварительно вычислили критическое нормальное напряжение в первой
зоне (σкр) с помощью формулы (2) [1, 7].

σкр = E · h
r
√︂

3(1− ν2 )
(2)

После подстановки значений в формулу (2) получили следующее выражение:

σкр = 0, 612 · Eh
r

Тогда [7],

σикр =
F

(I)
кр · l

π · r2 · h
= 0, 612 · Eh

r
;

F
(I)
кр = 1, 345 · 1011 · h

2 · r
l

(3)

Из формулы (3) определили критическую силу (F (I)
кр), которая равна

F
(I)
кр = 302, 43 H.
Для определения критической силы при потере устойчивости во второй зоне

(F (II)
кр ), приравнивали касательное напряжение при изгибе (τикр) критическому

касательному напряжению при кручении (τкр) для оболочек средней длины.
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Предварительно определили критическое напряжение при кручении (τкр)
для оболочек средней длины, у которых выполняется условие (4) [7].

3
√︄
h

r
<
l

r
< 9

√︃
r

h
. (4)

После подстановки данных в условие (4), получим: 0,169<4,45<159,69. Со-
гласно формуле (4), разброс длины рассматриваемой тонкостенной цилиндри-
ческой оболочки, у которой отношение радиуса срединной поверхности к тол-
щине данной оболочки равна 314,8, составляет от 5,32 мм до 5027,04 мм.

С учетом выполнения условия (4) определили критическое напряжение при
кручении (τкр) с помощью формулы (5) [1, 7].

τкр = 0, 74 · E · h
r (1− ν2)5/8 ·

4

√︄
h · r
l2

. (5)

После подстановки значений в формулу (5) получили следующее выражение:

τкр = 0, 796 · E · h
r
· 4

√︄
h · r
l2

.

Тогда [7],

τикр =
F

(II)
кр · l
π · r · h

= 0, 796 · E · h
r
· 4

√︄
h · r
l2

;

F
(II)
кр = 0, 557 · 1011 · h2 · 4

√︄
h · r
l2

; (6)

Из формулы (6) определили критическую силу (F (II)
кр ), которая равна

F
(II)
кр = 197, 64H.
В качестве расчетного значения критической силы принимали минимальное

значение (Fкр) с учетом поправочных коэффициентов [7] по формуле (7)

Fкр= min

⎧⎨⎩ 1, 2 · αc · F (I)
кр;

αk · F (II)
кр ,

(7)

где αc – поправочный коэффициент на начальные неправильности [7]; αk – по-
правочный коэффициент на начальные отклонения при кручении [7].

Коэффициент αc для отношения радиуса срединной поверхности вышеука-
занной цилиндрической оболочки к толщине цилиндрической оболочки равной
314,8 определили интерполяцией из табличных данных источника [7], который
равен αc = 0, 282.

После подстановки значений в формулу (7) определили ожидаемую кри-
тическую силу из условия устойчивости в первой зоне, которая равна
Fкр = 102, 34Н.

Значение поправочного коэффициента на начальные отклонения при круче-
нии αk так же определили интерполяцией из табличных данных источника [7],
который равен αk = 0, 774.
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После подстановки значений в формулу (7) определили ожидаемую кри-
тическую силу из условия устойчивости во второй зоне, которая равна
Fкр = 152, 97Н.

Исходя из вышеприведенных расчетов окончательно выбирали минимальную
ожидаемую критическую силу, т.е. Fкр = 102, 34Н.

В связи с тем, что при прямом изгибе разброс длины рассматриваемой тон-
костенной цилиндрической оболочки, у которой отношение радиуса срединной
поверхности к толщине данной оболочки равна 314,8, составляет от 5,32 мм до
1675,68 мм необходимо исследовать потерю устойчивости в первой и во вто-
рой зонах. Для этого из формул (3) и (6), рассмотрели функции F

(I)
кр = f(l) и

F
(II)
кр = f (l) и построили их графики зависимости (рис. 2).

Рис. 2. График зависимости критических сил в первой и во второй зонах от длины
цилиндрической оболочки.

Функция y = 14, 39 · x−1 – график зависимости критической силы из условия
устойчивости в первой зоне. Функция y = 57, 0 · x−0,5 – график зависимости
критической силы из условия устойчивости во второй зоне. Точка пересече-
ния вышеуказанных функций имеет следующие координаты Fкр = 224, 84 H,
l=0,064 м.

Анализ графиков зависимости приведенных на рис.2 указывает на то, что
при длине от 0,00532 м до 0,064 м ожидаемая потеря устойчивости должна про-
исходить во второй зоне, а при длине от 0,064 м до 1,676 м ожидаемая потеря
устойчивости должна происходить в первой зоне. Для проверки вышеуказанно-
го анализа графиков нами были проведены серии опытов с образцами длиной
40 мм и 140 мм.
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2. Экспериментальное исследование потери устойчивости тонкостенных ци-
линдрических оболочек средней длины при прямом изгибе. Для определе-
ния потери устойчивости при изгибе тонкостенной цилиндрической оболочки
из алюминиевого сплава марки 3004 в состоянии H-19 изготовлена и собра-
на специальная экспериментальная установка рис.3а. Исследуемые образцы (1)
одним концом жестко закреплялись к оправке (2). В свою очередь, оправка
жестко закреплялась к станине (3). Для контроля прогиба свободного конца
оправки установлен высококачественный микронный цифровой индикатор (4).
Для измерения прогиба свободного конца образца установлен так же высокока-
чественный микронный цифровой индикатор (5). Для придания жесткости на
свободный конец испытываемого образца, закреплялось жесткое кольцо (6), к
которому прикреплялся крючок (7). Соосность центра оправки и центра сво-
бодного конца цилиндрической оболочки контролировали с помощью лазерного
уровня (нивелира) рис.3б. На крючок устанавливался подвес (8).

а) б)

Рис. 3. Специальная экспериментальная установка

Испытуемый образец из алюминиевого сплава 3004 в состоянии Н19 имел
следующие размеры: внешний диаметр D = 63, 05 мм, внутренний диаметр
d = 62, 85 мм, расчетные длины образцов l = 40 мм и 140 мм, толщина стенки
h = 0, 1 мм.

После сборки специальной экспериментальной установки (рис. 3а) до нагру-
жения показания высококачественных микронных цифровых индикаторов (4) и
(5) устанавливали на “0”. Затем на подвес (8) устанавливали груз (9), который
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создавал изгибающий момент. После этого нагружали образец вначале боль-
шими, а затем малыми ступенями, отмечая после каждой ступени нагружения
вертикальное перемещение на свободном конце образца (1). Ступени малых на-
гружений выбирали так, чтобы до достижения потери устойчивости было не
менее пяти ступеней малых нагружений. После потери устойчивости фиксиро-
вались данные критической нагрузки и показания микронных цифровых инди-
каторов (4) и (5), которые записывали в журнал испытаний. Размеры образцов
приведены в табл. 1.

В каждой серии испытывались по десять образцов с последующей статисти-
ческой обработкой результатов [15]. В первой серии испытаний образец терял
устойчивость в две стадии: первая – потеря местной устойчивости, вторая –
полная потеря устойчивости образца.

Серия
испытаний

Радиус
срединной
поверхно-
сти r, мм

Толщина
оболочки
h, мм

Длина
оболочки
l, мм

l
r

1 31,48 0,1 40 1,27
2 31,48 0,1 140 4,45

Таблица 1. Размеры испытуемых образцов

В первой стадии местная потеря устойчивости наблюдалась в нескольких ва-
риантах. Один из вариантов – появление вмятины между зоной максимальных
напряжений прямого изгиба (зона I) и максимальных касательных напряже-
ний (зона II) рис. 4а. Затем при дальнейшем нагружении образца одновременно
появляются вмятина в первой зоне рис. 4а, 4б и во второй зоне рис. 4в. Дру-
гой вариант одновременное появление вмятин в первой и во второй зонах. Во
второй зоне, где действуют максимальные касательные напряжения появились
впадины, наклоненные под углом к образующей тонкостенной цилиндрической
оболочки рис. 4в.

При дальнейшем нагружении наступала вторая стадия – полная потеря
устойчивости образца. Образец первой серии испытаний после полной потери
устойчивости приведен на рис. 5а. Количество впадин в образцах первой серии
испытаний 11 впадин, одна впадина в центре первой зоны и по пять впадин
наклоненные под углом к образующей тонкостенной цилиндрической оболочки
с одной и другой стороны. Из этих пяти впадин с одной и другой стороны одна
впадина № 4 (рис. 5а) в центре зоны 2 на всю длину тонкостенной цилиндриче-
ской оболочки.

Во второй серии испытаний образец терял устойчивость в одну стадию –
полная потеря устойчивости образца. Оболочки средней длины при прямом
изгибе теряют устойчивость с образованием одного ряда впадин [9]. Образец
второй серии испытаний после полной потери устойчивости приведен на рис. 5б.
Образцы второй серии теряют устойчивость, образуя впадины, расположенные
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а) б) в)

Рис. 4. Этапы местной потери устойчивости первой серии испытаний

по полуокружности в один ряд в обе стороны к растянутой зоне. При этом в
первой зоне образуются мелкие впадины с большой глубиной, глубина впадин
уменьшается по полуокружности при приближении к растянутой зоне (рис.5б).

а) б)

Рис. 5. Образцы первой и второй серий испытаний после полной потери устойчивости
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Результаты статистической обработки испытаний с доверительной вероятно-
стью P = 0, 95 приведены в таблице 2.

Серии
испытаний

Значе-
ние

крити-
ческой
силы

F exp
кр , Н

Среднее
квадра-
тиче-
ское

откло-
нение, Н

Довери-
тельный
интер-
вал, Н

Коэффи-
циент
вариа-
ции, ν,

%

Коэффи-
циент
асим-

метрии,
Sµ

Коэффи-
циент
эксцес-
са, Ex

Средняя
квадра-
тиче-
ская

ошибка
асим-

метрии,
S2

A

Средняя
квадра-
тиче-
ская

ошибка
экс-

цесcа,
S2

E

1 серия
испытаний:

местная
потеря

устойчиво-
сти

264,28 46,23 (264,28±
33,04) 17,49 -1,146 0,664 0,377 0,569

1 серия
испытаний:

полная
потеря

устойчи-
вости

328,39 19,92 (328,39±
14,24) 6,07 0,548 -0,483 0,377 0,569

2 серия
испытаний:

полная
потеря

устойчи-
вости

106,83 14,11 (106,83±
10,08) 13,21 -0,738 -0,804 0,377 0,569

Таблица 2. Результаты статистической обработки испытаний

По данным статистической обработки испытаний проверили, подчиняются ли
они нормальному закону распределения при помощи неравенств (8) и (9) [15].

|Sµ| ≤ 3 ·
√
S

2
A (8)

где S2
A = 6·(n−1)

(n+1)·(n+3)

|Ex| ≤ 5 ·
√
S

2
E, (9)

где S2
E = 24·n·(n−2)·(n−3)

(n+1)2·(n+3)·(n+5)
Подставив значения в формулу (8), проверили соблюдение условий:
• 1 серия испытаний, местная потеря устойчивости |−1, 146| ≤ 3 ·

√
0, 377;

• 1 серия испытаний, полная потеря устойчивости |0, 548| ≤ 3 ·
√

0, 377;
• 2 серия испытаний, полная потеря устойчивости |−0, 738| ≤ 3 ·

√
0, 377.

Подставив значения в формулу (9), проверили соблюдение условий:
• 1 серия испытаний, местная потеря устойчивости |0, 664| ≤ 5 ·

√
0, 569;

• 1 серия испытаний, полная потеря устойчивости |−0, 483| ≤ 5 ·
√

0, 569;
• 2 серия испытаний, полная потеря устойчивости |−0, 804| ≤ 5 ·

√
0, 569.
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Вышеуказанные условия соблюдаются, т.е. асимметрия и эксцесс несуще-
ственны, вызваны влиянием случайных факторов. Следовательно, приведенные
в табл.2 результаты подчиняются нормальному закону распределения.

Значение критической силы в первой серии испытаний для местной потери
составило F exp

кр = 264, 28 H. Согласно графику зависимости критических сил
во второй зоне от длины цилиндрической оболочки (рис. 2) ожидаемая крити-
ческая сила имеет значение Fкр = 285 H. Несоответствие экспериментального
значения критической силы с ожидаемой критической силой составило 7,27%.

Значение критической силы в первой серии испытаний для полной потери
составило
F exp
кр = 328, 39H. Согласно графику зависимости критических сил в первой

зоне от длины цилиндрической оболочки(рис.2) ожидаемая критическая сила
имеет значение Fкр = 359, 75 H. Несоответствие экспериментального значения
критической силы с ожидаемой критической силой составило 8,72%.

Значение критической силы во второй серии испытаний для полной потери
составило F exp

кр = 106, 83H. Согласно графику зависимости критических сил в
первой зоне от длины цилиндрической оболочки(рис. 2) ожидаемая критиче-
ская сила имеет значение Fкр = 102, 79 H. Несоответствие экспериментального
значения критической силы с ожидаемой критической силой составило 3,78%.

В целом наблюдается хорошее соответствие результатов критической силы
по теоретическим и экспериментальным исследованиям.

Заключение. По результатам проведенных теоретических исследований ре-
комендован график зависимости критических сил от длины цилиндрической
оболочки для определения потери устойчивости оболочек средней длины в зо-
нах максимальных нормальных и касательных напряжений. Анализ резуль-
татов экспериментальных исследований показал, что приведенные результаты
статистической обработки испытаний значения критической силы подчиняются
нормальному закону распределения и эксперименты выполнены с доверитель-
ной вероятностью P = 0, 95. Расхождение теоретических и экспериментальных
значений критических сил составило от 3,78 % до 8,72 %, что подтверждает удо-
влетворительное соответствие результатов теоретических и экспериментальных
исследований.
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Введение. Математическое моделирование механического поведения мик-
рополярных упругих тел начинается с построения энергии деформации [1—10].
Энергия деформации есть внутренняя энергия, поскольку мы ограничиваем-
ся изоэнтропийными (адиабатическими) процессами. Для изотермических про-
цессов энергию деформации следует интерпретировать как свободную энергию
Гельмгольца. В большинстве доступных литературных источников внутренняя
энергия вводится как термодинамический потенциал состояния на единицу ин-
вариантного объема и обозначается U . В ходе обсуждения рассматриваются
только изоэнтропийные процессы. Таким образом, для внутренней энергии име-
ем

U = U(S, ϵij, κij) , (1)
где ϵij — несимметричный тензор деформации, κij — тензор изгиба-кручения, S
— энтропия на единицу инвариантного объема, черта над символом относится
к термодинамическому потенциалу состояния в отличие от самой физической
полевой величины (в (1) это замечание относится к U и S).

Второй (взаимный) принцип Гиббса гласит (см. [11]): «для локального равно-
весия необходимо и достаточно, чтобы при всех возможных изменениях состоя-
ния системы, не меняющих ее энтропии, изменение ее энергии либо обращалось
в нуль, либо было положительным: δU ≥ 0.»

Исходная формулировка взаимного принципа может быть аналогично усиле-
на согласно

U(S, ϵij, κij) −→ min (δS = 0), (2)
т.е. поскольку δS = 0, то

δU = 0, δ2U ≥ 0,
δ2U = 0, тогда и только тогда, когда δϵij = 0 и δκij = 0.

(3)

В силу двустороннего ограничения δU = 0, U не должна зависеть от линей-
ных членов по вариациям переменных состояния. Этот обстоятельство подтвер-
ждается простой оценкой приращения внутренней энергии:

U − U
⃓⃓⃓⃓
equilibrium

= δU + 1
2!δ

2U + · · · , (4)

где первая вариация вычисляется как

δU [δϵij, δκij] = ∂U

∂ϵij

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
S=fixed

δϵij + ∂U

∂κij

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
S=fixed

δκij , (5)

а вторая — определяется выражением

δ2U [δϵij, δκij] = ∂2U

∂ϵij∂ϵkl

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
S=fixed

δϵijδϵkl + ∂2U

∂ϵij∂κkl

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
S=fixed

δϵijδκkl+

+ ∂2U

∂κij∂κkl

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
S=fixed

δκijδκkl .

(6)
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В силу первой формулы в (3) уравнение (5) преобразуется к виду

U − U
⃓⃓⃓⃓
equilibrium

= 1
2δ

2U + · · · . (7)

Основываясь на взаимном принципе, критерий устойчивости изоэнтропийно-
го равновесия формулируется односторонним ограничением на вторые вариа-
ции внутренней энергии δ2U :

δ2U(0, 0)[δϵij, δκij] = δ2U

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
ϵij=0, κij=0

[δϵij, δκij] ≥ 0,

δ2U = 0, тогда и только тогда, когда δϵij = 0 и δκij = 0.

(8)

В настоящем исследовании широко используется терминология, обозначения,
методы и результаты, представленные в наших предыдущих работах [8, 9, 12—
17].

1. Энергия деформации гемитропного микрополярного упругого тела. В
этом разделе ограничимся рассмотрениями в трехмерном пространстве, снаб-
женном декартовой системой координат.

Микрополярное твердое тело называется гемитропным, если компоненты
определяющих тензоров не изменяются при поворотах системы координат, т.е.
они инвариантны относительно группы полуизометрических преобразований, а
именно изометрических преобразований, за исключением зеркальных отраже-
ний и инверсий трехмерного евклидова пространства. В этом случае корректная
запись основных уравнений может быть представлена только с использованием
формализма псевдотензоров. Однако, простой алгоритм преобразования псев-
дотензора в соответствующий ему абсолютный тензор позволяет нам провести
наше исследование в терминах абсолютных тензоров.

Введем энергию деформации U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

[9, 13, 14], рассчитанную на единич-

ный инвариантный элемент объема при постоянной энтропии (S = const), в
виде:

U

⃓⃓⃓⃓
adiabatic

= U

⃓⃓⃓⃓
S=const

= U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

(ϵ(ij), κ(ij), φi, κi), (9)

где
ϵij = ∂iuj − eijkφk, 2ϵ(ij) = ∂iuj + ∂jui, κij = ∂iϕj,

κ(ij) = ∂iϕj + ∂jϕi, φi = ϕi −
1
2eikl∂[kul], κi = 1

2eijsκ[js].
(10)

В уравнениях (5) и (6) используются следующие обозначения: ui — транс-
ляционные перемещения; ϕi — спинорные перемещения; ϵkl — асиметричный
тензор деформации; κkl — тензор изгиба–кручения; ∂i обозначает частную про-
изводную по пространственной координате xi; eijk — альтернирующий тензор;
φi — относительные микроповороты; круглые скобки обозначают алгебраиче-
скую симметризацию; квадратные скобки обозначают алгебраическое альтер-
нирование.
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Следует отметить, что U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

по сути является потенциалом силовых и

моментных напряжений. В дальнейшем вместо U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

используется сокра-
щенное обозначение U .

Энергия деформации U инвариантна относительно вращений и трансляций
пространства, а также относительно преобразований пространственной инвер-
сии и зеркальных отражений, т.е. для полной изометрической группы. Суще-
ствуют три различных подхода к определению энергии деформации, подробно
описанные в статье [9]. Первый из них — это A-представление. A-представление
[8] основано на понятиях теории рациональных алгебраических инвариантов
и является линейной оболочкой индивидуальных и совместных целых рацио-
нальных алгебраических инвариантов несимметричного тензора деформации и
пространственного градиента поля микровращений. Основы теории целых ра-
циональных алгебраических инвариантов подробно обсуждаются в фундамен-
тальных монографиях [18, 19].

Инварианты полной неприводимой системы индивидуальных и совмест-
ных целых рациональных алгебраических квадратичных инвариантов симмет-
ричных компонент несимметричных тензоров деформации, тензора изгиба-
кручения и связанных с ними векторов для гемитропного твердого тела, вы-
числяются в декартовых координатах следующим образом [17]

I
1

= δikδlmϵ(ik)ϵ(lm), I
2

= δikδlmκ(ik)κ(lm), I
3

= δikδlmϵ(il)ϵ(km),

I
4

= δikδlmκ(il)κ(km), I
5

= δikφiφk, I
6

= δikκiκk,

I
7

= δikδlmϵ(ik)κ(lm), I
8

= δikδlmϵ(ik)κ(lm), I
9

= δikκiφk,

(11)

где δlm — символ Кронекера.
В силу формул (7) для инвариантов I

c
(c = 1, . . . , 9) энергия деформации (5)

представляется в виде (см. [8, 9, 13]):

U = A
1
δisδlmϵ(is)ϵ(lm) + A

2
δisδlmκ(is)κ(lm) + A

3
δisδlmϵ(il)ϵ(sm)+

+ A
4
δisδlmκ(il)κ(sm) + A

5
δisφiφs + A

6
δisκiκs+

+ A
7
δisδlmϵ(is)κ(lm) + A

8
δisδlmϵ(is)κ(lm) + A

9
δisκiφs, (12)

где A
c

(c = 1, . . . , 9) — произвольные константы. Очевидно, эти константы могут
интерпретироваться как определяющие упругие модули (абсолютные скаляры)
при спецификации модели гемитропного микрополярного упругого твердого те-
ла.

Для упрощения дальнейшего изложения введем формальные замены незави-
симых переменных состояния ϵ(ij), κ(ij), φi, κi энергии деформации U согласно
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следующим правилам:

ϵ(11) ←→ Y1, φ1 ←→ Y7, κ(11) ←→ Y10, κ1 ←→ Y16,
ϵ(22) ←→ Y2, φ2 ←→ Y8, κ(22) ←→ Y11, κ2 ←→ Y17,
ϵ(33) ←→ Y3, φ3 ←→ Y9; κ(33) ←→ Y12, κ3 ←→ Y18;
ϵ(23) ←→ Y4, κ(23) ←→ Y13,
ϵ(13) ←→ Y5, κ(13) ←→ Y14,
ϵ(12) ←→ Y6; κ(12) ←→ Y15;

(13)

где мы подчеркиваем индекс, чтобы отличить двузначные векторные индек-
сы от двух соседних однозначных тензорных индексов. Вектор формальных
переменных1 [Y ] принадлежит формальному векторному пространству алгеб-
раической размерности 18.

С учетом замен (9) квадратичная форма энергии деформации (8) записыва-
ется как:

U = A
1
Y 2

1 + A
3
Y 2

1 + A
7
Y1Y10 + A

8
Y1Y10 + A

2
Y 2

10 + A
4
Y 2

10 + A
7
Y1Y11 + 2A

2
Y10Y11+

+ A
2
Y 2

11 + A
4
Y 2

11 + A
7
Y1Y12 + 2A

2
Y10Y12 + 2A

2
Y11Y12 + A

2
Y 2

12 + A
4
Y 2

12+

+ 2A
4
Y 2

13 + 2A
4
Y 2

14 + 2A
4
Y 2

15 + A
6
Y 2

16 + A
6
Y 2

17 + A
6
Y 2

18 + 2A
1
Y1Y2 + A

7
Y10Y2+

+ A
7
Y11Y2 + A

8
Y11Y2 + A

7
Y12Y2 + A

1
Y 2

2 + A
3
Y 2

2 + 2A
1
Y1Y3 + A

7
Y10Y3+

+ A
7
Y11Y3 + A

7
Y12Y3 + A

8
Y12Y3 + 2A

1
Y2Y3 + A

1
Y 2

3 + A
3
Y 2

3 + 2A
8
Y13Y4+

+ 2A
3
Y 2

4 + 2A
8
Y14Y5 + 2A

3
Y 2

5 + 2A
8
Y15Y6 + 2A

3
Y 2

6 + A
9
Y16Y7+

+ A
5
Y 2

7 + A
9
Y17Y8 + A

5
Y 2

8 + A
9
Y18Y9 + A

5
Y 2

9 . (14)

Отметим, что уравнение (10) может быть представлено в компактных мат-
ричных обозначениях в виде:

U = [Y]T[A][Y], (15)

где [Y] = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Y8, Y9, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15, Y16, Y17, Y18]T —
транспонированная вектор-строка алгебраической размерности 18, составлен-
ная из формальных переменных; [A] — формальная матрица размерности 18×18
изоэнтропийных механических модулей микрополярной среды. В случае гемит-
ропного микрополярного твердого тела матрица [A] имеет следующую блочную

1В настоящей статье используются векторно-матричные обозначения. Они отличаются от
векторно-тензорных обозначений. Например, Y · A · Y = [Y]T[A][Y], где квадратные кобки
указывают на матрицу или вектор-столбец.
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структуру (к сожалению, не диагональную, но по меньшей мере трехдиагональ-
ную):

[A] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[A11] [0] [0] [A14] [0] [0]
[0] [A22] [0] [0] [A25] [0]
[0] [0] [A33] [0] [0] [A36]

[A41] [0] [0] [A44] [0] [0]
[0] [A52] [0] [0] [A55] [0]
[0] [0] [A63] [0] [0] [A66]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (16)

где [0] — нулевой матричный блок 3× 3; [Ahk] (h, k = 1, . . . , 6) — симметричные
блочные матрицы алгебраической размерности 3 × 3, которые определяются
через микрополярные упругие механические модули A

a
(a = 1, . . . , 9) согласно

следующим формулам:

[A11] =

⎡⎢⎢⎣
A
1

+ A
3

A
1

A
1

A
1

A
1

+ A
3

A
1

A
1

A
1

A
1

+ A
3

⎤⎥⎥⎦ , [A44] =

⎡⎢⎢⎣
A
2

+ A
4

A
2

A
2

A
2

A
2

+ A
4

A
2

A
2

A
2

A
2

+ A
4

⎤⎥⎥⎦ ,

[A14] = [A41] = 1
2

⎡⎢⎢⎣
A
7

+ A
8

A
7

A
7

A
7

A
7

+ A
8

A
7

A
7

A
7

A
7

+ A
8

⎤⎥⎥⎦ ,

2[A36] = 2[A63] = A
9

diag[1, 1, 1], [A25] = [A52] = A
8

diag[1, 1, 1],

[A22] = 2A
3

diag[1, 1, 1], [A33] = A
5

diag[1, 1, 1],

[A55] = 2A
4

diag[1, 1, 1], [A66] = A
6

diag[1, 1, 1].

(17)

2. Факторизация характеристического полинома квадратичной энергетиче-
ской формы. Канонический диагональный вид квадратичной формы (10) мо-
жет быть представлен в терминах собственных чисел λi (i = 1, ...18) матрицы
[A]. В этом случае исходная квадратичная форма, преобразованная к канониче-
ским переменным X1,...,X18, принимает каноническое диагональное представ-
ление:

U = Udiag =
18∑︂

s=1
λsX

2
s . (18)

Собственные числа симметричной матрицы [A] квадратичной формы U яв-
ляются корнями характеристического уравнения, следующего вида:

det
[︂
[A]− λ diag[1, 1, 1]

]︂
= 0 . (19)

Уравнение (19) является уравнением алгебраической степени 18. Причем в
силу симметричности матрицы [A] квадратичной формы U корни уравнения
(19) будут вещественными числами. В случае общего линейного анизотропного
микрополярного упругого тела аналитическое представление корней в обозри-
мом виде весьма затруднительно, поскольку требует явного определния корней
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полинома 18. Однако, для гемитропного микрополярного упругого тела, харак-
теристическое уравнение (19) допускает факторизацию, обусловленную трех-
диагональной формой матрицы [A], в следующем виде:

[(2A
3
− λ)(2A

4
− λ)− A

8
2]3[4(A

5
− λ)(A

6
− λ)− A

9
2]3[4(A

3
− λ)(A

4
− λ)− A

8
2]2×

×[4(3A
1

+ A
3
− λ)(3A

2
+ A

4
− λ)− (3A

7
+ A

8
)2] =0 .

(20)
Отметим, что уравнение (20) имеет: 4 корня кратности 3, 2 корня кратности 2

и 2 корня кратности 1. Кроме того, что все указанные корни являются корнями,
соответствующих квадратных уравнений, и могут быть представлены в явной
форме в радикалах:
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3
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4
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8
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+
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3
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4
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8
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+
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(3A
1
− 3A

2
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3
− A

4
)2 + (3A

7
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8
)2.

(21)

Нетрудно заметить, что все подкоренные выражения в (21) должны быть
неотрицательны, что определяется вещественнозначностью собственных чисел
симметричной матрицы. Вместе с тем, можно установить дополнительные со-
отношения между собственными числами в (21):

2λ1 = 2λ2 = 2λ3 = λ13 = λ14,

2λ4 = 2λ5 = 2λ6 = λ15 = λ16.
(22)

Положительная определенность энергетической квадратичной формы (19) и,
тем самым, устойчивость равновесия линейного микрополярного упругого тела
[8] обеспечивается следующими очевидными неравенствами

λs > 0 (s = 1, ..., 18). (23)
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Учитывая выражения (21) и (22), система неравенств (53) примет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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(24)

Если возвести в квадрат неравенства (54), то останется всего три существен-
ных неравенства, следующих из (54):
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(25)

которые после несложных преобразований примут вид:
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(26)

Преобразуем систему неравенств (56) к виду:
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ı
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ıı
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ııı
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где введены обозначения
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2 = 4A
3
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4
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C
ıı

2 = 4A
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6
,
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ııı

2 = 4(3A
1

+ A
3
)(3A

2
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4
).

(28)

Система неравенств (58) может трактоваться как 3 двусторонних неравенства
или 6 — односторонних. Очевидно, что левые части неравенств в (59) должны
быть неотрицательны.
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Заключительные обсуждения и выводы. В настоящем исследовании рас-
смотрена факторизация характеристического полинома квадратичной энерге-
тической формы гемитропной микрополярной упругой среды. Энергия дефор-
мации рассматривается как функция, зависящая от несимметричных тензоров
деформации и изгиба-кручения, которые трактуются как термодинамические
переменные состояния. Кроме того, она может одновременно рассматриваться
как потенциал силовых и моментных напряжений. Обсужден второй вариа-
ционный принцип Гиббса и применен к формулировке критерия устойчивости
равновесия для гемитропного микрополярного упругого твердого тела. Обоб-
щая результаты исследования, приходим к следующим выводам:

(1) Получено изометрически инвариантное A-представление квадратичной
формы энергии деформации гемитропного микрополярного упругого
твердого тела, определяемое 9 изоэнтропийными (адиабатическими) ме-
ханическими модулями.

(2) Для оперирования с A-представлением введены формальные перемен-
ные Y1,...,Y18.

(3) Получен характеристический полином алгебраической степени 18 энер-
гетической квадратичной формы в терминах Y1,...,Y18. Построено муль-
типликативное разложение характеристического полинома на 4 полино-
ма меньшей степени.

(4) Вычислены собственные числа и определена их алгебраическая крат-
ность.

(5) Найдены ограничения на определяющие механические модули, обеспе-
чивающие таким образом положительную определенность квадратичной
формы энергии деформации и устойчивость равновесия микрополярного
упругого твердого тела.

(6) Для гемитропной микрополярной среды определены три существенных
определяющих неравенства, обеспечивающих устойчивость равновесия
исследуемого тела.
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1. Введение. Современные стоматологические имплантаты – сложное изде-
лие, состоящее из различных материалов и сложных геометрических поверх-
ностей, требует большого объёма теоретических и экспериментальных иссле-
дований в процессе проектирования и эксплуатации. Поэтому вопросы изго-
товления надежных изделий, заменяющих природные экземпляры важная и
актуальная тема. Для математического моделирования современных импланта-
тов применяются системы автоматизированного проектирования и численные
методы расчета: метод конечных элементов, позволяющие определить проч-
ностные характеристики имплантатов при различных нагрузках и по прове-
денным расчетам изготовить прототипы для проведения клинических испы-
таний. Клинические испытания на прочность имплантатов, эксплуатационным
испытаниям имплантатов на усталостную прочность, нелегированного титана
применяемого в имплантатах регламентированы нормативными документами
[1—3]. В работе [4] проведены экспериментальные исследования пористых ти-
тановых имплантатов на растяжение с фиксацией деформаций. Проведенные
исследования способствуют широкому применению высокопористых титановых
имплантатов, полученных с применением 3D- печати, для восстановительной и
ревизионной хирургии в отношении, как замещения костных дефектов, так и
восстановления поврежденных мышц. В статье [5] изучено влияние цилиндри-
ческого и конусного дентальных имплантатов на прочностные характеристики.
В результате проведенных исследований выявлено преимущество конического
соединения, перед плоскостным. В работе [6] проведено сравнение имплантатов
фирмы цилиндрической формы и конусной формы методом конечных элемен-
тов в физически нелинейной постановке. В результате проведенных исследо-
ваний выявлено, что цилиндрические имплантаты имеют лучшие прочностные
характеристики по сравнению с имплантатом конической формы. В работе [7]
с применением современных САПР проведено статическое и динамическое ис-
следование имплантатов отличающихся способом соединения имплантата. Осу-
ществлен сравнительный анализ локализации напряженных областей и распре-
деления нагрузки при приложении различных осевых нагрузок. Выявлено, что
предложенный вариант соединения предложенным видом способен выдержи-
вать гораздо большие нагрузки по сравнению со стандартным вариантом. В
работе [8] рассмотрены вопросы исследования напряжённо-деформированного
состояния имплантатов из керамики и от их формы. В работе [9] исследует-
ся напряженно-деформированное состояния имплантатов методом граничных
интегральных уравнений. Установлено, что наибольшие напряжения возника-
ют в первом витке резьбы имплантата. В статье [10] рассматривается несъем-
ные ортопедические конструкции, опирающиеся на дентальные имплантаты в
дистальных отделах верхней и нижней челюсти, при действии вертикальной
эксплуатационной нагрузке, характерной для жевательной нагрузки.

2. Методы решения. При изготовлении стоматологических имплантатов с
пломбой применяются несколько видов материалов, для получения прочной
конструкции.
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№ Наименование
материала

Модуль
упругости,
(сдвига) Пa

Коэффициент
Пуассона

Предел
прочно-

сти, МПа
1 Губчатая кость 1,37· 109 0.3 23

2 Кортикальная
кость 1,37·1010 0.3 90-150

3 Дентин 1,86·1010 0.31 1358
4 Керамика 7,0·1010 0.2 320
5 Латех 6,89·107 0.45
6 Титан 1,1·1011 (4,1·1010) 0.32 1048
7 Зубная эмаль 8,1·1010 0.3 4009
8 Пломба 6,9·109 0,3 400

Таблица 1. Физико-механические характеристики материалов, применяемых в кон-
струкции

Для моделирования имплантата применялась бесконтактная система ATOS,
обеспечивающая точность 5 мкм. При расчетах на конструкцию действовала
вертикальная нагрузка 100Н, показанная на рис. 5. Размерные характеристики
конструкции составляли 38.8 мм по оси Х, 38.0 мм по оси Y и 69.5 мм по оси Z
(рис. 2).

Рис. 1. Модель имплантата с пломбой (справа) и естественного зуба

В качестве метода решения в системе автоматизированного проектирования
применяется метод конечных элементов. Сходимость решения проверялся сгу-
щением сетки конечных элементов: сравнивались решения исходного разбиения



130 К. З.ХАЙРНАСОВ

Рис. 2. Структура естественного зуба и имплантата внутри

Рис. 3. Конечно-элементная аппроксимация конструкции. Число конечных элементов
составило 1356214

и при полуторном увеличении числа конечных элементов по сравнению с исход-
ным. Сравнивались напряженно-деформированные состояния исходного состо-
яния и сгущенной сетки конечных элементов. Если результаты отличались не
более чем на 3%, то исходное состояние разбиения принималось достаточным
для получения достоверного решения, если нет, то процедура сгущения сетки
конечных элементов продолжалась.

Число конечных элементов конструкции составило 1356214. В местах сопри-
косновения поверхностей естественного зуба и имплантата коэффициент трения
принимался 0,2.

Решение задачи определения напряженно-деформированного состояния им-
плантата под нагрузкой сводится к решению системы алгебраических уравне-
ний в физически нелинейной постановке.
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Рис. 4. Конструкция имплантата с пломбой и естественного зуба в разрезе

Рис. 5. Осевая нагрузка

Рис. 6. Общее напряженное состояние конструкции. Максимальное напряжение по
Мизесу 256МПа.

В результате проведенного исследования модель конструкции импланта-
та с пломбой и естественного зуба аппроксимирована конечными элемента-
ми (рис. 3), Подтверждена сходимость аппроксимации, получено напряженно-
деформированное состояние имплантата с пломбой при соприкосновении с есте-
ственным зубом (рис. 6-11), определены перемещения элементов конструкции
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Рис. 7. Распределение напряжений в имплантате материала титан. Максимальное на-
пряжение по Мизесу 256МПа. В материале из Дентина 156МПа.

(рис. 12, 13). Вычислен запас прочности материалов имплантата с пломбой и
естественного зуба, приведенные в таблице 2.

Рис. 8. Распределение напряжений в имплантате. Максимальное напряжение по Ми-
зесу 256МПа в материале из титана и 156МПа в материале из Дентина.

В табл. 2 показаны запасы прочности материалов, применяемых в конструк-
ции.

3. Выводы. В результате проведенного исследования напряженно-
деформированного состояния конструкции имплантата с пломбой и естествен-
ного зуба при их эксплуатации получены значения напряжений и деформаций
в 8 элементах конструкции. Определены максимальные напряжения и дефор-
мации в элементах конструкции. Приведены модели имплантатов с пломбой и
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Рис. 9. Распределение напряжений на поверхности имплантата. Максимальное напря-
жение по Мизесу 156МПа в материале керамика имплантата.

Рис. 10. Распределение напряжений на поверхности имплантата. Максимальное на-
пряжение по Мизесу 256МПа в материале зубной эмали.

Рис. 11. Распределение напряжений внутри имплантата. Максимальное напряжение
по Мизесу 152МПа в материале титан имплантата.

естественного зуба. Расчеты проиллюстрированы на 13 рисунках. По результа-
там, проведенных расчетов определены запасы прочности материалов, входя-
щих в конструкцию. Минимальный запас прочности составил 1,5 (табл.2).
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Рис. 12. Распределение перемещений имплантата. Максимальное перемещение 0,4122
мм.

Рис. 13. Распределение перемещений внутри конструкции. Максимальное перемеще-
ние 0,4122 мм.

Наименование
материала

Предел
прочности,

МПа

Максимальное
напряжение в
конструкции,

МПа,

Запас
прочности

Керамика 320 156 (9) 2,1
Титан 880 256 (6-8,11) 3,4

Пломба 400 156 (9) 2,5
Зубная эмаль 3000 256 (10) 11,7

Губчатая кость 23 10 (6,7) 2,3
Кортикальная кость 90 60 (6,7) 1,5

Дентин 369 156 (7, 8) 2,3

Таблица 2. Запасы прочности и максимальные напряжения в конструкции
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Аннотация. Приведено численное моделирование поперечного сдавливания идеально пласти-
ческой полосы двумя пуансонами с гладкой криволинейной цилиндрической границей при
плоской деформации. Рассматривается изменение пластической области от вдавливания пу-
ансонов в полупространство с увеличением контактной границы, переходящее в деформацию
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тический интерес для оценки предельной нагрузки при поперечном вдавливании в толстую
полосу штампов с выпуклой криволинейной цилиндрической границей, и образовании цилин-
дрических каналов с криволинейной образующей в толстой плоской заготовке на кузнечно-
прессовом оборудовании.

Ключевые слова: толстая полоса, идеальная пластичность, плоская деформация, поперечное
сдавливание, гладкий пуансон, криволинейная граница контакта, линии скольжения, годо-
граф скоростей, контактное давление.

Непершин Ростислав Иванович, доктор технических наук, профессор;
e-mail: nepershin_ri@rambler.ru; AuthorID: 109974

для цитирования: Непершин Р.И. Сдавливание идеально пластической
полосы пуансонами с гладкой криволинейной границей // Вестник Чуваш-
ского государственного педагогического университета им.И.Я. Яковлева.
Серия: Механика предельного состояния. 2026. №1(67). С. 137–158.
DOI: 10.37972/chgpu.2026.67.1.010. EDN: SPBWNX

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).

© Непершин Р. И. 2026

Поступила: 17.01.26; принята в печать: 19.02.26; опубликована: 01.07.26.
137



Vestn. Chuvash. Gos. Ped. Univ. im. I.Ya.Yakovleva Ser.: Mekh. Pred. Sost.

DOI: 10.37972/chgpu.2026.67.1.010 EDN: SPBWNX
Research Article

R. I. Nepershin
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SMOOTH CURVILINEAR BOUNDARY
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Введение. В начальный период развития математической теории пластич-
ности, основанной на гиперболических дифференциальных уравнениях плос-
кой деформации, получены аналитические решения фундаментальных задач о
несущей способности пластического полупространства при давлении плоского
штампа и сдавливании пластического слоя Прандтля; вдавливании клина в пла-
стическое полупространство и несущей способности пластического клина при
давлении плоского штампа [1, 2]. Пластическая область при сдавливании тол-
стой полосы плоскими штампами по Прандтлю определяется прямолинейными
и круговыми линиями скольжения около штампа и криволинейными линия-
ми скольжения при решении смешанной задачи на оси симметрии численными
методами, или решением телеграфного уравнения на плоскости характеристик.

Эти решения относятся к статически определимым задачам плоской дефор-
мации: линии скольжения вычисляются по уравнениям Генки с граничны-
ми условиями для напряжений с последующим вычислением поля скоростей
по уравнениям Гейрингер при удовлетворении условиям несущей способности
жесткой области и положительности диссипативной функции в пластической
области [3].

В [2, 4] приведены решения кинематически определимой задачи о пластиче-
ском течении при вдавливании штампа с выпуклой криволинейной границей
в толстую идеально пластическую полосу. В этом случае неизвестное распре-
деление контактного давления на границе штампа определяется на годографе
скоростей по условию непрерывности нормальной скорости на контактной гра-
нице, а затем вычисляются линии скольжения на физической плоскости реше-
нием статически определимых задач Коши и смешенного типа. В [2] годограф
скоростей и линии скольжения находятся численным интегрированием диф-
ференциальных уравнений на плоскости характеристик. В [4] решается теле-
графное уравнение для скоростей и кривизны линий скольжения на плоскости
характеристик с последующими вычислениями координат линий скольжения
на физической плоскости.

В настоящей работе приводится численное моделирование плоского пластиче-
ского течения при поперечном вдавливании в толстую полосу двух пуансонов с
гладкой эллиптической, гиперболической и параболической цилиндрическими
границами контакта с пластической областью. На первой стадии использует-
ся решение задачи о вдавливании пуансонов с гладкой выпуклой границей в
пластическое полупространство. Линии скольжения и годограф скоростей вы-
числяются по алгоритму численного решения статически определимой задачи
о вдавливании кругового и эллиптического цилиндров [5, 6] с использованием
численных процедур решения основных краевых задач гиперболических урав-
нений идеальной пластичности при плоской деформации [7].

Переход ко второй стадии вдавливания определяется равенством контактного
давления, зависящего от отношения толщины полосы к ширине горизонталь-
ной проекции границы контакта, и давления пуансонов на первой стадии при
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увеличении длины контактной границы до предельного значения при вырожде-
нии угла веера в сингулярной точке линий скольжения. Линии скольжения на
плоскости годографа скоростей с граничными условиями непрерывности нор-
мальной скорости на границе контакта и разрывом скорости на жесткопласти-
ческой границе в центре полосы определяют распределение контактного дав-
ления с последующими вычислениями линий скольжения на физической плос-
кости решением задачи Коши от контактной границы и смешанного типа при
заданной длине границы контакта. Глубина вдавливания пуансонов на второй
стадии ограничена вырождением веера линий скольжения в сингулярной точке
на границе контакта.

Третья стадия вдавливания моделируется линиями скольжения с непрерыв-
ным полем скоростей пластического течения при отношении горизонтальной
проекции контактной границы к толщине пластического слоя на конце границы
контакта больше единицы. На третьей стадии при большой длине или большой
кривизне контактной границы происходит уменьшение длины контактной гра-
ницы, ограниченной контактом верхнего и нижнего пуансонов в центре полосы,
вследствие высокой скорости перемещения свободной жесткой области полосы.

1. Контактная граница. При сдавливании полосы шириной B и толщиной
2H двумя пуансонами по нормали к границам полосы имеют место две орто-
гональные плоскости симметрии. При условии 2H ≪ B в нормальном сечении
к цилиндрической границе контакта принимаем условие плоской пластической
деформации, зависящей от глубины вдавливания s относительно поверхности
полосы.

Образующую контактной границы задаем каноническими уравнениями эл-
липса, сопряженной гиперболы и параболы, смещенными по оси y на рассто-
яние H − s от центра O и начальной точкой контакта s = 0, y = H, x = 0 в
первом квадранте плоскости x, y нормального сечения полосы

эллипс
x2

a2 + (y + s−H − 1)2

b2 = 1, (1)

сопряженная гипербола
(y + s−H − 1)2

b2 − x2

a2 = 1, (2)

парабола y = ax2 +H − s, (3)

где a и b – полуоси эллипса и гиперболы по направлениям осей координат x
и y; параметр a в уравнении параболы равен обратной величине удвоенного
фокального расстояния 2p.

За единицу длины принимаем значения b и 2p для эллипса, гиперболы и пара-
болы, соответственно. При вычислении линий скольжения и годографа скоро-
стей за единицу напряжений и скоростей принимаем удвоенную пластическую
постоянную 2k и скорость V вдавливания пуансона по нормали к границе по-
лосы относительно центра O.
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Первая стадия. На рис. 1 показаны линии скольжения в пластической об-
ласти на первой стадии вдавливания пуансона с гладкой границей контакта.
Вследствие малой длины границы контакта O1A по сравнению с полутолщи-
ной полосы H пластическое течение приводит к выдавливанию материала на
поверхность полосы с образованием свободной границы AB с главными напря-
жениями σ1 = 0, σ2 = −1 по нормали и касательной к этой границе. Линии
скольжения ξ пересекают гладкую границу O1A и границу AB с углами накло-
на касательной φ = −π/4 + α и φ = π/4 + β; где α ≥ 0 и β ≤ 0 – углы наклона
касательной к границам O1A и AB. При заданном значении угла αA в точке
A на границе контакта угол βA связан с углом веера η линий скольжения ψ
соотношением

βA = ψ + αA − π/2. (4)

Рис. 1. Линии скольжения на первой стадии вдавливания пуансона.

Границу AB находим интегрированием дифференциального соотношения
dy/dx = tg β и угол β задаем степенной функцией координаты x

β = βA[(x− xA)m − 1], xA ≤ x ≤ xB, (5)

где m < 1 – заданный параметр.
На границе AB известны углы наклона касательной ξ линий скольжения

φ = −π/4 + α и среднее напряжение σ = −1/2, которые определяют линии
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скольжения и напряжения в области ABC решением задачи Коши с соотноше-
ниями Генки для σ и φ. Затем решается задача Гурса в области ACD с вырож-
денной η линией скольжения в точке A с углом веера ψ и задача смешанного
типа в области ADO1 на гладкой границе контакта O1A с определением кон-
тактного давления p = −σ + 1/2. Годограф скоростей определяется условиями
непрерывности нормальной компоненты скорости на контактной границе O1A
и на жесткопластической границе O1–B с разрывом скорости [V ] =

√
2. В об-

ласти ADO1 решается задача смешанного типа и задача Гурса с вычислением
скоростей Vξ, Vη по уравнениям Гейрингер в области ADCB и на границе AB с
контролем положительности диссипативной функции.

Напряжения и скорости в пластической области зависят от кривизны грани-
цы O1A и от сингулярной точки A. Неоднородность полей напряжений и ско-
ростей на физической плоскости и на годографе скоростей выражается концен-
трацией точек пересечения линий скольжения при вычислениях с постоянным
шагом по углу ∆φ в точке A и по углу наклона касательной ∆α на границе A,
на которой координаты точек вычисляются в зависимости от угла α, при b = 1
в уравнениях (1) и (2)

эллипс : x = a2 tgα (1 + a2 tg2 α)−1/2, y = 1 +H − s− (1 + a2 tg2 α)−1/2, (6)

сопряженная гипербола :

x = a2 tgα (1− a2 tg2 α)−1/2, y = H − s− 1 + (1− a2 tg2 α)−1/2, (7)

парабола : x = tgα
2a , y = ax2 +H − s. (8)

Параметры линий скольжения ψ и xB определяются варьированием в ис-
ходных данных вычислительной программы по условиям x = 0 в точке O1 и
равенству площадей сегмента сечения цилиндра ниже границы полосы и пла-
стической области выше границы полосы. В [5, 6] приведен алгоритм вычис-
лений линий скольжения и годографа скоростей при вдавливании кругового и
эллиптического цилиндра.

Результаты численного моделирования при вдавливании гладкого кругового
цилиндра [5] показывают, что при малых углах контакта αA → 0, ψ → π/2, угол
βA и s→ 0, контактное давление приближается к значению 1+π/2 для плоского
штампа Прандтля. Угол веера линий скольжения ψ вырождается при αA ≈ 0.8,
среднем контактном давлении q = 1.938 и глубине вдавливания s = 0.311.

На рис. 2 и 3 показаны линии скольжения с распределениями контактного
давления и годографы скоростей для αA = 0.5 и s = 0.092 и 0.035 при вдавлива-
нии пуансонов с гиперболической и параболической границами. Около пуансона
образуется вогнутая свободная граница пластической области AB c углом на-
клона касательной βA в точке A, что приводит к уменьшению угла веера линий
скольжения ψ и нормального давления pA = 1 + ψ в точке A с увеличением до
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значения 1 + π/2 в точке O1. Вследствие кривизны границ AB и O1A поле ско-
ростей выше жесткопластической границы O1–B непрерывно и удовлетворяет
условию положительности диссипативной функции в пластической области.

а) b)

Рис. 2. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на первой стадии вдавливания
гиперболического пуансона.

В табл. 1 и 2 приведены зависимости угла βA, угла веера ψ линий скольже-
ния, координат точек A и B границы пластической области, перемещения s и
среднего давления q от предельного угла наклона касательной αA к границе
O1A при ψ → 0 для эллиптической, гиперболической и параболической границ
контакта. При малых углах αA линии скольжения приближаются к задаче о
начальном вдавливании плоского штампа при q = 1 + π/2. При увеличении αA

до π/4 угол веера ψ приближается к нулю; при αA = 0.7 среднее давление q на
пуансоны снижается до значения близкого к двум.

Вторая стадия. Расчеты линий скольжения на первой стадии показывают
снижение среднего давления q с увеличением глубины вдавливания s и длины
границы контакта. При достижении предельных значений s1 и q1 пластическая
область образуется между верхним и нижним пуансонами по толщине полосы
2H. При s > s1 угол αA в точке A увеличивается, и давление q снижается с
уменьшением отношения yA/xA по аналогии с задачей Прандтля о сдавливании
полосы плоскими штампами при yA/xA > 1.

На рис. 4 показаны линии скольжения и годограф скоростей в пластической
области на второй стадии вдавливания пуансона с гладкой цилиндрической гра-
ницей контакта при предельном значении угла наклона касательной αA. Задача
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а) b)

Рис. 3. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на первой стадии вдавливания
параболического пуансона.

является кинематически определимой [2], в которой распределение среднего на-
пряжения σ на контактной границе O1A определяется на плоскости годографа
скоростей (рис. 4b) по условию непрерывности нормальной скорости к границе
контакта

Vy = tgαVx − 1, 0 ≤ α ≤ αA. (9)

Затем вычисляются линии скольжения на физической плоскости (рис. 4a) ре-
шением задачи Коши с известными значениями σ и φ = −π/4 + α на границе
O1A, задачи Гурса в области ABE c сингулярной точкой A и смешанного типа
в области O1BO при φ = −π/4 на линии симметрии. Среднее напряжение σ0 в
центре O определяется из равенства нулю горизонтальной силы на жесткопла-
стической границе A–O.

В [2] линии скольжения на физической плоскости и на плоскости годографа
скоростей находятся численным интегрированием дифференциальных уравне-
ний на плоскости характеристик ξ, η. В настоящей работе задача решается чис-
ленным интегрированием дифференциальных уравнений линий скольжения ξ,
η на плоскости годографа скоростей с соотношениями Генки для σ и φ

dVy

dVx

= − ctgφ для ξ,
dVy

dVx

= tgφ для η, (10)

dσ − dφ = 0 вдоль ξ, dσ + dφ = 0 вдоль η, (11)
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Таблица 1. Вдавливание пуансона с эллиптической границей контакта в пластическое
полупространство

αA −βA ψ xA xB s q
a = 1/3

0.2 0.123 1.245 0.023 0.050 0.001 2.404
0.3 0.203 1.068 0.034 0.064 0.002 2.344
0.4 0.294 0.877 0.046 0.085 0.005 2.253
0.5 0.410 0.661 0.060 0.107 0.009 2.098
0.6 0.521 0.450 0.074 0.130 0.014 2.010
0.7 0.664 0.207 0.090 0.154 0.017 1.996

a = 1
0.2 0.128 1.243 0.199 0.380 0.015 2.383
0.3 0.199 1.072 0.295 0.556 0.021 2.355
0.4 0.286 0.885 0.389 0.715 0.037 2.235
0.5 0.371 0.700 0.479 0.866 0.068 2.144
0.6 0.476 0.495 0.565 0.999 0.079 2.105
0.7 0.591 0.280 0.644 1.115 0.105 2.015

a = 3
0.2 0.116 1.255 1.559 3.011 0.071 2.455
0.3 0.179 1.092 2.041 3.835 0.124 2.345
0.4 0.230 0.941 2.356 4.372 0.173 2.298
0.5 0.273 0.798 2.561 4.725 0.214 2.282
0.6 0.322 0.649 2.697 4.905 0.241 2.230
0.7 0.357 0.514 2.790 5.044 0.268 2.207

с последующим численным интегрированием дифференциальных уравнений
линий скольжения на физической плоскости

dy

dx
= tgφ для ξ,

dy

dx
= − ctgφ для η. (12)

Система уравнений (10), (11) замкнута для переменных Vx, Vy, σ, φ на плос-
кости годографа скоростей. При решении элементарной задачи Коши с извест-
ными значениями Vx, Vy, σ, φ в двух точках контура Коши на ξ и η линиях
скольжения из соотношений (11) находим σ и φ в точке пересечения линий
скольжения. Затем из линейной системы конечно-разностных уравнений (10)
при средних значениях углов φ вдоль ξ и η линий скольжения находим Vx, Vy

– координаты линий скольжения на плоскости годографа скоростей.
Область OBO1 на плоскости годографа определяется равенством потоков

скорости при вдавливании пуансона со скоростью V = −1 по оси y и переме-
щении жесткой области полосы по оси x со скоростью V1 = xA/yA аналогично
задаче о вдавливании плоского штампа. В центре O возникает разрыв скорости
вдоль жесткопластической границы OBA, равный

√
2, который отображается
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Таблица 2. Вдавливание пуансона с гиперболической и параболической границами
контакта в пластическое полупространство

αA −βA ψ xA xB s q
Гипербола, a = 1

0.1 0.061 1.410 0.101 0.199 0.005 2.453
0.2 0.128 1.243 0.207 0.398 0.010 2.433
0.3 0.210 1.061 0.325 0.611 0.025 2.343
0.4 0.309 0.862 0.466 0.847 0.051 2.190
0.5 0.433 0.638 0.652 1.166 0.092 2.134
0.6 0.609 0.362 0.938 1.619 0.176 1.976
0.65 0.718 0.203 1.170 1.985 0.257 1.891

Парабола, a = 1
0.1 0.062 1.409 0.050 0.098 0.001 2.462
0.2 0.124 1.243 0.101 0.195 0.005 2.439
0.3 0.208 1.069 0.155 0.789 0.011 2.322
0.4 0.297 0.874 0.211 0.387 0.021 2.235
0.5 0.399 0.672 0.273 0.491 0.035 2.164
0.6 0.536 0.435 0.372 0.596 0.054 1.976
0.7 0.691 0.180 0.421 0.713 0.080 1.926

круговой η линией скольжения OBA, и напряжение σ определяется вторым со-
отношением в (11) с точностью до σ0 в центре O. В области OBO1 переменные
Vx, Vy, σ, φ находим решением смешанной задачи по известным значениям на
η линии скольжения OB и граничным условиям φ = −π/4, Vx = 0 на оси y
численным интегрированием уравнений (10), (11) при конечно-разностной ап-
проксимации первого уравнения (10). Координаты точки B на круговой η линии
скольжения OB и угол веера ψ1 до ξ линии скольжения AB находим по условию
Vy = −1 в точке O1 при вычислении линии скольжения O1B.

Скорости в области O1BA с сингулярной точкой A на плоскости годогра-
фа вычисляем по условию (9). Угол наклона вектора скорости γ относительно
скорости пуансона (0,−1) в точках годографа (Vx, Vy) определяется уравнением
tg γ = (1+Vy)/Vx и условие непрерывности нормальной скорости (9) на границе
O1A имеет вид tgα = tg γ. Равенство α = φ + π/4 приводит к уравнению для
угла φ на границе O1A при 0 ≤ α ≤ αA

tgφ = tg γ − 1
1 + tg γ . (13)

Выше границы O1A углы γ и α удовлетворяют неравенству α < γ, из кото-
рого следует неравенство для разности левой и правой части уравнения (13)
на ξ линиях скольжения над границей O1A на плоскости годографа скоростей
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а) b)

Рис. 4. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии вдавливания
кругового пуансона.

(рис. 4b)

f = tgφ+ 1− tg γ
1 + tg γ < 0, (14)

при f = 0 на границе O1A на ξ линиях скольжения, и f > 0 ниже этой границы.
Изменение знака функции f используем для вычисления σ, φ и углов наклона
касательной α на границе O1A по следующему алгоритму.

Линии скольжения в области O1BA находим решением задачи Гурса по из-
вестным значениям Vx, Vy, σ, φ на ξ линии скольжения BO1 и на круговой η
линии скольжения BA. На линиях скольжения находим точки i и i+ 1, между
которыми произведение функций fifi+1 меняет знак, и при f = 0 на границе
O1A линейной интерполяцией находим Vx, Vy, σ, φ и угол α = φ+π/4. Угол ве-
ера ψ2 до ξ линии скольжения AA на плоскости годографа находим по условию
α = αA при 0 ≤ α ≤ αA на границе O1A.
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Затем на границе O1A находим φ = α − π/4, координаты x, y, и вычисляем
линии скольжения на плоскости x, y решением задачи Коши в области O1AE,
смешанного типа в области O1ED, Гурса в области ABCDE с углом веера η
линий скольжения ψ = ψ2 − ψ1 в точке A, и задачи смешанного типа в области
DCO.

Погрешность вычисления линий скольжения при заданных значениях H и
угла контакта αA составляла |y| ∼ 10−3. После вычисления линий скольжения
определяется жесткопластическая граница O–A. Условие равновесия жестких
концов полосы по оси x и соотношения для нормального и касательного на-
пряжений σ = σ0 − (π/4 + φ), τ = 1/2 на жесткопластической границе O–A
приводят к уравнению для среднего напряжения в центре O

σ0 = π

4 +
∫︁ yA

0 φdy + xA/2
yA

, (15)

при напряжении σ1 = σ0+1/2 > 0 по оси x в окрестности центра O, переходящие
в напряжения сжатия при приближении к контактной границе O1A.

На рис. 5, 6, 7 показаны линии скольжения и годографы скоростей на второй
стадии вдавливания пуансонов с гладкой контактной границей при αA = 0.5:
с параметрами a = 3 для эллипса и a = 1 для гиперболы и параболы для
отношений yA/xA = 2.69, 6.08 и 5.27, соответственно. В табл. 3 приведены за-
висимости контактного давления p от угла наклона касательной α к границам
контакта O1A. Значения среднего давления q = 1.375, 2.125 и 1.980 на этих
границах близки к давлениям на первой стадии вдавливания при αA = 0.5.
Отношения yA/xA определяют предельный угол веера ψ линий скольжения в
точке A и полутолщину полосы H при переходе от первой стадии вдавливания
ко второй. При постоянном значении αA и увеличении глубины вдавливания
значения yA/xA, q и ψ уменьшаются. Нижний предел для линий скольжения
второй стадии, отношение yA/xA и перемещение пуансона s2 определяются при
снижении угла веера ψ в точке до нуля.

Таблица 3. Давление p на контактной границе O1A при αA = 0.5 для линий скольже-
ния на рис. 5a, 6a, 7a

рис. 5a рис. 6a рис. 7a
α p α p α p

0.000 1.392 0.000 2.162 0.000 2.013
0.075 1.389 0.076 2.159 0.076 2.010
0.154 1.382 0.155 2.152 0.155 2.003
0.237 1.372 0.240 2.140 0.240 1.991
0.325 1.356 0.332 2.121 0.331 1.972
0.417 1.336 0.429 2.096 0.427 1.948
0.500 1.317 0.500 2.075 0.500 1.927
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а) b)

Рис. 5. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии вдавливания
эллиптического пуансона.

В табл. 4 и 5 приведены зависимости давления q при αA = 0.7 на второй
стадии вдавливания от координаты yA и отношения yA/xA для эллиптической,
гиперболической и параболической границы контакта O1A. Давления q для угла
αA = 0.7 при максимальных значениях yA/xA выше значений q при вдавливании
пуансонов на первой стадии. Минимальные значения q вычислены для малых
углов веера ψ линий скольжения при приближении отношения yA/xA к двум.

Третья стадия. При отношениях yA/xA ≤ 1 увеличивается скорость пере-
мещения жестких концов полосы, и при выполнении неравенства tgαA > ds/dx
происходит уменьшение длины границы контакта и угла наклона касательной
αA в точке A до контакта верхнего и нижнего пуансонов в центре полосы при
s = H. Пластическая область уменьшается с уменьшением угла αA и границы
контакта и моделируется линиями скольжения с непрерывным полем скоростей.
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а) b)

Рис. 6. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии вдавливания
гиперболического пуансона.

На рис. 8 показаны линии скольжения и годограф скоростей на третьей ста-
дии при вдавливании кругового пуансона с параметрами αA = 0.5 и yA/xA =
0.777. В области O1BO имеет место однородное напряженное состояние σ0 =
const, φ = −π/4 и линейное распределение скоростей

Vx = x

xB

, 0 ≤ x ≤ xB, Vy = − y

yO1

, xB = yO1 . (16)

В области O1AB линии скольжения ξ прямые с постоянными значениями
φ = −π/4 +α и σ = σ0−α, определяемыми по соотношениям (11). Нормальное
давление на границе контакта O1A определяется линейной зависимостью от
угла α

p = 1
2 + α− σ0, 0 ≤ α ≤ αA. (17)
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а) b)

Рис. 7. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на второй стадии вдавливания
параболического пуансона.

Таблица 4. Давление q на эллиптической границе контакта αA = 0.7. Вторая стадия

a = 1/3, xA = 0.09 a = 1, xA = 0.644 a = 3, xA = 2.79
yA yA/xA q yA yA/xA q yA yA/xA q

0.192 2.130 1.179 1.372 2.130 1.181 5.925 2.124 1.195
0.217 2.408 1.255 1.551 2.408 1.256 6.668 2.391 1.272
0.251 2.786 1.325 1.742 2.704 1.343 7.495 2.687 1.358
0.279 3.096 1.457 2.011 3.122 1.456 8.644 3.099 1.472
0.325 3.608 1.575 2.316 3.595 1.579 9.960 3.571 1.594
0.428 4.757 1.842 2.667 4.140 1.709 11.47 4.112 1.724
0.483 5.356 1.954 3.439 5.338 1.959 13.21 4.735 1.861
0.556 6.172 2.101 3.963 6.152 2.106 14.79 5.302 1.975
0.641 7.118 2.253 17.04 6.109 2.123

19.65 7.046 2.277
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Таблица 5. Давление q на гиперболической и параболической границах контакта, a =
1. Вторая стадия

гипербола, αA = 0.65,
xA = 1.066

парабола, αA = 0.7,
xA = 2.375

yA yA/xA q yA yA/xA q
1.924 2.051 1.164 0.878 2.085 1.153
2.216 2.362 1.257 1.013 2.404 1.248
2.545 2.713 1.360 1.164 2.715 1.352
3.345 3.566 1.586 1.319 3.132 1.452
4.271 4.553 1.807 1.520 3.608 1.574
5.071 5.260 1.945 1.750 4.157 1.704
5.606 5.977 2.082 2.003 4.757 1.842
6.429 6.854 2.227 2.257 5.359 1.953
7.380 7.868 2.376 2.601 6.176 2.100

3.000 7.123 2.252

а) b)

Рис. 8. Линии скольжения (a) и годограф скоростей (b) на третьей стадии вдавливания
кругового пуансона.

В области ABC линии скольжения криволинейны и определяются решением
смешанной задачи для уравнений (11), (12) с известными значениями φ и σ
на η линии скольжения AB и граничным условием φ = −π/4, y = 0 на BC.
Жесткопластическая граница AC является линией постоянных значений глав-
ных напряжений σ1 = 0, σ2 = −1, σ = −1/2 при контактном давлении p = 1
в точке A и тождественном удовлетворении условия равенства нулю силы по
оси x. Напряжение σ0 в области O1BO и нормальное давление p1 в точке O1
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находим из (17) при α = αA и p = 1 в точке A

σ0 = αA −
1
2 , p1 = 1− αA. (18)

Область O1BO на годографе скоростей ограничена прямой ξ линией сколь-
жения O1B с углом φ = π/4. Скорости в области O1BA определяются решением
смешанной задачи для уравнений (10), (11) при известных значениях Vx, Vy, σ,
φ на линии скольжения O1B и условиях (9) и φ = −π/4 + α на границе O1A.
Скорости Vx, Vy в точках границы O1A находим используя конечно-разностную
аппроксимацию уравнений (10) и (11) для линий скольжения η и уравнение
(9), начиная от точки на ξ линии скольжения O1B, ближайшей к точке O1,
с последующими вычислениями скоростей в регулярных точках сетки линий
скольжения при конечно-разностной аппроксимации уравнений (10), (11). Ско-
рости в области ABC находим решением смешанной задачи для уравнений (10),
(11) по известным значениям Vx, Vy, σ, φ на η линии скольжения BA и условиям
Vy = 0, φ = −π/4 на BC с использованием конечно-разностной аппроксимации
уравнений (10) и (11) для линий скольжения ξ. В приведенном примере среднее
отклонение расчетной скорости Vx на границе AC от значения xA/yA = 1.287
по условию пластической несжимаемости равно 0.014.

Из годографа скоростей следуют отрицательные значения скорости дефор-
мации ε2 на границе AC и положительные значения скорости деформации ε1 на
границе контакта O1A и на линиях симметрии x, y и положительные значения
диссипативной функции в пластической области. При αA = 1/2 в пластической
области в центре полосы, ограниченной ξ линией скольжения и линиями сим-
метрии x = 0, y = 0, имеет место пластический сдвиг с напряжениями σ1 = 1/2,
σ2 = −1/2. При αA = 1 давление p1 в точке O1 контактной границы равно ну-
лю. При αA > 1 в центре полосы образуется свободная граница пластической
области с растяжением по оси x при σ1 = 1 и σ2 = 0.

В табл. 6 и 7 приведены зависимости среднего давления q и координат xA,
yA точки A от угла контакта 0.1 ≤ αA ≤ 0.7 при отношениях yA/xA < 1 на тре-
тьей стадии вдавливания с эллиптической, гиперболической и параболической
границами. С уменьшением угла контакта αA давление q увеличивается, при-
ближаясь к единице при отношении yA/xA → 1/2. При эллиптической границе с
увеличением параметра a кривизна границы контакта уменьшается и приводит
к снижению давления q.

Сила вдавливания и форма канала. Зависимость силы вдавливания Q =
2q(s)xA от перемещения s относительно начальной границы полосы при yA =
H − s определяется формой контактной границы и углом αA по уравнениям
(6) – (8). Значения q(s) на первой и второй стадиях вдавливания приведены в
табл. 4 и 5. Полутолщина полосы определяется равенством H = yA + s1, где s1
– глубина вдавливания на первой стадии при заданном угле αA, приведенная
в [6] и в табл. 1 и 2. Значение yA при переходе от первой стадии вдавливания
ко второй находим по табл. 4 и 5 при q = q1 и s = s1. Переход от второй стадии
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Таблица 6. Координаты xA, yA и давление q при снижении угла αA на эллиптической
границе контакта. Третья стадия

a = 1/3 a = 1 a = 3
αA xA yA q xA yA q xA yA q
0.7 0.090 0.087 0.675 0.644 0.586 0.635 2.790 2.084 0.515
0.6 0.074 0.065 0.716 0.565 0.475 0.691 2.697 1.956 0.600
0.5 0.060 0.047 0.759 0.483 0.373 0.745 2.561 1.793 0.681
0.4 0.046 0.034 0.805 0.390 0.279 0.797 2.356 1.582 0.758
0.3 0.034 0.023 0.852 0.296 0.195 0.849 2.041 1.300 0.829
0.2 0.022 0.014 0.901 0.199 0.120 0.900 1.559 0.930 0.893
0.1 0.011 0.006 0.950 0.100 0.055 0.950 0.865 0.476 0.949

Таблица 7. Координаты xA, yA и давление q при снижении угла αA на гиперболической
и параболической границах контакта, a = 1. Третья стадия

гипербола парабола
αA xA yA q xA yA q
0.7 – – – 0.421 0.411 0.682
0.65 1.170 1.170 0.763 0.380 0.352 0.700
0.6 0.938 0.833 0.765 0.342 0.301 0.719
0.5 0.652 0.538 0.783 0.273 0.218 0.761
0.4 0.466 0.344 0.815 0.211 0.153 0.805
0.3 0.325 0.217 0.856 0.155 0.102 0.852
0.2 0.207 0.125 0.902 0.101 0.061 0.901
0.1 0.101 0.057 0.950 0.050 0.028 0.950

вдавливания к третьей определяется неравенствами yA/xA < 1 при s > s2 и
αA < α∗

A, где α∗
A – постоянное значение угла контакта αA на второй стадии при

вдавливании в толстую полосу, и значениями q(s) приведенными в табл. 6 и 7.
На первой стадии вдавливания при s ≤ s1 жесткая область полосы неподвиж-

на и форма пластического отпечатка определяется по уравнениям (6) – (8) при
вдавливании в пластическое полупространство с выдавливанием материала на
поверхность полосы.

На второй и третьей стадиях форма дна поперечного канала определяется по
уравнениям (6) – (8) в зависимости от угла 0 ≤ α ≤ αA наклона касательной
к контактной границе. Форма свободной границы канала справа от границы
контакта при x > xA и y > yA определяется в зависимости от скорости пуансона
V = 1 и перемещения жесткой области полосы по оси x со скоростью

dx

ds
= xA

H − s
, s1 ≤ s ≤ H − yA. (19)
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На второй стадии угол контакта α∗
A имеет постоянное значение, координата

xA точки A не зависит от s, и уравнение свободной границы канала при x > xA

находим интегрированием уравнения (19)

x = xA

{︃
1 + ln

[︃
H − s1

H − s

]︃}︃
, y = H − s. (20)

При αA < α∗
A на третьей стадии координата xA в уравнении (19), опреде-

ляемая по уравнениям (6) – (8) является неявной функцией s, и увеличение
перемещения жестких концов полосы по оси x находим численным интегриро-
ванием уравнения (19).

На рис. 9 показана зависимость силы Q(s) и формы канала при вдавливании
пуансона с параболической границей контакта в полосу с полутолщиной H =
2.017 при α∗

A = 0.7 и xA = 0.421. При переходе от первой стадии при s1 = 0.08
сила Q принимает максимальное значение 1.622. При переходе к третьей стадии
при s = 1.85 сила Q снижается до 0.574. Расчеты выполнены с шагом ∆s = 0.03
на второй и третьей стадиях до конечного значения s = 2 при снижении угла
контакта αA до значения 0.282 в конце третьей стадии.

На рис. 10 показана зависимость Q(s) и формы канала при вдавливании плос-
кого гладкого пуансона с полушириной a = 0.421 в полосу с полутолщиной
H = 2.017, для сравнения с вдавливанием параболического пуансона на рис. 9.
Зависимость давления q от отношения yA/a при yA = H−s для плоского пуансо-
на приведена в табл. 8 и q = 1 при yA/a < 1. В этом случае сдавливание полосы
начинается при s ≥ 0 без образования наплыва материала на границе полосы
при постоянной длине контактной границы с формой канала, определяемой по
уравнениям (20) при s1 = 0, xA = a, s < H, x > a. Из табл. 8 находим q = 1.926
при s = 0, H/a = 4.791 и Q = 1.622 равно максимальной силе вдавливания
параболического пуансона на рис. 9a при переходе от первой стадии ко второй.
Зависимости Q(s) для плоского и параболического пуансонов практически сов-
падают до глубины вдавливания s = 1.5, при q = 1 и Q = 0.845 и yA/a = 1 для
параболического пуансона, и yA/xA = 1.708 для плоского пуансона.

Таблица 8. Давление q на гладкий плоский пуансон по Прандтлю. αA = 0, a = xA =
0.421. Вторая стадия

yA/a q yA/xA q yA/xA q
1.000 1.000 2.440 1.342 5.431 2.056
1.221 1.019 2.867 1.463 6.382 2.227
1.469 1.069 3.363 1.596 7.510 2.405
1.750 1.143 3.944 1.740 8.152 2.496
2.071 1.234 4.627 1.893 8.700 2.571

При вдавливании гладкого плоского пуансона при s > 1.5 и yA/a < 1 значения
q и Q остаются постоянными. При вдавливании параболического пуансона до
s = 1.805 при переходе к третьей стадии значения q и Q снижаются до 0.694
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а) b)

Рис. 9. Зависимость Q(s) и формы канала при вдавливании параболического пуансо-
на. 1 – переход ко второй стадии при s = 0.08; 2–6 – формы канала на второй стадии
при s = 0.89, 1.19, 1.43, 1.67, 1.85; 7 – форма канала на третьей стадии при s = 2.

а) b)

Рис. 10. Зависимость силы Q(s) и формы канала при вдавливании плоского пуансона.

и 0.585 соответственно и незначительно изменяются при увеличении s до 1.88



СДАВЛИВАНИЕ ИДЕАЛЬНО ПЛАСТИЧЕСКОЙ ПОЛОСЫ... 157

при постоянных значениях αA и xA. При s > 1.88 происходит уменьшение угла
контакта αA до 0.282 при s = 2, снижение длины границы контакта и силы Q
до 0.450 при повышении давления q до 0.796.

Форма свободной границы канала при x > xA одинакова при вдавливании
плоского и параболического пуансонов с постоянным значением xA. На тре-
тьей стадии вдавливания плоского пуансона при s > 1.88 скорость перемеще-
ния жестких концов полосы увеличивается при сдавливании тонкого слоя, что
приводит к быстрому расширению канала по сравнению с вдавливанием пара-
болического пуансона.

Заключение. Приведено численное моделирование поперечного вдавлива-
ния гладких пуансонов с эллиптической, гиперболической и параболической
цилиндрическими контактными границами в толстую полосу на основе урав-
нений теории идеальной пластичности при плоской деформации. Вследствие
выпуклости цилиндрической контактной границы вдавливание пуансонов начи-
нается с линейного контакта с полосой при увеличении пластической области
с образованием наплыва материала на поверхности полосы по модели вдав-
ливания в пластическое полупространство. Пластическая область ограничена
конечной длиной контактной границы в нормальном сечении пуансонов при вы-
рождении веера линий скольжения в сингулярной точке и снижении контактно-
го давления. На второй стадии вдавливания в толстую полосу длина контакт-
ной границы с пластической областью по толщине полосы между верхним и
нижним пуансонами остается постоянной . Линии скольжения вычисляются на
плоскости годографа скоростей с кинематическими граничными условиями на
контактной границе с определением контактного давления, линий скольжения
на физической плоскости и криволинейной границы канала при раздвижении
свободных жестких концов полосы. Толщина полосы определяется равенством
среднего давления при переходе от первой стадии вдавливания ко второй. Вто-
рая стадия ограничена вырождением веера линий скольжения с приближением
среднего давления к единице при отношении проекции контактной границы к
толщине пластической области близкого к двум. При снижении указанного от-
ношения меньше единицы на третьей стадии вдавливания пластическая область
моделируется линиями скольжения с непрерывным полем скоростей и сниже-
нии длины контактной границы при сближении верхнего и нижнего пуансонов.
При малой кривизне и большой длине контактной границы линии скольжения
и годографы скоростей приближаются к задаче Прандтля о вдавливании плос-
ких пуансонов в толстую полосу при давлении ниже 1 + π/2 на второй стадии
равном единице на третьей стадии при постоянной длине контактной границы
и силы вдавливания с быстрым увеличением ширины канала при сдавливании
тонкого пластического слоя .
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Введение. Условия устойчивости равновесия деформируемого тела позво-
ляют говорить о пределах применимости той или иной математической модели
упругого тела. Наиболее просто они получаются для линейных упругих тел.
В этом случае достаточно определить условия положительной определенности
квадратичной формы энергии деформации. Для канонических (диагональных)
форм такие условия соответствуют положительности их коэффициентов. В тео-
рии квадратичных форм известно несколько способов диагонализации: метод
отделения квадратов Лагранжа [1—3], метод последовательных поворотов Яко-
би [1—7] и т.д.

Математическое моделирование механического поведения микрополярных
упругих тел начинается с построения энергии деформации [8—16]. Энергия де-
формации есть внутренняя энергия, поскольку мы ограничиваемся изоэнтро-
пийными (адиабатическими) процессами. Для изотермических процессов энер-
гию деформации следует интерпретировать как свободную энергию Гельмголь-
ца. В большинстве доступных литературных источников внутренняя энергия
вводится как термодинамический потенциал состояния на единицу инвариант-
ного объема и обозначается U . В ходе обсуждения рассматриваются только
изоэнтропийные процессы. Таким образом, для внутренней энергии имеем

U = U(S, ϵij, κij) , (1)

где ϵij — несимметричный тензор деформации, κij — тензор изгиба-кручения, S
— энтропия на единицу инвариантного объема, черта над символом относится
к термодинамическому потенциалу состояния в отличие от самой физической
полевой величины (в (1) это замечание относится к U и S).

Второй (взаимный) принцип Гиббса гласит (см. [17]): «для локального равно-
весия необходимо и достаточно, чтобы при всех возможных изменениях состоя-
ния системы, не меняющих ее энтропии, изменение ее энергии либо обращалось
в нуль, либо было положительным: δU ≥ 0.»

Исходная формулировка взаимного принципа может быть аналогично усиле-
на согласно

U(S, ϵij, κij) −→ min (δS = 0), (2)

т.е. поскольку δS = 0, то

δU = 0, δ2U ≥ 0,
δ2U = 0, тогда и только тогда, когда δϵij = 0 и δκij = 0.

(3)

Основываясь на взаимном принципе, критерий устойчивости изоэнтропийно-
го равновесия формулируется односторонним ограничением на вторые вариа-
ции внутренней энергии δ2U :

δ2U(0, 0)[δϵij, δκij] = δ2U

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓
ϵij=0, κij=0

[δϵij, δκij] ≥ 0,

δ2U = 0, тогда и только тогда, когда δϵij = 0 и δκij = 0.

(4)
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В силу того, что вторая вариация внутренней энергии δ2U является квад-
ратичной формой от вариаций δϵij и δκij критерий устойчивости равновесия
определяется условиями положительной определенности указанной квадратич-
ной формы.

В настоящем исследовании широко используется терминология, обозначения,
методы и результаты, представленные в наших предыдущих работах [14, 15,
18—23].

1. Энергия деформации гемитропного микрополярного упругого тела. В
этом разделе ограничимся рассмотрениями в трехмерном пространстве, снаб-
женном декартовой системой координат.

Микрополярное твердое тело называется гемитропным, если компоненты
определяющих тензоров не изменяются при поворотах системы координат, т.е.
они инвариантны относительно группы полуизометрических преобразований, а
именно изометрических преобразований, за исключением зеркальных отраже-
ний и инверсий трехмерного евклидова пространства. В этом случае корректная
запись основных уравнений может быть представлена только с использованием
формализма псевдотензоров. Однако, простой алгоритм преобразования псев-
дотензора в соответствующий ему абсолютный тензор позволяет нам провести
наше исследование в терминах абсолютных тензоров.

Введем энергию деформации U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

[15, 19, 20], рассчитанную для еди-

ничного инвариантного элемента объема при постоянной энтропии (S = const),
в виде:

U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

= U
⃓⃓⃓⃓
S=const

= U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

(ϵ(ij), κ(ij), φi, κi), (5)

где

ϵij = ∂iuj − eijkφk, 2ϵ(ij) = ∂iuj + ∂jui, κij = ∂iϕj,

κ(ij) = ∂iϕj + ∂jϕi, φi = ϕi −
1
2eikl∂[kul], κi = 1

2eijsκ[js].
(6)

В уравнениях (5) и (6) используются следующие обозначения: ui — транс-
ляционные перемещения; ϕi — спинорные перемещения; ϵkl — асиметричный
тензор деформации; κkl — тензор изгиба–кручения; ∂i обозначает частную про-
изводную по пространственной координате xi; eijk — альтернирующий тензор;
φi — относительные микроповороты; круглые скобки обозначают алгебраиче-
скую симметризацию; квадратные скобки обозначают алгебраическое альтер-
нирование.

Следует отметить, что U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

по сути является потенциалом силовых и

моментных напряжений. В дальнейшем вместо U
⃓⃓⃓⃓
adiabatic

используется сокра-
щенное обозначение U .
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Энергия деформации U инвариантна относительно вращений и трансляций
пространства, а также относительно преобразований пространственной инвер-
сии и зеркальных отражений, т.е. для полной изометрической группы. Суще-
ствуют три различных подхода к определению энергии деформации, подробно
описанные в статье [15]. Первый из них — это A-представление. A-представление
[14] основано на понятиях теории рациональных алгебраических инвариантов
и является линейной оболочкой индивидуальных и совместных целых рацио-
нальных алгебраических инвариантов несимметричного тензора деформации и
пространственного градиента поля микровращений. Основы теории целых ра-
циональных алгебраических инвариантов подробно обсуждаются в фундамен-
тальных монографиях [24, 25].

Инварианты полной неприводимой системы индивидуальных и совмест-
ных целых рациональных алгебраических квадратичных инвариантов симмет-
ричных компонент несимметричных тензоров деформации, тензора изгиба-
кручения и связанных с ними векторов для гемитропного твердого тела, вы-
числяются в декартовых координатах следующим образом [23]

I
1

= δikδlmϵ(ik)ϵ(lm), I
2

= δikδlmκ(ik)κ(lm), I
3

= δikδlmϵ(il)ϵ(km),

I
4

= δikδlmκ(il)κ(km), I
5

= δikφiφk, I
6

= δikκiκk,

I
7

= δikδlmϵ(ik)κ(lm), I
8

= δikδlmϵ(ik)κ(lm), I
9

= δikκiφk,

(7)

где δlm — символ Кронекера.
В силу формул (7) для инвариантов I

c
(c = 1, . . . , 9) энергия деформации (5)

представляется в виде (см. [14, 15, 19]):

U = A
1
δisδlmϵ(is)ϵ(lm) + A

2
δisδlmκ(is)κ(lm) + A

3
δisδlmϵ(il)ϵ(sm)+

+ A
4
δisδlmκ(il)κ(sm) + A

5
δisφiφs + A

6
δisκiκs+

+ A
7
δisδlmϵ(is)κ(lm) + A

8
δisδlmϵ(is)κ(lm) + A

9
δisκiφs, (8)

где A
c

(c = 1, . . . , 9) — произвольные константы. Очевидно, эти константы могут
интерпретироваться как определяющие упругие модули (абсолютные скаляры)
при спецификации модели гемитропного микрополярного упругого твердого те-
ла.

Для упрощения дальнейшего изложения введем формальные замены незави-
симых переменных состояния ϵ(ij), κ(ij), φi, κi энергии деформации U согласно
следующим правилам:

ϵ(11) ←→ Y1, φ1 ←→ Y7, κ(11) ←→ Y10, κ1 ←→ Y16,
ϵ(22) ←→ Y2, φ2 ←→ Y8, κ(22) ←→ Y11, κ2 ←→ Y17,
ϵ(33) ←→ Y3, φ3 ←→ Y9; κ(33) ←→ Y12, κ3 ←→ Y18;
ϵ(23) ←→ Y4, κ(23) ←→ Y13,
ϵ(13) ←→ Y5, κ(13) ←→ Y14,
ϵ(12) ←→ Y6; κ(12) ←→ Y15;

(9)
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где мы подчеркиваем индекс, чтобы отличить двузначные векторные индек-
сы от двух соседних одноместных тензорных индексов. Вектор формальных
переменных2 [Y ] принадлежит формальному векторному пространству алгеб-
раической размерности 18.

С учетом замен (9) квадратичная форма энергии деформации (8) записыва-
ется как:

U = A
1
Y 2

1 + A
3
Y 2

1 + A
7
Y1Y10 + A

8
Y1Y10 + A

2
Y 2

10 + A
4
Y 2

10 + A
7
Y1Y11 + 2A

2
Y10Y11+

+ A
2
Y 2

11 + A
4
Y 2

11 + A
7
Y1Y12 + 2A

2
Y10Y12 + 2A

2
Y11Y12 + A

2
Y 2

12 + A
4
Y 2

12+

+ 2A
4
Y 2

13 + 2A
4
Y 2

14 + 2A
4
Y 2

15 + A
6
Y 2

16 + A
6
Y 2

17 + A
6
Y 2

18 + 2A
1
Y1Y2 + A

7
Y10Y2+

+ A
7
Y11Y2 + A

8
Y11Y2 + A

7
Y12Y2 + A

1
Y 2

2 + A
3
Y 2

2 + 2A
1
Y1Y3 + A

7
Y10Y3+

+ A
7
Y11Y3 + A

7
Y12Y3 + A

8
Y12Y3 + 2A

1
Y2Y3 + A

1
Y 2

3 + A
3
Y 2

3 + 2A
8
Y13Y4+

+ 2A
3
Y 2

4 + 2A
8
Y14Y5 + 2A

3
Y 2

5 + 2A
8
Y15Y6 + 2A

3
Y 2

6 + A
9
Y16Y7+

+ A
5
Y 2

7 + A
9
Y17Y8 + A

5
Y 2

8 + A
9
Y18Y9 + A

5
Y 2

9 . (10)

Отметим, что уравнение (10) может быть представлено в компактных мат-
ричных обозначениях в виде:

U = [Y]T[A][Y], (11)

где [Y] = [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Y8, Y9, Y10, Y11, Y12, Y13, Y14, Y15, Y16, Y17, Y18]T —
транспонированная вектор-строка алгебраической размерности 18, составлен-
ная из формальных переменных; [A] — формальная квадратная симметричная
матрица размерности 18 × 18 механических модулей микрополярной среды с
элементами aij (i, j = 1, . . . , 18). В случае гемитропного микрополярного упру-
гого тела матрица [A] имеет следующую блочную структуру (к сожалению, не
диагональную, но, по меньшей мере, блочную трехдиагональную):

[A] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[A11] [0] [0] [A14] [0] [0]
[0] [A22] [0] [0] [A25] [0]
[0] [0] [A33] [0] [0] [A36]

[A41] [0] [0] [A44] [0] [0]
[0] [A52] [0] [0] [A55] [0]
[0] [0] [A63] [0] [0] [A66]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (12)

где [Ahk] (h, k = 1, . . . , 6) — симметричные блочные матрицы алгебраической
размерности 3 × 3; h и k метаиндексы, нумерующие блочные элементы; [0] —

2В настоящей статье используются векторно-матричные обозначения. Они отличаются от
векторно-тензорных обозначений. Например, Y · A · Y = [Y]T[A][Y], где квадратные скоб-
ки указывают на квадратную матрицу или вектор-столбец. Отметим, что система сим-
вольных вычислений (например, Wolfram Mathematica) оперирует с векторно-матричными
обозначениями.
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нулевые блочные матрицы размерности 3× 3. При этом, ненулевые блоки рас-
положены на трех диагоналях:

[Ahk] = [Akh] ̸= [0] при h = k, k = h+ 3, h = k + 3. (13)

Ненулевые блочные матрицы [Ahk] определяются через микрополярные упру-
гие механические модули A

a
(a = 1, . . . , 9) согласно следующим формулам:

[A11] =

⎡⎢⎢⎣
A
1

+ A
3

A
1

A
1

A
1

A
1

+ A
3

A
1

A
1

A
1

A
1

+ A
3

⎤⎥⎥⎦ , [A44] =

⎡⎢⎢⎣
A
2

+ A
4

A
2

A
2

A
2

A
2

+ A
4

A
2

A
2

A
2

A
2

+ A
4

⎤⎥⎥⎦ ,

[A14] = [A41] = 1
2

⎡⎢⎢⎣
A
7

+ A
8

A
7

A
7

A
7

A
7

+ A
8

A
7

A
7

A
7

A
7

+ A
8

⎤⎥⎥⎦ ,

2[A36] = 2[A63] = A
9

diag[1, 1, 1], [A25] = [A52] = A
8

diag[1, 1, 1],

[A22] = 2A
3

diag[1, 1, 1], [A33] = A
5

diag[1, 1, 1],

[A55] = 2A
4

diag[1, 1, 1], [A66] = A
6

diag[1, 1, 1].

(14)

2. Метод последовательных поворотов (Метод Якоби) матрицы квадратич-
ной энергетической формы. Метод последовательных поворотов [1, 2, 4—7],
предложенный К.Г.Я. Якоби в 1846 г. в работе [5, P. 65–66], предназначен для
приведения квадратичной формы к каноническому виду. В основе метода ле-
жит ключевое понятие линейной алгебры — подобные матрицы, которые задают
один и тот же тензор, представленный в разных базисах.

Квадратные матрицы [A] и [B] алгебраической размерности N × N назы-
ваются подобными, если существует невырожденная (обратимая) матрица [P]
размерности N ×N такая, что:

[B] = [P]−1[A][P]. (15)

Матрицу [P] называют матрицей перехода (или матрицей преобразования по-
добия). Подобные матрицы обладают важными для приложений свойствами:
одинаковыми собственными значениями, определителем, следом, рангом и ха-
рактеристическим многочленом. Последнее обстоятельство особенно важно при
использовании в качестве матрицы перехода матрицы поворота, относящейся
к группе изометрических/ортогональных невырожденных матриц. Обратная
матрица к ортогональной/изометрической получается из исходной транспони-
рованием, т.е. [P]−1 = [P]T.

Для теории квадратичных форм использование подобных матриц означает
следующее. Зададим переход от старых переменных [Y] к новым переменным
[X] с помощью преобразования вращения/поворота согласно:

[X] = [P][Y], [Y] = [P]−1[X]. (16)
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Представление квадратичной формы (11) в новых координатах (16) после
несложных преобразований примет следующий вид:

U = [Y]T[A][Y] =
(︂
[P]−1[X]

)︂T
[A]
(︂
[P]−1[X]

)︂
=

= [X]T
(︂
[P][A][P]T

)︂
[X] = [X]T[A]sim[X],

(17)

где введено обозначение для подобной матрицы [A]sim = [P][A][P]T.
Все вышесказанное приводит нас к, очевидному, утверждению [1, 2], что вся-

кая симметричная матрица [A] алгебраической размерности N×N может быть
представлена в виде:

[A] = [P]T[A]diag[P], (18)

где [A]diag = diag[α1, α2, . . . , αN ] = — диагональная матрица; α1, α2, . . . , αN —
собственные числа симметричной матрицы [A]; [P] ([P]−1 = [P]T) — матрица
поворота (изометрическая/ортогональная).

Следует отметить, что если матрица [A] является матрицей квадратичной
формы U , тогда диагональные элементы матрицы [A]diag, кроме того, являются
коэффициентами канонической формы, представленной в новых формальных
переменных ([X] = [P][Y]):

U = Udiag = [X]T[A]diag[X] =
18∑︂

s=1
αjX

2
j . (19)

Представление (18) можно преобразовать к виду:

[A][P]T = [P]T[A]diag, (20)

Если выписать систему равенств (20) по столбцам, то окажется, что столбец
с индексом i матрицы [P]T является собственным вектором, соответствующим
собственному числу αi.

Умножив равенство (18) слева и справа на изометрические матрицы [P] и
[P]T, соответственно, получим

[A]diag = [P][A][P]T. (21)

Суть метода Якоби состоит в построении такой композиции плоских враще-
ний с помощью изометрических матриц [P1], ..., [Pn], так чтобы выполнялось
условие

[Πn][A][Πn]T −→
n→∞

[A]diag, (22)

где преобразования подобия Πn, являющиеся композицией последовательных
поворотов P1, ..., Pn определяется согласно

[Πn] = [Pn] · · · · · [P1] = [Pn] . . . [P1]. (23)
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Введем в рассмотрение матрицу [Pkl](θ) с элементами pij, определяющимися
согласно правилам:

pij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pkk(θ) = pll(θ) = cos θ,
pkl(θ) = −plk(θ) = sin θ,
pii = 1, при i ̸= k, i ̸= l,

pij = 0, в остальных случаях,

(24)

или в матричном представлении

[Pkl](θ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
... . . . ...

...
...

0 · · · cos θ · · · sin θ · · · 0
...

... . . . ...
...

0 · · · − sin θ · · · cos θ · · · 0
...

...
... . . . ...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (25)

Очевидно, что матрица [Pkl](θ) является изометрической и осуществляет по-
ворот в плоскости YkYl на угол θ. Нетрудно вычислить угол θ, такой чтобы
после преобразования подобия [Pkl](θ) на симметричную матрицу [A] согласно
(18) ее элементы akl и alk стали бы равны нолю.

В результате несложных вычислений получим уравнение для определения
угла θ [1]:

tg2θ = 2akl

akk − all

. (26)

Важно отметить, что угол θ определяет угол наклона к горизонту главной
оси, соответствующей наибольшему собственному значению. Кроме того, ра-
венство (26) определяет двустороннее ограничение на угол θ:

−π ≤ 4θ ≤ π. (27)

Причем равенство в (27) достигается только при условии akk = all, т.е.

|θ| = π

4 при akk = all. (28)

В расчетах удобно использовать следующие формулы, следующие из (26):

τ = ctg2θ, t = sgn(τ)
|τ |+

√
1 + τ 2

, cos θ = 1√
1 + t2

, sin θ = t cos θ. (29)

Перейдем к пошаговой реализации метода последовательных изометрических
преобразований. Будем объединять в один шаг повороты на один и тот же угол
относительно не связанных пар матричных индексов.

Шаг 1. В матрице [A] присутствуют несколько пар диагональных элементов,
которые удовлетворяют условию (28):

a1 1 = a2 2 = a3 3, a7 7 = a8 8 = a9 9. (30)
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Из двух указанных наборов можно выбрать только два независимых преоб-
разования подобия. Произведем поворот на угол θ1 = π

4 в плоскостях Y1Y2 и
Y11Y12. Элементы матрицы [P1] такого преобразования примут вид:

p
(1)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p
(1)
1 1 = p

(1)
2 2 = p

(1)
1 2 = p

(1)
10 10 = p

(1)
11 11 = p

(1)
10 11 = 1√

2
,

p
(1)
2 1 = p

(1)
11 10 = − 1√

2
,

p
(1)
ii = 1, при i ̸= 1, i ̸= 2, i ̸= 10, i ̸= 11,

p
(1)
ij = 0, в остальных случаях.

(31)

Результат преобразования подобия (31) получим по формуле:

[A1] = [P1][A][P1]T. (32)

Причем, в матрице [A] изменятся только следующие блочные элементы:

[A11] =

⎡⎢⎢⎢⎣
2A

1
+ A

3
0
√

2A
1

0 A
3

0
√

2A
1

0 A
1

+ A
3

⎤⎥⎥⎥⎦ , [A44] =

⎡⎢⎢⎢⎣
2A

2
+ A

4
0
√

2A
2

0 A
4

0
√

2A
2

0 A
2

+ A
4

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

[A14] = [A41] = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎣
2A

7
+ A

8
0
√

2A
7

0 A
8

0
√

2A
7

0 A
7

+ A
8

⎤⎥⎥⎥⎦ .
(33)

Шаг 2. Выполним поворот на угол θ2 в плоскостях Y1Y3 и Y10Y12. Для опре-
деления матрицы [P2], в соответствии с (26) и (29) , вычислим необходимые
соотношения:

tg2θ2 = τ−1
2 = 2

√
2, t2 = 1√

2
, cos θ2 =

√︄
2
3 , sin θ2 = 1√

3
. (34)

Тогда элементы матрицы вращения [P2] будут вычисляться согласно:

p
(2)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p
(2)
11 = p

(2)
33 = p

(2)
10 10 = p

(2)
12 12 =

√︄
2
3 ,

p
(2)
13 = p

(2)
10 12 = 1√

3
,

p
(2)
31 = p

(2)
12 10 = − 1√

3
,

p
(2)
ii = 1, при i ̸= 1, i ̸= 2, i ̸= 10, i ̸= 12,

p
(2)
ij = 0, в остальных случаях.

(35)

В результате следующего преобразования подобия

[A2] = [P2][A1][P2]T, (36)
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изменяться те же самые блоки, что и на первом шаге алгоритма по формулам:

[A11] = diag[3A
1

+ A
3
, A

3
, A

3
], [A44] = diag[3A

2
+ A

4
, A

4
, A

4
],

[A14] = [A41] = 1
2diag[3A

7
+ A

8
, A

8
, A

8
].

(37)

После выполнения первого и второго многомерных поворотов получаем трех-
диагональную матрицу [A2].

Шаг 3. Вычислим угол поворота θ3 в плоскости Y1Y10 для определения мат-
рицы [P3], в соответствии с (26) и (29), достаточно вычислить τ3:

τ3 = сtg2θ3 =
3A

1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
A
7

+ A
8

. (38)

Тогда элементы матрицы преобразования подобия [P3] будут вычисляться со-
гласно:

p
(3)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p
(3)
1 1 = p

(3)
10 10 = cos θ3,

p
(3)
1 10 = sin θ3,

p
(3)
10 1 = − sin θ3,

p
(3)
ii = 1, при i ̸= 1, i ̸= 10,

p
(3)
ij = 0, в остальных случаях.

(39)

В результате следующего преобразования подобия:

[A3] = [P3][A2][P3]T, (40)

изменяться те же самые блоки, что и на первом шаге алгоритма по формулам:

[A11] = diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4

+
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2, A

3
, A

3
],

[A44] = diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
−
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2, A

4
, A

4
],

[A14] = [A41] = 1
2diag[0, A

8
, A

8
].

(41)

Шаг 4. В силу полученной на предыдущем шаге матрицы квадратичной
формы можно объединить повороты в плоскостях Y2Y11, Y3Y12, Y4Y13, Y5Y14,
Y6Y15. При этом, угол поворота θ4 определяется из соотношения:

τ4 = сtg2θ4 =
3A

1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
A
7

+ A
8

. (42)
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Элементы матрицы преобразования подобия [P3] на текущем шаге алгоритма
будут вычисляться согласно:

p
(4)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p
(4)
2 2 = p

(4)
3 3 = p

(4)
4 4 = p

(4)
5 5 = p

(4)
6 6 = cos θ4,

p
(4)
11 11 = p

(4)
12 12 = p

(4)
13 13 = p

(4)
14 14 = p

(4)
15 15 = cos θ4,

p
(4)
2 11 = p

(4)
3 12 = p

(4)
4 13 = p

(4)
5 14 = p

(4)
6 15 = sin θ4,

p
(4)
11 2 = p

(4)
12 3 = p

(4)
13 4 = p

(4)
14 5 = p

(4)
15 6 = − sin θ4,

p
(4)
ii = 1, при i ̸= 2, . . . , 6, i ̸= 11, . . . , 15,

p
(4)
ij = 0, в остальных случаях.

(43)

В результате следующего преобразования подобия

[A4] = [P4][A3][P4]T, (44)

получим

[A11] =diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4

+
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

1
2(A

3
+ A

4
+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2), 1

2(A
3

+ A
4

+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)],

[A44] =diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
−
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

1
2(A

3
+ A

4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2), 1

2(A
3

+ A
4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)],

[A22] =(A
3

+ A
4

+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)diag[1, 1, 1],

[A55] =(A
3

+ A
4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)diag[1, 1, 1],

[A14] =[A41] = [A25] = [A52] = [0].

(45)

Блочные элементы [A33], [A66], [A36], [A63] при этом не изменяются.
Шаг 5. В силу полученной на предыдущем шаге матрицы квадратичной фор-

мы можно объединить повороты в плоскостях Y7Y16, Y8Y17, Y9Y18. При этом,
угол поворота θ5 определяется из соотношения:

τ5 = сtg2θ5 =
A
5
− A

6
A
9

. (46)
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Элементы матрицы преобразования подобия [P3] на текущем шаге алгоритма
будут вычисляться согласно:

p
(5)
ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p
(5)
7 7 = p

(5)
8 8 = p

(5)
9 9 = cos θ5,

p
(5)
16 16 = p

(5)
17 17 = p

(5)
18 18 = cos θ5,

p
(5)
7 16 = p

(5)
8 17 = p

(5)
9 18 = sin θ5,

p
(5)
16 7 = p

(5)
17 8 = p

(5)
18 9 = − sin θ4,

p
(5)
ii = 1, при i ̸= 7, 8, 9, i ̸= 16, 17, 18,

p
(5)
ij = 0, в остальных случаях.

(47)

В результате следующего преобразования подобия

[A5] = [P5][A4][P5]T, (48)

получим

[A11] =diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4

+
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

1
2(A

3
+ A

4
+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2), 1

2(A
3

+ A
4

+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)],

[A44] =diag[3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
−
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

1
2(A

3
+ A

4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2), 1

2(A
3

+ A
4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)],

[A22] =(A
3

+ A
4

+
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)diag[1, 1, 1],

[A55] =(A
3

+ A
4
−
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2)diag[1, 1, 1],

[A33] =(A
5

+ A
6

+
√︃

(A
5
− A

6
)2 + A

9
2)diag[1, 1, 1],

[A66] =(A
5

+ A
6
−
√︃

(A
5
− A

6
)2 + A

9
2)diag[1, 1, 1],

[A14] =[A41] = [A25] = [A52] = [A36] = [A63] = [0].

(49)

В результате выполнения пяти шагов преобразование подобия приводящее
матрицу [A] к диагональному виду можно получить согласно формуле:

[Π5] = [P5][P4][P3][P2][P1]. (50)

Матрица канонической квадратичной формы будет определятся преобразо-
ванием подобия:

[A]diag = [Π5][A][Π5]T = [A5]. (51)
Причем переход от старых переменных [Y] к новым переменным [X] осуществ-

ляется с помощью изометрического преобразования согласно:

[X] = [Π5][Y]. (52)
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3. Положительная определенность квадратичной энергетической формы.
Положительная определенность квадратичной энергетической формы (19) и,
тем самым, устойчивость равновесия линейного микрополярного упругого тела
[14] обеспечивается следующими очевидными неравенствами

αs > 0 (s = 1, ..., 18). (53)

Система неравенств (53) с учетом кратных собственных чисел примет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
3

+ A
4
>
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2,

A
3

+ A
4
> −

√︃
(A

3
− A

4
)2 + A

8
2,

A
5

+ A
6
>
√︃

(A
5
− A

6
)2 + A

9
2,

A
5

+ A
6
> −

√︃
(A

5
− A

6
)2 + A

9
2,

3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
>
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
> −

√︃
(3A

1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2.

(54)

Кроме того, второе, четвертое и шестое неравенства в (54) заведомо выполня-
ются в силу первого, третьего и пятого неравенств. Поэтому систему неравенств
(54) можно представить в виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
3

+ A
4
>
√︃

(A
3
− A

4
)2 + A

8
2,

A
5

+ A
6
>
√︃

(A
5
− A

6
)2 + A

9
2,

3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
>
√︃

(3A
1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2.

(55)

Избавимся в системе неравенств (55) от радикалов, возведя их в квадрат.
Тогда получим неравенства:

(A
3

+ A
4
)2 > (A

3
− A

4
)2 + A

8
2,

(A
5

+ A
6
)2 > (A

5
− A

6
)2 + A

9
2,

(3A
1

+ 3A
2

+ A
3

+ A
4
)2 > (3A

1
− 3A

2
+ A

3
− A

4
)2 + (3A

7
+ A

8
)2,

(56)

которые после несложных преобразований примут вид:

4A
3
A
4
> A

8
2,

4A
5
A
6
> A

9
2,

4(3A
1

+ A
3
)(3A

2
+ A

4
) > (3A

7
+ A

8
)2.

(57)
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Преобразуем систему неравенств (57) к виду:

− C
I
< A

8
< C

I
,

− C
II
< A

9
< C

II
,

− C
III
< 3A

7
+ A

8
< C

III
.

(58)

где введены обозначения

C
I

2 = 4A
3
A
4
> 0,

C
II

2 = 4A
5
A
6
> 0,

C
III

2 = 4(3A
1

+ A
3
)(3A

2
+ A

4
) > 0,

signC
I

= signC
II

= signC
III

= +1.

(59)

Система неравенств (58) может трактоваться как 3 двусторонних неравенства
или 6 — односторонних. Очевидно, что левые части неравенств в (59) неотри-
цательны в силу (57).

Коэффициенты квадратичной формы A
a

(a = 1, ..., 9) в A-представлении энер-
гии деформаций (8) могут быть заменены альтернативными определяющими
константами гемитропного микрополярного упругого тела [14]:

A
1

= Gν(1− 2ν)−1, A
2

= GL2c3, A
3

= G,

A
4

= GL2, A
5

= 2Gc1, A
6

= GL2c2,

A
7

= GLc4, A
8

= GLc5, A
9

= GLc6,

(60)

где G — модуль сдвига упругости; ν — коэффициент Пуассона; L — характери-
стическая микродлина теории микрополярной упругости; c1, c2, c3, c4, c5, c6 —
безразмерные константы.

Тогда, учитывая представления (60) гемитропных механических модулей,
неравенства (58) и (59) примут вид:

−C
I
< GLc5 < C

I
, C

I
2 = 4G2L2 > 0,

−C
II
< GLc6 < C

II
, C

II
2 = 8G2L2c1c2 > 0,

−C
III
< GL(3c4 + c5) < C

III
, C

III
2 = 4G2L2 1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3) > 0.

(61)

После несложных преобразований получим:

−2 < c5 < 2, c1c2 > 0,

−2
√

2c1c2 < c6 < 2
√

2c1c2,
1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3) > 0,

−2
√︄

1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3) < GL(3c4 + c5) < 2
√︄

1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3).

(62)
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Следует отметить, что система неравенств (61) эквивалентна системе нера-
венств полученных в работе [26], где рассматривался метод отделения квадра-
тов Лагранжа.

Неравенства устойчивости равновесного состояния для изотропного микро-
полярного твердого тела, могут быть получены путем редукции неравенств (61)
или (62) вследствие предельного перехода: c4 → 0, c5 → 0, c6 → 0. В итоге для
изотропной микрополярной упругой среды имеем

4G2L2 > 0, 8G2L2c1c2 > 0, 4G2L2 1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3) > 0. (63)

Откуда, очевидно, возникает возможность снять ограничения на определяю-
щие постоянные G и L, и в результате получить два существенных неравенства:

c1c2 > 0, 1 + ν

1− 2ν (1 + 3c3) > 0. (64)

Следует подчеркнуть, что последнее неравенство в (64) указывает на суще-
ствование ауксетиков среди микрополярных твердых тел, а определяющая кон-
станта c3 играет важную роль, аналогичную коэффициенту Пуассона ν, извест-
ному из закона упругости Гука, и может быть названа вторым микрополярным
коэффициентом Пуассона.

Заключительные замечания и выводы. В настоящем исследовании рассмот-
рено приведение к каноническому виду (диагонализация) квадратичной энер-
гетической формы гемитропной микрополярной упругой среды методом после-
довательных плоских поворотов Якоби. Энергия деформации рассматривается
как функция, зависящая от несимметричных тензоров деформации и изгиба-
кручения, которые трактуются как термодинамические переменные состояния.
Кроме того, она может одновременно рассматриваться как потенциал силовых
и моментных напряжений. Обобщая результаты исследования, приходим к сле-
дующим выводам:

(1) Получено изометрически инвариантное A-представление квадратичной
формы энергии деформации гемитропного микрополярного упругого
твердого тела, определяемое 9 изоэнтропийными (адиабатическими) ме-
ханическими модулями.

(2) Для оперирования с A-представлением введены формальные перемен-
ные Y1,...,Y18.

(3) Квадратичная форма энергии деформации приводится к сумме квадра-
тов методом последовательных поворотов Якоби. Для диагонализации
матрицы квадратичной формы оказалось достаточно 5 шагов алгорит-
ма.

(4) В результате применения метода Якоби на главной диагонали итоговой
матрицы квадратичной формы располагаются ее собственные числа, а
итоговая матрица поворота определяет переход к новым координатам.

(5) Найдены ограничения на определяющие механические модули, обеспе-
чивающие таким образом положительную определенность квадратичной
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формы энергии деформации и устойчивость равновесия микрополярного
упругого твердого тела.

(6) Показана эквивалентность систем неравенств полученных методом
Лагранжа и методом Якоби. Характерные отличия двух указанных ме-
тодов сведем в Таблицу.

Метод Лагранжа Метод Якоби
Невырожденное преобразование Ортогональное/изометрическое

преобразование, за вычетом зер-
кальных отражений, т.е. поворот

Диагональная матрица Диагональная матрица
Диагональные элементы матрицы
квадратичной формы — не обяза-
тельно собственные значения

Диагональные элементы матрицы
квадратичной формы — собствен-
ные значения

Изменяет метрику пространства Сохраняет метрику пространства
Проще для ручного счета, но не вы-
дает на выходе собственные значе-
ния

Сложен для реализации, но на вы-
ходе получаются собственные зна-
чения

Только целые рациональные опера-
ции

В ходе вычислений возникают ир-
рациональности, требуется извлече-
ние квадратных радикалов
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Ростислав Иванович Непершин принадлежит к числу выдающихся крупней-
ших ученых России в области технологии обработки металлов. Ему принад-
лежат замечательные результаты в области пространственной теории предель-
ного состояния тел и конструкций, получены результаты, вошедшие в золотой
фонд науки прикладной теории пластичности.

Р.И. Непершин родился 28 июля 1938 года в городе Москва. Высшее об-
разование получил в Московском государственном техническом университете
«Станкин» (1962), что заложило основу всей его научной деятельности. Более
тридцати лет он работал в лаборатории института машиноведения АН СССР
под руководством выдающегося специалиста Александра Дмитриевича Томле-
нова. С 2003 года Р.И. Непершин возвращается в «Альма матер» –«Станкин»
профессором кафедры Системы пластического деформирования. Несколько лет
Ростислав Иванович (по приглашению) работал в лаборатории профессора Рич-
монда в США.

Непершин Р.И. автор около 150 научных работ. Его монографии слали биб-
лиографической редкостью. Они опубликованы не только в отечественных из-
дательствах, но и международных издательствах. Его ученики (кандидаты и
доктора наук) продолжают его исследования.

Непершин Р. И. имеет несколько патентов. Его работы посвящены контакт-
ным и технологическим задачам прикладной теории пластичности, теплопере-
дачи в системе инструмент-заготовка в процессах штамповки, листовой прокат-
ки и в машинах непрерывного литья заготовок. Ростислав Иванович был фун-
даментальным ученым, он занимался моделированием пластического течения
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в процессах ковки, прокатки, объемной и листовой штамповки, оптимальным
проектированием волокнистых композитов.

Ростислав Иванович принимал активное участие в работе диссертационных
советов: по специальности 05.03.05 «Технологии и машины обработки давлени-
ем» при МГТУ «Станкин», по специальности 01.02.04 «Механика деформиру-
емого твердого тела» при ЧГПУ им. И.Я. Яковлева (Чебоксары). Ростислав
Иванович был членом Российского Национального Комитета по теоретической
и прикладной механики РАН. Неоднократно был приглашенным спикером на
международных конференциях.

Ростислав Иванович отличался скромностью, педантичностью и в работе, и в
жизни. Он был спокойным и в тоже время общительным собеседником. Кроме
работы он много путешествовал, вел здоровый образ жизни. Он был отличным
отцом и дедушкой. По любым вопросам истину доносил своим примером.

Р.И. Непершин пользовался известностью и признанием среди широких кру-
гов научно-технической общественности. Он многократно был рецензентом дис-
сертационных работ, активно участвовал в работе диссертационных советов.
Слушать его и общаться с ним было огромное удовольствие. Я много нового
почерпнула из общих бесед с ним и с академиком А.Ю. Ишлинским, профессо-
ром Д.Д. Ивлевым и другими. Он также выступал на обсуждении при защите
моей докторской диссертации и как всегда его выступление было великолепно.

Ростислав Иванович Непершин принадлежит к числу ученых, определивших
развитие прикладной теории пластичности. Скончался Р.И. Непершин 09 фев-
раля 2026 года на 88-году жизни. Имя Ростислава Ивановича Непершина – в
ряду лучших представителей мировой науки прикладной пластичности.
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Олег Васильевич родился в Москве в семье инженера1. Отец, Василий Ивано-
вич Войнов, состоялся в профессии, был автором ряда авторских свидетельств
еще с довоенных времен, в том числе «Башмак металлических колонн» (1933),
«Способ соединения металлических конструкций» (1934), «Перегрузочный мост
с ездой по низу» (1944, в соавторстве с ведущим советским специалистом в
области строительной механики и теории металлических конструкций Нико-
лаем Прокофьевичем Мельниковым), «Монтажный стык неразрезных балок»
(1951), «Эстакада» (1955), а также некоторых других, неподлежащих опубли-
кованию (секретных). Олег гордился отцом, рассказывал об его участии в со-
здании организации – флагмана отечественной авиационной техники – ЦАГИ
имени проф. Н.Е. Жуковского, сотрудничестве с самим С.А. Чаплыгиным. К
несчастью Воинов-старший рано ушел из жизни сына, тогда еще школьника,
утонув во время купания в Черном море 22 августа 1960 года. Мама, Вера
Ивановна (1903–1990), получила гимназическое образование, свободно владела
французским языком, работала экономистом, однако еще в период ученичества
младшего сына уже не могла трудиться по состоянию здоровья.

Старший брат Олега, Владимир (1940–2012) после школы поступил на фи-
зический факультет МГУ. Вероятно, под его влиянием Олег также решил по-
лучить профессию ученого-физика. Впрочем, его школьные оценки были от-
личными только по естественным (десяти включенным в аттестат о среднем
образовании) предметам и лишь хорошими – по (шести) гуманитарным. Школь-
ником он посещал математический кружок, ряд лет был его старостой, а также
участвовал в математических олимпиадах. Однако при поступлении на физи-
ческий факультет МГУ его постигла неудача – он получил низкую оценку на

1Архив МГУ. Фонд № 2. Опись № 5л. Ед. хр. 192. Коробка № 13.
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устном экзамене, не смог отстоять более высокую на апелляции. Тогда он по-
дал документы на отделение механики механико-математического факультета
МГУ и успешно сдал туда вступительные экзамены в том же, 1961, году. Его
письменная работа по математике получила оценку хорошо, устный экзамен по
математике он сдал на отлично, физику – на отлично, иностранный язык – на
удовлетворительно. Его сочинение на тему «Мы рождены, чтоб сказку сделать
былью», и с эпиграфом «Сегодня мы не на параде, мы к коммунизму на пути»,
с первым предложением – «В какое удивительное время мы живем!» также
получило только удовлетворительную оценку –экзаменатором было указано:
«тема раскрыта правильно, достаточно полно, содержание изложено логично,
убедительно», но в работе имелись ошибки, и хотя их было всего три (!): слово
«Программа» (имелась в виду Программа КПСС) Олег написал с маленькой
буквы и ни к месту поставил две запятые – рука экзаменатора дрогнула, и пер-
воначальная оценка хорошо была исправлена на удовлетворительно... Впрочем,
набранных баллов оказалось вполне достаточно для зачисления в студенты.

В начале обучения Олега Воинова в университете материальные условия их
семьи из двух студентов и пенсионера были очень скромными, и он поставил се-
бе задачу учиться на отлично, на повышенную стипендию. Не сразу (была даже
и двойка по математическому анализу за второй семестр, пересданная на трой-
ку), но к третьему семестру он своей цели достиг, даже на отлично сдав в этот
раз экзамен самой Зое Михайловне Кишкиной2(!). Теоретическую механику за
5-й семестр он на отлично сдал весьма строгому экзаменатору – Л.Н. Сретенско-
му (вероятно, Леонид Николаевич не сразу убедился в знаниях экзаменуемого
– первоначально поставленную оценку хорошо он потом собственноручно пе-
реправил на отлично, сопроводив комментарием – исправленному верить). С
третьего курса Олег получал повышенную стипендию (тогда, в 1964 году, это
было 56 рублей 25 копеек).

Студентом он был романтиком, дважды ездил на целину, был командиром
студенческих стройотрядов. Характеризовался как способный, активно участ-
вующий в учебном процессе студент: «активно посещает спецсеминар», «сделал
несколько интересных докладов», «с большим интересом и упорством относит-
ся к изучению своей специальности», вместе с тем – «очень активно участвует
в работе семинаров по общественным наукам, выступления на этих семинарах
продуманы и интересны», при этом – «принципиален во всех вопросах». Как

2И.В. Новожилов: «С благоговейным трепетом наше поколение мехматчиков пятидесятых
годов вспоминает Зою Михайловну Кишкину и Наталию Алексеевну Айзенштадт. Они вели
упражнения по матанализу на первых двух курсах. Любили нас и драли по семь шкур. Де-
вяносто интегралов за одно домашнее задание – это Вам не сочинение на вольную тему. Как
новобранца делает солдатом старшина, так и наше поколение сделали людьми незабвенные
Зоя Михайловна и Наталья Алексеевна».
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вспоминает одногруппник Олега В.В. Прокофьев, в учебе Воинову было при-
суще необыкновенное упорство, так, при выполнении задачи по физмехпрак-
тикуму легендарный преподаватель Л.А. Шенявский3 задал им двоим вопрос
об определении интегральной излучающей способности твердого тела. Получив
два разных ответа, Лев Александрович порекомендовал им, посовещавшись,
выработать общее мнение и сообщить его ему. Окажется оно правильным –
обоим зачет, нет – не обессудьте. В последовавшем выяснении существа Олег
защищал свое мнение упорно, даже очень упорно, но все же истину установить
удалось (кое в чем он все же уступил), зачет получили.

Отмечалась учебной частью и хорошая спортивная форма Олега.
Первым научным руководителем О.В. Воинова на 3-м курсе в 1963 году стал

Г.Г. Черный, тогда чл.-корр АН СССР. Темой первой курсовой работы Оле-
га стало исследование ползущих движений, рецензентом по выполнении оно
было оценено на отлично. На следующем курсе Воинов занялся диффузион-
ным разделением двухфазных потоков. Рецензировавший выполненную работу
С.А. Регирер рекомендовал продолжить дальнейшие исследования по этой те-
ме, которую квалифицировал как представляющую большой теоретический и
практический интерес, но оценивший выполненную работу лишь на хорошо.
Научный руководитель с этой оценкой согласился.

В 1965 году О.В. Воинов перешел на открывшуюся 1 сентября 1964 года на
факультете новую кафедру химической механики4 к новому научному руково-
дителю – В.В. Толмачеву. Производственную практику проходил в лаборатории
новых процессов электробурения ЦКТБЭ (без зачисления в штат и начисления
зарплаты).

Как студент-отличник учебы уже в феврале 1966 года Воинов получил ре-
комендацию в аспирантуру. Его дипломная работа «Применение диаграммного
метода к изучению стационарной изотропной турбулентности» получила отлич-
ную оценку. Отзыв на нее научного руководителя, В.В. Толмачева, был краток –
семь неполных строк («получен ряд интересных результатов»). Обстоятельный
положительный отзыв на дипломный проект пришел из Института электрохи-
мии («проявил себя способным математиком», «Работа выполненная им весьма
трудоемка и технически сложна», «Дипломник нашел способ вычисления весь-
ма сложных асимптотических интегралов»).

В 1966 году Олег Воинов с красным дипломом окончил мехмат по кафедре
химической механики, лишь две оценки из 23 в дипломе были не отличными –
высшая алгебра и та самая курсовая на 4-м курсе. 5

3«Тщедушный маленький физик, у которого, казалось, ноги-спички растут прямо из спи-
ны, обладал железной волей и стойкими педагогическими принципами». Владимир Попов
Этажи МГУ // «День и ночь». 2006. № 11.

4Механика в Московском университете / Под ред. И.А. Тюлиной, Н.Н. Смирнова. М.:
Айрис-Пресс, 2005. 352 с. ISBN 5-8112-1474-X.

5Архив МГУ. Фонд № 51. Опись № 2л. Ед. хр. 64.
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На вступительных экзаменах в аспирантуру Воинов отвечал на вопросы:
«Зависимость числа степеней свободы в турбулентном потоке от числа Рей-
нольдса», «Сопротивление при ламинарном и турбулентном движении жидко-
сти в трубе», «Уравнения Гамильтона», «Метод Фурье для решения уравнений
в частных производных». Комиссия в составе В.Г. Левича, А.М. Головина, В.В.
Карамышкина поставила отлично, на хорошо были сданы История КПСС и
немецкий язык.

Научное руководство О. Воиновым продолжил В.В. Толмачев, темой дис-
сертации были выбраны «Некоторые задачи движения многих сфер в идеаль-
ной жидкости». Через год Толмачева сменил А.М. Головин. Темой диссерта-
ционного исследования было утверждено «Движение жидкостей в присутствии
поверхностно-активных веществ».

Были сданы экзамены кандидатского минимума. По философии Воинову бы-
ло предложено ответить на вопросы:

«Философские взгляды Р. Декарта и Б. Спинозы и их историческое значение»
«Возможность и действительность. Категория вероятности. Особенности пре-

вращения возможности в действительность в природе и в обществе».
«Диктатура пролетариата и ее роль в социалистической революции. В.И. Ле-

нин о сломе государственной машины».
«Специфика роли практики в развитии математики». Философия была сдана

на отлично.
Экзамен по иностранному языку заключался в письменном переводе со сло-

варем книги «Ordinary difference-differential equation», устном переводе без сло-
варя и чтении той же книги, передаче на английском языке отрывка из газеты
«Morning Star». Знание английского языка было оценено как удовлетворитель-
ное, экзамен принимали М.М. Глушко и Е.А. Снесарева. Заметим здесь, что
студентом и школьником Воинов изучал немецкий язык.

Кандидатский экзамен по специальности включил вопросы:
«Теплопередача в окрестности критической точки при плоскопараллельном

течении», «Зависимость степени ионизации водородной плазмы от температу-
ры», «Температура в газовой среде вокруг излучающего точечного источника».
Комиссия в составе В.Г. Левича, В.П. Мясникова, А.М. Головина поставила
отлично.

Из дополнительных учебных курсов Воинов посещал лекции по статистиче-
ской физике профессора А.М. Бродского.

На втором году аспирантуры тема диссертации была указана как «Об уста-
новлении распределения пузырей по размерам в результате процессов «сли-
яния» и дробления». К этому времени Воиновым уже было получено точное
решение задачи об одномерном столкновении двух пузырей в жидкости малой
вязкости и рассмотрены две задачи об устойчивости пленок.
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Вениамин Григорьевич Левич

Преподаватели кафедры химической механики. Не позднее 1972 г.

15 мая 1970 года О.В. Воинов защитил кандидатскую диссертацию на тему
«Некоторые задачи гидродинамики и распределения тепла в системе несколь-
ких тел»6, ее основные результаты были опубликованы в четырех статьях в
журналах ПММ, Вестник МГУ, МЖГ, одних тезисах, одна статья была в пе-
чати. Официальными оппонентами на защите выступили М.И. Гуревич и Ю.Л.
Якимов, ведущей организацией –Институт проблем механики АН СССР. За-
щита прошла в ученом совете механико-математического факультета МГУ под
председательством Г.Г. Черного. В прениях по докладу соискателя выступил
профессор Н.А. Слезкин, спросивший, чем отличаются полученные результаты
в качественном отношении от результатов Бьеркнеса и какое значение будут

6Архив МГУ. Фонд № 51. Опись № 1л. Ед. хр. 58.
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иметь решенные задачи для развития соответствующего научного направле-
ния? Ответ Воинова был кратким: «Знак сил взаимодействия остается таким
же, как и на большом расстоянии». В отношении же технологических приме-
нений он указал, что непосредственной целью задачи ставился вопрос о дви-
жении системы пузырей при барботаже и построении кинетических уравнений
для такой системы, это требует знания задачи о парном столкновении, а одна
из решенных в диссертации задач сводилась к выяснению характера взаимодей-
ствия газового пузырька с твердой стенкой. Неудовлетворенный таким ответом,
Слезкин повторил вопросы о значении результатов диссертанта и направлении,
в котором они могут быть использованы. Воинов уточнил свой ответ, сообщив,
что результаты могут быть использованы для составления кинетических урав-
нений, а в случае схлопывания пузырька у стенки позволяют решить вопрос о
разрушающем воздействии этого процесса на стенку. Г.И. Баренблатт спросил
о связи результатов соискателя с работами О. Нэйла и Стерцона. По мнению
Воинова значение, в смысле отличия, имел лишь диапазон рассматриваемых
чисел Рейнольдса, упомянутые же в вопросе работы относились к малым чис-
лам Рейнольдса, когда основную роль играет вязкость, а в выкладках появля-
ются логарифмические члены. Отвечая на замечание в отзыве на автореферат
диссертации об отсутствии сравнения с работами Бренера, Кокса и Мейсона, а
также об отсутствии конкретных числовых значений в рассмотренных задачах,
соискатель указал, что упомянутые работы относились к существенно другому
направлению, а все конкретные примеры в диссертации как раз доведены до
чисел, но, конечно, все практические задачи охватить невозможно. После вы-
ступления научного руководителя, А.М. Головина, последовал вопрос и к нему
от В.М. Панферова – в чем законченность работы в смысле выхода? Руково-
дитель ответил, что выполненная работа позволяет ответить на вопрос о месте
захлопывания пузыря в рассмотренных диссертантом условиях, хотя совсем
не обязательно, что такие условия будут иметь место в действительности. С
замечаниями обоих оппонентов соискатель согласился. В выступлениях по дис-
сертации Г.И. Баренблатт назвал постановку задачи классической и отметил,
что диссертанту и его руководителю следует поставить в заслугу их занятия, но
все же настаивал на проведении сравнения результатов соискателя с работами
О. Нэйла и Стерцона. В последовавшем затем выступлении В.Г. Левич указал,
что реши соискатель задачу не для одного пузырька, а для системы, дело за-
вершилось бы докторской (да и для докторской эта задача была бы сложна),
им было также отмечено, что он и сам затрудняется ответить на вопрос, как эта
одна задача отражается на технических приложениях (и этим, по его мнению,
объясняется не очень внятный ответ соискателя на заданный ему ранее во-
прос). Особо Вениамином Григорьевичем была отмечена мехматовская выучка
соискателя: «если бы не его образование, он усумнился бы в возможности при-
менения метода Лагранжа», «он продемонстрировал уменье решать довольно
сложные математические задачи», но «это, как раз, пример того плохого, что у
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нас есть, когда людей недостаточно приучают к приближенным вычислениям»
– это тоже «выучка мехмата»» (Баренблатт с места – «Да, конечно!»).

Здесь уместно сделать замечание. Критика диссертации относилась больше
не к соискателю, а к заведующему кафедрой – В.Г. Левичу. Н.А. Слезкин, бу-
дучи деканом механико-математического факультета МГУ с 1958 по 1962 год,
был резко против создания кафедры химической механики на факультете и
считал, что тема диссертации О.В. Воинова не оригинальна и эта работа могла
бы выполняться на других кафедрах факультета.

Голосование по диссертации показало 21 голос за присуждение степени, один
– против, один бюллетень был признан недействительным.

В октябре 1969 года О.В. Воинов по распределению поступил на работу в
лабораторию олеоколлоидов и монослоев в Институт химической физики АН
СССР, где быстро получил ряд уникальных научных результатов. В 1978 году
он перешел на работу в созданный академиком В.В. Струминским в Москве
Сектор механики неоднородных сред АН СССР. Там он работал в должности
заместителя директора и в 1980 году защитил докторскую диссертацию «Ди-
намика двухфазных систем с учетом изменения формы границ раздела фаз».
Одним из оппонентов его диссертации был будущий академик Л.В. Овсянни-
ков. Однако после защиты Олег Васильевич, проявив принципиальное несогла-
сие с административными действиями руководства, был вынужден покинуть
это место работы. Научная деятельность была продолжена им в отраслевых
организациях, а в 1989 году он был принят на работу в должности заведующе-
го лабораторией в организованный академиком Р.И. Нигматулиным Институт
механики многофазных систем СО РАН в Тюмени (с 1998 года это Тюменский
филиал ИТПМ СО РАН). Это были сложные для науки, но плодотворные для
научной деятельности Воинова годы.

Признанием заслуг О.В. Воинова перед наукой его коллегами служит его
избрание членом Российского национального комитета по теоретической и при-
кладной механике. В жизни он был скромным, отзывчивым, всегда готовым
прийти на помощь, охотно делился с коллегами своими знаниями и научными
идеями.

Олег Васильевич Воинов ушел из жизни 30 сентября 2024 года, на следующий
день после своего 80-летия. Это – большая потеря для отечественной и мировой
науки.

Настоящая статья – дань памяти многолетней дружбе и сотрудничеству А.Г.
Петрова с О.В. Воиновым.

Обзор научных результатов. Научные интересы Олега Васильевича Вои-
нова находились в различных областях гидродинамики: течения жидкости со
свободными границами, механика многофазных сред.

Первый результат, ставший известным в гидродинамике, Олег Васильевич
Воинов получил в 1970 г., это было обобщение рядов Хикса. Данное им точное
решение для сил, действующих на движущиеся и пульсирующие сферы, в виде
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быстро сходящихся рядов вплоть до контакта является основой для построения
теории слияния пузырьков в жидкости.

В 1974 г. Воиновым совместно с М.И. Гуревичем выведены формулы для
силы и момента, действующих на осесимметричное тело, ориентированное па-
раллельно дну.

В 1974–1975 гг. Воинов О.В. разработал метод граничных интегральных урав-
нений для решения задач гидродинамики со свободными границами. В статье
1975 года «Гидродинамика смачивания» он изложил разработанную им теорию
этого процесса, эта статья имеет в Шпрингере более 1300 ссылок. В 1975 году
Воинов первым выполнил расчет кумулятивной струи при захлопывании ка-
витационного пузыря около стенки, создав при этом метод, который впослед-
ствии стал называться методом граничных элементов. Эти результаты стали
называться «задачей Воинова». Олег Васильевич является основоположником
теории растекания тонких пленок.

В 1980-х годах он заложил основы теории растекания сверхтонких пленок
по поверхности твердых тел, выполнил ряд пионерских работ по теории сма-
чивания и моделям термокапилярного движения эмульсии и газожидкостной
смеси.

В 1981–1982 гг. Воинов определил кривую устойчивости осаждения и всплы-
тия концентрированных систем твердых частиц и пузырьков в жидкости. Его
теория имеет приложения для описания барботажа, эволюции псевдоожижен-
ного слоя, эмульсий, отделяя эффективные режимы от нежелательных.

В 2002 г. им было открыто явление кавитации при ползущем движении жид-
кости (малые числа Рейнольдса) и дано объяснение парадоксальных эффектов
в опытах А.Н. Прокунина

В 2005 г. Воинов О.В. получил общую форму представления решения урав-
нений Стокса, в котором поля скорости и давления при осесимметричном обте-
кании тела представлены через две гармонические функции, которые опреде-
ляются методом граничных элементов.

1. Гидродинамическое взаимодействие тел в жидкости. Для описания дви-
жущихся в жидкости двух сфер с произвольно меняющимися размерами, скоро-
стями и взаимным расположением О.В. Воинов предложил пользоваться урав-
нениями Лагранжа, функцией Ланранжа в этой задаче является кинетическая
энергия T , определенная Воиновым в виде быстро сходящихся рядов по степе-
ням отношения радиуса сферы к расстоянию между сферами (как обобщение
рядов Хикса для двух твердых сфер) [71–73]
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где ρ – плотность жидкости, ai – радиусы сфер, r−расстояние между центрами
сфер, скорость центра сферы ui > 0, если она направлена к другой сфере.
Были определены силы гидродинамического взаимодействия, в том числе и в
контакте, например

1). При расширении сфер в контакте r = 2a, a = −u сила притяжения
была определена в виде (точкой над символом обозначено дифференцирование
по времени)

F = 2πρa2
(︂
0.785a2 + 0.18aä

)︂
2). При сближении сфер к контакту r → 2a с равными скоростями имеет

место отталкивание с силой
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3). При движении сфер в одном направлении в контакте отталкивание опре-

деляется силой (ς –дзита-функция)

F = πρa2u2
(︃3

4ς (3)− ln 2
)︃

= 0.2084πρa2u2

Рис. 1.

Точное решение Воинова для сил, действующих на движущиеся и пульсиру-
ющие сферы, представленное в виде быстро сходящихся рядов для всех стадий
процесса сближения сфер вплоть до контакта, стало основой для построения
теории слияния пузырьков в жидкости.
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2. Сила, действующая на ориентированное параллельно дну осесимметрич-
ное тело. Совместно с М. И. Гуревичем Воиновым была решена следующая
задача [54]. Осесимметричное тонкое тело движется параллельно дну на рас-
стоянии c от него

Рис. 2.

Радиус сечения на отрезке z ∈ (−l/2, l/2) определяется произвольной функ-
цией a(z). Определены сила F и момент M , действующие на него

F = −πρu2
l/2∫︂

−l/2

(aa′)2
√
c2 − a2

dz, M = −2πρu̇
l/2∫︂

−l/2

(c−
√
c2 − a2)aa′(z)zdz.

штрихом отмечено дифференцирование.

3. Метод граничных интегральных уравнений. О.В. Воиновым первым в
мире был разработан метод граничных интегральных уравнений для решения
задач динамики жидкости со свободной границей [56]. Внутренняя плоская или
осесимметричная задачи для уравнения Лапласа была сведена им к решению
интегрального уравнения

AV (s) +BΦ (s) = 0,

а внешняя задача к интегральному уравнению

AV (s) +BΦ (s) = 4π (C − Φ (s))
Для интегральных операторов осесимметричной задачи были получены фор-

мулы ( ∂
∂n′ означает дифференцирование по нормали, относящейся к точке, пе-

ременной по контуру, рис. 3)
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h (k) =
∞∑︂

i=1

⎡⎣[︄(2i− 1)!!
2ii!

]︄2 i∑︂
n=1

1
(2n− 1)n

⎤⎦k2i

Рис. 3.

где интегралы берутся вдоль свободной границы течения жидкости, ds — эле-
мент дуги контура.

Интегральные операторы имеют логарифмическое ядро, для интегрирования
Воинов предложил квадратурные формулы

τ2∫︂
τ1

f(τ) ln |τ |dτ = f(τ1)A1 + f(τ2)A2 + f(τ0)A0, τ0 = (τ1 + τ2)/2

точные для квадратичных функций f(τ) = aτ 2 + bτ + c. Ai – квадратурные
коэффициенты, вычисляемые из требования точности этой формулы для квад-
ратного трехчлена при любых a, b, c.

а) б) в)

Рис. 4.

Разработанным методом О.В. Воинов провел ряд расчетов для всплытия пу-
стой полости, в которой создается кумулятивная струя. Результаты изображены
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на рис. 4а (плоская задача), рис. 4б (осесимметричная задача). Спустя 40 лет
Карабут с соавторами7 построил точное решение задачи Воинова и привел со-
поставление своего решения с расчетом Воинова на рис. 4в, показавшее очень
хорошее согласие с точным решением.

Рис. 5.

Для захлопывания пузырька возле плоскости (рис. 5а) Воинов проанализиро-
вал зависимость скорости кумулятивной струи от расстояния от стенки (рис. 5б)
и от начальной формы пузырька эллипсоидальной формы с отношением осей
a/b = χ. Он показал, что на скорость и толщину кумулятивной струи силь-
но влияет начальная форма пузыря. Если его начальная форма –сплюснутый
эллипсоид, то при изменении отношения осей от 1 до 1.18 скорость струи воз-
растает в 10 раз, от 180 м/c до 1800м/с, далее скорость струи неограниченно
возрастает (рис. 5в). Эти результаты были опубликованы в ряде статей [44],
[49], [59], [51], [53], [56].

Таким образом, Воинов разработал метод граничных элементов на три года
раньше C.A. Brebbia, в 1978 году опубликовавшего работу “The Boundary
Element Method for Engineers”8. Метод был применен Воиновым для расчета
кумулятивных струй, направленных к плоскости, при схлопывании пузыря у ее
поверхности. Недавнее сравнение с точным решением Карабута плоской задачи
показало высокую точность расчетов Воинова9.

7Karabut E.A. Semi-analytical study of the Voinovs problem// European Journal of Applied
Mathematics (2019), V. 30, pp. 298–337.

8Brebbia C.A.The Boundary Element Method for Engineers. London: Pentech Press. 1978. 189
p.

9Karabut E.A. Semi-analytical study of the Voinovs problem// European Journal of Applied
Mathematics (2019), V. 30, pp. 298–337.
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4. Растекание капель на твердых поверхностях. Первым в мире О.В. Вои-
нов построил аналитическое решение задачи о растекании капли вязкой жид-
кости на твердой поверхности (рис. 6) [48].

а) б) в)

Рис. 6.

Эта задача изучалась экспериментально химиками. Воинов дал математиче-
скую постановку этой задачи

∇p = µ∆v, div v = 0,
vx = −v, vy = 0, vn = 0,
pτ = 0, pn = −p0 + qσ

и свел ее решение к дифференциальному уравнению

dα

dt
= σ

9µ

(︃
π

3V

)︃1/3 α3
m − α2

ln(h/hm)− 1 (1− cosα)2/3 (2 + cosα)4/3

α – краевой угол на сферическом сегменте, αm – характеризует статический
гистерезис краевого угла, α∗ – угол, наблюдаемый в эксперименте.

Для безразмерного времени η = tσ
µ

(︂
π

4V

)︂1/3
Воинов получил зависимость, ко-

торая совпала со всеми основными результатами экспериментов (рис. 6 в.).
Развитие его собственной теории представлено им в ряде статей [3, 5-7, 9, 12,

15, 18, 21, 23, 25-30, 32-36, 38, 45, 46, 55, 57].

5. Кавитация в тонких слоях вязкой жидкости. О.В. Воинов предложил
простую формулу распределения давления между плоскостью и вращающимся
эллипсоидом [14], дав таким образом объяснение парадокса А.Н. Прокунина.
Ранее Прокуниным было установлено10, казалось бы, парадоксальное явление:

10Прокунин А.Н. Об одном парадоксе при движении твердой частицы вдоль стенки жид-
кости// Известия АН СССР. Механика жидкости и газа. № 3. 2003. с. 107–122.
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тяжелый шар в вязкой жидкости скатывался с наклонной плоскости, остав-
ляя зазор между собой и плоскостью. Как показывает решение задачи обте-
кания сферы около плоскости медленным потоком жидкости с большой вязко-
стью11,12, гидродинамическая сила направлена параллельно плоскости. Что же
противодействует силе тяжести? И почему шар не осаждается до контакта с
плоскостью.

Указанный образующийся зазор определяется формулой (см. рис. 7 а.)

h = h0 + x2 + y2

2Rs

.

Для распределения давления в этом зазоре Воинов получил формулу

p = p∞ + 6
5µ(v +Rsω)xh−2.

Давление имеет наименьшее значение

pmin = p∞ −
9
40µ (v +Rsω)R1/2

s h
−3/2
0

При достаточно малом значении h0 давление может стать отрицательным,
что приводит к возникновению кавитации – в зазоре между плоскостью и ша-
ром образуется пузырек. Размер пузырька очень мал, и он различим только
при специальном рассмотрении. После теоретического предсказания Воинова
Прокунин действительно усмотрел пузырек в своем опыте.

Воинов О.В. в статье [18] привел расчеты формы пузырьков, которые обра-
зуются в зазоре между плоскостью и шаром. В зависимости от отношения Λ =
p∞
pm
, pm = µ u

h0

√︂
Rs

h0
формы пузырьков при Λ : 0.93; 0.79; 0.54; 0.3; 0.2; 0.1

приведены на рис. 7 б). Из-за пузырька возникает подъемная сила F =
С(Λ)µ|u|Rs

√︂
Rs

h0
с коэффициентом С(Λ), приведенном на графике рис. 7 в). Эта

сила препятствует осаждению шара на плоскость.
Т.о. при объяснении парадокса Прокунина было открыто удивительное явле-

ние – кавитация в тонком слое жидкости при очень малом числе Рейнольдса.

6. Кривая устойчивости осаждения и всплытия концентрированных систем
твердых частиц и пузырьков в жидкости. Псевдоожиженный слой (или кипя-
щий слой, gas-solidfluidization) –парящее состояние частиц твердого сыпучего
материала под воздействием восходящего потока газа или смеси газ-жидкость
(визуально сыпучий материал в таких условиях напоминает кипящую жид-
кость). Псевдоожиженные слои нашли большое применение в различных от-
раслях промышленности – фармацевтической, химической, пищевой, космети-
ческой, а также биотехнологиях и т. п.

11Goldman A.J., Cox R.G., Brenner H. Slow viscous motion of a sphere parallel to a plane
wall// Cem. Eng. Sci. 1967. V.22. N4. P. 637-651.

12O’Neill M.E., Stewartson K. On the slow motion of a sphere parallel to a nearby plane wall//
J. Fluid Mech. 1967. V.27. Pt 4. P. 705-724.
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а) б) в)

Рис. 7.

Основные стадии развития псевдоожиженного слоя: неподвижное состояние,
однородное (спокойное) кипение, неоднородное (пузырьковое) кипение, порш-
невой режим и пневмотранспорт (унос) (рис. 8.)

Рис. 8.

Режимы образования крупных пузырей (байпасирование), фонтанирование,
шлакование, агломерация и чрезмерный вынос мелкодисперсных частиц, явля-
ются нежелательными. Они нарушают равномерность тепломассообмена, сни-
жают эффективность работы аппаратов создания конечного продукта и могут
привести к остановке рабочего процесса.

Воинов показал, что скорости твердых частиц в псевдоожиженном слое скла-
дываются из средней скорости и хаотической флуктуации и для описания дви-
жения сильно концентрированной двухфазной среды предложил осредненные
уравнения, подобные уравнениям турбулентности

ερ
dv
dt

= ερg−∇p− cF + div
(︂
−ερδvδv

)︂
, cρs

du
dt

= cρsg + div
(︂
−cρsδuδu

)︂
+ cF,

∂ε

∂t
+ div (εv) = 0, ∂c

∂t
+ div (cu) = 0, ε+ c = 1,

w = u− v, cρsδuiδuj = Swiwj, cF = −cρg− µ G
R2

(︄
cw + f R

w(w∇c)
|w|

)︄
,
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G(c), S(Fr, c), f(Fr, c), F r = w√
Rg

.

где ρ,v – плотность и скорость несущей среды, ρs,u, ε, c – плотность, скорость,
пористость и концентрация частиц, F – сила межфазного взаимодействия, µ
– коэффициент динамической вязкости несущей среды, δv, δu – флуктуации
скоростей несущей среды и скоростей частиц.

При осреднении Воинов ввел три эмпирические безразмерные функции: ко-
эффициент сопротивления G(c), зависящий от концентрации, коэффициент на-
пряжений f(c, Fr), зависящий от концентрации и числа Фруда. Кроме того, к
силе межфазного взаимодействия он добавил слагаемое, зависящее от градиен-
та концентрации с коэффициентом, зависящим от концентрации и числа Фруда,
получив замкнутую систему уравнений.

После линеаризации полученных уравнений для возмущения концентрации
смеси δc = −δε получилось уравнение типа теплопроводности с коэффициентом
теплопроводности k

∂δε

∂t
− cθw∂δε

∂z
= k

∂2δε

∂z2 , θ (Fr, c) = 1− ε

G

∂G

∂ε

k = εRw

(︄
f (Fr, c)− Fr2

1− ρ/ρs

(︂
c2θ (Fr, c)2 + S∗ (Fr, c)

)︂)︄

Как известно в процессах, описываемых уравнение теплопроводности, при
положительном коэффициенте теплопроводности k > 0возмущения сглажива-
ются со временем, а при k < 0 уравнение некорректно. Приравнивание k = 0
в выражении для k, выписанном выше, определяет кривую устойчивости как
зависимость Fr = Fr (c) числа Фруда от концентрации (рис. 9). Эта кривая,
изображена на рис. 9 сплошной линией.

Рис. 9.
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Полученная кривая устойчивости подтверждена большим числом экспери-
ментов13.

Линии E и F описывают процесс устойчивого осаждения.

7. Решение задачи расчета осесимметричного течения вязкой жидкости. Те-
чения вязкой жидкости при малых числах Рейнольдса описываются простран-
ственными уравнениями Стокса ∇p = µ∆v, divv=0. Для осесимметричного те-
чения с компонентами vr, vz в цилиндрических координатах r, z они имеют вид

∂p

∂r
= µ

(︄
∂2vr

∂z2 −
∂2vz

∂r ∂z

)︄
,

∂p

∂z
= µ

(︄
∂2vz

∂z2 + ∂2vz

∂r2 + 1
r

∂vz

∂r

)︄
,

∂vr

∂r
+ vr

r
+ ∂vz

∂z
= 0.

Воинов выразил общее решение этих уравнений через две гармонические
функцииφи ψ

vr = 2z∂φ
∂r
− r∂φ

∂z
+ ∂ψ

∂r
, vz = r

∂φ

∂r
+ 2z∂φ

∂z
+ ∂ψ

∂z
, p = 2µ∂φ

∂z

Для плоской задачи аналогичное представление дается известными форму-
лами Гурса14.

О.В. Воинов в своей работе [13] свел задачу решения уравнений течения вяз-
кой жидкости в приближении Стокса к задаче потенциальных течений, для
которых он разработал метод граничных элементов (см. п. 3).

8. Изобретательская деятельность. Патенты. О.В. Воинов был соавтором
ряда патентов: Сеточный узел вибросита, Способ бурения с кольматацией, Ще-
левая сетка, Вибросито.

Авторы благодарны сотруднику Архива МГУ Елене Валерьевне Лепениной
за помощь в сборе материала.
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Аннотация. Работа посвящена определению механических свойств губчатой кости по дан-
ным экспериментов на одноосное сжатие и разработке подходов, обеспечивающих сопостави-
мость и воспроизводимость получаемых характеристик. Актуальность исследования связана
с необходимостью корректной оценки эффективного модуля упругости и других механиче-
ских параметров губчатой кости для задач биомеханики, математического моделирования и
интерпретации данных лучевой диагностики. В докладе рассматриваются серии эксперимен-
тов, выполненных на образцах губчатой кости крупного рогатого скота из позвонков и обла-
сти коленного сустава, а также на образцах губчатой кости детских позвонков. Испытания
проводились в условиях одноосного сжатия с использованием универсальных испытательных
машин; для части серий дополнительно оценивались минеральная плотность кости, пори-
стость и коэффициент Пуассона. Одним из центральных вопросов исследования являлась
разработка требований к геометрии образцов для испытаний на сжатие. Показано, что вели-
чина эффективного модуля упругости существенно зависит от соотношения высоты и попе-
речного размера образца, тогда как при достижении определённого диапазона относительной
высоты оценка модуля стабилизируется. Отдельно исследовано влияние способа нагружения,
включая испытания без заглушек, а также с пластиковыми и алюминиевыми заглушками.
Установлено, что при соблюдении геометрических требований различия, обусловленные спо-
собом передачи нагрузки, не являются определяющими. Для различных направлений вырез-
ки образцов получены значения эффективного модуля упругости, минеральной плотности и
коэффициента Пуассона, что позволило оценить анизотропию механического отклика губча-
той кости. Построены зависимости между модулем упругости и минеральной плотностью, а
также между модулем упругости и пористостью; показано, что эти зависимости могут быть
использованы для расчётной оценки механических характеристик по структурным парамет-
рам. Также рассмотрен вопрос межлабораторной надёжности экспериментов по одноосному
сжатию, и продемонстрирована согласованность результатов, полученных в разных лабора-
ториях. Для губчатой кости детских позвонков получены зависимости между нормализован-
ным эффективным модулем упругости и рентгеновской плотностью, представляющие интерес
для клинических и расчётных приложений. Полученные результаты могут быть использова-
ны при построении биомеханических моделей костных структур и при разработке методик
оценки свойств костной ткани по данным визуализации.

Ключевые слова: губчатая кость, одноосное сжатие, модуль упругости, минеральная плот-
ность кости, пористость, коэффициент Пуассона, анизотропия, позвонки, биомеханика.
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ON DETERMINING THE MECHANICAL PROPERTIES OF TRABECULAR
BONE FROM UNIAXIAL COMPRESSION TESTS
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Abstract. The influence of the relative height of the specimen on the effective elastic
modulus of bovine knee joint cancellous bone, calculated using rod theory, was
investigated. The modulus was evaluated under direct load application to the
specimen, as well as with plastic and aluminum end caps glued to its ends. Regression
relationships linking bone mineral density and its effective elastic modulus were
established. It was found that when the relative height of the specimen is at
least 5 units, it ceases to influence the elastic modulus. It was shown that under
uniaxial compression of long specimens, the loading method does not affect the
effective elastic modulus. It was obtained that the relationship between the effective
elastic modulus and mineral density is independent of the specimen loading method,
provided its relative height is at least 5 units. An analysis of the inter-laboratory
reliability of uniaxial compression experiments on cancellous bone was performed.
Experiments involving uniaxial compression of bovine vertebral cancellous bone
were conducted in two biomechanics laboratories, and relationships between the
elastic modulus and volumetric bone mineral density were established. The effective
elastic moduli and their dependence on volumetric mineral density, obtained from
the experiments in the different laboratories, were compared. The elastic moduli
of cancellous bone tissue obtained in the different laboratories were statistically
indistinguishable. The corresponding dependencies of the effective elastic modulus
on volumetric mineral density for the experiments conducted in the two laboratories
were also identical. The results of the study can be used in developing a standard for
uniaxial compression testing of cancellous bone. Further research in this direction
may focus on evaluating bone elastic moduli in cases of anisotropy, as well as on
determining the mechanical characteristics of bone for new (e.g., micropolar) models
of bone tissue.

Keywords: trabecular bone, uniaxial compression, elastic modulus, bone mineral
density, porosity, Poisson’s ratio, anisotropy, vertebrae, biomechanics.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНСТРУКЦИЙ
ИЗ ОДНОРОДНЫХ И КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ И ИХ

ПОВЕДЕНИЕ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Московский государственный строительный университет, Москва, Россия

Аннотация. Изложены, разработанные автором, алгоритмы и программа исследования обо-
лочечных конструкций из однородных и многослойных композиционных материалов при дей-
ствии статических и динамических нагрузок, в геометрически и физически нелинейной по-
становках, позволяющей определять напряженно-деформированное состояние, собственные
частоты, устойчивость, поведение при динамических воздействиях, а также решать задачи
пластической деформации при штамповке. На основе разработанной программы, приведены
примеры расчета конкретных конструкций: поведение тороидальных оболочек при динамиче-
ских воздействиях, вопросы расчета и прогнозирования поведения конструкций и деталей при
динамических воздействиях, в условиях глубокой вытяжки. Проведено исследование лопа-
стей винтовентилятора авиадвигателей на основе метода естественно закрученных стержней
при различном расположении основы композиционного материала, позволившее выработать
рекомендации по оптимальному расположению композиционного материала с точки зрения
прочностных и динамических характеристик. Разработана методология решения приклад-
ных задач многостепенных динамических стендов полунатурного моделирования, впервые
выполненных из композиционных материалов, заключающаяся в разработанном алгоритме
комплексного расчета и исследования влияния структуры композита несущих слоев и за-
полнителя на жесткостные и частотные характеристики стендов. Разработан принципиально
новый подход к исследованию динамических конструкций, имеющих компоненты, не адек-
ватно реализуемые в методе конечных элементов: редукторы, подшипники, зубчатые венцы,
двигатели, путем замены их стержневыми системами идентичными по жесткости. Разрабо-
таны алгоритмы и программы расчета жесткости редукторов, подшипников. Разработан и
реализован метод численного решения и оптимизации компоновочных схем многостепенных
динамических стендов полунатурного моделирования из однородных и композиционных ма-
териалов, состоящий в минимизации частотных характеристик в зависимости от жесткост-
ных характеристик подшипниковых опор, редукторов и. т. д., позволивший получать модели
стендов с высокими динамическими характеристиками. Проведено экспериментальное иссле-
дование натурных трехслойных композиционных цилиндрических оболочек при локальном
нагружении, позволившее определить перемещения трехслойной оболочки и обжатие запол-
нителя по толщине.

Ключевые слова: композиционные материалы, программы, статическое и динамическое на-
гружение, нелинейность, лопасти винтовентилятора, многостепенные динамические стенды,
эксперименты.
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Abstract. This paper utilizes algorithms and a program developed by the author for studying
shell structures made of homogeneous and multilayer composite materials under static and
dynamic loads, in geometrically and physically nonlinear formulations. This program allows
for determining the stress-strain state, natural frequencies, stability, and behavior under
dynamic loads, as well as solving problems of plastic deformation during stamping. Based
on the developed program, examples of calculating specific structures are provided: the
behavior of toroidal shells under dynamic loads, issues of calculating and predicting the
behavior of structures and components under dynamic loads, and under deep drawing
conditions. A study of aircraft engine propeller blades using the naturally twisted rod
method with various arrangements of the composite material base was conducted, which
made it possible to develop recommendations for the optimal arrangement of the composite
material in terms of strength and dynamic characteristics. Multi-stage dynamic stands
made of composite materials are considered for the first time. A methodology has been
developed for solving applied problems of multi-degree dynamic rigs for semi-naturalistic
modeling made of composite materials. This methodology consists of a developed algorithm
for the integrated calculation and study of the influence of the composite structure of the
load-bearing layers and the filler on the stiffness and frequency characteristics of the rigs. A
fundamentally new approach has been developed for the study of dynamic structures with
components that are inadequately implemented in the finite element method (gearboxes,
bearings, ring gears, and motors), by replacing them with rod systems of identical
stiffness. Algorithms and programs for calculating the stiffness of gearboxes and bearings
have been developed. A method for the numerical solution and optimization of layout
schemes of multi-degree dynamic rigs for semi-naturalistic modeling made of homogeneous
and composite materials has been developed and implemented. This method consists of
minimizing the frequency characteristics depending on the stiffness characteristics of the
bearing supports, gearboxes, etc., which made it possible to obtain rig models with high
dynamic characteristics. A method for obtaining models of three-layer structures made
of homogeneous and composite materials has been developed. An experimental study of
full-scale three-layer composite cylindrical shells under local loading was conducted, which
made it possible to determine the displacement of the three-layer shell and the compression
of the filler by thickness.
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ИССЛЕДОВАНИЕ БРАХИОЦЕФАЛЬНЫХ АРТЕРИЙ

Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени
Н. Г. Чернышевского, Саратов, Россия

Аннотация. Работа посвящена комплексному исследованию системы артериальных сосудов
шеи и головы (брахиоцефальных артерий), включающей сонные артерии, базилярную ар-
терию и сосуды виллизиева круга. предложена методология оценки рисков отрыва атеро-
склеротических бляшек и образования аневризм сосудов виллизиева круга на основе био-
механического моделирования при сочетанной патологии комплекса артерий шеи и головы,
включающей поражение сонных артерий атеросклерозом, аплазию участков виллизиева и
круга и синдром позвоночно-подключичного обкрадывания. Помимо комплексной оценки со-
стояния пациента на основе имеющихся данных о патологиях артериальной системы в случа-
ях с повышенным риском отрыва атеросклеротической бляшки методология включает этап
уточняющего расчета в двумерной постановке, позволяющего уточнить степень риска и скор-
ректировать результаты. Предложена методика полуавтоматического создания геометриче-
ских моделей на основе данных медицинского диагностического оборудования. Предложена
концепция и проведена сборка мобильного испытательного стенда для испытаний на одно-
осное растяжение и сжатие. Стенд использован для проведения исследований механических
характеристик артериальных стенок (здоровых и патологически измененных), а также ате-
росклеротических бляшек и их покрышек. Выполнена верификация граничных условий с
использованием разработанного автором испытательного стенда для моделирования тече-
ния жидкостей по системе разветвляющихся сосудов. На основе численного моделирования
проведена оценка риска образования аневризм в сосудах виллизиева круга, а также отрыва
атеросклеротических бляшек. Представлены результаты разработки теоретических основ и
методов практической реализации для системы поддержки принятия решений при сочетанной
патологии участка сосудистого русла «сонные артерии-базилярная артерия-виллизиев круг».
На основе предложенной методологии и разработанного прототипа проведена оценка рисков
отрыва бляшек и образования аневризм для конкретного пациента с сочетанной патологи-
ей артерий шеи и головы, сделаны выводы о необходимости наблюдения и консервативного
лечения без хирургического вмешательства, которые были подтверждены клинически.

Ключевые слова: артерия, Виллизиев круг, эксперимент, аневризма, бляшка, атеросклероз.
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STUDY OF THE BRACHIOCEPHALIC ARTERIES

Saratov State University, Saratov, Russia

Abstract. The work is devoted to a comprehensive study of the arterial system of
the neck and head (brachiocephalic arteries), including the carotid arteries, the
basilar artery, and the vessels of the Circle of Willis. A methodology is proposed for
assessing the risks of atherosclerotic plaque rupture and the formation of aneurysms
in the vessels of the Circle of Willis based on biomechanical modeling in cases of
combined pathology of the neck and head arterial system. This includes carotid
artery atherosclerosis, aplasia of segments of the Circle of Willis, and subclavian
steal syndrome. In addition to a comprehensive assessment of the patient’s condition
based on available data on arterial pathologies, in cases with an increased risk
of plaque rupture, the methodology includes a stage of уточняющего (refined)
calculation in a two-dimensional formulation, allowing for a more accurate risk
assessment and adjustment of the results. A method for semi-automatic creation of
geometric models based on data from medical diagnostic equipment is proposed. A
concept is also presented and a mobile testing stand is developed for uniaxial tensile
and compressive testing. The stand was used to study the mechanical characteristics
of arterial walls (both healthy and pathologically altered), as well as atherosclerotic
plaques and their fibrous caps. Boundary conditions were verified using the testing
stand developed by the author to simulate fluid flow through a system of branching
vessels. Based on numerical modeling, the risks of aneurysm formation in the vessels
of the Circle of Willis and rupture of atherosclerotic plaques were assessed. The
results of the development of theoretical foundations and practical implementation
methods for a decision support system in cases of combined pathology of the vascular
segment “carotid arteries – basilar artery – Circle of Willis” are presented. Based on
the proposed methodology and the developed prototype, risk assessment of plaque
rupture and aneurysm formation was performed for a specific patient with combined
pathology of the neck and head arteries. Conclusions were drawn regarding the need
for monitoring and conservative treatment without surgical intervention, which were
subsequently confirmed clinically.

Keywords: artery, Circle of Willis, experiment, aneurysm, plaque, atherosclerosis.
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ЧЕТВЁРТЫЙ И ПЯТЫЙ ПОСТУЛАТЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ
СРЕДЫ: ЗАКОНЫ ИЛИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ?

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва, Россия

Аннотация. Вопросы аксиоматизации механики сплошной среды, в классической феноменоло-
гической трактовке которой присутствует континуум и, вообще говоря, отсутствуют понятия
атомов и молекул, затрагивались во многих классических и общепризнанных в мире кур-
сах. Данные вопросы восходят к проблеме строгой и внутренне корректной аксиоматизации
физики, сформулированной Д. Гильбертом ещё на II Международном конгрессе математи-
ков в Париже в 1900 году и известной как шестая проблема Гильберта. По словам А.Ю.
Ишлинского, «механика Галилея – Ньютона до сих пор в должной мере не аксиоматизирова-
на в отличие от геометрии, аксиоматизация которой была завершена великим математиком
Д. Гильбертом. . . Тем не менее можно и нужно (настало тому время) построить класси-
ческую механику, как и геометрию, исходя из некоторого числа независимых постулатов и
аксиом, установленных в результате обобщения практики.» В докладе единая интегральная
запись постулатов механики сплошной среды в виде законов изменения (сохранения) тех
или иных величин представляется в форме так называемой таблицы постулатов. Предпола-
гается, что в сплошной среде реализуются взаимодействия как чисто механической, так и
различной немеханической природы, описываемые скалярными, векторными и тензорными
второго ранга энергетически сопряжёнными парами величин, одна из которых характери-
зует процесс, а другая отклик среды на этот процесс. На базе первых трёх строк таблицы
постулатов обсуждается возможное построение четвёртой и пятой строк, соответствующих
законам об изменении внутренней энергии и величины, которая в случае термодинамической
пары «температура–энтропия» совпадает с энтропией. Показывается, что задание источни-
ков, потоков через границу и производств в четвёртой и пятой строках таблицы постулатов
фактически делает эти строки определениями. Обобщаются известные в неизотермической
механике принципы построения определяющих соотношений, связывающих зависимые и неза-
висимые параметры состояния в каждом из типов взаимодействий. Доклад сделан по мате-
риалам статей: 1. Georgievskii D.V. Two Thermodynamic Laws in Phenomenological Mechanics
of Continuum: Postulates or Definitions ? // In: Giorgio I., Placidi L., Barchiesi E., Abali B.E.,
Altenbach H. (eds) Theoretical Analysis, Computations, and Experiments of Multiscale Materials.
Ser. Advanced Structured Materials. Springer. 2022. P. 145-154. 2. Георгиевский Д.В. Таблица
постулатов механики сплошной среды и принципы формирования ее строк // ПМТФ. 2024.
Т. 65. № 6. С. 195-202.

Ключевые слова: постулат, аксиоматика, законы сохранения, интегральная форма, локаль-
ное уравнение, источник, поток, производство, внутренняя энергия, энергетическая сопря-
жённость, энтропия.

224



ЧЕТВЁРТЫЙ И ПЯТЫЙ ПОСТУЛАТЫ ... 225

Георгиевский Дмитрий Владимирович, член-корреспондент РАН, доктор физико-
математических наук, профессор, заведующий кафедрой теории упругости, директор
Института механики; e-mail: georgiev@mech.math.msu.su; https://orcid.org/0000-0002-
9385-1474; AuthorID: 7196

для цитирования: Георгиевский Д. В. Четвёртый и пятый постулаты ме-
ханики сплошной среды: законы или определения? // Вестник Чуваш-
ского государственного педагогического университета им.И.Я. Яковлева.
Серия: Механика предельного состояния. 2026. №1(67). С. 224–228.
DOI: 10.37972/chgpu.2026.67.1.015. EDN: ZUGOLK

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0).

© Георгиевский Д.В. 2026
Поступила: 10.03.26; принята в печать: 19.05.26; опубликована: 01.07.26.



L. A. Galin Seminar on Continuum Mechanics
Chaired by Academician I.G. Goryacheva and Professor Yu. N. Radayev

October 10, 2025, Session 785

DOI: 10.37972/chgpu.2026.67.1.015 EDN: ZUGOLK
Short Communication

D.V.Georgievskii

THE FOURTH AND FIFTH POSTULATES OF CONTINUUM MECHANICS:
LAWS OR DEFINITIONS?

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Abstract. The issues of axiomatization of continuum mechanics, in the classical
phenomenological interpretation of which there is a continuum and, generally
speaking, there are no concepts of atoms and molecules, have been touched
upon in many classical and internationally recognized courses. These questions
go back to the problem of strict and internally correct axiomatization of physics,
formulated by D. Hilbert at the II International Congress of Mathematicians in
Paris in 1900 and known as Hilbert’s sixth problem. According to A.Yu. Ishlinsky,
«Galileo–Newton mechanics has not yet been properly axiomatized, unlike geometry,
the axiomatization of which was completed by the great mathematician D. Hilbert. . .
Nevertheless, it is possible and necessary (the time has come) to build classical
mechanics, as well as geometry, based on a number of independent postulates and
axioms established as a result of generalization of practice.» In the report a single
integral formulation of the postulates of continuum mechanics in the form of laws of
change (conservation) is presented in the form of a so-called table of postulates. It
is assumed that interactions of both purely mechanical and various non-mechanical
nature are realized in a continuous medium, described by scalar, vector and tensor
second-rank energetically conjugate pairs of quantities, one of which characterizes
the process, and the other the response of the medium to this process. Based on the
first three rows of the table of postulates, the possible construction of the fourth and
fifth rows corresponding to the laws on the change of internal energy and magnitude,
which in the case of the thermodynamic pair "temperature–entropy"coincides with
entropy, is discussed. It is shown that specifying sources, flows across the border, and
productions (outputs) in the fourth and fifth rows of the table of postulates actually
makes these rows definitions. The principles known in nonisothermal mechanics
for constructing constitutive relations linking dependent and independent state
parameters in each type of interaction are generalized.

Keywords: postulate, axiomatics, conservation laws, integral form, local equation,
source, flow, production (output), internal energy, energy conjugacy, entropy..
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ НЕКЛАССИЧЕСКИХ
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Аннотация. Излагается приближенный двусторонне асимптотический метод решения парных
интегральных уравнений, к которым сводятся статические контактные задачи теории упру-
гости, термоупругости и элекроупругости для неоднородных (функционально–градиентных)
по толщине покрытий, лежащих как на деформируемом, так и недеформируемом основании
[1-10]. Трансформанты ядер парных интегральных уравнений контактных задач в общем слу-
чае строятся численно. На основании установленных аналитических свойств трансформант
ядер строятся их высокоточные аппроксимации аналитическими выражениями специально-
го вида. Для этих аппроксимаций ядер парных интегральных уравнений построены в явном
виде замкнутые аналитические решения. Метод позволяет получить приближенные анали-
тические решения задач с высокой точностью для произвольных законов неоднородности.
Анализируется использование для инженерных приложений упрощенных выражений харак-
теристик контакта (сила, жесткость, характерный размер области контакта), найденных в
явном аналитическом виде с использованием простейшей однопараметрической аппроксима-
ции трансформанты ядра. Проиллюстрировано хорошее совпадение теоретических и экспе-
риментальных данных, полученных в результате наноиндентирования тонких покрытий.

Ключевые слова: контактные задачи, двусторонне асимптотический метод, термоупругость,
элекроупругость, парные интегральные уравнения приближенные аналитические решения.
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ACCURACY
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Abstract. This paper presents an approximate, bilaterally asymptotic method for
solving dual integral equations to which static contact problems of elasticity,
thermoelasticity, and electroelasticity theory are reduced for coatings that are
inhomogeneous (functionally graded) in thickness, lying on deformable or non-
deformable foundations [1-10]. Transformers of the kernels of dual integral equations
for contact problems are generally constructed numerically. Based on the established
analytical properties of the kernel transforms, high-precision approximations are
constructed using analytical expressions of a special type. For these approximations
of the kernels of dual integral equations, closed-form analytical solutions are
constructed explicitly. This method enables one to obtain approximate analytical
solutions to problems with high accuracy for arbitrary inhomogeneity laws. The
use of simplified expressions for contact characteristics (force, stiffness, and
characteristic size of the contact region) found in explicit analytical form using
a simple one-parameter approximation of the kernel transform is analyzed for
engineering applications. Good agreement between theoretical and experimental
data obtained through nanoindentation of thin coatings is illustrated.
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ В
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Аннотация. Работа посвящена развитию асимптотической теории нестационарного
напряжённо-деформированного состояния тонких упругих оболочек на примере волно-
вых процессов в оболочках вращения произвольного профиля при ударных торцевых
воздействиях. Представлены основные положения асимптотической теории. Теория осно-
вывается на базовых понятиях показателей изменяемости напряжённо-деформированного
состояния по пространственным координатам и показателя динамичности по време-
ни, позволяющих описать характерные свойства нестационарных волн в тонких телах,
дополняя положения классических двумерных теорий. Используются схемы декомпози-
ции напряжённо-деформированного состояния на составляющие. Виды нестационарного
напряжённо-деформированного состояния определяются типом граничных ударных
воздействий. В случае ударных воздействий на торец выделены три: LT (продольное, тан-
генциального типа, при котором на торце отлично от нуля только продольное усилие), LM
(продольное, изгибающего типа, при котором отличен от нуля на торце только изгибающий
момент) и NW (нормальный тип воздействия, при котором отлична от нуля только перере-
зывающая сила). В случае нагрузок типа LT и LM появляются разрывы на фронтах волн
расширения, а в случае нагрузки типа NW разрыв переносится фронтом волны сдвига. В
работе представлены схемы декомпозиции нестационарного напряжённо-деформированного
состояния тонких упругих оболочек вращения произвольного профиля при вышеперечис-
ленных воздействиях. Асимптотический подход позволил построить единую оптимальную
систему приближённых теорий, описывающих в совокупности нестационарное напряженно-
деформированное состояние оболочек вращения. Сформулированы асимптотические оценки
областей применимости составляющих нестационарного напряженно-деформированного
состояния. Доказано совпадение решений для этих составляющих в областях согласования.
Разработаны асимптотические методы решения краевых задач для эллиптического и ги-
перболического погранслоёв с учётом асимптотического представления геометрии передних
волновых фронтов. Универсальность подхода продемонстрирована при исследовании классов
задач для тонкостенных оболочек с разными геометрическими и механическими свойствами.

Ключевые слова: напряжённо-деформированное состояние, асимптотическая теория, эллип-
тический погранслой, гиперболический погранслой, параболический погранслой, ударное воз-
действие, фронт волны.
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ASYMPTOTIC THEORY OF NON-STATIONARY PROCESSES IN THIN
ELASTIC SHELLS
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Abstract. The work is devoted to the development of an asymptotic theory for the
non-stationary stress strain state of thin elastic shells. Wave processes in shells
of revolution of arbitrary form under impact end loading are considered. The
main principles of the asymptotic theory are presented. The theory is based on
the fundamental concepts of the variability indices of the stress strain state with
respect to spatial coordinates and the dynamicity index with respect to time. This
makes it possible to describe the characteristic properties of non-stationary waves
in thin bodies, complementing the principles of classical two-dimensional theories.
Decomposition schemes of the stress-strain state into components are employed.
The characteristic types of non-stationary stress strain state are determined by the
type of boundary impact loading. In the case of impact on the end face, three types
are distinguished. LT loading is a longitudinal impact of a tangential type, where
only the longitudinal stress resultant force is non-zero at the end. LM loading is a
longitudinal impact of a bending type, where only the bending moment is non-zero at
the end. NW loading is a normal impact, where only the shear force is non-zero at the
end. In the case of LT and LM type loads, discontinuities appear on the longitudinal
wave fronts. In the case of NW loading, the discontinuity is carried by the shear wave
front. The work presents decomposition schemes for the non-stationary stress strain
state of thin elastic shells of revolution of arbitrary form under the aforementioned
loadings. The asymptotic approach have made it possible to construct a unified
optimal system of approximate theories that collectively describe the nonstationary
stress strain state of shells of revolution. Asymptotic estimates are formulated for the
ranges of applicability of the components of the nonstationary stress strain state. The
coincidence of the solutions for these components in the overlap regions is proved.
Asymptotic methods are developed for solving boundary value problems for elliptic
and hyperbolic boundary layers, taking into account the asymptotic representation of
the geometry of the wave fronts. The universality of the approach is demonstrated in
the study of classes of problems for thin walled elastic shells with different geometric
and mechanical properties.
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Аннотация. Динамическое уравнение в перемещениях теории упругости не учитывает явно
деформации сдвига. Их косвенный учет мог бы производиться через выражение для коэф-
фициента объемного расширения, но его упрощают до оператора дивергенции. Поэтому для
конструкций и сооружений, работающих в основном на сдвиг, решение динамического урав-
нения в перемещениях не дает правильного результата. Л. И. Седов дал полное выражение
для коэффициента объемного расширения θ для задач теории упругости, содержащее ли-
нейный инвариант — оператор дивергенции, а также квадратичный I2 и кубичный I3 инва-
рианты тензора деформации, которое учитывает деформации сдвига. Он отметил, что учет
только слагаемого с оператором дивергенции при расчете объемного коэффициента расшире-
ния следует рассматривать приближенным вычислением. Л. И. Седов опирался на уравнение
неразрывности

∂u/∂x + ∂v/∂y + ∂w/∂z + I2 + I3 = 0,

выведенное Эйлером в 1752 г. Автор доклада повторил вывод В.И. Смирнова динамического
уравнения в перемещениях с сохранением всех трех инвариантов. Оно получило вид неодно-
родного волнового уравнения. В неоднородную источниковую часть вошли квадратичный и
кубичный инварианты. Чем больше их величины, тем большую амплитуду раскачки будут
давать решения этого уравнения. Уничтожение квадратичного и кубичного инвариантов при
выводе динамического уравнения занижает интенсивность возможных автоколебаний, спо-
собных привести к разрушению. В особенности учет квадратичного и кубичного инвариантов
важен в сейсмологи в связи с обеспечением безопасности строений и в других чрезвычайных
ситуациях.
Ключевые слова: деформации сдвига, уравнение неразрывности, волновое уравнение, генера-
ция колебаний.
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THE STRAIN TENSOR IN THE DYNAMIC EQUATION IN

DISPLACEMENTS OF THE THEORY OF ELASTICITY
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Abstract. The aim of the study is to take into account shear deformations in the continuity
equation. The continuity equation for hydrodynamics and elasticity theory was derived by
Euler in 1752, taking into account the tensile and shear deformations of the control figure.
Euler reported his results to the Royal Prussian Academy of Sciences. To simplify the
formulas for the initial period of the formation of continuum mechanics, Euler eliminated
the terms containing shear deformations. They were included in the second and third
invariants of the strain rate tensor of Hydrodynamics and the strain tensor of Elasticity
Theory. In the continuity equation, only the first invariant remains, which contains
the divergence operator of the velocity vector or displacement vector. Only tensile and
compressive strains were taken into account.

Now there is a need for accurate calculations of problems in Hydrodynamics and
Elasticity Theory. L. I. Sedov in his textbook “Continuum Mechanics” pointed out the
need to take into account the second and third invariants of the strain tensor in the exact
expression for the coefficient of volumetric expansion of elasticity theory. The textbook
"Course of Higher Mathematics"by V.I. Smirnov contains the derivation of the equation of
dynamics in displacements for the Theory of Elasticity. It has the form of an inhomogeneous
wave equation. V.I. Smirnov did not take into account the second and third invariants of
the strain tensor. Taking into account the second and third invariants of the strain tensor
made it possible to obtain a non-uniform wave equation of dynamics in displacements,
in which the non-uniform part increased and increased the generation of vibrations of
the building. Carrying out calculations without taking into account the second and third
invariants is dangerous. A large correction when taking into account the second and third
invariants occurs for buildings that undergo large shear deformations. These are domes
and shells that have thin walls.

Modern lightweight building materials make it possible to construct gigantic buildings
with thin walls. Their calculation must take into account the shear deformations, which
are reflected in the second and third invariants of the deformation tensor. As a result of
the study, the physical meaning of the terms of the continuity equation, which contain
the second and third invariants, was understood. The second and third invariants are the
sources of wave generation in the wave equation.

Keywords: shear deformations, continuity equation, wave equation, oscillation generation.
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ГАРМОНИЧЕСКИЕ И НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНЫ В ВЯЗКОУПРУГИХ
СРЕДАХ, СВОЙСТВА КОТОРЫХ МОДЕЛИРУЮТСЯ ОПЕРАТОРАМИ
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Аннотация. В работе выполнено моделирование и проведён анализ распространения волн
в средах, наследственно-упругие свойства которых описываются с помощью моделей Макс-
велла, Кельвина-Фойгта и стандартного линейного твёрдого тела с производными дробного
порядка. Задачами исследования являются: математическое моделирование эволюции коэф-
фициента Пуассона; анализ распространения установившихся гармонических волн в трёх-
мерных средах; анализ распространения установившихся гармонических волн в одномерных
средах; анализ распространения нестационарных волн напряжений в одномерных средах;
моделирование распространения нестационарных волн напряжений с использованием луче-
вых разложений. Разработана методика выражения временных зависимостей коэффициен-
та Пуассона для процессов релаксации и ползучести через функции Гельфанда-Шилова и
Миттаг-Леффлёра. С использованием данной методики получены коэффициенты Пуассона
для 16 моделей, в которых 4 модуля поочерёдно задаются моделями Скотт-Блэра, Максвел-
ла, Кельвина-Фойгта и стандартного линейного твёрдого тела при отсутствии релаксации
объёмного модуля [1]. Получены точные аналитические выражения для частотных зависи-
мостей скорости, коэффициента затухания и логарифмического декремента затухания уста-
новившихся гармонических волн в трёхмерных [2,3] и одномерных [4] вязкоупругих средах,
описываемых обобщёнными дробными моделями Максвелла, Кельвина-Фойгта и стандарт-
ного линейного твёрдого тела, моделирующих различные модули при отсутствии релакса-
ции объёмного модуля, построены графики данных зависимостей, найдены асимптотические
значения вышеперечисленных волновых характеристик в пределе бесконечно малых и бес-
конечно больших частот. Исследовано распространение волн напряжений в наследственно
упругих стержнях для случая, когда оператор модуля Юнга описывается моделью стандарт-
ного линейного твёрдого тела с дробными производными без учета объемной релаксации
[5]. Волны напряжений возбуждаются путем приложения к краю полубесконечного стержня
постоянной нагрузки с помощью функции Хевисайда или импульсной нагрузки с помощью
дельта-функции Дирака. Решение ищется с помощью преобразования Лапласа с последую-
щим численным анализом. Для частных случаев получены аналитические решения, а в общем
случае задача была решена численно. Для различных моментов времени и значений пара-
метров дробности построены графики зависимости напряжений от координаты. Разработано
обобщение лучевого разложения волнового поля в окрестности волнового фронта в стержнях
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в асимптотический знакочередующийся ряд по степеням сопутствующего времени с коэффи-
циентами, зависящими от пространственной координаты, на случай слабо-сингулярных ядер
ползучести. С использованием данного метода получены обобщённые лучевые разложения
для моделей Максвелла, стандартного линейного твёрдого тела и для общего случая чисто
волновых моделей с дробной производной порядка 1/2 для приложенных к левому концу
стержня постоянной и импульсной нагрузок. Показан механизм получения обобщённого лу-
чевого ряда для случая произвольной нагрузки. Проведена численная валидация полученных
результатов.
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HARMONIC AND TRANSIENT WAVES IN VISCOELASTIC MEDIA, THE
PROPERTIES OF WHICH ARE DESCRIBED BY FRACTIONAL ORDER

OPERATORS

I. Voronezh State Technical University, Voronezh, Russia

I.N. National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. In this work, modeling and analysis of wave propagation are carried out in media
whose hereditary-elastic properties are described using the Maxwell, Kelvin–Voigt, and standard
linear solid models with fractional-order derivatives. The objectives of the study are: mathematical
modeling of the evolution of Poisson’s ratio; analysis of the steady-state harmonic wave propagation
in three-dimensional media; analysis of the steady-state harmonic wave propagation in one-
dimensional media; analysis of the transient stress wave propagation in one-dimensional media;
modeling the propagation of transient stress waves using ray expansions. A methodology has been
developed to express the time-dependence of the Poisson’s ratio for relaxation and creep processes
using the Gelfand-Shilov and Mittag-Leffler functions. Using this methodology, the Poisson ratio
has been obtained for 16 models, in which 4 moduli are successively described by Scott-Blair,
Maxwell, Kelvin–Voigt, and standard linear solid models, assuming no relaxation of the bulk
modulus [1]. Exact analytical expressions have been derived for the frequency-dependent behavior
of velocity, attenuation coefficient, and logarithmic decrement of attenuation of steady-state
harmonic waves in three-dimensional [2, 3] and one-dimensional [4] viscoelastic media described by
the generalized fractional Maxwell, Kelvin-Voigt and standard linear solid models that represent
various moduli under the assumption of no bulk modulus relaxation. Graphs of these dependencies
have been plotted, and asymptotic values of the aforementioned wave characteristics have been
found in the limits of infinitely small and infinitely large frequencies. The propagation of stress
waves in hereditarily elastic rods has been studied for the case where the Young’s modulus
operator is described by the standard linear solid model with fractional derivatives, neglecting
bulk relaxation [5]. Stress waves are excited by applying a constant load to the end of a semi-
infinite rod via the Heaviside function or an impulsive load using the Dirac delta function. The
solution is sought via the Laplace transform, followed by numerical analysis. Analytical solutions
have been found for particular cases, while the general case has been solved numerically. Graphs
of stress versus coordinate have been plotted for various time instants and fractional parameter
values. A generalization of the ray expansion of the wave field in the vicinity of the wavefront in
rods has been developed into an asymptotic alternating series in powers of the associated time,
with coefficients depending on the spatial coordinate, extended to the case of weakly singular creep
kernels. Using this method, generalized ray expansions have been obtained for the Maxwell model,
the standard linear solid model, and for the general case of purely wave models with a fractional
derivative of order 1/2, under constant and impulsive loads applied to the left end of the rod.
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The mechanism for obtaining a generalized ray series for an arbitrary load has been demonstrated.
Numerical validation of the results obtained has been carried out.
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