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ÎÒ ÐÅÄÀÊÖÈÈ

Ðåøåíèåì Ïðåçèäèóìà Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèè Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè îò
19 ôåâðàëÿ 2010 ãîäà æóðíàë ¾Âåñòíèê ×óâàøñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà èì. È. ß. ßêîâëåâà¿ âêëþ÷åí â Ïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ
íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íà-
ó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà
íàóê.
Êîëëåêòèâ ×ÃÏÓ èì. È. ß.ßêîâëåâà ñ ÷óâñòâîì ãëóáîêîãî óäîâëåòâîðåíèÿ âîñïðè-

íÿë ðåøåíèå ÂÀÊ ÐÔ, êîòîðîå, íåñîìíåííî, áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðîñòó àâòîðèòåòà
æóðíàëà, êà÷åñòâó åãî ïóáëèêàöèé, ñîçäàíèþ áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé äëÿ òâîð÷å-
ñêîãî ðîñòà äîêòîðàíòîâ, àñïèðàíòîâ, ñîòðóäíèêîâ íàøåãî âóçà, äðóãèõ íàó÷íûõ è
îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé Ðîññèè.
Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß.ßêîâëåâà áóäåò èçäàâàòüñÿ ïî ñëåäóþùèì ñåðèÿì: ¾Ãóìà-

íèòàðíûå è ïåäàãîãè÷åñêèå íàóêè¿, ¾Åñòåñòâåííûå è òåõíè÷åñêèå íàóêè¿, ¾Ìåõàíèêà
ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ¿. Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ è ìåæäóíàðîäíûé ñîâåò Âåñòíèêà
âêëþ÷àþò âåäóùèõ ó÷åíûõ ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, Ðîññèè, ñòðàí áëèæíåãî è
äàëüíåãî çàðóáåæüÿ.
Âûðàæàåì ïðèçàíàòåëüíîñòü âñåì ó÷àñòíèêàì èçäàíèÿ, àâòîðàì è ñîòðóäíèêàì,

îáåñïå÷èâøèì ïðèçíàíèå åãî âûñîêîãî íàó÷íîãî óðîâíÿ, è âûðàæàåì óâåðåííîñòü â
äàëüíåéøåì ïëîäîòâîðíîì ñîòðóäíè÷åñòâå.

Ãëàâíûé ðåäàêòîð

Ãðèãîðüåâ Ã.Í.
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ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß ËÈÍÈÉ ÑÊÎËÜÆÅÍÈß ÄËß ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ
ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ

Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàäåìèêà Ðåøåòíåâà

Óíèâåðñèòåò Ãâàäàëàõàðû

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëà-
ñòè÷íîñòè ñ óñëîâèåì òåêó÷åñòè Ñåí-Âåíàíà - Ìèçåñà. Õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñèñòåìû äåôîð-
ìèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ ãðóïïîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü íîâûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïîëåé. Îïèñûâàåòñÿ îáùèé àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îò äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãðóïïîâîé àíàëèç, ïëàñòè÷íîñòü, òî÷íûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

ÓÄÊ: 539.375

1. Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãðóïïîâîé àíàëèç ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿ-

åòñÿ âàæíûì ìåòîäîì îòûñêàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ çàäà÷. Åñëè
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÄÓ×Ï) èíâàðèàíò-
íà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé G, òî èíîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãðóïï ãðóïïû G.
Ïîä äåéñòâèåì äîïóñêàåìîé ãðóïïû ðåøåíèå ñèñòåìû ÄÓ×Ï îòîáðàæàåòñÿ â ñå-

ìåéñòâî ðåøåíèé, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòûì ðåøåíèåì ãðóïïû, ò.å. åñëè ïî-
âåðõíîñòü ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ ãðóïïû. Äëÿ íåêîòîðûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíî âíà÷àëå ïîñòîðîèòü âñå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ
è çàòåì ïîïûòàòüñÿ ïðåîáðàçîâàòü èõ, ïðèìåíÿÿ îñòàëüíûå ñèììåòðèè èç G. Èíîãäà
ýòî åäèíñòâåííûé ïóòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìíîæåíèåì, äåôîðìàöèåé èëè ãåíåðàöèåé ðåøåíèé (ñì. [2], [4], [6], [11]).

Ïîñòóïèëà 02.03.2009

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-
ñèè íà 2009-2013 ãã.(�1121)¿

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÀÂÖÏ ¾Ðàçâèòèå ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (ïðîåêò
2.1.1/3023)
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Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÄÓ×Ï, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , ñóùåñòâóåò ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïî ðàçìíîæåíèþ ðåøå-
íèé. Ïðèðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ T ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé: îáðàòèìîå è íåîáðàòèìîå,
ëîêàëüíîå è íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è ò. ï. Ñõåìà ðàçìíîæåíèÿ ðåøåíèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:
1. Ïóñòü U1 � ðåøåíèå íåëèíåéíîé è χ1 = T (U1) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíå-

àðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
2. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âñåãäà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé G∞ ,

òàê êàê âñåãäà ìîæíî äîáàâèòü ê äàííîìó ðåøåíèþ ëþáîå äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
Äåéñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷å÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà χ1, ìû ïîëó÷èì äðóãîå
ðåøåíèå χ2 ëèíåéíîé ñèñòåìû.
3. Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì T−1 ïåðåâîäèì ðåøåíèå χ2 â íîâîå ðåøåíèå U2 äëÿ

íåëèíåéíîé ñèñòåìû: U2 = T−1(χ2).
Áåçóñëîâíî, âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ ïî âèäó χ1, T , T−1 è îá îáëàñòÿõ, ãäå ýòè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ íåâûðîæäåíû, íî ïðåæäå âñåãî ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ U2.
Â ñâîþ î÷åðåäü, êëàññè÷åñêèé ãðóïïîâîé àíàëèç, áóäó÷è ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ ÄÓ×Ï, íå ïðåäîñòàâëÿåò ïðÿìîãî àëãîðèòìà îòûñêàíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ
çàäà÷. Åñòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá èíâàðèàíòíîñòè (÷àñòè÷íîé èíâàðèàíòíîñòè)
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî äîïóñêàåìûõ ñèììåòðèé [6].
Åñëè íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ÄÓ×Ï ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, òî îíà îáëàäàåò äâóìÿ

ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê, âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò âèäà ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïðåäëîæåíî äåéñòâîâàòü ãðóïïîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòå-
ìû âìåñòî äåéñòâèÿ íà åå ðåøåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äâóìåðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ñðåäû Ñåí-Âåíàíà � Ìèçåñà, à òàêæå
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü � ýòî ââåäåíèå. Âî âòîðîé ÷àñòè ïðè-

âîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ î ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ ÄÓ×Ï è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äå-
ôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Â òðåòüåé ÷àñòè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà ïëîñêîé ïëà-
ñòè÷íîñòè, åå ñèììåòðèè è íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ. Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè ñòðîÿòñÿ
íîâûå ðåøåíèÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðèíöèï ñó-
ïåðïîçèöèè îáñóæäàåòñÿ â ïÿòîé ÷àñòè ðàáîòû.
2. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà
Ñèñòåìà êâàçèëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y è äâóõ ôóíêöèé u1, u2 èìååò âèä [8]:

a11(u1, u2)∂u1
∂x + a12(u1, u2)∂u2

∂x + b11(u1, u2)∂u1
∂y + b12(u1, u2)∂u2

∂y = 0,
a21(u1, u2)∂u1

∂x + a22(u1, u2)∂u2
∂x + b21(u1, u2)∂u1

∂y + b22(u1, u2)∂u2
∂y = 0,

(1)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

A
∂U

∂x
+B

∂U

∂y
= 0, (2)

ãäå A = ‖aij‖, B = ‖bij‖, i, j = 1, 2, U = (u1, u2)T .
Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, òî ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â íîðìàëüíîé

ôîðìå
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∂U

∂x
+M

∂U

∂y
= 0, (3)

ãäå M = ‖mij(u1, u2)‖.
Ïóñòü ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Òîãäà ìàòðèöà M èìååò äâà ðàçëè÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 è λ2, ïîëó÷àåìûõ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ:

det(M − λE) = 0 : λ1,2 =
m11 +m22 ±

√
(m11 −m22)2 + 4m12m21

2
.

Ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû l1 =
(
l11, l

2
1

)
è

l2 = (l12, l
2
2). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

ωk = l1k(u1, u2)du1 + l2k(u1, u2)du2 = 0, k = 1, 2,
êîòîðûå ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå ïðîèíòåãðèðîâàíû, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ïðèíèìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äâà èíòåãðàëà
Φk(u1, u2) = const çà èíâàðèàíòû Ðèìàíà rk = Φk(u1, u2), ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò
âèä:

∂r1
∂x + λ1(u1, u2)∂r1

∂y = 0,
∂r2
∂x + λ2(u1, u2)∂r2

∂y = 0.
(4)

Ñèñòåìà (3) èìååò äâà ñåìåéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, çàäàííûå óðàâíå-
íèÿìè

dy
dx

= λ1(u1, u2),
dy
dx

= λ2(u1, u2), (5)

êîòîðûå îïðåäåëåíû, åñëè èçâåñòíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3). Èç óðàâíåíèÿ (4)
âèäíî, ÷òî èíâàðèàíòû Ðèìàíà ïîñòîÿííû äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) âäîëü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê.
Ïóñòü èçâåñòíû äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3): u1 = u0

1(x, y), u2 = u0
2(x, y), òîãäà åñòü

äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëåé. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè
óðàâíåíèé (5)

dy
dx

= λ1

(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
,
dy
dx

= λ2

(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
.

Âòîðîé ñîñòîèò â ôèêñèðîâàíèè ïîñòîÿííûõ äëÿ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà:

r1(u1, u2) = C1, r2(u1, u2) = C2 (6)

â âûðàæåíèè èç (6) ôóíêöèè u1 èëè u2 â ÿâíîì âèäå, íàïðèìåð, u1:

u1 = h1(u2, C1), u1 = h2(u2, C2), (7)

è â ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé äëÿ ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê, ïîäñòàâëÿÿ (7) â äàííîå ðåøå-
íèå:

hk

(
u0

2(x, y), Ck

)
= u0

1(x, y), k = 1, 2.
Åñëè áàçèñ àëãåáðû Ëè òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé, äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (3), ñîñòîèò

èç èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ Xi (i = 1, . . . , r):
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Xi = ξ1i (x, y, u1, u2)
∂

∂x
+ ξ2i (x, y, u1, u2)

∂

∂y
+ η1

i (x, y, u1, u2)
∂

∂u1
+ η2

i (x, y, u1, u2)
∂

∂u2
,

òî ïðåîáðàçîâàíèÿ S ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè Gr

x′ = f1(x, y, u1, u2, ai), y′ = f2(x, y, u1, u2, ai),
u′1 = g1(x, y, u1, u2, ai), u′2 = g2(x, y, u1, u2, ai),
f1|ai=0 = x, f2|ai=0 = y, g1|ai=0 = u1, g2|ai=0 = u2

(8)

ïåðåâîäÿò ñèñòåìó (3) â ñåáÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè U = (u1, u2) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3),
òîãäà ôóíêöèÿ U ′, ïîëó÷àåìàÿ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ S : U → U ′ = (u′1, u

′
2),

ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ðåøåíèåì äëÿ (3), âñÿêèé ðàç êîãäà U ′îïðåäåëåíî [7]. Çäåñü ai ∈ P
� íåêîòîðûé ãðóïïîâîé ïàðàìåòð.
Ëþáîìó ðåøåíèþ U = (u1, u2) ñèñòåìû (3) ìîæíî ñîïîñòàâèòü åãî îðáèòó UG

[6], îïðåäåëÿåìóþ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç U ïðèìåíåíèåì âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé (8) äîïóñêàåìîé ãðóïïû Gr. Ðåøåíèå U = (u1, u2) íàçûâàåòñÿ H-
èíâàðèàíòíûì, åñëè u′1 = u1, u′2 = u1 äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû H èç Gr, ò. å. êîãäà
îðáèòà UH ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ðåøåíèåì U .
Áîëåå ôîðìàëüíî, åñëè èìååòñÿ ñèììåòðèÿ S /∈ H è íà÷àëüíîå H- èíâàðèàíòíîå ðå-

øåíèå U0 =
(
u0

1(x, y), u
0
2(x, y)

)
, òî, äåéñòâóÿ (8) íà U0, ìû ïîëó÷èì íåÿâíóþ ôîðìóëó

äëÿ ôóíêöèé u1 è u2

g1(x, y, u1, u2, ai) = u0
1 (f1(x, y, u1, u2, ai), f2(x, y, u1, u2, ai)) ,

g2(x, y, u1, u2, ai) = u0
2 (f1(x, y, u1, u2, ai), f2(x, y, u1, u2, ai)) .

(9)

Ôîðìóëà (9) çàäàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà ai.
Áóäåì íàçûâàòü ýòî ñåìåéñòâî S-ðåøåíèåì, êàê ïîëó÷åííîå èç íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ
U0 ïîñðåäñòâîì ñèììåòðèè S. Åñëè ïàðàìåòð ai ðàâåí íóëþ, òî S-ðåøåíèå ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëüíûì. Èçìåíåíèå ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà êàê ïàðàìåòðà ñåìåéñòâà S-ðåøåíèé
äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ ðåøåíèé.
Êàê îòìå÷àåòñÿ â [2], ïðè ðàçìíîæåíèè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ äàæå ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ai ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãîçíà÷íûå ðåøåíèÿ èëè ðåøåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Òà-
êèå îáîáùåííûå S-ðåøåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àíàëèçå ðàïðîñòðàíåíèÿ ðàçðû-
âîâ, óäàðíûõ âîëí è ò.ï. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîñòàíîâêè
çàäà÷è.
Èç (9), ó÷èòûâàÿ (7), ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê

èëè S-õàðàêòåðèñòèêè, çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (k = 1, 2)

g1 (x, y, hk, u2, ai) = u0
1 (f1(x, y, hk, u2, ai), f2(x, y, hk, u2, ai)) ,

g2 (x, y, hk, u2, ai) = u0
2 (f1(x, y, hk, u2, ai), f2(x, y, hk, u2, ai)) .

Õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (3) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè, â òî âðåìÿ êàê åå ðå-
øåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó àíàëèçèðîâàòü
äåéñòâèå ñèììåòðèé íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîùå, ÷åì àíàëèçèðîâàòü ðàçìíîæåííûå
ðåøåíèÿ. Óäîáíî íàáëþäàòü, èçìåíÿÿ çíà÷åíèå ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà, çà ýâîëþöè-
åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîä äåéñòâèåì ñèììåòðèé, îïðåäåëÿÿ òàêèì îáðàçîì
êàê ïîäõîäÿùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òàê è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ñîîòâåòñòâóþùåãî
S-ðåøåíèÿ.



8 Ñ.È.ÑÅÍÀØÎÂ,À.Í.ßÕÍÎ,Ë.Â.ßÕÍÎ

3. Ïëîñêàÿ ïëàñòè÷íîñòü
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè [3], ñîñòîÿùóþ

èç äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Ñåí-Âåíàíà � Ìèçåñà

∂σx
∂x + ∂τxy

∂y = 0, ∂τxy

∂x + ∂σy

∂y = 0,
(σx − σy)2 + 4τ2

xy = 4k2,
(10)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, k � ïîñòîÿííàÿ ïëàñòè÷íîñòè. Ñèñòå-
ìà (10) îïèñûâàåò íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà.
Çàìåíîé, ïðåäëîæåííîé Ì. Ëåâè

σx = σ − k sin 2θ,
σy = σ + k sin 2θ,
τxy = k cos 2θ,

ñèñòåìà (10) ñâîäèòñÿ ê êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìå:

∂σ
∂x − 2k

(
∂θ
∂x cos 2θ + ∂θ

∂y sin 2θ
)

= 0,
∂σ
∂y − 2k

(
∂θ
∂x sin 2θ − ∂θ

∂y cos 2θ
)

= 0,
(11)

â êîòîðîé σ � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, θ + π/4 � óãîë ìåæäó ïåðâûì ãëàâíûì
íàïðàâëåíèåì òåíçîðà íàïðÿæåíèé è îñüþ ox.
Ñèñòåìà (11) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ñîîòíîøåíèÿ (5) çàäàþò õàðàêòåðèñòèêè:

dy
dx

= tgθ,
dy
dx

= −ctgθ,
êîòîðûå â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè èçâåñòíû êàê ëèíèè ñêîëüæåíèÿ. Ñî-
îòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû Ðèìàíà ðàâíû

r1 ≡ α =
σ

2k
− θ, r2 ≡ β =

σ

2k
+ θ. (12)

Ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä

∂α
∂x + tg

(
β−α

2

)
∂α
∂y = 0,

∂β
∂x − ctg

(
β−α

2

)
∂β
∂y = 0.

(13)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîäîãðàôà x = x(α, β), y = y(α, β) ê ñèñòåìå (13), ìîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó

∂y
∂α + ctgθ ∂x

∂α = 0,
∂y
∂β − tgθ ∂x

∂β = 0.
(14)

Ïåðåõîäÿ â (14) ê íîâûì çàâèñèìûì ïåðåìåííûì u, v, ïðåäëîæåííûì Ñ.Ã. Ìèõëè-
íûì

x = u cos θ − v sin θ,
y = u sin θ + v cos θ, (15)

ïðèâîäèì ñèñòåìó (14) ê âèäó

∂u

∂α
+
v

2
= 0,

∂v

∂β
+
u

2
= 0. (16)
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Èçâåñòíî [4, 9], ÷òî ñèñòåìà (11) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó âûñøèõ ñèì-
ìåòðèé. Àëãåáðà Ëè L äîïóñêàåìûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçîâàíà ñëåäóþùè-
ìè îïåðàòîðàìè:

X1 = x ∂
∂x + y ∂

∂y , X2 = −y ∂
∂x + x ∂

∂y + ∂
∂θ , X3 = ∂

∂σ ,

X4 = ξ1(x, y, σ, θ) ∂
∂x + ξ2(x, y, σ, θ) ∂

∂y − 4kθ ∂
∂σ −

σ
k

∂
∂θ ,

X5 = ξ(σ, θ) ∂
∂x + η(σ, θ) ∂

∂y ,

(17)

ãäå

ξ1 = x cos 2θ + y sin 2θ + y
σ

k
, ξ2 = x sin 2θ − y cos 2θ − x

σ

k
,

è (x = ξ, y = η) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû

∂x
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ cos 2θ + ∂y

∂σ sin 2θ
)

= 0,
∂y
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ sin 2θ − ∂y

∂σ cos 2θ
)

= 0,
(18)

ïîëó÷àåìîé èç (11) ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé ãîäîãðàôà x = x(σ, θ), y = y(σ, θ).
Ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì (17), ïåðåâîäÿò

ñèñòåìó (11) â ñåáÿ. Ýòè ãðóïïû ñëåäóþùèå (ai � äîñòàòî÷íî ìàëûå ãðóïïîâûå ïàðà-
ìåòðû, i = 1, 2, . . ., 5):
1. X1 ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå ðàñòÿæåíèé â ïëîñêîñòè xy: x′ = ea1x, y′ = ea1y;
2. X2 ïîðîæäàåò ãðóïïó âðàùåíèé:

x′ = x cos a2 + y sin a2, y
′ = −x sin a2 + y cos a2, θ

′ = θ + a2;
3. X3 îáðàçóåò ãðóïïó ïåðåíîñà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè σ: σ′ = σ + a3;
4. X5 ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå îáîáùåííûõ ïåðåíîñîâ â ïëîñêîñòè xy:

x′ = x+ a5ξ(σ, θ), y′ = y + a5η(σ, θ) (19)

è îáðàçóåò áåñêîíå÷íîìåðíûé èäåàë àëãåáðû L.
5. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìàÿ îïåðàòîðîì X4, èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

x′ = uea4 cos θ′ − ve−a4 sin θ′,
y′ = uea4 sin θ′ + ve−a4 cos θ′,
σ′ = 2k

(
σ
2kch2a4 − θsh2a4

)
,

θ′ = −
(

σ
2ksh2a4 − θch2a4

)
,

(20)

ãäå u è v � ýòî ôóíêöèè èç (15)

u = x cos θ + y sin θ,
v = −x sin θ + y cos θ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) äåéñòâóþò íà ïåðåìåííûå ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû (16) êàê ðàñòÿæåíèÿ

u′ = ea4u, v′ = e−a4v,
α′ = e2a4α, β′ = e−2a4β,

ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) ìîæíî íàçâàòü êâàçèðàñòÿæåíèåì.
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4. Ðàçìíîæåíèå ðåøåíèé
Ñèñòåìà èäåàëüíîé ïëîñêîé ïëàñòè÷íîñòè (11) èññëåäóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ

ëåò. Óïîìÿíåì íåêîòîðûå èç åå òî÷íûõ ðåøåíèé: a) ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ è åãî îáîáùå-
íèÿ; b) ðåøåíèå äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ, íàãðóæåííîãî òîëüêî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûì íîðìàëüíûì äàâëåíèåì; c) ðåøåíèå Íàäàè äëÿ ïëàñòè÷åñêîãî ðåãèîíà âîêðóã
êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ íàãðóæåííîãî ïîñòîÿííûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì; d) ðåøå-
íèå äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ êàíàëà ñ ïðÿìûìè ãðàíèöàìè è e) ñïèðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå äëÿ êàíàëîâ ñ ãðàíèöàìè â âèäå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé [1]. Äëÿ íåêîòîðûõ
êðàåâûõ çàäà÷ ýòîé ñèñòåìû áûëè ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â [4, 10]. Îïèøåì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû
(11).
1. Ðåøåíèå Ë. Ïðàíäòëÿ, êàê óêàçàíî â [3], ÿâèëîñü â ñâîå âðåìÿ îñíîâîé òåîðåòè-

÷åñêîãî àíàëèçà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì. Îíî ìîæåò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå íàïðÿæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì ñëîå
æåñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ñæèìàåìîãî øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè. Ñëîé ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òîíêèì, ò. å. åãî äëèíà ãîðàçäî áîëüøå òîëùèíû. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé σ,
θ äëÿ ñèñòåìû (11) ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

σ = −p1 − k x
h + k

√
1− y2

h2 ,

y = h cos 2θ,
(21)

ãäå 2h = const � òîëùèíà ñëîÿ, ïðÿìûå ëèíèè y = ±h ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ïëèò,
p1 = const � çíà÷åíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè x = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
èìåþò âèä

θ|y=h = πn, n ∈ Z, σ|y=h = −p1 − k
x

h
.

Õàðàêòåðèñòèêàìè ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäû, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

x = h(∓2θ − sin 2θ)− h
(
2Ci + p1

k

)
,

y = h cos 2θ, i = 1, 2, θ ∈
(
0, π

2

)
,

çäåñü èíâàðèàíòû Ðèìàíà (12) ïîñòîÿííû: α = const = C1, β = const = C2. Êàæäîå
ñåìåéñòâî öèêëîèä èìååò îãèáàþùóþ y = ±h (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Íà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (öèêëîèäû) ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ
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Ðåøåíèå (21) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòûì îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû X3 + γX5, ãäå îïå-
ðàòîð X5 èìååò êîýôôèöèåíòû ξ = 1, η = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé íà (21), ïîëó÷èì òîëüêî äðóãîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû p1.
Ðàñòÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðó X1, òîëüêî èçìåíÿþò ïîñòîÿííóþ h. Ïðèìå-
íåíèå âðàùåíèÿ X2 íå äàåò íè÷åãî íîâîãî ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëó÷àþòñÿ
ïîâåðíóòûå ïàðàëëåëüíûå ïëèòû, ñæèìàåìûå â íàïðàâëåíèè äðóã äðóãà.
Ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ ïîëó÷èëî ìíîãî÷èñëåííûå äîïîëíåíèÿ è îáîáùåíèÿ ðàçëè÷íû-

ìè àâòîðàìè (ñì. [3]). Îáîáùèì åãî, èñïîëüçóÿ äåéñòâèå êâàçèðàñòÿæåíèé (20). Â
òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõ x′, y′, σ′, θ′ ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ èìååò òîò æå
âèä (òàê êàê ñèììåòðèÿ êâàçèðàñòÿæåíèÿ äîïóñêàåòñÿ èñõîäíîé ñèñòåìîé)

σ′ = −p1 − k x′

h + k
√

1− y′2

h2 ,

y′ = h cos 2θ′.
(22)

×òîáû ïîëó÷èòü S-ðåøåíèå â âèäå (9), íåîáõîäèìî çàìåíèòü x′, y′, σ′, θ′ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè èç (20).
Ïîäñòàâëÿÿ x′, y′, âûðàæåííûå èç (22), â çíà÷åíèÿ äëÿ u′ è v′

ea4u = u′ = x′ cos θ′ + y′ sin θ′,
e−a4v = v′ = −x′ sin θ′ + y′ cos θ′

è ó÷èòûâàÿ (15), ïîëó÷èì

ea4(x cos θ + y sin θ) = −h sin θ′ − h
k (σ′ + p1) cos θ′,

e−a4(−x sin θ + y cos θ) = h cos θ′ + h
k (σ′ + p1) sin θ′.

(23)

Âûðàæàÿ ÿâíî x, y èç (23), èìååì S-ðåøåíèå â âèäå:

x = −h(ea4 sin θ cos θ′ + e−a4 cos θ sin θ′)− h
k (σ′ + p1)(ea4 sin θ sin θ′ + e−a4 cos θ cos θ′),

y = h(ea4 cos θ cos θ′ − e−a4 sin θ sin θ′) + h
k (σ′ + p1)(ea4 cos θ sin θ′ − e−a4 sin θ cos θ′),

(24)
ãäå θ = σ′

2ksh2a4 + θ′ch2a4.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî ïîëîæèòü â (24)

σ′ = 2k(K1 + θ′), θ = K1sh2a4 + θ′e2a4 (25)

äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà è

σ′ = 2k(K2 − θ′), θ = K2sh2a4 + θ′e−2a4 (26)

äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà ëèíèé ñêîëüæåíèÿ. Çäåñü K1 è K2 - íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíèé ñêîëüæåíèÿ, â êîòîðûõ
ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà θ′.
Îêîí÷àòåëüíî S-õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîãî ñåìåéñòâà èìååò âèä

x = −h
k [2k(K1 + θ′) + p1] [cha4 cos(θ − θ′)− sha4 cos(θ + θ′)]−

−h [sha4 sin(θ − θ′) + cha4 sin(θ + θ′)] ,
y = −h

k [2k(K1 + θ′) + p1] [cha4 sin(θ − θ′)− sha4 sin(θ + θ′)]−
−h [−sha4 cos(θ − θ′)− cha4 cos(θ + θ′)] ,

θ = K1sh2a4 + θ′e2a4 .

(27)

S-õàðàêòåðèñòèêà âòîðîãî ñåìåéñòâà âûðàæàåòñÿ àíàëîãè÷íî
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x = −h
k [2k(K2 − θ′) + p1] [cha4 cos(θ − θ′)− sha4 cos(θ + θ′)]−

−h [sha4 sin(θ − θ′) + cha4 sin(θ + θ′)] ,
y = −h

k [2k(K2 − θ′) + p1] [cha4 sin(θ − θ′)− sha4 sin(θ + θ′)]−
−h [−sha4 cos(θ − θ′)− cha4 cos(θ + θ′)] ,

θ = K2sh2a4 + θ′e−2a4 .

(28)

Ïîñòðîèì îãèáàþùèå ñåìåéñòâà (27). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð
K1, èìåÿ â âèäó, ÷òî äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ∂y

∂K1
= ∂x

∂K1
tgθ. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, äèôôå-

ðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (23) è ó÷èòûâàÿ (25).
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ (27) çàäàþò îãèáàþ-

ùóþ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðè

K1 = −θ′ − p1

2k
+
(
e2a4

sh2a4
− 1

2

)
tgθ′, a4 6= 0.

Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ∂y
∂K2

= − ∂x
∂K2

ctgθ,

è äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (23) ñî çíà÷åíèÿìè (26), ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ
(28) çàäàþò îãèáàþùóþ âòîðîãî ñåìåéñòâà ëèíèé ñêîëüæåíèé ïðè

K2 = θ′ − p1

2k
−
(
e−2a4

sh2a4
+

1
2

)
ctgθ′, a4 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå õàðàêòåðèñòèê (27), (28) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïèñû-
âàþùåå ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ, ñæèìàåìîãî ïëèòàìè, èìåþùèìè ôîðìó, óêà-
çàííóþ íà ðèñ. 2, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a4.

Ðèñ. 2. Äåôîðìèðîâàííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ Ïðàíäòëÿ
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2. Ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå [5], èìåþùåå âèä

θ = arctg y
x + π

4 = φ+ π
4 ,

σ = −p2 + k + k ln x2+y2

R2 = −p2 + k + k ln r2

R2 ,
(29)

ãäå r, φ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñðå-
äû âîêðóã êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðàäèóñàR, íàãðóæåííîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì
íîðìàëüíûì äàâëåíèåì p2 è íóëåâûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

θ|r=R = φ+ π
4 ,

σ|r=R = −p2 + k.
(30)

Ëèíèÿìè ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè âèäà

φ = θ − π

4
, r = R exp

(
±θ +

p2 − k

2k
+ Ci

)
, (31)

ãäå C1 = α, C2 = β.
Ðåøåíèå (29) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáðû X1+γX3. Äåéñòâèòåëüíî, äåé-

ñòâóÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé íà (29), ïîëó÷èì òîëüêî äðóãèå çíà-
÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ p2 è R. Ïðèìåíåíèå âðàùåíèÿ X2 íå ïðèâîäèò ê çíà÷èìîìó èçìå-
íåíèþ ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîâåðíóòîå êðóãîâîå îòâåðñòèå.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êâàçèðàñòÿæåíèé (20). Â ïåðåìåííûõ x′, y′, σ′, θ′ ðåøåíèå äëÿ

îòâåðñòèÿ èìååò òîò æå ñàìûé âèä

θ′ = arctg y′

x′ + π
4 ,

σ′ = −p2 + k + k ln x′2+y′2

R2 .
(32)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

y′

x′
=
uea4 sin θ′ + ve−a4 cos θ′

uea4 cos θ′ − ve−a4 sin θ′
=

tgθ′ + v
ue
−2a4

1− tg θ′ vue
−2a4

= tg(θ′ + δ),

ãäå tan δ = v
ue
−2a4 . Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (32) ïîëó÷èì δ = −π/4, ïîýòîìó

v = −ue2a4 . (33)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (15), áóäåì èìåòü

v

u
=
−x sin θ + y cos θ
x cos θ + y sin θ

=
y
x − tgθ

1 + y
x tgθ

= tg(φ− θ) = −e2a4

è äëÿ ôóíêöèè θ ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó

θ = φ+ arctge2a4 , (34)

ãäå φ � ïîëÿðíûé óãîë.
Ïðåîáðàçîâàííûé ïîëÿðíûé ðàäèóñ r ïðèíèìàåò âèä

r′2 = x′2 + y′2 = u2e2a4 + v2e−2a4 .

Èç (20), ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è ó÷èòûâàÿ (33) ñ (34), èìååì
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σch2a4 = −p2 + k + k ln
2r2e2a4 cos2

(
arctge2a4

)
R2

+ 2kθsh2a4,

÷òî ïîñëå óïðîùåíèé ïðèâîäèò ê ÿâíîé ôîðìóëå äëÿ ôóíêöèè σ:

σ =
−p2 + k

ch2a4
+ 2kth2a4(φ+ arctge2a4) +

k

ch2a4
ln

r2

R2ch2a4
. (35)

Îêîí÷àòåëüíî S-ðåøåíèå èìååò âèä (34), (35). Îòìåòèì, ÷òî ïðè a4 = 0 S-ðåøåíèå
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ðåøåíèåì (29).
Äàäèì ìåõàíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ S-ðåøåíèþ (34), (35). Äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ

ïåðåìåííûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì (30)

θ′|r′=R = φ′ + π
4 ,

σ′|r′=R = −p2 + k.

Êðèâàÿ r′ = R ïðèíèìàåò âèä

r′2 = r2
(
cos2(φ− θ)e2a4 + sin2(φ− θ)e−2a4

)
= R2,

íî òàê êàê âäîëü íåå φ−θ = arctge2a4 , ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ äëÿ S-ðåøåíèÿ
� ýòî îêðóæíîñòü r2 = R2ch2a4.
Îêîí÷àòåëüíî S-ðåøåíèå (34), (35) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì:

θ|r=R
√

ch 2a4
= φ+ arctg e2a4 ,

σ|r=R
√

ch 2a4
= −p2+k

ch 2a4
+ 2kth2a4(φ+ arctg e2a4),

è ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå σ òåïåðü çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà φ.
5. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà ïðåîáðàçîâàíèåì ãîäîãðà-

ôà T : x = x(u1, u2), y = y(u1, u2) â îáëàñòè, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèé ßêîáèàí
∆ = ∂(u1, u2)/∂(x, y) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè ýòîì (1) ïðèíèìàåò ëèíåéíûé âèä

b12
∂x
∂u1

− b11
∂x
∂u2

− a12
∂y
∂u1

+ a11
∂y
∂u2

= 0,
b22

∂x
∂u1

− b21
∂x
∂u2

− a22
∂y
∂u1

+ a21
∂y
∂u2

= 0.
(36)

Íàçîâåì ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) U = (u1(x, y), u2(x, y)) íåîñîáûì ðåøåíèåì,
åñëè åãî ïðåîáðàçîâàíèå â ðåøåíèå χ = T (U) = (x(u1, u2), y(u1, u2)) äëÿ ëèíåàðèçî-
âàííîé ñèñòåìû (36) íåâûðîæäåííîå.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (36) âñåãäà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó òî÷å÷íûõ ñèì-

ìåòðèé ââèäó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèé
èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

X = ξ(u1, u2)
∂

∂x
+ η(u1, u2)

∂

∂y
, (37)

ãäå (x = ξ, y = η) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (36), à ãðóïïà èìååò âèä

x′ = x+ aξ, y′ = y + aη, (38)

ãäå a ∈ −P � ãðóïïîâîé ïàðàìåòð.
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Ïóñòü χ1 = (x1(u1, u2), y1(u1, u2)) è χ2 = (x2(u1, u2), y2(u1, u2)) � äâà ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû (36), îïðåäåëÿþùèå íåÿâíî äâà ðåøåíèÿ U1 è U2 êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû
(1) ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà (37) ðàçíèöó äâóõ ðåøåíèé χ1 è χ2:

ξ = x1 − x2, η = y1 − y2,

òîãäà â ñèëó (38) èìååì

x = x′(u1, u2) = x2 + aξ = ax1(u1, u2) + (1− a)x2(u1, u2),
y = y′(u1, u2) = y2 + aη = ay1(u1, u2) + (1− a)y2(u1, u2),

(39)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (36) êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ðåøåíèé. Íî
ôîðìóëû (39) íåÿâíî çàäàþò S-ðåøåíèå (u1(x, y, a), u2(x, y, a)), êîòîðîå ïðè a = 1
ñîâïàäàåò ñ U1, à ïðè a = 0 � ñ U2. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ëþáûå äâà ðåøåíèÿ U1, U2

êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû (1), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå χ1, χ2.
Ïîñòðîèì íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû ïëàñòè÷íîñòè (11), èñïîëüçóÿ

ãðóïïó (19) îïåðàòîðà X5. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ðåøåíèÿ (21) è (29) êàê ðåøåíèÿ äëÿ
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (18). Ïåðâîå èç íèõ ïðèìåò âèä:

x1(σ, θ) = −σ h
k − p1

h
k − h sin 2θ,

y1(σ, θ) = h cos 2θ,
à âòîðîå çàïèøåòñÿ òàê

x2(σ, θ) = Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y2(σ, θ) = Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (39) ïðè a = a5, ïîëó÷èì S-ðåøåíèå

x = a
(
−σ h

k − p1
h
k − h sin 2θ

)
+ (1− a)Re

p2−k
2k cos

(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k .

(40)

Ïî àíàëîãèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (30) èùåì ãðàíè÷íóþ êðèâóþ äëÿ S-ðåøåíèÿ
(40), ïîëàãàÿ

σ = −p1 + k, θ = φ+ π/4 (41)

è ïåðåõîäÿ â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (40) èìååì

r = −2ah cosφ+ (1− a)Re
p2−p1

2k , (42)

â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, S-
ðåøåíèå (40) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (41) âäîëü ãðàíè÷íîé êðèâîé (42),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óëèòêîé Ïàñêàëÿ. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [11].
Ïðè ïåðåõîäå ê Ðèìàíîâûì èíâàðèàíòàì α è β (12) ðåøåíèå (40) îïðåäåëèò ïà-

ðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äåôîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Òàê, åñëè âçÿòü σ =
2k(α+ θ), òî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðèìóò âèä:

x = −ah
(
2(α+ θ) + p1

k + sin 2θ
)

+ (1− a)Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
eα+θ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
eα+θ.

(43)
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Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê (31), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ
(29) ïðè p2 = k, äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ðàäèóñà R = 2. Äåôîðìèðîâàííûå ëèíèè
ñêîëüæåíèÿ (43) è ãðàíè÷íàÿ ëèíèÿ â ôîðìå óëèòêè Ïàñêàëÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4
(h = 1, p1 = p2).

Ðèñ. 3. Ëèíèè ñêîëüæåíèÿ (ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè) äëÿ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ

Ðèñ. 4. Äåôîðìèðîâàííûå ëèíèè ñêîëüæåíèÿ äëÿ óëèòêè Ïàñêàëÿ

6. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ ñè-

ñòåìû ïëîñêîé èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëü-
çîâàíèè äåéñòâèÿ äîïóñêàåìûõ òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå òîëüêî íà èçâåñòíûå ðà-
øåíèÿ, íî è íà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
ïîäáèðàòü ïîäõîäÿùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçìíîæåííûõ ðåøåíèé.
Èñïîëüçîâàíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî èäåàëà àëãåáðû Ëè äîïóñêàåìûõ ñèììåòðèé ïîç-

âîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé äëÿ êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû
ïëàñòè÷íîñòè è ïîñòðîèòü íîâûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
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S. I. Senashov, A. N. Yakhno, L. V. Yakhno

DEFORMATION OF CHARACTERISTICS OF PLANE IDEAL PLASTICITY

Siberian State Aerospace University

University of Guadalajara

Abstract. The hyperbolic system of plane ideal plasticity equations under the Saint-Venant -
Mises' yield criterion is considered. Ñharacteristics on this system are deformed under the action
of point transformations committed by the group that allows to construct new analytic solutions.
The mechanical sense of obtained characteristic �elds is discussed. The general algorithm of solution
transformation of two quasilinear homogeneous equations hyperbolic system of two independent
variables is proposed.

Keywords: boundary problem for hyperbolic systems of the equations in private derivative; the
group analysis; plasticity; exact solutions of di�erential equations.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 19�24

Ä.Ä. Èâëåâ

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÂÎÏÐÎÑÅ Â ÒÅÎÐÈÈ ÏÐÅÄÅËÜÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È.ß. ßêîâëåâà

Àííîòàöèÿ. Íà ïðèìåðàõ ñòåðæíåâîé ñèñòåìû è îáùåé ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè èäåàëüíîé
ïëàñòè÷íîñòè îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû òåîðèè ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï
óðàâíåíèé, ïðèñóùèé, â îñíîâíîì, ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûì óðàâíåíèÿì òåîðèè ïðåäåëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàåòñÿ ñ äîñòèæåíèåì ¾ïðåäåëüíîé òî÷êè¿, õàðàêòåðèçóåìîé ¾èñ÷åçíîâåíè-
åì¿ çîíû ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè. Óðàâíåíèÿ òåîðèè ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, ñîîòâåòñòâóþò íåäîñòèæåíèþ ¾ïðåäåëüíîé òî÷êè¿, êîòîðàÿ
óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñèëèÿ, íàïðÿæåíèÿ, ïðåäåë ðàçðóøåíèÿ, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, ñòàòè÷åñêàÿ
îïðåäåëèìîñòü, ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå.

ÓÄÊ: 539.375

1. Ïðè ðàñòÿæåíèè äåôîðìèðóåìûé îáðàçåö äî ðàçðóøåíèÿ ¾ïðîæèâàåò æèçíü¿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà: óïðóãóþ, õðóïêóþ, óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ, óïðóãîâÿçêîïëàñòè-
÷åñêóþ è ò. ä. Ïðèðàùåíèåì ¾âðåìåíè¿ äëÿ îáðàçöà ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå íàãðóçêè. Ïðè
äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè îáðàçåö ðàçðóøàåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå, ÷åðåç k � ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå, ïðåäåë

ðàçðóøåíèÿ. Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà k ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ, ñîïðîâîæäà-
þùèõ ¾æèçíü¿ îáðàçöà, ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëîæåíà â
îñíîâó äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé, ïîëîæèì k− const. Äðóãèìè ñëîâàìè, ¾âñå ïðåäîïðåäåëåíî¿,
êàêîé áû ¾îáðàç æèçíè¿ îáðàçåö íå âåë ïðè σ < k: óïðóãèé, õðóïêèé è ò. ä., ýòî íå èìååò
íèêàêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ íàñòóïëåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðè σ = k.
Èòàê, k � ïðåäåë ðàçðóøåíèÿ, íåçàâèñèìàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðåäåëüíîå ñîñ-

òîÿíèå ðàñòÿãèâàåìîãî îáðàçöà.
2. Ðàññìîòðèì òðè ñòåðæíÿ îáùåé ïîïåðå÷íîé ïëîùàäè S, ðàñòÿãèâàåìûå ñèëîé P (ðèñ.

1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæíè íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì ÷èñòîãî ðàñòÿæåíèÿ è ðàñïîëîæå-

íû òàê, ÷òî ëþáûìè ìåõàíè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, òèïà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ïð., ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.
Óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ îáîçíà÷èì p1, p2, p3, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíåé ñîîòâåòñòâåííî �

s1, s2, s3.
Èìååò ìåñòî

P = p1 + p2 + p3, S = s1 + s2 + s3. (1)

Ïîñòóïèëà 10.03.2010
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Ðèñ. 1.

Ââåäåì íàïðÿæåíèÿ

σ =
P

S
, σ1 =

p1

s1
, σ2 =

p2

s2
, σ3 =

p3

s3
. (2)

Èç (1), (2) ïîëó÷èì

σ = σ1l1 + σ2l2 + σ3l3, li =
si

S
, l1 + l2 + l3 = 1. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ìåõàíèçìîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëû P íà ñòåðæíè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ìîæíî â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ïðîèçâîëüíî ïåðåðàñïðåäåëÿòü íàãðóçêè ìåæäó
ñòåðæíÿìè, ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, óñëîâèå (3) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïðåäåë ðàçðóøåíèÿ îäèí äëÿ âñåõ òðåõ ñòåðæíåé:

σi ≤ k. (4)

Ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò σi (ðèñ. 2), îòëîæèì ïî îñÿì âåëè÷èíó k è
ïðîâåäåì ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûå ê îñÿì êîîðäèíàò σi, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êîíöû îòðåçêîâ
äëèíîé k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êóá, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2, âíóòðåííåå ïðîñòðàíñòâî êîòî-
ðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç D. Ñîîòíîøåíèå (3) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ïëîñêîñòüþ â ñèñòåìå êîîðäèíàò
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σi , äâèæóùåéñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå ïî ìåðå ðîñòà âåëè÷èíû σ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ÷àñòü
ýòîé ïëîñêîñòè C1 C2 C3.
Ëþáàÿ òî÷êà íà ÷àñòè ïëîñêîñòè C1 C2 C3 (ðèñ. 2) ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëè-

ìîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû ñòåðæíåé (ðèñ. 1).
Ëþáîìó ïðîöåññó èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíåé (ðèñ. 1) ñîîòâåòñòâóåò òðà-

åêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå D : σ1(σ), σ2(σ), σ3(σ).
Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íàãðóçêè ïëîùàäü C1 C2 C3 ñòÿãèâàåòñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå C.
Ïðåäåëüíîå ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîå ñîñòîÿíèå áóäåò äîñòèãíóòî ïðè èñ÷åçíîâåíèè çîíû

ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîãî ñîñòîÿíèÿ C1, C2, C3 â òî÷êå C (ðèñ. 2).
Â ðåçóëüòàòå íàãðóæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå

σ = σ1 = σ2 = σ3 = k, (5)

ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå C (ðèñ. 2).
Èòàê, âñå òðàåêòîðèè, âñå ¾æèçíåííûå ïóòè¿ çàêàí÷èâàþòñÿ ¾îäíîâðåìåííî¿ â ïðåäåëüíîé

òî÷êå C. Ñàì ¾æèçíåííûé ïóòü¿, òðàåêòîðèÿ íàãðóæåíèÿ çàâèñèò îò õàðàêòåðà íàãðóæåíèÿ
ñòåðæíåé (ðèñ. 1). Íàïðèìåð, îäèí èç ñòåðæíåé ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ðàñïðåäåëåíèè íàãðóç-
êè ìîæåò âûéòè íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, σ1 = k ïðè σ2, σ3 < k. Äàëåå, âòîðîé
ñòåðæåíü � íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå σ2 = k ïðè σ3 < k, äàëüíåéøåå äâèæåíèå áóäåò ïðîäîë-
æàòüñÿ ïî ðåáðó B3C è ò. ä.
3. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèøü ïðè ïåðåõîäå ñòàòè÷åñêè

íåîïðåäåëèìîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîå. Ïðè ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîì ñî-
ñòîÿíèè íàïðÿæåííîå è äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, è èçìåíåíèå
(óâåëè÷åíèå) íàãðóçêè âåäåò ê èçìåíåíèþ äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë ðàçðóøåíèÿ èìååò âèä

K = k + µσ, k, µ− const; k, µ > 0. (6)

Ñîãëàñíî (6), ïðåäåë ðàçðóøåíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû σ è ñ ðîñòîì σ ïëîñêîñòè, îãðà-
íè÷èâàþùèå ïðîñòðàíñòâî D (ðèñ. 2), ñìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíî ñåáå, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà C∗

ñìåùàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå C (ðèñ. 3). Ïëîñêîñòü C∗1 C
∗
2 C

∗
3 äîñòèãíåò ïðåäåëüíîé òî÷-

êè C∗ â ñëó÷àå

σ = K = k + µσ, (7)

îòêóäà

σïðåä =
k

1− µ
. (8)

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè µ < 1. Ïðè µ ≥ 0
ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå íå äîñòèãàåòñÿ, òî÷êà C∗ (ðèñ. 3) ïðè âîçðàñòàíèè âåëè÷èíû σ óõîäèò
â áåñêîíå÷íîñòü.
5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

∂σx

∂x
+
∂τxy

∂y
= 0,

∂τxy

∂x
+
∂σy

∂y
= 0, (9)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y.
Ïðèñîåäèíèì ê ñîîòíîøåíèÿì (9) óñëîâèå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

f(σx, σy, τxy) = F (σ1, σ2) = 0, (10)

ãäå σ1, σ2 � ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ.
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Ðèñ. 3.

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñ ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñîîòíîøåíèÿìè

σx = σ1 cos2 θ + σ2 sin2 θ = p+ τ cos 2θ,
σy = σ1 sin2 θ + σ2 cos2 θ = p− τ cos 2θ,
τxy = (σ1 − σ2) sin θ cos θ = τ sin 2θ,

(11)

ãäå θ � óãîë ìåæäó ïåðâûì ãëàâíûì íàïðÿæåíèåì è îñüþ x,

p = 1
2 (σx + σy), τ = 1

2 (σ1 − σ2),
σ1 = p+ τ, σ2 = p− τ.

(12)

Èç (10), (12) ñëåäóåò

τ = τ(p). (13)

Èç (9), (11), (13) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1 + τ ′ cos 2θ)
∂p

∂x
+ τ ′ sin 2θ

∂p

∂y
− 2τ sin 2θ

∂θ

∂x
+ 2τ cos 2θ

∂θ

∂y
= 0,

τ ′ sin 2θ
∂p

∂x
+ (1− τ ′ cos 2θ)

∂p

∂y
+ 2τ cos 2θ

∂θ

∂x
+ 2τ sin 2θ

∂θ

∂y
= 0, (14)

τ ′ =
dτ

dp
.

Óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) èìåþò âèä

dy

dx
= tgϕ =

sin 2θ ±
√

1− τ ′2

cos 2θ + τ ′
, (15)

ãäå ϕ � óãîë íàêëîíà õàðàêòåðèñòèêè ê îñè x.
Ñîãëàñíî (15), ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðè |τ ′| < 1,
ïàðàáîëè÷åñêîé ïðè |τ ′| = 1,
ýëëèïòè÷åñêîé ïðè |τ ′| > 1.

(16)

Ïîëîæèì

τ = k + µp, k, µ− const; k, µ > 0. (17)

Ñîãëàñíî (16), (17), ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) áóäåò
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ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðèµ < 1,
ïàðàáîëè÷åñêîé ïðèµ = 1,
ýëëèïòè÷åñêîé ïðèµ > 1.

(18)

Ðàññìîòðèì (17) ïðè σ1 6= 0, σ2 = 0, áóäåì èìåòü

σ1 = 2k + µσ1, (19)

îòêóäà àíàëîãè÷íî (7),(8) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

σ1 ïðåä =
2k

1− µ
. (20)

Ïðè µ < 1 ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, ïðè µ ≥ 1 ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå íå äîñòèãà-
åòñÿ.

Ðèñ. 4.

Îáîçíà÷èì â ôîðìóëå (19) ñëåâà σ1 = ξ, ñïðàâà � 2k + µσ1 = η.
Íàëîæèì ñèñòåìû êîîðäèíàò ξ − σ1, η − σ1 (ðèñ. 4).
Ñ ðîñòîì âåëè÷èíû σ1 ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ ξ = σ1, η = 2k + µσ1 âîçìîæíî â ïðåäåëüíîé

òî÷êå C∗ â ñëó÷àå µ < 1, ïðè µ ≥ 1 ïðåäåëüíàÿ òî÷êà C∗ ¾óõîäèò¿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè C∗ óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó óðàâíåíèé ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Õàðàêòåð äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî òåëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò âåëè-

÷èíû p , íîñèò ñäâèãîâîé õàðàêòåð. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðèíàäëåæàò ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó, õàðàêòåðèñòèêè îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé è ñîâ-
ïàäàþò ñ ëèíèÿìè äåéñòâèÿ ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ óñèëèé, ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè ñêîëü-
æåíèÿ. Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ñðåäíåãî äàâëåíèÿ p (12) äîëÿ âëèÿíèÿ îáúåìíûõ íàïðÿæåíèé
è äåôîðìàöèé âîçðàñòàåò, äîëÿ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé óìåíüøàåòñÿ, óãîë ìåæäó õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ìåíÿåòñÿ è ïðè τ ′(p) > 0 (15) äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïðåèìóùåñòâåííî çà
ñ÷åò îáúåìíûõ äåôîðìàöèé. Ýëëèïòè÷åñêèé òèï óðàâíåíèé ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýòèì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, íî âîïðîñ î íåäîñòèæåíèè â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì ¾ïðåäåëüíîé
òî÷êè¿ íóæäàåòñÿ â èññëåäîâàíèè.
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Àçåðáàéäæàíñêàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìåõàíèêè êîíòàêòíîãî ðàçðóøåíèÿ äëÿ äîðîæíîãî ïî-
êðûòèÿ, èìåþùåãî â ñå÷åíèè òðåùèíû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíöåâûå çîíû òðåùèí íà íåêîòîðûõ
ó÷àñòêàõ âõîäÿò â êîíòàêò. Îïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèí-
ãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè, óïðóãîñòü, òðåùèíû, äîðîæíîå ïîêðûòèå.

ÓÄÊ: 539.375

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ äëÿ òâåðäîãî äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ, èìå-
þùåãî â ñå÷åíèè òðåùèíû. Ïðè÷èíîé ïðîèñõîæäåíèÿ òàêèõ äåôåêòîâ ÷àùå âñåãî áûâàåò
íàðóøåíèå ðåæèìà òåðìîîáðàáîòêè ïðè èçãîòîâëåíèè (íàíåñåíèè) àñôàëüòîáåòîíà èëè ìåõà-
íè÷åñêèå ïîâðåæäåíèÿ ïîâåðõíîñòè êàòàíèÿ äîðîãè â óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè.
Ðàññìîòðèì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ â ïðîöåññå ðà-

áîòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñå÷åíèè èìååòñÿ N ïðÿìîëèíåéíûõ âíóòðåííèõ òðåùèí äëèíîé
2`k (k = 1, 2, . . . , N). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà òðåùèíû
èìåþò ìàëóþ äëèíó. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â îêðåñòíîñòè
òðåùèí ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ íàéòè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ ïëîñêîñòè (h→∞, ãäå h � âûñîòà ïîêðûòèÿ) ñ òðåùèíàìè, íà áåðåãàõ
êîòîðûõ äåéñòâóåò óñèëèÿ, îïðåäåëÿåìûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà äëÿ äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ ïðèíÿòà â ñëåäóþùåì âèäå:
1) ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåçíîé áàëêîé áåñêîíå÷íîé äëèíû íåèçìåííîãî ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ, ëåæàùåé íà ñïëîøíîì óïðóãîì îñíîâàíèè;
2) âåðòèêàëüíûå ñèëû ïðèëîæåíû â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ïîêðûòèÿ, à áîêîâûå è ïðîäîëü-

íûå ñèëû íå âëèÿþò íà âåëè÷èíó èçãèáàþùåãî ìîìåíòà;
3) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî

äëèíå ïîêðûòèÿ íàãðóçêè, è âûçâàííîé åþ îñàäêîé y.
4) ôîðìà óïðóãîé ëèíèè èçãèáà äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ îò ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé íà-

ãðóçêè ñ ó÷åòîì íåðîâíîñòåé, êîëåáàíèé ïîäðåññîðíûõ ìàññ è ò. 
ï. â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå, âîçíèêàþùåé îò äåéñòâèÿ ïîñòîÿííîé íàãðóçêè, âçÿòîé â òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè.
Ñîãëàñíî ýòîé ðàñ÷åòíîé ñõåìå ðàñïðåäåëåíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M ïî äëèíå áåçäå-

ôåêòíîãî äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ áóäåò [4]

M = Pk
f (βx)

4β
, f (βx) = e−βx (sinβx− cosβx) . (1)

Ïîñòóïèëà 11.12.2007
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Çäåñü β =
√

λ
4EI � êîýôôèöèåíò îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè äîðîæíîãî îñíîâàíèÿ; λ � êî-

ýôôèöèåíò ïîñòåëè îñíîâàíèÿ; E � ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè ìàòåðèàëà; I � ìîìåíò
èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîêðûòèÿ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè; x � ðàññòîÿíèå îò
ðàñ÷åòíîãî ñå÷åíèÿ äî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû äàâëåíèÿ êîëåñà.
Âáëèçè òî÷êè âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà ñ äîðîæíûì ïîêðûòèåì áóäóò íåïðàâèëüíîñòè â ðàñ-

ïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî ýëåìåí-
òàðíîé òåîðèè èçãèáà áàëîê. Ïîýòîìó ê íàïðÿæåíèÿì, ïîðîæäàåìûì èçãèáàþùèì ìîìåíòîì
(1), íóæíî åùå äîáàâèòü [4] ìåñòíûå íàïðÿæåíèÿ

σr = −2Pk

π

cos θ
br

, (2)

ãäå r � ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû äàâëåíèÿ êîëåñà; b � òîëùèíà
ïîêðûòèÿ.
Ìàòåðèàë äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ ìîäåëèðóåì óïðóãîé ñðåäîé ñ ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè G, µ. Â öåíòðàõ òðåùèí ðàçìåñòèì íà÷àëà ëîêàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò xkOkyk, îñè
xk êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè òðåùèí è îáðàçóþò óãëû αk ñ îñüþ x.
Ïðèíÿòî, ÷òî áåðåãà òðåùèí ñâîáîäíû îò âíåøíèõ íàãðóçîê. Ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íà-

ãðóçêè â çîíå ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé âîçìîæíî çàêðûòèå áåðåãîâ òðåùèí, ò. å. áåðåãà òðå-
ùèí íà íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ ìîãóò âîéòè â êîíòàêò, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ êîíòàêòíûõ
íàïðÿæåíèé íà äàííûõ ó÷àñòêàõ áåðåãîâ òðåùèí. Èòàê, áóäåì ïîëàãàòü íàëè÷èå çîí, â êîòî-
ðûõ áåðåãà òðåùèí âçàèìîäåéñòâóþò (âîøëè â êîíòàêò).
Ïðèíèìàåì, ÷òî ýòè îáëàñòè ïðèìûêàþò ê âåðøèíå òðåùèíû, à èõ ðàçìåðû, çàðàíåå íåèç-

âåñòíûå, ìîãóò áûòü ñðàâíèìû ñ ðàçìåðàìè òðåùèí.
1. Ñëó÷àé îäíîé òðåùèíû
Âûäåëèì ÷àñòè òðåùèíû äëèíîé d1 è d2 (êîíöåâûå îáëàñòè), ïðèìûêàþùèå ê åå âåðøè-

íàì, â êîòîðîé áåðåãà òðåùèíû âçàèìîäåéñòâóþò, ò. å. âîøëè â êîíòàêò. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå
ïðåïÿòñòâóåò ðàñêðûòèþ òðåùèíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìíîå ïðîñêàëüçûâàíèå áåðåãîâ
îòñóòñòâóåò, ò. å. ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå íå äîñòèãíóòî.
Â êîíöåâûõ îáëàñòÿõ, ãäå áåðåãà òðåùèíû âîøëè â êîíòàêò, áóäóò âîçíèêàòü íîðìàëüíûå

qy1(x1) è êàñàòåëüíûå qx1y1(x1) íàïðÿæåíèÿ. Âåëè÷èíû ýòèõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé çàðàíåå
íåèçâåñòíû è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøå-
íèÿ.
Êðàåâûå óñëîâèÿ íà áåðåãàõ òðåùèíû áóäóò èìåòü âèä:

σy1 = 0, τx1y1 = 0− íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèíû,
σy1 = qy1(x1), τx1y1 = qx1y1(x1)− íà êîíòàêòèðóþùèõ áåðåãàõ òðåùèíû.

(3)

Ðåøåíèÿ çàäà÷è èùåì â âèäå

σx = σ0
x + σ1

x, σy = σ0
y + σ1

y, σxy = σ0
xy + σ1

xy, (4)

ãäå íàïðÿæåíèÿ σ0
x, σ

0
y, σ

0
xy åñòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé äëÿ áåçäåôåêòíîé áàëêè (ïîêðû-

òèÿ).
Òîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

σ
(1)
y1 = −σ(0)

y1 , τ
(1)
x1y1 = −τ (0)

x1y1 − íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèíû,

σ
(1)
y1 = qy1(x1)− σ

(0)
y1 , τ

1
x1y1

= qx1y1(x1)− τ0
x1y1

− íà êîíòàêòèðóþùèõ áåðåãàõ òðåùèíû.
(5)

Çäåñü êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σ
(0)
y1 , τ

(0)
x1y1 ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì òåîðèè óïðóãîñòè îïðåäå-

ëÿþòñÿ ÷åðåç σ
(0)
y , σ

(0)
x , τ

(0)
xy .

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σ1
x, σ

1
y, σ

1
xy äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ïëîñêîé çàäà÷è

òåîðèè óïðóãîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå êîìïëåêñíûå ôóíêöèè Φ(z) è Ψ(z) ïî ôîð-

ìóëàì Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè [2]. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè, çàïèøåì
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êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ îòûñêàíèÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ(z) è
Ψ(z):

Φ(t) + Φ(t) + tΦ′(t) + Ψ(t) =

 f1 íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèí,
qy1 − iqx1y1 + f1 íà êîíòàêòèðóþùèõ

áåðåãàõ òðåùèí.
(6)

Çäåñü f1 = −
(
σ0

y1
− iτ0

x1y1

)
; t � àôôèêñ òî÷åê áåðåãîâ òðåùèíû.

Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Φ(z) è Ψ(z), äàþùèå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (6), èùåì â
ñëåäóþùåì âèäå [3]:

Φ(z) = 1
2π

`1∫
−`1

g1(t)
t−z1

dt;

Ψ(z) = 1
2π e

−2iα1
`1∫
−`1

[
g1(t)
t−z1

− T1eiα1

(t−z1)
2 g1(t)

]
dt;

T1 = teiα + z0
1 ; z1 = e−iα1

(
z − z0

1

)
.

(7)

Çäåñü g1(t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêà÷îê ïåðåìåùåíèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
ëèíèþ òðåùèíû.
Óäîâëåòâîðÿÿ êîìïëåêñíûìè ïîòåíöèàëàìè (7) êðàåâîìó óñëîâèþ (6) íà áåðåãàõ òðåùèíû,

ïîëó÷èì êîìïëåêñíîå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g1(x1).
`1∫

−`1

[
R (t, x1) g1(t) + S (t, x1) g1(t)

]
dt = πf0(x1), |x1| ≤ `1. (8)

Çäåñü

f0 (x1) =

 f1 (x1) íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèí,
qy1 (x1)− iqx1y1 (x1) + f1 (x1) íà êîíòàêòèðóþùèõ

áåðåãàõ òðåùèí.
(9)

Ê êîìïëåêñíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ âíóòðåííåé òðåùèíû ñëåäóåò
äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíîå ðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå îäíîçíà÷íîñòü ñìåùåíèé ïðè îáõîäå
òðåùèíû

`1∫
−`1

g1(t)dt = 0. (10)

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó àëãåáðàèçàöèè [1, 3] èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) ïðè óñëîâèè (10),
ñâåäåì åãî ê êîíå÷íîé ñèñòåìå M êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
M íåèçâåñòíûõ g0

1(tm) = v(0)(tm)− iu0(tm) (m = 1, 2, . . . , M).

1
M

M∑
m=1

`1

[
g0
1(tm)R (`1tm, `1xr) + g0

1(tm)S (`1tm, `1xr)
]

= πf0(xr),

M∑
m=1

g1(tm) = 0 (r = 1, 2, . . . ,M − 1),
(11)

ãäå
tm = cos 2m−1

2M π (m = 1, 2, . . . ,M),
xr = cos πr

M (r = 1, 2, . . . ,M − 1).
Åñëè â (11) ïåðåéòè ê êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì çíà÷åíèÿì, òî ïîëó÷èì åùåM àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé. Â ïðàâûå ÷àñòè (11) âõîäÿò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé
qy1(x1) è qx1y1(x1) â óçëîâûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ êîíöåâûì îáëàñòÿì.
Óñëîâèåì, îïðåäåëÿþùèì íåèçâåñòíûå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå íà áåðåãàõ

òðåùèíû â êîíöåâûõ çîíàõ, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â ýòèõ îáëàñòÿõ. Â
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå óäîáíåå çàïèñàòü äëÿ ïðîèçâîäíîé ïå-
ðåìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû.



28 Ø.Ã. ÃÀÑÀÍÎÂ

g(x1) =
2G

i (1 + χ)
∂

∂x1

[
u+ (x1; 0)− u− (x1; 0) +i

(
υ+ (x1; 0)− υ− (x1; 0)

)]
= 0, (12)

ãäå x1 � àôôèêñ êîíöåâûõ îáëàñòåé òðåùèíû.
Òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (12) â óçëîâûõ òî÷êàõ, ñîäåðæàùèõñÿ â êîíöåâûõ îáëàñòÿõ

(−`1, −d1) è (d2, `1), ïîëó÷àåì íåäîñòàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà-
÷åíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé qy1(tm1) è qx1y1(tm1) â óçëîâûõ òî÷êàõ

g(0)(tm1) = 0 (m1 = 1, 2, . . . ,M1;Ì2, ...,Ì), (13)

ãäå ïðèíÿòî, ÷òî M1 � ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê îòðåçêà (−`1, −d1), à (Ì - Ì2) � ÷èñëî óçëîâûõ
òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êîíöåâîé îáëàñòè (d2, `1).
Äëÿ çàìêíóòîñòè ñèñòåìû (11) è (13) íå õâàòàåò äâóõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ðàçìåðû

êîíöåâûõ îáëàñòåé. Óñëîâèÿìè, ñëóæàùèìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ êîíöåâûõ çîí, ÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèí òðåùèí.
Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèé, ïîëó÷àåì åùå äâà íåäîñòàþùèõ óðàâíåíèÿ â

ñëåäóþùåì âèäå
M∑

m=1
(−1)mg0(tm)ctg 2m−1

4M π = 0;

M∑
m=1

(−1)M+mg(0)(tm) · tg 2m−1
4M π = 0.

(14)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (11), (13) è (14) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è äîëæíû ðåøàòüñÿ ñîâìåñòíî.
Ðåøåíèå ñèñòåì (11), (13) è (14) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè g(0)(tm) â
óçëîâûõ òî÷êàõ, çíà÷åíèÿ qy1−iqx1y1 � â òåõ óçëîâûõ òî÷êàõ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â êîíöåâûõ
îáëàñòÿõ, à òàêæå ðàçìåðû êîíöåâûõ çîí.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èç-çà íåèçâåñòíûõ ðàçìåðîâ d1 è d2 êîíöåâîé îáëàñòè îêàçàëàñü íåëè-

íåéíîé.
Íåëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé [4].
2. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òðåùèí
Áóäåì ïîëàãàòü íàëè÷èå êîíöåâûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ áåðåãà òðåùèí âçàèìîäåéñòâóþò

(âîøëè â êîíòàêò). Ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè áåðåãà ïðèìûêàþò ê âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ òðå-
ùèí, à èõ ðàçìåðû çàðàíåå íåèçâåñòíû. Â êîíöåâûõ çîíàõ, ãäå áåðåãà òðåùèí âîøëè â êîíòàêò,
áóäóò âîçíèêàòü íîðìàëüíûå qyk

(xk) è êàñàòåëüíûå qxkyk
(xk) (k = 1, 2, . . . , N) íàïðÿæåíèÿ.

Âåëè÷èíû êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé qyk
(xk) è qxkyk

(xk) (k = 1, 2, . . . , N) çàðàíåå íåèçâåñòíû
è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåðåãàõ òðåùèí áóäóò èìåòü âèä

σyk
− iτxkyk

= 0− íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèíû,
σyk

− iτxkyk
= qyk

− iqxkyk
− íà êîíòàêòèðóþùèõ áåðåãàõ òðåùèíû.

(15)

Ðåøåíèå çàäà÷è èùåì â âèäå (4). Èñïîëüçóÿ (4), êðàåâûå óñëîâèÿ (15) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì
âèäå:

σ1
yk

= −σ0
yk

; τ1
xkyk

= −τ0
xkyk

− íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèíû,
σ1

yk
= q−yk

σ0
yk

; τ1
xkyk

= q−xkyk
τ0
xkyk

− íà êîíòàêòèðóþùèõ áåðåãàõ òðåùèíû.
(16)

Êðàåâûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ îòûñêàíèÿ êîìïëåêñíûõ ïî-
òåíöèàëîâ Φ(z) è Ψ(z)

Φ(tk) + Φ(tk) + tkΦ′(tk) + Ψ(tk) =
{
fk íà ñâîáîäíûõ áåðåãàõ òðåùèí,

qyk
− iqxkyk

+ fk íà L′k,
(17)

ãäå fk = −
(
σ0

yk
− iτ0

xkyk

)
; tk � àôôèêñ áåðåãîâ k-òîé òðåùèíû (k = 1, 2, . . . , N); L′k � ñîâîêóï-

íîñòü êîíöåâûõ çîí, â êîòîðûõ áåðåãà òðåùèí âîøëè â êîíòàêò.
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Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Φ(z) è Ψ(z), äàþùèå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (17), èùåì [3] â
âèäå

Φ(z) = 1
2π

N∑
k=1

`k∫
−`k

gk(t)dt
t−zk

;

Ψ(z) = 1
2π

N∑
k=1

e−2iαk

`k∫
−`k

[
gk(t)
t−zk

− Tkeiαk

(t−zk)2
gk(t)

]
dt,

(18)

ãäå Tk = teiαk + z0
k; zk = e−iα1k

(
z − z0

k

)
.

Äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ îäíîé òðåùèíû. Ïîýòîìó ïðèâåäåì îñíîâíûå
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, äàþùèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

1
M

M∑
m=1

N∑
k=1

`k

[
g0

k(tm)Rnk (`ktm, `nxr) + g0
k(tm)Snk (`ktm, `nxr)

]
= f0

n(xr),

M∑
m=1

g0
n(tm) = 0 (n = 1, 2, . . . , N ; r = 1, 2, . . . ,M − 1).

(19)

Çäåñü

f0
n =

{
−
(
σ0

yn
− iτ0

xnyn

)
−
(
σ0

yn
− iτ0

xnyn

)
+ qyn

− iqxnyn

(20)

ãäå M1k � ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êîíöåâûì çîíàì k-òîé òðåùèíû.

M∑
m=1

(−1)mg0
n(tm)ctg 2m−1

4M π = 0;

M∑
m=1

(−1)M+mg0
n(tm) · tg 2m−1

4M π = 0.
(n = 1, 2, . . . , N) (21)

Ñîâîêóïíîñòü 2×N óðàâíåíèé (21) ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçìåðû êîíöåâûõ çîí. Èç-çà íåèçâåñò-
íûõ ðàçìåðîâ êîíöåâûõ îáëàñòåé îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà (19), (20), (21) îêàçàëàñü íåëèíåéíîé.
Îòäåëÿÿ â ñèñòåìàõ (19), (20), (21) äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, óäâîèì ÷èñëî óðàâ-

íåíèé, ò. å. ïîëó÷èì äâå äåéñòâèòåëüíûå îáúåäèíåííûå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò
ñîäåðæàòü (N ×M +N ×M1n + 2N) óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ υ0

n(tm), qyk
(tm1n

) è u0
n(tm),

qxkyk
(tm1n

) ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ðàçìåðîâ êîíöåâûõ çîí.
Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçîâàëè ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé υ0
n(tm) è u0

n(tm) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû-
ìè êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïî ôîðìóëàì Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [2]
íàõîäÿòñÿ íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå íàëè÷èåì òðåùèí.
Íèæå â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ d1/h è d2/h â çàâèñèìîñòè îò äëèíû

òðåùèíû `/h äëÿ àñôàëüòîáåòîííîãî ïîêðûòèÿ äëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû.

`/h 0,025 0,05 0,10 0,15 0,20
d1/h 0,009 0,028 0,036 0,042 0,053
d2/h 0,013 0,020 0,031 0,045 0,062

Ïîñòðîåííàÿ ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàíèåì ïàðàìåòðà αk èññëåäîâàòü ðàç-
ëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ìàëûõ òðåùèí â ñå÷åíèè äîðîæíîãî ïîêðûòèÿ.



30 Ø.Ã. ÃÀÑÀÍÎÂ

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

[1] Ìèðñàëèìîâ, Â. Ì. Íåîäíîìåðíûå óïðóãîïëàñòè÷åñêèå çàäà÷è / Â. Ì. Ìèðñàëèìîâ. -
Ì. : Íàóêà, 1987.
[2] Ìóñõåëèøâèëè, Í. È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè /

Í. È. Ìóñõåëèøâèëè. - Ì. : Íàóêà, 1966.
[3] Ïàíàñþê, Â. Â. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îêîëî òðåùèí â ïëàñòèíàõ è îáîëî÷êàõ /

Â. Â. Ïàíàñþê, Ì. Ï. Ñàâðóê, À. Ï. Äàöûøèí. - Êèåâ : Íàóêîâà äóìêà, 1976.
[4] Òèìîøåíêî,Ñ. Ï. Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ / Ñ. Ï. Òèìîøåíêî. - Ì. : Íàóêà, 1965.

S.G.Gasanov

MODELLING OF THE STRESS-STRAIN STATE OF THE ROADWAY
COVERING AT PRESENCE OF SMALL CRACKS WITH INTERACTING

CRACK FACES
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Abstract. The problem of contact destruction mechanics for the roadway covering with cracks
in section is considered. It is considered that the extreme zones of cracks at some points come into
contact. The de�nition of contact tension adds up to the singular integral equation solution.
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÎÐÍÛÕ ÂÛÐÀÁÎÒÎÊ Â
ÏÎÐÈÑÒÛÕ ÌÀÑÑÈÂÀÕ ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉ ÐÅÎËÎÃÈÅÉ ÑÆÀÒÎÃÎ

ÑÊÅËÅÒÀ

Âîåííûé àâèàöèîííûé èíæåíåðíûé óíèâåðñèòåò

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîêðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðíîãî ìàññèâà âáëèçè öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè ñ ó÷åòîì
ïîðèñòîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà è óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñæàòîãî ñêåëåòà. Â
ðàìêàõ òî÷íûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòè èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä ñî ñæàòûìè ïîðàìè âáëèçè êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ
âûðàáîòîê. Äàíà îöåíêà âëèÿíèÿ íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãîðíîãî
ìàññèâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðèñòûå ìàòåðèàëû ñî ñëîæíîé ðåîëîãèåé ñæàòîãî ñêåëåòà, öèëèíäðè-
÷åñêèå ãîðíûå âûðàáîòêè, íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, òî÷íûå òðåõìåðíûå ëè-
íåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè, óñòîé÷èâîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

ÓÄÊ: 539.374

Èçâåñòíî [1], ÷òî ðåøåíèå çàäà÷ ãîðíîé ìåõàíèêè, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîöåññó ïðîâåäåíèÿ ïîä-
çåìíûõ âûðàáîòîê, ñâîäèòñÿ ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷ [2-5] ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè
ìàññèâà âîçëå âûðàáîòîê ïðè íåóïðóãèõ äåôîðìàöèÿõ [6, 7]. Ðåøåíèå òàêîãî êëàññà çàäà÷ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä âáëèçè âûðàáîòêè. Íà âòîðîì � ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷è-
âîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèò-
ñÿ ê îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî êîíòóðó
âûðàáîòêè.
Áîëüøèíñòâî ãðóíòîâ èìååò ïîðèñòóþ ñòðóêòóðó [8], ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòîé-

÷èâîñòè ãîðíûõ ïîðîä íàðÿäó ñî ñëîæíîé ðåîëîãèåé íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ïîðèñòûå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ. Â îòëè÷èå îò [2-5] â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå òî÷íûõ òðåõìåðíûõ
óðàâíåíèé [9] èññëåäóåòñÿ ëîêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîðîä ïðèñòâîëüíîé çîíû öèëèíäðè÷å-
ñêîé âûðàáîòêè ñ ó÷åòîì ïîðèñòîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ãîðíîãî ìàññèâà.
Ðàññìîòðèì ïîðèñòîå óïðî÷íÿþùååñÿ óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîå òåëî, ìåõàíè÷åñêàÿ ìî-

äåëü êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.
Ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé: ïëàñòè÷åñêîé �

¾p¿ è óïðóãîé � ¾e¿. Ïëàñòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ïëàñòè÷åñêîãî ýëåìåíòà (ïðåäåë òåêó-
÷åñòè k), ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííîãî ñ ïàðàëëåëüíîé ñâÿçêîé âÿçêîãî ýëåìåíòà (êîýôôè-
öèåíò âÿçêîñòè η) è óïðóãîãî ýëåìåíòà (êîýôôèöèåíò óïðî÷íåíèÿ c). Óïðóãàÿ ÷àñòü ñîñòîèò

Ïîñòóïèëà 10.12.2009
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Ðèñ. 1.

èç óïðóãîãî ñæèìàåìîãî ýëåìåíòà 1 (êîýôôèöèåíòû Ëÿìý λ1, µ1) è ïàðàëëåëüíî ïîäñîåäè-
íåííîé ê íåìó ïîñëåäîâàòåëüíîé ñâÿçêè 2 æåñòêîãî êîíòàêòà (íà÷àëüíûé ðàñòâîð ïîð ε0) è
óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ýëåìåíòà (êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè µ2).
Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå æåñòêîãî êîíòàêòà ñîãëàñíî [10] èìååò âèä

σ̃ij (ε̃nn − ε0) = 0, (1)

ãäå σ̃ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ε̃nn � îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ, ïðè÷åì σ̃ij = 0 � äî
ñõëîïûâàíèÿ ïîð è ε̃nn = ε0 � ïîñëå.
Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñâÿçè íàïðÿæåíèå-äåôîðìàöèÿ â óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîì òåëå

ñëåäóåì ðàáîòàì [5, 7].
Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ¾p− e¿ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

σij = σp
ij = σe

ij , (sij = sp
ij = se

ij), εij = εp
ij + εe

ij , (2)

ãäå sij = σij − 1
3σnnδij� êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé.
Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñâÿçêè ¾1− 2¿ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

εe
ij =

(
εe

ij

)
1

=
(
εe

ij

)
2
, σij = σe

ij =
(
σe

ij

)
1

+
(
σe

ij

)
2
, sij = se

ij =
(
se

ij

)
1

+
(
se

ij

)
2
, (3)

ãäå íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòó ¾1¿, óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó Ãóêà(
σe

ij

)
1

= λ1ε
e
nnδij + 2µ1ε

e
ij , (4)

à ýëåìåíòó ¾2¿ � ñîîòíîøåíèþ

(
σe

ij

)
2

=


0,− εe

nn < ε0,

2µ2

((
εe

ij

)
2
−
(

0
εe

ij

)
2

)
+ 1

3 (σe
nn)2 δij ,− εe

nn ≥ ε0,
(5)

ãäå

(
0
εe

ij

)
2

− äåôîðìàöèè ýëåìåíòà ¾2¿ äî ìîìåíòà ñõëîïûâàíèÿ ïîð, ïðè÷åì
(

0
εe

nn

)
2

= ε0 �

ïîñëå ñõëîïûâàíèÿ ïîð.
Â òåëå îñòàþòñÿ íåñõëîïíóòûå ïîðû, ïîêà

εe
nn < ε0. (6)

Òåëî îñòàåòñÿ óïðóãèì, ïîêà

sijsij < k2. (7)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíûå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â òåëå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3).



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÎÐÍÛÕ ÂÛÐÀÁÎÒÎÊ ... 33

Åñëè sijsij ≥ k2, òî ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2), ãäå εe
ij =

(
εe

ij

)
1

=(
εe

ij

)
2
.

Ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îáúåìíîé äåôîðìàöèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåñæèìàåìî-
ñòè

εp
nn = 0. (8)

Ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ε̇p
ij = 0, åñëè(

sij − cεp
ij

) (
sij − cεp

ij

)
< k2. (9)

Òåíçîð ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñâÿçàí ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé ñîîòíîøåíèÿìè
àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ

ε̇p
ij = ψ

(
sij − cεp

ij − ηε̇p
ij

)
, (10)

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [5](
sij − cεp

ij − ηε̇p
ij

) (
sij − cεp

ij − ηε̇p
ij

)
= k2. (11)

Íàïðÿæåíèÿ, îäèíàêîâûå äëÿ ¾e¿ è ¾p¿, â ÷àñòè ¾p¿ ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóììû σij =
(
σe

ij

)
1

+(
σe

ij

)
2
. Òåëî îñòàåòñÿ óïðóãèì ïðè íàëè÷èè íåñõëîïíóòûõ ïîð, ïîêà(

σij +
1
3
δij (3λ1 + 2µ1) ε0

)(
σij +

1
3
δij (3λ1 + 2µ1) ε0

)
< k2. (12)

Ðàññìîòðèì ãîðíûé ìàññèâ ñ öèëèíäðè÷åñêîé êðóãîâîé âûðàáîòêîé ðàäèóñà R0, ðåîëîãè-
÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî îïèñàííîé âûøå ìîäåëè. Ê âíóòðåííåìó
êîíòóðó âûðàáîòêè ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà q0, à íà áåñêîíå÷íîñòè
íàïðÿæåíèÿ â ìàññèâå ñòðåìÿòñÿ ê âåëè÷èíå gh (g � ñðåäíèé îáúåìíûé âåñ âûøåëåæàùèõ
ïîðîä, h � ãëóáèíà çàëîæåíèÿ âûðàáîòêè), ò. å. íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ìàññèâå
(äî ïðîâåäåíèÿ âûðàáîòêè) ïðèíèìàåòñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèì.
Ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ãîðíîãî ìàññèâà âáëèçè âûðàáîòêè ìîæ-

íî ðàçäåëèòü íà äâà âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïà. Ïåðâûé � óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå ñæèìàå-
ìîé ïîðèñòîé ñðåäû, âòîðîé � íåóïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå ñæàòîãî ñêåëåòà ñ óïðóãî-âÿçêî-
ïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ãîðíîãî ìàññèâà íà ïåðâîì ýòàïå, òî åñòü, êîãäà

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (12), â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

u = C1r +
C2

r
, εr = C1 −

C2

r2
, εθ = C1 +

C2

r2
, (13)

σr = 2(λ1 + µ1)C1 − 2µ1
C2

r2
, σθ = 2(λ1 + µ1)C1 + 2µ1

C2

r2
, (14)

ãäå u � ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé.
Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ Ñ1 è Ñ2 íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

σr|r→∞ = −q∞, σr|r=R0
= −q0 (15)

è èìåþò âèä

C1 =
−q∞

2(λ1 + µ1)
, C2 =

q0 − q∞
2µ1

R2
0. (16)

Îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ ñ ó÷åòîì (13) è (16) îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìå

εr + εθ = 2C1. (17)

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ íå çàâèñèò îò ðàäèóñà, òî åñòü îíà îäèíàêîâà
âî âñåì òåëå è ïîýòîìó ñõëîïûâàíèå ïîð ïðîèçîéäåò îäíîâðåìåííî âî âñåé ñðåäå ïðè äîñòè-
æåíèè îáúåìíîé äåôîðìàöèåé çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî íà÷àëüíîìó óäåëüíîìó îáúåìó ïîð � ε0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå ñõëîïûâàíèå ïîð ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè ìàññèâà ïðîèñõîäèò
ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

q∞ = (λ1 + µ1)ε0. (18)

Ïðè ýòîì ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

u = −ε0
2
r − (λ1 + µ1)ε0

2µ1

R2
0

r
, εr = −ε0

2
+

(λ1 + µ1)ε0
2µ1

R2
0

r2
, εθ = −ε0

2
− (λ1 + µ1) ε0

2µ1

R2
0

r2
,

σr = −(λ1 + µ1)ε0 + (λ1 + µ1)ε0
R2

0

r2
, σθ = −(λ1 + µ1)ε0 − (λ1 + µ1)ε0

R2
0

r2
. (19)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè gh < (λ1 + µ1)ε0, òî ïîëíîãî ñõëîïûâàíèÿ ïîð â ãîðíîì ìàññèâå íå
ïðîèñõîäèò è ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ êàê ñæèìàåìàÿ óïðóãàÿ ñðåäà ñ ïàðàìåòðàìè λ1, µ1, ε0.
Ïðè ýòîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (13), (14),
(16).
Åñëè gh = (λ1 + µ1)ε0, ïðîèçîéäåò ñõëîïûâàíèå ïîð (ñæàòûé ñêåëåò) è ïðè äàëüíåéøåì

ñæàòèè âîçíèêíåò è áóäåò ðàñòè îêîëî îòâåðñòèÿ çîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ïðåïÿòñòâîâàòü
ðàçâèòèþ êîòîðîé áóäóò âÿçêîñòü (η) è óïðî÷íåíèå (c) ìàòåðèàëà, òî åñòü ñæàòûé ñêåëåò
áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ êàê íåñæèìàåìàÿ óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêàÿ ñðåäà ñ ïàðàìåòðàìè
µ = µ1 + µ2, k, c, η.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïëîøíàÿ ñðåäà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå çîíû � óïðóãóþ è ïëàñòè÷åñêóþ, â

êàæäîé èç êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ ñðåäû ðàñ-
êëàäûâàþòñÿ íà êîìïîíåíòû:
à) ïîðèñòîãî ñæàòèÿ, îïðåäåëÿåìûìè ñîîòíîøåíèåì (19);
á) óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ñæàòèÿ (êîòîðûå äëÿ äåôîðìàöèé â ïëàñòè÷åñêîé çîíå â ñâîþ

î÷åðåäü ñêëàäûâàþòñÿ èç óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ êîìïîíåíò), îïðåäåëÿåìûìè èç ðåøåíèÿ
óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ âû÷åòîì èç âíåøíåé íàãðóçêè òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èäåò íà
ïîëíîå ñõëîïûâàíèå ïîð, ò. å. âåëè÷èíû (λ1 + µ1)ε0. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòèõ
êîìïîíåíò çàïèøóòñÿ â âèäå

σr|r→∞ = −(gh− (λ1 + µ1)ε0), σr|r=R0
= −q0. (20)

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñæàòîãî ñêåëåòà îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:
- â óïðóãîé îáëàñòè (γ < r <∞)

u =
D

r
− ε0

2
r, εr = −D

r2
− ε0

2
, εθ =

D

r2
− ε0

2
,

σr = −2 (µ1 + µ2)
D

r2
− µ2 (λ1 + µ1) ε0

µ1

R2
0

r2
−gh, σθ = 2(µ1 +µ2)

D

r2
+
µ2(λ1 + µ1)ε0

µ1

R2
0

r2
−gh; (21)

- â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè (R0 < r < γ)

εp
r =

χ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
µ2

1ε
2
0

(
γ2

r2
− 1
)(

e−
c+2µ

η t − 1
)
,

σr = −q0 + 4µ ·
r∫

R0

εp
r

ρ
dρ+

(
2µD +

µ2 (λ1 + µ1) ε0R2
0

µ1

)(
1
R2

0

− 1
r2

)
,

σθ = −q0 + 4µ

εp
r +

r∫
R0

εp
r

ρ
dρ

+
(

2µD +
µ2(λ1 + µ1)ε0R2

0

µ1

)(
1
R2

0

+
1
r2

)
, (22)

ãäå

D(t) = − (λ1+µ1)µ2ε0
2µµ1

R2
0 + ηχ

2µ(c+2µ)

√
k2 − 1

3µ
2
1ε

2
0

(
2γγ̇

(
1− e−

c+2µ
η t
)

+ c+2µ
η γ2

)
,

χ = sign(q0 − gh).
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Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå γ ðàçäåëà çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ èìåþò âèä

[σr]|r=γ = 0. (23)

Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçíîñòü çíà÷åíèé âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà ãðàíèöå γ.
Ðàäèóñ ðàçäåëà çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì (21)�(23) îïðåäå-

ëèì â âèäå

gh− q0 − 4µχ
c+2µ

√
k2 − 1

3µ
2
1ε

2
0

(
e−

c+2µ
η t − 1

)(
1
2

(
1− γ2

R2
0

)
+ ln γ

R0

)
+

+ ηχ
R2

0(c+2µ)

√
k2 − 1

3µ
2
1ε

2
0

(
2γγ̇

(
1− e−

c+2µ
η t
)

+ c+2µ
η γ2

)
= 0.

. (24)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçî-
âàëèñü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (11), ñîîòíîøåíèÿ àññîöèèðîâàííîãî çà-
êîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (10), ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîëíûå óïðóãèå è ïëàñòè÷åñêèå
äåôîðìàöèè (2), ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â âèäå (2), (4), (5), ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (15), (20), à òàêæå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ
(23).
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (21), (22) ãîðíîãî ìàññèâà ñî ñæàòûì ñêå-

ëåòîì âáëèçè êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè ïðè ïðèíÿòèè îáîáùåííîé êîíöåïöèè ïðî-
äîëæàþùåãîñÿ íàãðóæåíèÿ [9] ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â âàðèàöèÿõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [5].
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ îáëàñòåé ïëàñòè÷åñêîãî V p è óïðóãîãî V e äåôîðìèðîâàíèÿ

ìàññèâà ñî ñæàòûì ñêåëåòîì èìåþò âèä

∇i

(
σi

j +
0

σi
α∇αuj

)
− ρs2uj = 0, s = iω. (25)

Çäåñü è äàëåå ∇ � ñèìâîë êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êðóæîê ââåðõó ñîîòâåòñòâó-
åò êîìïîíåíòàì îñíîâíîãî íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿìè (21)�
(22).
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âûðàáîòêè è óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ âîçìóùå-

íèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè Så∞ ìàññèâà çàïèøåì â âèäå

Ni

(
σi

j +
0

σi
α∇αuj

)
= 0, uj |r→∞ → 0. (26)

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå γ èìåþò âèä[
Ni

(
σi

j +
0

σi
α∇αuj

)]
= 0, [uj ] = 0. (27)

Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäíûìè çíà÷åíèÿìè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé äëÿ ñæàòîãî ñêåëåòà,
îáëàäàþùåãî óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ñâîéñòâîì äàëüíåéøåé íåñæèìàåìî-
ñòè â ïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîé îáëàñòÿõ, ïðåäñòàâèìà â ôîðìå

σβ
j = pδβ

j + 2µεβ
j − abfβ

j , (28)

ãäå a = 4µ2

k2(2µ+c+ηs) , f
β
j =

0

sβ
j −c

0p

εβ
j , b = fk

l ε
k
l

Â óïðóãîé îáëàñòè íàäî ïîëîæèòü a = 0.
Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè äëÿ ìàòåðèàëà ãîðíîãî ìàññèâà ñî ñæàòûì ñêåëåòîì ïðåäñòàâèìî

â ôîðìå

∇αuα = 0. (29)
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Óðàâíåíèÿ (25)�(28) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè (29) â îáëàñòÿõ V p è V e ìàññè-
âà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âçàèìîñâÿçàííóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ
óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âåðòèêàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè, êîãäà èìååòñÿ
ãðàíèöà îáëàñòåé óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ïðè íàãðóæåíèè â ìàññèâå
ãîðíûõ ïîðîä ñî ñæàòûìè ïîðàìè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (25), (28), (29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî àìïëèòóäíûõ
çíà÷åíèé âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé u, v, w è ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ð äëÿ ïëàñòè÷åñêîé è
óïðóãîé çîí ìàññèâà. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèÿ è ãèäðîñòàòè÷å-
ñêèå äàâëåíèÿ â êàæäîé èç çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ãîðíîãî ìàññèâà
àïïðîêñèìèðóåì äâîéíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè

u =
∞∑
n

∞∑
m

Anm(r) cos(mθ) cos(nz), v =
∞∑
n

∞∑
m

Bnm(r) sin(mθ) cos(nz),

w =
∞∑
n

∞∑
m

Cnm(r) cos(mθ) sin(nz), p =
∞∑
n

∞∑
m

Dnm(r) cos(mθ) cos(nz), (30)

ãäå n,m � ïàðàìåòðû âîëíîîáðàçîâàíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ u, v, w, p â ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè (25) è ó÷èòûâàÿ (28),

ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé A (r), B (r),C (r),D (r)

A
(
a2,r + 1

r

(
r2ρω2 − 0

σθ −a4

)
−
(
a5 + 1

r

0
σθ

)
m2 −

(
µr + r

0
σz

)
n2
)

+

+A′
(
a1 + a2 − a3 + ra1,r + r

0
σr,r +

0
σr

)
+A′′

(
ra1 + r

0
σr

)
+

+B
(
−1
r
a4 − a5 + a2,r −

2
r

0
σθ

)
m+B′ (a2 + ra5)m+ C ′rµn+D′r = 0,

−A
(

1
ra4 + 2a5 + ra5,r + 2

r

0
σθ

)
m−A′ (a3 + ra5)m−

−B
(
2a5 + ra5,r − 1

r

(
r2ρω2 − 0

σθ

)
+ 1

r

(
a4 +

0
σθ

)
m2 + r

(
µ+

0
σz

)
n2
)

+

+B′
(
2ra5 + r2a5,r + r

0
σr,r +

0
σr

)
+B′′

(
r2a5 + r

0
σr

)
+ Cµmn+mD = 0,

−Aµn−A′rµn−Bµnm+ C
(
rρω2 − 1

r

(
µ+

0
σθ

)
m2 − r

(
2µ+

0
σz

)
n2
)

+

+C ′
(
µ+ r

0
σr,r +

0
σr

)
+ C ′′r

(
µ+ σ0

r

)
−Drn = 0,

(31)

ãäå ai (i=1,2,. . . ,5) ñîãëàñíî (28) è (21), (22) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

a1 = −af2
r + 2µ, a2 = −afrfθ, a3 = −afrfθ, a4 = −(af2

θ − 2µ), a5 =
µ

r
.

Â ãîðíîì ìàññèâå â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè V p äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì (22), à â óïðóãîé îáëàñòè V e � ïî ôîðìóëàì (21). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çäåñü â
(30) è äàëåå èíäåêñû n,m ó âåëè÷èí À, Â, Ñ, D îïóùåíû. Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñòîé÷èâîñòü
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàòü ïî ïðåäåëüíîé [5] ñèñòåìå óðàâíåíèé, òî â ñîîòíîøåíèÿõ
(21), (22), îïðåäåëÿþùèõ äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ñëåäóåò t→∞.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (26) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âûðàáîòêè ïðè r = R0 ñ ó÷åòîì (28)

è (30) ïðèíèìàþò âèä

Apa2 +A′pR0

(
ap
1 +

0

σp
r

)
+Bpmap

2 +DpR0 = 0,

Apm+Bp −B′p

R0 +

0
σp

r

ap
9

 = 0, Apnµ− C ′p(µ+
0

σp
r ) = 0. (32)
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Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (29) ïðè ó÷åòå (28), (30) çàïèøåòñÿ â ôîðìå

A+A′r +Bm+ Cnr = 0. (33)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü âûïèñàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé A (r), B (r), C (r), D (r)
è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (27) íà ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé çîíû óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ.
Èç óñëîâèÿ ëîêàëüíîñòè âîçìóùåíèé uj → 0 ïðè r →∞ (j=1, 2, 3) ñ ó÷åòîì (30) ïîëó÷èì

(A′)e = 0, (B′)e = 0 (C ′)e = 0. (34)

Íàéòè òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (31)�(34) ñ ó÷åòîì (27) íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ëèíåé-
íûõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ Anm, Bnm, Cnm, Dnm. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè q0, ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ìàññèâà ãîðíûõ
ïîðîä ñî ñõëîïíóòûìè ïîðàìè îêîëî êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè, ñâîäèòñÿ ê ðàç-
ðåøèìîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ íàðÿäó ñ íàõîæäåíèåì îñ-
íîâíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ êàæäîé îáëàñòè V ð, V å ìàññèâà (22),
(21) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óðàâíåíèå (23), îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé
ãðàíèöû γ â ãîðíîì ìàññèâå. Ìèíèìèçàöèÿ äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ ïî øàãó ðàçíîñòíîé ñåò-
êè, ïàðàìåòðàì âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïî êîíòóðó m è îáðàçóþùåé n, ïàðàìåòðàì ìàòåðèàëà è
êîíñòðóêöèè λj . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè âåëè÷èíû q0 â
çàâèñèìîñòè îò m, n ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷åííîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû: det (q0,m, n, λj)=0.
Íà ðèñ. 2 è 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà êîíòóðå âûðàáîòêè îò

âåëè÷èíû ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ gh. Ïðè ýòîì R0 = 0.4, µ1 = 1, µ2 = 0.6, c = 0.3,
λ1 = 0.1, η = 0.01, èì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîëíîîáðàçîâàíèÿ n = m = 2. Íà
ðèñ. 2 êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò ε0 ·10−3 = 0.2, 0.5, 0.7. Ïðè ýòîì λ1 = 0.1. Íà ðèñ. 3 êðèâûå
1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò λ1 =0.1, 0.2, 0.3. Ïðè ýòîì ε0 · 10−3 = 0.1.
Àíàëèç ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàë, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû çàëîæåíèÿ âûðà-

áîòêè âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà êîíòóðå âûðàáîòêè óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 2 è 3); ñ
ðîñòîì êîýôôèöèåíòà Ëàìå λ1 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 3). Êðèòè÷åñêàÿ
íàãðóçêà íà êîíòóðå âûðàáîòêè ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî óäåëüíîãî îáúåìà ïîð
óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 2).
Åñëè â ñîîòíîøåíèÿõ (21), (22) ïîëîæèòü ε0 = 0, òî ïðèäåì ê ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [5] äëÿ

ñëó÷àÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé âûðàáîòêè.
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THE STEADINESS OF CYLINDRICAL MINES IN POROUS MASSIFS WITH
COMPLEX RHEOLOGY OF COMPRESSED STRUCTURE

Military Aviation Engineering University

Voronezh State University

Abstract. The mathematical model of undercritical stressedly-deformed condition of massif
near cylindrical mine with taking into consideration porous material structure and viscoelastic
characteristics of compressed structure is built. The steadiness of massif ground state with
compressed pores near round cylindrical mines is researched within the framework of exact three-
dimensional equations of steadiness. The estimation of in�uence of massif parameters on the amount
of critical pressure is given in the work.

Keywords: porous materials with complex rheology of compressed structure, cylindrical mines,
stressedly-deformed condition, exact three-dimensional linearized equations of steadiness, ground
state steadiness.
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Ä.Â. Çóá÷àíèíîâ,Í.Ë.Îõëîïêîâ

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÌ ÏËÎÑÊÈÌ

ÒÐÀÅÊÒÎÐÈßÌ ÌÍÎÃÎÇÂÅÍÍÛÌÈ ËÎÌÀÍÛÌÈ

Òâåðñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïî ïëîñêèì êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì è èõ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîçâåííûìè
ëîìàíûìè. Èñïîëüçîâàíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ
â [1].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàñòè÷íîñòü, ìîäåëèðîâàíèå, ïðîöåññ, òðàåêòîðèÿ.

ÓÄÊ: 539.3

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè ïðîöåññîâ.
Â [1] íà îñíîâå íåëîêàëüíîé ôîðìû òåîðèè ïðîöåññîâ

dσ̄ = N1dÝ̄+ ds(N∗
σ σ̄ +N∗

ÝÝ̄) (1)

ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé ñðåä-
íåé êðèâèçíû è ìàëîãî êðó÷åíèÿ. Â (1) σ̄ è Ý̄ � âåêòîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé

σ̄ = Sk îk, Ý̄ = Ýk îk (k = 1, 2, . . . , 5) (2)

â ëèíåéíîì ïÿòèìåðíîì êîîðäèíàòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E5 ñ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì {̂ik} À. À. Èëüþøèíà S1 =

√
3
2 (σ11 − σ0), S2 = σ22−σ33√

2
, S3 =

√
2σ12, S4 =

√
2σ23, S5 =

√
2σ13,

Ý1 =
√

3
2 (ε11 − ε0), Ý2 = ε22−ε33√

2
, Ý3 =

√
2ε12, Ý4 =

√
2ε23, Ý5 =

√
2ε12

(3)

� êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; σij , εij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé,

σ0 =
1
3
δijσij , ε0 =

1
3
δijεij (4)

� ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, s � äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ñðåäíåé êðèâèçíû

è ìàëîãî êðó÷åíèÿ. Òàêæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèàãðàììà ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâà-
íèÿ Îäêâèñòà-Èëüþøèíà

σ = Φ(s) (5)

Ïîñòóïèëà 10.03.2009
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ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äèàãðàììû ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ Ðîøà è Ýéõèíãåðà

σ = Φ(Ý). (6)

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äèàãðàìì (5), (6) èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ

σ = Φ(s) = C(s) + 2G∗∆s+ σ∗(1− e−β∆s), (7)

σ = Φ(Ý) = σT + 2G∗∆Ý+ σ∗(1− e−β∆s), (8)

ãäå σT =
√

2/3σT , σT � ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè, ïàðàìåòðû G∗, σ∗, β
ïîäëåæàò ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îïðåäåëåíèþ,

∆s = s− sT , ∆Ý = Ý− ÝT , (9)

ãäå sT è ÝT ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëó òåêó÷åñòè σT , C(s) - ôóíêöèÿ ¾èçîòðîïíîãî¿ óïðî÷íåíèÿ
ëèáî ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà.
Ôóíêöèè ïðîöåññà N1, N

∗
σ , N

∗
Ý â (1) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ïðîñòîãî íàãðó-

æåíèÿ [1]

N1 = 2G∗ + βσ∗, N∗
σ = −β

(
1− σT

σ

)
, N∗

Ý = 2G∗β
(

1− sT

s

)
. (10)

Äëÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïàðàìåòðû σT , G∗, σ∗, β èçìåíÿþòñÿ. Â êà÷å-
ñòâå σT ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå âòîðè÷íîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè σT

M ïîñëå îêîí÷àíèÿ ÷àñòè÷íîé
óïðóãîé ðàçãðóçêè ìàòåðèàëà.
Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (1) â ñêàëÿðíîé ôîðìå èìååò âèä

dSk = N1dÝk + ds(N∗
σSk +N∗

ÝÝk) (k = 1, 2, 3) (11)

èëè

dSk

dt
= N1

dÝk

dt
+ ṡ(N∗

σSk +N∗
ÝÝk), (12)

ãäå t � îáîáùåííîå âðåìÿ, ò. å. íåêîòîðûé ìîíîòîííî èçìåíÿþùèéñÿ â ïðîöåññå äåôîðìèðî-
âàíèÿ ïàðàìåòð.
Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ Sk ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Ýk = Ý∗k, Sk = S∗k ïðè t = t0 (13)

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (13) ìîæåò áûòü
ðåøåíà îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè.
2. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïî ïëîñêèì òðàåêòîðèÿì ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïî êîòîðîé ïðîâîäèëîñü ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññà íà àâòîìàòèçèðîâàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-
ÝÂÌ â ëàáîðàòîðèè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êàôåäðû ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Èñïûòû-
âàëèñü òðóá÷àòûå îáðàçöû èç ñòàëè 45, äëÿ êîòîðîé σT = 269 ÌÏà, E = 2, 05 · 105 ÌÏà,
µ = 0, 3. Îáðàçåö çàêðó÷èâàëñÿ äî çíà÷åíèé Ý3 = 0, 0123, S3 = 385 ÌÏà çà ïðåäåëîì óïðóãî-
ñòè. Ïîñëå èçëîìà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ íà 90o îñóùåñòâëÿëîñü äåôîðìèðîâàíèå ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = Ý = 0, 0125. Áûëî ðåàëèçîâàíî 4 âèòêà îêðóæíîñòè, ïîñëå ÷åãî
äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèëî ïî ïðÿìîé ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñè Ý1.
Ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàñ÷åòå ñîãëàñíî îïèñàííîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [1] îêðóæ-

íîñòü àïïðîêñèìèðîâàëàñü âïèñàííûì â íåå ìíîãîãðàííèêîì. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí âïèñàííûé
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

â íåå øåñòíàäöàòèãðàííèê. Íà ðèñ. 2 è 3 ïðåäñòàâëåíû ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â äàí-
íîì îïûòå. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó, 2 � ýêñïåðèìåíòó, 3 � àïïðîêñèìàöèè óíèâåð-
ñàëüíîé äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí îòêëèê â ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 6. Ðèñ. 7.

íàïðÿæåíèé íà ðåàëèçîâàííûå ýêñïåðèìåíòàëüíóþ è òåîðåòè÷åñêóþ ïðîãðàììû. Íà ðèñ. 5
è 6 èçîáðàæåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ è êðó÷åíèÿ. Íà ðèñ. 7
ïðåäñòàâëåíû âåêòîðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü óãëà ñáëèæåíèÿ ϑ1

îò äëèíû äóãè s.
Ïðè ðàñ÷åòå ìàòåðèàë ñ÷èòàëñÿ öèêëè÷åñêè ñòàáèëüíûì. Â öåëîì ðàñ÷åò è ýêñïåðèìåíò

äàëè áëèçêèå äðóã ê äðóãó ðåçóëüòàòû äëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ,
êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ â [1] ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà
â ðàìêàõ òåîðèè ïðîöåññîâ âïîëíå ïðèåìëåìà äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ.
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D.V. Zubchaninov, N. L. Okhlopkov

MODELLING OF PLASTIC DEFORMATION PROCESSES ALONG
CURVILINEAR FLAT TRAJECTORIES WITH MULTIJOINT LINE STRINGS

Tver State Technical University

Abstract. Mathematical modelling of plastic deformation processes along �at curvilinear
trajectories and their approximation with multijoint line strings is considered. New mathematical
model of process theory is used which is presented in [1].

Keywords: Plasticity, modelling, process, trajectory.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(6). Ñ. 46�56

Ñ.Â. Èâàíîâà

ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÒÎËÑÒÎÉ ÏËÈÒÛ ÈÇ
ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÑÆÈÌÀÅÌÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ, ÎÑËÀÁËÅÍÍÎÉ
ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÐÀÑÒßÃÈÂÀÞÙÈÕ ÓÑÈËÈÉ

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È.ß. ßêîâëåâà

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííîå óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîëñòîé
ïëèòû ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì èç àíèçîòðîïíîãî ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ïðè äâóîñíîì
ðàñòÿæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíåíî ìå-
òîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà [2], â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëåíû êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ è
ïåðåìåùåíèÿ â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ, îïðåäåëåíà ãðàíèöà ïëàñòè÷åñêîé çîíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ, óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, àíèçîòðîïèÿ, ðàñ-
òÿæåíèå, ïëèòà, îòâåðñòèå.

ÓÄÊ: 539.374

Ðàññìîòðèì àíèçîòðîïíóþ èäåàëüíîïëàñòè÷åñêóþ ïëèòó, îñëàáëåííóþ ýëëèïòè÷åñêèì îò-
âåðñòèåì ñ ïîëóîñÿìè a(1−ñ), a(1+ñ). Â ïëîñêîñòè xy ïëèòà ðàñòÿãèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè óñèëèÿìè p1 è p2.
Ïîëîæèì

ñ = δd1,
p1 − p2

2k
= δd2, k, p1, p2 − const, (1)

ãäå k � ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ñäâèãå, δ, d1, d2 � áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå, ïðèíèìàþùèå
çíà÷åíèå â ïðåäåëàõ: 0 ≤ δ ≤ 1, 0 ≤ di ≤ 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè d1 = 0, d2 = 1 èìååò ìåñòî äâóîñíîå ðàñòÿæåíèå ïëèòû ñ êðóãîâûì

îòâåðñòèåì, ïðè d1 = 1, d2 = 0 èìååò ìåñòî ïëèòà ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì, ðàâíîìåðíî
ðàñòÿãèâàåìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (ïðè δ = 0) èìååò ìåñòî îñåñèì-
ìåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì.
Óðàâíåíèå êîíòóðà ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ çàïèøåì â âèäå

x2

a2(1 + c)2
+

y2

a2(1− c)2
= 1, (2)

ïðè c = 0 ñîãëàñíî (2) èìååò ìåñòî êðóãîâîå îòâåðñòèå ðàäèóñà a.
Â äàëüíåéøåì îòíåñåì âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëèíû ê âåëè÷èíå r0s - ðàäèóñó

óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çîíû â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.
Â äàëüíåéøåì ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ, θ

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, ρ =
√
x2 + y2, tgθ =

y

x
. (3)

Ñîãëàñíî (3), óðàâíåíèå (2) çàïèøåì â âèäå

Ïîñòóïèëà 10.02.2010
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ρ =
α(1− δ2d2

1)√
1− 2δd1 cos 2θ + δ2d2

1

= α

[
−1 + δd1 cos 2θ − 3

4
δ2d2

1(1− cos 4θ)+ (4)

+
5
8
δ3d3

1(cos 2θ + cos 6θ)
]

+ ... ,

ãäå α = a
r0

s
, ρ = r

r0
s
.

Ïðèïèøåì êîìïîíåíòàì íàïðÿæåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå èíäåêñ ¾p¾¿ íàâåðõó, à óïðóãîé
� èíäåêñ ¾å¿ íàâåðõó.
Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ïðèìåì â âèäå

A(σ(p)
x − σ(p)

y )2 + 4Bτ (p)2
xy = (2k + µσ)2, σ = 1/2(σx + σy), A,B, µ− const, (5)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, µ � êîýôôèöèåíò
ñæèìàåìîñòè.
Â äàëüíåéøåì îòíåñåì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ σij ê âåëè÷èíå ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ñäâèã

k, ïðè ýòîì äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ.
Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (5) îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà àíèçîòðîïíîãî èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî ìà-

òåðèàëà. Êîýôôèöèåíòû A,B õàðàêòåðèçóþò àíèçîòðîïèþ ìàòåðèàëà. Ïðè A = B = C = 1,
ñîãëàñíî (5), èìååò ìåñòî èçîòðîïíûé ìàòåðèàë.
Ñîãëàñíî (5), àíèçîòðîïèÿ ìàòåðèàëà îðèåíòèðîâàíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y.
Ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè â äåêàðòîâîé ñèñòåì êîîðäèíàò x, y è íàïðÿæåíèÿìè â ïîëÿð-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ, θ èìååò âèä

σx =
σρ + σθ

2
+
σρ − σθ

2
cos 2θ + τρθ sin 2θ,

σy =
σρ + σθ

2
− σρ − σθ

2
cos 2θ − τρθ sin 2θ, (6)

τxy = −σρ − σθ

2
sin 2θ + τρθ cos 2θ.

Èç (5), (6) ïîëó÷èì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

(σ(p)
ρ − σ

(p)
θ )2[

A+B

2
+
A−B

2
cos 4θ] + 4τ (p)2

ρθ [
A+B

2
+
A−B

2
cos 4θ]+ (7)

+(σ(p)
ρ − σ

(p)
θ )τ (p)

ρθ [A−B] sin 4θ = (2 + µσ)2,

ãäå σ = 1
2 (σρ + σθ).

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(0)
ij + ...,

A = 1 + aδ,B = 1 + bδ, µ = µ̄δ; a, b, µ̄− const, (8)

δ =
p1 − p2

2
, p1, p2 − const,

ãäå èíäåêñ ¾0¿ íàâåðõó ïðèïèñàí êîìïîíåíòàì â íóëåâîì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïðè δ = 0. Â
äàëüíåéøåì ÷åðòó íàä µ îïóñòèì.
Â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååò ìåñòî îñåñèììåòðè÷åñêîå ñîñòîÿíèå

τ
(0)
ρθ = 0. (9)

Èç (7), (8) ñëåäóåò
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((
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)
+ δ

(
σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ

))2
(

1 + δ
a+ b

2
+ δ

a− b

2
cos 4θ

)
+

+
((
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)
+ δ

(
σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ

))(
τ

(0)p
ρθ + δτ

(I)p
ρθ

)
(2δ (a− b) sin 4θ) + (10)

+4
(
τ

(0)
ρθ + δτ

(I)
ρθ

)2
(

1 + δ
a+ b

2
+ δ

a− b

2
cos 4θ

)
= (2 + µδσ)2 .

Â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñíî (9), (10) èìååò ìåñòî

σ(0)p
ρ − σ

(0)p
θ = ±2. (11)

Ñîãëàñíî [2] â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì σ
(0)p
ρ = 0 ïðè ρ = α ïîëó÷èì

σ(0)p
ρ = 2 ln(ρ/α), σ(0)p

θ = 2(1 + ln ρ/α), τ (0)p
ρθ = 0. (12)

Èç (10) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååò ìåñòî

2(σ(0)p
ρ − σ

(0)p
θ )(σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ ) + (σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ )2

(
a+ b

2
+
a− b

2
cos 4θ

)
= (13)

= 2µ(σ(0)p
ρ + σ

(0)p
θ ).

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

∂σ
(I)
ρ

∂ρ
+

1
ρ

∂τ
(I)
ρθ

∂θ
+
σ

(I)
ρ − σ

(I)
θ

ρ
= 0, (14)

∂τ
(I)
ρθ

∂ρ
+

1
ρ

∂σ
(I)
θ

∂θ
+

2τ (I)
ρθ

ρ
= 0.

Óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðèì, ïîëàãàÿ
σ

(I)
ρ = 1

ρ
∂Φ(I)

∂ρ + 1
ρ2

∂2Φ(I)

∂2θ2 ,

σ
(I)
θ = ∂2Φ(I)

∂ρ2 ,

τ
(I)
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1
ρ

∂Φ(I)

∂θ

)
.

(15)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîãëàñíî (12), (13) èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

(σ(I)
ρ − σ

(I)
θ ) = µ(2 ln ρ+ 1)−

(
a+ b

2
+
a− b

2
cos 4θ

)
. (16)

Èç (15), (16) íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ Φ(I)p:

ρ2 · ∂
2Φ(I)p

∂ρ2
− ρ

∂Φ(I)p

∂ρ
− ∂2Φ(I)p

∂θ2
= ρ2 ·

[
µ(2 ln ρ+ 1)−

(
a+ b

2
+
a− b

2
cos 4θ

)]
. (17)

Ôóíêöèþ íàïðÿæåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå Φ(I)p = Φ(I)p
îäíîð + Φ(I)p

íåîäíîð

Φ(I)p
îäíîð = Ñ00 + Ñ01ρ

2 +
(
Ñ21ρ cos(

√
3 ln ρ) + Ñ22ρ sin(

√
3 ln ρ)

)
cos 2θ+

+
(
Ñ41ρ cos

(√
15 ln ρ

)
+ Ñ42ρ sin

(√
15 ln ρ

))
cos 4θ, (18)

Φ(I)p
íåîäíîð =

1
2
µρ2

(
ln2 ρ− ln ρ+ 1/2

)
+

µ

2ρ
ln ρ− a+ b

4
ln ρ− a− b

32
ρ2 cos 4θ.
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Îáùåå ðåøåíèå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñíî [2], (18) çàïèøåì â âèäå

σ(I)p
ρ = Ñ00 +

1
ρ

((√
3Ñ22 − 3Ñ21

)
cos(

√
3 ln ρ)−

(
3Ñ22 +

√
3Ñ21

)
sin(

√
3 ln ρ)

)
cos 2θ+

+
1
ρ

((√
15Ñ42 − 15Ñ41

)
cos(

√
15 ln ρ)−

(
15Ñ42 +

√
15Ñ41

)
sin(

√
15 ln ρ)− a− b

16

)
cos 4θ+

+µ(ln2 ρ

α
+ ln

ρ

α
− 1

2
) +

µ

2ρ
(ln ρ+ 1)− (a+ b)

4ρ2
,

σ
(I)p
θ = σ(I)p

ρ − µ(2 ln ρ+ 1)−
(
a+ b

2
+
a− b

2
cos 4θ

)
, (19)

τ
(I)p
ρθ =

2
√

3
ρ

(
Ñ22 cos(

√
3 ln ρ)− Ñ21 sin(

√
3 ln ρ)

)
sin 2θ+

+
4
√

15
ρ

(
Ñ42 cos(

√
15 ln ρ)− Ñ41 sin(

√
15 ln ρ) +

(a− b)
8

)
sin 4θ.

Êîýôèöèåíòû C00, C21, C22, C41, C42 îïðåäåëèì èç (19) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ρ = α. Â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ρ = α ñîãëàñíî [2] èìåþò âèä

σ
(I) p
ρ = −d1 cos 2θ,
τ

(I) p
ρθ = −2d1 sin 2θ.

(20)

Èç (19) è (20) ïîëó÷èì

C00 =
µ

2

(
1− 1

α
(lnα+ 1)

)
+
a+ b

4α2
,

C21 = d1α
sin(

√
3 lnα)√
3

,

C22 = −d1α
cos

√
3 lnα√
3

, (21)

C41 = −a− b

120

(
1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα) + 15 sin(
√

15 lnα)
)
,

C42 = −a− b

120

(
15 cos(

√
15 lnα)−

√
15 sin(

√
15 lnα) +

1
2

sin(
√

15 lnα)
)
.

Ñîãëàñíî (19), (21) êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè âáëèçè
ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìåþò âèä

σ(I)p
ρ = µ

(
ln2 ρ

α
+ ln

ρ

α

)
+
µ

2
(α ln ρ− ρ lnα) + (α− ρ)

αρ
+

(a+ b)
(
ρ2 − α2

)
α2ρ2

+

+
d1α√

3ρ

((√
3 cos

√
3 ln ρ− 3 sin

√
3 ln ρ

)
cos

√
3 lnα−

−
(
3 cos

√
3 ln ρ+

√
3 sin

√
3 ln ρ

)
sin
√

3 lnα
)

cos 2θ+

−a− b

120ρ

((√
15 cos

√
15 ln ρ− 15 sin

√
15 ln ρ

)(
15 cos(

√
15 lnα)−

√
15 sin(

√
15 lnα)+
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+
1
2

sin(
√

15 lnα)
)
−
(
15 cos

√
15 ln ρ+

√
15 sin

√
15 ln ρ

)(1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα) +

15 sin(
√

15 lnα)
)

+ 15(a− b)
)

cos 4θ,

σ
(I)p
θ = µ

(
ln2 ρ

α
+ ln

ρ

α
− 2 ln ρ− 1

)
+
µ

2
(α ln ρ− ρ lnα) + (α− ρ)

αρ
+

(a+ b)
(
2
(
ρ2 − α2

)
+ α2ρ2

)
2α2ρ2

+

+
d1α√

3ρ

((√
3 cos

√
3 ln ρ− 3 sin

√
3 ln ρ

)
cos

√
3 lnα−

−
(
3 cos

√
3 ln ρ+

√
3 sin

√
3 ln ρ

)
sin
√

3 lnα
)

cos 2θ+ (22)

−a− b

120ρ

((√
15 cos

√
15 ln ρ− 15 sin

√
15 ln ρ

)(
15 cos(

√
15 lnα)−

√
15 sin(

√
15 lnα)+

+
1
2

sin(
√

15 lnα)
)
−
(
15 cos

√
15 ln ρ+

√
15 sin

√
15 ln ρ

)(1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα)+

+15 sin(
√

15 lnα)
)
− 45(a− b)

)
cos 4θ,

τ
(I)p
ρθ = −2d1α

ρ

(
cos

√
3 lnα cos

√
3 ln ρ+ sin(

√
3 lnα) sin(

√
3 ln ρ)

)
sin 2θ+

−
√

15
ρ

(a− b)
30

(
cos(

√
15 ln ρ)

(
15 cos(

√
15 lnα)−

√
15 sin(

√
15 lnα) +

1
2

sin(
√

15 lnα)
)

+

+
(

1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα) + 15 sin(
√

15 lnα)
)

sin(
√

15 ln ρ) + 15 (a− b)
)

sin 4θ.

Óðàâíåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû ïðåäñòàâèì â âèäå

ρs = 1 + δρ(I)
s + δ2ρ(II)

s + ... (23)

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå èìåþò âèä

σp
ρ

∣∣
ρs

= σe
ρ

∣∣
ρs

; σp
θ |ρs

= σe
θ |ρs

; τp
ρθ

∣∣∣
ρs

= τe
ρθ

∣∣
ρs
. (24)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â óïðóãîé çîíå çàïèøåì â âèäå

σe
ρ

∣∣
ρ=∞ = q − δ cos 2θ, σe

θ |ρ=∞ = q + δ cos 2θ, τe
ρθ

∣∣
ρ=∞ = δ sin 2θ, (25)

ãäå

δ =
p1 − p2

2k
, q =

p1 + p2

2k
.

Â óïðóãîé çîíå (1 < ρ < ∞) ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî [1]. Óäî-
âëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ σρ = q ïðè ρ = ∞ è óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ (24), èç ôîðìóë
ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è (10) ïîëó÷èì

σ(0)e
ρ = q − 1

ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

1
ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0. (26)

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íóëåâûõ êîìïîíåíòîâ ñîãëàñíî (24) èìåþò âèä
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σ(0)p
ρ

∣∣∣
ρ=1

= σ(0)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

; σ(0)p
θ

∣∣∣
ρ=1

= σ
(0)e
θ

∣∣∣
ρ=1

. (27)

Èç (12), (26), (27) ñëåäóåò

2 ln 1
α = q − 1,

2
(
1 + ln 1

α

)
= q + 1. (28)

Èç äâóõ ñîîòíîøåíèé (28) ñ ó÷åòîì α = a
r0

s
ïîëó÷èì

r(0)s = a exp
1
2

( q
k
− 1
)
. (29)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (24) ñîãëàñíî (23) ïðèìóò âèä

σ(I)p
ρ

∣∣∣
ρ=1

= σ(I)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

, σ
(I)p
θ +

∂σ
(0)p
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= σ
(I)e
θ +

∂σ
(0)e
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

, τ (I)p
ρθ

= τ (I)e
ρθ

. (30)

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïëàñòè÷åñêîé çîíû ρ = α â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ñîãëàñíî (19)�(22) ïðåäñòàâèì â âèäå

σ(I)p
ρ = A0 +A2 cos 2θ +A4 cos 4θ,

σ
(I)p
θ = A∗

0
+A∗2 cos 2θ +A∗4 cos 4θ, (31)

τ
(I)p
ρθ = B2 sin 2θ +B4 sin 4θ,

ãäå

A0 = µ

(
ln2 1

α
+ ln

1
α

)
+
µ

2
(α− 1)− ln a

α
+

(a+ b)
(
1− α2

)
α2

,

A2 =
d1α√

3

(√
3 cos

√
3 lnα− 3 sin

√
3 lnα

)
,

A4 = −a− b

120

(√
15
(

15 cos(
√

15 lnα)−
√

15 sin(
√

15 lnα) +
1
2

sin(
√

15 lnα)
)
−

−15
(

1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα) + 15 sin(
√

15 lnα)
)

+ 15(a− b)
)
,

A∗0 = µ

(
ln2 1

α
+ ln

1
α
− 1
)

+
µ

2
(α− 1)− lnα

α
+

(a+ b)
(
2
(
1− α2

)
+ α2

)
2α2

,

A∗2 =
d1α√

3

(√
3 cos

√
3 lnα− 3 sin

√
3 lnα

)
,

A∗4 = −a− b

120

(√
15
(

15 cos(
√

15 lnα)−
√

15 sin(
√

15 lnα) +
1
2

sin(
√

15 lnα)
)
−

−15
(

1
2

cos(
√

15 lnα)−
√

15 cos(
√

15 lnα) + 15 sin(
√

15 lnα)
)
− 45(a− b)

)
,

B2 = −2d1α

ρ

(
cos

√
3 lnα

)
,

B4 = −
√

15(a− b)
30

((
15 cos(

√
15 lnα)−

√
15 sin(

√
15 lnα) +

1
2

sin(
√

15 lnα)
)

+ 15 (a− b)
)
.
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Èç (25), (30), (31) ñîãëàñíî [1] ïîëó÷èì

σ(I)e
ρ = −A0

ρ2
+
[(
−1 +

4
ρ2
− 3
ρ4

)
+
(
− 1
ρ4

+
2
ρ2

)
A2

]
cos 2θ +

(
− 2
ρ6

+
3
ρ4

)
A4 cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −A0 + 4

ρ2
+
[(
−1− 3

ρ4

)
+
A2

ρ4

]
cos 2θ +

(
2
ρ6
− 1
ρ4

)
A∗4 cos 4θ, (32)

τ
(I)e
ρθ =

(
−1− 3

ρ2
+

5
ρ4

)
B2 sin 2θ +

(
3
ρ6
− 2
ρ4

)
B4 sin 4θ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

ρ(I)
s =

σ
(I)p
θ − σ

(I)e
θ

dσ
(0)e
θ

dρ − dσ
(0)p
θ

dρ

, ρ = 1. (33)

Èç (12), (26) áóäåì èìåòü

dσ
(0)p
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= 2,
dσ

(0)e
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= −2, (34)

îòêóäà ñîãëàñíî (31) � (34) íàéäåì

ρ(I)
s =

1
4

(
σ

(I)p
θ − σ

(I)e
θ

)
=

1
4

[−A∗0 +A0 + 4 + (A∗2 − 4A2) cos 2θ + (A4 −A∗4) cos 4θ] .

Îïðåäåëèì ïåðåìåùåíèå â ïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîé îáëàñòÿõ. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå P â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âîçðàñòàþò óïðóãèå äåôîðìàöèè; çàòåì,
êîãäà ãðàíèöà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà äîñòèãàåò òî÷êè P , ïðîöåññ èçìå-
íåíèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïðåêðàùàåòñÿ, òàê êàê èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé â ïëàñòè÷åñêîé
çîíå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò. Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè íàãðóçîê âîç-
íèêàþò ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè.
Â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè â óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ èìååò ìåñòî óñëîâèå

íåñæèìàåìîñòè

e(0)ρ + e
(0)
θ = 0. (35)

Ñîãëàñíî (35) ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ ïðèìóò âèä

u(0) =
1

2Gρ
, v(0) = 0, e(0)ρ = − 2

Gρ
, e

(0)
θ =

2
Gρ2

, e
(0)
ρθ = 0. (36)

Â óïðóãîé îáëàñòè ñîãëàñíî [1] è (31), ïîëó÷èì

u(I)e = −1 + µ

ρE

[
µ

(
ln2 1

α
+ ln

1
α

)
+
µ

2
(α− 1)− ln a

α
+

(a+ b)
(
1− α2

)
α2

]
−

− 1
E

[
(1 + µ)

3ρ3
(A2 − 2B2)−

2
ρ

(A2 −B2) + (1 + µ)
(
ρ− 1

ρ3

)
+

4
ρ3

]
cos 2θ+

+
1
E

(
1 + µ

5ρ5
(2A4 − 3B4)−

3 + µ

3ρ3
(A4 −B4)

)
cos 4θ

]
, (37)

v(I)e =
1
E

[
(1 + µ)

3ρ3
(A2 − 2B2)−

µ− 1
ρ

(A2 −B2)− (1 + µ)
(
ρ+

1
ρ3

)
+

2− µ

ρ

]
sin 2θ+
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+
(

1
5ρ5

(1 + µ) (2A4 − 3B4)−
2µ
3ρ3

(A4 −B4)
)

sin 4θ
]
.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå èìåþò âèä

up
ρ

∣∣
ρ=1

= ue
ρ

∣∣
ρ=1

; vp
ρθ

∣∣∣
ρ=1

= ve
ρθ

∣∣
ρ=1

. (38)

Â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ñîãëàñíî (7) è àññîöèèðîâàííîìó çàêîíó òå÷åíèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ

eρ = ep
ρ = λ

∂f

∂σρ
= λ

[
2
(
σ(p)

ρ − σ
(p)
θ

)[A+B

2
+
A−B

2
cos 4θ

]
+

+τρθ (A−B) sin 4θ − µ (2 + µσ)] ,

eθ = ep
θ = λ

∂f

∂σθ
= λ

[
−2
(
σ(p)

ρ − σ
(p)
θ

)[A+B

2
+
A−B

2
cos 4θ

]
− (39)

−τρθ (A−B) sin 4θ − µ (2 + µσ)] ,

eρθ = ep
ρθ = λ

∂f

∂τρθ
= 4τ (p)

ρθ

[
A+B

2
+
A−B

2
cos 4θ

]
+

+
(
σ(p)

ρ − σ
(p)
θ

)[A−B

2
sin 4θ

]
.

Èç (39) ñëåäóåò

ep
ρ

∂f/dσρ
=

ep
θ

∂f/dσθ
=

ep
ρθ

∂f/dτρθ
. (40)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (40) ïðèñóòñòâóþò êîìïîíåíòû ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, òàê êàê òîëüêî
îíè èñïûòûâàþò ïðèðàùåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè, ïðè÷åì ïðè
t = 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ep

ρ = ep
θ = ep

ρθ = 0. Ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè À
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç íåå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû.
Ïîëíûå äåôîðìàöèè ïðè t = 0, ò. å. â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,

îòëè÷íû îò íóëÿ è ñîâïàäàþò ñ óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè, íàêîïëåííûìè ýëåìåíòîì òåëà ê
ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ èì ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (40) â âèäå

eρ − ee
ρ

∂f/dσρ
=
eθ − ee

θ

∂f/dσθ
=

2
(
eρθ − ee

ρθ

)
∂f/dτρθ

. (41)

Ñ ó÷åòîì (40) ñîîòíîøåíèÿ (41) ïåðåïèøåì â âèäå

eρ − ee
ρ

2
(
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

) [
A+B

2 + A−B
2 cos 4θ

]
+ τρθ (A−B) sin 4θ − µ (2 + µσ)

=

=
eθ − ee

θ

−2
(
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

) [
A+B

2 + A−B
2 cos 4θ

]
+ τρθ (A−B) sin 4θ − µ (2 + µσ)

= (42)

=
2
(
eρθ − ee

ρθ

)
4τ (p)

ρθ

[
A+B

2 + A−B
2 cos 4θ

]
+
(
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

) [
A−B

2 sin 4θ
] = λ.

Óïðóãèå äåôîðìàöèè ïðè µ = 1
2 ïðèìóò âèä
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ee
ρ = 1

4G (σρ − σθ) , ee
θ = 1

4G (σθ − σρ) , ee
ρθ = τρθ

2G ,

ee
ρ + ee

θ = 0.
(43)

Èç (39) ñëåäóåò

e(I)
ρ + e

(I)
θ = −4λ0µ, (44)

ãäå λ(0) = − 1
8G

(
1− 1

ρ2

)
.

Èç (44) ïîëó÷èì

e(I)
ρ + e

(I)
θ = e(I)e

ρ + e
(I)e
θ + e(I)p

ρ + e
(I)p
θ =

µ

2G

(
1− 1

ρ2

)
. (45)

Ñîãëàñíî [2] çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé

eρ =
∂u(n)

∂ρ
, eθ =

1
ρ

∂v(n)

∂θ
+
u(n)

ρ
, eρθ =

1
2

[
∂v(n)

∂ρ
− v(n)

ρ
+

1
ρ

∂u(n)

∂θ

]
. (46)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (42) íàéäåì

e
(I)
ρθ =

τ
(I)p
ρθ

2G

(
2− 1

ρ2

)
. (47)

Ñîãëàñíî (45)�(47), ñ ó÷åòîì e
(I)e
ρ +e(I)e

θ =0 äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïåðåìåùåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèìóò âèä

∂u(I)

∂ρ
+

1
ρ

∂v(I)

∂θ
+
u(I)

ρ
= − µ

2G

(
1
ρ
− 1
)
, (48)

∂v

∂ρ
− v

ρ
+

1
ρ

∂u

∂θ
= −

τ
(I)p
ρθ

2G

(
1
ρ2
− 2
)
. (49)

Èç óðàâíåíèé (48), (49) ïîëó÷èì

u(I)p =
Ñ∗00
ρ

+
µ

2Gρ
(ρ2 − 2 ln ρ)− 2

(
Ñ∗21 cos(

√
3 ln ρ) + Ñ∗22 sin(

√
3 ln ρ)

)
cos 2θ+

−4
(
Ñ∗41 cos(

√
15 ln ρ) + Ñ∗42 sin(

√
15 ln ρ)

)
cos 4θ,

v(I)p =
3τ (I)p

ρθ

4Gρ
+
((√

3Ñ∗22 + Ñ21

)
cos(

√
3 ln ρ) +

(
Ñ∗22 −

√
3Ñ21

)
sin(

√
3 ln ρ)

)
sin 2θ+

+
((√

15Ñ∗42 + Ñ∗41

)
cos(

√
15 ln ρ) +

(
Ñ∗42 +

√
15Ñ∗41

)
sin(

√
15 ln ρ)

)
sin 4θ.

Èç (32) è óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (26) íàéäåì êîýôôèöèåíòû C∗00, C
∗
21, C

∗
22, C

∗
41, C

∗
42.

C∗00 = − µ

2G
− 1 + µ

E

[
µ

(
ln2 1/α+ ln 1/α+

α− 1
4

)
− (a+ b) (1− α)

α2

]
,

C∗21 =
√

3M cos(ln
√

3ρ) + (M + 2M ′) sin(ln
√

3ρ)
2
√

3
,

C∗22 =
√

3M sin(ln
√

3ρ)− (M + 2M ′) cos(ln
√

3ρ)
2
√

3
,
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C∗41 =
√

15N cos(ln
√

15ρ) + (N + 4N ′) sin(ln
√

3ρ)
−4
√

15
,

C∗42 =
√

15N sin(ln
√

15ρ)− (N + 4N ′) cos(ln
√

3ρ)
−4
√

15
,

ãäå

M = − 1
E

[
(1 + µ)

3
(A2 − 2B2)− 2 (A2 −B2) + 4

]
,

M ′ =
1
E

(
1 + µ

5
(2A4 − 3B4)−

3 + µ

3
(A4 −B4)

)
,

N =
1
E

[
(1 + µ)

3
(A2 − 2B2)− (µ− 1) (A2 −B2)− 3µ

]
,

N ′ =
(

1
5

(1 + µ) (2A4 − 3B4)−
2µ
3

(A4 −B4)
)
.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 57�63

Ä.À. 
Èâëåâ

Î ÏÐÅÄÅËÜÍÎÌ ÑÎÑÒÎßÍÈÈ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÊÐÓÃÎÂÛÕ ÖÈËÈÍÄÐÎÂ
ÈÇ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÃÎ

ÄÀÂËÅÍÈß

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È. ß. ßêîâëåâà

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîèñòûå êðóãîâûå öèëèíäðû, íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ñëîé îáëàäàåò ñâîèìè ñâîéñòâàìè ïðÿ-
ìîóãîëüíîé àíèçîòðîïèè. Îïðåäåëåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà ñëîåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèÿ, óñèëèÿ, ïðåäåë òåêó÷åñòè, àíèçîòðîïèÿ, ñëîé.

ÓÄÊ: 539.374

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîèñòûé êðóãîâîé öèëèíäð, íàõîäÿùèéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî
äàâëåíèÿ p (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, a2 � âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû 1-ãî öèëèíäðà, ÷åðåç a2, a3

� âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû 2-ãî öèëèíäðà, ÷åðåç an, an+1 � âíóòðåííèé è âíåøíèé
ðàäèóñû n-ãî öèëèíäðà.
Óñëîâèå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n-ãî ñëîÿ ïðèìåì â âèäå

An (σxn − σyn)2 + 4Bnτ
2
xyn = 4k2

n, kn, An, Bn − const, n = 1, 2, ..., (1)

Ïîñòóïèëà 20.02.2010
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ãäå σxn, σyn, τxyn � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â n-îì ñëîå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y,
An, Bn � êîíñòàíòû àíèçîòðîïèè.
Ê âûðàæåíèÿì êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ ïåðåéäåì ïî

ôîðìóëàì [1]

σx =
σr + σθ

2
+
σr − σθ

2
cos 2θ − τrθ sin 2θ,

σy =
σr + σθ

2
− σr − σθ

2
cos 2θ + τrθ sin 2θ, (2)

τxy = −σr − σθ

2
sin 2θ − τrθ cos 2θ,

ãäå σr, σθ, τrθ � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ.
Â äàëüíåéøåì ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì: âñå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ îòíåñåì

ê âåëè÷èíå ïðåäåëà òåêó÷åñòè k è îáîçíà÷èì

kn

k
= χn,

p

k
= q, (3)

âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëèíû, îòíåñåì ê íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé âåëè÷èíå r0 è
îáîçíà÷èì

an

r0
= αn,

r

r0
= ρ. (4)

Ñîãëàñíî (2�4) çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1) â âèäå

An [(σρn − σθn) cos 2θ − 2τρθn sin 2θ]2 +Bn [(σρn − σθn) sin 2θ + 2τρθn]2 = 4χ2
n (5)

èëè

(σρn − σθn)2
[
An cos2 2θ +Bn sin2 2θ

]
+ 4τ2

ρθ

[
An sin2 2θ +Bn cos2 2θ

]
− (6)

−2 (σρn − σθn) τρθn (An −Bn) sin 4θ = 4χ2
n.

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì íåêîòîðîãî ìàëîãî áåçðàçìåðíîãî
ïàðàìåòðà δ

σijn = σ0
ijn + δσ′ijn, An = 1 + δan, Bn = 1 + δbn. (7)

Ïîëîæèì, ÷òî íóëåâîå, èñõîäíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì

τ0
ρθn = 0, n = 1, 2, ... (8)

Â íóëåâîì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ñîãëàñíî (6), (8) èìååò ìåñòî

σ0
ρn − σ0

θn = ±2χn. (9)

Ïðè äåéñòâèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ σθn > σρn, ïîýòîìó â (9) èìååò ìåñòî íèæíèé çíàê,
ñîîòíîøåíèå (9) ïåðåïèøåì â âèäå

σ0
θn = σ0

ρn + 2χn. (10)

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

dσ0
ρn

dρ
+
σ0

ρn − σ0
θn

ρ
= 0 (11)

è óñëîâèÿ (10), ïîëó÷èì
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σ0
ρn = 2χn ln ρ+ Cn. (12)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

σ0
ρ1 = −q ïðè ρ = α1, (13)

à òàêæå èç (9),(10), (12) íàéäåì

σ0
ρ1 = −q + 2χ1 ln

ρ

α1
, σ0

θ1 = −q + 2χ1

(
1 + ln

ρ

α1

)
, τ0

ρθ1 = 0. (14)

Óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèÿ èìååò âèä

σ0
ρ1 = σ0

ρ2 ïðè ρ = α2. (15)

Èç (12),(14),(15) ïîëó÷èì

σ0
ρ2 = −q + 2χ2 ln

ρ

α2
+ 2χ1 ln

α2

α1
, (16)

σ0
θ2 = −q + 2χ2

(
1 + ln

ρ

α2

)
+ 2χ1 ln

α2

α1
.

Àíàëîãè÷íî (16) áóäåì èìåòü

σ0
ρn = −q + 2χn ln

ρ

αn
+ 2χn−1 ln

αn

αn−1
+ ...+ 2χ1 ln

α2

α1
, (17)

σ0
θn = 2χn + σ0

ρn, τ
0
ρθn = 0.

Åñëè σ
(0)
ρn = 0 ïðè ρ = αn+1, èç (17) ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ

σ0
ρnïðåä = 2χn ln

αn+1

αn
+ 2χn−1 ln

αn

αn−1
+ ...+ 2χ1 ln

α2

α1
. (18)

Ëèíåàðèçèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (6), ó÷èòûâàÿ (7), (8), (10), ïîëó÷èì

σ′θn − σ′ρn = χn

[
an + bn

2
+
an − bn

2
cos 4θ

]
. (19)

Óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ

∂σ′ρn

∂ρ
+

1
ρ

∂τ ′ρθn

∂θ
+
σ′ρn − σ′θn

ρ
= 0, (20)

∂τ ′ρθn

∂ρ
+

1
ρ

∂σ′θn

∂θ
+

2τ ′ρθn

ρ
= 0,

óäîâëåòâîðèì, ïîëàãàÿ

σ′ρn =
1
ρ

∂Φ′n
∂ρ

+
1
ρ2

∂2Φ′n
∂θ2

,

σ′θn =
∂2Φ′n
∂ρ2

, (21)

τ ′ρθn = − ∂

∂ρ

(
1
ρ

∂Φ′n
∂θ

)
.

Èç (19), (21) íàéäåì

∂2Φ′n
∂ρ2

− 1
ρ

∂Φ′n
∂ρ

− 1
ρ2

∂2Φ′n
∂θ2

= Gn +Hn cos 4θ, (22)
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ãäå

Gn = χn

(
an + bn

2

)
, Hn = χn

(
an − bn

2

)
. (23)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ïðåäñòàâèì êàê ñóììó ðåøåíèé îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Φ′n = Φ′n îäí + Φ′n ÷àñòí. (24)

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (22) èìååò âèä

∂2Φ′n
∂ρ2

− 1
ρ

∂Φ′n
∂ρ

− 1
ρ2

∂2Φ′n
∂θ2

= 0. (25)

Ïîëàãàÿ

Φ′n îäí = Rn cosmθ, (26)

ñëåäóÿ [2], ïîëó÷èì

Rn = C
(n)
00 + C

(n)
01 ïðè m = 0, (27)

Rn = ρ
(
C

(n)
11 + C

(n)
12 ln ρ

)
ïðè m = 1, (28)

Rn = ρ
[
C

(n)
m1 cos

(√
m2 − 1 ln ρ

)
+ C

(n)
m2 sin

(√
m2 − 1 ln ρ

)]
ïðè m ≥ 2. (29)

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (21) èìååò âèä

Φ′n ÷àñòí =
Gn

2
(
ρ2 ln ρ− ρ

)
+
Hn

16
ρ2 cos 4θ. (30)

Èç (21), (24), (26) , (27) , (29) , (30) íàéäåì äëÿ

σ′ρn = C
(n)
00 + 1

ρ

{[
−3Ñ(n)

41 +
√

3Ñ(n)
42

]
cosω +

[
−
√

3Ñ(n)
41 − 3Ñ(n)

42

]
sinω

}
cos 4θ+

+Gn ln ρ− 7
8Hn cos 4θ,

(31)

σ′θn = σ′ρ îäí +Gn (1 + ln ρ) +
1
8
Hn cos 4θ, (32)

τ ′ρθn =
4
√

3
ρ

[−C41 sinω + C42 cosω] sin 4θ +
Hn

4
sin 4θ, (33)

ãäå ω =
√

3 ln ρ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíóòðåííåì êîíòóðå òðóáû èìåþò âèä

σ′ρ1 = 0, τ ′ρθ1 = 0 ïðè ρ = α1. (34)

Èç (31), (33), (34) ïîëó÷èì

C
(1)
00 + 1

α1

{
Ñ

(1)
41

[
−3 cosω1 −

√
3 sinω1

]
+ Ñ

(1)
42

[√
3 cosω1 − 3 sinω1

]}
cos 4θ =

= −G1 lnα1 + 7
8H1 cos 4θ,

(35)

4
√

3
α1

[
−Ñ(1)

41 sinω1 + Ñ
(1)
42 cosω1

]
= −1

4
H1, (36)

ãäå ω1 =
√

3 lnα1, â äàëüíåéøåì ωn =
√

3 lnαn.
Èç (23), (35) ñëåäóåò
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C
(1)
00 = −G1 lnα1 = −χ1

a1 + b1
2

lnα1. (37)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ Ñ
(1)
41 , Ñ

(1)
42 èìååò ìåñòî ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ñ
(1)
41 ·M(α1) + Ñ

(1)
42 ·N(α1) = 7α1

8 H1,

Ñ41 (− sinω1) + Ñ42 cosω1 = −
√

3α1
48 H1,

(38)

ãäå

M(αn) = −3 cosωn −
√

3 sinωn,

N(αn) =
√

3 cosωn − 3 sinωn, n = 1.
(39)

Ñîãëàñíî (37) èìååò ìåñòî

C
(1)
41 =

∆11

∆1
, C

(1)
42 =

∆21

∆1
, (40)

ãäå

∆1 =
∣∣∣∣ −3 cosω1 −

√
3 sinω1

√
3 cosω1 − 3 sinω1

− sinω1 cosω1

∣∣∣∣ = −3, (41)

∆11 =
α1

16
H1

(
13 cosω1 +

√
3 sinω1

)
,∆21 =

α1

16
H1

(
13 sinω1 −

√
3 cosω1

)
. (42)

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî (41) èìååò ìåñòî ∆n = −3.
Ñîãëàñíî (31), (32), (33), (39), (40), (41), (42) êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ σ′ij1 â

ïåðâîì ñëîå îïðåäåëåíû, êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ σ
(0)
ijn îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (17),

ñóììàðíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (7).
2. Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âòîðîì è ïîñëåäóþùèõ ñëîÿõ.
Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ

σ′ρ2 = σ′ρ1, τ
′
ρθ2 = τ ′ρθ1ïðè ρ = α2, (43)

èç (31), (33) íàéäåì

C
(2)
00 +

1
α2

{
Ñ

(2)
41

[
−3 cosω2 −

√
3 sinω2

]
+ Ñ

(2)
42

[√
3 cosω2 − 3 sinω2

]}
cos 4θ =

= σ′ρ1(α2)−G2 lnα2 +
7
8
H2 cos 4θ− (44)

−4
√

3
α2

[
−Ñ(2)

41 sinω2 + Ñ
(2)
42 cosω2

]
= τ ′ρθ(α2)−

1
4
H2.

Èç (31), (44) ïîëó÷èì

Ñ
(2)
00 = −G2 lnα2 −G1 lnα1. (45)

Èç (44),(31-42) áóäåì èìåòü

1
α2

[
Ñ

(2)
41 M(α2) + Ñ

(2)
42 N(α2)

]
= Σρ1(α1) +

7
8

(H2 +H1) , (46)

4
√

3
α2

[
−Ñ(2)

41 sinω2 + Ñ
(2)
42 cosω2

]
= Σρθ1(α1)−

1
4

(H2 +H1) ,

ãäå

Σρ1(ρ) =
1
ρ

(
C

(1)
41

[
−3 cosω −

√
3 sinω

]
+ C

(1)
42

[√
3 cosω − 3 sinω

])
, (47)
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Σρθ1(ρ) =
4
√

3
ρ

[
−C(1)

41 sinω + C
(1)
42 cosω

]
, ω =

√
3 ln ρ.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (46) â âèäå

Ñ
(2)
41 M(α2) + Ñ

(2)
42 N(α2) = P2, (48)

Ñ
(2)
41 (− sinω2) + Ñ

(2)
42 cosω2 = Q2,

ãäå

P2 = α2

[
Σρ1(α1) +

7
8

(H2 +H1)
]
, (49)

Q2 =
α2

√
3

12

[
Σρθ1(α1)−

1
4

(H2 +H1)
]
.

Èç (40), (49) ñëåäóåò

C
(2)
41 =

∆12

∆2
= −1

3
(P2 cosχ2 −Q2 ·N(α2)) ,

C
(2)
41 =

∆22

∆2
= −1

3
(P2 sinχ2 +Q2 ·M(α2)) , (50)

∆2 = ∆1 = −3.
Ñîãëàñíî (23), (30)-(32), (45)-(49) êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ σ′ij2 îïðåäåëåíû.
Àíàëîãè÷íî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé

σ′ijn ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû σ′ijn−1 îïðåäåëåíû.
Àíàëîãè÷íî (45) ïîëó÷èì

Ñ
(n)
00 = −Gn lnαn −Gn lnαn −Gn lnαn − ...−G1 lnα1. (51)

Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé

σ(I)
ρn = σ

(I)
ρn−1, τ

(I)
ρn = τ

(I)
ρn−1ïðè ρ = αn, (52)

èç (31), (33), àíàëîãè÷íîé (50), áóäåì èìåòü

Ñ
(n)
41 M(αn) + Ñ

(n)
42 N(αn) = Pn−1, (53)

Ñ
(n)
41 (− sinωn) + Ñ

(n)
42 = Qn−1,

ãäå

Pn = αn

[
Σρn(αn) (αn) +

7
8

(Hn +Hn−1 + ...+H1)
]
, (54)

Qn =
αn

√
3

12

[
Σρθn(αn) (αn)− 1

4
(Hn +Hn−1 + ...+H1)

]
,

Σρn (ρ) =
1
ρ

(
C

(n)
41

[
−3 cosω −

√
3 sinω

]
+ C

(n)
42

[√
3 cosω − 3 sinω

])
, (55)

Σρθn(ρ) (ρ) =
4
√

3
ρ

[
−C(n)

41 sinω + C
(n)
42 cosω

]
.

Àíàëîãè÷íî (43) ïîëó÷èì
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Ñ
(n)
41 =

∆1n

∆n
= −1

3
(Pn cosω −QnN (αn)) ,

Ñ
(n)
42 =

∆2n

∆n
= −1

3
(Pn sinω −QnM (αn)) , (56)

∆1 = ∆2 = ... = ∆n = −3,
ãäå Pn, Qn, (31) îïðåäåëåíû ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ σ′ijn−1.
Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σ′ijn îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (31�56).
Èç (31�56) ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà àíèçîòðîïèè ïîñëåäîâàòåëüíî îêàçûâàþò âëèÿíèå íà íà-

ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïîñëåäóþùèõ ñëîåâ: íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â n-îì ñëîå áóäåò çàâèñåòü
îò ñâîéñòâ àíèçîòðîïèè âñåõ ïðåäûäóùèõ n-1 ñëîåâ.
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Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 64�68

Ä.À. Èâëåâ

ÎÁ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÈ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅË

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È. ß. ßêîâëåâà

Àííîòàöèÿ. Îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè äëÿ àíèçîòðîïíûõ òåë â ñëó÷àå
ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèÿ, ïëàñòè÷íîñòü, àíèçîòðîïèÿ, ïðåäåë òåêó÷åñòè.

ÓÄÊ: 539.375

1. Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ [1]

σx = σ + k cos 2ϕ, σ = 1
2 (σx + σy) ,

σy = σ − k cos 2ϕ, tg2ϕ = 2τxy

σx−σy
,

τxy = k sin 2ϕ,
(1)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xy, σ � ñðåäíåå
äàâëåíèå, ϕ � óãîë íàêëîíà ïåðâîãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ ê îñè x.
Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τmax îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ [2]

τmax =

√(
σx − σy

2

)2

+ τ2
xy. (2)

Èç (1), (2) ñëåäóåò

τmax = k. (3)

Ñîãëàñíî (1), (3) âåëè÷èíà k ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ.
Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Òðåñêà � Ñåí-Âåíàíà äëÿ

èçîòðîïíîãî òåëà ñîãëàñíî (2), (3) èìååò âèä

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4k2, k − const, (4)

ãäå k � ïðåäåë òåêó÷åñòè íà ñäâèã.
Ñëåäóÿ [3], çàïèøåì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà

A (σx − σy)2 + 4Bτ2
xy = 4k2

0, k0, A, B − const, (5)

ãäå A,B � êîíñòàíòû àíèçîòðîïèè.
Èç (1), (5) ïîëó÷èì
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k(ϕ) =
k0√

A cos2 2ϕ+B sin2 2ϕ
. (6)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (5), ñîãëàñíî (1�3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4k2 (ϕ) , (7)

ãäå k(ϕ) îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì (6).
Âåëè÷èíà k(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì òåêó÷åñòè íà ñäâèã â çàâèñèìîñòè îò óãëà ϕ.

Âåëè÷èíà 2k(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì òåêó÷åñòè íà ðàñòÿæåíèå âäîëü íàïðàâëåíèÿ,
îáðàçóþùåãî óãîë ϕ ñ îñüþ x.
Ñîîòíîøåíèå (6) çàïèøåì â âèäå

k(ϕ) =
k0√

A+B
2

√
1 +

(
A−B
A+B

)
cos 4ϕ

. (8)

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí õàðàêòåð èçìåíåíèÿ çàâèñèìîñòè k= k(ϕ) ñîãëàñíî (8).

Ðèñ. 1.

2. Ðàññìîòðèì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

(σx − σy)2 + 4τ2
xy + 2 (σx − σy) τxy = 4k2

0, k0 − const. (9)

Èç (1), (8) íàéäåì

k2 + k2 cos 2ϕ · sin 2ϕ = k2
0. (10)

Èç (10) íàéäåì

k(ϕ) =
k0√

1 + 1
2 sin 4ϕ

. (11)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (10) ñîãëàñíî (1�3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (7), ãäå k(ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîãëàñíî (11). Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí õàðàêòåð èçìåíåíèÿ çàâèñèìîñòè k= k(ϕ) ñîãëàñíî (11). Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ (ðèñ. 1, 2) èìååò ìåñòî ÷åòûðåõëåïåñòêîâûé õàðàêòåð àíèçîòðîïèè, óãîë ìåæäó
îñÿìè ñèììåòðèè íà ðèñóíêàõ 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîîòíîøåíèÿì (8), (11), ñîñòàâëÿåò π

8 .
3. Ðàññìîòðèì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè
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Ðèñ. 2.

A (σx − σy)2 + 4Bτ2
xy + 2C (σx − σy) τxy = 4k2

0, k0, A, B, C − const. (12)

Èç (1), (12) íàéäåì

k(ϕ) =
k0√

A+B
2

√
1 +

(
A−B
A+B

)
cos 4ϕ+

(
C

A+B

)
sin 4ϕ

. (13)

Âûðàæåíèå (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

k(ϕ) =
k0√

A+B
2

√
1 +M · cos 4 (ϕ− ϕ0)

, (14)

ãäå tg4ϕ0 = C
A−B , M =

√(
A−B
A+B

)2

+
(

C
A+B

)2

.

Ñîãëàñíî (14) ÷åòûðåõëåïåñòêîâûé õàðàêòåð àíèçîòðîïèè ñîõðàíÿåòñÿ, îñè ñèììåòðèè ïî-
âåðíóòû íà óãîë ϕ0 ïî îòíîøåíèþ ê îñè x.
4. Ðàññìîòðèì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà

(σx − σy)2 + (σy − σz)
2 + (σz − σx)2 + 6

(
τ2
xy + τ2

xz + τ2
yz

)
= 6k2

0, k0 − const. (15)

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò ìåñòî

σz = τxz = τyz = 0. (16)

Èç (15), (16) ïîëó÷èì

(σx − σy)2 + σ2
x + σ2

y + 6τ2
xy = 6k2

0. (17)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

σx =
σx + σy

2
+
σx − σy

2
, σy =

σx + σy

2
− σx − σy

2
, (18)

çàïèøåì âûðàæåíèå (17) â âèäå

3 (σx − σy)2 + 4σ2 + 12τ2
xy = 12k2

0. (19)
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Èç (1), (19) áóäåì èìåòü

k =

√
k2
0 −

σ2

3
. (20)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (19) ñîãëàñíî (1), (20) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4k2 (σ) , (21)

ãäå k(σ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (20).
Ðàññìîòðèì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

A (σx − σy)2 + 4Bτ2
xy = 4k2 (σ) , A,B − const, (22)

âåëè÷èíà k(σ) îïðåäåëÿåòñÿ èç (20).
Èç (1), (22) àíàëîãè÷íî (8) ïîëó÷èì

k(σ, ϕ) =
k(σ)√

A+B
2

√
1 +

(
A−B
A+B

)
cos 4ϕ

. (23)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (23) ñîãëàñíî (1), (23) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(σx − σy)2 + 4τ2
xy = 4k2 (σ, ϕ) ,

ãäå k(σ, ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (23).
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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ñ îòâåðñòèåì ïðè êðó÷åíèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåðæåíü
íàõîäèòñÿ ïîä äàâëåíèåì, ëèíåéíî ìåíÿþùèìñÿ âäîëü îáðàçóþùåé. Îïðåäåëåíî íàïðÿæåí-
íîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ, ïîñòðîåíî ïîëå õàðàêòåðèñòèê â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííèé êîíòóð
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçóåò ïðîèçâîëüíûé óãîë θ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðó÷åíèå, íàïðÿæåíèå, ïëàñòè÷íîñòü, óïðóãîñòü, ñòåðæåíü, õàðàêòåðè-
ñòèêè, îòâåðñòèå.

ÓÄÊ: 539.374

1. Ðàññìîòðèì ïðèçìàòè÷åñêèé ñòåðæåíü, îðèåíòèðîâàííûé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò xyz, ïðè÷åì îáðàçóþùèå ñòåðæíÿ íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî îñè z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñòåðæåíü çàêðó÷èâàåòñÿ âîêðóã îñè z.
Ïóñòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêàþùåå â ñòåðæíå, õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì ïëà-

ñòè÷íîñòè Ìèçåñà

(σx − σy)2 + (σy − σz)
2 + (σz − σx)2 + 6

(
τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz

)
= 6. (1)

Ê ñîîòíîøåíèþ (1) ïðèñîåäèíèì òðè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

∂σx

∂x + ∂τxy

∂y + ∂τxz

∂z = 0,
∂τxy

∂x + ∂σy

∂y + ∂τyz

∂z = 0,
∂τxz

∂x + ∂τyz

∂y + ∂σz

∂z = 0.
(2)

Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé. Ïðåäïîëîæèì

σx = σy = σz = −λz + c, τxy = 0, τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) , (3)

ãäå λ = const, ñ = const.
Ñîãëàñíî (3) èç (1) è (2) ïîëó÷èì

∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
= λ, τ2

yz + τ2
xz = 1. (4)

Âòîðîìó óðàâíåíèþ (4) óäîâëåòâîðèì, ïîëàãàÿ

τxz = cosϕ, τyz = sinϕ. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5) â ïåðâîå óðàâíåíèå (4), èìååì

Ïîñòóïèëà 16.01.2010
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− sinϕ
∂ϕ

∂x
+ cosϕ

∂ϕ

∂y
= λ. (6)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (6) èìååò âèä

− dx

sinϕ
=

dy

cosϕ
=
dϕ

λ
. (7)

Èç ñèñòåìû (7) ñëåäóåò

λx = cosϕ+ c1, λy = sinϕ+ c2. (8)

Èñêëþ÷àÿ èç (8) ϕ, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñîîòíîøåíèÿ (6)(
x− c1

λ

)2

+
(
y − c2

λ

)2

=
1
λ2
. (9)

Ðèñ. 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L âíóòðåííèé êîíòóð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ â ïëîñêîñòè õó
(z=const).
Ïóñòü (x0, y0) ∈ L è ϕ (x0, y0) = ϕ0. Òîãäà èç (8) ñëåäóåò

λx0 = cosϕ0 + c1, λy0 = sinϕ0 + c2. (10)

Ñ ó÷åòîì (10) èç (9) ïîëó÷èì(
x−

(
x0 −

cosϕ0

λ

))2

+
(
y −

(
y0 −

sinϕ0

λ

))2

=
1
λ2
. (11)

Ïóñòü τ = τxzi+τyzj � âåêòîð êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü
îñåé x è y. Ñîãëàñíî (5)

τyz

τxz
= tgϕ, (12)

òî åñòü ϕ � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ ê îñè x. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî âäîëü
õàðàêòåðèñòèê (11)

dy

dx
= −ctgϕ. (13)

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ âñåãäà íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ê õà-
ðàêòåðèñòèêå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿ ñâîáîäíà îò êàñàòåëüíûõ óñè-

ëèé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ âî âñåõ òî÷êàõ êîíòóðà L íàïðàâëåí
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ïî êàñàòåëüíîé ê íåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè åñòü îêðóæíîñòè, íîðìàëüíûå ê
êîíòóðó.
Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (6) â ïëîñêîñòè xy åñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà

1
|λ| , ïðè÷åì öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé ðàñïîëîæåíû íà êàñàòåëüíûõ ê êîíòóðó L è ðàññòîÿíèè
1
|λ| îò òî÷êè êàñàíèÿ.

Ñîãëàñíî (8) è (10) èç (7) èìååì

τxz = cosϕ0 + λ (x− x0) , τyz = sinϕ0 + λ (y − y0) , (14)

ãäå ϕ0 � óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ê âíóòðåííåìó êîíòóðó L â òî÷êå (õî, óî) è îñüþ x.
2. Ðàññìîòðèì êðó÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì. Êîíòóð ïî-

ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ L îòâåðñòèÿ ñòåðæíÿ åñòü îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R, öåíòð
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âíåøíåãî êîíòóðà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ðàñïîëîæåíèå
õàðàêòåðèñòèê è îãèáàþùåé õàðàêòåðèñòèê ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â êîëüöå, îãðàíè÷åííîì îêðóæíîñòÿìè L è
L1, ãäå L1 � îãèáàþùàÿ õàðàêòåðèñòèê. Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (6) îðòîãîíàëüíû ê êîí-
òóðó L è êàñàþòñÿ îãèáàþùåé L1. Âåêòîð êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ âî âñåõ òî÷êàõ L1

íàïðàâëåí ê íåé îðòîãîíàëüíî âäîëü îáðàçóþùåé ñòåðæíÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è íå ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíî çà êðóã, îãðàíè÷åííûé îãèáàþùåé L1.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíòóð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ L îòâåðñòèÿ ñòåðæíÿ îáðàçóåò ïðî-

èçâîëüíûé óãîë θ, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ OX, ñ âåð-
øèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Â âåðøèíå óãëà θ èìååò ìåñòî ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê, óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:{

a2 + b2 = 1
λ2 ,

(x− a)2 + (y − b)2 = 1
λ2 .

(15)

Óðàâíåíèå îãèáàþùåé äàííîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê èìååò âèä:

x2 + y2 =
(

2
λ

)2

. (16)
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Ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíî ïîëå õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óãëà θ.
Íà îòðåçêå ÂÑ êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íå ñîïðÿãàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü îòðåçêà ÂÑ

íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå ùåëè. Âåêòîð êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ íàïðàâëåí îð-
òîãîíàëüíî ê ëåâîìó áåðåãó ùåëè ïî îáðàçóþùåé ñòåðæíÿ. Àíàëîãè÷íî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ âåêòîðà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ ê ïðàâîìó áåðåãó ùåëè íàïðàâëåíà ïî îáðàçóþ-
ùåé ñòåðæíÿ âãëóáü ùåëè. Ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî çà îãèáàþùèå õàðàêòåðèñòèê
EBADF, âäîëü ýòèõ ëèíèé äåéñòâóþò êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, íàïðàâëåííûå âäîëü îñè z,
óðàâíîâåøèâàþùèå ïåðåïàä äàâëåíèÿ σz.
Íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ïîñòðîåíî ïîëå õàðàêòåðèñòèê, â ñëó÷àå êîãäà âíóòðåííåå îòâåðñòèå

êîíòóðà åñòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è êâàäðàò.

Ðèñ. 4.
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Ðèñ. 5.
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Abstract. The problem of limiting condition of cylindrical and prismatic rods with aperture at
torsion is investigated in the given work. It is supposed that the rod is under the linearly varying
along the forming pressure. The rod tension is found, the �eld of characteristics in the case when
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 75�78

Ë.À.Ìàêñèìîâà

ÎÁ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÏÎËß ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈÉ Â ÇÀÄÀ×Å Î
ÏÐÅÄÅËÜÍÎÌ ÑÎÑÒÎßÍÈÈ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÑËÎß

Ôèëèàë Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà â ã. ×åáîêñàðû

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé â çàäà÷å î ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè
èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ, ñæàòîãî æåñòêèìè øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè. Èç
âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé.
Äàíû âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåííîìó ñîñòî-
ÿíèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèÿ, óñèëèÿ, äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ, ïëàñòè÷íîñòü,
ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå, ñëîé, æåñòêèå ïëèòû.

ÓÄÊ: 537.374

1. Â ðàáîòå [2] äàíû ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà,
íå ñâîäÿùèåñÿ ê óñëîâèÿì ïîëíîãî ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

σx = ν + 2An2
1, τxy = 2Fn1n2,

σy = ν + 2Bn2
2, τyz = 2Gn2n3,

σz = ν + 2Cn2
3, τxz = 2Hn1n3.

(1)

ν = σ − 2
3
(
An2

1 +Bn2
2 + Cn2

3

)
, σ =

1
3

(σx + σy + σz) , (2)

A,B,C, F,G,H − const,

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1,

ãäå σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ.
Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (1�3) â [2] ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñæàòèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëîÿ

æåñòêèìè øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè ïðè óñëîâèÿõ èçìåíåíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî òîë-
ùèíå ñëîÿ

τxz = az + c1, τyz = bz + c2, a, b, c1, c2 − const. (3)

Äîïîëíèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé [2] ïîñòðîåíèåì ïîëÿ ñêîðîñòåé ïåðåìå-
ùåíèé.
Àíàëîãè÷íî [1] ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

D = σijεij − (εxAn
2
1 + εyBn

2
2 + εzCn

2
3 + 2εxyFn1n2 + 2εyzGn2n3 + 2εxzHn1n3)−

−ν(εx + εy + εz) + λ(n2
1 + n2

2 + n2
3),

(4)

ãäå λ, ν � íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Ïîñòóïèëà 10.02.2010
75
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Èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà

∂D

∂εij
= 0, (5)

èç (4), (5) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ (1).
Èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà

∂D

∂ni
= 0, (6)

èç (4), (6) íàéäåì

εxAn1 + εxyFn2 + εxzHn3 = λn1,
εxyFn1 + εyBn2 + εyzGn3 = λn2,
εxzHn1 + εyzGn2 + εzCn3 = λn3.

(7)

Èìååò ìåñòî óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè

εx + εy + εz = 0. (8)

Óñëîâèÿ (7), (8) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ñîîòíîøåíèÿìè àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà òå÷åíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (1).
Ôîðìóëû Êîøè èìåþò âèä

εx = ∂n
∂x , εy = ∂v

∂y , εz = ∂w
∂z ,

εxy = 1
2

(
∂n
∂y + ∂v

∂x

)
, εyz = 1

2

(
∂v
∂z + ∂w

∂y

)
, εxz = 1

2

(
∂w
∂x + ∂n

∂z

)
,

(9)

ãäå u, v, w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ.
Ñëåäóÿ [3] ïîëîæèì

u = m1x+ p1y + ϕ1(z),
v = m2x+ p2y + ϕ2(z),
w = m3x+ p3y + q(z),

(10)

ãäå mi, pi, q − const.
Ñîãëàñíî (8), (9), (10) ïîëó÷èì

εx = m1, εy = p2, εz = q, m1 + p2 + q = 0,
εxy = 1

2 (m2 + p1), εyz = 1
2

(
dϕ2
dz + p3

)
, εxz = 1

2

(
dϕ1
dz +m3

)
.

(11)

Èç (7), (11) íàéäåì

m1An1 + 1
2 (m2 + p1)Fn2 + 1

2

(
dϕ1
dz +m3

)
Hn3 = λn1,

1
2 (m2 + p1)Fn1 + p2Bn2 + 1

2

(
dϕ2
dz + p3

)
Gn3 = λn2,

1
2

(
dϕ1
dz +m3

)
Hn1 + 1

2

(
dϕ2
dz + p3

)
Gn2 + qCn3 = λn3.

(12)

Èñêëþ÷àÿ âåëè÷èíó λ, çàïèøåì óðàâíåíèÿ (12) â âèäå

dϕ1
dz H(n2

3 − n2
1)−

dϕ2
dz Gn1n2 = T1,

dϕ1
dz Hn1n2 − dϕ2

dz G(n2
3 − n2

2) = T2,
(13)

ãäå

T1 = 2(Ñq −m1A)n1n3 − (m2 + p1)Fn2n3 +m3H(n2
3 − n2

1) + p3Gn1n2,
T2 = 2(Bp2 − Cq)n2n3 + (m2 + p1)Fn1n3 + p3G(n2

3 − n2
2)−m3Hn1n2.

(14)

Èç (13) íàéäåì
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dϕ1

dz
=

∆1

∆
,
dϕ2

dz
=

∆2

∆
, (15)

ãäå

∆ = HGn3
3(2n

2
3 − 1),

∆1 = G
[
T2n1n2 − T1(n2

3 − n2
2)
]
, ∆2 = H

[
T1n1n2 − T2(n2

3 − n2
1)
]
.

(16)

Èç (1) ñëåäóåò

n2
1 =

G

2FH
τxyτxz

τyz
, n2

2 =
H

2FG
τxyτyz

τxz
, n2

3 =
F

2GH
τxzτyz

τxy
. (17)

Èç (3), (17) ïîëó÷èì

τ2
xy

(
G2τ2

xz +H2τ2
yz

)
− 2τxy (FGHτxzτyz) + F 2(τxzτyz)2 = 0. (18)

Èç (18) íàéäåì

τxy =
Fτxzτyz

[
GH ±

√
G2H2 −

(
G2τ2

xz +H2τ2
yz

)]
G2τ2

xz +H2τ2
yz

. (19)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3), (17), (19), ïîëó÷èì âûðàæåíèå âåëè÷èí n1, n2, n3 êàê ôóíê-
öèé ïåðåìåííîé z. Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèÿ (15), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ϕ1(z), ϕ2(z), òåì
ñàìûì êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè (9), (10), (11) ïîëíîñòüþ îïðåäåëå-
íû.
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ÇÀÐÎÆÄÅÍÈÅ ÒÐÅÙÈÍ Â ÏÅÐÔÎÐÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÉ ÑÐÅÄÅ,
ÓÑÈËÅÍÍÎÉ ÐÅÃÓËßÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÑÒÐÈÍÃÅÐÎÂ

Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè è Ìåõàíèêè ÍÀÍ Àçåðáàéäæàíà

Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè çàðîæäåíèÿ òðåùèí â ïåðôîðèðî-
âàííîé èçîòðîïíîé ñðåäå, óñèëåííîé ïîïåðå÷íûìè ñòðèíãåðàìè. Äåéñòâèå ñòðèíãåðîâ ìîäå-
ëèðóåòñÿ íåèçâåñòíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ ðå-
áåð ñî ñðåäîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè â ñðåäå
ïðîèñõîäèò çàðîæäåíèå òðåùèí. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè èçîòðîïíîé ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäû
ñ çàðîäûøåâûìè òðåùèíàìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì òèïà Êîøè. Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ óñèëèå â ïîëîñå çàðîæ-
äåíèÿ òðåùèíû. Óñëîâèå ïîÿâëåíèÿ òðåùèíû ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì êðèòåðèÿ ïðåäåëüíîé
âûòÿæêè ñâÿçåé ìàòåðèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çîíà ïðåäðàçðóøåíèÿ, ñèëû ñöåïëåíèÿ ìàòåðèàëà, ñâÿçè ìåæäó áåðåãàìè,
ïîÿâëåíèå òðåùèíû, ïåðôîðèðîâàííàÿ óñèëåííàÿ ïëàñòèíà, ñòðèíãåðû.

ÓÄÊ: 539.375

Ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè çàðîæäåíèÿ òðåùèí â ïåðôîðèðîâàííîé èçî-
òðîïíîé ñðåäå, óñèëåííîé ïîïåðå÷íûìè ñòðèíãåðàìè. Äåéñòâèå ñòðèíãåðîâ ìîäåëèðóåòñÿ
íåèçâåñòíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ ðåáåð ñî ñðå-
äîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè â ñðåäå ïðîèñõîäèò
çàðîæäåíèå òðåùèí. Çàäà÷à î ðàâíîâåñèè èçîòðîïíîé ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäû ñ çàðîäûøå-
âûìè òðåùèíàìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ÿäðîì òèïà Êîøè. Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ óñèëèå â ïîëîñå çàðîæäåíèÿ òðå-
ùèíû. Óñëîâèå ïîÿâëåíèÿ òðåùèíû ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì êðèòåðèÿ ïðåäåëüíîé âûòÿæêè
ñâÿçåé ìàòåðèàëà.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé ïðî÷íîñòè ëèñòîâûõ êîíñòðóêöèé èõ îáû÷íî èçãîòàâëèâà-

þò èç òîíêèõ ïëàñòèí, óñèëåííûõ ïðèêëåïàííûìè ðåáðàìè æåñòêîñòè. Èñïîëüçóåìûå â èí-
æåíåðíûõ êîíñòðóêöèÿõ ïëàñòèíû èìåþò òåõíîëîãè÷åñêèå îòâåðñòèÿ. Îòâåðñòèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé, ÷òî çà÷àñòóþ ïîðîæäàåò çàðîæäåíèå òðåùèí. ×òîáû ñäåðæàòü
ðàçâèòèå òðåùèí, ïëàñòèíû àðìèðóþò ñòðèíãåðàìè.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ èçîòðîïíàÿ óïðóãàÿ ïëàñòèíà,

îñëàáëåííàÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé êðóãîâûõ îòâåðñòèé ñ ðàäèóñîì λ. Êîíòóðû êðóãîâûõ
îòâåðñòèé ñâîáîäíû îò âíåøíèõ óñèëèé. K ïëàñòèíå ïðèêëåïàíû ïîïåðå÷íûå ðåáðà æåñòêîñòè
â òî÷êàõ z = ± (2m+ 1)L ± iny0 (m = 0, 1, 2, . . . ; n= 1, 2, . . . ) èç äðóãîãî óïðóãîãî ìàòå-
ðèàëà ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ AS (ðèñ. 1). Ha áåñêîíå÷íîñòè óñèëåííàÿ ïëàñòèíà
ïîäâåðæåíà îäíîðîäíîìó ðàñòÿæåíèþ âäîëü ñòðèíãåðà íàïðÿæåíèåì σ∞y = σ0. Îòíîñèòåëüíî
ñòðèíãåðà ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà îá îäíîìåðíîì êîíòèíóóìå, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî ïðè
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äåôîðìàöèè òîëùèíà ñòðèíãåðà ñ÷èòàåòñÿ íåèçìåíÿåìîé, à íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îäíîîñ-
íûì. Ñòðèíãåðû èçãèáó íå ñîïðîòèâëÿþòñÿ è ðàáîòàþò ëèøü íà ðàñòÿæåíèå.

Ðèñ. 1.

Ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:
à) â òîíêîñòåííîì ëèñòîâîì ýëåìåíòå êîíñòðóêöèè (ïëàñòèíå) ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêîå íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå;
á) ïîäêðåïëÿþùàÿ ñèñòåìà ñòðèíãåðîâ ôåðìåííîãî òèïà, îñëàáëåíèå èõ çà ñ÷åò ïîñòàíîâêè
òî÷åê êðåïëåíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ;
â) ëèñòîâîé ýëåìåíò è ïîäêðåïëÿþùèå ýëåìåíòû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì â îäíîé
ïëîñêîñòè è òîëüêî â òî÷êàõ êðåïëåíèÿ;
ã) âñå òî÷êè êðåïëåíèÿ îäèíàêîâû, èõ ðàäèóñ (ïëîùàäêà ñöåïëåíèÿ) ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ
øàãîì è äðóãèìè õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè;
ä) äåéñòâèå òî÷êè êðåïëåíèÿ ìîäåëèðóåì: â ñòðèíãåðå � äåéñòâèåì â ñïëîøíîì ðåáðå ñîñðåäî-
òî÷åííîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðó òî÷êè êðåïëåíèÿ, â ïëàñòèíå
� äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òî÷êè êðåïëåíèÿ ñòðèíãåðîâ ðàñïîëîæåíû â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ ñ ïîñòîÿí-

íûì øàãîì ïî âñåé äëèíå ñòðèíãåðà, ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Äåé-
ñòâèå ïðèêëåïàííûõ ñòðèíãåðîâ â ðàñ÷åòíîé ñõåìå çàìåíÿåòñÿ íåèçâåñòíûìè ýêâèâàëåíòíûìè
ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè, ïðèëîæåííûìè â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê êðåïëåíèÿ. Ïî ìåðå
ïîâûøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âíåøíåãî íàãðóæåíèÿ â óñèëåííîé ñðåäå âîêðóã îòâåðñòèé îáðàçó-
þòñÿ çîíû ïîâûøåííûõ íàïðÿæåíèé, ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ íîñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð.
Çîíû ïîâûøåííûõ íàïðÿæåíèé áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü âîçíèêíîâåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ òðåùèí.
Çàäà÷à î çàðîæäåíèè òðåùèí ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Åå
ïîñòàíîâêà ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò ïåðâîíà÷àëüíóþ êîíöåïöèþ Ãðèôôèòñà, ïðåäïîëàãàâ-
øåãî, ÷òî â ìàòåðèàëå âñåãäà èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìåëü÷àéøèõ òðåùèí. Ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ
èíòåíñèâíîñòè íàãðóæåíèÿ ïîäêðåïëåííîé ïëàñòèíû ñ êðóãîâûìè îòâåðñòèÿìè ñèëîâîé íà-
ãðóçêîé â ïëàñòèíå áóäóò âîçíèêàòü çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ, êîòîðûå ìîäåëèðóåì êàê îáëàñòè
îñëàáëåííûõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé ìàòåðèàëà (ðèñ. 1). Ïðèíÿòî, ÷òî ïîëîñà ïðåäðàçðóøå-
íèÿ îðèåíòèðîâàíà â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ
â ïîäêðåïëåííîé ïëàñòèíå. Âçàèìîäåéñòâèå áåðåãîâ çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ïó-
òåì ââåäåíèÿ ìåæäó áåðåãàìè ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ ñâÿçåé, èìåþùèõ çàäàííóþ äèàãðàì-
ìó äåôîðìèðîâàíèÿ. Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà òàêèõ ñâÿçåé è ðàçìåðû îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ
çàâèñÿò îò âèäà ìàòåðèàëà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé çàäàí. Â îáùåì
ñëó÷àå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíûé çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ [11-13].
Â èññëåäóåìîì ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèå äåôåêòà òèïà òðåùèíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ

ïåðåõîäà îáëàñòè ïðåäðàçðóøåíèÿ â îáëàñòü ðàçîðâàííûõ ñâÿçåé ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ìàòå-
ðèàëà. Ïðè ýòîì ðàçìåð çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ çàðàíåå íåèçâåñòåí è äîëæåí áûòü îïðåäåëåí
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â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàê êàê óêàçàííûå çîíû (ïðîñëîéêè ìàòåðèàëà) ìàëû ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ïîäêðåïëåííîé ïëàñòèíû, èõ ìîæíî ìûñëåííî óäàëèòü, çàìåíèâ
ðàçðåçàìè, ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé ïî íåêîòîðîìó çàêîíó, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó äåéñòâèþ óäàëåííîãî ìàòåðèàëà.
Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèí â èçîòðîïíîé ñðåäå, óñèëåííîé ðå-

ãóëÿðíîé ñèñòåìîé ñòðèíãåðîâ, â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ïðèõîäèì ê ïëîñêîé çàäà÷å òåîðèè
óïðóãîñòè äëÿ ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäû, êîãäà â ñðåäå èìåþòñÿ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ.
Ïóñòü èìååòñÿ óñèëåííàÿ ñðåäà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé êðóãîâûõ îòâåðñòèé, èìåþùèõ

ðàäèóñ λ (λ < 1) è öåíòðû â òî÷êàõ

Pm = mω(m = ±1, ±2, . . . ), ω = 2.

Èç êîíòóðîâ îòâåðñòèé èñõîäÿò ñèììåòðè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ
(ðèñ. 1). Áåðåãà ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ýòî âçàèìîäåé-
ñòâèå (ñâÿçè ìåæäó áåðåãàìè) ñäåðæèâàåò çàðîæäåíèå òðåùèíû. Â ñèëó ñèììåòðèè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé è ãåîìåòðèè îáëàñòè D, çàíÿòîé ñðåäîé, íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì ω. Ïðè äåéñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê íà ïëàñòèíó â ñâÿçÿõ,
ñîåäèíÿþùèõ áåðåãà ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ, áóäóò âîçíèêàòü íîðìàëüíûå óñèëèÿ q(x). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ê áåðåãàì ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ áóäóò ïðèëîæåíû íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ,
÷èñëåííî ðàâíûå q(x). Âåëè÷èíà ýòèõ íàïðÿæåíèé è ðàçìåð ` çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ çàðàíåå
íåèçâåñòíû è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò âèä

σr − iτrθ = 0 íà êîíòóðàõ îòâåðñòèé, (1)

σy − iτxy = q(x) � íà áåðåãàõ ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñîîòíîøåíèåì, ñâÿçû-
âàþùèì ðàñêðûòèå áåðåãîâ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ è óñèëèÿ â ñâÿçÿõ. Ýòî óðàâíåíèå, áåç
ïîòåðè îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [2]

υ+(x, 0)− υ−(x, 0) = C (x, q) q (x) , (2)

ãäå (υ+ − υ−) � ðàñêðûòèå áåðåãîâ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ, õ - àôôèêñ òî÷åê áåðåãîâ ïîëîñû
ïðåäðàçðóøåíèÿ; ôóíêöèþ C (x, q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýôôåêòèâíóþ ïîäàòëèâîñòü
ñâÿçåé, çàâèñÿùóþ îò íàòÿæåíèÿ ñâÿçåé.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè, ïðè

êîòîðîé ïðîèñõîäèò çàðîæäåíèå òðåùèíû, íóæíî ïîñòàíîâêó çàäà÷è äîïîëíèòü óñëîâèåì
(êðèòåðèåì) ïîÿâëåíèÿ òðåùèíû (ðàçðûâà ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé ìàòåðèàëà). Â êà÷åñòâå òà-
êîãî óñëîâèÿ ïðèíèìàåì êðèòåðèé ïðåäåëüíîãî ðàñêðûòèÿ áåðåãîâ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ

υ+ − υ− = δc, (3)

ãäå δc � õàðàêòåðèñòèêà ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà óñèëåííîé ïëàñòèíû òðåùèíîîáðàçîâàíèþ.
Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû èçîòðîïíîé ñðåäû, óñèëåí-

íîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé ñòðèíãåðîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå òðåùèíû.
Íà îñíîâàíèè ôîðìóë Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [7] è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòóðàõ êðó-

ãîâûõ îòâåðñòèé Lm (m =0, ±1, ±2, . . . ) è áåðåãàõ ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
îòûñêàíèþ äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ôóíêöèé Φ(z) è Ψ(z) èç êðàåâûõ óñëîâèé

Φ (τ) + Φ (τ)− [τ̄Φ′ (τ) + Ψ (τ)] e2iθ = 0, (4)

Φ (t) + Φ (t) + tΦ′ (t) + Ψ (t) = q(x), (5)

ãäå τ = λeiθ +mω (m =0, ±1, ±2, . . . ); t � àôôèêñ òî÷åê áåðåãîâ ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ.
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2. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4), (5) èùåì â âèäå

Φ (z) = Φ0 (z) + Φ1 (z) + Φ2 (z) , (6)

Ψ(z) = Ψ0 (z) + Ψ1 (z) + Ψ2 (z) .
Çäåñü ïîòåíöèàëû Φ0 (z) è Ψ0 (z) îïðåäåëÿþò ïîëå íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñïëîøíîé

óñèëåííîé ïëàñòèíå áåç ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë Fmn è σ0

è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

Φ0(z) =
1
4
σ0 −

i

2πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn

[
1

z −mL+ iny0
− 1
z −mL− iny0

]
,

Ψ0(z) =
1
2
σ0 −

iê0

2πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn

[
1

z −mL+ iny0
− 1
z −mL− iny0

]
+ (7)

+
i

2πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn

[
Lm− iny0

(z −mL− iny0)
2 −

mL+ iny0

(z −mL+ iny0)
2

]
,

ãäå h � òîëùèíà ïëàñòèíû; ê0 = (3− v)/(1 + v); v � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïëà-
ñòèíû, øòðèõ ó çíàêà ñóììû óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè èñêëþ÷àåòñÿ èíäåêñ
m = n = 0.
Ôóíêöèè Φ1 (z) è Ψ1 (z), ñîîòâåòñòâóþùèå íåèçâåñòíûì íîðìàëüíûì ñìåùåíèÿì âäîëü

ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ, èùåì â ÿâíîé ôîðìå

Φ1 (z) =
1
2ω

∫
L1

g(t)ctg
π

ω
(t− z)dt, (8)

Ψ1 (z) = − πz

2ω2

∫
L1

g(t) sin−2 π

ω
(t− z)dt, L1 = [−`,−λ] + [λ, `] .

Çäåñü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ g(t) îïèñûâàåò ðàñêðûòèå ïðîèçâîäíûõ ñìåùåíèé íà áåðåãàõ ïîëîñ
ïðåäðàçðóøåíèÿ

1 + ê0

2µ
g(x) =

∂

∂x

[
υ+ (x, 0)− υ− (x, 0)

]
, (9)

ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà óñèëåííîé ïëàñòèíû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ2 (z) è Ψ2 (z) ïðåäñòàâèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

(4) â âèäå

Φ2 (τ) + Φ2 (τ)− [τ̄Φ′2 (τ) + Ψ2 (τ)] e2iθ = −Φ∗ (τ)− Φ∗ (τ) + [τ̄Φ′∗ (τ) + Ψ∗ (τ)] e2iθ, (10)

ãäå Φ∗ (τ) = Φ0 (τ) + Φ1 (τ); Ψ∗ (τ) = Ψ0 (τ) + Ψ1 (τ) .
Ôóíêöèè Φ2 (z) è Ψ2 (z) èùåì â âèäå [6]

Φ2 (z) = α0 +
∞∑

k=0

α2k+2
λ2k+2ρ(2k) (z)

(2k + 1)!
, (11)

Ψ2 (z) =
∞∑

k=0

β2k+2
λ2k+2ρ(2k) (z)

(2k + 1)!
−

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2S(2k+1) (z)

(2k + 1)!
.

Èç óñëîâèé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé íàõîäèì, ÷òî Imα2k+2 =
0; Imβ2k+2 = 0k = 0, 1, 2, . . .
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Ñîîòíîøåíèÿ (6), (7), (8), (11) îïðåäåëÿþò êëàññ ñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì íàïðÿæåíèé. Èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ãëàâíîãî âåêòîðà âñåõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà äóãó, ñîåäèíÿþùóþ äâå êîíãðóýíòíûå òî÷êè â D, ñëåäóåò

α0 =
π2

24
β2λ

2.

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû α2k, β2k äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (10).
Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ (10) ÷åðåç f1 (θ) + if2 (θ). Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f1 (θ) +
if2 (θ) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàçëàãàåòñÿ íà êîíòóðå |τ | = λ â ðÿä Ôóðüå. Â ñèëó ñèììåòðèè
ýòîò ðÿä èìååò âèä

f1 (θ) + if2 (θ) =
∞∑

k=−∞

A2ke
2ikθ, ImA2k = 0, (12)

A2k =
1
2π

2π∫
0

(f1 (θ) + if2 (θ))e−2ikθdθ (k = 0, ±1, ±2, ...) .

Ïîäñòàâèâ ñþäà ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (10), ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âû÷åòîâ, íàéäåì

A0 = −1
2
σ0 +

1
πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn

(
2ny0
ρ2
1

)
− 1

2ω

∫
L1

g(t)f0(t)dt,

A2 =
1
2
σ0 −

1
πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn

[
λ2 sin 3ϕ1

ρ3
1

+
ê0 sinϕ1

ρ1
− sin 3ϕ1

ρ1

]
− 1

2ω

∫
L1

g(t)f2(t)dt,

A2k =
1

πh (1 + ê0)

{∑
m,n

′Fmn

[
λ2k sin(2k + 1)ϕ1

ρ2k+1
1

+

+
(−2)(−3)...(−2k)λ2k sin(2k + 1)ϕ1

(2k − 1)!ρ2k+1
1

− ê0λ
2k−2 sin(2k − 1)ϕ1

ρ2k−1
1

+

+
(−2)(−3)...(1− 2k)λ2k−2 sin(2k + 1)ϕ1

(2k − 2)!ρ2k−1
1

]}
− 1

2ω

∫
L1

g(t)f2k(t)dt (k = 2, 3, ...) .

A−2k =
1

πh (1 + ê0)

∑
m,n

′Fmn
λ2k sin(2k + 1)ϕ1

ρ2k+1
1

− 1
2ω

∫
L1

g(t)f−2k(t)dt (k = 1, 2, ...) ,

ãäå ρ2
1 = (mL)2 + (ny0)

2
, ϕ1 = arctgny0

mL ,

f0 (t) = 2γ (t) , f2 (t) = −λ
2

2
γ(2) (t) , γ (t) = ctg

π

ω
t,

f2k (t) = −λ
2k (2k − 1)

(2k)!
γ(2k) (t) +

λ2k−2

(2k − 3)!
γ(2k−2) (t) (k = 2, 3, ...) ,

f−2k (t) = − λ2k

(2k)!
γ(2k) (t) (k = 1, 2, ...) .

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ g(x) è êîýôôèöèåíòû α2k, β2k äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç êðàå-
âûõ óñëîâèé (5) è (10). Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè, òî ñèñòåìà ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (10) âûðîæäàåòñÿ â îäíî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, íàïðèìåð, íà êîíòóðå
L0

(
τ = λeiθ

)
, à ñèñòåìà êðàåâûõ óñëîâèé (5) � â ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ëèíèè L1.
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Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ α2k è β2k ôóíêöèé Φ2 (z) èΨ2 (z)
ðàçëîæèì ýòè ôóíêöèè â ðÿäû Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0. Ïîäñòàâèâ â ëåâóþ ÷àñòü
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (10) íà êîíòóðå z = λ exp (iθ) âìåñòî Φ2(z), Φ2(z), Φ′2(z) è Ψ2(z) èõ
ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè z = 0, à â ïðàâóþ ÷àñòü (10) âìåñòî ôóíêöèè
f1 (θ)+ if2 (θ) � ðÿä Ôóðüå (12) è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ exp (iθ),
ïîëó÷èì äâå áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ
α2k+2, β2k+2. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî α2k+2

α2j+2 =
∞∑

k=0

aj,kα2k+2 + bj j = 0, 1, 2, ...,

b0 = A2 −
∞∑

k=0

gk+2 · λ2k+4

22k+4
A−2k−2,

bj = A2j+2 −
(2j + 1)A0gj+1λ

2j+2

K122j+2
−

∞∑
k=0

(2j + 2k + 3) gj+k+2λ
2j+2k+4

(2j) ! (2k + 3) ! 22j+2k+4
A−2k−2,

aj,k = (2j + 1) γj,kλ
2j+2k+2, K1 = 1− π2

12
λ2, gj = 2

∞∑
m=1

1
m2j

,

γ0,0 =
3
8
g2λ

2 +
∞∑

i=1

(2i+ 1) g2
i+1λ

4i+2

24i+4
, (13)

γj,k = − (2j + 2k + 2) !gk+j+1

(2j + 1) ! (2k + 1) ! 22j+2k+2
+

(2j + 2k + 4) !gj+k+2λ
2

(2j + 2) ! (2k + 2) ! 22j+2k+4
+

+
∞∑

i=0

(2j + 2i+ 1) ! (2k + 2i+ 1) !gj+i+1gk+i+1λ
4i+2

(2j + 1) ! (2k + 1) ! (2i+ 1) ! (2i) ! 22j+2k+4i+4
+ bj,k,

b0,k = 0, bj,0 = 0, bj,k =
gj+1gk+1λ

2

22j+2k+4

(
1 +

2K2λ
2

K1

)
j = 1, 2, ...; k = 1, 2, ... K2 =

π2

24
.

Ïîñòîÿííûå β2k+2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

β2 =
1
K1

[
−A0 + 2

∞∑
k=0

gk+1λ
2k+2

22k+2
α2k+2

]
, (14)

β2j+4 = (2j + 3)α2j+2 +
∞∑

k=0

(2j + 2k + 3) !gj+k+2λ
2j+2k+4

(2j + 2) ! (2k + 1) ! 22j+2k+4
α2k+2 −A−2j−2.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèè (6) óäîâëåòâîðÿëè êðàåâîìó óñëîâèþ (5). Òîãäà ïîñëå íåêî-
òîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
g(x)

1
ω

∫
L1

g(t)ctg
π

ω
(t− x) dt+H(x) = q(x), (15)

ãäå
H(x) = ΦS (x) + ΦS (x) + xΦ′S (x) + ΨS (x) ,

ΦS (x) = Φ0 (x) + Φ2 (x) ,

ΨS (x) = Ψ0 (x) + Ψ2 (x) .
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Ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (15), à òàêæå ñèñòåìû (13), (14) ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûå âåëè÷èíû ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë Fmn (m = 1, 2, . . . ; n= 1, 2, . . . ). Ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà
âåëè÷èíà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû Fmn, äåéñòâóþùåé íà êàæäóþ òî÷êó êðåïëåíèÿ ñî ñòîðîíû
ñòðèíãåðà, ðàâíà

Fmn =
ESAS

2y0n
∆υm,n, (m = 1, 2, . . . ;n = 1, 2, . . .),

ãäå ES � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà ñòðèíãåðà; AS � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòðèíãåðà;
2y0n � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êðåïëåíèÿ; ∆υm,n � âçàèìíîå ñìåùåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ
òî÷åê êðåïëåíèÿ, ðàâíîå óäëèíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà ñòðèíãåðà.
Îáîçíà÷èì ðàäèóñ òî÷åê êðåïëåíèÿ (ïëîùàäêè ñöåïëåíèÿ) ÷åðåç a0. Ïðèìåì åñòåñòâåí-

íîå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âçàèìíîå óïðóãîå ñìåùåíèå òî÷åê z = mL + i (ny0 − a0) è
z = mL−i (ny0 − a0) â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òåîðèè óïðóãîñòè ðàâíî âçàèìíîìó ñìåùåíèþ
òî÷åê êðåïëåíèÿ ∆υm,n. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïåðåìåùåíèé ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî îòûñêàòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ (6)�(8), (11) è ôîðìóëû Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [7]

ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ, õîòÿ è íåñêîëüêî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, âçàèìíîå ñìåùåíèå
∆υm,n íàéäåì â âèäå

∆υp,r = ∆υ(0)
p,r + ∆υ(1)

p,r + ∆υ(2)
p,r ,

∆υ(0)
p,r =

1
2π (1 + ê0)µh

∑
m,n

′Fmn

{
ê0 ln

(p−m)2 L2 + a2
0

(p−m)2 L2 + c2
+

+
2 (r − n) y0c

〈
2p (p−m)L2 + ac

0

〉[
(p−m)2 L2 + c2

] [
(p−m)2 L2 + a2

0

]
+

σ0

4µ
(1 + ê0) (ry0 − a0) ,

∆υ(1)
p,r =

1 + ê0

µ

 1
2ω

∫
L1

g(t)
〈
arctg

[
ctg

π

ω
(t− pL) th

π

ω
c
]
− arctg

[
tg
πpL

ω
th
π

ω
c

]〉
dt

}
−

− c
µ

1
2ω

∫
L1

g(t)

[
sin2 α1

(
ch2α1 + sh2α1

)
sin2 α1 ch

2α1 + cos2 α1 sh
2α1

]
dt, (16)

∆υ(2)
p,r =

1
µ

{
(ê0 − 1) (ry0 − a0) a0 + (1 + ê0)

∞∑
k=0

α2k+2
λ2k+2 sin (2k + 1)α

(2k + 1) ρ2k+1
2

+

+(ê0 − 1)
∞∑

k=0

α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,k
2j + 1

ρ2j+1
2 sin (2j + 1)α−

∞∑
k=0

β2k+2
λ2k+2 sin (2k + 1)α

(2k + 1) ρ2k+1
2

−

−
∞∑

k=0

β2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

rj,k
2j + 1

ρ2j+1
2 sin (2j + 1)α+

+
∞∑

k=0

(2k + 2)α2k+2λ
2k+2

∞∑
j=0

(2j + 2k + 2)
2j + 1

rj,kρ
2j+1
2 sin (2j + 1)α,

ãäå c = (r − n)y0 − a0, α1 = π
ω (t− pL), α = arctg ry0−a0

pL

ρ2
2 = (pL)2 + (ry0 − a0)

2
, rj,k =

(2j + 2k + 1)!gj+k+1

(2j)! (2k + 1)! 22j+2k+2
, r0,0 = 0.
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Èñêîìàÿ âåëè÷èíà ñèëû Fmn îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (16) èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

(p = 1, 2, . . . ; r = 1, 2, . . .). (17)

Èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè çàäà÷è îíà âûðîæäàåòñÿ â îäíó áåñêîíå÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó.
Ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (15) ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìàìè (13), (14), (17) ÿâëÿþòñÿ

îñíîâíûìè ðàçðåøàþùèìè óðàâíåíèÿìè çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèìè îïðåäåëèòü ôóíêöèþ g(õ),
êîýôôèöèåíòû α2k, β2k è çíà÷åíèÿ ñèë Fpr (p = 1, 2, . . . ; r= 1, 2, . . . ). Çíàÿ èñêîìûå ôóíêöèè
Φ2 (z), Ψ2 (z), g(õ) è âåëè÷èíû Fpr ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-
íèå ñðåäû, óñèëåííîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé ñòðèíãåðîâ, ïðè íàëè÷èè ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ.
3. Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è àíàëèç.
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

π

ω
ctg

π

ω
z =

1
z
−

∞∑
j=0

gj+1
z2j+1

ω2j+2
,

óðàâíåíèå (15) ïðèâåäåì ê îáû÷íîé ôîðìå

1
π

∫
L1

g(t)dt
t− x

+
1
π

∫
L1

g(t)K(t− x)dt = q(x), (18)

K(t) = −
∞∑

j=0

gj+1
t2j+1

ω2j+2
.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (18) ê âèäó áîëåå óäîáíîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ g(x) = −g(−x), óðàâíåíèå (18) ïðèíèìàåò âèä

2
π

1∫
λ1

ξp (ξ) dξ
ξ2 − ξ20

+
1
π

1∫
λ1

K0 (ξ, ξ0) p (ξ) dξ +H (ξ0) = q (ξ0) ,

K0 (ξ, ξ0) = K (ξ − ξ0) +K (ξ + ξ0) , p (ξ) = g(t), ξ =
t

`
, ξ0 = (19)

λ1 = λ/`; λ1 ≤ ξ0 ≤ 1,

H(ξ0) = ΦS (ξ0`) + ΦS (ξ0`) + ξ0`Φ′S (ξ0`) + ΨS (ξ0`) .
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξ2 = u =
1− λ2

1

2
(τ + 1) + λ2

1, ξ20 = u0 =
1− λ2

1

2
(η + 1) + λ2

1.

Ïðè ýòîì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [λ1, 1] ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−1, 1], à ïðåîáðàçîâàííîå
óðàâíåíèå (19) ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíóþ ôîðìó

1
π

1∫
−1

p (τ) dτ
τ − η

+
1
π

1∫
−1

p (τ)B (η, τ) dτ +H∗ (η) = q (η) ,

p (τ) = p (ξ) , H∗ (η) = H (ξ0) , B (η, τ) = −1− λ2
1

2

∞∑
j=0

gj+1

(
`

2

)2j+2

· uj
0Aj ,

Aj = (2j + 1) +
(2j + 1)(2j)(2j − 1)

1 · 2 · 3

(
u

u0

)
+ . . .+ (20)
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+
(2j + 1)(2j)(2j − 1) . . . [(2j + 1)− (2j + 1− 1)]

1 · 2 · 3 . . . (2j + 1)
·
(
u

u0

)j

.

Äëÿ àëãåáðàèçàöèè ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðÿ-
ìîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [4; 6; 9]. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (20),
êðîìå îñîáåííîñòè â ÿäðå Êîøè, èìååò òàêæå íåïîäâèæíóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå âûõîäà ïî-
ëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ. Ôóíêöèÿ g(x) èìååò â òî÷êàõ
x = ±λ îñîáåííîñòü, îòëè÷àþùóþñÿ îò êîðíåâîé. Õàðàêòåð ýòîé îñîáåííîñòè ìîæåò áûòü
óñòàíîâëåí èç àíàëèçà ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20) [8]. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå èíòåãðàë
∫̀
λ

g(t)dt = C 6= 0 ðàâåí ïîñòîÿííîé, îòëè÷íîé îò íóëÿ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ðàñêðûòèå ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ è äîëæíà áûòü
îïðåäåëåíà ïîñëå ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íóæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ, ïîñòðîåííîãî íà áàçå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà�ßêîáè. Â âèäó ãðîìîçäêî-
ñòè âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèé B (η, τ) è H∗ (η) óñòàíîâëåíèå èñòèííîé îñîáåííîñòè ôóíêöèè
p (η) íà êîíöå çàòðóäíèòåëüíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûé âûèãðûø â ñõîäèìîñòè ïî
óòî÷íåííîìó ìåòîäó îáåñöåíèâàåòñÿ èç-çà ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû
ñèñòåìû. Èñïîëüçóåì äðóãîé ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (20),
ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîãî ïðîâåðåíà íà ìíîãî÷èñëåííûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ [5; 9; 10]. Òàê
êàê íàïðÿæåíèÿ â èçîòðîïíîé ñðåäå, óñèëåííîé ñèñòåìîé ñòðèíãåðîâ, îãðàíè÷åíû, òî ðåøå-
íèå ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20) ñëåäóåò èñêàòü â êëàññå âñþäó îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé.
Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

p (η) = p0 (η)
√

1− η2,

ãäå p0 (η) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà [−1, 1].
Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïîçâîëÿåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (20) ñâåñòè ê ñè-

ñòåìå M + 1 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

M∑
m=1

p0(τm)
M + 1

sin2 πm

M + 1

[
1

τm − ηr
+B (τm, ηr)

]
= π [q(ηr)−H∗(ηr)] (21)

(r = 1, 2, . . . ,M + 1),

τm = cos
πm

M + 1
(m = 1, 2, . . . ,M), ηr = cos

2r − 1
2 (M + 1)

π(r = 1, 2, . . . ,M + 1).

Ïîëó÷åííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (21) èç M + 1 óðàâíåíèé, ñëóæàùàÿ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ p0(τ1), p0(τ2). . . , p0(τM ) è `/λ, îáåñïå÷èâàåò óäîâëåòâîðåíèå äîïîëíèòåëüíî-
ãî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â êëàññå âñþäó îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé [7]. Â
ïðàâóþ ÷àñòü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (21) âõîäÿò íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé q (ηr)
â óçëîâûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ïîëîñå ïðåäðàçðóøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî
íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçÿõ, âîçíèêàþùåãî íà áåðåãàõ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ, èñïîëüçóåì ñîîòíî-
øåíèå (2). Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, ñîîòíîøåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

g(x) =
2µ

1 + ê0

d

dx
[Ñ (x, q) q (x)] . (22)

Ýòî óðàâíåíèå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé q (x) â ñâÿçÿõ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåäîñòà-
þùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (22) â óçëîâûõ òî÷êàõ τm



88 Ì.Â. ÌÈÐ-ÑÀËÈÌ-ÇÀÄÅ

(m = 1, 2, . . . , M), ïðèíàäëåæàùèõ ïîëîñå ïðåäðàçðóøåíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó èç Ì óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé q (ηm) (m= 1, 2, . . . ,M) â óçëîâûõ òî÷êàõ ïîëî-
ñû ïðåäðàçðóøåíèÿ. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå q(1) = 0, ñîîòâåòñòâóþùåå
óñëîâèþ υ+ (`, 0)− υ− (`, 0) = 0.
Èç-çà íåèçâåñòíîãî ðàçìåðà ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ îáúåäèíåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàäà÷è (13), (14), (17), (21) è êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (22), ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé äàæå ïðè ëèíåéíî-óïðóãèõ ñâÿçÿõ.
×òîáû èçáåæàòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ëèíåéíî-óïðóãèõ ñâÿçÿõ, èñ-
ïîëüçóåì îáðàòíûé ñïîñîá, à èìåííî, ñ÷èòàåì çàäàííûì ðàçìåð ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ è â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåì ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ σ0. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ îáúåäè-
íåíèÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðè ëèíåéíûõ ñâÿçÿõ îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. Äëÿ ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ ïîëàãàëîñü Ì = 30, ÷òî îòâå÷àåò ðàçáèåíèþ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà 30 ÷åáû-
øåâñêèõ óçëîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî
ýëåìåíòà.
Â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî çàêîíà äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñèëèé â ñâÿçÿõ èñ-

ïîëüçîâàëñÿ òàêæå èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, ïîäîáíûé ìåòîäó óïðóãèõ ðåøåíèé [3]. Ïðèíèìà-
åòñÿ, ÷òî çàêîí äåôîðìèðîâàíèÿ ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé (ñèë ñöåïëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðè (υ+ − υ−) ≤ υ∗. Ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè
ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé. Ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè âû-
ïîëíÿþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà íà ÷àñòè çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
(υ+ − υ−) > υ∗. Äëÿ òàêèõ èòåðàöèé ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â êàæäîì ïðèáëèæåíèè
äëÿ êâàçèóïðóãèõ ñâÿçåé ñ ýôôåêòèâíîé ïîäàòëèâîñòüþ, ïåðåìåííîé âäîëü áåðåãîâ ïîëîñû
ïðåäðàçðóøåíèÿ è çàâèñÿùåé îò óñèëèé â ñâÿçÿõ ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå ðàñ÷å-
òà. Ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîé ïîäàòëèâîñòè ïðîâîäèòñÿ ïîäîáíî îïðåäåëåíèþ ñåêóùåãî ìîäóëÿ â
ìåòîäå ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè [1]. Ïðèíÿòî, ÷òî ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé çàêàí÷èâàåòñÿ, êàê òîëüêî óñèëèÿ âäîëü ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ, áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà.
Íåëèíåéíàÿ ÷àñòü êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé ïðåäñòàâëÿëàñü â ôîðìå áèëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè [2], âîñõîäÿùèé ó÷àñòîê êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîìó äåôîðìèðîâàíèþ ñâÿçåé
(0 < (υ+ − υ−) ≤ υ∗) ñ èõ ìàêñèìàëüíûì íàòÿæåíèåì. Ïðè (υ+ − υ−) > υ∗ çàêîí äåôîðìèðî-
âàíèÿ îïèñûâàëñÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé òî÷êàìè (υ∗, σ∗) è (δc, σc).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíî-ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ, ïðè êîòîðîì

ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå òðåùèíû, èñïîëüçóåì óñëîâèå (3).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì, îïðåäåëÿþùèì ïðåäåëüíóþ èíòåíñèâíîñòü âíåøíåé ðàñòÿãèâà-

þùåé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå òðåùèíû â òî÷êå x = ±λ, áóäåò

C (λ, q (λ)) q (λ) = δc. (23)

Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå îáúåäèíåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (13), (14), (17), (21), êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (22) è (23) ïîçâîëÿåò (ïðè çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ òðåùè-
íîñòîéêîñòè ìàòåðèàëà) îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó âíåøíåé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóç-
êè, ðàçìåð ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ è óñèëèÿ â ñâÿçÿõ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå òðåùèí â èçîòðîïíîé ñðåäå, óñèëåííîé ðåãóëÿðíîé ñè-
ñòåìîé ñòðèíãåðîâ.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðè v = 0, 3,

ε1 = a0/L = 0, 01, ε = y0/L = 0, 15; 0, 25; 0, 5, E = 7, 1 · 104ÌÏà (ñïëàâ Â95), ES = 11, 5 ·
104ÌÏà (êîìïîçèò A`-ñòàëü), AS/y0h = 1. ×èñëî ñòðèíãåðîâ è òî÷åê êðåïëåíèÿ ïðèíèìàëîñü
êîíå÷íûì: 6, 10, 14. υ∗ = 10−6ì, σ∗ = 130ÌÏà, σc/σ∗ = 2, δc = 2 · 10−6ì; Ýôôåêòèâíàÿ
ïîäàòëèâîñòü ñâÿçåé Ñ = 2 · 10−7ì/ÌÏà.
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Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé äëèíû ïîëîñû ïðåäðàçðó-
øåíèÿ d = (`− λ)/L îò áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû âíåøíåé íàãðóçêè σ0/qmax äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé ðàäèóñà îòâåðñòèÿ λ = 0, 2÷ 0, 5 (êðèâûå 1�4) ïðè ε = 0, 25.

Ðèñ. 2.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé â ñâÿçÿõ ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ q/σ0

âäîëü ïîëîñû ïðåäðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàäèóñà îòâåðñòèÿ λ = 0, 5 ïðè ε = 0, 15. Çäåñü êðèâàÿ 1
ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé ñâÿçè, 2 � áèëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé.

Ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé âíåøíåé íàãðóçêè σ∗0/σS îò îòíî-
ñèòåëüíîãî ðàñêðûòèÿ δ∗/(`− λ) â òî÷êå x = λ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ðàäèóñà îòâåðñòèÿ

λ = 0, 2÷0, 5 (êðèâûå 1-4) ïðè ε = 0, 15. Çäåñü δ∗ = πδcµ
(1+ê0)σS

, σS � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà
íà ðàñòÿæåíèå.
Àíàëèç ïðåäåëüíî-ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðôîðèðîâàííîé èçîòðîïíîé ñðåäû, óñèëåí-

íîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìîé ñòðèíãåðîâ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå òðåùèíû, ñâîäèòñÿ
ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ðàçðåøàþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (9), (13), (14) (17),
(21), êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (22) è êðèòåðèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû (23) ïðè
ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé, óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ óñèëåííîé ñðåäû.
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M. V. Mir-Salim-zada

CRACK FORMATION IN A PERFORATED ISOTROPIC MEDIUM
INTENSIFIED BY A REGULAR SYSTEM OF STRINGERS

Institute of Mathematics and Mechanics, Azerbaijan National Academy of Sñiences

Abstract. The mathematical description of crack formation model in a perforated isotropic
medium intensi�ed by cross-section stringers is carried out. The stringers action is simulated by
the unknown equivalent concentrated forces in points of their edge junction with the medium. It is
considered, that crack formation occurs in the process of increase of external load intensity in the
medium. The task about equilibrium at the isotropic perforated medium with arisen cracks comes
to the solution of non-linear singular integral equation with kernel of Cauchy type. We �nde stress
in the crack formation zone by solving the equation. The crack formation condition is formulated
with taking into account the limit stretching of material relations criterion.

Keywords: pre-fracture zone, adhesive forces of a material, bonds between crack faces, crack
formation, perforated strengthened slab, stringers.
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Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 92�101

Þ.Â.Íåìèðîâñêèé,Ò.Ï.Ðîìàíîâà

ÏÐÅÄÅËÜÍÎÅ È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ
ÏËÀÑÒÈÍ Ñ ÊÐÓÃËÛÌ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÎ ÐÀÍ èì. Ñ. À. Õðèñòèàíîâè÷à

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðåäëîæåíà ìå-
òîäèêà ðàñ÷åòà ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ñ êðóã-
ëûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì ïðè âîçäåéñòâèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé äèíàìè÷åñêîé íà-
ãðóçêè âçðûâíîãî òèïà. Ñòîðîíû ïëàñòèíû øàðíèðíî îïåðòû èëè çàùåìëåíû. Ðàññìîòðåíû
âîçìîæíûå ñõåìû ïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.
Ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåàëüíàÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ïëàñòèíà, ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà, êðóã-
ëîå îòâåðñòèå, âçðûâíàÿ íàãðóçêà, îñòàòî÷íûé ïðîãèá.

ÓÄÊ: 539.4+539.37

Ðàçíîîáðàçíûå ïî ôîðìå ïëàñòèíû ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ýëåìåíòàìè ìíîãèõ îòâåòñòâåí-
íûõ êîíñòðóêöèé, è ðàñ÷åò èõ ïîâåäåíèÿ ïðè âîçäåéñòâèè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê èìååò áîëü-
øîå çíà÷åíèå ïðè èõ ïðîåêòèðîâàíèè è ïðîãíîçèðîâàíèè ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé. Â ðàáîòå â
ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ðàññìîòðåí äèíàìè÷åñêèé èçãèá ïðÿìî-
óãîëüíûõ ïëàñòèí ñî ñâîáîäíûì êðóãëûì îòâåðñòèåì. Èìåþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå ðåøåíèÿ äëÿ
ïëàñòè÷åñêèõ ïîëèãîíàëüíûõ ïëàñòèí ñî ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì êàñàþòñÿ òîëüêî äèíàìèêè
ïðàâèëüíûõ ïîëèãîíàëüíûõ ïëàñòèí [1] è ïðåäåëüíîãî àíàëèçà äëÿ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí [2,
3].
1. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ïëàñòèíó ñî ñòîðîíàìè 2a è 2γa (γ ≥ 1), èìåþùóþ â öåíòðå

ñâîáîäíîå êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèóñà µa, ãäå 0 ≤ µ < 1 (ðèñ. 1). Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ïëàñòèíû øàðíèðíî îïåðòû èëè çàùåìëåíû. Íîðìàëüíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò íà îïîðíûõ
ñòîðîíàõ ðàâåí −(1−ηi)M0 (i = 1, 2), ãäå i = 1 îòíîñèòñÿ ê ìåíüøåé ñòîðîíå, à i = 2 � ê áîëü-
øåé; ηi = 0 ïðè çàùåìëåíèè è ηi = 1 ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû;
M0 � ïðåäåëüíûé ìîìåíò. Íà ïëàñòèíó äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè
äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà âçðûâíîãî òèïà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè P (t), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ìãíîâåííûì äîñòèæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Pmax = P (0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 ñ ïîñëåäóþùèì áûñòðûì åå óìåíüøåíèåì.
Â äèíàìèêå ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû èç èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà

âîçìîæíû íåñêîëüêî ñõåì äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïðè íàãðóçêàõ, íå ïðåâûøàþùèõ ïðåäåëüíûå

Ïîñòóïèëà 05.09.2009

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäèóìà ÑÎ ÐÀÍ (Ïîñòàíîâëåíèå � 10
îò 15.01.09, íîìåð ïðîåêòà 15).
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Ðèñ. 1.

Ðèñ. 2.

Ðèñ. 3.

íàãðóçêè (¾íèçêèõ¿ íàãðóçêàõ, Pmax < P0), ïëàñòèíà îñòàåòñÿ â ïîêîå. Ïðè íàãðóçêàõ, íåçíà-
÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïðåäåëüíûå (¾ñðåäíèõ¿ íàãðóçêàõ, P0 < Pmax < P1), ñõåìó äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè îáëàñòåé Si (i = 1, 2), êîòîðûå
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æåñòêî âðàùàþòñÿ âîêðóã îïîðíûõ ñòîðîí ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ α̇i (ðèñ. 1 � 3 ). Îáëàñòè Si ðàç-
äåëåíû êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ïëàñòè÷åñêèìè øàðíèðàìè ñ íîðìàëüíûì èçãèáàþùèì ìîìåí-
òîì, ðàâíûìM0. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé γ, µ, η1, η2 ïðè ýòîì âîçìîæíû òðè
âàðèàíòà äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1 (ñõåìà À, ξ2 ≥ φa), ðèñ. 2 (ñõå-
ìà Á, φb ≤ ξ2 ≤ φa) è ðèñ. 3 (ñõåìà Â, ξ2 ≤ φb), ãäå φa = arctg [1/(γ − µ)], φb = arctg [(1− µ)/γ].
Èç ñèììåòðè÷íîñòè ïëàñòèíû ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà Â ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå çà-
ùåìëåíèÿ ìåíüøåé ñòîðîíû è øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ áîëüøåé (η1 = 0, η2 = 1). Óãëû ξ1 è ξ2
íà ðèñ. 1�3 ÿâëÿþòñÿ óãëàìè ïðè îñíîâàíèè îáëàñòåé S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî.
Â êàæäîé îáëàñòè Si (i = 1, 2) ââåäåì äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (xi, yi), â êîòîðîé

îñü xi ïðîõîäèò ïî îïîðíîé ñòîðîíå, à îñü yi íàïðàâëåíà âíóòðü ïëàñòèíû. Íà÷àëî êîîðäèíàò
(xi, yi) âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî íà îïîðíîé ñòîðîíå. Òîãäà ñêîðîñòè ïðîãèáîâ ïëàñòèíû âî
âñåõ ñõåìàõ áóäóò ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

(xi, yi) ∈ Si : u̇(xi, yi, t) = α̇i(t)yi.(i = 1, 2). (1)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû ïîëó÷èì èç ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ìîùíîñòè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðèíöèïà Äàëàìáåðà [4]

K = A−N, (2)

K = ρ
∑

i=1,2

∫∫
Si

üu̇∗ds = ρ
∑

i=1,2

α̈iα̇
∗
i

∫∫
Si

y2
i dyidxi, (3)

A = P (t)
∑

i=1,2

∫∫
Si

u̇∗ds = P (t)
∑

i=1,2

α̇∗i

∫∫
Si

yidyidxi, (4)

N =
∑
m

∫
lm

Mm

[
∂θ∗

∂t

]
lm

dlm = 2M0

∑
i=1,2

α̇∗i [a γi−1(2− ηi)− bi] . (5)

Çäåñü K, A, N � ìîùíîñòè èíåðöèîííûõ, âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî; u �
ïðîãèá; ρ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû; t � òåêóùåå âðåìÿ; ds � ýëåìåíò
ïëîùàäè; m � êîëè÷åñòâî ëèíèé ðàçðûâà óãëîâûõ ñêîðîñòåé; lm � ëèíèè ðàçðûâà óãëîâûõ
ñêîðîñòåé, âêëþ÷àÿ êîíòóð ïëàñòèíû;

[
∂θ
∂t

]
lm

� ðàçðûâ óãëîâîé ñêîðîñòè íà lm; Mm � èç-

ãèáàþùèé ìîìåíò íà lm; dlm � ýëåìåíò ëèíèè lm; bi � ïðîåêöèÿ ÷àñòè ãðàíèöû ñâîáîäíîãî
îòâåðñòèÿ â îáëàñòè Si íà îïîðíóþ ñòîðîíó îáëàñòè Si(i = 1, 2). Âåðõíèé èíäåêñ �∗�îáîçíà÷àåò
äîïóñòèìûå ñêîðîñòè.
Ïîäñòàâëÿÿ âåëè÷èíû (3)�(5) â (2) è ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü α̇∗i (t) (i = 1, 2), ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ρα̈i

∫∫
Si

y2
i dyidxi = P (t)

∫∫
Si

yidyidxi −M0 [a γi−1(2− ηi)− bi] . (i = 1, 2). (6)

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé S1 è S2 äàåò ðàâåíñòâî

α̇1 = α̇2tgξ2. (7)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ α̇i, αi èìåþò âèä

α̇i(0) = αi(0) = 0, (i = 1, 2). (8)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7), (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (8) è ξ2(0) = ξ02 , ξ1(0) = π/2−ξ02 îïèñû-
âàåò äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëàñòèíû. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ξ02 îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò âåëè÷èíû Pmax, êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå.
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2. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñõåìû À, Á è Â. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6) ïðè ñõåìå À, ó÷èòûâàÿ
ξ1 = π/2− ξ2, èìåþò âèä

ρα̈1a
3ctg3ξ2 = 2P (t)a2ctg2ξ2 − 12M0(2− η1), (9)

ρα̈2a
3 [8 µ3 − 3µ2π(1 + µ2/4)− 3ctgξ2 + 4 γ] = 2P (t)a2 [µ (3+

+2µ2)− 3µ2π/2− 2ctgξ2 + 3(γ − µ )]− 12M0 [γ (2− η2)− µ] . (10)

Ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó P0 îïðåäåëèì òàê. Èç (9), (10) ïðè α̈i = 0 (i = 1, 2) èìååì

P = 6M0(2− η1)tg2ξ2/a
2, (11)

P =
6M0 [γ (2− η2)− µ] /a2

µ(3 + 2µ2)− 3µ2π/2 + 3(γ − µ)− 2ctgξ2
. (12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ2p çíà÷åíèå ξ2 ïðè äåéñòâèè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè P0. Èç (11), (12) ïî-
ëó÷èì, ÷òî ïðè ñõåìå À â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé γ, µ, η1, η2 âåëè÷èíà ξ2p

îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

(2− η1)tg
2ξ2p [µ (3 + 2µ2)− 3µ2π/2 + 3(γ − µ)− 2ctg ξ2p] = γ(2− η2)− µ. (13)

Òîãäà èç (11) ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ðàâíà

P0 = 6M0(2− η1)tg2ξ2p/a
2. (14)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6) ïðè ñõåìå Á ïðèìóò âèä

ρα̈1a
3 {4 γc1(γ2 + 3µ2 − c21)− 6(γ2 + µ2/4) [µ 2 arcsin(c1/µ)+
+c1

√
µ2 − c21 ]− c1(

√
µ2 − c21)

3 + ctg3ξ2(1− c1)4 } =
= 2P (t)a2 {c1 (3γ2 + 3µ2 − c21)− 3γ [c1

√
µ2 − c21 + µ2 arcsin(c1/µ )]+

+ctg2ξ2(1− c1)3 } − 12M0(2− η1 − c1),

(15)

ρα̈2a
3 {4 c2(1 + 3µ2 − c22)− 6(1 + µ2

4 ) [µ2 arcsin(c2/µ)+
+c2

√
µ2 − c22 ]− c2(

√
µ2 − c22)

3 + tg3ξ2(1− c2)4 } =
= 2P (t)a2 {c2 (3 + 3µ2 − c22)− 3(c2

√
µ2 − c22 + µ2 arcsin(c2/µ))+

+(1− c2)3tg2 ξ2} − 12M0 [γ (2− η2)− c2] ,

(16)

c1 = sin ξ2 [
√
µ2 − (γ sin ξ2 − cos ξ2)2 − (γ − ctgξ2) cos ξ2] ,

c2 = cos ξ2
√
µ2 − (γ sin ξ2 − cos ξ2)2 + (γ − ctgξ2) sin2 ξ2,

c21 + c22 = µ2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ P0 ñ÷èòàåì α̈i = 0 (i = 1, 2) â óðàâíåíèÿõ (15), (16) è èìååì

P =
6M0(2− η1 − c1)/a2

µ sin ξ2 [3 + µ2(2 + cos2 ξ2)− 3µ cos ξ2]− 3µ2ξ2 + ctg2ξ2(γ − µ sin ξ2)3
, (17)

P =
6M0 [γ (2− η2)− c2] /a2

µ cos ξ2 [3 + µ2(2 + sin2 ξ2)− 3µ sin ξ2]− 3µ2(π
2 − ξ2) + tg2ξ2(γ − µ cos ξ2)3

. (18)

Èç (17), (18) ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ñõåìå Á â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé γ, µ, η1,
η2 âåëè÷èíà ξ2p îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

2− η1 − c1
µ sin ξ2p [3 + µ2(2 + cos2 ξ2)− 3µ cos ξ2p]− 3µ2ξ2p + ctg2ξ2p(γ − µ sin ξ2p)3

= (19)
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=
γ(2− η2)− c2

µ cos ξ2p [3 + µ2(2 + sin2 ξ2p)− 3µ sin ξ2p]− 3µ2(π/2− ξ2p) + tg2ξ2p(γ − µ cos ξ2p)3
,

à ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (17) ïðè ξ2 = ξ2p.
Óðàâíåíèÿ (6) ïðè ñõåìå Â (η1 = 0, η2 = 1) èìåþò âèä

ρα̈1a
3 [4 γ3 − µ2π(γ2 + µ2/4) + 8γµ3 − 3γ4tg2 ξ2] = 2P (t)a2 {µ (3γ2 + 2µ2)−

−3γµ2π/2 + γ2 [3 (1− µ)− 2γtg ξ2]} − 12M0(2− µ), (20)

ρα̈2a
3γ3tg3ξ2 = 2P (t)a2γ3tg2ξ2 − 12M0. (21)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ P0 ñ÷èòàåì α̈i = 0 (i = 1, 2) â óðàâíåíèÿõ (20), (21) è èìååì

P =
6M0(2− µ)/a2

µ(3γ2 + 2µ2)− 3γµ2π/2 + γ2 [3 (1− µ)− 2γtg ξ2]
, (22)

P = 6M0/(a2γ2tg2ξ2). (23)

Èç (22), (23) ïîëó÷èì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé γ, µ âåëè÷èíà ξ2p ïðè
ñõåìå Â îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

(2− µ)γ2tg2ξ2p = µ(3γ2 + 2µ2)− 3γµ2π/2 + γ2 [3 (1− µ)− 2γtg ξ2p] , (24)

à P0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (23) ïðè ξ2 = ξ2p.
Ïðè ξ2p = φa óðàâíåíèÿ (13), (19) ñîâïàäàþò. Ñ÷èòàÿ ξ2p = φa â óðàâíåíèè (13), ïîëó÷èì

çàâèñèìîñòü µ = µ(γ, η1, η2)

2− η1
(γ − µ)2

=
γ(2− η2)− µ

µ(3 + 2µ2)− 3µ2π/2 + γ − µ
. (25)

Ïðè ξ2p = φb óðàâíåíèÿ (19) ïðè η1 = 0, η2 = 1 è (24) ñîâïàäàþò. Ñ÷èòàÿ ξ2p = φb â
óðàâíåíèè (24), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü µ = µ(γ) ïðè η1 = 0, η2 = 1

2− µ

µ(3γ2 + 2µ2)− 3γµ2π/2 + γ2(1− µ)
=

1
(1− µ)2

. (26)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè µ îò âåëè÷èíû γ ïðè ðàçíûõ η1, η2 ïî ôîðìóëå (25) ïðèâåäåí íà ðèñ.
4. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ η1 = η2 = 0 (çàùåìëåíèå âñåõ ñòîðîí); êðèâàÿ 2 îòíîñèòñÿ
ê ñëó÷àþ η1 = η2 = 1 (øàðíèðíîå îïèðàíèå âñåõ ñòîðîí); êðèâàÿ 3 � η1 = 1, η2 = 0; êðèâàÿ
4 � η1 = 0, η2 = 1. Êðèâàÿ 5 íà ðèñ. 4 èçîáðàæàåò çàâèñèìîñòü µ îò âåëè÷èíû γ ïðè η1 = 0,
η2 = 1 ïî ôîðìóëå (26). Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïî êàêîé ñõåìå À, Á èëè Â
áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðåäåëüíîå äåôîðìèðîâàíèå ïëàñòèíû ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè γ, µ,
η1, η2, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ïðàâåå èëè ëåâåå ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé ëåæèò òî÷êà (γ, µ)
íà ðèñ. 4. Â ñëó÷àå η1 = 0, η2 = 1, åñëè òî÷êà (γ, µ) ëåæèò ïðàâåå êðèâîé 4, òî ξ2p ≥ φa, è
ïëàñòèíà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå À; åñëè (γ, µ) ëåæèò ëåâåå êðèâîé 5, òî ξ2p ≤ φb, è ïëàñòèíà
äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå Â; åñëè òî÷êà (γ, µ) íàõîäèòñÿ ëåâåå êðèâîé 4 è ïðàâåå êðèâîé 5, òî
φb ≤ ξ2p ≤ φa, è â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà Á. Â ñëó÷àÿõ, îòëè÷íûõ îò
η1 = 0, η2 = 1, åñëè òî÷êà (γ, µ) ëåæèò ïðàâåå ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé (1, 2 èëè 3), òî
ξ2p ≥ φa, è ïëàñòèíà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå À; åñëè òî÷êà (γ, µ) ëåæèò ëåâåå ýòîé êðèâîé,
òî φb ≤ ξ2p ≤ φa, è ïëàñòèíà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå Á. Èç ðèñ. 4 âèäíî äëÿ ëþáîãî µ, ÷òî â
ñëó÷àå γ = 1 ïðè îäèíàêîâîì çàêðåïëåíèè ñòîðîí (η1 = η2) äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî
ñõåìå Á, à ïðè γ > 2, 54 è ëþáîì êðåïëåíèè ñòîðîí � ïî ñõåìå À.
Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P0 ïðè ñõåìå À îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (14). Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà

P0 ïðè ñõåìå Á îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (17), â êîòîðîì ñ÷èòàåì P = P0 è ξ2p âû÷èñëåíî
èç óðàâíåíèÿ (19). Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P0 ïðè ñõåìå Â îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (23), â
êîòîðîì ñ÷èòàåì P = P0 è ξ2p ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ (24).
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Ðèñ. 4.

Ðèñ. 5.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè P0 îò ïàðàìåòðà µ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ, η1, η2 ïðèâåäåí íà
ðèñ. 5. Êðèâàÿ 1 èçîáðàæàåò ñëó÷àé γ = 1, η1 = η2 = 0; êðèâàÿ 2 � ñëó÷àé γ = 1, η1 = η2 = 1;
êðèâàÿ 3 � ñëó÷àé γ = 1, 7, η1 = 1, η2 = 0; êðèâàÿ 4 � ñëó÷àé γ = 2, 2, η1 = η2 = 0; êðèâàÿ
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5 � ñëó÷àé γ = 2, 2, η1 = η2 = 1; êðèâàÿ 6 � ñëó÷àé γ = 3, η1 = η2 = 0; êðèâàÿ 7 � ñëó÷àé
γ = 3, η1 = η2 = 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì γ è ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ µ îò íóëÿ äî åäèíèöû
çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé íàãðóçêè P0 ñíà÷àëà íåìíîãî ñíèæàåòñÿ, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè
ðîñòå γ çíà÷åíèå P0 óìåíüøàåòñÿ, òàêæå óìåíüøàåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðà îòâåðñòèÿ µ íà
âåëè÷èíó P0.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îòâåðñòèÿ (µ = 0) è øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ âñåõ ñòîðîí (η1 = η2 = 1)

ïîëó÷åííàÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé íàãðóç-
êîé, âû÷èñëåííîé â ðàáîòå [2]. Â [2] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ïðåâûøàåò
íå áîëåå ÷åì íà 1,55 % òî÷íîå çíà÷åíèå, îïðåäåëåííîå íà îñíîâå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè Òðåñêà.
3. Ïðè äåôîðìèðîâàíèè ïîä äåéñòâèåì ¾ñðåäíèõ¿ íàãðóçîê ïî ñõåìå À äèíàìè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (7), (9), (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (11. Íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ ξ2(0) = ξ20 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (9), (10),
ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷èì

ρα̇1a
3 = 2

t∫
0

P (t)a2ctg2ξ2 − 6M0(2− η1)
ctg3ξ2

dt,

ρα̇2a
3 = 2

t∫
0

P (t)a2 [µ (3 + 2µ2)− 3µ2 π
2 − 2ctgξ2 + 3(γ − µ )]− 6M0 [γ (2− η2)− µ]

8µ3 − 3µ2π(1 + µ2/4)− 3ctgξ2 + 4γ
dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà â (8), èìååì

tgξ2 =

t∫
0

P (t)a2ctg2
ξ2−6M0(2−η1)

ctg3
ξ2

dt

t∫
0

P (t)a2[µ (3+2µ2)−3µ2 π
2−2ctgξ2+3(γ−µ )]−6M0[γ (2−η2)−µ]

8µ3−3µ2π(1+µ2/4)−3ctgξ2+4γ
dt

.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó t→ 0, ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ïî ïðàâèëó
Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ20 â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Pmax

{Pmax a
2 [µ (3 + 2µ2)− 3µ2π/2− 2ctgξ20 + 3(γ − µ )]−

−6M0 [γ (2− η2)− µ]} ctg2ξ20 = [Pmax a
2ctg2ξ20−

−6M0(2− η1 )] [8 µ3 − 3µ2π(1 + µ2/4)− 3ctgξ20 + 4 γ] .
(27)

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü óãëà ξ20 îò ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêè pmax = Pmaxa
2/M0

(P0 ≤ Pmax ≤ 5P0) äëÿ øàðíèðíî îïåðòîé ïî âñåì ñòîðîíàì (η1 = η2 = 1) ïðÿìîóãîëüíîé
ïëàñòèíû ñ êðóãëûì îòâåðñòèåì ïðè γ = 3. Êðèâûå 1�4 îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì µ = 0, 1, µ = 0, 3,
µ = 0, 6, µ = 0, 8, ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè àìïëèòóäû íàãðóçêè çíà÷åíèå
óãëà ξ20 óâåëè÷èâàåòñÿ.
Ïðè ñõåìàõ Á è Â íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ξ20 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðè ñõåìå

Á çíà÷åíèå ξ20 â çàâèñèìîñòè îò Pmax âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

tgξ20(Pmaxa
2 {µ cos ξ20 [3 + µ2(2 + sin2 ξ2)− 3µ sin ξ20]−

−3µ2(π/2− ξ2) + tg2ξ20(γ − µ cos ξ20 )3
}
− 6M0 [γ (2− η2)− c2])Σ1(ξ20)/Σ2(ξ20) =

= Pmaxa
2 {µ sin ξ20 [3 + µ2(2 + cos2 ξ20)− 3µ cos ξ20]−

−3µ2ξ20 + ctg2ξ20(γ − µ sin ξ20 )3
}
− 6M0(2− η1 − c1),

ïðè ñõåìå Â � èç óðàâíåíèÿ

tgξ20γ(Pmaxa
2γ2tg2ξ20 − 6M0)Σ1(ξ20)/Σ2(ξ20) =

= Pmaxa
2 {µ (3γ2 + 2µ2)− 3γµ2 π

2 + γ2 [3 (1− µ)− 2γtg ξ2]} − 2M0(2− µ),
ãäå îáîçíà÷åíî
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Σi(ξ2) =
∫∫

Si

y2
i dyidxi/a.(i = 1, 2). (28)

Ïðè ¾ñðåäíèõ¿ íàãðóçêàõ è äåôîðìèðîâàíèè ïî ñõåìå À îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
(8), (9), (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (11) è (28) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.
Ìîìåíò îñòàíîâêè ïëàñòèíû tk îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

α̇1(tk) = 0.
Ïðè ñõåìàõ Á è Â ïîâåäåíèå ïëàñòèíû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Âñå ïðîãèáû

âû÷èñëÿþòñÿ èç (1).
Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå ïðîãèáû w = ua2ρ/(M0T

2) â ñå÷åíèè âäîëü ëèíèè OB
(íà ðèñ. 1) äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ êðóãëûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì ñ ïàðàìåòðàìè
γ = 3 è µ = 0, 3 ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè ïðÿìîóãîëüíîãî âèäà ñ Pmax = 8, 49M0/a

2 âî âðåìÿ
íàãðóæåíèÿ 0 ≤ t ≤ T . Êðèâûå 1, 2 îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ çàùåìëåíèÿ âñåõ ñòîðîí (P0 =
5, 92M0/a

2, ξ2p = 0, 61, ξ20 = 0, 63) è èçîáðàæàþò ïðîãèáû â ìîìåíòû ñíÿòèÿ íàãðóçêè t = T
è îñòàíîâêè ïëàñòèíû t = tk = 1, 44T (ξ2(tk) = 0, 58). Êðèâûå 3, 4 ñîîòâåòñòâóþò ïðîãèáàì
ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè âñåõ ñòîðîí (P0 = 2, 83M0/a

2, ξ2p = 0, 60, ξ20 = 0, 67) è èçîáðàæàþò
ïðîãèáû â ìîìåíòû ñíÿòèÿ íàãðóçêè t = T è ìîìåíò îñòàíîâêè t = tk = 3T (ξ2(tk) = 0, 57).
Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå äëÿ âðåìåíè äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû: tk ≈
T∫
0

P (t)dt/P0.
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Abstract. The method of calculation at ultimate load and permanent de�ection of rectangular
slabs with a free round aperture under the impact of uniformly distributed dynamic load of
explosive type on the basis of ideal rigid-plastic material model is proposed. The slab sides are
simply supported and �xed. Possible schemes of slab ultimate deforming are described. Numerical
examples are given. The solutions can be used in various engineering calculations.
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Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 102�111

Þ.Â.Íåìèðîâñêèé,À.Ï.ßíêîâñêèé

ÎÖÅÍÊÀ ÏÐÅÄÅËÜÍÎÉ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÂÐÀÙÅÍÈß ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÛÕ
ÌÅÒÀËËÎÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÄÈÑÊÎÂ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè èì. Ñ. À. Õðèñòèàíîâè÷à ÑÎ ÐÀÍ

Àííîòàöèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà ìåòîäîì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷à îïðå-
äåëåíèÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè âåðõíåé êèíåìàòè÷åñêîé ãðàíèöû íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñëîæ-
íî àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ïëîñêèõ è èñêðèâëåííûõ äèñêîâ ïîñòîÿííîé è ïåðå-
ìåííîé òîëùèíû. Ïîêàçàíî: íàèáîëüøóþ ïðåäåëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äèñêàì
îáåñïå÷èâàåò ñòðóêòóðà ñ ðàäèàëüíî-îêðóæíîé óêëàäêîé àðìàòóðû; èñêðèâëåíèå äèñêà ïðè-
âîäèò ê ðåçêîìó ñíèæåíèþ åãî íåñóùåé ñïîñîáíîñòè; ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ äèñêîâ, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, â íåñêîëüêî ðàç íèæå ïðåäåëüíî äîïóñòè-
ìûõ ñêîðîñòåé, îïðåäåëåííûõ ïî êðèòåðèþ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêè, àðìèðîâàíèå, ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, ïðîôèëèðîâàíèå,
æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, æåñòêî-ïîëçó÷àÿ ìîäåëü, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

ÓÄÊ: 539.375

Â ðàáîòàõ [1; 2; 3 è äð.] àâòîðû èññëåäîâàëè âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ íà
íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü âðàùàþùèõñÿ ïëîñêèõ [1; 2] è èñêðèâëåííûõ [3] äèñêîâ íà áàçå êðèòå-
ðèåâ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü: âñå ôàçîâûå ìàòåðèàëû äèñêîâ
âåäóò ñåáÿ óïðóãî [1] (ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ê ìèíèìóìó ìàëîöèêëîâóþ óñòàëîñòü è ïîâûñèòü
äîëãîâå÷íîñòü äèñêîâ) ëèáî èäåàëüíî-ïëàñòè÷íî [2; 3] (÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåäåëü-
íóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, âûäåðæèâàåìóþ àðìèðîâàííûìè äèñêàìè ïðè ïîëíîì èñ-
÷åðïàíèè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè âñåìè ñóáñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè êîìïîçèöèè). Îäíàêî íà
ïðàêòèêå äèñêè ãàçîâûõ òóðáèí ýêñïëóàòèðóþòñÿ â óñëîâèÿõ äëèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ (òðå-
áóåìûé ðåñóðñ ðàáîòû òàêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè èìååò ïîðÿäîê 105 ÷àñîâ [4, 113]) ïðè
ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóðàõ, ïîýòîìó â íèõ ìîãóò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ äåôîðìàöèè ïîëçó-
÷åñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ïðåäåëüíûõ
óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ñëîæíî àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ äèñêîâ (êîòîðûå
â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå) ñ ó÷åòîì ðàçâèòèÿ
äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè â íèõ.
Òàê êàê òåîðèÿ ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ñëîæíî àðìèðîâàííûõ òîíêîñòåííûõ

êîíñòðóêöèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè [5], òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ
îöåíî÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííóþ ñõåìó æåñòêî-
ïîëçó÷åãî òåëà [6; 7]. Ïîëíîå ðåøåíèå èëè áëèçêèå (âåðõíþþ è íèæíþþ) ãðàíèöû íåñóùåé
ñïîñîáíîñòè êîíñòðóêöèè ïî æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìå ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü äëÿ íåêîòîðî-
ãî óçêîãî êðóãà çàäà÷ [6; 7; 8 è äð.], ïîýòîìó âûäâèãàåìûå ïðàêòèêîé íîâûå çàäà÷è òðåáóþò
ïðèâëå÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïðåäåëüíîé

Ïîñòóïèëà 27.02.2009

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00046-à).
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ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äèñêîâ â ðàìêàõ æåñòêî-ïîëçó÷åé ìîäåëè. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿ-
ùåíî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíèöû íåñóùåé ñïîñîáíîñòè âðàùàþùèõñÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ
äèñêîâ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ñðåäèííûå ïîâåðõíîñòè äèñêîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïëîñêèìè
(îñåñèììåòðè÷íî èñêðèâëåííûìè), ÷òî ìîæåò áûòü âûçâàíî êîíñòðóêòèâíûìè îñîáåííîñòÿ-
ìè èçäåëèÿ èëè ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäâàðèòåëüíîãî íàòÿãà äèñêà íà âàë. Êðîìå òîãî,
áûñòðîâðàùàþùèåñÿ îáîëî÷êè (÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èñêðèâëåííûå äèñêè
� ïîëîãèå îáîëî÷êè) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ öåíòðèôóãàõ è ò. ï., ïîýòîìó ïðåä-
ëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì ñïðàâåäëèâ è äëÿ èõ ðàñ÷åòà.
Â ñèëó èçâåñòíîãî [6] ôîðìàëüíîãî ñõîäñòâà îïðåäåëåíèÿ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè êîíñòðóê-

öèè ïî æåñòêîïëàñòè÷åñêîé è æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìàì, íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îïè-
ñàíèè ìåòîäà ðàñ÷åòà, êîòîðûé ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîäðîáíî èçëîæåííûì â [3; 9], ãäå
íóæíî ëèøü çàìåíèòü ïðåäåëû òåêó÷åñòè σs = σ0,2 ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðåäåëû ïîëçó÷åñòè σc.
Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïî æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìå ïðåäåë ïîëçó÷åñòè σc ìàòåðèàëà âû-

áèðàåòñÿ ëèáî èç óñëîâèÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé äåôîðìàöèè εmax ïîëçó÷åñòè [7], ëèáî èç
óñëîâèÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ñêîðîñòè ε̇max äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè [6], êîòîðàÿ ðåãëàìåí-
òèðîâàíà äëÿ öåëîãî ðÿäà íåñóùèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Òàê, äëÿ äèñêîâ ãàçîâûõ òóðáèí
[4, 36]

ε̇max = 10−9 1/÷. (1)

Çíàÿ çíà÷åíèå ε̇max, íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ çàêîíîâ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè äëÿ ôà-
çîâûõ ìàòåðèàëîâ ìîæíî îïðåäåëèòü è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðåäåëû ïîëçó÷åñòè σc.
Èññëåäóåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ âëèÿíèå ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ è ôîðìû ìåðèäèî-

íàëüíîãî ïðîôèëÿ äèñêà íà åãî ïðåäåëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðè ïîëçó÷åñòè è
ñðàâíèì åå ñ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ äèñêà, îïðåäåëåííîé ïî æåñòêîïëàñòè÷åñêîé
ñõåìå (ïî êðèòåðèþ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè). Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ñîïîñòàâèìîñòè ðàç-
ëè÷íûõ ïðîåêòîâ àðìèðîâàíèÿ äèñêà âûáåðåì îäèíàêîâûé îáùèé ðàñõîä àðìàòóðû â íèõ:

Ω =
N∑

k=1

Ωk, Ωk =
∫
V

ωkdV = 2π
θ∗∗∫
θ∗

H(θ)ωk(θ)R1(θ)R2(θ) sin θdθ (1 ≤ k ≤ N),

V = 2π
θ∗∗∫
θ∗

H(θ)R1(θ)R2(θ) sin θdθ,
(2)

ãäå V � îáúåì äèñêà; H(θ) � ïåðåìåííàÿ ïî ìåðèäèàíó òîëùèíà ïîëîòíà äèñêà; θ � óãîë
ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ è íîðìàëüþ ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äèñêà; R1, R2 � ãëàâíûå ðàäèóñû
êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; θ∗, θ∗∗ � êîîðäèíàòû âíóòðåííåé è âíåøíåé êðîìîê äèñêà
ñîîòâåòñòâåííî (0 ≤ θ∗ < θ∗∗ < π); ωk(θ) � ïëîòíîñòü àðìèðîâàíèÿ âîëîêíàìè k-ãî ñåìåéñòâà;
N � êîëè÷åñòâî àðìèðóþùèõ âîëîêîí (ïðîâîëîê).
Òàê êàê àðìàòóðà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è îáðûâàåòñÿ òîëüêî

íà êðîìêàõ äèñêà, òî ñîãëàñíî [10]

ωk(θ) = H∗ωk∗ cosψk∗R2∗ sin θ∗/ [H(θ) cosψk(θ)R2(θ) sin θ] ,
H∗ = H(θ∗), ωk∗ = ωk(θ∗), ψk∗ = ψk(θ∗), R2∗ = R2(θ∗),

(3)

ãäå ψk(θ) � óãëû àðìèðîâàíèÿ ïðîâîëîêîé k-ãî ñåìåéñòâà, îòñ÷èòûâàåìûå îò ìåðèäèîíàëü-
íîãî íàïðàâëåíèÿ (ïðåäïîëàãàþòñÿ èçíà÷àëüíî çàäàííûìè ôóíêöèÿìè); ωk∗ � ïðîèçâîëü-
íûå ïîñòîÿííûå. Ðàâåíñòâî (3) íå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè îêðóæíîì àðìèðîâàíèè (òàê êàê
cosψk ≡ 0), â ýòîì ñëó÷àå ωk(θ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ [10].
Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç äèñêà, îãðàíè÷åííîãî êðîìêàìè ñ ðàäèóñàìè

r0 = R2(θ∗) sin θ∗ = 0, 05 ì, r1 = R2(θ∗∗) sin θ∗∗ = 0, 1975 ì, è ëîïàòîê äëèíîé l = 0, 114 ì
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[11] è òîëùèíîé H∗ = 0, 007 ì. Ëîïàòêè èçãîòîâëåíû èç àëþìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÌã3 è ïðî-
äîëüíî àðìèðîâàíû ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À ñ èíòåíñèâíîñòüþ ω∗ = 0, 6. Äèñê èçãîòîâëåí
èç òåõ æå ìàòåðèàëîâ, íî àðìèðîâàíèå åãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ðàçíûì òðàåêòîðèÿì ñ ðàçíîé
èíòåíñèâíîñòüþ. (Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ êîíñòðóêöèè
ïðè òåìïåðàòóðå T = 200 ◦C ïðèâåäåíû â òàáëèöå.) Ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü èñêðèâëåííîãî
äèñêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ñôåðû ðàäèóñà R1 = R2 = 0, 6 ì.

Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ [4; 12; 13]

Ìàòåðèàë σs,ÌÏà σc,ÌÏà ρ, êã / ì
3

Ñïëàâ ÀÌã3
Ïðîâîëîêà Ó8À

108,9
3500

941 · 10−6

1003
2670
7800

Çíà÷åíèÿ σc â òàáëèöå ïîëó÷åíû íà îñíîâàíèè çàêîíîâ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè äëÿ
ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ

ÀÌã3 [13] : ε̇ = exp (−K + βσ) [1/÷], K = 12, 2, β = 0, 0673 (Ïà)−1; (4)

Ó8À [12] : ε̇ = Bσm [1/÷], B = 1, 054 · 10−84 (ÌÏà)
−m · ÷−1, m = 24, 982 (5)

ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ ε̇max èç (1).
Íåäîñòàòêîì ñîîòíîøåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè σ = 0 èìååì ε̇0 ≈ 5 · 10−6 1/÷ (> ε̇max),

ò. å. ïðè 0 < ε̇ < ε̇0 âåëè÷èíû ε̇, σ èìåþò ðàçíûå çíàêè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ ìåõàíè÷åñêîìó
ñìûñëó. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà â ðàñ÷åòàõ âìåñòî çàâèñèìîñòè (4) èñïîëüçóåì åå
àïïðîêñèìàöèþ äâóõçâåííîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

σ =
{
B1ε̇, 0 ≤ ε̇ ≤ ε̇1,
σ1 +B2 (ε̇− ε̇1) , ε̇ > ε̇1,

(6)

ãäå

B1 = 940, 97 ÃÏà · ÷, B2 = 209, 73 ÃÏà · ÷,
σ1 = 30, 194 ÌÏà, ε̇1 = 3, 209 · 10−5 1/÷. (7)

Ïàðàìåòðû (7) îïðåäåëåíû íà îñíîâàíèè çàâèñèìîñòè (4) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íà èíòåðâàëå 0 ≤ ε̇ ≤ 10−4 1/÷, ïðè ýòîì âàðüèðîâàëèñü âåëè÷èíû σ1, ε̇1. Çíà÷åíèÿ (7) ìîæ-
íî íåñêîëüêî óòî÷íèòü, åñëè â (6) âàðüèðîâàòü ïàðàìåòðû σ1, ε̇1, B2. Íà ðèñ. 1 êðèâàÿ 1
õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü σ ∼ ε̇, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (4), à äâóõçâåííàÿ ëîìàíàÿ
2 � çàâèñèìîñòü (6) ñ ó÷åòîì (7). Âèäíî, ÷òî ëîìàíàÿ 2 óäîâëåòâîðèòåëüíî àïïðîêñèìèðó-
åò çàêîí óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè (4), ïîýòîìó â ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèå σc äëÿ ñïëàâà ÀÌã3
(ñì. òàáëèöó) îïðåäåëÿëîñü ïî ôîðìóëàì (6), (7) ïðè ε̇ = ε̇max èç (1).
Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîãî êîëè÷åñòâà n

îáîðîòîâ äèñêîâ â ìèíóòó îò óãëà àðìèðîâàíèÿ ψ. Äèñêè èìåþò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó (H(θ) =
He = 7 ìì) è àðìèðîâàíû ìåðèäèîíàëüíî-ñèììåòðè÷íî äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ïðîâîëîê (N = 2)
ñ ïîñòîÿííûìè óãëàìè (ψ1(θ) = −ψ2(θ) = ψ = const, ω1(θ) = ω2(θ)) è ñ èíòåíñèâíîñòÿìè íà
âíóòðåííåé êðîìêå ω1∗ = ω2∗ = 0, 35, ïîýòîìó îáúåì V òàêèõ äèñêîâ è îáùèé ðàñõîä Ω
àðìàòóðû â íèõ îäèíàêîâû (ñì. (2), (3)).
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Íà ðèñ. 2�4 ñïëîøíûå ëèíèè 1�3 ïîëó÷åíû äëÿ èñêðèâëåííûõ äèñêîâ,

à ïóíêòèðíûå êðèâûå 1′�3′ � äëÿ ïëîñêèõ (R1 = R2 → ∞) äèñêîâ ñ òåìè æå õàðàêòåðíûìè
ðàçìåðàìè, ÷òî è èñêðèâëåííûå. Ëèíèè 3, 3′ îïðåäåëåíû äëÿ èçîòðîïíûõ äèñêîâ èç ñïëà-
âà ÀÌã3, îñòàëüíûå êðèâûå � äëÿ àðìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé. Êðèâûå 1, 1′ ðàññ÷èòàíû ïî
æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìå, îñòàëüíûå ëèíèè � ïî æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ñõåìå � íà îñíîâàíèè êðè-
òåðèÿ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè. (Êðèâûå, ðàññ÷èòàííûå ïî æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìå äëÿ
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Ðèñ. 1. Àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîé óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ñïëàâà ÀÌã3

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ äèñêîâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû îò óãëà ñïèðàëüíîãî
àðìèðîâàíèÿ

èçîòðîïíûõ äèñêîâ èç ñïëàâà ÀÌã3, íà ýòèõ ðèñóíêàõ íå ïîêàçàíû, òàê êàê ïðåäåëüíî äîïó-
ñòèìàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äëÿ íèõ ñîñòàâëÿåò ìåíåå 100 îá/ìèí, ÷òî âûçâàíî ÷ðåçâû÷àéíî
ìàëûì çíà÷åíèåì ïðåäåëà ïîëçó÷åñòè σc äëÿ ýòîãî ñïëàâà, ñì. òàáëèöó.)
Ñðàâíåíèå êðèâûõ 1, 2 è 1′, 2′ íà ðèñ. 2 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü äèñêîâ

ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííàÿ ïî îãðàíè÷åíèþ (1), íàêëàäûâàåìîìó íà ñêîðîñòü
äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, äàëåêà îò ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ, òàê êàê îðäèíàòû òî÷åê íà êðèâûõ
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1, 1′ â äâà ñ ëèøíèì ðàçà ìåíüøå, ÷åì íà êðèâûõ 2, 2′ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîïîñòàâëåíèå ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ 3, 3′, õàðàêòåðèçóþùèõ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü èçîòðîïíûõ äèñêîâ, ñ
êðèâûìè 2, 2′ ñîîòâåòñòâåííî, ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü çàìåíû èçîòðîïíûõ äèñêîâ
êîìïîçèòíûìè äèñêàìè òåõ æå ãàáàðèòîâ: ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè â óñëîâèÿõ
êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè çàìåíà èçîòðîïíîãî äèñêà (ëèíèè 3, 3′) àðìèðîâàííûì (êðèâûå
2, 2′) ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ äèñêà â ìèíóòó ïðèìåðíî â 1,5 ðàçà. Ýòîò
ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå ÿðêî ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèÿ (1), íàêëàäûâàåìîãî ÿâëåíèåì
ïîëçó÷åñòè. Òàê, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 èñïîëüçîâàíèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè èçîòðîïíûõ
äèñêîâ èç ñïëàâà ÀÌã3 ïðè òåìïåðàòóðå T = 200 ◦C ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âîîáùå íå
öåëåñîîáðàçíî, îäíàêî, êàê âèäíî èç ðèñ. 2 (ñì. êðèâûå 1, 1′), àðìèðîâàííûå äèñêè ñ ìàòðèöåé
èç ýòîãî ñïëàâà âïîëíå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå.
Ïîâåäåíèå êðèâûõ 1, 1′, 2, 2′ íà ðèñ. 2 ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâåííîì âëèÿíèè ñòðóêòóðû

àðìèðîâàíèÿ äèñêîâ íà èõ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü êàê â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, òàê è â óñëîâèÿõ
êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè. Îäíàêî íå òîëüêî ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ, íî è ôîðìà ñðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè äèñêà âëèÿåò íà åãî íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ñðàâíåíèå ëèíèé 1, 1′ è 2, 2′

ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíîå èñêðèâëåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äèñêà
ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óìåíüøåíèþ åãî íåñóùåé ñïîñîáíîñòè. Òàê, îðäèíàòû òî÷åê êðèâûõ 1, 2
â 1,5�2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì íà ëèíèÿõ 1′, 2′ ñîîòâåòñòâåííî. Èñêðèâëåíèå ñðåäèííîé ïîâåðõíî-
ñòè äèñêà ïðèâîäèò íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííîìó, íî è êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ çàâèñèìîñòè
n(ψ). À èìåííî: ïðè ψ∗ < ψ < π/2 íà êðèâûõ 1, 2 íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèé
n(ψ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ó÷àñòêîì 0 ≤ ψ < ψ∗ (çäåñü ψ∗ ≈ 0, 8 äëÿ ëèíèè 1 è ψ∗ ≈ 0, 7 äëÿ
êðèâîé 2); íà êðèâîé æå 2′, íàîáîðîò, ïðè 0, 8 < ψ < π/2 íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ïðåäåëüíîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ àðìèðîâàíèåì â ïðåäåëàõ 0 ≤ ψ < 0, 8.
Òî÷êàì ìàêñèìóìîâ íà êðèâûõ 1, 1′, 2, 2′ ñîîòâåòñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ïðîåêòû àðìèðî-

âàíèÿ. Òàê êàê àáñöèññû ýòèõ òî÷åê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, òî äëÿ ïëîñêèõ è èñêðèâëåííûõ
äèñêîâ êàê â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, òàê è â óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè íàèáîëü-
øóþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâåííî ðàçíûå ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ. Õîòÿ
êðèâàÿ 1′ âåäåò ñåáÿ íåìîíîòîííî, âàðèàöèÿ ôóíêöèè, åé ñîîòâåòñòâóþùåé, íà èíòåðâàëå
0 ≤ ψ ≤ 0, 7 (ñîäåðæàùåì òî÷êó ìàêñèìóìà ýòîé ëèíèè) íåâåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì
åå (ôóíêöèè) çíà÷åíèåì. Ïîýòîìó, íå ñîáëþäàÿ îñîáî ñòðîãî òðàåêòîðèé ðàöèîíàëüíîãî àð-
ìèðîâàíèÿ, ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêèõ ïëîñêèõ äèñêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñòðóêòóðû,
îáåñïå÷èâàþùèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü, âåñüìà áëèçêóþ ê ìàêñèìàëü-
íîé, ÷òî óïðîùàåò òåõíîëîãèþ èçãîòîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîíñòðóêöèé.
Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü äèñêè ïîñòîÿííîé òîëùèíû H = He. Íà ïðàêòèêå æå [6; 11] ÷àùå

èñïîëüçóþòñÿ äèñêè ïåðåìåííîé òîëùèíû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè îäèíàêîâîé ìàññå ïîâûñèòü
èõ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêàìè ïîñòîÿííîé òîëùèíû. Ðàññìîòðèì òåïåðü
äèñêè ïåðåìåííîé òîëùèíû, èçìåíÿþùåéñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó

H(θ) = [(θ − θ∗)H1 − (θ − θ∗∗)H0] / (θ∗∗ − θ∗) , H0 = H(θ∗), H1 = H(θ∗∗). (8)

Áóäåì âàðüèðîâàòü òîëùèíó äèñêà H0 íà âíóòðåííåé êðîìêå, à òîëùèíó H1 � íà âíåøíåé
êðîìêå � âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìà äèñêà V (H0,H1) (ñì. (2)) îáúåìó äèñêîâ
ïîñòîÿííîé òîëùèíû, ðàññìîòðåííûõ âûøå. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå H0 > He òîëùèíà äèñêà
óìåíüøàåòñÿ âäîëü ìåðèäèàíà îò âíóòðåííåé êðîìêè ê âíåøíåé (ñì. (8)) è ñ óâåëè÷åíèåì H0

óáûâàåò H1.
Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòè n(H0) äëÿ ìåðèäèîíàëüíî

àðìèðîâàííûõ (ψ1 = 0, ω1∗ > 0, N = 1) è èçîòðîïíûõ (ω1∗ = 0) äèñêîâ (ñì. çàìå÷àíèå 1). Äëÿ
êîìïîçèòíûõ äèñêîâ èíòåíñèâíîñòü àðìèðîâàíèÿ íà âíóòðåííåì êîíòóðå ω1∗ ïîäáèðàëàñü
òàê, ÷òîáû îáùèé ðàñõîä àðìàòóðû (2) â ïðîôèëèðîâàííûõ äèñêàõ áûë òàêîé æå, êàê â
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêàõ ïîñòîÿííîé òîëùèíû He ïðè ω1∗ = 0, 7). Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì
H0 óáûâàåò ω1∗
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïðîôèëèðîâàííûõ äèñêîâ îò òîëùèíû ïîëîòíà íà
âíóòðåííåì êîíòóðå

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ äèñêîâ ñ ðàäèàëüíî-îêðóæíîé ñòðóêòóðîé îò ñóì-
ìàðíîé ïëîòíîñòè àðìèðîâàíèÿ

Ëåâûå òî÷êè íà êðèâûõ ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâóþò ëåâûì òî÷êàì íà ëèíèÿõ ðèñ. 2 ñ òåìè æå
íîìåðàìè. Ïðàâûå òî÷êè íà êðèâûõ 3 è 3' ðèñ. 3 îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì òîëùèíû èçîòðîï-
íûõ äèñêîâ íà âíåøíåé êðîìêå H1 = 0, à ïðàâûå òî÷êè íà îñòàëüíûõ ëèíèÿõ − çíà÷åíèåì
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ω1(θ∗∗) = ωmax = 0, 7, ÷òî íà ïðàêòèêå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ èí-
òåíñèâíîñòè àðìèðîâàíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òîëùèíû H0 äèñêà íà âíóòðåííåé
êðîìêå ïîëó÷àåì íà âíåøíåé êðîìêå íåðàâåíñòâî ω1(θ∗∗) > ωmax, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå
ó÷àñòêè êðèâûõ 1, 1′, 2, 2′ íå èçîáðàæåíû. Âñå êðèâûå íà ðèñ. 3 (çà èñêëþ÷åíèåì ëèíèè 1′)
ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, à çíà÷èò, çà ñ÷åò ïðîôèëèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêîâ ìîæíî
óâåëè÷èòü èõ ïðåäåëüíóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íà íåñêîëüêî òûñÿ÷ îáîðîòîâ â ìèíóòó. Êðèâàÿ
æå 1′ âåäåò ñåáÿ íåìîíîòîííî è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè H0 ≈ 12, 5 ìì; ñîîòâåòñòâóþùèé
äèñê ìîæíî ñ÷èòàòü ðàöèîíàëüíî ïðîôèëèðîâàííûì, ïðè÷åì åãî íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü íà 2300
îá/ìèí áîëüøå, ÷åì ó äèñêà ïîñòîÿííîé òîëùèíû He. Äîïîëíèòåëüíî ïîâûñèòü íåñóùóþ ñïî-
ñîáíîñòü äèñêîâ ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïðîôèëåé áîëåå ñëîæíîé, ÷åì
(8), ôîðìû, ÷òî è èìååò ìåñòî íà ïðàêòèêå [6, 11].
Ðàññìîòðèì òåïåðü äèñêè ïîñòîÿííîé òîëùèíû He, àðìèðîâàííûå ïî ìåðèäèîíàëüíî-

îêðóæíûì íàïðàâëåíèÿì, ñîâïàäàþùèì ñ íàïðàâëåíèÿìè ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé. Èíòåíñèâ-
íîñòü àðìèðîâàíèÿ ω1 ìåðèäèîíàëüíûì (ψ1 = 0) ñåìåéñòâîì âîëîêîí îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì (3), à èíòåíñèâíîñòü àðìèðîâàíèÿ îêðóæíûì ñåìåéñòâîì çàäàäèì ôîðìóëîé ω2(θ) =
ω1∗ − ω1(θ). Ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü àðìèðîâàíèÿ ïîñòîÿííà (ω1∗ = ω1(θ) + ω2(θ) =
const). Óâåëè÷èâàÿ ω1∗ â ïðåäåëàõ 0 ≤ ω1∗ ≤ ωmax, áóäåì óâåëè÷èâàòü îòíîñèòåëüíîå îáú-
åìíîå ñîäåðæàíèå àðìàòóðû â äèñêàõ. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè n(ω1∗) äëÿ òàêèõ
äèñêîâ (ñì. çàìå÷àíèå 1). Îðäèíàòû ëåâûõ òî÷åê íà êðèâûõ 2, 2′ ðèñ. 4 (ω1∗ = 0) ñîâïàäà-
þò ñ îðäèíàòàìè ïðÿìûõ ëèíèé 3,3′ ðèñ. 2 ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâûå 1, 2 íà ðèñ. 4 ìîíîòîííî
âîçðàñòàþò. Ëèíèè æå 1′,2′ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè. Ëåâûå âîçðàñòàþùèå ó÷àñòêè ýòèõ
ëèíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ �òå÷åíèåì� ïîëîòíà ïëîñêîãî äèñêà â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè (êðèâàÿ
1′) èëè ïëàñòè÷íîñòè (ëèíèÿ 2′), à ïðàâûå ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè � òå÷åíèåì ëîïàòîê â êîð-
íåâîì ñå÷åíèè. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé â ëîïàòêàõ äîñòèãàåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîå
ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, ïðèâåäåííîé â [3, 42].
Òàêèì îáðàçîì, èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ ïðè çàäàííûõ ôàçîâûõ ìà-

òåðèàëàõ êîìïîçèöèè íàèáîëüøóþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü êàê â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, òàê è
ïî êðèòåðèþ êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè îáåñïå÷èâàþò äèñêè ñ ìåðèäèîíàëüíî-îêðóæíîé
ñòðóêòóðîé (õîòÿ îíè è íå ïðîôèëèðîâàíû).
Èçìåíåíèå ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ äèñêîâ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ýïþð ñêîðîñòåé ìåðèäè-

îíàëüíîãî v1 è íîðìàëüíîãî v3 ñìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äèñêîâ â çîíå ¾òå÷å-
íèÿ¿ èõ ìàòåðèàëà, à òàêæå ê èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé è æåñòêî-ïîëçó÷åé
ãðàíèöû â íèõ. Òàê, ïðè îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ ÷àñòü ïîëîòíà äèñêà, ïðèìû-
êàþùàÿ ê âíóòðåííåé êðîìêå (θ∗ ≤ θ < θp), îñòàåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêîé (â ðàìêàõ æåñòêî-
ïîëçó÷åé ñõåìû â ýòîé îáëàñòè äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè è èõ ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëûìè), à ÷àñòü ïîëîòíà, ïðèìûêàþùàÿ ê âíåøíåé êðîìêå (θp < θ ≤ θ∗∗), èñïûòûâàåò
òå÷åíèå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè èëè ïëàñòè÷íîñòè; ïðè äðóãèõ æå ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ
ìàòåðèàë âñåãî ïîëîòíà äèñêà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òå÷åíèÿ (θ∗ = θp). Ãðàíèöà ìåæäó
àáñîëþòíî æåñòêîé çîíîé è çîíîé òå÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ìåðèäèîíàëüíûì óãëîì θp, èçìå-
íÿåòñÿ âìåñòå ñ èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ èëè ñ ôîðìîé ïðîôèëÿ äèñêà. Íåïðå-
ðûâíîìó èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ èëè ïðîôèëÿ äèñêà ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîå
èçìåíåíèå âåëè÷èíû θp; îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèõ,
íàïðèìåð, òî÷êàì èçëîìîâ íà êðèâûõ 1, 1′, 2, 2′ ðèñ. 2) ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíå-
íèå θp. Ïðè òàêèõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ ðàâíîâåðîÿòíà ðåàëèçàöèÿ äâóõ ïðèíöèïèàëüíî
ðàçíûõ ¾ìåõàíèçìîâ òå÷åíèÿ¿ ïîëîòíà äèñêà. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû êðèâûå (âû÷èñëåííûå ñ
òî÷íîñòüþ äî íåîïðåäåëåííîãî ìíîæèòåëÿ [6, 138]), êà÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòè
ïîëçó÷åñòè òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè èñêðèâëåííîãî äèñêà â íîðìàëüíîì (ëèíèè 1, 1′) è
ìåðèäèîíàëüíîì (êðèâûå 2, 2′) íàïðàâëåíèÿõ ïðè óãëàõ ñïèðàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ψ = π/4−0
(ëèíèè 1, 2) è ψ = π/4 + 0 (êðèâûå 1′, 2′). Ëèíèè 1′, 2′ íà÷èíàþòñÿ ïðè θ = θ∗ = 0, 08343, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ âñåãî ïîëîòíà äèñêà, êðèâûå æå 1, 2 íà÷èíàþòñÿ ïðè θ = θp = 0, 15,
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Ðèñ. 5. Ýïþðû ñêîðîñòåé ïðîãèáîâ è ìåðèäèîíàëüíûõ ñìåùåíèé (â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè)
òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè èñêðèâëåííîãî äèñêà ïðè ñïèðàëüíî-îðòîãîíàëüíîé ñòðóêòóðå
àðìèðîâàíèÿ

ò. å. â ýòîì ñëó÷àå â äèñêå èìååòñÿ àáñîëþòíî æåñòêàÿ çîíà, îïðåäåëÿåìàÿ êîîðäèíàòàìè
θ∗ ≤ θ < 0, 15.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî

ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äèñêîâ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ñóùå-
ñòâåííî (ïî÷òè âäâîå) íèæå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå (ðàçðóøåíèå) âñåõ ôàç êîìïîçèöèè ïîëîòíà äèñ-
êà èëè ëîïàòîê. Èñêðèâëåíèå ñðåäèííîé ïëîñêîñòè äèñêà ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ñíèæåíèþ åãî
íåñóùåé ñïîñîáíîñòè. Èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ ïðè âûáðàííûõ ìàòåðè-
àëàõ ôàç êîìïîçèöèè íàèáîëüøóþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü äèñêàì îáåñïå÷èâàåò àðìèðîâàíèå
ïî ìåðèäèîíàëüíî-îêðóæíûì íàïðàâëåíèÿì ñ ïîñòîÿííîé ñóììàðíîé ïëîòíîñòüþ àðìèðî-
âàíèÿ. Óâåëè÷èòü íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü äèñêîâ ñ ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé àðìèðîâàíèÿ
ìîæíî çà ñ÷åò èõ ðàöèîíàëüíîãî ïðîôèëèðîâàíèÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å 2. Íàèáîëåå èçâåñòíûå è ðàñïðîñòðàíåííûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðèè

ïîëçó÷åñòè ìåòàëëîâ [6; 14] íå ó÷èòûâàþò òàêîãî ÿâëåíèÿ, êàê ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ìàòå-
ðèàëîâ ðàñòÿæåíèþ � ñæàòèþ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, êîòîðîå íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ
äëÿ öåëîãî ðÿäà ìåòàëëîâ [15; 16 è äð.]. Â ðàìêàõ èñïîëüçîâàííîé â íàñòîÿùåì èññëåäîâà-
íèè æåñòêî-ïîëçó÷åé ñõåìû ýòî ÿâëåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî ó÷òåíî è èñïîëüçîâàíî â ðàñ÷åòàõ
îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ öåíòðèôóã, â êîòîðûõ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ èç-
ãèáàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âîçíèêíîâåíèþ êàê ðàñòÿãèâàþùèõ, òàê è ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé.
(Îïèñàíèå ó÷åòà òàêîé îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ íà áàçå æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ìîäå-
ëè äàíî â [2; 3], ïîýòîìó íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáñóæäåíèè ýòîãî âîïðîñà.).
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THE ESTIMATION OF THE MAXIMUM ROTATION SPEED OF
DEFORMATED METAL-COMPOSITE DISKS IN CREEP CONDITIONS

S.Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics, Siberian Branch, Russian
Academy of Sciences

Abstract. The task of detection of upper kinematical boundary of carrying capacity of complex
reinforced metal-composite �at and deformed disks of constant and variable thickness in creep
conditions is formulated and solved with linear programming method. It is shown that the structure
with radial-circle placing of bars makes maximal angular speed of disc rotation, the disc deformation
leads to abrupt reduction of its carrying capacity, maximum allowed speed of disc rotation working
in creep conditions is several times less than the maximum allowed speed de�ned with short-term
strength criterion.

Keywords: discs, reinforcement, maximum rotation speed, pro�ling, rigid-plastic model, rigid-
creeping model, linear programming.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 112�122

Ò.Í.Ïàâëîâà

ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÒÎÍÊÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ ÈÇ
ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ, ÎÑËÀÁËÅÍÍÎÉ ÎÒÂÅÐÑÒÈÅÌ ÏÎÄ

ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÐÀÑÒßÃÈÂÀÞÙÈÕ ÓÑÈËÈÉ

×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È.ß. ßêîâëåâà

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òîíêîé ïëà-
ñòèíû ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì èç àíèçîòðîïíîãî óïðóãî-èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðè-
àëà ïðè äâóîñíîì ðàñòÿæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî
ïàðàìåòðà [2], â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëåíû êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ â
óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ, îïðåäåëåíà ãðàíèöà ïëàñòè÷åñêîé çîíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèå, äåôîðìàöèÿ, óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, àíèçîòðîïèÿ, ðàñòÿ-
æåíèå, îòâåðñòèå.

ÓÄÊ: 539.374

Ðàññìîòðèì òîíêóþ ïëàñòèíó èç óïðóãî-èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà,
îñëàáëåííóþ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì ñ ïîëóîñÿìè a(1 − ñ), a(1 + ñ). Â ïëîñêîñòè xy ïëà-
ñòèíà ðàñòÿãèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè óñèëèÿìè p1 è p2, êîíòóð
ñâîáîäåí îò óñèëèé. Ïîëîæèì

ñ = δd1,
p1 − p2

2k
= δd2, ãäå k, p1, p2 − const,

ãäå δ, d1, d2 � áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå â ïðåäåëàõ
0 ≤ δ ≤ 1, 0 ≤ di ≤ 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè d1 = 0, d2 = 1 èìååò ìåñòî äâóîñíîå ðàñòÿæåíèå ïëàñòèíû ñ êðóãîâûì

îòâåðñòèåì, ïðè d1 = 1, d2 = 0 èìååò ìåñòî ïëàñòèíà ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì, ðàâíî-
ìåðíî ðàñòÿãèâàåìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (ïðè δ = 0) èìååò ìåñòî
îñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì.
Óðàâíåíèå êîíòóðà ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ çàïèøåì â âèäå

x2

a2(1 + c)2
+

y2

a2(1− c)2
= 1, (1)

ïðè c = 0 ñîãëàñíî (1) èìååò ìåñòî êðóãîâîå îòâåðñòèå ðàäèóñà a.
Â äàëüíåéøåì îòíåñåì âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëèíû ê âåëè÷èíå r0s � ðàäèóñó

óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çîíû â èñõîäíîì íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.
Â äàëüíåéøåì ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

x = r cos θ, y = r sin θ, r =
√
x2 + y2, tgθ =

y

x
. (2)

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîãëàñíî (2) çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

Ïîñòóïèëà 15.02.2010
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ρ =
α(1− δ2d2

1)√
1− 2δd1 cos 2θ + δ2d2

1

= α

[
−1 + δd1 cos 2θ − 3

4
δ2d2

1(1− cos 4θ)+ (3)

+
5
8
δ3d3

1(cos 2θ + cos 6θ)
]

+ ... , α =
a

r0s
, ρ =

r

r0s
.

Ïðèïèøåì êîìïîíåíòàì íàïðÿæåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå èíäåêñ p íàâåðõó, à óïðóãîé �
èíäåêñ å íàâåðõó.
Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Òðåñêà äëÿ èçîòðîïíîãî

òåëà èìååò âèä [1]

(σp
x − 2k)(σp

y − 2k)− τ (p)2
xy = 0, k − const, (4)

ãäå σx, σy, τxy � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, îòíåñåì âñå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü, ê

âåëè÷èíå ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà ðàñòÿæåíèè 2k, ïðè ýòîì äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ñîõðàíèì
îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

(σp
x − 1)(σp

y − 1)− τ (p)2
xy = 0. (5)

Äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (5) ïåðåïèøåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

(σp
ρ − 1)(σp

θ − 1)− τ
(p)2
ρθ = 0. (6)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðèìåò âèä

(
σp

x

k1
− 1)(

σp
y

k2
− 1)− Fτ (p)2

xy = 0. (7)

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè (7) îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà àíèçîòðîïíîãî èäåàëüíîïëàñòè÷åñêîãî ìà-
òåðèàëà. Êîýôôèöèåíòû k1, k2, F õàðàêòåðèçóþò àíèçîòðîïèþ ìàòåðèàëà. Îòìåòèì, ÷òî
âåëè÷èíû k1, k2, F � áåçðàçìåðíûå. Ïðè k1 = k2 = F = 1 ñîãëàñíî (7) èìååò ìåñòî èçîòðîï-
íûé ìàòåðèàë.
Ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y è íàïðÿæåíèÿìè â ïî-

ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ, θ èìååò âèä

σx =
σρ + σθ

2
+
σρ − σθ

2
cos 2θ + τρθ sin 2θ

σy =
σρ + σθ

2
− σρ − σθ

2
cos 2θ − τρθ sin 2θ (8)

τxy = −σρ − σθ

2
sin 2θ + τρθ cos 2θ.

Èç (7), (8) ïîëó÷èì óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

1
k1k2

[
(σp

ρ + σp
θ )2

4
−

(σp
ρ − σp

θ )2

4
cos2(2θ)− τ

(p)2
ρθ sin2(2θ)

]
−

−(
1
k1

+
1
k2

)
(σp

ρ + σp
θ )

2
+ (

1
k2
− 1
k1

)
[
σp

ρ − σp
θ

2
cos(2θ) + τp

ρθ sin(2θ)
]
− (9)

−
(σp

ρ − σp
θ )τp

ρθ cos(2θ) sin(2θ)
k1k2

− F [
σp

ρ − σp
θ

2
sin(2θ)− τp

ρθ cos(2θ)]2 = 0.

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

σij = σ
(0)
ij + δσ

(I)
ij + δ2σ

(II)
ij + δ3σ

(III)
ij ...,
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k1 = 1 + δk
(I)
1 , k2 = 1 + δk

(I)
2 , F = 1 + δF (I), (10)

δ =
p1 − p2

2k
, p1, p2 − const.

Â äàëüíåéøåì ïîëîæèì

τ
(0)
ρθ = 0, (11)

ãäå èíäåêñ ¾0¿ íàâåðõó ïðèïèñàí êîìïîíåíòàì â íóëåâîì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïðè δ = 0.
Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (9) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ (10), ïîëó÷èì[(

σ
(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

2
+
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2
cos 2θ − 1

)
+
δ

2

((
σ(I)p

ρ + σ
(I)p
θ

)
− k

(I)
1

(
σ(0)p

ρ + σ
(0)p
θ

)
+

+
((
σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ

)
− k

(I)
1

(
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

))
cos 2θ + 2τ (I)p

ρθ sin 2θ
]
×

×

[(
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

2
−
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2
cos 2θ − 1

)
+
δ

2

((
σ(I)p

ρ + σ
(I)p
θ

)
− k

(I)
2

(
σ(0)p

ρ + σ
(0)p
θ

)
−

(12)

−
((
σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ

)
− k

(I)
2

(
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)))
cos 2θ +2τ (I)p

ρθ sin 2θ
]
−

−

(
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2

)2

sin2 2θ − δ

[(
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)
sin 2θ

(
(σ(I)p

ρ − σ
(I)p
θ )

2
sin 2θ − τ

(I)p
ρθ cos 2θ

)]
−

−2δF (I)

(
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2
sin 2θ

)2

= 0.

Äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èç (12) ïîëó÷àåì ñëó÷àé èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

σ(0)p
ρ σ

(0)p
θ −

(
σ(0)p

ρ + σ
(0)p
θ

)
+ 1 = 0. (13)

Ñîãëàñíî [1] â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïðè óñëîâèè σ
(0)p
θ = 1 è ãðàíè÷íîì óñëîâèè σ

(0)p
ρ = 0

ïðè ρ = α ïîëó÷èì

σ(0)p
ρ = (1− α

ρ
), σ(0)p

θ = 1, τ (0)p
ρθ = 0. (14)

Äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò ìåñòî óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

σ
(I)p
θ = A0N2 +B0N1 − F (I)

(
σ0

ρ + σ0
θ

)2
sin2 2θ, (15)

ãäå

A0 =
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

2
+
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2
cos 2θ − 1,

B0 =
σ

(0)p
ρ + σ

(0)p
θ

2
−
σ

(0)p
ρ − σ

(0)p
θ

2
cos 2θ − 1,

N1 = k′1

[(
σ(0)p

ρ + σ
(0)p
θ

)
+
(
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)
cos 2θ

]
,
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N2 = k′2

[(
σ(0)p

ρ + σ
(0)p
θ

)
−
(
σ(0)p

ρ − σ
(0)p
θ

)
cos 2θ

]
.

Ñîîòíîøåíèå (15) ñîãëàñíî (14)ïðèìåò âèä

σ
(I)p
θ = (k′1 + k′2)

(
−α
ρ

+
3α2

4ρ2

)
− F (I)

2
α2

ρ2
+ (k′1 − k′2)

(
−α
ρ

+
α2

ρ2

)
cos 2θ + (16)

+
α2

2ρ2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
cos 4θ.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðèì, ïîëàãàÿ

σ(I)
ρ =

1
ρ

∂Φ(I)

∂ρ
+

1
ρ2

∂2Φ(I)

∂θ2
, σ

(I)
θ =

∂2Φ(I)

∂ρ2
, τ

(I)
ρθ = − ∂

∂ρ

(
1
ρ

∂Φ(I)

∂θ

)
. (17)

Èç (16) è (17) íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ

Φp = α (k′1 + k′2)
(
ρ(ln ρ− 1) +

3α
4

ln ρ
)

+ F (I)α
2

2
ln ρ+ (C01ρ+ C02) +

− (α (k′2 − k′1) (ρ(ln ρ− 1) + α ln ρ)− (C21ρ+ C22)) cos 2θ− (18)

−
(
α2

2
ln ρ

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
− (C41ρ+ C42)

)
cos 4θ.

Èç (17) è (18) ïîëó÷èì

σ(I)p
ρ =

1
ρ

(
−α (k′1 + k′2)

(
ln ρ+

3α
4ρ

)
+
α2

2ρ
F (I) + C01

)
+

+
1
ρ

(
α (k′2 − k′1)

(
(3 ln ρ− 4)− α

ρ
(1− 4 ln ρ)

)
− 3C21 −

4C22

ρ

)
cos(2θ)+

+
1
ρ

(
α2

2ρ

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(16 ln ρ− 1)− 15C41 −

16C42

ρ

)
cos 4θ.

τ
(I)p
ρθ = −2

[
(k′2 − k′1)

(
α

ρ
+
α2

ρ2
(1− ln ρ)

)
+
C22

ρ2

]
sin 2θ+ (19)

−
(

2α2

ρ2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− ln ρ)− 4C42

ρ2

)
sin 4θ.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîãëàñíî [2] èìåþò âèä

σ(I) p
ρ = −d1 cos 2θ ïðè ρ = α, (20)

τ
(I) p
ρθ = −2d1 sin 2θ ïðè ρ = α.

Èç (19) è (22) ïîëó÷èì

C01 = α (k′1 + k′2)
(

lnα+
3
4

)
− α

2
F (I),

C21 =
α

3
(3 (k′1 − k′2) (lnα+ 1)− 2d1) ,

C22 = α2 (d1 − (k′1 − k′2) (2− lnα)) , (21)
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C41 =
α

15

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)(
16 lnα− 17

2

)
,

C42 =
α2

2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− lnα) .

Ñîãëàñíî (19) è (22) êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìåþò
âèä

σ(I)p
ρ =

1
ρ

(
−α (k′1 + k′2)

(
ln ρ+

3α
4ρ

)
+
α2

2ρ
F (I) + α (k′1 + k′2)

(
lnα+

3
4

)
− α

2
F (I)

)
+

+
1
ρ

(
α (k′2 − k′1)

(
(3 ln ρ− 4)− α

ρ
(1− 4 ln ρ)

)
− 3

(α
3

(3 (k′1 − k′2) (lnα+ 1)− 2d1)
)
−

−4
ρ

(
α2 (d1 − (k′1 − k′2) (2− lnα))

))
cos(2θ)+

+
1
ρ

(
α2

2ρ

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(16 ln ρ− 1)− 15

(
α

15

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)(
16 lnα− 17

2

))
−

(22)

−16
ρ

(
α2

2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− lnα)

))
cos 4θ.

σ
(I)p
θ = (k′1 + k′2)

(
−α
ρ

+
3α2

4ρ2

)
− F (I)

2
α2

ρ2
+ (k′1 − k′2)

(
−α
ρ

+
α2

ρ2

)
cos 2θ+

+
α2

2ρ2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
cos 4θ.

τ
(I)p
ρθ = −2

[
(k′2 − k′1)

(
α

ρ
+
α2

ρ2
(1− ln ρ)

)
+

1
ρ2

(
α2 (d1 − (k′1 − k′2) (2− lnα))

)]
sin 2θ+

+
(

2α2

ρ2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− ln ρ)− 2α2

ρ2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− lnα)

)
sin 4θ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â óïðóãîé çîíå çàïèøåì â âèäå

σe
ρ

∣∣
ρ=∞ = q − δ cos 2θ, σe

θ |ρ=∞ = q + δ cos 2θ, τe
ρθ

∣∣
ρ=∞ = δ sin 2θ, (23)

ãäå

δ =
p1 − p2

2k
, q =

p1 + p2

2k
.

Óðàâíåíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû çàïèøåì â âèäå

ρs = 1 + δρ(′)
s + δ2ρ(′′)

s ... (24)

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå èìåþò âèä

σp
ρ

∣∣
ρs

= σe
ρ

∣∣
ρs
, τp

ρθ

∣∣∣
ρs

= τe
ρθ

∣∣
ρs
,

up
ρθ

∣∣∣
ρs

= ue
ρθ

∣∣
ρs
, up

ρ

∣∣
ρs

= ue
ρ

∣∣
ρs
, up

θ|ρs
= ue

θ|ρs
. (25)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ (25) ñîãëàñíî (24) ïðèìåò âèä
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σ(I)p
ρ

∣∣∣
ρ=1

= σ(I)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

, σ
(I)p
θ +

∂σ
(0)p
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= σ
(I)e
θ +

∂σ
(0)e
θ

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

, τ (I)p
ρθ

= τ (′)e
ρθ

. (26)

Â óïðóãîé çîíå (1 < ρ <∞) ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî [1]. Óäîâëå-
òâîðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè ρ = ∞, ãäå q = p/k, ïîëó÷èì

σ(0)e
ρ = q − α

2ρ2
, σ

(0)e
θ = q +

α

2ρ2
, τ

(0)e
ρθ = 0, q = 1− α

2
. (27)

Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â óïðóãîé îáëàñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñíî (22) è óñëî-
âèþ ñîïðÿæåíèÿ (26) èìåþò âèä

σ(′)e
ρ =

K

ρ2
+
((

2
ρ2
− 1
ρ4

)
N −

(
1− 4

ρ2
+

3
ρ4

))
cos 2θ +

(
− 2
ρ6

+
3
ρ4

)
M cos 4θ,

σ
(I)e
θ = −K

ρ2
− α+

(
1
ρ4
N + 1 +

3
ρ4

)
cos 2θ +

(
2
ρ6
− 1
ρ4

)
M cos 4θ, (28)

τ
(I)e
ρθ =

((
2
ρ4
− 1
ρ2

)
N −

(
−1− 2

ρ2
− 3
ρ4

))
sin 2θ +

(
3
ρ6
− 2
ρ4

)
M sin 4θ,

ãäå

K = −3α2

4
(k′1 + k′2) +

α2

2
F (I) + α (k′1 + k′2)

(
lnα+

3
4

)
− α

2
F (I),

N = −α (k′2 − k′1) (4 + α)− 3
(α

3
(3 (k′1 − k′2) (lnα+ 1)− 2d1)

)
−

−4
(
α2 (d1 − (k′1 − k′2) (2− lnα))

)
,

M = −α
2

2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
− 15

(
α

15

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)(
16 lnα− 17

2

))
−

−16
(
α2

2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− lnα)

)
,

N = −2
[
(k′2 − k′1)α (1 + α) +

(
α2 (d1 − (k′1 − k′2) (2− lnα))

)]
,

M = −
(

2α2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
− 4

(
α2

2

(
F (I) +

(k′1 + k′2)
2

)
(1− lnα)

))
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

ρ(I)
s =

σ
(I)p
θ − σ

(I)e
θ

dσ
(0)e
θ

dρ − dσ
(0)p
θ

dρ

. (29)

Èç (14), (27) áóäåì èìåòü

dσ
(0)p
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= 0,
dσ

(0)e
θ

dρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= −α, (30)

îòêóäà ñîãëàñíî (28)�(30) íàéäåì
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ρ′s = (k′1+k
′
2)(

1
4
−lnα)+

F (I)

2
−1+((k′2 − k′1) (6 + 8α+ lnα(3− 8α))− 2d1(3 + 2α)− 16α) cos 2θ−

(31)

−
(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
8α (−3 + lnα) +

17
2

)
cos 4θ , ïðè ρ = 1.

Îïðåäåëèì ïåðåìåùåíèå â ïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîé îáëàñòÿõ. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå P â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âîçðàñòàþò óïðóãèå äåôîðìàöèè; çàòåì,
êîãäà ãðàíèöà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà äîñòèãàåò òî÷êè P , ïðîöåññ èçìå-
íåíèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïðåêðàùàåòñÿ, òàê êàê èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé â ïëàñòè÷åñêîé
çîíå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò. Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè íàãðóçîê âîç-
íèêàþò ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè.
Ñîãëàñíî [1] ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè â óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòÿõ ïðèìóò âèä

u0 =
1

2E
(α+ ρ− 2α ln ρ), v = 0, e0ρ =

1
2E

(1− 2α
ρ

), (32)

e0θ =
1

2E
(
α

ρ
+ 1− 2α

ln ρ
ρ

), e0ρθ = 0.

Â óïðóãîé îáëàñòè ñîãëàñíî (25) ïîëó÷èì

u(′)e
ρ =

1
E

[
(1 + µ)(−K

ρ
) +

(
(1 + µ)

3ρ3
(N − 2N)− 2

ρ
(N −N)− (1 + µ)

(
ρ− 1

ρ3

)
− 4
ρ3

)
cos 2θ+

+
(

1
5ρ5

(1 + µ)(2M − 3M)− (1 +
µ

3
)

1
ρ3

(M −M)
)

cos 4θ
]
,

u
(′)e
θ =

1
E

[(
(1 + µ)

3ρ3
(N − 2N)− µ− 1

ρ
(N −N) + (1 + µ)

(
ρ+

1
ρ3

)
+ 2 (1− µ)

1
ρ

)
sin 2θ+

(33)

+
(

1
5ρ5

(1 + µ)(2M − 3M)− 2µ
3ρ3

(M −M)
)

sin 4θ
]
,

ãäå µ- êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ñîãëàñíî (9) è àññîöèèðîâàííîìó çàêîíó èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ

eρ = ep
ρ = λ

∂f

∂σρ
= λ

[
1

k1k2

(
σ

(p)
ρ + σ

(p)
θ

2
−
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
cos2 2θ

)
−

−1
2
(

1
k1

+
1
k2

) + (
1
k2
− 1
k1

)
cos 2θ

2
−

−
τp
ρθ

2k1k2
sin 4θ − F (

σ
(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin2 2θ −

τp
ρθ

2
sin 4θ)

]
,

eθ = ep
θ = λ

∂f

∂σθ
= λ

[
1

k1k2

(
σ

(p)
ρ + σ

(p)
θ

2
+
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
cos2 2θ

)
− (34)

−1
2
(

1
k1

+
1
k2

)− (
1
k2
− 1
k1

)
cos 2θ

2
+
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+
τp
ρθ

2k1k2
sin 4θ + F (

σ
(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin2 2θ −

τp
ρθ

2
sin 4θ)

]
,

2eρθ = 2ep
ρθ = λ

∂f

∂τρθ
= λ

[
−

2τp
ρθ

k1k2
sin2 2θ + (

1
k2
− 1
k1

) sin 2θ−

−
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2k1k2
sin 4θ + F (2τp

ρθ cos2 2θ −
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin 4θ)

]
.

Èç (34) ñëåäóåò

ep
ρ

∂f/dσρ
=

ep
θ

∂f/dσθ
=

ep
ρθ

∂f/dτρθ
= λ. (35)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (32) ïðèñóòñòâóþò êîìïîíåíòû ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, òàê êàê òîëüêî
îíè èñïûòûâàþò ïðèðàùåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè, ïðè÷åì ïðè
t = 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ep

ρ = ep
θ = ep

ρθ = 0. Ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè À
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç íåå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû.
Ïîëíûå äåôîðìàöèè ïðè t = 0, ò. å. â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,

îòëè÷íû îò íóëÿ è ñîâïàäàþò ñ óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè, íàêîïëåííûìè ýëåìåíòîì òåëà ê
ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ èì ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (32) â âèäå

eρ − ee
ρ

∂f/dσρ
=
eθ − ee

θ

∂f/dσθ
=

2
(
eρθ − ee

ρθ

)
∂f/dτρθ

. (36)

Ñ ó÷åòîì (34) ñîîòíîøåíèÿ (36) ïåðåïèøåì â âèäå

eρ − ee
ρ

Ã
=
eθ − ee

θ

B̃
=

2
(
eρθ − ee

ρθ

)
C̃

, (37)

ãäå

Ã =

[
1

k1k2

(
σ

(p)
ρ + σ

(p)
θ

2
−
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
cos2 2θ

)
−

−1
2
(

1
k1

+
1
k2

) + (
1
k2
− 1
k1

)
cos 2θ

2
−

−
τp
ρθ

2k1k2
sin 4θ − F (

σ
(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin2 2θ −

τp
ρθ

2
sin 4θ)

]
,

B̃ =

[
1

k1k2

(
σ

(p)
ρ + σ

(p)
θ

2
+
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
cos2 2θ

)
−

−1
2
(

1
k1

+
1
k2

)− (
1
k2
− 1
k1

)
cos 2θ

2
−

−
τp
ρθ

2k1k2
sin 4θ + F (

σ
(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin2 2θ −

τp
ρθ

2
sin 4θ)

]
,

C̃ =

[
−

2τp
ρθ

k1k2
sin2 2θ + (

1
k2
− 1
k1

) sin 2θ−
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−
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2k1k2
sin 4θ + F (2τp

ρθ cos2 2θ −
σ

(p)
ρ − σ

(p)
θ

2
sin 4θ)

]
.

Óïðóãèå äåôîðìàöèè ïðè µ = 1
2 ïðèìóò âèä

ee
ρ =

1
E

(
σρ −

1
2
σθ

)
,

ee
θ =

1
E

(
σθ −

1
2
σρ

)
, (38)

ee
ρθ =

τρθ

2G
.

Ñîãëàñíî [1] çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé

eρ =
∂u(n)

∂ρ
, eθ =

1
ρ

∂v(n)

∂θ
+
u(n)

ρ
, eρθ =

1
2

[
∂v(n)

∂ρ
− v(n)

ρ
+

1
ρ

∂u(n)

∂θ

]
. (39)

Ñîãëàñíî [2] , (37)�(41) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ â
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèìóò âèä

∂u(I)

∂ρ
=

1
E

[
σ(I)

ρ − σ
(I)
θ (

1
2
− ln ρ) +

(
k′2 + k′1

2
− k′2 − k′1

2
cos 2θ+

+(k′2 + k′1 + F (I)) sin2 2θ
)

ln ρ
]
, (40)

∂v(I)

∂ρ
− v(I)

ρ
+

1
ρ

∂u(I)

∂θ
= 2

(
2α
Eρ

+
1

2G

)
τ

(I)
ρθ +

2α
Eρ

(k′2 − k′1)+

+
α

2ρ
(k′2 + k′1 + F (I)) sin 4θ.

Èç óðàâíåíèÿ (40) ïîëó÷èì

u(I)p
ρ = A∗ +

[
B∗ + Ñ∗

21

]
cos 2θ + [D∗ + C∗41] cos 4θ,

u
(I)p
θ =

Ñ∗
00

ρ
+
[
B∗∗ − 2Ñ∗

21 + Ñ∗
22ρ
]
sin 2θ +

[
D∗∗ − 4Ñ∗

41 + Ñ∗
42ρ
]]

sin 4θ, (41)

ãäå

A∗ = α(k′1 + k′2)
(
− ln2 ρ+ ln ρ(lnα+

5
4
− 3
ρ
) +

3α
8ρ

)
+
F (I)

2

(
ln ρ(−α+

α2

ρ
+ ρ)− α2

2
− ρ

)
,

B∗ = (k′2 − k′1)
(

ln2 ρ− 7α
ρ

ln ρ+
α

ρ
(α− 4 + 4α lnα)−

−α ln ρ
ρ

(4 + α) + ρ

(
−3α(lnα+ 1) +

1
2

))
+ 2d1α(ρ+

2α
ρ

),

D∗ =
(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
−17α2

2ρ
(ln ρ+ 1)− α ln ρ

(
16 lnα− 17

2

)
+
α2

ρ

(
33
4
− 8 lnα

)
− 1

2ρ
(ln ρ− 1)

)
,

B∗∗ =
1
E

[
(k′2 − k′1)

(
−8α ln ρ(α+

1
ρ
) + ln2 ρ− α

ρ

(
12− 8α2 (3− lnα)− α(1 + 4 lnα)

)
−
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−α ln ρ
ρ

(11 + α) + ρ

(
−3α(lnα+ 1) +

1
2

))
+
(

8α2

ρ
+ 2ρ+

4α
ρ

)
d1

]
−

− 2
G

[
(k′2 − k′1)

(
ln2 ρ− α

ρ
ln ρ(11 + α) +

α

ρ
(α− 4 + 4α lnα) + ρ

(
−3α(lnα+ 1) +

1
2

))
+ 2d1α(ρ+

2α
ρ

)
]
,

D∗∗ =
1
E

(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
α2 ln ρ

(
−8α
ρ

+ 1
)
− 32α2

15ρ

(
16 lnα− 17

2

))
−

− 2
G

(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
−1

2
ln2 ρ− α2 ln ρ(1 + 2 lnα)

)
.

Èç (33),(42) è óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (25) è íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ñ∗00, C
∗
21, C

∗
22, C

∗
41, C

∗
42.

Ñ∗00 = 0,

C∗21 = N∗ − B̃∗,

C∗22 = N̄∗ − B̃∗∗ + 2(N∗ − B̃∗),

C∗41 = M∗ − D̃∗,

C∗42 = M
∗ −D∗∗ + 4(M∗ −D∗),

ãäå

K∗ = − (1 + µ)K
E

,

N∗ =
1
E

(
(1 + µ)

3
(N − 2N̄)− 2(N − N̄)− 4)

)
,

M∗ =
1
E

(
(1 + µ)

5
(
2M − 3M̄

)
− (3 + µ)

3
(
M − M̄

))
,

N∗∗ =
1
E

(
(1 + µ)

3
(
N − 2N̄

)
− (µ− 1)

(
N − N̄

)
+ 4
)
,

M∗∗ =
1
E

(
(1 + µ)

5
(
2M − 3M̄

)
− 2µ

3
(
M − M̄

))
, (42)

Ã∗ =
3α2

8
(k′1+k

′
2)−

F (I)

2

(
α2

2
+ 1
)
, B̃∗ = (k′2−k′1) (α (α− 7) +α lnα(4α− 3) +

1
2

)
+2d1α(1+2α),

D̃∗ =
(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
α2

(
1
4
− 8 lnα

)
+

1
2

)
,

B̃∗∗ =
1
E

[
(k′2 − k′1)

(
α(−6 lnα+ 24α2 − α− 15) +

1
2

)
+ 2

(
4α2 + 2α+ 1

)
d1

]
−

− 2
G

[
(k′2 − k′1)

(
α (α− 7 + lnα(4α− 3)) +

1
2

)
+ 2d1α(1 + 2α)

]
,

D̃∗∗ = −32α2

15E

(
F (I) +

k′1 + k′2
2

)(
16 lnα− 17

2

)
,

ãäå K,M,N, M̄, N̄ îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (28).
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Abstract. Stressedly-deformed state of a thin slab from anisotropic elastoplastic material with
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 123�129

Ñ. Ã.Ñààêÿí

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ
ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ

Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò àðõèòåêòóðû è ñòðîèòåëüñòâà

Àííîòàöèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé îáùåèçâåñòíî [1]. Ýòèì ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è â èçîá-
ðàæåíèÿõ. Îäíàêî, îáðàùåíèå èçîáðàæåíèé ïîðîé íå âñåãäà óäàåòñÿ è ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñåðüåçíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òðóäíîñòüþ. Êàíüÿð [2] ïðåäëîæèë íîâûé ìåòîä îáðàùåíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûé â äàëüíåéøåì øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè [3-7]. Ñóòü ìåòîäà Êàíüÿðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ïîäõîäÿùåãî âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò èçîáðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè äëÿ èç-
âåñòíîé ôóíêöèè, îòêóäà è íàéäåòñÿ îðèãèíàë ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ
ìåòîä îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå
íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè è ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåí-
íîé èíòåãðèðîâàíèÿ, èçîáðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé äëÿ èçâåñòíîé ôóíêöèè, îòêóäà è íàéäåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå äî ñèõ ïîð íåðåøåííîé çàäà-
÷è î âîëíàõ äàâëåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â æèäêîì ñæèìàåìîì óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
ïðè ðàñøèðÿþùèõñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîñòü, äàâëåíèå, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçîáðàæåíèå, âîëíû,
æèäêîñòü, ïîëóïðîñòðàíñòâî.

ÓÄÊ: 539.1, 539.3

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí äàâëåíèÿ â æèä-
êîñòè, çàíèìàþùåé â ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, z) ïîëóïðîñòðàíñòâî z ≥ 0, ïðè ðàñøèðÿþùåéñÿ
ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêå

p∗ (r, τ) = P0f
(√

γ2τ2 − r2
)
η (γτ − r) , (1)

ãäå τ = c0t, γ = c/ñ0 c0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â æèäêîñòè, c � ñêîðîñòü
ôðîíòà ðàñøèðÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè.
Â (1) ôðîíò ðàñøèðÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè çàäàåòñÿ η (τ) ôóíêöèåé Õåâèñàé-

äà. Ôàêòè÷åñêè, (1) îïðåäåëÿåò äàâëåíèå çà ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ óäàðíîé âîëíû,
êîòîðàÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè òî÷å÷íûõ âçðûâàõ â âîçäóõå íàä óðîâíåì æèäêîñòè.

Ïîñòóïèëà 25.08.2008

Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü ä.ô.-ì.í., ïðîô.,
÷ë.-êîðð. ÍÀÍ ÐÀ Áàãäîåâó À.Ã. çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïðè îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ.
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Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèå îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí äàâëåíèÿ â èäåàëüíîé
ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì [8]

∂2p

∂r2
+

1
r

∂p

∂r
+
∂2p

∂z2
=
∂2p

∂τ2
. (2)

Ïîëàãàÿ

PL (r, z, s) =

∞∫
0

p (r, z, τ) e−γτdτ, (3)

PLH (ξ, z, s) =

∞∫
0

PL (r, z, s) J0 (ξr) rdr, (4)

íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (1) è (2) ïðè îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

p (r, z, 0) = p′τ (r, z, 0) = 0 (5)

â èçîáðàæåíèÿõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Õàíêåëÿ.
Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì

d2PLH

dz2
−
(
ξ2 + s2

)
PLH = 0. (6)

PLH (ξ, 0, s) = P ∗LH (ξ, s) . (7)

Òåïåðü âû÷èñëèì èçîáðàæåíèå P ∗LH ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1).
Èìååì

P ∗LH (ξ, s) = P0

∞∫
0

 ∞∫
r/γ

f
(√

γ2τ2 − r2
)
e−sτdτ

J0 (ξr) rdr. (8)

Äàëåå, ïåðåìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (8), à çàòåì çàìåíèì ïåðåìåííóþ r íà u =√
γ2τ2 − r2, ïîëó÷èì

P ∗LH (ξ, s) =

∞∫
0

 γτ∫
0

J0

(
ξ
√
γ2τ2 − u2

)
f (u)udu

 e−sτdτ. (9)

Â ñèëó èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ [9] íàõîäèì

P ∗LH (ξ, s) = −
P0F

′
LH

(√
ξ2 + s2

/
γ2
)

γ
√
ξ2 + s2

/
γ2

, (10)

ãäå F ′LH (s) åñòü èçîáðàæåíèå îò uf (u).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ïðè z → +∞ è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7),

ïîëó÷èì â âèäå

PLH (ξ, z, s) = −
P0F

′
LH

(√
ξ2 + s2

/
γ2
)

γ
√
ξ2 + s2

/
γ2

exp
[
−z
√
ξ2 + s2

]
. (11)
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2. Ðåøåíèå çàäà÷è â ïðåîáðàçîâàíèè Õàíêåëÿ.Ôîðìóëà (11) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

äâóõ èçîáðàæåíèé P ∗LH (ξ, s) è P 0
LH (ξ, z, s) = exp

[
−z
√
ξ2 + s2

]
, è åå îðèãèíàë îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé ñâåðòêè

PH (ξ, z, τ) =

τ∫
0

P ∗H (ξ, v)P 0
H (ξ, z, τ − v) dv. (12)

Çäåñü P 0
H åñòü îðèãèíàë îò (11) ïî τ .

Èç ôîðìóëû (9) îïðåäåëèì îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ P ∗LH (ξ, s).

P ∗H (s, τ) =

γτ∫
0

J0

(
ξ
√
γ2τ2 − u2

)
f (u)udu. (13)

Îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ P 0
LH (ξ, z, s) èçâåñòåí

P 0
H (ξ, z, τ) = δ (τ − z)− ξz

J1

(
ξ
√
τ2 − z2

)
√
τ2 − z2

η (τ − z) . (14)

Ñëåäîâàòåëüíî,

PH (ξ, z, τ) = P0
γ

{
τ∫
0

[
γv∫
0

J0

(
ξ
√
γ2v2 − u2

)
f (u)udu

]
δ (τ − v− z) dv−

−ξz
τ∫
0

[
γv∫
0

J0

(
ξ
√
γ2v2 − u2

)
f (u)udu

]
×

×
J1

“
ξ
√

(τ−v)2−z2
”

√
(τ−v)2−z2

η (τ − v − z) dv
}
.

(15)

Â äâîéíûõ èíòåãðàëàõ (15) ïåðåìåíèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì

PH (ξ, z, τ) =
P0

γ

{
P

(1)
H (ξ, z, τ) + P

(2)
H (ξ, z, τ)

}
, (16)

ãäå

P
(1)
H (ξ, z, τ) =

γ(τ−z)∫
0

J0

(
ξ

√
γ2 (τ − z)2 − u2

)
f (u)udu, (17)

P
(2)
H (ξ, z, τ) = −

γ(τ−z)∫
0

[
γ(τ−z)∫
u/γ

J0

(
ξ
√
γ2v2 − u2

)
×

×
J1

“
ξ
√

(τ−v)2−z2
”

√
(τ−v)2−z2

dv

]
f (u)udu.

(18)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (16)�(18) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå èçîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Õàíêåëÿ.
3. Ïåðåõîä ê îðèãèíàëó. Ïðîöåäóðà îáðàùåíèÿ èçîáðàæåíèé P (1)

H (ξ, z, τ) è P (2)
H (ξ, z, τ)

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè èõ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Õàíêåëÿ äëÿ èçâåñòíûõ ôóíêöèé,
îòêóäà è íàéäåòñÿ èõ îðèãèíàë.
Î÷åâèäíî, ÷òî (17) ïðèâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Õàíêåëÿ äëÿ èçâåñòíîé ôóíêöèè, åñ-

ëè çàìåíèì â íåì âûðàæåíèå

√
γ2 (τ − z)2 − u2 = r. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé (17)

ïðèâîäèì ê âèäó
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P
(1)
H (ξ, z, τ) =

∞∫
0

f

(√
γ2 (τ − z)2 − r2

)
η [γ (τ − z)− r]J0 (ξr) rdr. (19)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îðèãèíàëîì èçîáðàæåíèÿ P
(1)
H (ξ, z, τ) áóäåò ôóíêöèÿ

P
(1)
H (r, z, τ) = f

(√
γ2 (τ − z)2 − r2

)
η [γ (τ − z)− r] . (20)

Äàëåå, ÷òîáû íàéòè îðèãèíàë (18) ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèå

QH (ξ, z, τ) = −
γ(τ−z)∫

0

[
τ−z∫
u/γ

J0

(
ξ
√
γ2v2 − u2

)
×

× J0

(
ξ

√
(τ − v)2 − z2

)
dv

]
f (u)udu,

(21)

èç êîòîðîãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî z ïîëó÷èòñÿ P
(2)
H (ξ, z, τ).

Â (21) çàìåíèì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ v ïåðåìåííîé ϕ ïî ôîðìóëàì

√
γ2v2 − u2 = ω sinϕ,

√
(τ − v)2 − u2 = q cosϕ, (22)

ãäå

ω =
√
γ2 (τ − z)2 − u2, q =

√(
τ − u

γ

)2

− z2 (23)

è ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé [10]

π/2∫
0

J0 (a sinϕ) J0 (b cosϕ) sinϕ cosϕdϕ =
J1

(√
a2 + b2

)
√
a2 + b2

, (24)

ïîëó÷èì

QH (ξ, z, τ) = −
γ(τ−z)∫

0

ω2 + γ2q2

γ2ξτ

J1

(
ξ
√
ω2 + q2

)
√
ω2 + q2

f (u)udu. (25)

Èìåþòñÿ òðè ñëó÷àÿ îáðàùåíèÿ QH (ξ, z, τ) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ê ñêîðîñòè çâóêà â æèäêîñòè: ñâåðõçâóêî-
âîé (c > c0), çâóêîâîé (c = c0) è äîçâóêîâîé (c < c0).
Ñâåðõçâóêîâîé ñëó÷àé (γ > 1). Â (25) çàìåíèì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ u íà τ ïî ôîð-

ìóëå
√
ω2 + q2 = r. Òîãäà, (25) ïîñëå çàìåíû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Q (ξ, z, τ) =
∞∫
0

2[τ−z−u1]f(u1)
ξ[τ+(γ2−1)u1]

η×

×

(√
(γ2 − 1)

(
z − γ2τ

γ2−1

)2

− τ2

γ2−1 − r

)
J1 (ξr) dr.

(26)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

u1 = u1 (r, z, τ) =

√(
z − γ2τ

γ2 − 1

)2

− r2

γ2 − 1
− τ

γ2 − 1
. (27)
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Ôîðìóëà (26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ èçâåñòíîé
ôóíêöèè. Ïîýòîìó, åñëè ó÷èòûâàåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Õàíêåëÿ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêöèè [1]

∞∫
0

γ
df

dr
J1 (ξr) dr = −ξ

∞∫
0

rf (r) J0 (ξr) dr, (28)

ïîëó÷èì

Q (r, z, τ) =
r∫
0

2[γ(τ−z)−u1]f(u1)
γτ+(γ2−1)u1

η×

×

(√
(γ2 − 1)

(
z − γ2τ

γ2−1

)2

− τ2

γ2−1 − ω

)
dω
ω .

(29)

Çâóêîâîé ñëó÷àé (γ = 1). Îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ QH (ξ, z, τ) ïðè γ = 1 ïîëó÷àåòñÿ òàêèì
æå ïóòåì, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå

Q (r, z, τ) =

r∫
0

ωf (u2)
τ2

η
(√

2τ (τ − z)− ω
)
dω, (30)

ãäå

u2 (ω, z, τ) = τ − z − ω2
/
2τ . (31)

Äîçâóêîâîé ñëó÷àé (γ < 1). Àíàëîãè÷íî, êàê â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ, ïîëó÷èì

Q (r, z, τ) =
r∫
0

2[(τ−z)−u3]f(u3)
τ−(1−γ2)u3

η×

×
(√

r2

1−γ2 − (1− γ2)
(
z + γ2τ

1−γ2

)
− ω

)
dω
ω ,

(32)

ãäå

u3 = u3 (ω, z, τ) =

√(
z +

γ2τ

1− γ2

)2

+ ω2 +
τ

1− γ2
. (33)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîîòíîøåíèÿ P (2) (r, z, τ) = ∂
∂zQ (r, z, τ)

òî÷íîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîíèêàíèè äàâëåíèÿ â æèäêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ ðàñøèðåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ïîëó÷èì â âèäå

P (r, z, τ) =
P0

γ

{
P (1) (r, z, τ) +

∂

∂z
Q (r, z, τ)

}
. (34)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ ñêîðîñòÿõ ðàñøèðåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ÷ëåí P (1) (r, z, τ)
â (34) îïðåäåëÿåò ÷àñòü ðåøåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ P (r, z, τ) â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíî-
ñòÿìè γ (τ − z) − r = 0 è z = 0. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè τ > 0, óðàâíåíèå γ (τ − z) − r = 0
îïðåäåëÿåò êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíîé â òî÷êå z0 = τ, r0 = 0 è êðóã ñ ðàäèóñîì
r1 = γτ ïðè z = 0. Ôàêòè÷åñêè, ýòîò ÷ëåí îïðåäåëÿåò ÷àñòü äàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ
ôðîíòîì ðàñøèðÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. Äàëåå, ÷àñòü äàâëåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ÷ëåíîì Q (r, z, τ) â (34) çàäàåòñÿ â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé η ôóíêöèåé Õåâèñàéäà ïðè
z > 0.
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S.G. Saakjan

EFFECTIVE METHOD OF SOLVING PROBLEMS OF DYNAMIC THEORY OF
ELASTICITY

The Yerevan state university of architecture and building

Abstract. The solution of this problem in image is achieved with this method. However, the
reference of images is not always possible, and often represents a serious mathematical di�culty.
Kanyar o�ered a new method of the reference of integral transformation, which is widely applied in
dynamic problems of the theory of elasticity. The essence of Kanyar's method is that after return
transformations of the image in the spatial variable and a suitable choice of system of co-ordinates
the image is led to Laplas time transformation for a known function where the original of solution
is found. The method of the integral transformations reference which essence is that after �ning
Laplas time return transformation on a spatial variable for a known function is given, where the
original of the solution is found. The e�ective decision of an unsolved problem of the waves of
pressure extending in liquid compressed elastic semispace at super�cial loadings extending with
any speed is given an example of the method application.

Keywords: elasticity, pressure, integral conversions, image, waves, liquid, half-space.
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Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 130�133

Ñ.È.Ñåíàøîâ,Í.Ä.Äóäèíîâà

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÑÈÑÒÅÌ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛX ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈ
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛX ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ

Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàäåìèêà Ðåøåòíåâà

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäåëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàïðÿæåíèå, ïëàñòè÷íîñòü, ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå, çàäà÷à Êîøè, õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, ïëîñêàÿ çàäà÷à.

ÓÄÊ: 539.375

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òðåõìåðíûå ñòàòè÷åñêè îïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ èäå-
àëüíîé ïëàñòè÷íîñòè [1,18].

∂σx

∂x + ∂τxy

∂y + ∂τxz

∂z = 0, ∂τxy

∂x + ∂σy

∂y + ∂τyz

∂z = 0,
∂τxz

∂x + ∂τyz

∂y + ∂σz

∂z = 0,
(1)

f1 (σx, σy, σz, τxy, τxz, τyz) = 0,
f2 (σx, σy, σz, τxy, τxz, τyz) = 0,
f3 (σx, σy, σz, τxy, τxz, τyz) = 0,

(2)

ãäå σx, σy, σz, τxy, τxz, τyz - êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, f1, f2, f3 � íåêîòîðûå ãëàäêèå
ôóíêöèè.
Îïðåäåëèì òèï ñèñòåìû (1) � (2). Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê

çàäàíèþ ôóíêöèé σx, τxy, τxz íà ïîâåðõíîñòè ω
1(x, y, z) = 0.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå ïî ôîðìóëàì

x‘ = ω1(x, y, z), y‘ = ω2(x, y, z), z‘ = ω3(x, y, z), (3)

ãäå ïîâåðõíîñòè ω2 è ω3 ââåäåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà (3) áûëà ðàçðåøèìà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ x, y, z.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî íîâûì ïåðåìåííûì è ïîäñòàâèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ

(1), ïîëó÷èì

∂σx

∂x‘
∂ω1

∂x + ∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂y + ∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0,
∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂x + ∂σy

∂x‘
∂ω1

∂y + ∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0,
∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂x + ∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂y + ∂σz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0.
(4)

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (2) ïî ïåðåìåííûì õ, ó, z. Ïîëó÷èì

Ïîñòóïèëà 02.03.2009
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f ‘i1
∂σx

∂x‘
∂ω1

∂x + f ‘i2
∂σy

∂x‘
∂ω1

∂x + f ‘i3
∂σz

∂x‘
∂ω1

∂x + f ‘i4
∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂x + f ‘i5
∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂x + f ‘i6
∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂x + ... = 0,
f ‘i1

∂σx

∂x‘
∂ω1

∂y + f ‘i2
∂σy

∂x‘
∂ω1

∂y + f ‘i3
∂σz

∂x‘
∂ω1

∂y + f ‘i4
∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂y + f ‘i5
∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂y + f ‘i6
∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂y + ... = 0,
f ‘i1

∂σx

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i2
∂σy

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i3
∂σz

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i4
∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i5
∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i6
∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0
(5)

ãäå f ‘i1 = ∂fi

∂σx
, f ‘i2 = ∂fi

∂σy
, f ‘i3 = ∂fi

∂σz
è ò. ä.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) - (2) ðàçðåøèìà â òîì ñëó÷àå åñëè èç óðàâíåíèé (4),(5) ìû

ìîæåì îäíîçíà÷íî âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå ∂σx

∂x‘ ,
∂σy

∂x‘ ,
∂σz

∂x‘ ,
∂τxy

∂x‘ ,
∂τxz

∂x‘ ,
∂τyz

∂x‘ .
Cèñòåìà (1) � (2) â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä



∂σx
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∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0,
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∂ω1

∂x + ∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂y + ∂σz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0,
f ‘i1

∂σx
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∂z + f ‘i2
∂σy

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i3
∂σz

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i4
∂τxy

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i5
∂τxz

∂x‘
∂ω1

∂z + f ‘i6
∂τyz

∂x‘
∂ω1

∂z + ... = 0,

(i = 1, 2, 3)

ãäå f ‘i1 = ∂fi

∂σx
, f ‘i2 = ∂fi

∂σy
, f ‘i3 = ∂fi

∂σz
è ò. ä.

Â ñèñòåìå (4) - (5) ïîñëåäíèå 6 óðàâíåíèé åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðåäûäóùèõ, ïîýòîìó
èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: çàäà÷à Êîøè íå ìîæåò áûòü ðåøåíà, åñëè
îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ω1

∂x
∂ω1

∂y
∂ω1

∂z 0 0 0
0 ∂ω1

∂x 0 ∂ω1

∂y
∂ω1

∂z 0
0 0 ∂ω1

∂x 0 ∂ω1

∂y
∂ω1

∂z

f ‘11
∂ω1

∂x f ‘12
∂ω1

∂x f ‘13
∂ω1

∂x f ‘14
∂ω1

∂x f ‘15
∂ω1

∂x f ‘16
∂ω1

∂x

f ‘21
∂ω1

∂x f ‘22
∂ω1

∂x f ‘23
∂ω1

∂x f ‘24
∂ω1

∂x f ‘25
∂ω1

∂x f ‘26
∂ω1

∂x

f ‘31
∂ω1

∂x f ‘32
∂ω1

∂x f ‘33
∂ω1

∂x f ‘34
∂ω1

∂x f ‘35
∂ω1

∂x f ‘36
∂ω1

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Óðàâíåíèå (6) îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü äëÿ ñèñòåìû (1)-(2).
Çàìå÷àíèå: Ýòà çàäà÷à áåç òðóäà ìîæåò áûòü îáîáùåíà äëÿ ñëó÷àÿ m− s êâàçèëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è s êîíå÷íûõ ñîîòíîøåíèé [2,45]
Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä íà ïðèìåðå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùåé

îäíî êîíå÷íîå ñîîòíîøåíèå.
Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ñ îáùèì óñëîâèåì òåêó÷åñòè{

∂σx

∂x + ∂τ
∂y = 0,

∂τ
∂x + ∂σy

∂y = 0,
(7)

f (u, v) = 0, (8)

ãäå u = (σx − σy)2+4·τ2, v = σx−σy; σx, σy, τ - êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, f � íåêîòîðàÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ ñèñòåìû (7) � (8) ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê çàäàíèþ ôóíêöèé σx, σy

íà íåêîòîðîé êðèâîé ω1(x, y) = 0.
Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

x‘ = ω1 (x, y) , y‘ = ω2 (x, y) , (9)
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ãäå ôóíêöèÿ ω2 âûáðàíà òàê, ÷òîáû ñèñòåìó (9) ìîæíî áûëî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ x, y.
Ñèñòåìà (7)-(8) â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

∂σx

∂x‘
∂ω1

∂x + ∂σx

∂y‘
∂ω2

∂x + ∂τ
∂x‘

∂ω1

∂y + ∂τ
∂y‘

∂ω2

∂y = 0,
∂τ
∂x‘

∂ω1

∂x + ∂τ
∂y‘

∂ω2

∂x + ∂σy

∂x‘
∂ω1

∂y + ∂σy

∂y‘
∂ω2

∂y = 0,

f ′1

[
2 · (σx − σy) ·

(
∂σx

∂x′
∂ω1

∂x + ∂σx

∂y′
∂ω2

∂x

)
− 2 · (σx − σy) ·

(
∂σy

∂x′
∂ω1

∂x + ∂σy

∂y′
∂ω2

∂x

)
+

+8τ
(

∂τ
∂x′

∂ω1

∂x + ∂τ
∂y′

∂ω2

∂x

)]
+ f ′2

[(
∂σx

∂x′
∂ω1

∂x + ∂σx

∂y′
∂ω2

∂x

)
−
(

∂σy

∂x′
∂ω1

∂x + ∂σy

∂y′
∂ω2

∂x

)]
= 0,

f ′1

[
2 · (σx − σy) ·

(
∂σx

∂x′
∂ω1

∂y + ∂σx

∂y′
∂ω2

∂y

)
− 2 · (σx − σy) ·

(
∂σy

∂x′
∂ω1

∂y + ∂σy

∂y′
∂ω2

∂y

)
+

+ 8τ
(

∂τ
∂x′

∂ω1

∂y + ∂τ
∂y′

∂ω2

∂y

)]
+ f ′2

[(
∂σx

∂x′
∂ω1

∂y + ∂σx

∂y′
∂ω2

∂y

)
−
(

∂σy

∂x′
∂ω1

∂y + ∂σy

∂y′
∂ω2

∂y

)]
= 0,

ãäå f ‘1 = ∂f
∂u , f ‘2 = ∂f

∂v .
Çàìåòèì, ÷òî äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíî çàâèñèìûå, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì

îòáðîñèòü îäíî èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (7)-(8) ðàçðåøèìà â òîì ñëó÷àå, åñëè èç ñèñòåìû ìîæíî îäíî-

çíà÷íî âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå ∂σx

∂x‘ ,
∂σy

∂x‘ ,
∂τ
∂x‘ .

Ñîñòàâëÿåì îïðåäåëèòåëü ∆ èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ïðè ïðîèçâîäíûõ ∂σx

∂x‘ ,
∂σy

∂x‘ ,
∂τ
∂x‘

è ïðèðàâíèâàåì åãî ê íóëþ

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ω1

∂x 0 ∂ω1

∂y

0 ∂ω1

∂y
∂ω1

∂x

2f ′1 · (σx − σy) · ∂ω1

∂x + f ′2 · ∂ω1

∂x −2f ′1 · (σx − σy) · ∂ω1

∂x − f ′2 · ∂ω1

∂x 8f ′1 · τ · ∂ω1

∂x

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(10)

8f ′1 · τ ·
∂ω1

∂y
· ∂ω

1

∂x
−
(
∂ω1

∂y

)2

· (2f ′1 (σx − σy) + f ′2) +
(
∂ω1

∂x

)2

· (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) = 0.

Ïîñêîëüêó ∂ω1

∂x

/
∂ω1

∂y = − dy
dx , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê â òðàäèöèîííîé ôîðìå

−8f ′1 · τ ·
dy

dx
+
(
dy

dx

)2

· (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2)− (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) = 0. (11)

Ðàçðåøèì óðàâíåíèå (1) îòíîñèòåëüíî dy
dx

(2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) ·
(
dy

dx

)2

− 8f ′1 · τ ·
dy

dx
− (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) = 0.

Ïîëó÷èì

dy

dx
=

8f ′1 · τ ±
√
D

2 (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2)
,

ãäå

D = (−8f ′1 · τ)
2 + 4 (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) (2f ′1 · (σx − σy) + f ′2) .

Åñëè
D>0 � ñèñòåìà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà,
D=0 � ñèñòåìà ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ,
D<0 � ñèñòåìà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà .
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Í.À.×åðíûøîâ

Î ÏÐÎÃÈÁÀÕ ÏËÀÑÒÈÍÛ ÓÃËÎÂÎÉ ÔÎÐÌÛ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÍÀÃÐÓÇÊÈ ÏÐÈ ÆÅÑÒÊÎÌ

ÇÀÊÐÅÏËÅÍÈÈ

Âîåííûé àâèàöèîííûé èíæåíåðíûé óíèâåðñèòåò

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå â êîíå÷íîì âèäå äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ïëà-
ñòèíû óãëîâîé ôîðìû ïðè æåñòêîì çàêðåïëåíèè åå ãðàíèö. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãàÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ ïëàñòèíà, óãëîâàÿ ôîðìà, ïðîãèáû, æåñòêîå
çàêðåïëåíèå, êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé, ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà.

ÓÄÊ: 539

Ðåøåíèþ çàäà÷ î ïðîãèáàõ óïðóãîé ïëàñòèíû, ôîðìà êîòîðîé îãðàíè÷åíà è èìååò óãëû,
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1-5] è äðóãèå.
Ïóñòü óïðóãàÿ ïëàñòèíà èìååò ïîëóîãðàíè÷åííóþ óãëîâóþ ôîðìó ñ óãëîì ðàñòâîðà α

(ðèñ. 1). Óðàâíåíèå äëÿ ïðîãèáîâ çàïèøåì â âèäå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

∆2W = q , (x, y) ∈ Ω, (1)

ãäå ∆−îïåðàòîð Ëàïëàñà, q−ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà íà ïëàñòèíó, W (x, y)−åå ïðîãèáû,
Ω−ïîëóîãðàíè÷åííàÿ óãëîâàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ1 è θ2 �
óãëû ìåæäó îñüþ x è ãðàíÿìè ïëàñòèíû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ çàïèøåì â âèäå

Ðèñ. 1.

x sin θ1 − y cos θ1 = 0 , x sin θ2 − y cos θ2 = 0 , θ2 − θ1 = α. (2)

Ââåäåì íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå (ξ1, ξ2) ïî ôîðìóëàì

Ïîñòóïèëà 16.01.2009
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ξ1 = −x sin θ1 + y cos θ1 , ξ2 = x sin θ2 − y cos θ2. (3)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå ýòè ïåðåìåííûå çàïèñûâàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

ξi = rni , ni =
[
(−1)i sin θi,− (−1)i cos θi

]
, i = 1, 2 , θ2 − θ1 = α. (4)

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå òî÷íîå ðåøåíèå èç êëàññà öåëûõ ïîëèíîìîâ ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì (ξ1, ξ2)

W = A1ξ1 +B1ξ2 +A2ξ
2
1 +B2ξ1ξ2 + C2ξ

2
2 +A3ξ

3
1 +B3ξ

2
1ξ2+

+C3ξ1ξ
2
2 +D3ξ

3
2 +A4ξ

4
1 +B4ξ

3
1ξ2 + C4ξ

2
1ξ

2
2 +D4ξ1ξ

3
2 + E4ξ

4
2 .

(5)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâ ïëàñòèíû

W |Γ = 0 ,
∂W

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0. (6)

Çäåñü n - âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γ. Îòìåòèì, ÷òî âíóòðè îáëàñòè ïëàñòèíû
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ξ1 > 0 , ξ2 > 0, (7)

à íà ãðàíèöå Γ ðàâåíñòâà

ξ1 = 0 , ξ2 = 0. (8)

Çàâèñèìîñòü (5) âíà÷àëå áóäåì óïðîùàòü çà ñ÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èç ïåðâîãî ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ (6) ïðè ξ1 = 0, à çàòåì ïðè ξ2 = 0 ïîëó÷èì

ïðè ξ1 = 0 ⇒ B1ξ2 + C2ξ
2
2 +D3ξ

3
2 + E4ξ

4
2 = 0 , ∀ξ2 > 0,

ïðè ξ2 = 0 ⇒ A1ξ1 +A2ξ
2
1 +A3ξ

3
1 +A4ξ

4
1 = 0 , ∀ξ1 > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò

A1 = A2 = A3 = A4 = B1 = C2 = D3 = E4 = 0.

Òîãäà çàâèñèìîñòü (5) óïðîùàåòñÿ

W = B2ξ1ξ2 +B3ξ
2
1ξ2 + C3ξ1ξ

2
2 +B4ξ

3
1ξ2 + C4ξ

2
1ξ

2
2 +D4ξ1ξ

3
2 . (9)

Äëÿ ïîäñòàíîâêè W èç (9) âî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6) ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

gradW (ξ1, ξ2) = ∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2,
∂W (ξ1,ξ2)

∂nΓ
= nΓgradW = ∂W

∂ξ1
(n1nΓ) + ∂W

∂ξ2
(n2nΓ) .

(10)

Åäèíè÷íàÿ íîðìàëü nΓ íà ãðàíèöå Γ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ: ëèáî nΓ = n1 íà êðàå
ξ1 = 0, ëèáî nΓ = n2 íà êðàå ξ2 = 0. Ïîýòîìó ôîðìóëû (10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèÿìè

∂W
∂n1

∣∣∣
ξ1=0

= ∂W
∂ξ1

∣∣∣
ξ1=0

+ (n1n2) ∂W
∂ξ2

∣∣∣
ξ1=0

,

∂W
∂n2

∣∣∣
ξ2=0

= (n1n2) ∂W
∂ξ1

∣∣∣
ξ2=0

+ ∂W
∂ξ2

∣∣∣
ξ2=0

, (n1n2) = − cosα.
(11)

Òåïåðü âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (6) ïðè ïîìîùè (11) è (9) íà ãðàíÿõ êëèíà ξ1 = 0 è
ξ2 = 0 ïðèâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì
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B2 [ξ2 + ξ1 (n1n2)]ξ1=0 +B3

[
2ξ1ξ2 + ξ21 (n1n2)

]
ξ1=0

+ C3

[
ξ22 + 2ξ1ξ2 (n1n2)

]
ξ1=0

+
+B4

[
3ξ21ξ2 + ξ31 (n1n2)

]
ξ1=0

+ 2C4

[
ξ1ξ

2
2 + ξ21ξ2 (n1n2)

]
ξ1=0

+
+D4

[
ξ32 + 3ξ1ξ22 (n1n2)

]
ξ1=0

= B2ξ2 + C3ξ
2
2 +D4ξ

3
2 = 0 , ∀ξ2 ∈ [0, ∞) ,

B2 [ξ1 + ξ2 (n1n2)]ξ2=0 +B3

[
ξ21 + 2ξ1ξ2 (n1n2)

]
ξ2=0

+ C3

[
2ξ1ξ2 + ξ22 (n1n2)

]
ξ2=0

+
+B4

[
ξ31 + 3ξ21ξ2 (n1n2)

]
ξ2=0

+ 2C4

[
ξ21ξ2 + ξ1ξ

2
2 (n1n2)

]
ξ2=0

+
+D4

[
3ξ1ξ22 + ξ32 (n1n2)

]
ξ2=0

= B2ξ1 +B3ξ
2
1 +B4ξ

3
1 = 0 , ∀ξ1 ∈ [0, ∞) .

(12)

Ðàâåíñòâà (12) áóäóò âûïîëíåíû ïðè óñëîâèÿõ

B2 = B3 = B4 = C3 = D4 = 0. (13)

Ñ ó÷åòîì (13) çàâèñèìîñòü (9) äëÿ ïðîãèáîâ W ïðèíèìàåò âèä

W = C4ξ
2
1ξ

2
2 . (14)

Èòàê, åñëè ïðîãèáû ïëàñòèíû W ïðåäñòàâèòü çàâèñèìîñòüþ (14), òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êðàåâ (6) áóäóò âûïîëíåíû. Ïîñòîÿííóþ C4 íàéäåì, ïîäñòàâëÿÿ (14)
â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (1). Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå îïåðàòîð Ëàïëàñà âûðàçèì ÷åðåç îïåðàòîð
grad:

∆W = grad (gradW ) . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ gradW èç (10) â (15), íàéäåì

∆W = ∂
∂ξ1

(
∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2

)
n1 + ∂

∂ξ2

(
∂W
∂ξ1

n1 + ∂W
∂ξ2

n2

)
n2 =

= ∂2W
∂ξ2

1
+ 2 ∂2W

∂ξ1ξ2
(n1n2) + ∂2W

∂ξ2
2
.

(16)

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî âûðàæåíèÿ áóäåì èìåòü

∆W = C4

[
2ξ21 + 2ξ22 + 8ξ1ξ2 (n1n2)

]
. (17)

Åñëè â (16) ôîðìàëüíî çàìåíèòü W íà ∆W , äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (17), òî
óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

8C4

[
1 + 2 (n1n2)

2
]

= q0 , C4 =
q0

8 (1 + 2 cos2 α)
.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (6)

W =
q0ξ

2
1ξ

2
2

8 (1 + 2 cos2 α)
. (18)

Äëÿ àíàëèçà ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (r, ϕ). Ïîëîæèì θ1 = −α/2 , θ2 = α/2 ò. å. îñü ñèììåòðèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
çíà÷åíèþ ϕ = 0, ãäå ϕ ∈ [−α/2 , α/2]. Ïðîåêöèè íîðìàëåé n1, n2 áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç
óãîë ðàñòâîðà ïëàñòèíû α ïî ôîðìóëàì

n1 =
(
sin

α

2
, cos

α

2

)
, n2 =

(
sin

α

2
, − cos

α

2

)
.

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå ïåðåìåííûå (ξ1, ξ2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè

ξ1 = x sin α
2 + y cos α

2 = r sin
(
ϕ+ α

2

)
,

ξ2 = x sin α
2 − y cos α

2 = r sin
(

α
2 − ϕ

)
.

(19)

Òàê êàê â îáëàñòè êëèíà ξ1 ≥ 0 , ξ2 ≥ 0, ò. å. ïðè −α
2 ≤ ϕ ≤ α

2 , äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâà
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sin
(
ϕ+

α

2

)
≥ 0 , sin

(α
2
− ϕ

)
≥ 0 , 0 ≤ ϕ+

α

2
≤ π , 0 ≤ α

2
− ϕ ≤ π,

òî îòñþäà èìååì 0 ≤ α ≤ π. Îäíàêî ïðè α = 0 è α = π ïðåîáðàçîâàíèå (x, y) → (ξ1, ξ2) ñòàíî-
âèòñÿ âûðîæäåííûì, ïîýòîìó äëÿ óãëà ðàñòâîðà ïëàñòèíû â äàííîì ðàññìîòðåíèè ïðèõîäèì
ê îãðàíè÷åíèþ 0 < α < π. Ïîäñòàâëÿÿ (ξ1, ξ2) èç (19) â (18), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1), (6)
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

W =
q0r

4 sin2
(
ϕ+ α

2

)
sin2

(
α
2 − ϕ

)
8 (1 + 2 cos2 α)

, 0 < α < π. (20)

Ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ïëàñòèíû íàõîäèòñÿ íà åå áèññåêòðèñå ïðè ϕ = 0

maxW = W |ϕ=0 =
q0 sin4 α

2

8 (1 + 2 cos2 α)
r4 0 < α < π. (21)

Ðèñ. 2.

Ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû óãëà ïëàñòèíû åå ïðîãèá áûñòðî âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî
÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàäèóñà r4. Íà äóãå ðàäèóñà r = r0 ïðîôèëü ïðîãèáà ïîêàçàí íà ðèñ.2.
Ïî ïðîãèáàì ïëàñòèíû W (x, y) èç (18) ìîæíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìà-

öèé [6]

ex x = −zWx x = q0(cos α−1)
8(1+2 cos2 α)z

(
ξ21 + ξ22 + 4ξ1ξ2

)
,

ey y = −zWy y = q0(1+cos α)
8(1+2 cos2 α)z

(
4ξ1ξ2 − ξ21 − ξ22

)
,

ex y = −zWx y = q0 sin α
8(1+2 cos2 α)z

(
ξ21 − ξ22

)
,

(22)

ãäå êîîðäèíàòà z îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè, ïðîòè-
âîïîëîæíîì ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè q0. Êîìïîíåíòû òåíçîðà
íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè (22) ïî çàêîíó Ãóêà.
Íà îñè ñèììåòðèè óãëîâîé ïëàñòèíû ïðè ξ1 = ξ2 = x sin α

2 äëÿ äåôîðìàöèé èç (22) áóäåì
èìåòü çíà÷åíèÿ

ex x = −3q0 (1− cosα)2

8 (1 + 2 cos2 α)
x2z , ey y =

q0 sin2 α

8 (1 + 2 cos2 α)
x2z , ex y = 0. (23)

Íà ãðàíè ïëàñòèíû
(
ξ1 = 0 , ξ2 = 2x sin α

2

)
äëÿ äåôîðìàöèé èç (22) íàéäåì çàâèñèìîñòè

ex x = − q0(1−cos α)2

4(1+2 cos2 α)x
2z , ey y = − q0 sin2 α

4(1+2 cos2 α)x
2z,

ex y = q0 sin α(1−cos α)
4(1+2 cos2 α) x2z.

(24)

Íà äðóãîé ãðàíè ïëàñòèíû
(
ξ2 = 0 , ξ1 = 2x sin α

2

)
äåôîðìàöèè ex x , ey y îñòàíóòñÿ êàê è

â (24), à ex y èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
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Çàêëþ÷åíèå.
Èç ïîëó÷åííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ (18) ìîæíî âû÷èñëèòü âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîð-

ìàöèé è íàïðÿæåíèé â ëþáîé òî÷êå óïðóãîé ïëàñòèíû. Â ÷àñòíîñòè, èç ôîðìóë (22) � (24)
âèäíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè îò óãëà ïëàñòèíû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âîçðàñòàþò ïðîïîðöè-
îíàëüíî êâàäðàòó ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.
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íà ÑÀÕà íå îêàçàë, îòçûâ îí ïðèñëàë â êîíöå äåêàáðÿ, ïî-âèäèìîìó, ïîñëå íåîäíîêðàòíûõ
íàïîìèíàíèé ÂÀÊ, â ÿíâàðå 1961 ãîäà ÿ áûë óòâåðæäåí. ×åðåç ïîëãîäà ÿ áûë óòâåðæäåí â
çâàíèè ïðîôåññîðà.
×òî êàñàåòñÿ äðîáè. ÑÀÕ, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàë, ÷òî äðîáèíêè, ñîïðèêàñàÿñü, èñïûòûâàþò

òðåíèå è òåì ñàìûì ïðèâîäÿò ê ýôôåêòó ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äðîáü � äèñêðåòíûå ÷à-
ñòèöû, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ê ñïëîøíûì ñðåäàì ïðîöåäóðà ñëîæíàÿ.
Ïîêà òîëïà íåäîñòàòî÷íî óïëîòíåíà, ëè÷íîñòü ñîõðàíÿåò êàêóþ-òî ñòåïåíü ñâîáîäû, íàèáîëåå
ðåøèòåëüíûå ìîãóò ðàáîòàòü ëîêòÿìè è ïðîäâèãàòüñÿ, ðàñòàëêèâàÿ ñîñåäåé. Íî åñëè òîëïà
äîñòàòî÷íî ñòåñíåíà, óïëîòíåíà, òî ðîëü ëè÷íîñòè ñâîäèòñÿ ê íóëþ, è òîëïà äâèãàåòñÿ êàê
ñïëîøíàÿ ñðåäà. Íàïèñàòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû ïðîùå, ÷åì äëÿ
äèñêðåòíîé.
Õðèñòèàíîâè÷ óåõàë èç Ñèáèðè, À.Þ. Èøëèíñêèé ïðèíÿë åãî íà ðàáîòó â ÈÏÌ ÐÀÍ. Ïîñëå

óïîìÿíóòîãî ðàçãîâîðà ÿ íèêîãäà áîëüøå íå îáùàëñÿ ñ ÑÀÕîì. ß ñëûøàë, åñòåñòâåííî îò
äðóãèõ ëèö, ÷òî â ÈÏÌ ÑÀÕ îáåùàë ¾íàâåñòè ïîðÿäîê â ïëàñòè÷íîñòè¿. Æåëàíèå, êîíå÷íî,
ïîõâàëüíîå, íî äî ÑÀÕà â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè íàâîäèëè è íàâåëè ïîðÿäîê òàêèå ãåíèàëüíûå
ó÷åíûå êàê Ñåí-Âåíàí, Ïðàíäòëü, Ìèçåñ è èõ õîðîøî èçâåñòíûå ïîñëåäîâàòåëè. Ó ÑÀÕà
åñòü ðàáîòà ïî òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè, â êîòîðîé îí çàíèìàëñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì
ïëàñòè÷åñêîé çîíû îò íåêðóãîâîãî îòâåðñòèÿ. Ïîñëå ðåçóëüòàòà Ïðàíäòëÿ î ðàñïðîñòðàíåíèè
ïëàñòè÷åñêîé çîíû îò êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ çäåñü ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò,
òåì íå ìåíåå ýòó ðàáîòó íàäî áûëî óìåòü ñäåëàòü.
Â ÈÏÌ ÑÀÕ äåéñòâèòåëüíî íà÷àë àêòèâíî çàíèìàòüñÿ òåîðèåé ïëàñòè÷íîñòè. Äðîáüþ îí

íå çàíèìàëñÿ, îïóáëèêîâàë ñâîè ãèïîòåçû è ò. ä. Â êîíöå êîíöîâ, îí îïðåäåëèë ñâîå îòíîøåíèå
ê ïëàñòè÷íîñòè 1: ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ìîæåò íàñòóïàòü òîëüêî ÷åðåç ïîëíóþ ïëàñòè÷-
íîñòü. . .Òå÷åíèå ïðè íåïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå èñêëþ÷èòåëü-
íûì. . . Â ìîåé ðàáîòå, öåëèêîì ïîñâÿùåííîé ñîñòîÿíèþ ïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè, êîòîðóþ ÑÀÕ
äåðæàë áîëüøå ãîäà, âñå ýòî ñêàçàíî è íå òîëüêî ñêàçàíî, íî è ïîêàçàíî � ïî÷åìó ýòî òàê.
Â êîíöå 60-õ, ïåðâîé ïîëîâèíå 70-õ ÿ áûë ïðåäñåäàòåëåì ýêñïåðòíîé êîìèññèè ïî ìåõàíèêå

ïî ïðåìèè Ëåíèíñêîãî Êîìñîìîëà ïðè ÖÊ ÂËÊÑÌ. Ðàáîòû Ã.È. Áûêîâöåâà áûëè âûäâèíóòû
íà ïðåìèþ. Âñå çíàëè, ÷òî ÿ è Ã.È. ñâÿçàíû íàó÷íîé ðàáîòîé, ýêñïåðò áûë íàçíà÷åí áåç
ìîåãî âåäîìà. Èì îêàçàëñÿ Õðèñòèàíîâè÷. Îò ÑÀÕà ÿ íå æäàë íè÷åãî õîðîøåãî, îòçûâ îò
íåãî ê çàñåäàíèþ ýêñïåðòíîé êîìèññèè íå ïîñòóïèë. Ê ìîåìó óäèâëåíèþ, ïîñòóïèâøèé îòçûâ
ñîäåðæàë ïðåêðàñíóþ îöåíêó ðàáîò Ã.È. Åñëè áû îòçûâ ÑÀÕà ïîñòóïèë âîâðåìÿ, ñóäüáà
ïðåìèè, âîçìîæíî, áûëà áû èíîé.
Â ñâîå âðåìÿ Àëåêñåé Àíòîíîâè÷ îòêðûë îãîíü èç Îðóäèé Ãëàâíîãî Êàëèáðà ïî ìîåé

äèññåðòàöèè. Êîãäà âïîñëåäñòâèè îí ñòàë ïèñàòü ñâîè çàìå÷àòåëüíûå ðàáîòû ïî òå÷åíèþ
ìåòàëëîâ ïî æåñòêèì ïîâåðõíîñòÿì, îí ïðèíÿë σ1 = σ2 â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ è σ1−σ3 = 2k. ß
ñêàçàë ñâîåìó ñîêóðñíèêó, ñîòðóäíèêó À.À., â äóðíîì ñíå íå äîïóñêàâøåìó, ÷òî À.À. â ÷åì-òî
ìîæåò áûòü íåïðàâ: âèäèøü, êàê äîøëî äî äåëà, òî À.À. ïðèøëîñü ïðèíÿòü óñëîâèå ïîëíîé
ïëàñòè÷íîñòè, íà ÷òî ìíå îòâåòèëè: ýòî íå òî. À ÷òî òîãäà òî?
Â Âîðîíåæå ÿ ïðîáûë ñðàâíèòåëüíî íåäîëãî, îêîëî øåñòè ñ ïîëîâèíîé ëåò. Âî âòîðîé ïî-

ëîâèíå ìîåãî ïðåáûâàíèÿ íà îäíîé èç êîíôåðåíöèé â ÌÃÓ ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ñ Ê.Ô ×åðíûõîì

1Èíæåíåðíûé æóðíàë. ÌÒÒ,1967. �4
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è ïðèãëàñèë åãî â Âîðîíåæ. ×åðíûõ ïðèåõàë ãäå-òî â íà÷àëå èþíÿ, áûëà òåïëàÿ, ïðåêðàñ-
íàÿ âîðîíåæñêàÿ ïîãîäà. Âîêðóã Âîðîíåæà ïî áåðåãàì òðåõ ðåê � Âîðîíåæà, Óñìàíêè, Äîíà
÷óäåñíûå ìåñòà. Ìû ïîâåçëè Ê.Ô. íà Óñìàíêó, ãäå Óñìàíêà âïàäàåò â Âîðîíåæ, èñêóïàëèñü,
ðàçâåëè êîñòåð.
Â òå âðåìåíà ÿ áûë âõîæ â Ïèòåðå íà Ôðóíçå 9. Â.Â. Íîâîæèëîâ âñòðåòèë ìåíÿ â

ïðèïîäíÿòî-âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè: Êëèì ðàññêàçûâàë íàì ïðî Âîðîíåæ, äàëåå ñëåäîâàëà
öèòàòà èç ×åðíûõà. Ó Â.Â. áûëî áîãàòîå õóäîæåñòâåííîå âîîáðàæåíèå. Ñóäÿ ïî òîìó, ñ êà-
êèì ïîäúåìîì Íîâîæèëîâ ñìàêîâàë ñëîâà ×åðíûõà, ÿ ïîíÿë, ÷òî êðóãè ðàçîéäóòñÿ øèðîêî.
Â Âîðîíåæå ê íàì ïðèåçæàë è óåçæàë îò íàñ íàðîä, íî íèêòî òàêèõ öâåòíûõ ïóçûðåé íå íà-
äóâàë, ÷òî-òî âî âñåì ýòîì áûëî íå òî. Ïðè ìíå áîëüøå ×åðíûõà çà ãîðîä íå âûâîçèëè. Äà è
ïðèåçæàë ëè îí ïðè ìíå? Ïîñëå ìîåãî îòúåçäà ×åðíûõ íåîäíîêðàòíî ïîÿâëÿëñÿ â Âîðîíåæå,
Ã.È. Áûêîâöåâ áûë ãîñòåïðèèìíûì, øèðîêîé äóøè ÷åëîâåêîì. Â îäèí èç ìîèõ ïðèåçäîâ â
Âîðîíåæ ÿ îáíàðóæèë òàì ×åðíûõà, ìàøèíû áûëè íàãîòîâå è ìû ïîåõàëè â íèçîâüÿ Âîðî-
íåæà. ß áûë òàì âïåðâûå, ñóäÿ ïî âñåìó ìîè ñïóòíèêè õîðîøî îñâîèëè ýòè ìåñòà. ×åðíûõ
íàäåë ëàñòû è ìàñêó, ñòàë íûðÿòü îêîëî áåðåãà è âûáðàñûâàòü ðàêîâ. Íàáðîñàë îí áîëüøå
ïîëîâèíû âåäðà, êîòîðûå òóò æå áûëè ñâàðåíû. ×åì ýòî âñå çàêîí÷èëîñü ñì. â 2.
À.Í. Ñïîðûõèí ïîäàë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. Â îñíîâå äèññåðòàöèè ëåæàëè ðåçóëüòàòû

Ã.È. Áûêîâöåâà î âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
ñâåäåíèåì ê êâàçèñòàòè÷åñêîìó. Â òî âðåìÿ ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàëèñü àêòèâíî, À.Í. ðå-
øèë ìíîãî èíòåðåñíûõ çàäà÷, íàïèñàë äîñòîéíóþ ðàáîòó, äèññåðòàöèÿ çàùèùàëàñü â Êèåâå ó
À.Í. Ãóçÿ. Ãîëîñîâàíèå ïðîøëî åäèíîãëàñíî. ×åðíûì îïïîíåíòîì ïî äèññåðòàöèè áûë Ê.Ô.
×åðíûõ. Îäèí èç õîðîøî èíôîðìèðîâàííûõ ëþäåé ñêàçàë ìíå: åñëè áû òû çíàë, êàêîé îòçûâ
íàïèñàë ×åðíûõ. Îòçûâ, ðàçóìååòñÿ, ìíå íèêòî íå ïîêàçàë. ÂÀÊ ïðèíÿë ðåøåíèå íàïðàâèòü
äèññåðòàöèþ íà äîïîëíèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå â òîò æå Ñîâåò. Ïîëîæåíèå ñòàëî íàïðÿæåí-
íûì, íà Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à Ãóçÿ îêàçûâàëîñü ïðÿìîå äàâëåíèå. Ê ÷åñòè À.Í. Ãóçÿ îí
íå äðîãíóë è äèññåðòàöèÿ ñíîâà ïðîøëà åäèíîãëàñíî. Íà ýòîì íå óñïîêîèëèñü è äèññåðòàöèÿ
áûëà íàïðàâëåíà â Ïèòåð, â óíèâåðñèòåò, â Ñîâåò, ÷ëåíîì êîòîðîãî áûë ×åðíûõ. ß íå ïîåõàë
â Ïèòåð, ïîåõàë Ã.È Áûêîâöåâ. Ãîëîñîâàíèå áûëî 17 � çà, 3 � ïðîòèâ. Êîãäà Áûêîâöåâ âåð-
íóëñÿ, îí ñêàçàë ìíå: çíàåòå, Ä.Ä., ÷òî ñêàçàë ìíå ×åðíûõ: Ãåíà, à ÿ è íå çíàë, ÷òî Ñïîðûõèí
îò òåáÿ.
Àíàòîëèé Íèêîëàåâè÷ Ñïîðûõèí âíåñ áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå âîðîíåæñêîé øêîëû ìå-

õàíèêè, ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ äîêòîðà è êàíäèäàòû íàóê, îí � çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐÔ,
ïðîäîëæàåò óñïåøíî òðóäèòüñÿ â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå. Ñåé÷àñ â Âîðîíåæå ïîðÿä-
êà ïÿòíàäöàòè äîêòîðîâ-ïðîôåññîðîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.02.04 � ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî
òâåðäîãî òåëà, ñèòóàöèÿ ñòàáèëüíàÿ è íèêòî íå â ñîñòîÿíèè åå îïðîêèíóòü.
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ìîåé çàùèòû äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ â Ñîâåò ìåõìàòà ÌÃÓ

ïîäàë Âèêòîð Ñòåïàíîâè÷ Ëåíñêèé. Åãî äèññåðòàöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó
äîêàçàòåëüñòâó ñïðàâåäëèâîñòè ïîñòóëàòà èçîòðîïèè À.À. Èëüþøèíà. ß óæå ïèñàë3 î òîé
çàèíòåðåñîâàííîñòè, êîòîðóþ ïðîÿâëÿë Ë.È. Ñåäîâ âîêðóã ðàçäóâàåìîé èì äèñêóññèè ïî ïî-
ñòóëàòó èçîòðîïèè. Âòîðàÿ çàìåòêà çà ìîåé ïîäïèñüþ ¾Î ðàáîòàõ Â.Ñ. Ëåíñêîãî. . . ¿ áûëà,
ïî ñóùåñòâó, ñäåëàíà Ñåäîâûì. ß ïðîÿâèë ñëàáîñòü ïîä äàâëåíèåì Ñåäîâà. Ýòó çàìåòêó â
ñîáðàíèå ñâîèõ òðóäîâ ÿ íå âêëþ÷èë. Ó ìåíÿ íà÷àëî ïîÿâëÿòüñÿ îùóùåíèå, ÷òî Ñåäîâ ïå-
ðåõîäèò ÷åðòó. Ïåðåä çàùèòîé Ëåíñêîãî Ñåäîâ ïðåäïðèíÿë íà ìåíÿ ìîùíîå äàâëåíèå íà âñå
ëàäû, ÷òîáû ÿ âûñòóïèë íà çàùèòå. Ìíå î÷åíü íå õîòåëîñü ýòîãî äåëàòü. ×òî ÿ ìîã ñêàçàòü?
×òî ðàáîòà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ, ïðîãðàììà ýêñïåðèìåíòîâ, âñÿ èäåéíàÿ ñòîðîíà âîïðîñà ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëåíà À.À. Èëüþøèíûì, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, ëþáîé êâàëèôèöèðîâàííûé òåõíèê
ìîã ýòè ðàáîòû âûïîëíèòü ñ òàêèì æå óñïåõîì. ×òî íèêàêèõ óðàâíåíèé, íèêàêèõ ðåøåíèé

2Âåñòíèê ×ÃÏÓ. Ñåðèÿ �Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ�, 2008. �1(4)
3Âåñòíèê ×ÃÏÓ. Ñåðèÿ ¾Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ¿, 2007. �1
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íîâûõ çàäà÷ íåò. ×òî âëèÿíèå òðåòüåãî èíâàðèàíòà íà òðàåêòîðèþ íàãðóæåíèÿ íå âûÿâëåíî
è ò. ï.
Íî ÿ õîðîøî ïðåäñòàâëÿë, ÷òî ðàáîòà ïðîõîäèò íà ôîíå ¾âûäàþùèõñÿ, ïðèíöèïèàëüíûõ

äîñòèæåíèé¿ â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ÷òî Â.Ñ. � óâàæàåìûé ÷åëîâåê íà ìåõìàòå è åãî íå
îñòàíîâèòü. Äà ìíå è â ãîëîâó íå ïðèõîäèëî îñòàíàâëèâàòü Ëåíñêîãî. Çà÷åì?
Ïðåâîçìîãàÿ ñåáÿ, ÿ ïîäîøåë ê äîñêå è ÷òî-òî ñêàçàë â äóõå âûøåñêàçàííîãî. ß ÷óâñòâî-

âàë, îùóùàë, ÷òî íåñó áîëüøèå ïîòåðè. Ó ìåíÿ ñòàëè êðåïíóòü ìûñëè, ÷òî, äîáèâàÿñü ìîåãî
âûñòóïëåíèÿ, Ñåäîâ èìåë â âèäó íå òîëüêî Ëåíñêîãî.
Â.Ñ. Ëåíñêèé, ðàçóìååòñÿ, çàùèòèëñÿ óñïåøíî. ß íå çíàþ ðàçâèòèÿ èì ñâîèõ èññëåäîâàíèé

ïîñëå çàùèòû. Åäèíñòâåííûì ïðîäîëæàòåëåì èäåé À.À. Èëüþøèíà â ýòîé îáëàñòè, òåîðåòè-
êîì è ýêñïåðèìåíòàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìîé äðóã ïðîôåññîð Âëàäèìèð Ãåîðãèåâè÷ Çóá÷àíèíîâ,
êîòîðûé â Òâåðè ïðîâîäèò èíòåðåñíûå è âàæíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñëîæíîìó íàãðóæåíèþ
ìåòàëëîâ.
×òîáû çàêîí÷èòü òåìó. Ãäå-òî â ôåâðàëå 1971 ãîäà ÿ ïîëó÷èë èç Òóëû ïåðñîíàëüíîå êðà-

ñèâî îòïå÷àòàííîå ïðèãëàøåíèå ïðèíÿòü ó÷àñòèå â îáñóæäåíèè ïðîáëåì ñîâðåìåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïëàñòè÷íîñòè. ß óçíàë, ÷òî îáñóæäåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â óçêîì êðóãó ïðèãëà-
øåííûõ ëèö è îíî êîîðäèíèðóåòñÿ ñ 60-ëåòèåì À.À. Èëüþøèíà. Â çäàíèè Òóëüñêîãî ïîëèòåõ-
íè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÿ âñòðåòèëÞ.Í. Ðàáîòíîâà, êîòîðûé ñêàçàë: ¾Õîðîøî, ÷òî âû ïðèåõàëè,
à òî ìû ñ Ëåîíèäîì Èâàíîâè÷åì óæå íà÷àëè âîëíîâàòüñÿ¿. Ïî-âèäèìîìó, îñòàâàòüñÿ íàåäèíå
ñ Àëåêñååì Àíòîíîâè÷åì Ðàáîòíîâó è Ñåäîâó êàçàëîñü íåóþòíûì.
Â çàñåäàíèÿõ ïðèíèìàëè ó÷àñòèå À.À. Èëüþøèí, Â.Ñ. Ëåíñêèé, À.Ì. Æóêîâ, Ë.À. Òî-

ëîêîííèêîâ, Ë.È. Ñåäîâ, Þ.Í. Ðàáîòíîâ è ÿ. Â àìôèòåàòîðíîé àóäèòîðèè ïðèñóòñòâîâàëè
ñòóäåíòû è ïðåïîäàâàòåëè ÒÃÏÈ. Çàñåäàíèÿ ïðîøëè î÷åíü ñïîêîéíî, íèêàêèõ ñïîðîâ íå áû-
ëî, êàæäûé èçëîæèë ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ. Ãîâîðÿ î ñëîæíîì íàãðóæåíèè, ÿ ñêàçàë, ÷òî êîãäà
ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ ðàçäåëåíû íà ïðîñòûå è ñëîæíûå, òî ïðåäñòàâüòå òåëî ñ êîíöåíòðàòî-
ðîì íàïðÿæåíèé. ßñíî, ÷òî âáëèçè êîíöåíòðàòîðà íàãðóæåíèå ñëîæíîå, à íà óäàëåíèè îíî
ìîæåò áûòü ïðîñòûì. Êàê íàéòè ãðàíèöó ðàçäåëà ìåæäó ïðîñòûì è ñëîæíûì íàãðóæåíèÿìè?
Âî âðåìÿ çàñåäàíèé ïðèâëåêàë ê ñåáå âíèìàíèå ÷åëîâåê ñî çâåçäîé Ãåðîÿ ñîöòðóäà, êî-

òîðîãî îáñóæäåíèå íå èíòåðåñîâàëî, íî åìó ÿâíî ÷òî-òî áûëî íóæíî. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî
Ì.Ò. Êàëàøíèêîâ, êîíñòðóêòîð çíàìåíèòîãî ÀÊ. Îí ðåøèë ñòàòü äîêòîðîì òåõíè÷åñêèõ íà-
óê áåç çàùèòû è ïîëó÷èòü ïîääåðæêó ïðèåçæèõ àêàäåìèêîâ. Áûëà îðãàíèçîâàíà ýêñêóðñèÿ â
ïðåêðàñíûé ìóçåé îðóæèÿ ïðè ÒÃÏÈ, à çàòåì ñòðåëüáà â òèðå èç âñåõ âèäîâ îðóæèÿ, ðàçðà-
áîòàííûõ â Èæåâñêîì ÊÁ, ÃÊ êîòîðîãî ÿâëÿëñÿ è ÿâëÿåòñÿ Ì.Ò. Êàëàøíèêîâ. Ðàçóìååòñÿ,
ïîääåðæêó îí ïîëó÷èë.
Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îôèöèàëüíîé ÷àñòè äîìà ó Ë.À. Òîëîêîííèêîâà íà Öèîëêîâñêîãî 1 ñî-

ñòîÿëñÿ îáåä, íà êîòîðîì, ïîìèìî õîçÿèíà äîìà, ïðèñóòñòâîâàëè À.À. Èëüþøèí, Ë.È. Ñåäîâ,
Þ.Í. Ðàáîòíîâ, Â.Ñ. Ëåíñêèé, À.Ì. Æóêîâ è ÿ. Ñíà÷àëà ïèëè çà çäîðîâüå À.À., ïîòîì ïîøëè
ïî êðóãó, âûïèëè è çà ìîå çäîðîâüå.
Â Ìîñêâó ìû âîçâðàùàëèñü âäâîåì ñ Â.Ñ. Ëåíñêèì íà âå÷åðíåé ýëåêòðè÷êå, â âàãîíå íà-

ðîäó áûëî ìàëî, ìû ñèäåëè íàïðîòèâ äðóã äðóãà, ãîâîðèëè ÷òî-òî ïî-ìåëî÷è. ß âûøåë íà
Êóðñêîì, Â.Ñ ïîåõàë äî Êàëàí÷åâêè. Áîëüøå ñóäüáà ìåíÿ ñ Â.Ñ. Ëåíñêèì íå ñâîäèëà.
Â 1962 ãîäó âûøëà êíèãà Ë.È. Ñåäîâà ¾Ââåäåíèå â ìåõàíèêó ñïëîøíîé ñðåäû¿. Íà ñòðà-

íèöå 249 ñêàçàíî: âåêòîð ïîëíîãî ïåðåìåùåíèÿ êàæäîé òî÷êè ìàëîé ÷àñòèöû òåëà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó

ω = ωe + ωp, (1)

ãäå ωp � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïëàñòè÷åñêîìó òå÷åíèþ ïîñëå ìûñëåí-
íîé ðàçãðóçêè, à ωe � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, îòâå÷àþùèé óïðóãîìó ïðîöåññó. Äàëåå èäóò
îïðåäåëåíèÿ

dεp
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)
dt, (2)
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dεe
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)
dt, (3)

ãäå νe
i ,ν

p
i � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ.

ß îáðàòèë âíèìàíèå Ë.È., ÷òî (1) íå èìååò ìåñòà. Èç (1), (2),(3) ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèÿ
äåôîðìàöèé dεp

ij , dε
e
ij ïî îòäåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, à ýòî íå òàê.

Èìååò ìåñòî

dεij = dεe
ij + dεp

ij ,

ãäå óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ïðèðàùåíèÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè dεij , à dε
e
ij , dε

p
ij

óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè íå óäîâëåòâîðÿþò. Ïðàâ ÿ èëè íåò, äåëî íå â ýòîì. Ðåàêöèÿ Ñåäîâà
áûëà ïîòðÿñàþùåé. Êðèê áûë òàêîé, ÷òî òðóäíî ïîäîáðàòü ñðàâíåíèÿ. Ñåäîâ êðè÷àë (¾âû¿ ó
Ñåäîâà â ìîèõ óøàõ çâó÷àëî êàê ¾âè¿): ¾âè íåãðàìîòíûé ÷åëîâåê¿, ¾âè íè÷åãî íå ïîíèìàåòå¿,
¾âè èëüþøåíåö¿. Äàëåå îí ïîçâîëèë ñåáå â ìîé àäðåñ îñêîðáèòåëüíîå âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå
ÿ çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäó. Êñòàòè, ¾âè èëüþøåíåö¿ ÿ îò Ñåäîâà ñëûøàë íå ðàç.
ß ïîäóìàë, ÷òî êîìó íàäî � ðàçáåðóòñÿ, à âûñêàçûâàíèÿ Ñåäîâà îòíåñ çà ñ÷åò åãî, êàê ìíå

òîãäà êàçàëîñü, íåêîíòðîëèðóåìîãî ýìîöèîíàëüíîãî âñïëåñêà. Â ýòîì ÿ îøèáñÿ. ß óáåäèëñÿ
âïîñëåäñòâèè, ÷òî Ë.È. Ñåäîâ îòëè÷íî êîíòðîëèðîâàë âñå ñâîè ýìîöèè, êàêèìè áû ñòèõèéíû-
ìè îíè íå êàçàëèñü. Ðåàêöèþ Ñåäîâà ñëåäîâàëî áû îñìûñëèòü áîëåå ñåðüåçíî, â îïðåäåëåííîé,
ÿâíîé ñòåïåíè îí ñôîðìóëèðîâàë ñâîå îòíîøåíèå êî ìíå.
Ãäå-òî âåñíîé 1967 ãîäà ïðîíåññÿ ñëóõ, ÷òî Ã.Ï. ×åðåïàíîâ íà îäíîì èç ñåìèíàðîâ çàÿâèë,

÷òî ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ïîëó÷åíû Èðâèíûì, è ÷òî ðåçóëüòàòû
Ã.È. Áàðåíáëàòòà, ïî ñóùåñòâó, ñâîäÿòñÿ ê ðåçóëüòàòàì Èðâèíà. Ýòî áûëî ñåíñàöèåé, íî-
âîñòü ÿ óçíàë, ïî-âèäèìîìó, îò Ë. Â. Åðøîâà, êîòîðûé òîãäà ðàáîòàë â ÈÏÌ. ß âñòðåòèëñÿ
ñ Ã.Ï. ×åðåïàíîâûì è èç åãî ñëîâ óçíàë, ÷òî Èðâèí óñòàíîâèë, ÷òî â êîíöå òðåùèíû èìå-
åòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ îñîáåííîñòü äëÿ íàïðÿæåíèé. Äëÿ ìåíÿ ýòîãî áûëî âïîëíå äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ââåäåííûé Èðâèíûì êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì è íè÷åãî äðóãîãî â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ
ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. ß çàøåë â êàáèíåò ê À.Þ. Èøëèíñêîìó (äåëî áûëî â
çäàíèè íà Ëåíèíãðàäñêîì ïðîñïåêòå 7) è ñêàçàë: À.Þ., îêàçûâàåòñÿ ó íàøåãî íàðîäà íåâåð-
íîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîñòîÿíèè òåîðèè êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ, íóæåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ
â ýòîé îáëàñòè. À.Þ. ìíå ñêàçàë: âîò âû è íàïèøåòå. ß îòâåòèë, ÷òî â åãî èíñòèòóòå ìíî-
ãî ñïåöèàëèñòîâ, êîòîðûå ìîãóò íàïèñàòü îáçîð, ÷òî ÿ âóçîâñêèé ðàáîòíèê è íå ðàñïîëàãàþ
òåì âðåìåíåì, êîòîðûì ðàñïîëàãàþò ñîòðóäíèêè åãî èíñòèòóòà, íà ÷òî Èøëèíñêèé îòâåòèë
� íàïèøèòå âû. Òîãäà ÿ ñêàçàë: ÿ íå çàíèìàëñÿ êâàçèõðóïêèì ðàçðóøåíèåì è íàðîäó áóäåò
íåïîíÿòíî ïî÷åìó ÿ âçÿëñÿ çà îáçîð, ÿ ìîãó ñîãëàñèòüñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïðåàìáóëå áó-
äåò ñêàçàíî: îáçîð íàïèñàí ïî ïðåäëîæåíèþ À.Þ. Èøëèíñêîãî. À.Þ. ñîãëàñèëñÿ. ß ñîáðàë
ìàòåðèàë è çà ëåòíèé îòïóñê íàïèñàë îáçîð.
ß ðàçëîæèë ìàòåðèàëû ïî õðîíîëîãèè, è ïåðåäî ìíîé íà÷àëà ðàçâåðòûâàòüñÿ çàõâàòû-

âàþùàÿ êàðòèíà ðàçâèòèÿ òåîðèè êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. ß ïî÷óâñòâîâàë ñåáÿ êàê, íà-
âåðíîå, Ïåòð I, êîãäà îí âïåðâûå ïîïàë â Àìñòåðäàì: óþòíûå äîáðîòíûå äîìà, âñå â öâåòàõ,
÷èñòåíüêèå îïðÿòíûå ôðàó, ìîùåííûå ìîñòîâûå, ïîðîäèñòûå ëîøàäè è ïðåêðàñíûå ýêèïàæè,
íà âåðôÿõ íå ïî äíÿì, à ïî ÷àñàì ðàñòóò êîðàáëè, â ïîðòó ìíîæåñòâî êîðàáëåé, êóïöû, òîâà-
ðû ñî âñåãî ñâåòà, âå÷åðîì ñòåïåííûå áþðãåðû êóðÿò òðóáêè, ïüþò øíàïñ è ïèâî è òàíöóþò
ñ ðóáåíñîâñêèìè êðàñàâèöàìè. Ïîíåâîëå çàõî÷åøü ïðîðóáèòü îêíî â Åâðîïó.
Çíàêîìÿñü ñ ðàáîòàìè Èðâèíà, Îðîâàíà, Âèëüÿìñà, Âåñòåðãàðäà, Áþêíåðà, Ñàíäåðñà è

äð., ÿ áûë ïîðàæåí êðàñîòîé è çàêîí÷åííîñòüþ òåîðèè êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ, ìíå áûëî
æàëü, ÷òî ÿ íå çíàë ýòîãî ðàíüøå.
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Îáçîð4 ÿ ñäàë â ÏÌÒÔ â êîíöå àâãóñòà, âðó÷èë åãî ëè÷íî Í.À. Òàëèöêèõ; îí îáåùàë íå
çàäåðæèâàòü è îïóáëèêîâàòü â � 6 1967 ãîäà, ÷òî îí è ñäåëàë.
Íèêîëàé Àäðèàíîâè÷ áûë êîëîðèòíîé ôèãóðîé. Ïîñëå åãî íåîáûêíîâåííûõ ïðèêëþ÷åíèé

çà ãðàíèöåé ïîñëå ðåâîëþöèè, îí âåðíóëñÿ íà Ðîäèíó. Ã.Ê. Ìèõàéëîâ ñêàçàë ìíå, ÷òî Àäðè-
àíû÷ ó÷èëñÿ â ÌÃÓ âìåñòå ñ À.Í. Íåñìåÿíîâûì, áóäóùèì ïðåçèäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ, à òîãäà
îáîèõ èñêëþ÷èëè èç ÌÃÓ ¾çà ïðîèñõîæäåíèå¿. Àäðèàíû÷ ãîâîðèë ìíå, ÷òî îí çàêîí÷èë ÌÃÓ
âìåñòå ñ Ì.Â. Êåëäûøåì, ïî âèäèìîìó, ýòî áûëî âî âðåìÿ åãî âòîðè÷íîãî ïðåáûâàíèÿ â ÌÃÓ.
Àäðèàíû÷ áûë ñòàðøå Êåëäûøà íà 13 ëåò. Â ãîäó 1932-îì ãðóïïà îòöîâ-îñíîâàòåëåé Â.Â.
Ãîëóáåâ, Ë.Ñ. Ëåéáåíçîí, À.È. Ëóðüå, À.È. Íåêðàñîâ è äðóãèå êîðèôåè ðåøèëè îðãàíèçî-
âàòü æóðíàë ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿. Äëÿ ðåäàêöèè æóðíàëà áûëà âûäåëåíà
êîìíàòà íà Àðáàòå â Êðèâîêîëåííîì ïåðåóëêå. ß áûë ó Í.À. â Êðèâîêîëåííîì. Àäðèàíû÷
ãîâîðèë ìíå, ÷òî æóðíàë ÏÌÌ çàðîäèëñÿ ó íåãî íà êâàðòèðå. Íàñêîëüêî ÿ ïîíèìàþ, ðåäàê-
öèè âûäåëèëè êîìíàòó, à Àäðèàíû÷ âúåõàë òóäà. Ñ òåõ ïîð Í.À. ðåäàêòèðîâàë è äåðæàë â
ðóêàõ âñå æóðíàëû ïî ìåõàíèêå: ÏÌÌ, ÌÒÒ, Èíæåíåðíûé ñáîðíèê, ÏÌÒÔ è äð. Åñòåñòâåí-
íî, âåñü íàðîä øåë ê íåìó. Êåëäûø áûë çàíÿòîé ÷åëîâåê è íå ñíèñõîäèë äî Í.À., íî êîãäà
Ì.À. Ëàâðåíòüåâ ïðèåçæàë èç Ñèáèðè, Àäðèàíû÷ ñîáèðàë ñâîè ïàïêè, ñàäèëñÿ â ñâîþ Âîëãó
è îòïðàâëÿëñÿ ê Ëàâðåíòüåâó ñ äîêëàäîì.
Íèêîëàé Àäðèàíîâè÷ ó÷åíîé ñòåïåíè íå èìåë, ÷èñëèëñÿ íà äîëæíîñòè ìíñ. Êîãäà Àëåêñåé

Àíòîíîâè÷, áóäó÷è äèðåêòîðîì ÈÌÅÕ ÀÍ, ïîãîðÿ÷èëñÿ è èçäàë ïðèêàç: ìíñ Òàëèöêèõ Í.À.
îò ðàáîòû â ÈÌÅÕ îñâîáîäèòü, òî Í.À. ìãíîâåííî ïåðåâåëñÿ â ÈÌÀØ è óâåë âñå æóðíàëû
ñ ñîáîé íà Ìàëûé Õàðèòîíîâñêèé 4. ÈÌÅÕ îêàçàëñÿ áåç æóðíàëîâ. Åñòåñòâåííî, êîãäà áûë
ñîçäàí ÈÏÌ, Í.À. ñ æóðíàëàìè âåðíóëñÿ îáðàòíî â ñâîé êàáèíåò.
Ãäå-òî â íîÿáðå 1967 ãîäà ÿ çàøåë â ðåäàêöèþ è óâèäåë íà ñòîëå ó Ëåíû Áóíîâîé ïîñëåäíþþ

êîððåêòóðó îáçîðà. Òîíåíüêèì-òîíåíüêèì êàðàíäàøèêîì, íèòî÷êîé ñëîâà: �îáçîð íàïèñàí ïî
ïðåäëîæåíèþ À.Þ. Èøëèíñêîãî� áûëè âû÷åðêíóòû. ß ñïðîñèë: Ëåíà, à ÷òî ýòî òàêîå?. Ëåíà
îòâåòèëà: ýòî Íèêîëàé Àäðèàíîâè÷ âû÷åðêíóë. ß ñêàçàë: ýòî íåäîðàçóìåíèå, À. Þ. çàêàçàë
ìíå îáçîð, ÿ ýòó ðàáîòó âûïîëíèë õîðîøî, ÿ àâòîð, ÿ íåñó îòâåòñòâåííîñòü çà ñâîè ñëîâà,
òàê ÷òî ýòî íàäî ñîõðàíèòü. Ëåíà ñïðîñèëà: Äþèñ, âû òàê ñ÷èòàåòå?, ÿ îòâåòèë: äà, ÿ òàê
ñ÷èòàþ. Ëåíà âçÿëà ëàñòèê è ñòåðëà íèòî÷êó. ×åðåç äâà-òðè äíÿ â ðåäàêöèþ ïðèøëè ÷èñòûå
ëèñòû, ÿ çàñòàë Ëåíó â ñëåçàõ. Îíà ñêàçàëà: Äþèñ, âû ìåíÿ òàê ïîäâåëè, ÿ íå çíàëà, ÷òî
ýòî òàê âàæíî, Íèêîëàé Àäðèàíîâè÷ òàê êðè÷àë, òàê êðè÷àë íà ìåíÿ. ß ñêàçàë: Ëåíà, âû
ïîñòóïèëè ïðàâèëüíî, à Í.À. íå ïðàâ, îí íå èìåë ïðàâà êðè÷àòü íà âàñ, ýòî ìîÿ ñòàòüÿ è îí
äîëæåí áûë ñîãëàñîâàòü ñî ìíîé ýòó ïðàâêó, îí ýòîãî íå ñäåëàë è ïîñòóïèë íåïðàâèëüíî è
íåñïðàâåäëèâî. ß íå ñîìíåâàþñü, êîãäà îí îñòûíåò è ïðèäåò â ñåáÿ, îí èçâèíèòñÿ ïåðåä âàìè.
ß ïîøåë â êàáèíåò ê Àäðèàíû÷ó. Êàê âñåãäà, îí ñèäåë çà áóìàãàìè, îí ïîñìîòðåë íà ìåíÿ, ÿ
ïîñìîòðåë íà íåãî. Îí íå ñêàçàë íè ñëîâà, ÿ íå ñêàçàë íè ñëîâà. À î ÷åì áûëî ãîâîðèòü?, âñå
áûëî ïîíÿòíî áåç ñëîâ. Íèêîãäà ìû ê ýòîé òåìå íå âîçâðàùàëèñü.
Â ñåíòÿáðå 1967 ãîäà ìåíÿ ïðèãëàñèëè íà ñîâåùàíèå ó Ì.Â. Êåëäûøà ïî âîïðîñó, ÷òî òàì

ó íàñ ñ ðàçðóøåíèåì. Áûë ïîãîæèé ñåíòÿáðüñêèé äåíü, ñîâåùàíèå ïðîõîäèëî â êàáèíåòå Ì.Ä.
Ìèëëèîíùèêîâà, íà ñîâåùàíèè ïðèñóòñòâîâàëè: Ì.Â. Êåëäûø, Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, Ë.È. Ñå-
äîâ, À.Þ. Èøëèíñêèé, À.È.Ëóðüå, Ã.Ã. ×åðíûé, À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåð, Ã.È. Áàðåíáëàòò, Ð.À.
Ñàëãàíèê è ÿ. Ñëîâî ïðåäîñòàâèëè Áàðåíáëàòòó, îí ðàññêàçàë î ñâîåì ïîäõîäå, çàòåì âûñòó-
ïèëè Ë.È. Ñåäîâ è À.Þ. Èøëèíñêèé. Ïî ïîâåäåíèþ Ñåäîâà è Èøëèíñêîãî ñðàçó áûëî âèäíî,
êòî çäåñü õîçÿèí. ß íèêîãäà íå âèäåë, ÷òîáû Ñåäîâ è Èøëèíñêèé òàê ñåáÿ âåëè. Ñåäîâ óæå
ïîíèìàë, ÷òî âñå ñäåëàíî Èðâèíûì, íî äàëüøå ýòîãî îí åùå íå ïðîäâèíóëñÿ. Íà âñå ëàäû
÷ðåçâû÷àéíî ýìîöèîíàëüíî îí ïîâòîðÿë îäíó è òó æå ôðàçó, ÷òî âñå ýòî èçâåñòíî, ÷òî âñå
ýòî ñäåëàíî, ÷òî ó Ã.È. íè÷åãî íîâîãî íåò, îäíè îøèáêè. Áîëüøå íè÷åãî îí ñêàçàòü íå ìîã.

4Îáçîð â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàë áèáëèîãðàôè÷åñêîé ðåäêîñòüþ. Îáçîð ðàçìåùåí ïî àäðåñó
http://vestnik.chgpu.edu.ru/obzor.pdf
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Èøëèíñêèé òîæå äàëåêî íå âëàäåë ìàòåðèàëîì, íî ïîâòîðÿë, ÷òî òàê, êàê äåëàåò Ã.È., äå-
ëàòü ìîæíî è ÷òî ýòî ïðîõîäèò, à ÷òî êàñàåòñÿ ïðèîðèòåòîâ, òî â ýòîì åùå íàäî òùàòåëüíî
ðàçîáðàòüñÿ. Ñëîâî ïðåäîñòàâèëè ìíå. ß êðàòêî íàïîìíèë ïîëîæåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà Ãðèôôèòñà, à ïîòîì îáúÿñíèë ñóòü ñèëîâîãî ïîäõîäà Èðâèíà, êîòîðûé åùå â 1957 ãîäó
ïîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî è ñèëîâîãî ïîäõîäîâ, ðàçîáðàëñÿ â àñèìïòîòèêå íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ââåë ïîíÿòèå êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, åäèíñòâåííî
âîçìîæíîãî ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà. ß ñêàçàë, ÷òî äîñòèæåíèå êîýôôèöèåíòîì èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíî,
ýòî è åñòü, ñîãëàñíî Èðâèíó, íà÷àëî êâàçèõðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ è ÷òî âñå ýòî èñ÷åðïûâàåò
ñóòü ïðîáëåìû, ÷òî â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ïðåäëîæåíèé Èðâèí ðåøèë ïðîáëåìó èñ÷åðïûâàþ-
ùèì îáðàçîì è íèêàêèõ íîâûõ óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ ïîäõîäû Ã.È. Áàðåíáëàòòà íå ñîäåðæàò
è ñîäåðæàòü íå ìîãóò. ß ïîêàçàë Ì.Â. Êåëäûøó àìåðèêàíñêèå ñïðàâî÷íèêè, â êîòîðûõ ìå-
òàëëû ìàðêèðóþòñÿ ïî êîýôôèöèåíòó âÿçêîñòè ðàçðóøåíèÿ.
Íèêàêèõ âîïðîñîâ êî ìíå íå ïîñëåäîâàëî, âçÿòü ñëîâî íèêòî íå ïîæåëàë, ïðåíèÿ íå ñîñòîÿ-

ëèñü. Ì.Â. Êåëäûø ñõâàòèë ñóòü äåëà è ñêàçàë â àäðåñ Ã.È. Áàðåíáëàòòà: òàê äåëàòü ìîæíî,
íî íå íóæíî. Ë.È. Ñåäîâ ìíå ñêàçàë: âàøå âûñòóïëåíèå ïåðåä Êåëäûøåì ìîæåò èìåòü äëÿ
âàñ áîëüøîå çíà÷åíèå, íèêàêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ìåíÿ ìîå âûñòóïëåíèå íå èìåëî.
Ïîñëå ñîâåùàíèÿ ÿ ñðàçó ïîåõàë äîìîé ê Íèêîëàþ Àäðèàíîâè÷ó. Îí òîãäà æèë íà Ëåíèí-

ãðàäñêîì ïðîñïåêòå ó Ñîêîëà, íà ïðàâîé ñòîðîíå, åñëè åõàòü èç Ìîñêâû, îêîëî ìåòðî âî äâîðå
íàïðàâî â êèðïè÷íîé áàøíå. Ó íåãî áûëà îäíîêîìíàòíàÿ êâàðòèðà íà âòîðîì ýòàæå. Ñòîë
áûë çàâàëåí áóìàãàìè, ïðÿìî íàïðîòèâ êðåñëà ñòîÿë òåëåâèçîð, êîòîðûé Í.À. ïåðåêëþ÷àë, íå
âñòàâàÿ. Çèìîé Í.À. âûâåøèâàë çà îêíî íà âåðåâî÷êå êóñîê ñàëà, êîòîðûé êëåâàëè ñèíè÷êè.
Âîðîáüåâ Í.À. íå æàëîâàë.
Í.À. æäàë ìåíÿ ñ íåòåðïåíèåì. ß ñòàë ðàññêàçûâàòü êàê ïðîèñõîäèëî ñîâåùàíèå, Í.À. ñ

íåäîâåðèåì ïîãëÿäûâàë íà ìåíÿ, ðàçäàëñÿ òåëåôîííûé çâîíîê, çâîíèë À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåð.
×òî îí ãîâîðèë, ÿ, ðàçóìååòñÿ, íå ñëûøàë, íî, ñóäÿ ïî ðåàêöèè Í.À., Ãîëüäåíâåéçåð ïîäòâåð-
äèë âñå, ÷òî ÿ ãîâîðèë.
Íà äðóãîé äåíü ìíå íóæíî áûëî â ðåäàêöèþ, ÿ ïðèåõàë äîâîëüíî ðàíî, Àäðèàíû÷ áûë íà

ìåñòå. Òîëüêî ÿ ñåë íàïðîòèâ íåãî, êàê âîøåë Ë.È. Ñåäîâ. Îí áûë íåáðèò, â ñòàðîì êîñòþìå è
ðóáàøêå. Åìó áûëî íå äî ïàðàäà. Îí âåñü ñâåòèëñÿ è, ÿ áû ñêàçàë, ðàçäóâàëñÿ, îí áûë î÷åíü,
î÷åíü äîâîëåí, íà âåðõó áëàæåíñòâà, ìîæíî ñêàçàòü, ñ÷àñòëèâ.
Ìíîãî ëè íóæíî ÷åëîâåêó äëÿ ñ÷àñòüÿ?
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Ê 70-ËÅÒÈÞ ÌÀÒ×ÅÍÊÎ ÍÈÊÎËÀß ÌÈÕÀÉËÎÂÈ×À

Òàëàíòëèâîìó ðîññèéñêîìó ó÷åíîìó è èíæåíåðó Ìàò÷åíêî Íèêîëàþ Ìèõàéëîâè÷ó, äîê-
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó èñïîëíèëîñü 70 ëåò. Åãî íàó÷íûå ðàáîòû
ñâÿçàíû ñ òåîðèåé óïðóãîñòè äèëàòèðóþùèõ ìàòåðèàëîâ, àôôèííûì ìîäåëèðîâàíèåì óïðó-
ãèõ, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ è èäåàëüíî-ïëàñòè÷íûõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïî ñóùåñòâó
îí ÿâëÿåòñÿ ðîäîíà÷àëüíèêîì àôôèííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ è èäåàëüíî-
ïëàñòè÷íûõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Â åãî ðàáîòàõ ñî÷åòàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîå ïîíèìàíèå
ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è èñïîëüçîâàíèå àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.
Ìàò÷åíêî Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ çàêîí÷èë â 1962 ãîäó Òóëüñêèé ãîðíûé èíñòèòóò ïî ñïå-

öèàëüíîñòè "ïðîìûøëåííîå è ãðàæäàíñêîå ñòðîèòåëüñòâî". Ïîñëå ãîäà ðàáîòû â Ëèïîâåöêîì
ñòðîèòåëüíîì óïðàâëåíèè Ïðèìîðñêîãî êðàÿ Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó
ê âûäàþùåìóñÿ ðîññèéñêîìó ó÷åíîìó Ë.À. Òîëîêîííèêîâó, è ïîñëå çàùèòû â 1967 ã. êàí-
äèäàòñêîé äèññåðòàöèè ðàáîòàë ó íåãî íà ðàçëè÷íûõ êàôåäðàõ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò. Ïîñëå
çàùèòû â 1975 ã. äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ ðàáîòàåò çàâåäóþùèì êàôåä-
ðîé �Òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèê�, à çàòåì êàôåäðîé "Ðàñ÷åòà è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñòðîèòåëüíûõ
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êîíñòðóêöèé"è äåêàíîì ñòðîèòåëüíîãî ôàêóëüòåòà Òóëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà. Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ ÿâëÿëñÿ ïðåäñåäàòåëåì äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà ÒóëÃÓ ïî ñïåöè-
àëüíîñòè 01.02.04 "Ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà". Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Íèêîëàé
Ìèõàéëîâè÷ - ïðîôåññîð êàôåäðû �Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ� ÒóëÃÓ, ÷ëåí äèññåð-
òàöèîííîãî ñîâåòà ÒóëÃÓ è çàìåñòèòåëü ïðåäñåäàòåëÿ Ó÷åíîãî ñîâåòà ×óâàøñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. È.ß. ßêîâëåâà (ã. ×åáîêñàðû) ïî ñïåöèàëüíîñòè
01.02.04 "Ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà".
Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ èçáðàí ÷ëåíîì Ðîññèéñêîãî Êîìèòåòà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàä-

íîé ìåõàíèêå ÐÀÍ.
Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ àâòîð è ñîàâòîð áîëåå 100 íàó÷íûõ ðàáîò è 2 ìîíîãðàôèé. Ïîä åãî

ðóêîâîäñòâîì çàùèùåíî 14 êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé. Ïÿòåðî åãî ó÷åíèêîâ ñòàëè äîêòîðàìè
íàóê.
Áëåñòÿùèå ðåçóëüòàòû Í.Ì. Ìàò÷åíêî â îáëàñòè àôôèííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêèõ è èäåàëüíî-ïëàñòè÷íûõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ îòêðûâàþò øèðîêèå íàó÷-
íûå ïåðñïåêòèâû ïåðåä ýòèì íàïðàâëåíèåì ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.
Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ ñî÷åòàåò íàó÷íóþ ðàáîòó ñ àêòèâíîé èíæåíåðíîé äåÿòåëüíîñòüþ,

ÿâëÿÿñü Ãåíåðàëüíûì äèðåêòîðîì êðóïíîãî ýêñïåðòíîãî öåíòðà â îáëàñòè ïðîìûøëåííîé
áåçîïàñíîñòè - ÍÏ "Ïðèîêñêèé ýêñïåðòíî êîíñóëüòàöèîííûé öåíòð".
Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ ïîëüçóåòñÿ çàñëóæåííûì àâòîðèòåòîì ñðåäè øèðîêîé íàó÷íîé îá-

ùåñòâåííîñòè Ðîññèè.
Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà îò äóøè ïîçäðàâëÿþò Íèêîëàÿ Ìèõàéëîâè÷à Ìàò÷åíêî

ñ ñåìèäåñÿòèëåòèåì, æåëàþò åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, ìíîãèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ.
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Ê 70-ËÅÒÈÞ ÑÏÎÐÛÕÈÍÀ ÀÍÀÒÎËÈß ÍÈÊÎËÀÅÂÈ×À

Èñïîëíèëîñü 70 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Àíàòîëèÿ Íèêîëàåâè÷à Ñïîðûõèíà, äîêòîðà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà, èçâåñòíîãî òàëàíòëèâîãî ó÷åíîãî â îáëàñòè
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Àíàòîëèé Íèêîëàåâè÷ îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà, îòðàáîòàë äâà ãîäà â ÍÈÈ ã.
Êîëîìíû, âåðíóëñÿ â ÂÃÓ, ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó íà êàôåäðó òåîðèè óïðóãîñòè è
ïëàñòè÷íîñòè, êîòîðóþ âîçãëàâëÿë ïðîôåññîð Ä. Ä. Èâëåâ, îäíîâðåìåííî ñîâìåùàÿ
ó÷åáó ñ ðàáîòîé àññèñòåíòîì. Çàùèòèë â 1969 ãîäó êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ã. È. Áûêîâöåâà, îñòàëñÿ ðàáîòàòü íà ôàêóëüòåòå ÏÌÌ â ÂÃÓ,
ãäå ïëîäîòâîðíî ðàáîòàåò äî ñèõ ïîð, ýòî åãî áåññìåííîå ìåñòî ðàáîòû. Ñ 1989 ãîäà
Àíàòîëèé Íèêîëàåâè÷ çàâåäóåò êàôåäðîé òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðååìíèöåé êàôåäðû òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Âîðîíåæñêàÿ
øêîëà ìåõàíèêè äåôîðìèðîâàííîãî òâåðäîãî òåëà â áîëüøèíñòâå ñîñòîèò èç ó÷åíèêîâ
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ïðîôåññîðîâ Ä.Ä.Èâëåâà è Ã.È.Áûêîâöåâà, ñðåäè êîòîðûõ ïîëíîïðàâíî ìîæåò áûòü
íàçâàí è ïðîôåññîð À.Í.Ñïîðûõèí.
Íàó÷íûå ðàáîòû À. Í. Ñïîðûõèíà ñâÿçàíû: ñ òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè óïðóãîïëàñòè-

÷åñêèõ òåë, ñèñòåì è êîíñòðóêöèé ñ óñëîæíåííîé ñòðóêòóðîé ïðè ìàëûõ è êîíå÷íûõ
äåôîðìàöèÿõ; òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíî óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ ñðåä â "áîëü-
øîì"; ñ ðàçðàáîòêîé äèíàìè÷åñêèõ çàêîíîâ è óñëîâèé íà ðàçðûâàõ, êîãäà íà÷àëüíîå è
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñðåäû íåèçâåñòíû; ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ ãåîìåõàíèêè.
Íàó÷íûå òðóäû À. Í. Ñïîðûõèíà âíåñëè âåñîìûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè óñòîé-

÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.
Íàó÷íàÿ è ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü À.Í.Ñïîðûõèíà îòðàæåíà â 220 ïå÷àòíûõ

òðóäàõ, â ò.÷. 6 ìîíîãðàôèÿõ. Îí àêòèâíî ó÷àñòâóåò â âîñïèòàíèè íàó÷íûõ êàäðîâ.
Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ áîëåå 20 êàíäèäàòîâ è 6 äîêòîðîâ íàóê. À.Í.Ñïîðûõèí ÿâëÿåòñÿ
÷ëåíîì Ðîññèéñêîãî íàöèîíàëüíîãî êîìèòåòà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõà-
íèêå, Çàëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐÔ, ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì 3 äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ
ïî ïðèñóæäåíèþ ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò À.Í.Ñïîðûõèí
ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà â ã.×åáîêñàðû.
Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ, æóðíàë îò äóøè ïîçäðàâëÿþò Àíàòîëèÿ Íèêîëàåâè÷à

Ñïîðûõèíà ñ ñåìèäåñÿòèëåòèåì, æåëàþò åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, ìíîãèõ íîâûõ òâîð-
÷åñêèõ óñïåõîâ.



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 151�152

Ê 70-ËÅÒÈÞ ×ÅÐÍÛØÎÂÀ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÀ ÄÀÍÈËÎÂÈ×À

Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ ×åðíûøîâ ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðåäñòàâèòåëåì Âîðîíåæñêîé
øêîëû ìåõàíèêîâ, îñíîâàííîé ïðîôåññîðîì Ä. Ä. Èâëåâûì.
Âûñøåå îáðàçîâàíèå ïîëó÷èë â Âîðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå â 1956-

1961 ãîäàõ íà ìàòåìàòèêî � ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Äàëüíåéøåå íàó÷íîå îáðàçî-
âàíèå À. Ä. ïîâûøàë, ïðîñëóøàâ êóðñû ëåêöèé ïðîôåññîðà Ä. Ä. Èâëåâà ïî òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè, à òàêæå íà ðåãóëÿðíûõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, ïðîâîäèâøèõ-
ñÿ ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì, ãäå îñîáåííîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü òåîðèè òåíçîðíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ, ðåîëîãèè, ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì â ìåõàíèêå,
òåîðèè óäàðíûõ âîëí è äðóãèì ñîâðåìåííûì è îðèãèíàëüíûì òåìàì.
Â 1966 ãîäó â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ

íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî òåìå �Èññëå-
äîâàíèÿ íåêîòîðûõ âîïðîñîâ ñòðóêòóðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèëüíûõ ñêà÷êîâ â ñïëîø-
íûõ ñðåäàõ�.
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Â 1971 ãîäó íà Ó÷åíîì ñîâåòå ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ â ã. Íîâîñèáèðñêå çàùèòèë äîêòîðñêóþ
äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî
òåìå �Íåêîòîðûå âîïðîñû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ â íåëèíåéíûõ ñïëîø-
íûõ ñðåäàõ�.
Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, îïóáëèêîâàííûõ â íàó÷íûõ ñòàòüÿõ, À. Ä. ×åðíûøîâûì

ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè: �Ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä� - äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà,
�Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðÿìûõ� - äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëî � ìàññîîáìåíà; �Ìåòîä
óãëîâûõ ñóïåðïîçèöèé�, èçëîæåííûé â ìîíîãðàôèè; �Ìåòîä ðàçëîæåíèé â áûñòðûå
ðÿäû Ôóðüå � ×åðíûøîâà�, �Ìåòîä ðàñøèðåíèÿ ãðàíèö�. Âñå ìåòîäû ðàçíîïëàíîâûå,
íî èõ îáúåäèíÿåò îäíà öåëü � ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Îñîáóþ îöåíêó çàñëóæèâàþò òðè ïîñëåäíèõ ìåòîäà, ïî óíèêàëüíîñòè êîòîðûå çíà-

÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò âñå èçâåñòíûå ìåòîäû, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ðåøàòü
îñîáåííî ñëîæíûå íåëèíåéíûå ïðîáëåìû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå êàê â ñòàòè÷åñêîé, òàê
è äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ, ÷òî íåäîñòóïíî äëÿ äðóãèõ ïîäõîäîâ. Ìåòîäû ñ óñïåõîì
ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîáëåì êîñìè÷åñêîãî õàðàêòåðà èëè ñâÿçàííûõ
ñ ïðîãíîçîì ïîãîäû; äèíàìèêîé êðîâîîáðàùåíèÿ â ïîäâèæíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ,
ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ óäàðíûìè âîëíàìè â ñëîæíûõ ñðåäàõ, êîí-
òàêòíûõ çàäà÷, ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ, íîâûõ òåõíîëîãèé è ò. ä.
ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðè ìèíèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ.
Ïðîôåññîð À. Ä. ×åðíûøîâ ðàçðàáîòàë òåîðèþ ñòðóêòóðû óäàðíûõ âîëí â ñëîæíûõ

ñïëîøíûõ ñðåäàõ, ïîñòðîèë òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà
ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ. Â ñâîå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ À. Ä. ×åðíûøîâà ïîëó÷èëè
ïîääåðæêó àêàäåìèêà Í. Í. ßíåíêî. Â íàó÷íûõ ñòàòüÿõ À. Ä. ×åðíûøîâûì îïóáëè-
êîâàíî â öåíòðàëüíîé ïå÷àòè 42 òî÷íûõ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êàæäîå
èç êîòîðûõ âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â ó÷åáíèêàõ ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî íàó÷íûõ ðàáîò ñ íîâàòîðñêèìè èäåÿìè îïóá-

ëèêîâàíû ëè÷íî À. Ä. ×åðíûøîâûì, áåç ñîàâòîðîâ.
Ïîä ðóêîâîäñòâîì À. Ä. çàùèùåíû òðèíàäöàòü êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé, òåìà-

òèêà êàæäîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíîé.
Ïåðâûé àñïèðàíò ïðîôåññîðà À. Ä. ×åðíûøîâà � Àíàòîëèé Àëåêñàíäðîâè÷ Áóðå-

íèí èçáðàí ÷ëåíîì - êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ Ðîññèè.
Ïîæåëàåì Àëåêñàíäðó Äàíèëîâè÷ó çäîðîâüÿ, òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ, ïðèçíàíèÿ øèðî-

êîé íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòüþ ðàçðàáîòàííûõ èì ìåòîäîâ, ïðîñòîòà è ýôôåêòèâíîñòü
êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ñ óñïåõîì èõ ïðèìåíÿòü â èññëåäîâàíèÿõ âàæíåéøèõ ðåàëüíûõ
ïðîáëåì èíæåíåðíîé ïðàêòèêè.

À. À. Áóðåíèí
÷ë. êîðð. ÀÍ ÐÔ



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 153�154

Ê 60-ËÅÒÈÞ ÃÎÐÁÅÍÊÎ ÎËÅÃÀ ÄÀÍÈËÎÂÈ×À

Èñïîëíèëîñü 60 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Îëåãà Äàíèëîâè÷à Ãîðáåíêî, ÷üÿ íàó÷íàÿ è
ó÷åáíî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü íåïðåðûâíî ñâÿçàíà ñ ôàêóëüòåòîì Ïðèêëàäíîé
Ìàòåìàòèêè è Ìåõàíèêè Âîðîíåæñêîãî Ãîñóíèâåðñèòåòà.
Îëåã Äàíèëîâè÷ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïî ñïåöèàëüíîñòè �ìåõàíèêà�,

÷èñëèëñÿ îí â àñïèðàíòóðå ó ìåíÿ, íî ðàáîòàëà ñ íèì Òàòüÿíà Äìèòðèåâíà Ñåìûêèíà
� íûíå ïðîôåññîð ôàêóëüòåòà ÏÌÌ. Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñïåöèàëèñòîâ ïî ÝÂÌ
íà ôàêóëüòåòå ÏÌÌ, Î. Ä. Ãîðáåíêî öåëèêîì ïîãðóçèëñÿ â èíôîðìàòèêó, ñ 1995 ïî
2006 ã. îí � çàâ. êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ÝÂÌ.
Ñ 1986 ïî 1991 ãîä - ÷ëåí Îáùåñîþçíîãî ñîâåòà ïî èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ

ïðè Ìèíèñòåðñòâå âûñøåãî è ñðåäíåãî ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÑÑÑÐ.
Îäèí èç àâòîðîâ ðåãèîíàëüíîãî (Âîðîíåæñêàÿ îáëàñòü) ñòàíäàðòà îáùåãî ñðåäíåãî

îáðàçîâàíèÿ ïî èíôîðìàòèêå. Ó÷àñòâîâàë â êà÷åñòâå ñîàâòîðà â èçäàíèè íåñêîëüêèõ
ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé â ïîìîùü ó÷èòåëÿì îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë â ãîäû
ñòàíîâëåíèÿ íîâîãî ó÷åáíîãî ïðåäìåòà - èíôîðìàòèêè.
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Â 1993 - 2009 ãîäàõ - ïðåäñåäàòåëü æþðè ðåãèîíàëüíîãî (Âîðîíåæñêàÿ îáëàñòü)
ýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå.
Â 2003 - 2009 ãîäàõ - ïðåäñåäàòåëü, çàì. ïðåäñåäàòåëÿ æþðè çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà

Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû "Èíôîðìàòèêà. Ïðîãðàììèðîâàíèå. Èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè".
Â 1999-2001 ãîäû - ñîðîñîâñêèé äîöåíò.
Àâòîð è ñîàâòîð áîëåå 200 íàó÷íûõ, ó÷åáíûõ è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé,

îòìåòèì èç íèõ:
1. Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå â ðàñ÷åòå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè îáîëî÷åê / Èçâå-

ñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. ÌÒÒ, 1978, �1.
2. Âîëíîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â ðàñ÷åòå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ /

Âåñòíèê ôàêóëüòåòà ÏÌÌ. - Âîðîíåæ: èçäàòåëüñòâî Âîðîíåæñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà,
2002.
3. Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêå Ïàñêàëü: çàäà÷íèê (â ñîàâòîðñòâå). - ÑÏá: Ïèòåð,

2005. - 376 ñ.
Îëåã Äàíèëîâè÷ ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó òåõ ëþäåé, êîòîðûå âíîñÿò â ïåäàãîãè÷åñêèé

ïðîöåññ òó âûñîêóþ íîòó ïîëíîé ïðåäàííîñòè ó÷åáíîìó ïðîöåññó, åãî ñîäåðæàòåëüíî-
ñòè, òðåáîâàòåëüíîãî è äîáðîæåëàòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ê ñòóäåíòàì, èñêëþ÷èòåëüíîé
ïîðÿäî÷íîñòè, áåç êîòîðûõ íå äîëæåí áûòü ÂÓÇ è ôàêóëüòåò.
Èìåííî òàêèå ëþäè íàâñåãäà ñîõðàíÿþòñÿ â áëàãîäàðíîé ïàìÿòè î ãîäàõ ïðåáû-

âàíèÿ â ÂÓÇå. Äëÿ ìåíÿ òàêèìè ëþäüìè îñòàþòñÿ Â. Â. Ãîëóáåâ, À. Ï. Ìèíàêîâ,
Ì. Ì. Ôèëîíåíêî-Áîðîäè÷, ðàçóìååòñÿ ó íàñ áûëè è äðóãèå âûñîêî÷òèìûå ïåäàãîãè,
î êîòîðûõ íå çàáûâàåøü, êàæäûé èç íèõ � âåðøèíà, ÿ ãîâîðþ î òåõ, êòî ìíå áëèæå.
Ñåðäå÷íûå ïîçäðàâëåíèÿ Îëåãó Äàíèëîâè÷ó, ïîæåëàíèÿ êðåïêîãî çäîðîâüÿ è ìíî-

ãèõ óñïåõîâ.

Ä. Ä. Èâëåâ



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 155�156

Ê 60-ËÅÒÈÞ ÐÅÂÓÆÅÍÊÎ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÀ ÔÈËÈÏÏÎÂÈ×À

Àëåêñàíäð Ôèëèïïîâè÷ Ðåâóæåíêî - âûäàþùèéñÿ ñïåöèàëèñò â îáëàñòè ìåõàíèêè
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ãîðíûõ ïîðîä è ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ, àâòîð 189 íàó÷-
íûõ ðàáîò, èç íèõ 4 ìîíîãðàôèè (âêëþ÷àÿ ìîíîãðàôèþ, ïåðåâåäåííóþ çà ðóáåæîì)
è 39 àâòîðñêèõ ñâèäåòåëüñòâ.
Îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé À.Ô. Ðåâóæåíêî ÿâëÿþòñÿ ñî-

çäàíèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ è ñû-
ïó÷èõ ñðåä, ðàçðàáîòêà êîíöåïöèè ãîðíîãî ìàññèâà êàê ñðåäû ñ âíóòðåííèìè èñòî÷íè-
êàìè è ñòîêàìè ýíåðãèè. Íà ýòîé îñíîâå èì âíåñåíû óòî÷íåíèÿ â îñíîâíûå ñïðàâî÷íûå
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ôîðìóëû ìåõàíèêè ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ è ãðóíòîâ, äàíû ðàñ÷åòû äàâëåíèé íà îãðàæ-
äàþùèå êîíñòðóêöèè, íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîêðóã âûðàáîòîê ñ
ó÷åòîì áëî÷íîñòè ñðåäû. Ïîñòðîåíû íîâûå êëàññû òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé èäå-
àëüíîé ïëàñòè÷íîñòè.
Íàéäåíû çàêîíîìåðíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð â ñïëîøíûõ ñðåäàõ,

ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ÿ÷åèñòûå ñòðóêòóðû ïðè îäíîðîäíîì ñäâèãå, ðàçëè÷íûå òè-
ïû ñòðóêòóð ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè â ñõîäÿùèõñÿ êàíàëàõ è ñëîæíîì íàãðóæåíèè.
Îáíàðóæåíî ÿâëåíèå íàïðàâëåííîãî ïåðåíîñà ìàññ ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè, êîòîðîå
ïîçâîëèëî îáîñíîâàòü ïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ìåõàíèçìà ïåðåíîñà
ìàññ Çåìëè è åå æèäêîãî ÿäðà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâíûõ ñèë. Âûïîëíåí öèêë ðàáîò
ïî èçó÷åíèþ îäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ. Íà ýòîé îñíîâå ñîçäàíû íîâûå
ïðèáîðû è ìåòîäèêè äëÿ ðåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñëîæíûõ ñðåä. Îáíàðóæåíû
íîâûå çàêîíîìåðíîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè òåî-
ðèè, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñìåøåíèÿ, óïëîòíåíèÿ è äîçèðîâàíèÿ ïîðîøêîâûõ
ìàòåðèàëîâ.
Ðåâóæåíêî À.Ô. ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå íàó÷íûõ êàäðîâ, îí ïðåïîäàåò â

Íîâîñèáèðñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå, ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ 2 äîêòîðà è 7 êàíäèäàòîâ íàóê.
Ðåâóæåíêî À.Ô. ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè æóðíàëà "Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðî-

áëåìû ðàçðàáîòêè ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ"ÑÎ ÐÀÍ, Ðîññèéñêîãî íàöèîíàëüíîãî êîìè-
òåòà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, Ìåæäóíàðîäíîãî áþðî ïî ìåõàíèêå
ãîðíûõ ïîðîä.
Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà îò äóøè ïîçäðàâëÿþò Àëåêñàíäðà Ôèëèïïîâè÷à

Ðåâóæåíêî ñ øåñòèäåñÿòèëåòèåì, æåëàþò åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, ìíîãèõ òâîð÷åñêèõ
óñïåõîâ.



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 157�158

Ê 60-ËÅÒÈÞ ÕÐÎÌÎÂÀ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÀ ÈÃÎÐÅÂÈ×À

Õðîìîâ Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷ â 1972 ã. îêîí÷èë Êóéáûøåâñêèé àâèàöèîííûé èíñòè-
òóò (ÊóÀÈ), â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ñ. Ï. Êîðîëåâà (Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò), ôàêóëüòåò àâèàäâèãàòåëåñòðîåíèÿ. Â 1977 ã. îêîí÷èë Âîðîíåæñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. Â 1981 ã.
îêîí÷èë àñïèðàíòóðó ïðè Ñàìàðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî ñïåöèàëüíî-
ñòè 01.02.04 - ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü íà÷àë
â ÎÊÁ àêàäåìèêà Í.Ä. Êóçíåöîâà. Ñ 1975 ã. ðàáîòàë àññèñòåíòîì, äîöåíòîì íà êà-
ôåäðàõ ïðèêëàäíîé è âûñøåé ìàòåìàòèêè ÊóÀÈ.
Áîëüøàÿ ÷àñòü íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè Àëåêñàíäðà Èãîðåâè÷à ñâÿçàíà ñ Äàëüíåâî-

ñòî÷íûì îòäåëåíèåì ÐÀÍ. Çäåñü îí ïðîøåë ïóòü îò ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà
ëàáîðàòîðèè ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â Òèõîîêåàíñêîì îêåàíîëîãè-
÷åñêîì èíñòèòóòå, çàâåäóþùåãî îäíîèìåííîé ëàáîðàòîðèåé â Èíñòèòóòå àâòîìàòèêè
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è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ äî çàìåñòèòåëÿ äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå â Èíñòèòóòå ìà-
øèíîâåäåíèÿ è ìåòàëëóðãèè ÄÂÎ ÐÀÍ (1987 - 2006 ã.). Èì áûëà îðãàíèçîâàíà áàçîâàÿ
êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â Êîìñîìîëüñêîì-íà-Àìóðå ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè-
÷åñêîì óíèâåðñèòåòå. Íà îñíîâå ýòîé êàôåäðû îñóùåñòâëÿëàñü ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîä-
ãîòîâêà ñïåöèàëèñòîâ âûñøåé êâàëèôèêàöèè, äîêòîðîâ è êàíäèäàòîâ íàóê â ðàìêàõ
ðàçðàáàòûâàåìîãî èì íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ (1993-2006 ã.). Èç âûïóñêíèêîâ êàôåäðû
Àëåêñàíäðà Èãîðåâè÷à ïîäãîòîâëåíî 9 ê.ô.-ì.í. ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.02.04 -ìåõàíèêà
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷ ÿâëÿåòñÿ çàâåäóþùèì êàôåäðîé ïðî÷íîñòè

ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ëàáîðàòîðèè ìåõàíèêè äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â Ñàìàðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì àýðîêîñìè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå
èìåíè àêàäåìèêà Ñ.Ï. Êîðîëåâà (Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò).
Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷ ñ÷èòàåò ñåáÿ ó÷åíèêîì íàó÷íîé øêîëû ïðîôåññîðîâ Èâëåâà

Ä.Ä. è Áûêîâöåâà Ã.È., êîòîðûå îêàçàëè îïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå åãî
êàê ó÷åíîãî. Õðîìîâûì Àëåêñàíäðîì Èãîðåâè÷åì ñäåëàí êðóïíûé âêëàä â ðàçâèòèå
òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïðè áîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ. Îñíîâíûì íàïðàâëå-
íèåì åãî èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ æåñòêîïëàñòè-
÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ èõ ãåîìåòðèè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëèë ñâåñòè
ðåøåíèå îïðåäåëåííîãî êëàññà òåõíîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ
àðãóìåíòîì. Ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ î âíåäðåíèè ïëîñêèõ, êëèíîîáðàç-
íûõ è êðèâîëèíåéíûõ øòàìïîâ â òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, çàäà÷ î äåôîðìèðîâàíèè
òåë ñëîæíîé ôîðìû ñ ïîâåðõíîñòíûìè è âíóòðåííèìè òðåùèíàìè.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè åãî èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ:

- ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèåâ âûáîðà ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â òåî-
ðèè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà, êîòîðûå ïîçâîëèëè ñôîðìóëèðîâàòü çàäà-
÷ó î çàðîæäåíèè è ðàñïðîñòðàíåíèè òðåùèíû â èäåàëüíîì æåñòêîïëàñòè÷åñêîì òåëå;
- íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ èñïûòàíèé íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ñôîðìóëèðîâàí ïîäõîä
ïî îïðåäåëåíèþ íîâûõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðóøåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ òåë
- ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèé (ïåðâîãî ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òåíçîðà êîíå÷íûõ
äåôîðìàöèé) è óäåëüíîé äèññèïàöèè ýíåðãèè, îïðåäåëÿþùèõ çàðîæäåíèå è ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû;
- îáîáùåíèå ýòîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé óïðî÷íÿþùåãîñÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïðè-
âåëî ê ôîðìóëèðîâêå äåôîðìàöèîííî-ýíåðãåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ è íîâîãî
óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòüþ äåôîðìàöèîííûõ ñîñòîÿíèé íåñæè-
ìàåìîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà;
- áîëüøîå âíèìàíèå èì è åãî ó÷åíèêàìè óäåëåíî ðàñ÷åòó ïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé â
îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ;
- â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà ïðî-
öåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè äåôåêòîâ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, âîçíèêàþ-
ùèõ â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ è ýêñïëóàòàöèè.
Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà îò äóøè ïîçäðàâëÿþò Õðîìîâà Àëåêñàíäðà Èãî-

ðåâè÷à ñ øåñòèäåñÿòèëåòèåì, æåëàþò åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, ìíîãèõ òâîð÷åñêèõ óñïå-
õîâ.



Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 159�160

Ê 60-ËÅÒÈÞ ØÀØÊÈÍÀ ÀËÅÊÑÀÍÄÐÀ ÈÂÀÍÎÂÈ×À

Øàøêèí Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð,
äåêàí ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè Âîðîíåæñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ â 1971 ãîäó çàêîí÷èë ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìå-

õàíèêè (ÏÌÌ) Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìå-
õàíèêà�.
Ðàáîòàë ì.í.ñ. õîçäîãîâîðà, ñ 1972 ãîäà ïî 2000 ã. àññèñòåíòîì, äîöåíòîì è ïðîôåñ-

ñîðîì êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÏÌÌ. Â 2000 ã. èçáèðàåòñÿ
äåêàíîì ôàêóëüòåòà ÏÌÌ, à â 2002 ã. çàâåäóþùèì êàôåäðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.
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Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü À. È. Øàøêèíà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ òð¼õìåðíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ òåë ñ óñëîæí¼í-
íûìè ñâîéñòâàìè. Èì äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷ è ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ïî óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ãîðíûõ ïî-
ðîä ïðè íàëè÷èè çîí óïðóãîãî è ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìî-
äåëåé ñðåä. ×àñòü èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ âàêóóì-ñóáëèìàöèîííîé
ñóøêè. Îáùåå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé 105, èç íèõ 34 ìåòîäè÷åñêèõ.
À.È. Øàøêèí îñóùåñòâëÿåò ðóêîâîäñòâî àñïèðàíòàìè, îí ÷ëåí òð¼õ äèññåðòàöè-

îííûõ ñîâåòîâ, ïðåäñåäàòåëü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äîêòîðñêèõ
è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé (ïî ñïåöèàëüíîñòÿì 01.02.04 � ìåõàíèêà äåôîðìèðóå-
ìîãî òâåðäîãî òåëà, ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè, 05.13.17 � òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû
èíôîðìàòèêè, òåõíè÷åñêèå íàóêè) ïðè Âîðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå,
ïðåäñåäàòåëü ðåäàêöèîííîãî ñîâåòà �Âåñòíèêà Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà� ñåðèè ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ðåäàêòîð íàó÷-
íîãî ñáîðíèêà �Âåñòíèê ôàêóëüòåòà ÏÌÌ�.
À.È. Øàøêèí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îðãàíèçàòîðîâ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôå-

ðåíöèé ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, èíôîðìàòèêå è ìåõàíèêå, ðåãóëÿðíî ïðîâîäèìûõ
â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå, ëàóðåàòîì ïðåìèè àäìèíèñòðàöèè Âîðîíåæñêîé îá-
ëàñòè, ÷ëåíîì Íàöèîíàëüíîãî êîìèòåòà ÐÀÍ ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõà-
íèêè, àêàäåìèêîì International Academy of Refrigeration. Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò îí
ðóêîâîäèò ãðàíòàìè ÐÔÔÈ.
Ñâîþ íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü À.È. Øàøêèí óñïåøíî ñî÷åòàåò ñ ïåäàãîãè÷åñêîé äå-

ÿòåëüíîñòüþ. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ïðåçèäèóìà ÓÌÎ êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Â
ðàçíûå ãîäû èì ÷èòàëèñü òàêèå ïîòî÷íûå êóðñû êàê ÷èñëåííûå ìåòîäû, óðàâíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ðàçëè÷íûå ñïåöêóðñû, ïîä åãî ðó-
êîâîäñòâîì íàïèñàíî áîëüøîå ÷èñëî êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò, ìàãèñòåðñêèõ äèñ-
ñåðòàöèé, ïîäãîòîâëåíû äîêëàäû äëÿ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé.
Òàëàíòëèâûé ó÷åíûé, ïðåêðàñíûé îðãàíèçàòîð À. È. Øàøêèí ïîëüçóåòñÿ áîëüøèì

óâàæåíèåì ñðåäè êîëëåã, ñòóäåíòîâ è ñîòðóäíèêîâ.
Ðåäêîëëåãèÿ è ðåäàêöèÿ æóðíàëà îò äóøè ïîçäðàâëÿþò Àëåêñàíäðà Èâàíîâè÷à

Øàøêèíà ñ øåñòèäåñÿòèëåòèåì, æåëàþò åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, ìíîãèõ òâîð÷åñêèõ
óñïåõîâ.



Ê 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

Ëåîíèäà Âèêòîðîâè÷à Åðøîâà

äîêòîðà òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà

(12.05.1929�12.09.1988)





Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 163�164

Ê 80-ËÅÒÈÞ ÑÎ ÄÍß ÐÎÆÄÅÍÈß ÅÐØÎÂÀ ËÅÎÍÈÄÀ
ÂÈÊÒÎÐÎÂÈ×À

Ëåîíèä Âèêòîðîâè÷ Åðøîâ, òàëàíòëèâûé ïåäàãîã è îðãàíèçàòîð íàóêè, äîêòîð òåõ-
íè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, ðîäèëñÿ 12 ìàÿ 1929 ã. Îòëè÷íî îêîí÷èë øêîëó, ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, â 1958 ã. çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, à â 1964 ã. � äîêòîðà òåõíè÷åñêèõ íàóê, ñ 1965 ã. �
ïðîôåññîð.
Ñâîþ òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü íà÷àë â ÍÈÈ-88 (ÖÍÈÈÌÀØ) � âåäóùåé îðãàíèçà-

öèè â îáëàñòè ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêè. Çàòåì ïåðåøåë íà ïðåïîäàâàòåëüñêóþ
ðàáîòó. Ðàáîòàë â ÂÇÝÈ, à çàòåì â Ìîñêîâñêîì ãîðíîì èíñòèòóòå, ãäå ñâûøå 26 ëåò
âîçãëàâëÿë êàôåäðó âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ñ åãî èìåíåì ñâÿçàíî ðàçâèòèå âû÷èñëè-
òåëüíîé òåõíèêè â ÌÃÈ. Îí ÿâëÿåòñÿ çà÷èíàòåëåì øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãîðíîãî äàâëåíèÿ. Ë.Â. Åðøîâ ñûãðàë âàæíóþ
ðîëü â îðãàíèçàöèè, ôîðìèðîâàíèè è ñòàíîâëåíèè Ìîñêîâñêîãî èíñòèòóòà ýëåêòðîí-
íîé òåõíèêè, ïåðâûì ðåêòîðîì êîòîðîãî îí áûë. Â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ðàáîòàë çàìåñòè-
òåëåì äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìåõàíèêè ÀÍ ÑÑÑÐ. Îñíîâíàÿ îáëàñòü íàó÷íîé
äåÿòåëüíîñòè Ë.Â. Åðøîâà � ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Îí ÿâëÿåòñÿ
îñíîâîïîëîæíèêîì èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâå-
ñèÿ äåôîðìèðóåìûõ òåë â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ãîðíûõ ïîðîä. Âïåðâûå ââåë â ìåõàíèêó
ãîðíûõ ïîðîä ïîíÿòèå íàðóøåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðàâíîâåñèÿ. Íà êîíêðåòíûõ çàäà-
÷àõ ïîêàçàë ïðàêòè÷åñêèå ïóòè åãî ðåàëèçàöèè, ðàçâèâ ïðè ýòîì îáùóþ ïîñòàíîâêó
çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ë.Â. Åðøîâûì äàíî îáúÿñ-
íåíèå ãîðíîãî äàâëåíèÿ êàê ïðîöåññà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ìàññèâà ãîðíûõ
ïîðîä. Â ÷àñòíîñòè, èì ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ãîðíîé âûðàáîòêè (ïëîñêàÿ ïîòåðÿ
óñòîé÷èâîñòè) è âåðòèêàëüíîãî ñòâîëà (îñåñèììåòðè÷íàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè). Ë.Â.
Åðøîâ ðàçâèë ìåòîäû ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ òåë â ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå. Â ñâîèõ ðàáîòàõ îí óìåëî èñïîëüçîâàë ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè ãîðíûõ ïîðîä.
Èì îïóáëèêîâàíî ñâûøå 100 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 6 ìîíîãðàôèé, çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî

ó÷åáíèêîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Ïîä âëèÿíèåì è ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè Ë.Â.
Åðøîâà ñôîðìèðîâàëàñü íîâàÿ, áûñòðî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü ìåõàíèêè äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà � óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ãîðíûõ ïîðîä.
Ë.Â. Åðøîâ áûë òàëàíòëèâûì ïåäàãîãîì, ëåêöèè êîòîðîãî îñòàâëÿëè íåèçãëàäèìîå

âïå÷àòëåíèå. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ � ìíîãèå êàíäèäàòû è äîêòîðà íàóê. Èäåè Ë.Â.
Åðøîâà ïðèâëåêëè âíèìàíèå ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ è ðåàëèçîâàíû â êíèãàõ, ó÷åáíûõ
êóðñàõ, äèññåðòàöèÿõ ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé.
Âûñîêîýôôåêòèâíûé òðóä, áîëüøóþ îðãàíèçàòîðñêóþ ðàáîòó Ë.Â. Åðøîâ ñî÷åòàë ñ

îáùåñòâåííîé äåÿòåëüíîñòüþ: íåîäíîêðàòíî èçáèðàëñÿ â îáùåñòâåííûå îðãàíèçàöèè,
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ó÷àñòâîâàë â ðàáîòå ðÿäà êîìèññèé Ìèíâóçà, ýêñïåðòíîãî ñîâåòà ÂÀÊ. Îòëè÷èòåëü-
íûìè ÷åðòàìè Ë.Â. Åðøîâà áûëè ãëóáèíà ñóæäåíèé, íàõîä÷èâîñòü, îñòðîóìèå, äîáðî-
æåëàòåëüíîñòü, îãðîìíîå ÷åëîâå÷åñêîå îáàÿíèå. Îí íåèçìåííî ïîëüçîâàëñÿ ëþáîâüþ
è óâàæåíèåì îêðóæàþùèõ.
Çà óñïåõè â íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè Ë.Â. Åðøîâ áûë íàãðàæäåí ìå-

äàëÿìè, èìåë ïî÷åòíûå çíàêè "Îòëè÷íèê Âûñøåé øêîëû �Øàõòåðñêàÿ ñëàâà"è äð.
Ëåîíèä Âèêòîðîâè÷ ñêîí÷àëñÿ íà øåñòèäåñÿòîì ãîäó æèçíè, îí ïðîæèë êîðîòêóþ,
íî ÿðêóþ è ñîäåðæàòåëüíóþ æèçíü, íàïîëíåííóþ òâîð÷åñêèì ïîèñêîì è óïîðíûì
òðóäîì íà áëàãî ðîññèéñêîé íàóêè. Ïîìÿòü î íåì, ÷åëîâåêå áîëüøîé äóøåâíîé òåï-
ëîòû, âèäíîì ó÷åíîì, îòçûâ÷èâîì è âåðíîì òîâàðèùå ñîõðàíÿåòñÿ â ñåðäöàõ åãî ó÷å-
íèêîâ, ñîðàòíèêîâ, êîëëåã, òåõ, êîìó ïîñ÷àñòëèâèëîñü ðàáîòàòü è âñòðå÷àòüñÿ ñ Ë.Â.
Åðøîâûì.

À. Í. Ãóçü, Â. Ã. Çóá÷àíèíîâ, Ä. Ä. Èâëåâ, Þ. Â. Íåìèðîâñêèé,

Ë. À. Ïó÷êîâ, Ñ. À. Ðåäêîçóáîâ, À. Í. Ñïîðûõèí, Ã. Ï. ×åðåïàíîâ,

À. Ä. ×åðíûøîâ



Ê 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

Åâãåíèÿ Èâàíîâè÷à Øåìÿêèíà

àêàäåìèêà ÐÀÍ

(09.12.1929�19.01.2009)





Âåñòíèê ×ÃÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà
Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2010. �2(66). Ñ. 167�168

Ê 80-ËÅÒÈÞ ÑÎ ÄÍß ÐÎÆÄÅÍÈß ØÅÌßÊÈÍÀ ÅÂÃÅÍÈß
ÈÂÀÍÎÂÈ×À

Åâãåíèé Èâàíîâè÷ Øåìÿêèí � âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé-ìåõàíèê, àâòîð ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà è ãîðíûõ
ïîðîä, òàëàíòëèâûé ïåäàãîã è îðãàíèçàòîð íàóêè.
Å. È. Øåìÿêèí ðîäèëñÿ 9 äåêàáðÿ 1929 ã. â Íîâîñèáèðñêå.
Åâãåíèé Èâàíîâè÷ â 1947 ã. çàêîí÷èë ñ çîëîòîé ìåäàëüþ ñðåäíþþ øêîëó è ïîñòóïèë

íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà, êîòîðûé îêîí÷èë â 1952 ã. ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìåõàíèêà� ïî êàôåäðå òåîðèè
óïðóãîñòè è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ.
Å. È. Øåìÿêèí â 1955 ã. çàêîí÷èë àñïèðàíòóðó è çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåð-

òàöèþ íà òåìó �Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåèäåàëüíî óïðóãèõ ñðåäàõ�.
Ïîñëå îáðàçîâàíèÿ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ Å. È. Øåìÿêèí

ïåðååõàë â Íîâîñèáèðñê. Ñ 1960 ïî 1970 ãã., çàâåäóåò ëàáîðàòîðèåé ìåõàíèêè ãîðíûõ
ïîðîä â Èíñòèòóòå òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ. Â 1962 ã.
Å.È. Øåìÿêèí çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà òåìó �Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïðè ïîäâîäíîì
è ïîäçåìíîì âçðûâàõ� íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà òåõíè÷åñêèõ íàóê.
Åâãåíèé Èâàíîâè÷ â 1970 ã. ïåðåõîäèò íà ðàáîòó â Èíñòèòóò ãîðíîãî äåëà ÑÎ ÀÍ

ÑÑÑÐ íà äîëæíîñòü çàìåñòèòåëÿ äèðåêòîðà, ñ 1971 ã. îí ñòàíîâèòñÿ è.î. äèðåêòîðà,
à çàòåì äèðåêòîðîì èíñòèòóòà. Íà ýòîì ïîñòó îí îñòàâàëñÿ äî èþëÿ 1987 ã.
Â äåêàáðå 1976ã. Å.È. Øåìÿêèí èçáèðàåòñÿ ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ

ïî îòäåëåíèþ ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ (ìåõàíèêà ãîðíûõ ïîðîä). Â 1980
ã. îí ñòàíîâèòñÿ çàìåñòèòåëåì ïðåäñåäàòåëÿ Ïðåçèäèóìà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ
ÑÑÑÐ è îñòàåòñÿ íà ýòîì ïîñòó äî 1986 ã. Â äåêàáðå 1984 ã. Åâãåíèé Èâàíîâè÷ èçáðàí
äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì ÀÍ ÑÑÑÐ ïî îòäåëåíèþ ãåîëîãèè, ãåîôèçèêè, ãåîõèìèè è
ãîðíûõ íàóê (ãîðíîå äåëî, ãåîôèçèêà, ãåîëîãèÿ).
Ñ 1987 ïî 1992 ãã. íà÷èíàåòñÿ íîâûé ïåðèîä â ãîñóäàðñòâåííîé è îáùåñòâåííîé äå-

ÿòåëüíîñòè Åâãåíèÿ Èâàíîâè÷à îí ïåðååçæàåò â Ìîñêâó è ðàáîòàåò Ïðåäñåäàòåëåì
Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèè ïðè Ñîâåòå Ìèíèñòðîâ ÑÑÑÐ (íà ïðàâàõ ìèíè-
ñòðà).
Â 1991 ã. Å. È. Øåìÿêèí ïðèãëàøàåòñÿ â Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-

òåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ãäå îí çàâåäîâàë êàôåäðîé âîëíîâîé è ãàçîâîé äèíàìèêè
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà äî ïîñëåäíèõ äíåé æèçíè.
Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü Å.È. Øåìÿêèíà ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì íåîáðàòèìûõ äåôîðìà-

öèé è ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë (âêëþ÷àÿ äåéñòâèå óäàðà è âçðûâà íà ãîðíûå ïîðîäû),
ñîçäàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåéñòâèÿ âçðûâà, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòûâàòü ìå-
õàíè÷åñêèé ýôôåêò õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ãîð-
íîãî äåëà.
Å.È. Øåìÿêèíó ïðèíàäëåæèò èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàïðÿæåíèé,

ñåéñìè÷åñêîãî ýôôåêòà ïðè ìîùíîì ïîäçåìíîì âçðûâå. Èì èñïîëüçîâàíû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ î ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè ãðóíòà, õàðàêòåðèçóåìûì ïðåäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì
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ñäâèãîâîìó è îáúåìíîìó äåôîðìèðîâàíèþ, óñòàíîâëåíà àñèìïòîòèêà ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîçìóùåíèé ïîäòâåðæäåííàÿ ýêñïåðèìåíòàìè.
Å. È. Øåìÿêèíûì èññëåäîâàíû ñåéñìè÷åñêèå ýôôåêòû ïðè ìîùíîì ïîäâîäíîì

âçðûâå, ñîïðîâîæäàâøèìñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì íåñòàöèîíàðíûõ âîçìóùåíèé â ñëîå
æèäêîñòè, íàõîäÿùèìñÿ â êîíòàêòå ñ óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Èçó÷åíû ñâîé-
ñòâà ïîâåðõíîñòíîé âîëíû äàâëåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ãðàíèöå ðàçäåëà âîäû
è ñêàëüíîãî ñíîâàíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî äíî.
Ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñîïðîâîæäàþ-

ùèõ ìîùíûå ïîäçåìíûå è ïîäâîäíûå âçðûâû, ïîëó÷èëè âàæíûå ïðàêòè÷åñêèå ïðè-
ëîæåíèÿ.
Â Èíñòèòóòå ãîðíîãî äåëà ÑÎ ÐÀÍ Å.È. Øåìÿêèíûì ñîçäàíà íàó÷íàÿ øêîëà â

îáëàñòè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, ãîðíûõ ïîðîä è ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ. Ðàáîòû øêîëû
ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå ó íàñ â ñòðàíå è çà ðóáåæîì.
Ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Å. È. Øåìÿêèíà îïóáëèêîâàíû â 250 ïå÷àòíûõ

ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå â øåñòè ìîíîãðàôèÿõ.
Òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë, ÿñíîñòü ñóæäåíèé, äîõîä÷èâîñòü èçëîæåíèÿ, íàãëÿäíàÿ ôè-

çè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íåèçìåííàÿ äîáðîæåëàòåëü-
íîñòü ïðèâëåêàëè ê Åâãåíèþ Èâàíîâè÷ó ñòóäåí÷åñêóþ ìîëîäåæü, àñïèðàíòîâ, íàó÷-
íûõ ñîòðóäíèêîâ, ìíîãî÷èñëåííûõ ñëóøàòåëåé åãî ëåêöèé è ñåìèíàðîâ. Ñðåäè ó÷åíè-
êîâ Åâãåíèÿ Èâàíîâè÷à êàíäèäàòû è äîêòîðà íàóê, ðàáîòàþùèå â íàó÷íûõ öåíòðàõ
è âóçàõ Ðîññèè.
Å. È.Øåìÿêèí óøåë èç æèçíè, íå äîæèâ ìåíåå ãîäà äî ñâîåãî âîñüìèäåñÿòèëå-

òèÿ. Ñâåòëàÿ, áëàãîäàðíàÿ ïàìÿòü î âûäàþùåìñÿ ó÷åíîì, çàìå÷àòåëüíîì ÷åëîâåêå
Åâãåíèè Èâàíîâè÷å Øåìÿêèíå ñîõðàíÿåòñÿ â ñåðäöàõ âñåõ òåõ, êîìó ïîñ÷àñòëèâèëîñü
âñòðåòèòüñÿ è îáùàòüñÿ ñ íèì íà ñâîåì æèçíåííîì ïóòè.

Ã. Í. Ãðèãîðüåâ, À. À. Øóêàíîâ, Á. Ã. Ìèðîíîâ, Ð. Þ. Àìåíçàäå, Â. Ã. Áàæå-

íîâ, À. À. Áóðåíèí, Ñ. Â. Âàðäàíÿí, Þ. À. Äåìüÿíîâ, Â. Ã. Çóá÷àíèíîâ, Ä. Ä. Èâëåâ,

Ð. À. Êàþìîâ, Ä. Ì. Êëèìîâ, Â. À. Êîâàëåâ, Å. Â. Ëîìàêèí, Ë. À. Ìàêñèìîâà,

À. Â. Ìàíæèðîâ, À. À. Ìàðêèí, Í. Ì. Ìàò÷åíêî, Â. Ì. Ìèðñàëèìîâ, Ã. Ê. Ìèõàéëîâ,

Þ. Â. Íåìèðîâñêèé, Ð. È. Íåïåðøèí, Á. Å. Ïîáåäðÿ, Þ. Í. Ðàäàåâ, À. Ô. Ðåâóæåí-

êî, Ñ. À. Ðåäêîçóáîâ, Ñ. È. Ñåíàøîâ, À. Í. Ñïîðûõèí, Â. Ï. Òàìóæ, Ñ. Â. Òèõîíîâ,
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