
ВЕСТНИК ЧГПУ 
им. И. Я. ЯКОВЛЕВА 
МЕХАНИКА  
ПРЕДЕЛЬНОГО 
СОСТОЯНИЯ 
№ 1 • 2007 

 
 
 
 
 

Максимова Л. А. 
 

О СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ СООТНОШЕНИЯХ 
ПРИ УСЛОВИИ ПЛАСТИЧНОСТИ МИЗЕСА 

 
(Московский государственный горный университет) 

 
В работе рассматриваются статически определимые соотношения в рамках условия 

пластичности Мизеса. 
Уравнения теории пластичности при условии пластичности Мизеса являются ста-

тически неопределимыми. 
В самом деле, имеют место три уравнения равновесия 
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 (1) 

и условие пластичности Мизеса  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,,66 2222222 constkkxzyzxyxzzyyx −=+++−+−+− τττσσσσσσ  (2) 

где ..., xyx τσ  – компоненты напряжений. 
Система четырех уравнений (1), (2) относительно шести компонент напряжений ijσ  

является незамкнутой. Для определения замкнутой системы уравнений, вообще говоря, 
следует привлечь соотношения ассоциированного закона пластического течения. 

Для определения статически определимых соотношений в рамках условия пла-
стичности Мизеса (2) примем предположения. 

Предположим, что  
 kTconstTTT yzxz <−=+= 000

22 ,,ττ . (3) 
Согласно (3), условие пластичности (2) примет вид 
 ( ) ( ) ( ) ( )2

0
22222 66 Tkxyxzzyyx −=+−+−+− τσσσσσσ . (4) 

Система пяти уравнений (1), (3), (4) относительно шести компонент напряжений 
ijσ  остается незамкнутой. 

Предположим далее, что  
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 ( )yxz σσσ +=
2
1 . (5) 

Согласно (5), условие (4) примет вид 
 ( ) ( )2

0
222 44 Tkxyyx −=+− τσσ . (6) 

Система шести уравнений (1), (3), (5), (6) является замкнутой, статически опреде-
лимой системой уравнений. 

Рассмотрим некоторые примеры. 

 
 

Рис. 1 
 
Предположим, что компоненты напряжения не зависят от координаты z : 
 ( ) constyx yzxzijij === ττσσ ,, . (7) 
Согласно (1), (3), (6), (7) имеет место замкнутая система уравнений  
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 (8) 

 ( ) .,44 2
0

22222 TkKKxyyx −==+− τσσ  (9) 
Система уравнений (8) являются уравнениями плоской задачи теории идеальной 

пластичности с измененным пределом текучести, вызванном действием сдвигающих уси-
лий T . 

В качестве примера рассмотрим действие прандтлевского штампа (рис. 1) на иде-
альнопластическое полупространство при действии сдвигающих усилий (3). 

Согласно (8), (9) предельное нормальное давление p  определяется по формуле [1]. 

 ( ) ( ).22 2
0

2 ππ +−=+= TkKp  (10) 
Согласно (10) величина нормального давления зависит от величины сдвигающих 

усилий 0TT =  и не зависит от направления сдвигающих усилий T . 
Соотношения (10) перепишем в виде 
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Выражение (11) представляет собой уравнение эллипса (рис. 2) и определяет зави-
симость предельного усилия p  от величины сдвига 0T  при фиксированном пределе теку-
чести k . 
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Рис. 2 
 
Выражения (8), (9) являются соотношениями плоской задачи при измененном пре-

деле текучести 2
0

2 TkK −= , вызванном действием сдвигающих усилий, поэтому выво-
ды о независимости действия на напряженное состояние от направления сдвигающих 
усилий сохраняются в общем случае. 

Приведем примеры статически допустимых распределений касательных сдвигаю-
щих усилий 22

0 yzxzT ττ +=  для прандтлевского штампа (рис. 1). На рис. 3 показаны воз-
можные статически допустимые распределения сдвигающих напряжений  

 
 

 
 

Рис. 3 
 
На рис. 3 касательные сдвигающие усилия действуют вдоль штампа 1AA , поверх-

ность 111 BAAB  свободная от напряжений: линии 111 CAAC  являются линиями разрыва на-
пряжений. 
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