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Построено модифицированное уравнение Эйлера для изогнутой линии сжатого упругого 
стержня с учётом микроструктуры материала. Показано, что учёт микроструктуры 
материала стержня ведёт к уменьшению критической силы и к более ранней потере его 
устойчивости по сравнению с идеальным случаем однородного сплошного материала. 
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Классическая модель устойчивости жатого упругого стержня [1] построена в пред-

положении сплошности, однородности материала и сохранения его свойств до сколь 
угодно малых материальных размеров. [4].  

Рассмотрим  классический подход [2-3] к построению математической модели из-
гиба стержня под действием продольной нагрузки P  (рис. 1) 

 

 
Рис. 1. Принципиальная схема плоского изгиба стержня под действием продольного усилия P . 

 
Уравнение баланса момента сил, приложенных к элементу стержня, включая в себя 

приращение момента сил от касательных напряжений τ , момент продольной сжимаю-
щей силы P  и имеет вид 
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 ( ) vPM
dx
dI om ⋅==⋅− τ . (1) 

Для линейного упругого материала касательные напряжения τ  определяются за-
коном Гука  
 γτ ⋅= E , (2) 
здесь I  – момент инерции площади поперечного сечения стержня; v  – прогиб стержня; 

E  – модуль упругости материала; P  – усилие продольного сжатия; γ=
dx
dv

 – деформа-

ция сдвига. 
Классическая линейная модель устойчивости стержней, которая следует из (1), (2) 

при использовании тензора деформаций Коши для сплошной среды 
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принимает вид [1-3] 

 02 =+′′ vkv ; 
EI
Pk =2 . (3) 

Для случая шарнирного опирания стержня при 0=x , 0)0( =v  и отсутствия попе-
речных перемещений на конце lx = , 0)( =lv  известно собственное значение k  
( π=kl ), откуда находится критическая нагрузка Эйлера 
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= . (4) 

Для случая исследования на устойчивость стержня такой длины l , которая больше 
характерного размера h  представительного элемента микроструктурного материала, не-
обходимо использовать уточнение [4] тензора деформаций, который имеет вид [4] 
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С таким изменением (5) деформации изгиба стержня дифференциальное уравнение, 
аналогичное (3), для прогибов v  примет вид 

 0
6

2
2

=+′′+′′′ vkvvh
. (6) 

Вводя безразмерный параметр 1<=
l
h

ε , безразмерное перемещение 
l
vu =  и без-

размерную координату 
l
x

=ξ  преобразуем уравнение (6) 

 02
......

2 =++ ukuuε . (7) 

Здесь 
EI
Pk

d
duu == 2

.
,

ξ
. 
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Исследуем собственные значения характеристического уравнения для дифферен-
циального уравнения (7) 
 02242 =++ kλλε . (8) 

Биквадратное уравнение (8) имеет точное решение 
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λ . (9) 

Как видно из (9) все собственные значения iλ  являются мнимыми, так что решение 
уравнения (7) для прогибов можно представить следующим образом 
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=

⋅=
4

1
sin)(

i
ii lAu ξλξ . (10) 

Для случая однородных нулевых граничных условий на концах закрепления 

стержня 0)1()0()1()0(
..

==== uuuu , полагая что не все 0≡iA , можно найти наи-
меньшую критическую силу, дающую поперечное перемещение стержня в виде полови-

ны гармоники )sin(πξ=u  при 
li
π

λ = . 
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Уравнение для первого критического значения 
EI
P

k кр
кр =2  (11) позволяет найти 

первую критическую силу сжатия *
крP  
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Выражение (12) для критической силы, приводящей сжатый стержень в смежное 
состояние равновесия, позволяет сделать вполне определённый вывод: микроструктура 

материала, определяемая безразмерным параметром 
l
h

=ε , ведёт к уменьшению значе-

ния критической силы и к более ранней, по сравнению с идеальным материалом при 
0→ε , потере устойчивости. 
 

г. Воронеж 
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MICROSTRUCTURE DEPENDENCE OF PIVOT STABILITY 

 
(Voronezh state university) 

 
The Euler modificated equation of curved line of compressed elastic pivot has been con-
structed with taking into account of microstructure material. The influence of microstructure 
of pivot material promotes to decrease of critical force and reduces to earlier loss of stability 
as compared with ideal case of homogeneous continuous material. 
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