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В работе [1] исследовано напряженное состояние изотропного идеальнопластиче-

ского пространства вблизи сферической полости. В данной работе результаты, получен-
ные в [1], обобщаются на случай анизотропной идеальнопластической среды. Малый па-
раметр δ характеризует возмущение поверхности  полости, а также связан с анизотропией 
среды. Задача статически определимая. Используется условие полной пластичности [2], 
переменный предел текучести  на одноосное растяжение определяется из условия пла-
стичности Хилла [4]. Рассмотрены три случая возможного исходного невозмущенного 
напряженного состояния. 

 
1. Рассмотрим напряженное состояние анизотропного  пространства вблизи сфери-

ческой полости. Пространство растягивается на бесконечности равномерными усилиями 
q. Поверхность полости свободна от усилий. Введем сферическую систему координат 

φθρ ,, . Уравнение поверхности полости представим в виде 
 ),(10 φθδρρρ += ,  1<<δ . (1.1) 

Условия  предельного состояния для главных компонент напряжений запишем в 
виде  
 ,2, 1321 k=−= σσσσ  (1.2) 
где 2k – предел текучести при растяжении. 

Условие пластичности Хилла для анизотропной среды имеет вид [4] 
 2

0
222222 6)(6)()()( kHGFCBA =+++−+−+− ρφθφρθρφφθθρ τττσσσσσσ , (1.3) 

где k0 – const, A, B, C, F, G, H  – безразмерные константы анизотропии. 
Имеют место уравнения равновесия 
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Предположим, что взаимная ориентация осей ρ, θ, φ  и главных направлений 1, 2, 3 
определяется табл. 1 направляющих косинусов, тогда, используя известные условия связи 
между компонентами напряжений в сферической системе координат и главными напря-
жениями  321 ,, σσσ , из (1.2) получим [2] выражения для компонент напряжений, учиты-
вающие  условия полной пластичности 

 

              21
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2 nknknk =+−= ρθρ τσσ , 

         32
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2 2,2
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2 nknknk =+−= θφθ τσσ ,                         (1.5) 
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2
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где n1, n2, n3 – направляющие косинусы, определяющие ориентацию третьего главного 
напряжения σ3  в системе ρ, θ, φ . 

Подставляя (1.5) в (1.3), определим предел текучести k  в соотношениях (1.2), (1.5)   
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Граничные условия в предположении, что поверхность полости свободна от уси-
лий, записываются в виде 

0coscoscos =++ φτθτρσ ρφρθρ nnn , 

 0coscoscos =++ φτθσρτ θφθρθ nnn ,  (1.8) 

0coscoscos =++ φσθτρτ φθφρφ nnn , 

где n  –  нормаль к поверхности полости. 
Положим  

FFAAaa 221 1,1,1 δδδ +=+=+= , 
 GGBBbb 221 1,1,1 δδδ +=+=+= ,  (1.9) 

HHCCcc 221 1,1,1 δδδ +=+=+= , 
где HGFCBAcba ,,,,,,,,  – const,   параметры  δ1<<1, δ2<<1. 

Пусть  1,0,12 <<≥== δχχδχδδ , тогда из (1.9)  следует 
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При δ = 0  получаем изотропное пространство с сферической полостью, имеющей  невоз-
мущенную поверхность. 

Решение будем искать в виде 

           Таблица 1 
    1      2      3  
ρ 
θ 
φ 

   l1     m1     n1    
   l2     m2     n2  
   l3      m3     n3   
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'0'0'0 ,, kkknnn iiiijijij δδδσσσ +=+=+= , 

 aaFFAA δχδχδ +=+=+= 1,1,1 ,  (1.11) 

bbGGBB δχδχδ +=+=+= 1,1,1 , 

ccHHCC δχδχδ +=+=+= 1,1,1 . 
Линеаризируя соотношения (1.3), (1.5), (1.6), получим в нулевом приближении 
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где ( ,123)ρθφ означают круговую перестановку индексов. 
В  первом приближении 
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В исходном невозмущенном состоянии (δ = 0) положим 
0,0,, 000000 ===≠ ρφθφρθφθρ τττσσσ . 

Рассмотрим следующие случаи исходного невозмущенного напряженного состоя-
ния (δ = 0), соответствующего изотропному пространству со сферической полостью 

1) 0,0,0 000000 ===≠=≠ ρφθφρθθρφ τττσσσ , (1.14) 

2) 0,0,0 000000 ===≠=≠ ρφθφρθφθρ τττσσσ , (1.15) 

3) 0,0,0 000000 ===≠=≠ ρφθφρθρφθ τττσσσ . (1.16) 
2. Рассмотрим случай (1.14). Из (1.12), (1.14)  получим в нулевом приближении 
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 00000 ,2 θρρφ σσσσ =+= k , (2.1) 

   0
0000

2
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Согласно (1.13), (1.14), (2.1) в первом приближении будем иметь 
0'

3 =n , 
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Из уравнений равновесия (1.4) в нулевом приближении согласно (1.14), (2.1) получим 
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В первом приближении уравнения равновесия  с учетом  (2.2)  примут вид 
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Удовлетворим первому и второму  уравнениям  (2.5) с помощью замены 
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тогда из третьего уравнения (2.5) получим линейное  однородное  уравнение 

 034
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Положим ),()( φθρ YR=Ψ , тогда, разделяя переменные в (2.7), для функций )(ρR  и 
),( φθY  получим уравнения 

 04 '''2 =−+ RRR λρρ ,  (2.8) 
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θ θφφθθ , λ – const. (2.9) 

Полагая )()(),( φθφθ ΦΘ=Y , для функций )(φΦ и )(θΘ получим соответственно уравне-
ния 

02 =Φ+Φ ′′ m ,   m – целые числа, 
 0)(sincossin3sin 222 =Θ++Θ′+Θ′′ mλθθθθ .  

Ограниченным решением последнего  при 4/9)2/1( 2 −+= nλ , n = 0,1,2,.. является 
функция 
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1 1 mm −= ,    ...2,1,0,1 =nm  
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где )(cos1 θm
nP – присоединенный полином Лежандра 1-го рода. 

Следовательно, решение уравнения (2.7) будет следующим 
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где 21, CC  – константы, определяемые из граничных условий, в предположении [1], что 

mnmn ED ,  совпадают с коэффициентами разложения функции ),(1 φθρ в ряд по сфериче-
ским функциям.  

Порядок присоединенного полинома Лежандра 1m принимает целые значения при  
m = 0 или m = 1. При m = 1 функция (2.10) запишется в виде 
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Из (2.2), (2.6), (2.11) определим выражения для компонент напряжений 
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3. Рассмотрим случай (1.15). Из (1.12), (1.15)  получим в нулевом приближении 
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Согласно (1.13), (1.15), (3.1) в первом приближении будем иметь 
0'

1 =n , 
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Из уравнений равновесия (1.4) в нулевом приближении согласно (1.15), (3.1) получим 
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В первом приближении уравнения равновесия  с учетом  (3.2)  примут вид 
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Удовлетворим второму  и третьему уравнениям  (3.5) с помощью замены 
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тогда из первого уравнения (3.5) получим линейное  неоднородное  уравнение 
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1
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ρ θρφφθθρρ Dctg =Ψ−Ψ−Ψ−Ψ−Ψ ,  (3.7) 
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В случае 0' =k , т.е. если среда изотропная ( 0... ==== HBA χχχ ), или CA −= , 
или при 0== CA  уравнение (3.7) становится однородным (D = 0) и совпадает с уравне-
нием, приведенным в [3]. 

Общее решение Ψ линейного неоднородного уравнения (3.7) представляется в виде 
суммы общего решения соответствующего однородного уравнения 1Ψ и частного реше-
ния неоднородного 2Ψ , т.е. 21 Ψ+Ψ=Ψ . Функция 1Ψ  находится методом разделения 
переменных в соответствующем однородном уравнении. Для этого положим 

),()(1 φθρ YR=Ψ , тогда, разделяя переменные,  для функции )(ρR получим уравнение 
Эйлера 

 022 =−′−′′ RRR λρρ ,  const−λ .  (3.9) 
Полагая )()(),( φθφθ ΦΘ=Y , для функций )(φΦ и )(θΘ получим соответственно 

уравнения 
 02 =Φ+Φ ′′ m ,  (3.10) 
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 0)sin(cossinsin 222 =Θ−−+Θ′+Θ ′′ mλθθθθ .  (3.11) 
Ограниченным решением последнего  при )1( +−= nnλ ; n, m = 0, 1, 2,… является 

присоединенный полином Лежандра 1-го рода )(cosθm
nP . Для функции ),( φθY  получим 
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нородного уравнения, соответствующего неоднородному уравнению (3.7) 
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Частным решением неоднородного уравнения (3.7) является функция 
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Таким образом, общее решение уравнения (3.7) будет следующим 
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где 11321 ,,,, EDCCC  – константы, определяемые из граничных условий, D  –  согласно 
(3.8).  

Из (3.2), (3.6), (3.14) получим выражения для компонент напряжений 
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4. Рассмотрим случай (1.16). Из (1.12), (1.16)  получим в нулевом приближении 
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   0
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2
3,0 kkгде ==== ρφθφρθ τττ . 

Согласно (1.13), (1.16), (4.1) в первом приближении будем иметь 
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0'
2 =n , 

 '''''''''

3
2,

3
42 kkk −==+=+= σσσσσσ φρρθ , (4.2) 

0,2,2 ''
3

0''
1

0' === ρφθφρθ τττ nknk , 
где  

 )(
3
1),(

4
''''0'
φθρ σσσσχ ++=+−= BAkk .  (4.3) 

Из уравнений равновесия (1.4) в нулевом приближении согласно (1.16), (4.1) получим 
 

 0,02,02 0
0

000

=
∂

∂
=+

∂
∂

=−
∂

∂
φ

σ
θ

θ
σ

ρρ
σ φθρ ctgkk . (4.4) 

В первом приближении уравнения равновесия  с учетом  (4.2)  примут вид 

0)22(12 '
1

0'
'
1

0'

=+−+
∂
∂

+
∂
∂

θ
ρθρρ

σ ctgnkknk , 

 0)62(1
sin
212 '

1
0'

'
3

0''
10 =++

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ nkctgknknk θ

ρφθρθ
σ

ρρ
, (4.5) 

04
sin

12 '
3

0
''

30 =+
∂

∂
+

∂
∂

θ
φ

σ
θθ

ctgnknk . 

Удовлетворим первому и третьему уравнениям (4.5) с помощью замены 

ρ
θ

φθρ
θ

σ ln2),,(
sin
2 '

0
' kk +

∂
Ψ∂−= , 

 
ρ

φθρ
θ

ρ
∂

Ψ∂
=

),,(
sin

'
1n ,   

φ
φθρ

θ ∂
Ψ∂

=
),,(

sin
1
2

'
3n , (4.6) 

тогда из второго уравнения (4.5) получим линейное  неоднородное  уравнение 

 θθρ
θ

ρ θρφφθθρρ cos4
sin

1
1

''''
2

''''2 Dctg =Ψ+Ψ+Ψ+Ψ−Ψ , (4.7) 

где 

 )(
40

'

1 BA
k
kD +=−= χ .  (4.8) 

Общее решение Ψ линейного неоднородного уравнения (4.7) представляется в виде 
суммы общего решения соответствующего однородного уравнения 1Ψ и частного реше-
ния неоднородного 2Ψ , т.е. 21 Ψ+Ψ=Ψ . Функция 1Ψ  находится методом разделения 
переменных в соответствующем однородном уравнении. Для этого положим 

),()(1 φθρ YR=Ψ , тогда, разделяя переменные, для функции )(ρR и ),( φθY получим 
уравнения  

 042 =−′+′′ RRR λρρ ,  const−λ  ,  (4.9) 

 0
sin

1 '''
2

'' =−−− YYctgYY λθ
θ θφφθθ .  (4.10) 
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Полагая )()(),( φθφθ ΦΘ=Y , для функций )(φΦ  и )(θΘ  получим соответственно уравне-
ния 

02 =Φ+Φ ′′ m ,  4.11) 
 0)sin(cossinsin 222 =Θ+−+Θ′−Θ ′′ mλθθθθ .  (4.12) 

Ограниченным решением последнего  при 2)2/1(4/1 +−= nλ , n = 0,1,2,.. является функ-
ция 

)(cossin)( 2 θθθ m
nP=Θ , 2

2 1 mm −= ,    ...2,1,0,2 =nm  

где )(cos2 θm
nP – присоединенный полином Лежандра 1-го рода. 
Из (4.9) – (4.12) получим решение однородного уравнения, соответствующего не-

однородному уравнению (4.7) 

 ∑∑
∞

=

−

=

−−+−
++=Ψ

0

1

0

2
3

2
2
3

11 )(cos)sincos(sin)(
2

n

m
nmn

n

m
mn PmEmDCC θφφθρρ

ββ
, (4.13) 

λβ +=
4
9 ,  2)2/1(

4
1 +−= nλ ,    ...2,1,0, =mn  

Частным решением неоднородного уравнения (4.7) является функция 
 12 3sin ln sin cosD d Cθ θ θ θΨ = −∫ , 3C  – const  (4.14) 

Параметры β  и 2m  принимают действительные значения при условии m=1, n = 0, 1, то-
гда общее решение уравнения (4.7) будет следующим 

)(cos)sincos(sin)( 02
3

2
2
3

1 θφφθρρ
ββ

nnn PEDCC ++=Ψ
−−+−

+ 

 θθθθ cossinlnsin 31 CdD −∫ ,  n = 0,1, 2)2/1(2/5 +−= nβ . (4.15) 

где nn EDCCC ,,,, 321  – константы, определяемые из граничных условий, 1D   –  согласно 
(4.8).  

Из (4.2), (4.6), (4.15) получим выражения для компонент напряжений 
' ' ' '2 2 ln

3
k kρ φσ σ ρ= = − + −  















∂

∂
+++−

−−+−

θ

θ
θθφφρρ

ββ )(cos
)(cos)sincos)((2

0
02

3

2
2
3

1
0 n

nnn

P
PctgEDCCk + 

1 3sin ln sin sinD Cθ θ θ+ + , 

 −+= ρσθ ln2
3
4 ''' kk  (4.16) 

3 3 0
0 02 2

1 2
(cos )

2 ( )( cos sin ) (cos ) n
n n n

Pk C C D E ctg P
β β θ

ρ ρ φ φ θ θ
θ

− + − −  ∂
− + + + ∂ 

, 

' 0ρφτ = ,    
3 3

' 0 02 2
1 22 [( 3 / 2 ) ( 3 / 2 ) ]( cos sin ) (cos )n n nk C C D E P

β β

ρθτ β ρ β ρ φ φ θ
− + − −

= − + + − − + , 
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3 30
' 02 2

1 2
2 ( )( sin cos ) (cos )
sin n n n

k C C D E P
β β

θφτ ρ ρ φ φ θ
θ

− + − −
= + − + ,  при n = 0, 1. 

Отметим, что при 0' =k  полученные результаты совпадают с результатами, приве-
денными в [1]  для изотропной среды. 
 
г. Чебоксары 
Поступила: 19 февраля 2008 г. 
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