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Предлагается подход к решению задач механики разрушения на масштабном уровне ме-
ханики сплошной среды. Для элементарного элемента объема в рамках данного подхода 
рассмотрено наступление момента образования новых материальных поверхностей. 
Предложена постановка и метод решения частной задачи механики разрушения. 
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1. Подходы к описанию процесса разрушения.  В процессе внешних, монотон-

ных до некоторого момента воздействий на твердое тело, его материал проходит стадии 
обратимого (упругого), необратимого равновесного (упругопластического) деформирова-
ния и, наконец, стадию разрушения. Наименее изученной, но и наиболее важной с при-
кладной точки зрения является стадия разрушения. Существенное отличие этой стадии от 
предыдущих заключается в том, что если упругое и неупругое деформирование может 
охватывать весь материал тела, в частности, деформированное состояние может быть од-
нородным, то процесс разрушения, как правило, локализуется в тонких слоях. Сложность 
описания таких процессов связана с неопределенностью самого понятия “разрушение”. 

Исторически сложились два направления описания разрушения. Первое рассматри-
вает наступление предельного состояния в окрестности точки континуума для тел без на-
чальных вырезов [1,7,10]. В этом случае определяется момент наступления критического 
состояния в окрестности материальной точки и не рассматривается дальнейшая эволюция 
разрушения, в частности, процесс формирования новых материальных поверхностей. 
Второе направление – определение условий начала движения имеющегося в теле разреза, 
который полагается либо математическим (теория трещин) [11–15,17],  либо физическим, 
имеющим некоторый характерный размер [6,9,16]. Для математического разреза процесс 
образования поверхностей не связывается с разрушением материала в смысле использо-
вания критериев прочности. В качестве условия начала продвижения поверхности разры-
ва принимается критерий Гриффитса в энергетическом или силовом вариантах. В рабо-
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тах [2-5] предлагается рассматривать разрушение как термомеханический процесс, и да-
ны оценки соответствующего масштабного уровня через известные механические харак-
теристики среды. 

2. Постановка частной задачи механики разделения. В качестве примера реше-
ния задачи разделения на масштабном уровне выполнения гипотез механики сплошной 
среды  рассмотрим условия начала продвижения физического разреза (слоя взаимодейст-
вия) [2] в линейно упругой плоскости согласно схеме, показанной на рис.1, соответст-
вующей разрушению типа нормального отрыва. 

В отличие от постановки задачи [2], наряду с напряжением ( )211 xσ  учитываем на-
пряжение ( )222 xσ , обусловленное наличием касательных напряжений ( )221 xσ  вдоль гра-
ницы со слоем. Подчеркнем, что в слое постулируется однородность напряженно-
деформированного (НДС) состояния в направлении ортогональном поверхности разделе-
ния (плоскости ОX2X3). 

   
 
 

 Рис.1. Схема разделения плоскости  
 
Полагаем, что связь между напряжениями и деформациями вне слоя взаимодейст-

вия описывается соотношениями линейной теории упругости для случая плоского дефор-
мирования. В силу симметрии задачи рассмотрим только верхнюю полуплоскость 
( 2/x 01 δ≥ ) (рис.2), а действие слоя эквивалентно нагрузке на полуплоскость 

( )221111 eσ~eσ~(x)q
rrr

+−=  (здесь и далее 02xx δ≡  – безразмерная координата; β⋅= ijij σσ~  

2,1=ι,j  – безразмерные напряжения; ( )
Επ
ν−

=β
212  – параметр материала, Ε  – модуль уп-

ругости; ν  – коэффициент Пуассона). 

   

X1 

P
r

 

O δ0 

a 
X2 

P
r

 

P
r

 

( )x1q  

( )x2q  X2 

X1 

L a 

A 

PDF создан версией pdfFactory Pro для ознакомления www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 54 

Рис.2.  Схема нагружения плоскости 
Связь между напряжением 22σ~  в слое взаимодействия и напряжением 21σ~  по гра-

нице слоя получим из условия равновесия элемента слоя в виде 

21
22 σ~2
x
σ~

−=
∂

∂ .      (1) 

На основании решения задачи Фламана распределение перемещений точек границы 
полуплоскости под действием нагрузок, показанных на рис.2,  имеет вид 
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где 0ii uu~ δ= 2,1=ι,j  – безразмерные перемещения; 0β~ δPP =  – безразмерная сила на 
единицу толщины; L – удаленная точка с нулевым перемещением; L – расстояние от на-
чала координат до L. 

Запишем перемещения в левых частях (2) и (3) через соответствующие главные де-
формации слоя взаимодействия с учетом гипотезы однородности напряженно-
деформированного состояния по толщине слоя 

( ) ( ) 2xxu~ 111 ε= ,     (4) 

( ) ( )
∫
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22
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2
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Выражение главных деформаций найдем через соответствующие напряжения из за-
кона Гука 

221111
~B~~A~ σ−σ=ε ,    (6) 

112222
~B~~A~ σ−σ=ε ,    (7) 

где 
2

A~ π
= , ( )ν−

νπ
=

12
B~  – безразмерные постоянные. 

Таким образом, с учетом (4), (6), представим граничное интегральное уравнение (2) 
в следующей форме 
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Продифференцируем по x выражение (3) 
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Подставим в формулу (9) выражение (7) в результате получим 
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Отсутствие напряжений 22σ~  в точке О и условие затухания напряжений на беско-
нечности приводит к следующему граничному условию 

.0σ~ 0x22 =
=

    (11) 
Таким образом, имеем систему интегральных уравнений (8), (10), дополняемую 

связью (1). Перепишем полученную систему интегро-дифференциальных уравнений в 
виде: 
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Результатом решения системы (12) является нахождение поля напряжений 11σ~  и 

22σ~ , а также касательных напряжений по границе со слоем – 21σ~  при условии затухания 
напряжений на бесконечности: 0σ~σ~σ~ Lx22Lx21Lx11 ===

===
. 

3. Результаты решения. Для решения задачи в рамках дискретной модели разо-
бьем границу полуплоскости OL на N граничных элементов [8]. Считаем, что каждый 
граничный элемент характеризуется постоянным (средним по элементу) значением на-
пряжения ( )k

iiσ~ , где 2,1,1 =⋅⋅⋅= ιNk .  
Построим дискретные выражения интегральных операторов в уравнениях системы 
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Используя условие постоянства напряжения ( )j
21σ~  и производной 

dx
σ~d 22

j

, соотноше-

ние (1) примет следующий вид 
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Таким образом, система (12) сводится к следующей системе линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно ( )k

11σ~ , ( )k
21σ~  и ( )k

22σ~  
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На рис.3 построены эпюры распределения напряжений в слое взаимодействия на 
первых 7 элементах при следующих расчетных характеристиках: N = 1000; a = 10 для 
двух значений коэффициента Пуассона: 15,0=ν  , 35,0=ν . Непрерывные линии соответ-
ствуют 35,0=ν , а штриховые – 15,0=ν . Кривые 1 и 3 определяют напряжение 11σ , а 2 и 
4 – 22σ .  

 
Рис.3. Распределение напряжений на границе слоя 

 
Из рисунка видно, что коэффициент Пуассона практически не влияет на распреде-

ление напряжений 11σ , но оказывает существенное влияние на напряжение 22σ . Полу-
ченная зависимость показывает, что напряжение 22σ  для физического разреза соответст-
вует напряжению 11σ  и может играть существенную роль при формировании пластиче-

ской зоны, предшествующей началу разделения. Кроме того, отношение 
11

22

σ
σ

 для дис-

кретной рассматриваемой модели существенно зависит от коэффициента Пуассона. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 06-01-00047 и  

№ 07-01-96402). 
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